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1. Predgovor

Agregacija 1 fuzija informacija je osnovni zadatak sistema zasnovanih na znanju, od
obrade slike do donoSenja odluke. Sa generalne tacke glediSta moze se re¢i da agregacija ima za
cilj istovremeno koris¢enje razlicitih delova informacije kako bi se doslo do zakljucka ili odluke.

Medutim, najviSe se koristi definicija da je agregacija proces kombinovanja i spajanja
nekoliko, najces¢e numerickih vrednosti, u jednu. Pomoc¢u funkcija vrsi se preslikavanje ulazne
vrednosti u izlaznu vrednost. Funkcija se obi¢no obelezava sa f (x) = y gde je x argument, a y
vrednost. Ulazna vrednost moze biti i vektor, na primer x = (x4, ..., X,) 1 to je najces¢i slucaj kod
funkcija agregacije. Funkcije agregacije se puno koriste u matematici (statistika, verovatnoca),
ekonomiji, finansijama, kao i u mnogim drugim prirodnim naukama. Postoji viSe istrazivackih
oblasti koje se bave agregacijom, medu njima je viSe-kriterijumska oblast, zatim fuzija senzora,
donoSenje odluke, kao 1 traZzenje bitnih podataka. Svaka od navedenih oblasti koristi ili predlaze
odredene metodologije kako bi se dobila inteligentna agregacija, to su na primer, neuronske
mreze, koriS¢enje specifi¢nih tehnika fuzije, verovatnoce, fazi skupova. Svi navedeni prilazi
koriste odredene numericke operatore i zato numericka agregacija igra fundamentalnu ulogu. To
je razlog zasto se insistira na matematickom aspektu agregacije, s obzirom da je u pitanju
agregacija realnih brojeva, a ne na primer agregacija vaznih pravila.

Najstariji primer agregacije je aritmeticka sredina gde se od viSe ulaznih veli¢ina dobija
jedna prosecna vrednost. Funkcije pomocu kojih se dobija jedna vrednost od viSe ulaznih
vrednosti nazivaju se funkcije agregacije.

Ovaj master rad je podeljen na tri povezane celine. U prvom delu su definisane funkcije
agregacije 1 operatori agregacije pomocu koji se takode od vise ulaznih dobija jedna izlavrednost
([4],[6]). Zatim su kroz definicije i teoreme prikazane najvaznije osobine funkcija agregacije
([4LI6L[1D).

Drugi deo pocinje sa osnovnim operatorima agregacije kao i sa njihovim osobinama
([3],[8])- Navedeni su operatori koji se najviSe primenjuju u raznim nau¢nim disciplinama,
izmedu ostalog 1 u grupnom odlucivanju. Zatim su od operatora agregacije izdvojene trougaone
norme, trougaone konorme, uninorme i nula norme, upravo zbog osobina koje su potrebne u
procesu grupnog odlucivanja ([2],[7],[1],[11],[13]). Potom su objaSnjene osnovne algebarske
karakteristike trougaonih normi i trougaonih konormi.

Treci deo se bavi primenom operatora agregacije. Na pocetku su prikazani fazi skupovi i
naglasena je njihova veza sa funkcijama preferencija agenata koji su ukljuceni u proces grupnog
odlu¢ivanja ([11],[10],[12]). Uporeduju se nacini grupnog odlucivanja pomocu operatora
agregacije 1 uocavaju se prednosti 1 nedostaci primene operatora agregacije. Takode se 1
razmatraju oblici koji ¢e ukljuciti vaznije agente u proces grupnog odlucivanja kako bi se na
kraju dobila najoptimalnija alternativa, odnosno jedna izlazana vrednost ([5],[12]).

U sustini, u radu je prikazana matematicka primena u grupnom odlucivanju. Osim toga
prikazane su i metode po kojima ¢e to odlucivanje biti pravednije i pomocu kojih ¢e se dobiti
odluka koja ¢e najvise odgovarati ucesnicima.



2. Funkcije agregacije

Proucavanja problema agregacije su pokazala da je izbor funkcije agregacije daleko od
proizvoljnog i da treba da se bazira na osnovu uredenja u kojem se vrsi agregacija. Takode, nije
uvek ispunjeno da matematicki operator koji transformiSe skup brojeva u jedinstven broj daje
reprezentativnu ili znacajnu vrednost. Na primer u nekim metodama procene, cilj je da se dodeli
uopsten rezultat svakoj altenativi pomocu skupa parcijalnih rezultata. Jasno, bilo bi neprirodno
dodeliti opsti rezultat koji je manji od najmanjeg parcijalnog rezultata ili dodeliti rezultat koji je
veci od najveceg parcijalnog rezultata. Drugi primer je agregacija misljenja u procesu glasanja.
Obicno su glasaci anonimni, zato je funkcija agregacije simetri¢na.

Da bi funkcija bila funkcija agregacije ona mora da ispunjava odredene osobine. Prvo,
kao Sto je ranije navedeno, izlazna veliCina je sinteticka vrednost. Zatim, ako su sve ulazne
vrednosti u intervalu [a, b], tada je i izlazna vrednost u intervalu [a, b]. Povrh toga, ako su sve
ulazne vrednosti jednake donjoj granici a, tada je i izlazna vrednost a, slicno je i za gornju
granicu b. Sledec¢i uslov koji je bitan je neopadaju¢a monotonost. To znaci da, ako bi se povecale
ulazne vrednosti, izlazna vrednost bi se trebala povecati ili barem ostati ista. Mnoge funkcije
ispunjavaju navedene osobine §to problem biranja odgovaraju¢ih funkcija za odredene zahteve
¢ini tezim.

U ovom poglavlju prezentovane su osobine navedene u [4] koje su generalno vazne za
agregaciju. Na primer, rastu¢a monotonost je neophodna za agregaciju preferencija.
Idempotentnost je neophodna kada agregaciona procena predstavlja prose¢nu vrednost.
Podrazumeva se da nisu sve osobine podjednako vazne. Neke od njih su imperativni uslovi ¢ije
naruSavanje dovodi do kontradiktornih agregacionih modela. Druge su samo tehnicki uslovi koji
olakSavaju predstavljanje ili racunanje funkcija agregacije.

Pretpostavka je da promenljive bilo koje funkcije agregacije imaju zajednicki domen I,
koji je neprazan realan interval, ograniCen ili neograni¢en. Neka je n proizvoljan ne nula ceo
broj, tada se sa [n] obelezava skup {l,...,n}. Takode, n-torke se obelezavaju podebljanim
slovima. Na primer (x,...,Xn) s¢ oznacava sa x, dok se n-torka i permutacija 0 € Sy, predstavlja
sa [X]5:=(X4(1)>- - - Xg(n))- Kodomen bilo koje funkcije F se oznacava sa ran(F).

Pretpostavka je da I=[0,1]. Funkcija agregacije na [0,1]" je funkcija A™: [0,1]"—[0,1]
koja je za svaku promenljivu neopadajuca i koja zadovoljava grani¢ne uslove:

A™(0,...,0=0 i A™(1,...,1)=0.
Definicija 2.1.[4] Funkcija agregacije na I" je funkcija A™: "I koja je :

(1) neopadajuca
(i) ispunjava granic¢ne uslove

infrem A" X)=inf 11 supygemA®X)=sup 1.
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Prirodan broj n predstavlja broj promenljivih. Primeri funkcija agregacije su aritmeticka sredina
M®(x)= % n . x; , proizvod IT(x)= [T, x;, kao i geometrijska sredina GM(x)=([T"~, x;)*/™.

Funkcije Min(x)= min(x4,...,X,) 1 Max(x)= max(Xy,...,X,) se obelezavaju na slede¢i nain
Min(x)=AL; X; Max(x)= Vi<, Xj.
Funkcija agregacije se moze prosiriti kako bi se dobila proSirena funkcija agregacije.
Definicija 2.2.[4] ProSirena funkcija na U, ¢y I" preslikava
F: Upen "R

Prosirena funkcija agregacije na U,y I je prosirena funkcija na U,cy I" &ija je restrikcija A® =
A(")|Hn na I" funkcija agregacije na II" za proizvoljno n € N. MoZe se primetiti da za bilo koju
funkciju F: I">R koja ispunjava uslove (i) i (ii) iz definicije (2.1) vazi ran(F)E I. Osim toga,
svaka n-torka x=(x1....,x,) € ", &ije e se koordinate spojiti pomocu funkcije agregacije A moze
se posmatrati kao funkcija koja preslikava [n] u II. Odnosno, A je funkcionela iz [" u I.

Napomena 2.3 Postoji drugi pristup agregacije argumenata u jednu izlaznu vrednost preko
operatora agregacije. Operatori agregacije se definiSu slicno kao 1 proSirene funkcije agregacije
(videti [2]). Oni se prvenstveno uvode zato §to je prilikom agregacije (skupljanja) podataka u
aplikacijama, zgodno dodeliti svakoj n-torki elemenata u recimo, [0,1], jedinstven broj u [0,1].
Zbog toga je operator agregacije obicno definisan kao funkcija iz U,en[0,1]™ u [0,1]. Naravno, u
mnogim slucajevima moZe se uzeti operator agregacije iz binarnih operacija na [0,1]. MoZe se
zapaziti da je operator agregacije ustvari proSirena agregaciona funkcija na datom intervalu uz
uslov da je A(x)=x za x € [0,1]. Sledi definicija operatora agregacije iz [2].

Definicija 2.4[2] Operator agregacije je funkcija A: Upen[0,1]" — [0,1], takva da :
(1) A(X1,X2,-- -, Xn)<A(Y1,Y2,..-,¥n) kada je x;<yi za svei € {l,...,n}.

(i)A(x)=x zasve x € [0,1].

(1i1)A(0,0,...,0=0 i A(1,1,...,1)=1.

Definicija 2.5.[4] Dijagonalna sekcija bilo koje funkcije F: "R je unarna funkcija §p(x)=
F(x,...,x) zasve x € IL.

Sledece tvrdenje pokazuje da ako dijagonalna sekcija ispunjava grani¢ne uslove (2.1) i uslov
ran(F)C [ onda je funkcija F: ["—[R funkcija agregacije.



Tvrdenje 2.6.[4] Neopadajucéa funkcija F: [">R je funkcija agregacije naI" ako i samo ako je
za ran(dp)C I ispunjeno
infre0r(X)=inf 1 1 sup,e0p(X)=sup I.
Dokaz. Za datu neopadajuéu funkciju F: "R , neposredno slede nejednakosti
Sp(min(xy,...,.Xn))< F(X)< dp(max (Xi,...,Xn))  (2.4)
za sve x € " §to implicira:
infrelF(X)=infye16p(x) i supyxeiF(X)=supxeibp(x).
Na osnovu navedenog zakljucak je da je F funkcija agregacije. [

2.1 Monotonost

U ovom odeljku razmatraju se monotonost, neopadaju¢a monotonost, strogo rastuca
monotonost i jednoglasno rastu¢a monotonost definisane u [4]. Sa R se ozna¢ava [—oo, +00].

Definicija 2.7.[1] Funkcija F: [">R je neopadajuca (za svaki argument) ako je za sve x, x € [,
x<x =F(x)<F(x)).
Za neopadajuce funkcije vazi da se povecanjem ulazne vrednosti ne smanjuje izlazna vrednost.

Definicija 2.8.[1] Funkcija F: "R je strogo rastu¢a ( za svaki argument) ako je za sve X, X €
1",

x<x =F(x)<F(x)).

Prema tome, funkcija je strogo rastuca ako je neopadajuca i ako predstavlja pozitivnu reakciju za
bilo kakvo povecanje bar jedne ulazne vrednosti. Osim toga, strogo rastu¢a monotonost implicira
neopadajucu monotonost.

Definicija 2.9.[1] Funkcija F: "R je jednoglasno rastuéa ako je neopadajuéa i ako, za sve x,
x €1,
x; < x!, Vi € [n] 2F(x)<F(x)).



Lako se uocava da strogo rastu¢a monotonost omogucava jednoglasno rastuéu monotonost. Na
primer, aritmeticka sredina je strogo rastuca, stoga i jednoglasno rastuca.

Primer 2.10.[1] Funkcije Min i Max su jednoglasno rastuce ali ne 1 strogo rastu¢e. Ogranicena
suma koja se definiSe kao S;(x)=Min(}[-, x;,1) na [0,1]" je neopadajuca ali ne i jednoglasno
rastuca.

2.2 Neprekidnost
Neprekidnost je vazna osobina agregacionih funkcija koja je prikazana na osnovu [4].

Definicija 2.11.[4] Funkcija F: I">R je neprekidna ako za sve x € I",
limy_y, _n FEO=F(X).

Osobina neprekidnosti zna¢i da male promene argumenata ne prave veliku promenu u vrednosti
agregacije.

Tvrdenje 2.12.[4] Za neopadajucu funkciju F: ["—R slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(1) F je neprekidna

(ii) F je neprekidna za svaku promenljivu, to jest, za svako x € [" i svako i € [n], unarna
funkcija

u— F(xq, oo, X2, U, Xjqy ey Xpp)

je neprekidna.
(iii) Za svako x,y € I, pri ¢emu x<y, i za ¢ € [F(x), F(y)], postoji z € I", x<z<y, tako da je
F(z)=c.
Dokaz. (1) (i1) U tvrdenju 2.25 dat je opstiji dokaz ekvivalencije pomocu leve neprekidnosti i
desne neprekidnosti.

(1)=(iii) Poznato je da neprekidne unarne funkcije imaju osobinu srednje vrednosti. Sada
za bilo koje x,y € I" takve da je x<y i x#y moZe se definisati unarna funkcija f: [0,1]->R kao

f(@):=F((1-t)x+ty).

Ova funkcija je neprekidna i stoga za svako ¢ € [F(x),F(y)] = [ f(0),f (1)] postoji neko ty
€ [0,1] tako da je f(to) = c. Odnosno, postoji z = (1-to)x+toy za koje vazi x<z<y tako da je F(z) =
c.

(iii)=(ii) Kada bi se fiksirale sve promenljve funkcije F sem jedne promenljive iz
osobine srednje vrednosti bi sledila sirjektivnost funkcije F kao funkcije jedne slobodne
promenljive, uzimaju¢i za kodomen najmanji interval koji sadrzi prihvatljive vrednosti.



Sirjektivnost je zbog neopadaju¢e monotonosti ekvivalentna neprekidnos¢u funkcije F u
slobodnoj promenljivoj. ]

Kao $§to je ranije napomenuto, neprekidnost funkcije F je spreava da ima velike greske izlaznih
vrednosti usled malih greSaka ulaznih vrednosti. Medutim, generalno kod neprekidnih funkcija
nije odreden odnos greSaka izmedu ulaznih vrednosti i izlaznih vrednosti. Da bi se izbegli takvi
problemi uvode se jaci oblici neprekidnosti. Ti oblici su uniformna neprekidnost, apsolutna
neprekidnost i mozda najpoznatija, LipSicova neprekidnost.

Definicija 2.13.[4] Neka je [I-ll: IR"—[0,0) norma i D € I". Funkcija F: I">IR je uniformno
neprekidna na D ako za svako & >0 postoji 6 >0 tako da |F(x)—F(y)|< € kada je lIx—yll< 6 i
x,y € D.

Tvrdenje 2.14.[4] Funkcija F:[a,b]"—R je uniformno neprekidna na [a,h]" ako i samo ako je
neprekidna na [a,b]".

Dokaz. Neka je F neprekidna na [a,b]" ali ne i uniformno neprekidna. Tada postoji € > 0 tako da
za sve k € N postoje x*¥,y* € [4,b]" za koje vazi IIxXP—y®| < % 1 |F(x(k))—F(y(k))|> €.

)

Od niza x* moze se uzeti podniz x*m) koji konvergira ka granici X € [a,b]". Tada

podniz y*m) takode konvergira ka x zbog
Iym) —x* <l yUem) — xUam) 4 | xCom) —x* ],

Dakle iz neprekidnosti sledi da F(x(*m))—F(y®*m)) konvergira ka F(X*)—F(y*)=0. Dolazi se do
kontradikcije sa pretpostavkom posto je

[E(xm))—F(ym))|> e. =

Definicija 2.15.[4] Neka je data funkcija f: I =R i neka je D podskup od R. Varijacija fna D, u
oznaci Varp(f) se definiSe: Ako D N = @ tada je Varp(f)=0. U suprotnom,

Varp(f)=sup{Xi=1lf(a;) — f(ai-)||ag, ., an €D NI, ag < -+ < ay}.
Ako je Varp(f) konacan, onda je f grani¢na varijacija na D.
Definicija 2.16.[4] Unarna funkcija f: [a,b]=R je apsolutno neprekidna ako za svako € > 0
postoji § > 0 tako da je za bilo koji ureden sistem disjunktnih intervala (a;,b;)<(a.b), i=1,...n, za
koje je

(b —a;) <6



vazi nejednakost:

iz [f(b) = fa)| < e.

Tvrdenje 2.17.[4] Apsolutno neprekidna funkcija f: [a,b]>IR je grani¢na varijacija na [a,b].
Dokaz. Neka je dato € > 0. Za proizvoljnu, ali fiksnu podelu D intervala [a,h] mogu se
dodavanjem novih intervala podele, grupisati svi podintervali D*, polazeé¢i od leve granice a ka

desnoj b, tako da je duzina svih podintervala g . To se radi pomocu definicije (2.15.)

Maksimalan broj takvih podintervala je
=222+

Kako je fapsolutno neprekidna, sledi da na svakoj podgrupi podintervala vazi

Yo If(b) = fla)l < C¢
Zato je

2o lf(by) = fla)] < C¢ =

Tvrdenje 2.18.[4] Neka je f: [a,b]>IR neprekidna funkcija koja je diferencijabilna na (a,b). Ako
je izvod funkcije f~ integrabilan na [a,b], tada je f'apsolutno neprekidna i vazi

b
f®)~f(a)=f, f©adt.
Osobina neprekidnosti moZe se pojacati pomocu LipSicovog uslova.

Definicija 2.19.[4] Neka je ||-|]|: R"—[0,00) norma. Ako funkcija F: [">R za sve x,y € I"
zadovoljava nejednakost
[F(x) — F(y)| <cllx -yl (2.16)

za konstantu ¢ € (0,00), tada se kaze da F ispunjava LipSicov uslov ili da je LipSicova. Preciznije,
bilo koja funkcija F: ["—R koja zadovoljava uslov (2.16) je c-LipSicova.

Uslov c-Lipsica ima interesantnu interpretaciju kada se primenjuje u agregaciji. On omogucava
procenu greske izlazne vrednosti u poredenju sa greSkama ulaznih vrednosti.

|F(x) — F(y)| <ce

svaki putkada je ||[x —y|| < e zae > 0.



U svim slucajevima kada je I SR LipSicova osobina za unarne funkcije implicira apsolutnu
neprekidnost. Medutim, obrnuto ne vazi. Na primer, vx na [0,1] je apsolutno neprekidna ali nije
LipSicova.

Norma Minkovskog se definige za p €[1,00) kao ||x||,:= (X1,|x;P)*/?, zove se jo§ i L,-norma.

Primer 2.20.[4] (i) Proizvod [] : [0,1]7=[0,1] je 1-Lipsicov ( u pogledu L; norme), zato je i
apsolutno neprekidan.

(ii) Geometrijska sredina GM: [0,1]"—>[0,1] nije LipSicova uzimajuéi u obzir bilo koju normu.
Medutim, ona je neprekidna i zato je 1 uniformno neprekidna.

Tvrdenje 2.21.[4] Neka je [a,b] realan interval. Najmanja i najveéa agregaciona funkcija na
[a,b]" koje su 1-LipSicove u pogledu norme ||| su redom date preko funkcija Agn):[a,b]” - [a,b]
sa

A (x):= Max(b—|In - b — x|l.a),
i A*M:[a,b]"->[a,b] sa
A*™(x):=Min(a + ||x — n - a]|.b).

Dokaz. Neka je B:[a,b]" = [a,b] 1-LipSicova agregaciona funkcija. Tada je za sve x € [a,b]"
ispunjeno:
|IBx) —B(n-a)|l < llx—n-all,

to jest B A*™_ Lako se pokazuje da je A*™funkcija agregacije. Jo§ vise, A*™ je 1-Lipsicova
kako je
llIx—n-all = lly —n-alll <llx—yll.

Zakljuéuje se da je A*™ najveca 1-LipSic n-arna agregaciona funkcija na [a,b]". Dokaz za

funkciju Agn)(x) je slican. ]

Primer 2.22.[4] Aritmeticka sredina je 1-LipSicova ( u odnosu na L; normu) nezavisno od
intervala [. Za Lip§icovu konstantu kod aritmeticke sredine M™ najbolje je da se uzme 1/n.

Definicija 2.23.[4] Neopadajuc¢a funkcija F: [">IR je donje poluneprekidna ili levo- neprekidna
ako za sve (x5)en (1IN tako da je vj, x®) € [ ispunjeno

Vien F(X(k)) = F(Vken X(k))-

Definicija 2.24.[4] Neopadaju¢a funkcija F: "R je gornje poluneprekidna ili desno-
neprekidna ako za sve (x) ey €(IMN tako da je A, x® € I" ispunjeno
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Aken FEE)=F(Aren x®).

Tvrdenje 2.25.[4] Neopadajuca funkcija F: I">R je donje polu-neprekidna (odnosno, gornje

polu-neprekidna) ako i samo ako je F donje polu-neprekidna (odnosno, gornje polu-neprekidna)

za svaku promenljivu.

Dokaz.1zlaze se samo slucaj donje poluneprekidnosti posto se slucaj gornje poluneprekidnosti

pokazuje sli¢no. Neka je F donje poluneprekidna za svaku promenljivu i neka je (x%)),en

neopadajuéi niz elemenata iz I" tako da x = v, x® € [*. Tada je (x()),cy niz elemenata iz
(k) _

['tako da je Vi X;* = X; za sve i €[n]. Neka je dato € > 0, donja poluneprekidnost i neopadajuca

monotonost funkcije F za prvu promenljivu omogucavaju postojanje j; € N tako da je ispunjeno:

k £
F(xl,xz,...,xn)—F(xg 1),x2,...,xn)< -

za svako k; = j;. Slicno, usled donje poluneprekidnosti 1 neopadajuée monotonosti F, postoji
J» € N tako da je za sve k, = j,,

. O
F(xgh),Xz,...,xn)—F(Xgh),xg 2 xp)< E :

Sumiranjem svih n nejednakosti 1 definisanjem j:= max{jy,...,j, } » Zzatim koriste¢i monotonost F,
dobija se da je F(x)—F(x®)< & za svako k =>j. Posto su X i € proizvoljni, dolazi se do zaklju¢ka
donje poluneprekidnosti za F. |

Sledi tvrdenje koje daje vezu izmedu prethodno opisanih pojmova.

Tvrdenje 2.26.[4] Funkcija agregacije F: I">R je neprekidna ako i samo ako je i donje i gornje
poluneprekidna.

2.3 Simetri¢nost
Slede¢a osobina koja se razmatra je simetricnost, zove se jo$ i komutativnost, neutralnost ili
anonimnost. Standardna komutativnost za binarnu operaciju je poznata iz algebre x*y=y*x i
moze se lako generalizovati do n-arnih funkcija [2].

Definicija 2.27.[2] Funkcija F: [">R je simetri¢na ako

F(x)=F([x],)

zasveX€ ", 0 € Gy
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Osobina simetri¢nosti prvenstveno znac¢i da nije bitan raspored ulaznih vrednosti u procesu
agregacije. Takva osobina je potrebna pri kombinovanju kriterijuma jednakih vaznosti ili
misljenja anonimnih uc¢esnika.

Tvrdenje 2.28.[6] Funkcija F: "R je simetri¢na funkcija ako i samo ako za sve x € I", vazi

(1) F(XZ »X1,X35.. "Xn):F(Xl »X2,X35.. ->Xn)
(i1) F(X2,X3,....Xn,X1 J7F(X1,X2,X3,...,Xp)

Tvrdenje 2.29.[6] Funkcija F:[">R je simetri¢na funkcija ako i samo ako postoji funkcija
G: "R takva daje za sve x € [".

F(X1,..Xn)=G(X (1)5-X(n)) -

U situacijama kada kriterijumi ili individualna misljenja nisu jednako vazna osobina
simetri¢nosti se mora izostaviti.

2.4 Idempotentnost
Element x je idempotentan u odredenom skupu ako je za binarnu operaciju * definisanu na tom
skupu ispunjeno x*x=x. Ova algebarska osobina se moze prosiriti do n-arnih funkcija. Navedena
osobina znaci da ako su svi x; jednaki funkcija F(x4,...,X,,) vraca istu vrednost. Navode se vazne
definicije za idempotentne funkcije [4].

Definicija 2.30.[4] Funkcija F: ["—R je idempotentna funkcija ako

F(n- x)=x
ZasveX €.

Definicija 2.31.[4] Funkcija F:Upcy "R je jako idempotentna ako za svako n € NN i za sve
X€E UmEN Hma

F(n-x)=F(x) .
Na primer, ako je F: Uy ey "R jako idempotentna tada vazi
F(x1,X2,X1,X2) = F(X1, X3).

Definicija 2.32.[4] Funkcija F: I"— [ je kodomen idempotentna ako &z° F=F, odnosno
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F(n-F(x))=F(x)

zasvex € ",
Svaka idempotentna funkcija F: ["— [ je kodomen idempotentna.

2.5 Konjukcija, disjunkcija i unutrasnjost
Za date n-arne funkcije F: I"-R i G: "R se kaZe da G dominira nad F ako F<G u I". Na-
vedena osobina ¢e se koristi kod trougaonih normi, trougaonih konormi i uninormi kao i tri
glavne klase agregacionih funkcija: konjuktivne funkcije, disjunktivne funkcije i unutrasnje
funkecije [4].

Definicija 2.33.[4] Funkcija F: ["—R je konjuktivna ako inf | < F<Min.

Konjuktivne funkcije kombinuju vrednosti kao da su povezane logickim operatorom A. Prema
tome, rezultat kombinacija moze biti visok samo ako su sve vrednosti visoke.

Definicija 2.34.[4] Funkcija F: ["—R je disjunktivna ako Max< F<sup .

Disjunktivne funkcije kombinuju vrednosti pomocu logickog operatora V. Sledi da je rezultat
kombinacija visok ako je najmanje jedna vrednost visoka.

Definicija 2.35.[4] Funkcija F: [">[R je unutragnja ako Min<F<Max.

Unutrasnjost je osobina koju imaju aritmeticka sredina, geometrijska sredina kao i funkcije za
raCunanje proseka koje se najvise koriste za agregaciju. Kosi je za sredinu n nezavisnih varijabli
X1,...,Xn Uzimao funkciju F(x,...,x,) koja je unutrasnja za skup koje ¢ine promenljive x;. U
problemu donosenja grupne odluke moze se kompenzovati los rezultat pomoc¢u dobrog rezultata,

tako da ¢e rezultat agregacije biti srednja vrednost.

Tvrdenje 2.36.[4] Ako je funkcija F: I"—R unutra$nja, tada je idempotentna. Obrnuto, ako je
F: "> neopadajuéa i idempotentna, tada je unutrasnja.

Dokaz.Prvi deo se trivijalno dokazuje.
1d=0pin < 0 < Opmax=1d.

Drugi deo neposredno sledi iz nejednakosti (2.4) na sledeéi nacin.

13



Min=0g°Min <F< §z°Max=Max.
2.6 Asocijativnost
Asocijativnost binarne operacije znaci (x*y)*z=x#*(y*z). Ako bi se binarna operacija zapisala u

obliku finkcije f (a,b)=a*b, tada bi asocijativnost znacila f (f (a,b),c)=f (a,f (b,c)) 1 takav zapis se
zove asocijativna funkcionalna jednacina [4].

Definicija 2.37.[1] Funkcija F: I’>I je asocijativna ako za sve x € I’ vazi:
F(F(x1,X2).x3)=F(x1,F(X2,X3)). (2.28)

U osnovi, asocijativnost se bavi agregacijom samo dva argumenta. Medutim, kao Sto ¢e biti

prikazano u sledeéoj definiciji pomocu asocijativnosti funkcija moze vrSiti agregaciju bilo kojeg

kona¢nog broja argumenata. Kao §to je ranije navedeno, oznaka F(x,x') ustvari predstavlja

F(X1,....X5,X7,....Xm ). Takode, ako je x prazan vektor tada se moze jednostavno izostaviti iz

funkcije. Na primer, F(x,x*)=F(x*) i F(F(x),E(x))=F(F(x)).

Definicija 2.38.[4] Funkcija F: U, ¢y "1 je asocijativna ako F(x)=x za sve x € Il i ako:

F(x,x)=F(F(x),F(x"))
zasve X,x € Unen, 1"

Tvrdenje 2.39.[4] Funkcija F: U,ey ["—1 je asocijativna ako i samo ako je F(x)=x za sve x € [ i
F(x,F(O)x)=F(x,x"x7)

* *% n
zasve X,X ;X € Upey, I

Dokaz. (=) Zasve X,X ,X € Unen, " vaze slede¢e jednakosti
Fx,F(x),x 7 )=F(F(x,F(x)),F(x)=F(F(F(x),F(x)),F(x )=F(F(x,x ),F(x ))=F(x,x ,x ).
(&)Trivijalno je ispunjeno F(x,x )=F(x,F(x ))=F(F(x),F (x)). [ |
Pod pretpostavkom asocijativnosti se podrazumeva da ako funkcija vrsi agregaciju od n
argumenata onda ta funkcija moze da vrS$i agregaciju od n+1 argumenta. Zato sledi da je bilo

koja asocijativna funkcija odredena pomoc¢u binarne funkcije F, to se vidi pomocu sledeceg
primera.

F(Xl N ':Xn+1):F(F(X1 90 '9X1’1):Xn+ 1)'
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Takode, moze se primetiti da se spajanjem osobina asocijativnosti i idempotencije
poniStava ponavljanje argumenata u proceduri agregacije, zato Sto je:

F(m-x,n-y)=F(F(m-x),F(n-y))=F(x,y)
za sve m,n € N,

2.7 Dekompozabilnost
Moze se lako proveriti da aritmeticka sredina kao proSirena funkcija ne ispunjava uslov

asocijativnosti (2.28). Zato je potrebno uvesti novu osobinu, slicnu asocijativnosti, koju ima
aritmeticka sredina [4].

F(Xq1,0sXpe X e g 1000 o X0 JmF (B F (X1 500, X 1 ) X f 150+ X )
a sve cele brojeve 0<k<n, pri cemu je n=>1. To je ekvivalentno slede¢em zapisu
F(x,x )=F(k-F(x),x )

zasve k € Ny, svex € Fisvex € Unen, 1"

Uvodi se sledeca definicija pod uslovom da prve promenljive nisu privilegovane.
Definicija 2.40.[4] Funkcija F: U ¢y ["—1 je dekompozabilna ako F(x)=x za sve x € [ i ako:
F(x,x )=F(k-F(x),k"F(x))
zasve k€ Ny, svex € IFisvex €K

Tvrdenje 2.41.[4] Funkcija F: U,y "= je dekompozabilna ako i samo ako F(x) = x za sve
x€eli

F(x,k-F(x),x =F(x,x x )

zasvek €Ny, svex €K isvex,x € Unen, 1",
Dokaz. Dokaz je slican dokazu teoreme 2.30.
(=) Za proizvoljne kk .k ** € Nyix € [*, x € I¥',x " € I¥je ispunjeno:

F(x, k-F(x'), X )=F((k + k' )F(x, kK -F(x )k F(x )=F((k + k) F(kFx), kK Fx)), kF(x ")) =
F((k+ k) F(xx )k F(x )=Fxx,x ),
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takode je kori$¢ena osobina da je F kodomen idempotentna.
(&) Trivijalno [

Tvrdenje 2.42.[4] Ako je funkcija F: Uyey [I"—1 kodomen idempotentna i asocijativna, tada je
dekompozabilna.

Dokaz. Neka ki € Ny, x € I, i x" € [¥". Tada je ispunjeno

F(k-F(x),k F(x )=F(E(k-F(x)),F(k -F(x"))) (asocijativnost)
=F(F(x),F(x*)) (kodomen idempotentna)
=F(x,x*) (asocijativnost)

2.8 Invarijantne osobine

Jedan od glavnih problema prilikom biranja odgovarajuée agregacione funkcije je uzeti u obzir
tipove skala (merne jedinice) varijabli koje ulaze u proces agregacije. Primeéeno je da je
funkcionalna zavisnost iznedu varijabli dosta ograni¢ena ako je poznat tip skale zavisne i
nezavisne varijable.

Neka su Xj,...,X,,Xp4+1 date n+1 varijable koje imaju realan interval za domen 1

Xn+1=F(X13~-~aXn)

je nepoznata funkcija agregacije. Problem je nac¢i generalnu formu funkcije F znajuéi tipove
skala ulaznih 1 izlazne varijable. Tip skale varijable x; se definiSe kao klasa prihvatljive
transformacije, kao $to je na primer transformacija grama u kilograme ili stepena Farenhajta u
stepene celzijusa. Tipovi skala i transformacije mernih jedinica su prikazani pomocu [4].

U slucaju skale odnosa, prihvatljiva transformacija je preslikavanje x —rx, za r> 0, §to
menja jedinicu skale. Transformacija kilograma u funtu ukljucuje prihvatljivu transformaciju
@(x)=2.2x. Duzine (in¢i, centimetri) i vremenski intervali (godine, sekunde) su dva primera skale
odnosa.

Sli¢no, za skalu razlike prihvatljiva transformacija vrsi preslikavanje x — x + s, pri cemu
s € R. Navedeno preslikavanje menja pocetak skale. Osim toga, za skalu intervala prihvatljiva
transformacija preslikava x —rx + s, gde s €R i »> 0. Ova tranformacija menja pocetak i

jedinicu skale. Transformacija celzijusa u Farenhajte ¢@(x)= gx + 32 ukljucuje skalu intervala

posto se menja i pocetak i jedinica skale.

Za rednu skalu prihvatljiva transformacija je strogo rastuca funkcija x — ¢@(x), koja
menja vrednosti skale ¢uvajuc¢i njihov red. Na primer, za ¢isto¢u vazduha u gradovima se koriste
ocene 1 za nezdravi vazduh, 2 za nezadovoljavaju¢i vazduh, 3 za zadovoljavaju¢i vazduh, 4 za
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dobar vazduh i 5 za odli¢an vazduh. Za ocene Cistoce su se takode mogle koristiti ocene 1, 7, §,
15, 23 ili bilo koji drugi brojevi koji ¢uvaju redosled Cistoce.

U “nacelu teorije o konstrukciji“ se navodi da prihvatljive transformacije ulazecih
varijabli moraju voditi do prihvatljive transformacije izlaze¢e varijable. Na primer, ako su
varijable ulaze¢ih vrednosti nezavisne, tada funkcija F treba da ispunjava slede¢i uslov: Za
prihvatljivu transformaciju @= (¢4,...,¢,) varijabli ulaze¢ih vrednosti, postoji prihvatljiva
transformacija ¥, izlazece vrednosti tako da je

F(@1(X1),--,¢n (Xn)):lp(p (Xn+1)

ili ekvivalentno,
F(@1(X1),s0n ()= (F(X1,....Xn)).

Moze se pretpostaviti da ulazne varijable definiSu istu skalu. To implicira da se ista
pruhvatljiva transformacija mora primeniti za sve varijable inputa i zato se dobija

F(@(X1),--,0(Xn))= (F(X1,....Xn))-
2.8.1 Skala razlike, intervala, odnosa i log-odnosa
Pre nego Sto se uvedu definicije potrebno je uvesti odredene oznake koje se koriste [4].
Za proizvoljan podskup K opsteg skupa (Q, funkcija 1x : Q — {0,1} je karakteristi¢na funkcija K,
koja se definiSe sa 1x = 1 ako w € K i 0 u suprotnom. Prakti¢no za bilo koje K € [n], 1k je

karakteristi¢an vektor od K na {0,1}", odnosno to je n-torka ¢ija je i-ta koordinata 1 ako i € K10
u suprotnom. Cesto se pise 0 i 1 umesto 14 i 1,, respektivno.

Definicija 2.43.[4] Funkcija F: I">R je invarijantna skala odnosa ako za proizvoljno » > 0 vaZi:
F(rx)=rF(x)
za sve x € " tako da rx € I",

U prethodnim definicijama se razmatraju skale odnosa za nezavisne varijable i skala odnosa za
zavisnu varijablu.

Definicija 2.44.[4] Funkcija F: I">R je znacajna za jedinstvenu skalu odnosa ako za r >0,
postoji R(r)>0, tako da je
F(rx)=R(r)F(x)

zasve X € [" tako da rx € I".

17



Kada su skale odnosa nezavisne koristi se slede¢a definicija.
Definicija 2.45.[4] Funkcija F: [">R je znacajna na nezavisnoj skali odnosa ako, za sve r €
(0,00)™, postoji R(r)>0 tako da vazi
F(rx)=R(r)F(x)
za sve x € [" tako da rx € I".
Za funkcije koje su invarijantne za skalu odnosa se kaze da su stabilne za istu prihvatljivo sli¢nu
transformaciju ili pozitivno homogene.
Sli¢no za skale razlike, odnosno za skale sa prihvatljivom transformacijom ¢@(x) = x + s
se navode tri definicije.
Definicija 2.46.[4] Funkcija F: I">IR je invarijantna skala razlike ako, za proizvoljno s € IR vazi
F(x+s1)=F(x)+s

za sve X € " tako da x +s1 € ",

Definicija 2.47.[4] Funkcija F: I">R je znaCajna na jedinstvenoj skali razlike ako za proizvoljno
s € IR, postoji S(s) € IR tako da vazi

F(x+s1)=F(x)+S(s)
za sve x€ 1" tako da x +s1 € 1"

Definicija 2.48.[4] Funkcija F: "R je znacajna na nezavisnim skalama razlike ako, za
proizvoljno s € R", postoji S(S) € R tako da vazi

F(x+s)=F(x)+5(s)
zasve x € ["takodax +s € I".

Funkcije koje su invarijantne skale razlike se takode nazivaju promenljivo invarijantne,
stabilne za istu promenljivu transformaciju. Za skale intervala slede definicije.

Definicija 2.49.[4] Funkcija F: ["—>R je invarijantna skala intervala ako za » >0 i proizvoljno s
€ R vazi
F(rx+s1)=rF(x)+s
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za sve x € " tako da rx +s1 € "

Definicija 2.50.[4] Funkcija F: [">IR je znacajna na jedinstvenoj skali intervala ako za r>0 i
proizvoljno s € IR postoji R(r,s)> 01 S(r,s) € IR tako da je ispunjeno

F(rx+s1)=R(r,s)F(x)+S(r,s)
za sve x€ " tako da rx +s1 € II".

Definicija 2.51.[4] Funkcija F: "R je znaCajna na nezavisnim skalama intervala ako za
proizvoljno r € (0,0)" i s € R™ postoji R(r,S) > 01 S(r,s) € IR tako da je ispunjeno

F(rx+s)=R(r,s)F(x)+S(r,S)
zasvex € ["takodarx+seI".

Iz definicije se zaklju¢uje da je funkcija F: I">IR invarijantna skala intervala ako i samo
ako je invarijantna skala odnosa i invarijantna skala razlike. Sta vide, na osnovu definicija se
dolazi do sledeéeg tvrdenja.

Tvrdenje 2.52.[4] Neka 0 € I i neka je data proizvoljna funkcija F: I"—IR. Ako je F invarijantna
skala odnosa tada je F(0)=0. Ako je F invarijantna skala intervala tada je idempotentna.
Dokaz. Ako je F invarijantna skala odnosa tada je F(0)= F(r0)= rF(0) za svako » > 0 i stoga je

F(0)= 0. Posebno, ako je F invarijantna skala intervala, tada je za s € Il ispunjeno F(s1)=F(0) + s
=s 1 zato je F idempotentna. ]

Sledece definicije se ticu skale log-odnosa.

Definicija 2.53.[4] Neka je I € [0,00]. Funkcija F: ["—[0,00] je log-odnos invarijantna ako za
proizvoljno » >0 vazi

F(x™)=F(x)"
za sve x € " tako da x™1 € I",

Definicija 2.54.[4] Neka je [ € [0,00]. Funkcija F: ["—[0,c0] je znacajna na jedinstvenoj skali
log-odnosa ako za proizvoljno » >0 postoji R(r)> 0 tako da je

F(x"™)=F(x)*™
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zasve x € [" tako dax™1 € "

Definicija 2.55.[4] Nekaje Il € [0,00]. Funkcija F: ["—[0,00] je znacajna na nezavisnim skalama
log-odnosa ako za proizvoljno r € (0, )™ postoji R(r) > 0 tako da je

F(x")=F(x)*®
za sve x € [" tako da x" € I".
2.8.2 Ordinalne skale
Kod ordinalnih skala prihvatljive transformacije nezavisnih i zavisnih varijabli su strogo rastuce
funkcije. Medutim, kao Sto je prikazano u [4], pretpostavka je da su prihvatljive transformacije
varijabli inputa ogranicene rastu¢im bijekcijama iz [ u Il
Neka je ®[I] skup svih rastuc¢ih bijekcija iz [ u I i neka je ®,[I] dijagonalna restrikcija

®[I] ™, odnosno
Pul1={(e, .., @) ¢ € ®[I] }.

Definicija 2.56.[4] F: ["— I je invarijantna ordinalna skala ako je za proizvoljno ¢ € ®[I]
ispunjeno

F((pl(xl)a"'a(pn(xn))z (p(F(Xla"'axn))

zasvex € ",

Definicija 2.57.[4] F: I">R je uporedno znacajna na jedinstvenoj ordinalnoj skali ako za
proizvoljno ¢ € ®,[l] postoji strogo rastuca funkcija 1, ran(F)—-ran(F) takva da je ispunjeno

F(e(x)) =, (F(x))
zasvex € [".

Definicija 2.58.[4] F: I">IR je uporedno zna¢ajna na nezavisnim ordinalnim skalama ako za
proizvoljno ¢ € ®[l]" postoji strogo rastuca funkcija y,,: ran(F)-ran(F) takva da je ispunjeno

F(o(x)=,(F(x))
zasvex € [".

Funkcije koje su ordinalne skale se u literaturi jo§ nazivaju invarijantne.
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Tvrdenje 2.59.[4] F: I">R je uporedno znaajna na jedinstvenoj ordinalnoj skali ako i samo
ako

F(0)< F(x*) ©F(@(x)) <F(p(x"))
zasve X, x € ["isve @ € @, [I].
Dokaz.(=) Trivijalno.
(&) Neka je @ € @[] i pretpostavimo da je F: "R je uporedno znacajna na jedinstvenoj
ordinalnoj skali. Za proizvoljno u € ran(F) postoji X € I" tako da vazi F(x) = u. Zatim se definise
Y, (u)= F(@(x)). Navedena funkcija je strogo rastuca zato Sto za u, u* postoje X, X* € I" tako da

je u=F(x) i w=F(x") i stoga je ispunjeno

u< w © F(x) < F(x")
SF(e((x) < Flo(x")
S Py (1) < Py(u’),

¢ime je dokaz kompletiran. ]

Tvrdenje 2.60.[4] F: I">R je uporedno znacajna na jedinstvenim ordinalnim skalama ako i
samo ako

F(x)< F(x*) SF(p(x)) < F(e(x))
zasve X, X* € ["isve @ € D[l ".
Dokaz. Tvrdenje se slicno dokazuje kao tvrdenje 2.49. ]
2.8.3 Inverzija skala

Sada ¢e se razmatrati dve osobine, opisane u [4], koje su povezane sa inverzijom skala, samo-
dualnost 1 samo-reciprocnost.

Definicija 2.61.[4] Neka je ¢: I = [ opadajuca i involutivna (¢ ° ¢= id) bijekcija.
e ¢-dual funkcije F: I"— 1 je funkcija F,,: ["— [ definisana sa
Fp(x):= @7 (F(@(X1),--9(Xn)))-
e Funkcija F: ["— [ je ¢-samo-dual ako F,=F.
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e Funkcija F: I"— I je slabi samo-dual ako je ¢-samo-dual za neku opadaju¢u involutivnu
bijekciju @: I = II.

Ako je I ograniCen (Sto implicira da je zatvoren ili otvoren) tada je jedina afino opadajuca
bijekcija iz [ u I data sa @%(x):=inf I + sup [ - x. ¢ dualnost se naziva dualnost i obelezava F ot
=: F%. Funkcija F: ["— I je samo dual ako F% =F.

Prilikom grupnog odlu¢ivanja samo-dualnost zna¢i da obrnuta skala nema efekta na procenu
alternativa. Ako je pretpostavka da su alternative rangirane u uslovima nenaklonosti umesto
preferencije, tada se ukupna nenaklonost prikazuje pomoc¢u individualnih nenaklonosti sa istom
funkcijom agregacije kao i preferencije. Zaista, nenaklonost i preferencija je samo imenovanje
kriterijuma procene, odnosno da li se biraju dobre alternative ili loSe.

Napomena 2.62.[4] (i) Iz definicije sledi da je za proizvoljnu funkciju F: I"— i proizvoljnu
opadajucu i involutivnu bijekciju ¢: I - T ispunjeno (F,), = F.
(ii) Iz definicije sledi da kada je I = [a,b] ili (a,b), gde a,b € R , dual od F: I"— I je funkcija F%:
["— [ definisana sa

F¢(x)=a+ b -F((a + b)1—x).

Tvrdenje 2.63.[4] Ako je F: [0,1]" -»R invarijantna odnos skala i samo-dual tada je i
invarijantna skala intervala.
Dokaz. Neka x € [0,1]" i s € [—1,1] tako da vazi x + 51 € [0,1]™. Potrebno je da se dokaze da je
F(x +s1)=F(x) +s.

1z tvrdenja 2.42, ispunjeno je F(0) = 0 i iz samo-dualnosti vazi F(1) = 1— F(0) = 1. Moze
se pretpostaviti da s € (—1,1). Smenom y = 1—;)( moze se zaklju€iti da y € [0,1]" i koristeéi

invarijantnost skale i samo-dualnost dobija se sledece

F(x) = (1=s)F(y)
= (1=s)(1=F(1=y)) = (1=s) — (1=s)F(1~y)
=(1=s) - F(1—=s)1—x) = l=s- F(1-(x + s1))
=—s+ F(x +s1)

¢ime je dokaz zavrSen. ]

Definicija 2.64.[4] Neka je [ realan interval koji za svaku vrednost x sadrzi i njegovu reciproénu
vrednost. Funkcija F: ["— [ je samo-recipro¢na ako

F(1/x4,...,1/x,) = 1/F(x4,.., %)
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zasvex € [I".

Neka su a i1 b dva objekta za €iji odnos je donet zaklju¢ak. Ako se medusobno zamene a i b tada
se odnos menja u njihove reciprocne vrednosti. Na primer, ako je a dva puta tezi od b, tada je b
dva puta laks$i od a. Samo-recipronost u ovom slucaju agregacioni zakljucak pretvara u
recipro¢nu vrednost.

2.8.4 Ostale osobine

Funkcije agregacije mogu imati jo§S neke specificne osobine, definisane u [6], koje nisu
spomenute ranije, a mogu biti nametnute samim tipom problema za koji se trazi reSenje.

2.8.4.1 Neutralni elemenat i annihilator

Neutralni elemenat je dobro poznati pojam iz oblasti binarnih operacija. Za binarnu operaciju *
definisanu na domenu X, elemenat e € X je neutralni elemenat za operaciju * ako

X*e=e*xX=X
za sve X € X. Jasno, bilo koja binarna operacija ima najviSe jedan neutralni elemenat, osim toga
moze se zapaziti neutralni elemenat u binarnoj operaciji ima isti efekat kao i njegovo

izostavljanje.

Definicija 2.65.[6] Neka je F: U,y "> R prosirena funkcija. Elemenat e € I je proSiren
neutralni elemenat F ako za proizvoljno i € [n] i proizvoljno x € " tako da x; = e vazi

F(xq1, oo, Xp) = F(Xq, o) Xi—1, Xijg1s oo Xp1)-

Neutralni elemenat se moZe izostaviti iz vrednosti argumenata i nece uticati na vrednost
agregacije.
Za n-arne funkcije postoji alternativan prilaz koji se vidi iz sledece definicije:

Definicija 2.66.[6] Elemenat e € I je neutralan elemenat funkcije F: "= R ako za proizvoljno i
€ [n]ix € Ivazi F(x;e) =x.

Jasno, ako je e € [l prosireni neutralni elemenat prosirene funkcije F: U,ey ["— I gde je FV(x) =

X, tada je e neutralni elemenat za sve F(_ n € N. Na primer, e = 0 je progireni neutralni elemenat
prosirene suma funkcije Y. Takode, to je prosireni elemenat za n-arnu suma funkciju Y.
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Definicija 2.67.[6] Elemenat a € [ se naziva annihilator funkcije F: "= R ako za proizvoljno
x €["tako da a € {xq,...,x,} vazi F(x) = a.

Tvrdenje 2.68.[6] Neka je A: ["— [ funkcija agregacije. Ako je A konjuktivna i a:= inf Il € Il
tada je a annihilator. Dualno, ako je A disjunktivna funkcija i b:= sup Il € Il tada je b annihilator.

Dokaz.Uzima se slucaj konjuktivne funkcije. Drugi slu¢aj se dokazuje analogno. Neka x € [" i
a € {X4, ..., Xy }. Kako je A konjuktivna, ispunjeno je

a <A(x) < Min(x) =a,
Sto dokazuje tvrdenje. [

Primer 2.69.[6] Obrnuti smer u tvdenju 2.68 ne vazi zato $to na primer na [0,1]", O je
annihilator geometrijske sredine GM koja nije konjuktivna.

Definicija 2.70.[6] Neka je A: U,y " R prosirena agregaciona funkcija. SaE, i Ay se
obelezavaju skupovi neutralnih elemenata i annihilatora, respektivno od A.

(i) Trivijalni idempotentni elemenat za A je elemenat skupa ({infI,supl} NTUE, U Ap)
(i1) A je Arhimedova ako za svako x € I vazi

limye 8, (%) E{inf 1, sup [} U E5 U Ay).

Primer 2.71.[6] Svako x € R je idempotentni elemenat aritmeticke sredine AM: U ey R® = R .
Trivijalni idempotentni elementi su —oo i 0.

2.8.4.2 Aditivnost i povezane osobine
Sada se razmatraju funkcije koje ispunjavaju odredene funkcionalne jednacine koje su forme
F(x* x*) = F(X) *F(x")
za sve X, X* € [" gde je * asocijativna operacija ([4]).
Definicija 2.72.[4] Funkcija F: I"> R je aditivna ako
F(x+x") = F(x) + F(x") (2.29)

zasve X, X" € " gde x+x* € I".
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Tvrdenje 2.73.[4] Neka funkcija f: R—R zadovoljava Kosijevu jednacinu:
fE+x) =X /(). (2.3)
Tada je fili forme ' (x) = cx za neko ¢ € R ili je grafik od f'svuda gust na [R?.
Dokaz. 1z (2.29) sledi pomoc¢u indukcije
J(Xq ot x,) = (%) + .+ f(Xp)

i takode f'(nx) = nf (x) za sve realne x i prirodne brojeve n. Zatim se dobija prosirenje f (%x) = %

f(x) za sve prirodne brojeve m i1 n na slede¢i nacin
mf (x) = f (mx) = f (r=x) = nf (0x).

Tako je f'(rx) = rf (x) za sve pozitivne racionalne brojeve r. Za r = 0 takode vazi jednakost zato
§to iz (2.29) sledi da £ (0 + 0) = f£(0) + f(0), odnosno f(0) = 0. Za negativno r vazi ista jednakost

0=f(rx=rx) =f(rx) + f(=rx) = (rx) + (=7) f ().
Ako f'nije u formi f(x) = cx za proizvoljno ¢ € R mogu se uzeti nenula brojevi x; 1 x, tako da

vazi f (X1)/ X1 #f (X3)/ X,. Ovo se moZe interpretirati da su vektori (Xq.,f (X1)) 1 (X2.f (X3))
linearno nezavisni na [R?. Posledica toga je da je skup vektora

{r1(X1'f(X1)) + 7 (Xz'f(Xz))lrpTz € Q}
gust na [R2. Takode,
11(Xq, f(X1)) + 13 (Xz'f(Xz)) = (M X1+ 12Xy, f(11Xq + 12X3))
je tatka na grafiku fi zato grafik mora biti gust na [R2. ]
Za n-arne funkcije jednacina (2.29) se naziva generalizovana Kosijeva jednacina.

Tvrdenje 2.74.[4] Funkcija F: R™ -R je aditivna ako i samo ako postoje aditivne unarne
funkcije f;: R =R (i = 1,...,n) tako da za sve x € R",

F(x) =i, fixy).
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Usled neprekidnosti (respektivno neopadaju¢e monotonosti) svakog F(x1y;), funkcija F je forme

F(x) = XL, ¢ix;
za sve x € R™, gde su cy,...,c,, proizvoljne (respektivno nenegativne) realne konstante.
Dokaz. Neka x € R™. Kombinuju¢i jednakost x = }i; F(x1(;) sa jednacinom (2.29) dobija se
F(x) = Xiz1 F(x1y) = Xizq fi(xo),
gde je svaka unarna funkcija f;(x;):= F(x1y;) aditivna. Drugi deo sledi iz tvrdenja 2.73. ]
Definicija 2.75.[4] Funkcija F: I"> R je minitivna (eng. minitive) ako
F(x A x*) = F(x) A F(x*)

zasve X, X" € [I".

3. Elementarne funkcije agregacije

U ovom odeljku ¢e biti definisane funkcije agregacije pomocu kojih se vrsi agregacija funkcija
preferencije [2]. Osim toga, bi¢e navedene i1 njihove vazne osobine . Prvo su prikazane
elementarne familije operatora agregacije ([3], [8]), zatim trougaone norme i trougaone konorme
koje su duali i1 koje spadaju redom u grupu konjuktivnih i disjunktivnih agregacionih funkcija
[2]. Zatim se definiSu uninorme 1 nulanorme ([12], [1]), a potom 1 uredena prose¢na ponderisana
funkcija poznata kao OWA operator (eng. ordered weighted averaging operator) ([3], [8]).

Posto su trougaone norme konjuktivne agregacione funkcije, mogu se posmatrati kao
generalizacija logiCkog operatora “ i 7, dok su trougaone konorme generalizacija logickog
operatora “ ili ”. Medutim, uoceno je da se prilikom grupnog odlucivanja uglavnom ne koristi
logika agregacije trougaonih normi i trougaonih konormi. To najviSe proizilazi iz Cinjenice da
kod trougaonih normi 1 konormi nema kompenzacije izmedu “niskih” 1 “visokih” numeric¢kih
vrednosti. Uvodenjem slabijeg uslova koji razlikuje trougaone norme i konorme nastaju
uninormni operatori agregacije. Ovi operatori reSavaju problem medusobnog pojacavanja ili
slabljenja podrSke prilikom grupnog odlucivanja 1 uglavnom se koriste u procesu grupnog
odluc¢ivanja. OWA operatori su bitni jer se pomocu njih uvode tezinski koeficijenti u proces
grupnog odluc¢ivanja, odnosno ponderisane vaznosti pomocu kojih se vrsi “kaznjavanje” agenata
u procesu grupnog odluc¢ivanja.

13
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3.1 Elementarni primeri operatora agregacije

Navode se osnovni primeri operatora agregacije definicija (2.4) na osnovu [3]. Svaki
operator agregacije A se moze reprezentovati pomoc¢u familije (A,),en N-arnih operacija, tj.
funkcija A,: [0,1]" - [0,1] koje su date sa:

AL (X1,....Xn)=A(X1,. . ., Xp)-

Moze se primetiti da je Ai=id[oq) i za n=2, svaki A, je ne-opadajuci i zadovoljava Ax(0,...,0)=0
1 An(1,...,1)=1. Obi¢no jedan identifikuje operator agregacije A i korespondiraju¢u familiju
(Ap)nen n-arnih operacija.

Primer 3.1.[3] (i) Svaka t-norma i svaka t-konorma je komutativan, asocijativan operator
agregacije sa neutralnim elementom 1 i 0, respektivno. Sta vise, komutativni, asocijativni
operator agregacije sa neutralnim elementom e € [0,1] je t-norma ako i samo ako je e=1 i t-
konorma ako i samo ako je e=0 (za uninorme se kasnije vidi da neutralni element € (0,1)).

(i) Najpopularniji operatori agregacije su aritmeticka sredina M, geometrijska sredina G,
harmonijska sredina H, kvadratna sredina Q 1 za p € (0,0), p sredina M,, koji su dati
respektivno.

1
M(Xl,...,Xn) = ;Z{Ll Xi,

G(Xla"'axﬂ) = (H?=1 Xi)l/n D
H(X],...,Xn) =

n 1>
i=1x;

1
Q(XI,---,Xn) = (; ?=1 Xiz)l/z s

1
Mp(Xla'--5XH) = (; Z?=1 Xip)l/p .

Svi ovi operatori su komutativni, idempotentni i neprekidni, nijedan nije asocijativan i nijedan
nema neutralan elemenat. Operatori M,Q 1 M, su strogo monotoni i nemaju annihilator, posto G i
H imaju annihilator 0, oni nisu striktno monotoni.

Primer 3.2.[3] Postoji klasicno proSirenje aritmeticke sredine, ponderisana sredina, koja
omogucava dodavanje tezinskih koeficijenata argumentima. Posledica je gubljenje osobine
simetricnosti.

Ponderisana sredina je data sa:

MW]_,...,Wn(XlI ey Xn)ZZ?zl(Wi . Xl)

Tezinski koeficijenti su nenegativni i ispunjeno je Y.'-; w; =1.
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Primer 3.3.[3] Jo$ jedan operator agregacije koji sledi ideju postojanja srednje vrednosti je
medijana. Pomoc¢u tog operatora se vrSi agregacija vrednosti tako S$to se od uredenog niza
argumenata (od najmanje vrednosti do najvece vrednosti) uzima ona vrednost koja se nalazi u
sredini. Ako je kardinalnost skupa argumenata parna, tada ne postoji argument koji je u sredini,
ve¢ par argumenata koji je u sredini. Ovaj operator agregacije ispunjava grani¢ne uslove,
monotonost, simetricnost i idempotentnost.

Postoje razne generalizacije medijane, na primer postoji operator agregacije koji uzima
k-tu vrednost uredenih elemenata.

Primer 3.4.[3] Minimum 1 maksimum su takode osnovni operatori agregacije. Minimum daje
najmanju vrednost skupa, dok maksimum daje najve¢u vrednost skupa. Oni ne omogucéavaju
reprezentativou  “srednju vrednost™ ali mogu biti znacajni u razli¢itom kontekstu. U procesu
grupnog odlu¢ivanja min operator znaci konjuktivan stav, dok se max prevodi kao disjunktivno
ponasanje.

Ova dva operatora ispunjavaju aksiome definicije, kao 1 osobine monotonosti,
simetri¢nosti, asocijativnosti, idempotentnosti. Matemati¢ki gledano oni imaju osobinu
kompenzacije ali to su ograniceni slucajevi. Koristi¢i ovaj tip operatora agregacije nikad se ne
dobija “vrednost u sredini®.

Ako je u pitanju ogranicen interval [@¢,b] minimum uvek daje vrednost a, dok mu je
neutralni elemenat b. Za maksimum je suprotno i uvek se dobija vrednost b, dok je neutralni
elemenat a.

Primer 3.5.[3] Slede¢i operatori agregacije su ponderisani minimum i ponderisani maksimum
koji su dati na sledeéi nacin:
. . n .
min,, . (X1, ., Xp)=;=imin[max (1 —w; x;)]

maxy, ., (X1,.. - Xp)= =i max[min(w;,X;)]

Tezinski koeficijenti w; su nenegativni i ispunjeno je Y./, w; =1. Ovi operatori imaju
interesantne osobine. Na primer, ako je tezinski koeficijent w;=0, tada argument X; nece biti
ukljucen u proces agregacije. Takode, ako su svi tezinski koeficijenti jednaki tada se dobija
minimum i maksimum, respektivno. Medutim, ovi operatori imaju manu posto je moguce
povecati vaznost jednog argumenta, a da to nema nikakvog efekta na rezultat agregacije. To je
zato $to ovi operatori nisu striktno monotoni u odnosu na tezinske koeficijente.

Uvodenjem druge vrste tezinskog minimuma i maksimuma se dobija osobina striktne
monotonosti u odnosu na tezinske koeficijente. Oni se uvode na slede¢i nacin:

minwl,...,wn(xlﬂ R Xn)=Z?=1[i : (WO'(i) - WO'(L'+1)) * min (Xa(l): Ly Xcr(i))]
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manl,...,wn(le ) Xn)zz?zl[i ' (Wo(i) - Wa(i+1)) * max (Xa(l)J ) Xa(i))]

Osim uobicajenih uslova da su tezinski koeficijenti nenegativni i da vazi },j—, w; =1, ¢ je
permutacija koja ureduje vaznosti na slede¢i nacin:

WO'(l) > WO'(Z) =2 Wa(n) iWO'(n+1):O~

Tvrdenje 3.6.[8] Neka je A operator agregacije i ¢: [0,1] = [0,1] striktno rastuca ili striktno
opadajuca bijekcija. Tada Ay, : Upen[0,1]" — [0,1] definisan sa

Ap(X1,eX0)=0 " (A(Q(X1),wos P(X0)))
je operator agregacije.
Trivijalno, transformacija ¢ ocuvava komutativnost, idempotentnost, strogu monotonost,
neprekidnost i asocijativnost agregatornih operatora. Sta vise, ako je e € [0,1] neutralni element
i a € [0,1] annihilator od A tada ¢ ~1(a) je annihilator od Ay.

Primer 3.7.[8](i) Ako je ¢: [0,1] — [0,1] dato sa ¢(x)=x? tada je M,=Q i G,=G.
X-1
(i) Ako je ¢: [0,1] — [0,1] dato sa ¢(x)=e x tada je G,=H.
(ii)) Ako je ¢: [0,1] — [0,1] dato sa @(x)=1-x tada se operator agregacije A, naziva dual
agregatornog operatora A, taj dual se obelezava kao DA.

DA(x1,....xn)=1-A(1-x4,...,1-Xp).

Moze se primetiti da je DDA=A.
(iv) Operator agregacije se naziva samo dual ako je DA=A.
(v) Primeri samo-dualnih operatora su aritmeticka sredina M 1 operator C definisan sa:

1 ako {0,1} € {xq, ..., X}
2
C(Xl,..-,xn): H?=1Xi

O
o Xi+H iz, 1-x4

inace

Definicija 3.8.[8] Ako je f: [0,1]> [-00,00] neprekidna, strogo monotona funkcija sa
{f(0),f(1)}# {-o0, 0} tada se operator agregacije My dat sa :

Mp(x1,..x0)=f "1 ZI (%)) (4.2)

naziva kvazi-aritmeti¢ka sredina.
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Direktno sledi da za sve konstante a € R \ {0} i b €R, funkcije f 1 g=af+b vode do iste kvazi-
aritmeticke sredine to jest ispunjeno je Mg=M,. Ako je f(1) konacno tada uvek postoji strogo
opadajucéa neprekidna funkcija t: [0,1]-[0,0) za koju vazi t(1)=0 (moze se uzeti t=f — f(1)
ako je fopadajuca, a t=f(1)—f ako je f rastuca) tako da je Mg=M,.

Moze se zapaziti da ako se u (4.2) obelezi da je f (x)= logx dobija se geometrijska

sredina, a ako je f'(x)= i dobija se harmonijska sredina.

3.2 Trougaone norme

Trougaone norme i trougaone konorme ¢e biti prikazane na osnovu [2]. Prvi matematicar
koji je uveo trougaone norme u matemati¢ku literaturu bio je Karl Menger 1942.godine.
Upotreba trougaonih normi, krac¢e t-normi se koristila za fuziju funkcija distribucije koje su bile
potrebne za generalizaciju trougaonih nejednakosti od klasi¢nih metric¢kih prostora do statistickih
metrickih prostora, medutim postoje mnoge druge primene ovih normi. I trougaone norme (t-
norme) i t-konorme su operacije na jedini¢nom intervalu [0,1], ali posSto je interval [a,b]
izomorfan sa [0,1], svaki rezultat na intervalu [0,1] moze se transformisati u rezultat na [a,b] i
obrnuto.

Mengerova definicija je glasila: Neka je data funkcija T(a,p) definisana za 0<a<l 1
0<B<1 ako je ispunjeno :

(a) 0<T(a,p) <1.

(b) T je neopadajuca funkcija za obe promenljive.
(©) T(@,B)=T(p, a)

(d) T(1,1)=1.

(e) Ako je a>0, tada je T(a,1)>0.

Tada se funkcija T naziva trougaona norma.
Danas se koristi sledeca definicija trougaonih normi.

Definicija 3.9.[2] Trougaona norma (t-norma) je binarna operacija T na jedini¢nom intervalu
[0,1] odnosno funkcija T :[0,1]*~ [0,1] , takva da je za sve x,y,z € [0,1] ispunjeno :

(T1) T(xy)=T(y.x). (komutativnost)
(T2) T(x,T(y,z))=T(T(x,y),z). (asocijativnost)
(T3) T(x,y)<T(x,z) za y<z.(monotonost)
(T4) T(x,1)=x. (grani¢ni uslov)

Kako je t-norma algebarska operacija na jedini¢nom intervalu [0,1] moguce je Koristiti infiksnu
notaciju kao x*y umesto prefiksne notacije T(x,y). Tada ¢e za sve x,y,z € [0,1] vaziti:
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(T1) xxy=y*x.

(T2) x*(y*z)=(x+y) 2.
(T3) x*xy<xxz zay<z.
(T4) x*1=x.

Postoji veliki broj t-normi, ali najosnovnije su ¢etiri t-norme, Ty, Tp,Tr 1 Tp:

Tm(X,y)=min(x,y), (minimum)
Tp(X,y)=x"y, (proizvod)
TL(x,y)=max(x+y-1,0), (Lukasevicova t-norma)

0 ako(x,y) € [0,1)?

) C 0, drasti¢an proizvod
min(x,y) inace ( p )

To(cy)|

Na osnovu navedenog vidi se da samo asocijativnost operacija Ty i Tp nije sasvim trivijalna. Za
Ty vazi sledece:

To(x,Ti(y,z))=max(0,x+y+z-2)=T(TL(X,y),Z).

Za Tp se dobija vrednost razlicita od nule samo ako su najmanje dve od vrednosti x,y 1 z jednake
1, u suprotnom je ocigledno min (X,y,z).

Ove cetiri osnovne t-norme su znacajne iz vise razloga. Drasti¢an proizvod Tp 1 minimum Ty su
najmanja i najveca t-norma. Minimum Ty je jedina t-norma gde je svako x € [0,1] neutralni
elemenat. Proizvod Tp 1 LukaSevicova t-norma Ty su primeri prototipova dve podklase t-normi,
striktne 1 nilpotentne t-norme. Na slici 1 su prikazane redom Ty, Tp 1 Tp t-norme.
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Slika 1.t-norme(Ty,Tp 1 Tp)

Napomena 3.10.[2] (i) Direktno iz definicije (3.1) sledi da za sve x € [0,1], svaka t-norma T
ispunjava sledec¢e dodatne granic¢ne uslove:

T(0,x)=T(x,0)=0,
T(1,x)=x.

Zato se sve t-norme podudaraju na granici jedini¢nog kvadrata [0,1]°.

(i1)) Monotonost t-norme T u drugoj komponenti, opisanoj u (T3), zajedno sa komutativnoscu
(T1), je ekvivalentna pridruzenoj monotonosti za obe komponente, odnosno:

32



T(x1,y1) < T(x2,y2) za sve x1<x, 1 y1<y>.
Zaista, ako je x;<x» 1 y1<y», tada vazi

T(x1,y1) <T(X1,¥2)=T(y2,x1) <T(y2,Xx2)=T(x2,y2).

Kako su t-norme samo funkcije iz jedini¢nog kvadrata u jedini¢ni interval, komparacija t-normi
se radi na uobicajan nacin, tj. tackasto.

Definicija 3.11.[2] (i) Ako za dve t-norme T; i T,, nejednakost T(x,y) <Ta(x,y) vazi za sve
(x,y) € [0,1]° tada se kaze da je T slabije od T, ili ekvivalentno da je T, jate od T}, to se pise
kao T] STQ.

(ii) T1<T, se pise kada vazi T;<T, i T;#T,, odnosno ako je T;<T, i za neke (Xo,yo) € [0,1] je
ispunjeno T;(x0,y0)<T2(X0,Y0)-

Osobine (i) 1 (i1) zajedno sa osobinama t-normi doprinose narednim komparacijama.

Napomena 3.12.[2] (i) Kao posledica napomene 3.10. za svaku t-normu T i za sve (x,y) € [0,1]?
vazi T(x,y) <T(x,1)=x i T(x,y) < T(l,y)=y. Sve t-norme se poklapaju na granici od [0,1] i za
sve (x,y) € (x,y)* je ispunjeno T(x,y)=0=Tp(x.y). Dakle, drastian proizvod Tp je najslabiji, i
minimum Ty je najjaca t-norma:

Tp<T<Twm.

(11) Kako ocigledno vazi T <Tp, dobija se raspored za osnovne t-norme:
Tp<TL<Tp<Twm.

Jasno je da je najvaznija osobina za t-normu T komutativnost, asocijativnost, monotonost na
intervalu (x,y)%, zajedno sa grani¢nim uslovom Ts4. Medutim, ovo nije dovoljno da se garantuje
monotonost na celom intervalu [0,1]°. Zato su potrebni dodatni uslovi.

Tvrdenje 3.13.[2] Neka je A skup takav da je ispunjeno (0,1)SAC [0,1], i neka je *: A>>A
binarna operacija na A takva da za sve x,y,z € A osobine (T1)-(T3) 1 x*y<min(x,y) vaze. Tada
je funkcija T:[0,1]*= [0,1] definisana sa

x *y ako (x,y)e(A\ {1})?
min(x,y) inace

Tey)| (35)

t-norma. Sta vise, T je jedina t-norma ija se restrikcija na (A\ {1})* poklapa sa restrikcijom * na

(A\ {1})".
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Dokaz. Komutativnost (T1) i grani¢ni uslov (T4) su zadovoljeni iz definicije, dok jedinstvenost T
sledi iz napomene 3.10. (i). U pogledu asocijativnosti (T2), je ispunjeno da za x,y,z € A\ {0,1}
vazi T(T(x,y),z)=T(x,T(y,z)) kao posledica asocijativnosti *. Ako 0 € {x,y, z} tada je o¢igledno 0
na obe strane, a ako 1€ {x,y,z} tada T(T(x,y),2)=T(x,T(y,z)) sledi iz (T4). Sto se tice
monotonosti (T3), pretpostavka je da y< z. U sluéajevima x,y,z € A\ {1} ili x € {0,1} ili y=0,
nejednakost T(x,y) <T(x,z) sledi iz x*y<min(x,y). [ |

Interesantno je napomenuti da u slucajevima A=(0,1) ili A=(0,1] proizvod Tp 1 minimum Ty
mogu se dobiti pomocu konstrukcije u tvrdenju 3.13., a norme Ty i Tp ne mogu, zato §to
restrikcija ove dve norme na poluotvoreni jedini¢ni kvadrat (0,1]* nije binarna operacija na (0,1].
Ako A - [0,1) tada se svaka t-norma moze izraziti preko tvrdenja (3.13.).

Definicija 3.14.[2] Funkcija F:[0,1]°= [0,1] koja ispunjava za sve x,y,z € [0,1] , osobine (T1)-
(T3)1(3.5) zove se t-subnorma.

Ocigledno je svaka t-norma t-subnorma, ali obrnuto ne vazi. Na primer nula funkcija F: [0,1]°—
[0,1] data sa F(x,y)=0, je t-subnorma ali ne i t-norma.

Intuitivno iz tvrdenja 3.13. se zakljucuje da se svaka t-subnorma F moze transformisati u t-normu
redefinisanjem sopstvenih vrednosti na gornjoj desnoj granici jedini¢nog kvadrata.

Posledica 3.15.[2] Ako je F t-subnorma tada funkcija T:[0,1]*= [0,1] definisana sa

F(x,y) ako (x,y) € [0,1)2
min(x,y) inace

Tecy)|

je trougaona norma.

Tvrdenje 3.16.[2] (i) Jedina t-norma T koja zadovoljava T(x,x)=x za sve x € [0,1] je minimum
TM.

(i1) Jedina t-norma T koja zadovoljava T(x,x)=0 za sve x €[0,1) je drasti¢ni proizvod Tp.

Dokaz. Ako za t-normu T vazi T(x,x)=x za sve x € [0,1] , tada za sve (x,y) € [0,1]° pri ¢emu je
y<x monotonost implicira

y=T(y,y) <T(x,y) < Tm(x,y)=y,

Sto zajedno sa (T1) daje T=Tu. Kako bi se pokazala ispravnost (ii), pretpostavimo da T(x,x)=0 za
sve x € [0,1). Tada za sve (x,y) € [0,1)* sa y<x vazi 0<T(x,y) <T(x,x)=0, stoga se, zajedno sa
(T1) 1 (T4) dobija T=Tp.

Posto iz definicije (3.9) sledi da su t-norme asocijativne, mogu se proSiriti na operacije sa
viSe od dva argumenta.
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Napomena 3.17.[2] (i) Asocijativnost omoguéava prosSirenje svake t-norme T na jedinstven
nacin do m-arne operacije pomocu indukcije, definisanjem za svaku n-torku (X;,X,,...,X,) €
[0,1]"

Tiril:T(Tii_llXi aXn)zT(Xl DI 9Xn)
Posebno za x;=X,=...=X,=X moze se pisati X(Tn)=T(X, X, ...,X). Kona¢no prihvaéena je
konvencija da je, za svako x € [0,1] X(TO):1 i X(Tl)zx.
(i1) Iz ¢injenice da je svaka T-norma slabija od Ty (ogranicena je) postoji mogucnost prosirenja
do prebrojive beskonacne operacije, stavljajuéi za svako (x;);en € [0,1]N,

(o] . n
T;2,x;=lim;, o TiZ4 X;.

Primer 3.18.[2] ProSirenja minimum Ty 1 proizvoda Tp do n-arnih operatora su ocigledna. Za t-
norme Ty 1 Tp se dobijaju sledeca n-arna prosirenja:

TL(X17X25' . '3Xn):max(2?=1 Xi — (n - 1)70),

x;akox; = 1zasvej #1i
TD(Xl,Xz,...,Xn):{ J L
0 inace .

3.3 Trougaone konorme

Trougaone konorme su uvedene kao dualne operacije t-normi [3], osim toga, one spadaju u
grupu disjunktivnih agregacionih funkcija. Obi¢no se koristi slede¢a nezavisna aksiomatska
definicija.

Definicija 3.19.[2] Trougaona konorma (t-konorma skraceno) je binarna operacija S na
jedini¢nom intervalu [0,1], tj. funkcija S: [0,1]? - [0,1], koja za sve x,y,z € [0,1] zadovoljava
(T1)~(T3) 1

(S4) S(x,0)=x (grani¢ni uslov)
Sa aksiomatske tacke glediSta, t-norme i1 t-konorme se razlikuju jedino u pogledu grani¢nih

uslova. U stvari, koncepti t-normi i t-konormi su dualni u odredenom smislu, kao §to se vidi u
narednom primeru.

Primer 3.20.[2] Navedene su osnovne t-konorme Sy;,Sp,Sy. 1 Sp koje su date sa:

Sm(x,y)= max(x,y), (maximum)
Sp(X,y)= X+y-X*y, (zbir verovatnoce)
SL(x,y)=min(x+y,1), (Lukasevicova t-konorma, grani¢na suma)

35



(drasti¢na suma)

ako(x,y) € (0,1]°
, inace

max(x,y)

:{1

Sp(x,y)

Na slici 2 su prikazane Sy, Sp 1 Sp t-konorme.

Slika 2.t-konorme (Sm,Sp 1 Sp)

Tvrdenje 3.21.[7] Funkcija S: [0,1]? - [0,1] je t-konorma ako i samo ako postoji t-norma T

takva da je za sve (x,y) € [0,1]2

(3.12)

I-T(1-x,1-y).

S(x.y)
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Dokaz. Ako je T t-norma tada je ocigledno operacija S definisana sa (3.12) ispunjava (T1)-(T3) i
(S4) 1 to je stoga t-konorma. Sa druge strane ako je S t-konorma, tada se definiSe funkcija
T:[0,1]?> - [0,1] sa

T(x,y)=1-S(1-x,1-y). (3.13)

Trivijalno se proverava da je T t-norma i da (3.12) vazi. [

T-konorma data sa (3.12) se zove dualna t-konorma od T i analogno t-norma data sa (3.13) zove
se dual t-norme od S.

Ocigledno naziv t-konorma proizilazi iz ¢injenice da se u jedini¢nom intervalu 1-x ponasa na
sli¢an nacin kao komplement od x. Treba izbegavati izraze s-norma koji se ponekad pojavljuju u

literaturi.

Napomena 3.22.[7] (i) Dokaz tvrdenja 3.21 Cini jasnim da je svaka t-norma dualna operacija
nekih t-konormi. Oc¢igledno je da su (Ty,Sm), (Te,Sp), (T1,S1) 1 (Tp,Sp) uredeni parovi t-normi i
t-konormi koji su medusobno duali.
(i) Sve t-norme se poklapaju na granici [0,1]%, kao posledica ovih dodatnih grani¢nih uslova
koje vaze za sve x € [0,1] vazi:
S(1,x)=S(x,1)=1,
S(0,x)=x.

Kao u slucaju t-normi, tvrdenje 3.13., bilo bi dovoljno definisati t-konormu S na otvorenom ili
poluotvorenom jedini¢nom intervalu i omoguditi da (S1)-(S3) i S(x,y)=max(x,y) vazi za sve
(x,y) u otvorenom ili poluotvorenom intervalu.

(ii1) Dualnost menja raspored: ako za neke t-norme vazi T1<T», i ako su S; 1 S, dualne konorme
T, 1 T,, tada se dobija S;=S,. Posledica je da za svaku t-konormu S vazi:

SM<S<Sp,
tj., maksimum Sy je najslabija i drasticna suma Sp je najjaca t-konorma.
SM<Sp<S.<Sp.

(iv)Sa datom t-konormom S, ova operacija se moze prosiriti do n-torki (X4,X5,...,X5) € [0,1]™:

Sl:n=1Xl.:S(Sin=_11Xi’Xn):S(X1 ,Xz,. . '5XTL)5

[s) _1: n
Sizlxi—llmn_mo Si=1 Xi.
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Primer 3.23.[7] Ponovo je n-arno prosirenje maksimuma Sy oc¢igledno. Za sume verovatnoca
Sp, Lukasevicovu t-konormu S; i drasti¢nu sumu Sp postoje sledeca n-arna prosirenja:

SP(X17X2" "aXn):l_ ?:1(1 - Xi)a
SL(X1:X2:' . '7Xn):min(2?=1 Xi 1):
x; ako x; = 0zasvej # i,
oy ... )| 4 20T = DSV
1 inace .
Napomena 3.24.[7] Moze se primetiti da ako su (T,S) par medusobno dualnih t-normi i t-
konormi tada se dualnost moze uopstiti na slede¢i nacin:

SkexXk=1-Trex (1-Xy),
TrexXk=1-Skex(1-Xg).

3.4 Neprekidnost t-normi i t-konormi

Ovaj deo je posvecen analitickim osobinama t-norme i t-konorme [11]. Kao §to se moze
videti iz drasti¢énog proizvoda Tp 1 njegovog duala Sp, t-norme i t-konorme ne moraju da budu
neprekidne.

Funkcija F:[0,1]2 - [0,1] je neprekidna ako za sve konvergentne nizove

(xn)nEN' (yn)nEN € [O,I]N vazi
F (llmn—>00 xn:limn—wo yn) = llmn—)oo F(Xn ) yn).

Kako je jedini¢ni kvadrat [0,1]? kompaktan podskup realnog prostora R?, neprekidnost funkcije
F :[0,1]? - [0,1] je ekvivalentna uniformnoj neprekidnosti. Takode se moze zakljuciti da je t-
konorma neprekidna ako i samo ako je njoj dualna t-norma neprekidna.

Tvrdenje 3.25.[11] Neopadajuca funkcija F: [0,1]?> - [0,1] je neprekidna ako i samo ako je
neprekidna u svakoj komponenti, tj. za sve Xo, yo € [0,1] i vertikalni presek F(xo,.): [0,1] — [0,1]
i horizontalni presek F(.,yo): [0,1] = [0,1] su neprekidne funkcije po jednoj promenljivoj.
Dokaz. Ako je funkcija F:[0,1]2 — [0,1] neprekidna tada je ogigledno da je neprekidna u svakoj
komponenti.

Obrnuto, neka je F neprekidna u svakoj komponentii za fiksirane (xo,yo) € [0,1]?, € > 0 nizovi
(X)) nen 1 m)nen u [0,1] neka konvergiraju ka x, odnosno y,. Iz ovoga se mogu Konstruisati
Cetiri monotona niza (a,)nen> (Pn)nen> (€n)neni (dn)nen tako da je za sve n € N ispunjeno

an < Xn < bni (an)nEN 7 an(bn)nEN N Xo0>
Cn < Yn < dni (Cn)nEN 7 Yo, (dn)nEN N Yo-
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Neprekidnost od F u drugoj komponenti implicira neprekidnost vertikalnog preseka F(xo,.) $to
znaci da postoji N € N tako da kao posledica monotonosti F vazi za sve n> N

F(xo,y0)—¢ < F(x0,en) <F(X0,yn)<F(X0,dn)<F(x0,y0)t+e€.

Kako je F neprekidna u prvoj komponenti i kako su dve funkcije F(.,cn) 1 F(.,dn) neprekidne,
zato postoji broj M € N takav da se za sve m = M in = N dobija:

F(x0,en)—¢€ < F(am,on)<F(Xm,yn) <F(bm,dn)<F(Xq,dn)+€.
Stavljajuci da je K= max (M,N) se za sve k=K dobija
F(x0,y0)—2¢ < F(Xk,yx)< F(X0,y0)+2¢,
dokazuju¢i da (F(xk,yx)) xen konvergira ka F(x,yo), tj. F je neprekidna u (xo,yo). ]

Definicija 3.26.[11] Funkcija F:[ 0,1]?> — [0,1] se naziva donja (gornja) poluneprekidnost ako za
svaku tacku (Xo,yo) € [0,1]? i za svako & > 0 postoji § > 0 tako da respektivno:

F(XJY)>F(X0:y0)_E kad gOdje (X,Y) € (XO - 67X0] X(YO - 56’0]9
F(x,y)<F(xo,yo)+¢ kad god je (X,y) €[X¢,Xo+6)X[y0,Yo16).

0 akox+y<l1,
min(x,y) inace

je t-norma. Ona je donje poluneprekidna ali ne i gornje poluneprekidna. Drasti¢an proizvod Tp je
gornje poluneprekidan ali ne i donje poluneprekidan.

Napomena 3.27.[11] Nilpotentni minimum koji se definise: T“M(x,y)z{

Tvrdenje 3.28.[11] Neopadajuca funkcija F: [0,1]? — [0,1] je donje poluneprekidna ako i samo
ako je levo neprekidna u svakoj komponenti, tj. ako je za sve Xq,y, € [0,1] i za sve nizove
(Xn)nEN’ (yn)nEN € [O'I]N ispunjeno

sup {F(xp,yo0) ,n € N}=F(sup{x,n € N},yo),

sup{F(xo,yn), n € N}=F(x¢,sup{yn| n € N}).

Dokaz je analogan dokazu tvrdenju 3.25.
Gornja poluneprekidnost ne opadajuée funkcije F:[0,1]? — [0,1] je ekvivalentna njenoj desnoj

neprekidnosti u svakoj komponenti. Drugim re¢ima, t-norma ili t-konorma je donje (gornje)
poluneprekidna ako i samo ako je levo neprekidna (desno neprekidna) u prvoj komponenti.
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Definicija 3.29.[11] Za t-normu T (t-konormu S) kaze se da je grani¢no neprekidna ako je
neprekidna na granici jedini¢nog kvadrata [0,1]2, to jest, na skupu [0,1]2 \ (0,1)2.

Moze se uociti da je za granicnu neprekidnost t-norme T, dovoljno zahtevati neprekidnost na
gornjoj desnoj granici (za t-konormu S na donjoj levoj granici) jedini¢énog kvadrata [0,1]2.
Zaista posledice napomena 3.10 i 3.22. je da za svako y € [0,1] vazi:

T(0",y)=T(0,y),
S(17,y)=S(1,y).

Primer 3.30.[11] (i) Funkcija T:[0,1]?> - [0,1] je t-norma koja je grani¢no neprekidna ali ne i
levo neprekidna:
0 ako(xy) € (0,0.5)?
T .
(%) {min(x, y) inace
(ii) Naredna funkcija T:[0,1]% - [0,1] je t-norma koja je neprekidna u tacki (1,1) ali ne i
grani¢no neprekidna:

0 ako (xy) € (0,1)*\[0.51)%
min(x,y) inace

Tey)|

3.5 Algebarski aspekti t-normi i t-konormi

U fokusu su idempotentni, nilpotentni elementi i delioci nule [11]. Kako je za svako n €

N trivijalno ()(Tn):() 1 l(Tn)Zl, samo se elementi (0,1) smatraju kandidatima za nilpotentne
elemente i delioce nule u sledecoj definiciji.

Definicija 3.31.[11] Neka je T t-norma.

(i) Svako a€ [0,1] je idempotentni elemenat za T ako T(a,a)=a. Brojevi 0 i 1 (koji su
idempotentni elementi za svaku t-normu T) se nazivaju trivijalni idempotentni elementi za T,
svaki idempotentni elemenat u (0,1) se zove ne trivijalni idempotentni elemenat od T.

(i1) Elemenat a € (0,1) se zove nilpotentni elemenat za T ako postoji » € N tako da vazi a(Tn)ZO.

(ii1) Elemenat a € (0,1) se zove delilac nule od T ako postoji b € (0,1) tako da je ispunjeno
T(a,b)=0.

Primer 3.32.[11] (i) Svako a € [0,1] je idempotentni elemenat za minimum Ty (Ty norma je
jedina t-norma ¢iji se skup idempotentnih elemenata poklapa sa [0,1]. Svako a € (0,1) je ujedno
i nilpotentni elemenat i delilac nule LukaSevicove t-norme, kao i drasti¢nog proizvoda Tp.
Minimum t-norma nema ni nilpotentne elemente ni delioce nule, i T i Tp imaju samo trivijalne
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idempotentne elemente. Proizvod Tp nema ni ne-trivijalne idempotentne ni nilpotentne elemente
ni delioce nule.

(i) Za nilpotentni minimum T™ definisan u (3.27.), broj a je idempotentni elemenat ako i samo
ako a € {0} U (0.5,1], a je nilpotentni elemenat ako i samo ako a €(0,0.5) i a je delilac nule ako i
samo ako a €(0,1).

(i11) Ako je * binarna operacija na (0,1) ili na (0,1], koja ispunjava za sve X,y,z € A osobine (T1)-
(T3) i (3.5) tada t-norma konstruisana kao u (3.14.) nema ni delioce nule ni nilpotentne
elemente.

Idempotentni elementi t-normi mogu se karakterizovati na sledeci nacin, koji ukljuc¢uje minimum
operaciju.

Tvrdenje 3.33.[11] (i) Elemenat a € [0,1] je idempotentni elemenat t-norme T ako i samo ako
za sve x € [a,1] vazi T(a,x)=min(a,x).

(i1) Ako je T neprekidna t-norma, tada a € [0,1] je idempotentni elemenat T ako i samo ako je za
sve x € [0,1] ispunjenoT(a,x)=min(a,x).

Dokaz. Ako za sve X€ [a,1] vazi T(a,x)=min(a,x) tada je takode T(a,a)=a. Suprotan smer u (i) je
posledica monotonosti (T3) i grani¢nog uslova (T4) u T.

Prilikom dokazivanja (ii), zbog (i) dovoljno je pokazati da za idempotentni elemenat a € [0,1]
vazi T(a,x)=x za sve x € [0,a). Kako funkcija T(a,.): [0,a]— [0,a] ispunjava T(a,0)=0 i T(a,a)=a,
neprekidnost od T implicira da postoji neko z € [0,a] tako da T(a,z)=x, §to dovodi do

T(a,x)=T(a,T(a,z))=T(T(a,a),z)=T(a,z)=x=min(a,x)
¢ime je dokazano tvrdenje. [

Napomena 3.34.[11] (i) Ako je a € [0,1] idempotentni elemenat t-norme T tada, pomocu
indukcije, takode vaZzi a(Tn)Za za sve n €N. To u stvari znac¢i da nijedan elemenat iz (0,1) ne
moze biti 1 idempotentan i nilpotentan.

(i) Svaki nilpotentan elemenat a t-norme T je takode delilac nule od T (ako je n>1 to je
najmanji ceo broj tako da je a(Tn)ZO tada je T(a,a(Tn_l))ZO sa a(Tn_l) > 0).

(i11) Ako t-norma T ima nilpotentan elemenat a tada uvek postoji elemenat b € (0,1) takav da je
b%=0. Zaista ako je n>1 najmanji ceo broj takav da je a(Tn)ZO tada b=a(Tn_1) ispunjava b2=0.
(iv) Ako je a € (0,1) nilpotentni elemenat (delilac nule) t-norme T tada je svaki broj b € (0,a)
takode nilpotentni elemenat.

(v) Dakle, oba skupa nilpotentnih elemenata i delioca nule t-norme T mogu biti ili prazan skup
ili interval forme (0,c) ili (0,c]. Na primer za nilpotentni minimum T™, skup nilpotentnih
elemenata je skup (0,0.5), dok je za nula delioce (0,1).
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Iako je skup nilpotentnih elemenata uopsteno podskup skupa delioca nule, za svaku t-normu
postojanje delioca nule je ekvivalentno postojanju nilpotentnih elemenata.

Tvrdenje 3.35.[11] Za svaku t-normu T slede¢i iskazi su ekvivalentni:

(1) T ima delioce nule.

(i1) T ima nilpotentne elemente.

Dokaz. Ako T ima delioce nule, tj. ako T(a,b)=0 za neko a>0 i b>0, tada se za ¢ = min(a,b) >0
dobija T(c,c)=0, Sto govori da je ¢ nilpotentni elemenat T. Smer iz (ii) sledi (i) je posledica
napomene 3.34.(ii). |

Za desno neprekidne t-norme mogucée je dobiti idempotentni elemenat kao granicu moci
odgovarajuceg x € [0,1].

Tvrdenje 3.36.[11] Neka je T t-norma koja je desno neprekidna na dijagonali {(x,x)| x € [0,1]}
jedini¢nog kvadrata [0,1]%, i neka je a € [0,1]. Tada vazi ekvivalencija (i) i (ii):
(1) a je idempotentni elemenat T.

(ii) Postoji x € [0,1] tako da @ = limy,_,, x\”.

Dokaz. Oc¢igledno je ispunjeno za svaki idempotentni elemenat a od T i za svako n €N a;")=a,

tako da je a=lim,,_, a(Tn).

Obrnuto, zbog monotonosti (T3), za svako x € [0,1] niz (x;n))neN je ne-rastuci, tako da ima
ograni¢enje a € [0,1]. Desna neprekidnost od T na {(x,x)|x € [0,1]} implicira

T(a’a)zlimnaoo T(x;n), X;n)):limn_)oo x;Zn) =aq,

pokazuju¢i da je a idempotentni elemenat T. [

Definicija 3.37.[11] Za proizvoljnu t-normu T vaZze sledece osobine:
(1) Za t-normu T se kaze da je striktno monotona ako:

(SM) T(xy)<T(x,z) kada je x>01 y<z.
(i1) Za t-normu T se kaze da zadovoljava zakon kancelacije ako:
(CL) T, y)=T(x,z) implicira x=0 ili y=z.
(ii1) Za t-normu T se kaze da ispunjava uslovni zakon kancelacije ako:

(CCL) T(x,y)=T(x,z) >0 implicira y=z.
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(iv) T (t-norma) se naziva Arhimedova ako:

(AP)  zasvako (x,y) € (0,1)? postoji n € N tako da je X(Tn) <y.
(v) T (t-norma) ima osobinu ograni¢enosti ako:

(LP) zasvex € (0,1): lim,_ 4 X(T”):()_

Primer 3.38.[11] (i) Minimum Ty nema nijednu od ovih osobina ( ranije je navedeno da je
svako x € [0,1] idempotentni elemenat Ty), dok proizvod Tp ispunjava sve osobine.
LukaSevicova t-norma i drastican proizvod su Arhimedove i ispunjavaju uslovni zakon
kancelacije (CCL) i osobinu ogranicenosti (LP) i nijednu drugu osobinu.

(i1)) Ako t-norma T ispunjava zakon kancelacije (CL) , tada je ocigledno ispunjena osobina
uslovne kancelacije (CCL), obrnuto ne vazi.

(ii1) Algebarske osobine prikazane u definiciji (3.37.) ne zavise od neprekidnosti: neprekidna t-
norma Ty pokazuje da neprekidnost ne implicira ni jednu od ovih osobina. Obrnuto, Tp 1 ne-
neprekidna t-norma T data sa :

Tx y)z{xz—y ako (x,y) € [0,1)?,

min(x,y) inace

koja je striktno monotona i zadovoljava zakon kancelacije (CL), su primeri koji pokazuju da
nijedna od algebarskih osobina ne implicira neprekidnost t-norme.

Tvrdenje 3.39.[11] Neka je T t-norma.Tada vazi:

(1) T je striktno monotona ako 1 samo ako ispunjava zakon kancelacije.

(i1) Ako je T striktno monotona tada ima samo trivijalne idempotentne elemente.

(ii1) Ako je T striktno monotona, tada nema delilaca nule.

Dokaz.Oc¢igledno da striktna monotonost implicira punovaznost zakona kancelacije. Obrnuto,
striktna monotonost sledi iz zakona kancelacije zajedno sa monotonoséu (T3). Tvrdenje (ii) sledi
direktno iz T(x,x)<T(x,1)=x za sve x € (0,1). Sto se ti¢e (iii), pretpostavka da je a € (0,1)
delilac nule, to jest, T(a,b)=0 za neko b € (0,1) vodi do T(a,g) = T(a,b) = 0 1 zato se krsi

striktna monotonost T. [}

Definicija 3.40.[11] (i) Za t-normu T se kaze da je striktna ako je neprekidna i striktno
monotona.

(i1) Za t-normu T se kaZe da je nilpotentna ako je neprekidna i ako je svako a € (0,1) nilpotentni
elemenat za T.
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Napomena 3.41.[11] (i) Proizvod Tp je striktna t-norma, dok je Lukasevicova T nilpotentna t-
norma.

(i1) Zbog tvrdenja 3.39., t-norma T je stiktna ako i samo ako je neprekidna i ispunjava zakon
kancelacije (CL).

(ii1) Kao posledica (ii), svaka striktna t-norma ispunjava uslovni zakon kancelacije.

(iv) Takode, svaka nilpotentna t-norma T zadovoljava uslovni zakon kancelacije. Da bi se to
potvrdilo pretpostavka je da T(x,y)=T(x,z) i y<z. Tada zbog neprekidnosti T, mora postojati u €
[0,1) tako da je y=T(z,u). Usled asocijativnosti (T2) se dobija:

T(x,2)=T(x,y)=T(x,T(z,u))=T(T(x,z),u)

i pomoc¢u indukcije T(x,z)=T(T(x,z),u;n)) za svako n €N. Kako je T nilpotentna, jedina
mogucénost je T(x,z)=0, tj.,T ispunjava (CCL).

3.6 Uninorme i nulanorme

Neutralni elementi t-norme 1 i t-konorme 0 su grani¢ne tacke jedini¢nog intervala.
Medutim, postoje mnoge vazne operacije €iji je neutralni elemenat unutrasnja tacka osnovnog
skupa. Cinjenica je da se prve tri aksiome (T1)-(T3) poklapaju sa t-normama i t-konormama, to
jest jedina aksiomatska razlika je u lokaciji neutralnog elementa. Zato se uvodi nova klasa

binarnih operacija usko povezanih sa t-normama i t-konormama ([13], [1]).

Definicija 3.42.[13] Uninorma je binarna operacija U na jedinicnom intervalu [0,1], to jest
funkcija U: [0,1]?> — [0,1], koja ispunjava uslove (T1)-(T3) i

(U4) U ima neutralni elemenat e € (0,1).

Uninorme su jedine operacije * na jedini¢nom intervalu koje transformiSu ([0,1], T, *) 1
([0,1],Sm,*) u komutativne polu-prstenove. U nekim sistemima specijalne uninorme se koriste za
agregaciju lokalnih vaznosti u globalne. Takode, vazi da ne postoji uninorma koja je neprekidna
na celom jedini¢nom kvadratu.

Evidentno je da za proizvoljnu uninormu U sa neutralnim elementom e € (0,1), operacije
Tu,Su: [0,1]2 - [0,1] definisane sa:

Tu(ry) =7 Ulex, ey),
Su(x,y) = rle(U(e‘i‘( l-e)x,et(1-e)y)-e),

su redom t-norma i t-konorma.
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Asocijativnost uninorme implicira da U(0,1) €{0,1}. U slucaju da je U(0,1)=0 to je
komutativna, asocijativna i monotona konjuktivna uninorma. Ako je U(0,1) =I to je disjunktivna
uninorma.

Definicija 3.42.[1] Nulanorma je binarna operacija V na jedini¢nom intervalu [0,1] tj. funkcija,
V:[0,1]% - [0,1] koja za sve x,y,z € [0,1] zadovoljava (T1)-(T3) i uslov (V4) koji glasi: postoji
a € (0,1) tako da je V(x,0)=x za sve x € [0,a] 1 V(x,]1)=x za sve x € [a,1].

Jasno je da za svaku nulanormu vazi V(x,a)=a za sve a € [0,1], to jest a je annihilator od
V. Sli¢no kao i za sve uninorme, za nulanormu V sa annihilatorom a € (0,1), operacije Tv,
Sv: [0,1]? - [0,1] definisane sa:

Tv(xy) = S (V(aH(l-axa+(l-a)y)-a

1
SV(Xa}I) = EV(aX,ay) s

su t-norme i t-konorme, redom [1].

3.7 Uredena prose¢na ponderisana funkcija

Proces grupnog odlucivanja se deli na homogene i heterogene procese. Proces je
homogen kada nijedna ocena vaznosti nije pridruzena agentu, dok je heterogena u obrnutom
slu¢aju. Medutim, kada nije obezbedena nijedna ocena vaznosti, mnogi problemi grupnog
odlucivanja se trebaju klasifikovati kao heterogeni procesi. Zaista, u mnogim slucajevima
odredeno prisustvo vaznosnih ocena pridruzenih agentu nije neophodno da bi bili apsolutno
sigurni da se nijedan agent ne tretira jednako.U slu€aju kada agenti obezbeduju informacije za
reSavanje odredene stvari, ove informacije se mogu koristiti kao sredstvo za diskiminaciju
agenata kako ne bi imali istu vaznost. U ovom slu¢aju daju se viSe ocene agentima sa doslednim
informacijama. Jedan od nacina implementiranja vaznosnih ocena u proces odluke je
podsticanje redosleda vrednosti preferencija pre njihove agregacije. Za ovo implementiranje se
koristi OWA operator. Prikazane su osobine OWA operatora navedene u ([3],[8]).

Ovaj operator prati dva koraka za postizanje finalne odluke iz sinteze ocena preferencija
vecine agenata: (i) agregaciju (ii) eksploataciju.

Definicija 3.43.[6] OWA operator dimenzije n je funkcija F: R® —» R koja ima pridruzen skup
vaznosti, vaznosnog vektora W=(w,w,...,w,), tako da je w; €[0,1] i }i=; w;=1 i koja vrsi

agregaciju vrednosti {Xy,...,X,, } na slede¢i nacin:

F(Xla"'axn)zz‘?:l Wi Xg(i)»

45



gde je o:{1,...,n}>{1,...,n} permutacija takva da Xq(;y = Xs(i+1), Vi=1,...,n-1 to jest X4(;y je i-ta
najveca vrednost u {Xy,....X, }.

Definicija 3.44.[8] MoZe se definisati kvazi-uredena ponderisana funkcija OWA,, ¢: I"* - R koja
je definisana sa:

OWAWf(x) f 1(21 1Wlf(xi))o
gde je generator f: I- R neprekidna i strogo monotona funkcija.
Definicija 3.45.[8] Sistem A=(w,: n € N)=(wi,: n €N, i€ [n]) normalizovanih ponderisanih
vektora se naziva ponderisani trougao. ProSirena ponderisana aritmeticka sredina
WAM):U,eny R™ = R prosirena uredena prose¢na ponderisana funkcija OWAx: Upey R® = R
pridruZzena ponderisanom trouglu A su redom definisane sa:

WAMA(x) = Xy Win X;

OWANX)=X121 Win X() -

Primer 3.46.[8] Kao primer ponderisanog trougla je normalizovan Paskalov trougao, dat

1 (n-
SaWin 2n—1(i—1

OWA operatore je uveo Yager da obezbedi sredstva za agregaciju rezultata pridruzene sa
satifakcijom u visekriterijskom odluc¢ivanju i pomoc¢u ovog operatora dolazi do sjedinjavanja
konjuktivnog 1 disjunktivnhog ponaSanja. Pomo¢u OWA operatora se dobija parametrizovana
familija agregatornih operatora, koja ukljucuje mnoge poznate operatore maksimum, minimum,
k-redosled statistika, medijana i aritmeticka sredina. Da bi se dobili navedeni operatori treba
samo odabrati odgovarajuce tezinske koeficijente. Definisanje OWA operatora je vazno za
dobijanje pridruzenog ponderisanog vektora.

OWA
Minimum wy =1
{Wl =0 ako l *1
Maksimum
{Wl =0 ako i#+n
Medijana Wn+1—1 ako je n neparan
== 1Wn - ako je n paran
= 0 u suprotnom
k-redosled wp =1
statistika {Wl =0akoi #k
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metic 1.
Arl'tmetlcka w, == Vi
sredina "

Uredeni prosecni ponderisani operatori su komunitativni, monotoni, idempotentni 1 imaju
kompenzativno ponaSanje. Poslednja osobina govori da je agregacija pomo¢u OWA operatora
uvek izmedu maksimuma 1 minimuma. Kako ovaj operator generalizuje minimum i maksimum,
moze se gledati kao parametrizovani nacin prelazenja sa minimuma na maksimum. U tom
kontekstu Yager uvodi operator maxness koji se definise sa:

j—1

n—j _
mMaxness(Wy, ..., Wn) = X7eq Wn_jyq * 1—21 A by

Minimalna vrednost se dobija za maxness(1,0,...,0) =0, a maksimalna vrednost za
maxness(0,0,...,1)=1. Jo§ jedan operator su uveli Yager i O’ Hagan koji opisuje disperziju
tezinskih koeficijenata i baziran je na ideji entropije (neodredenosti).

dispersion(wy, ..., wy) = — X7_; w; - Inw;
Jedna od najvaznijih primena OWA operatora je razvijanje odgovaraju¢e metodologije za
izvodenje tezinskih koeficijenata koji se koriste u OWA agregaciji. Jedna od odgovarajucih

metodologija je maksimizacija disperzije tezinskih koeficijenata uz uslov fiksnog maxness-a.
Tezinski koeficijenti se izraCunavaju na slede¢i nacin koriste¢i dato a € [0,1].

Maksimum - ¥%_; w; - Inw;
Sa uslovima :

maxness(Wy, ..., Wn) = X7_4 WJ =q
n —

Druga metodologija koristi informacije lingvistickog kvantifikatora radi agregacije. Koriste se
kvantifikatori koji su definisani sa:

e QO)=0iQ()=1
e ako jex <y tadaje Q(x) < Q(y)

Koriste¢i navedenu vrstu kvantifikatora Yager uvodi formulu za raCunanje tezinskih
koeficijenata na slede¢i nacin:

=Q(*

)
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Da bi se doslo do resenja Q kriterijum treba da je ispunjen. Na primer, ako kriterijum “ najmanje
100%” treba da bude ispunjen koristi se minimum operator. Ako je ispunjen minimum kriterijum
tada su 1 ostali kriterijumi ispunjeni. Konkretni primeri odlucivanja na ovaj nacin su prikazani u
poglavlju alternativni metod odlucivanja.

4. Primena agregatornih operatora-donoSenje grupne odluke

Jedna od primena metode agregacije je metoda grupnog odlucivanja. Ovde svaki od
ucesnika obezbeduje svoju funkciju preferencije iz skupa dostupnih alternativa. Zatim se
pojedinac¢ne funkcije preferencije skupljaju kako bi se dobila grupna funkcija preferencije.
Izabrana alternativa optimizira funkciju preferencije grupe. Iz ovog ambijenta nastaje sasvim
interesantan ishod zbog ¢injenice da svaki ucesnik grupe ima za cilj maksimizaciju sopstvene
funkcije preferencije i ne neophodno grupne funkcije preferencije. Ova situacija moZe dovesti do
strategijskih manipulacija informacija koje obezbeduju ucesnici kako bi postigli svoj cilj. U
ovom delu se razmatra jedan tip strategijske manipulacije 1 obezbeduje modifikacija donoSenja
gupne odluke radi odbrane od strategijske manipulacije [12]. Formalno ova modifikacija
omogucava sposobnost uklju¢ivanja vaznih uc¢esnika u proces agregacije.

U grupnom odluc¢ivanju se koriste fazi podskupovi i to u obliku funkcije preferencije
agenata koji biraju alternative. Naime, stepen agentove naklonosti prema biranoj alterativi varira
izmedu nule 1 jedinice. Takode, kod fazi podskupa postoji funkcija pripadnosti koja preslikava
elemente u interval [0,1]. Zato se prvo navode neke osnovne osobine i karakteristike fazi
skupova [9].

4.1 Fazi skupovi

Fazi skupove definisao je 1965te godine Lotfi Zadeh kao matematicki formalizovan
nacin predstave i modeliraju neodredenosti u lingvistici. U teoriji klasi¢nih, jasnih skupova, neki
odredeni element ili pripada ili ne pripada nekom definisanom skupu. Drugim recima, pripadnost
elementa skupu je krajnje distinktna. Fazi skup je, u tom smislu, generalizacija klasi¢nog skupa,
budu¢i da se pripadnost (tj. stepen pripadnosti) elementa fazi skupu moze okarakterisati brojem
iz intervala [0,1]. Drugim re¢ima, funkcija pripadnosti (eng. membership function) fazi skupa
preslikava svaki element univerzalnog skupa u pomenuti interval realnih brojeva. Izraz fazi (eng.
fuzzy) znaci nesto nejasno, zamagljeno.

Osnovna karakteristika fazi skupa je njegova funkcija pripadnosti. Neka je U univerzalan

skup 1 luA(x) funkcija pripadnosti klasi¢nog podskupa A4 od U takva da uzima vrednosti iz skupa

{0,1}, pri ¢emu je IuA(x) =lakojex€4i luA(x) =0 za x € A. Moze se primetiti da su granice

podskupa A4 oStre 1 jasne 1 da predstavljaju dvoklasnu kategorizaciju elemenata skupa U. Fazi
skup, sa druge strane, uvodi neodredenost poniStavanjem ostrih granica izmedu ¢lanova skupa 1
onih koji to nisu. Drugim re¢ima, prelaz sa ¢lanova na *’neclanove’’ nije tako oStar, prelaz je
postepen. To se omogucava pomocu funkcije pripadnosti fazi podskupa 4 skupa U koja je
definisana na slede¢i nacin

HarU —[0,1].
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Osnovna razlika u odnosu na klasi¢an podskup je da sada neki elemenat x € U pripada
fazi podskupu 4 sa odredenim stepenom izmedu 0 i 1. Radi lakSeg razumevanja funkcija
pripadnosti podskupa 4 se oznacava sa A(x). Upravo A(x) (funkcija pripadnosti) ¢e biti funkcija
preferencije u procesu grupnog odlucivanja, dok ¢e alternative biti prikazane preko promenljvih
X.

4.2 Pretpostavke za grupno odlucivanje

Postoji mnogo moguénosti za primenu teorije fazi skupova u grupnom odluc¢ivanju. Na
primer, moze se koristiti da prevede neprecizne i nejasne informacije problema u fazi odnose ili
da dizajnira fazi instrumente za proces odlucivanja radi uspostavljanja redosleda preferencija
alternativa. U svim procesima odlu¢ivanja uspostavljene su procedure za kombinovanje
misljenja o alternativama sa razli¢itim tatkama gledista.

Pretpostavka je da postoji skup alternativa X= {xiX»,....Xq}, koje biraju grupa od n
agenata i1 koji moraju saradivati na izboru ove radnje [12]. Pretpostavka je da svaki agent
reprezentuje svoju preferenciju u obliku fazi podskupa skupa X i da je fazi podskup predstavljen
funkcijom pripadnosti. Neka Aj oznaCava preferenciju za agenta j, 1 neka je svaki agent
nesvestan funkcije preferencije ostalih ucesnika.

Mehanizam grupnog odlu¢ivanja je proces selekcije alternative zasnovan na
preferencijama pojedinaca koji ¢ine grupu. Svaka nediskriminatorna odluka mehanizma treba
tretirati sve ucesnike na isti nacin, jedina razlika izmedu ucesnika treba biti u informacijama koje
sadrze individualne funkcije korisnosti. Drugi uslov je da bilo koja alternativa koja je prvi izbor
od svih ucesnika treba biti prvi izbor grupe. Ovo se naziva Pareto optimalnost (eng. Pareto
optimality).

Prilaz za dobijanje grupne odluke je da se skupe individualne funkcije preferencije Aj za
dobijanje grupne funkcije preferencije A i zatim izabrati onu alternativu koja optimizira grupnu
funkciju preferencije. Jedna od vaznih odluka je izbor operatora za agregaciju individualnih
funkcija preferencije. Formalno, ovaj operator agregacije preslikava F:I"—I tako da je za bilo
koje x € X, grupna preferencija A(x) = F(A(x), Ax(X),..., Ax(X)).

Neka je A(x) = F(A1(x), Ax(X),..., Ax(x)) tada se za F vezuju sledece osobine.

1. Simetri¢nost, redosled ucesnika je nebitan.

2. Monotonost, ako a; >b; tada je F(aj,a;...a,) > F(by,ba,...,by).
3. F(1,1,...,1)=1.

4. F(0,0,...,0)=0.

Prvi uslov obezbeduje ne-diskriminaciju 1 zahteva da je svako ucesnika tretiran isto.
Drugi uslov podstiCe Pareto optimalnost 1 omogucuje pozitivho udruzivanje izmedu
individualnih preferencija i grupne preferencije. Tre¢i uslov pokazuje da, ako su svi ucesnici
potpuno zadovoljni sa reSenjem, tada je i grupa u potpunosti zadovoljna sa reenjem. Cetvrti
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uslov implicira da, ako su svi ucesnici potpuno nezadovoljni reSenjem, tada je i grupa potpuno
nezadovoljna reSenjem. Ovi uslovi nisu u velikoj meri restriktivni i dozvoljavaju puno razlicitih
interpretacija za funkciju F. Stvarni izbor za F bi¢e odraz zajednickog grupnog imperativa. To
jest, grupa se mora unapred usaglasiti sa mehanizmom koji ¢e upravljati skupljanjem
individualnih preferencija, to se zove zajednicki imperativ. U grupnom odlucivanju ipak postoji
podrazumevanje ili primarni zajednicki imperativ za koji ne treba dogovor ucesnika, jer je
prirodno nametnut autonomijom svakog ucesnika. Usled agentove autonomije on ne mora da
ucestvuje ako se ne slaze sa odlukom grupe. Prema tome, klju¢na odlika primarnog zajednickog
imperativa je da bilo koji ucesnik ne mora da prihvati reSenje koje ne voli.

Formalni izraz primarnog zajednickog imperativa je da ucestvujuéi agent moze odbiti
bilo koje resenje koje ne voli. Ovaj tip imperativa moze se implementirati koriste¢i Min tip
operatora agregacije A(x) =Minj[Aj(x)]. Pod ovim imperativom ako postoji agent i tako da A«(x)
=0 tada A(x)=0, odnosno bilo koji agent moZe jednorucno odbiti reSenje. Ovo neophodno
implicira da svi agenti moraju da prihvate reSenje. Obi¢no se moze nac¢i primarni zajednicki
imperativ koriste¢i t-normni operator agregacije T, odnosno A(x)=T,[A(x)] 1 tu je ispunjen uslov
da ako postoji agent i tako da A,(x)=0 tada je A(x)=0. Osim toga, kao §to je ranije napomenuto, t-
norma je simetri¢ni, monotoni, asocijativni operator sa neutralnim elementom jedan.

Dok t-norme omogucavaju agregaciju sa ovim primarnim karakteristikama, mozda nece
omoguciti Zeljenu raznolikost koja se trazi u grupi operatora agregacije. Neka je data bilo koja t-
norma

T(A1(X),A2X),...,An(X),An+1(X)<T(A1(X),A2(X),...,An(X)).

Implikacija ovog je da jedina moguénost koju imaju novi ucesnici koji se dodaju u proces
grupnog odlucivanja je da smanje podrSku alternativi, nikad ne mogu podrzati alternativu. Prema
tome npr. ako dva agenta pripisu niske rezultate alternativama A;(x)=0.2 i A,(x)=0.25 tada, ako
se iskoristi proizvod t-norme A(x)=0.05, zakljucuje se da su se ova dva rezultata medusobno
pojacala kako bi jo§ viSe odbili alternativu. S druge strane, ako dva agenta jako podrzavaju
alternativu A;(x)=0.9 1 A,(x)=0.95, tada ne postoji t-norma koja omogucava da se ova dva
rezultata medusobno podrZavaju.

Ispada da t-norma nije jedina operacija agregacije koja ispunjava osnovne karakteristike
za dobijanje zajednickog imperativa. Druga klasa operatora agregacije koja omogucava primarne
odlike su uninormni operatori. Ovi operatori dodatno omoguc¢avaju udruzivanje drugih odlika,
kao Sto je pojacavanje podrske i slabljenje podrske [12].

4.3 Primena uninormnih operatora agregacije
Uninormni operatori definicija (3.42) omoguc¢avaju ujedinjenje 1 generalizaciju t-normnih

1 t-konormnih operatora. Za t-normu T neutralni elemenat je jedan a za t-konormu S neutralni
elemenat je nula. Ako se Zzeli naglasiti neutralni elemenat u vezi sa uninormom R tada se
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uninorma oznacava sa R, gde je g neutralni elemenat i g € (0,1). Prema tome, R; je t-norma, dok
je Ry t-konorma.

Ako su A; kolekcije od n fazi podskupova X, moze se koristiti uninorma bazirana na
agregaciji ovih fazi podskupova kao A=Uni(A,,...,A,) tako da je za svako x € X

AX)=R(A(x),A2(X),...An(X))

gde je R uninormni operator.

Razmatra se t-normni operator T koji je takode R;. Kako je T(a,1)=a tada monotonost implicira
da je T(a,b)<a. Ovo implicira da je za bilo koju t-normu T, T(a,b) < Min(a,b), Sto govori da se
norma agregacije nikad ne povecava, to jest T(a,a,:+;) <a.

Druga povezana osobina t-norme je nula fiksacija (eng. zero fixation). Ona govori da
pojavljivanje nule u bilo kom argumentu uvek rezultira u agregatornoj vrednosti nule, ako postoji
a;7=0, tada je T(ai,as,...,a,)=0. Ova osobina proistice iz ¢injenice da je T(a,1)=a, stoga je T(0,1)=0
1 zatim monotonost implicira T(0,x)=0 posto x € [0,1]. Konacno asocijativnost pokazuje nula
fiksaciju.

Sada se razmatra t-konorma S(Ry). Kako je S(a,0)=a monotonost implicira da je S(a,b)>a,
iz ovoga sledi da je za bilo koju t-konormu S, S(a,b) > Max(a,b). Ova situacija implicira da t-
konormna agregacija ne moze biti opadajuca.

S(ay,...,an)<S(ay,...,an,an+1), Sto znaci da vazi S(a,a,+;) > a.

Druga osobina je jedan fiksacija (eng. one fixation), tj. ako se pojavi jedinica a;=1 tada je
S(ai,...,an)=1. Sada ¢e se razmatrati fiksacija za uninorme. Napomenuto je da t-norma, R; ima
nula fiksaciju, dok t-konorma R ima jedan fiksaciju.

Teorema 4.1.[12] Pretpostavka je da je R uninorma i neka je g € (0,1), tada R(0,1) € {0,1}.
Dokaz. Neka je R uninorma sa neutralnim elementom g i neka je R(0,1)=a

a)Uzima se slucaj kada je a<g. Iz asocijativnosti R(0,0,1)= R(0,R(0,1))= R(R(0,0),1).
Kako je R(0,0)=0 tako je R(0,0,1)= R(R(0,0),1)= R(0,1)=a. Medutim, takode je R(0,0,1) =
R(0,R(0,1))= R(0,a). Kako je R(0,g)=0 i kako je pretpostavljeno a<g sledi R(0,0,1) =R(0,a)=0
ovo implicira da je a=0.

b) Neka je sada a>g. Iz asocijativnosti sledi R(1,1,0)= R(R(1,1),0)= R(1,R(1,0)). Kako je
R(1,1)=1 tada R(1,1,0)= R(R(1,1),0)=R(1,0)=a. Medutim, vazi da je R(1,1,0)= R(1,R(1,0))=
R(1,a). Kako je R(1,g)=1 1 pretpostavka je a>g tada R(1,1,0)= R(1,a)=1 ovo implicira da je
a=1.

]

Implikacija ove teoreme je da su sve uninorme R(1,0)=1 ili R(0,1)=0, ako je R(0,1)> g
mora biti 1, ako R( 0,1) <g onda je 0 i ako je R(0,1) =g moze biti 0 ili 1. Tako se mogu podeliti
uninorme u dve klase, one za koje je R(1,0)=0 i one za koje je R(1,0)=1. MozZe se primetiti da
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postoje dve moguénosti samo za g € (0,1). Za g=1 u pitanju je t-norma i R(1,0)=0. Za g=0 je t-
konormu , R(1,0)=1. Konacno postoje dve klase uninormi R(0,1)=1 1 R(0,1)=0. U slu¢aju kada je
R(0,1)=1, monotonost implicira da je R(a,1)=1 za sve a iz cega sledi jedan fiksacija,
R(aj,a,...,an)= 1 ako postoji a=1. Sa druge strane ako R( 0,1)=0, tada monotonost implicira
R(0,a2)=0 za sve a i u pitanju je nula fiksacija. Ove dve klase se nazivaju nula i jedan fiksacija
uninorme. Nula fiksacije mogu imati bilo koji neutralni elemenat osim nule a jedan fiksacija bilo
koji neutralni elemenat osim jedinice.

Napomena 4.2.[12] MozZe se posmatrati zanimljiva veza izmedu uninormnih operatora i srednje
vrednosti. Neka je M operator srednje vrednosti, zna se da je ako a,;>M(ay,...,ay) tada je
M(ay,...,an,an+1)>M(ay,...,an), a ako je a,1<M(aj,...,an) tada je M(ay,...,an,an+1) < M(ay,...,an).

Moze se uociti da dodatni argumenti imaju jasan efekat na agregacioni proces u
zavisnosti od odnosa sa grani¢nom tackom, postoje¢om vrednoséu agregacije. Ako je vrednost
dodatnog argumenta vecéa ili jednaka od postojeCe vrednosti onda ima pozitivan efekat i
negativan ako vrednost nije veca od postojece vrednosti. Takode, moze se primetiti da u slucaju
uninorme dodatni argumenti imaju efekat na agregaciju u zavisnosti od odnosa sa neutralnim
elementom. Medutim, postoji razlika izmedu ova dva tipa operatora. Kod uninorme agent zna da
¢e ako obezbedi rezultat ve¢i od neutralnog on povecavati podrSku alternativi. Sa operatorima
srednje vrednosti agent ne zna kako utice na alternativu, jer to zavisi i od drugih agenata.

4.4 Grupna odlu¢ivanja pomo¢u uninormi

Ako su Aj,...,A, kolekcija fazi podskupova sa odgovaraju¢im funkcijama korisnosti
ucestvujucih agenata tada je funkcija moguce grupne odluke A(x)= R(A(x),A2(X),...,An(X)) gde
je R uninorma. Daju¢i svakom ucestvuju¢em agentu mogucnost da ponisti bilo koju alternativu,
mora da vazi R(0,a)=0 za bilo koje a. Ovo znaci da se R bira iz klase nula fiksiranih uninormnih
operatora, koja je definisana sa R(0,1)=0 [12].

Vazna karakteristika uninorme je izbor neutralnog elementa g. Kako je
R(aj,as,...,an,g)=R(as,az,...,a5), uofava se da se procena A;j(x)=g moZe videti kao neutralnost ili
ravnodusSnost sa poStovanjem prema alternativi. Osim toga, dodeljivanjem vrednosti g ucesnik
govori “ neka drugi odluce na ovom, ja niti pojacavam niti umanjujem ,,. Elemenat g se gleda
kao granica, rezultati iznad g su podrska dok ispod g nisu. Uninormni operatori su idealni za
grupna odlucivanja jer se u odnosu na neutralni elemenat moze videti da li agenti imaju jaku
podrsku, jako odbijanje ili slabu podrSku prema alternativi.

U grupnom odlucivanju svaki ucesnik obezbeduje funkciju preferencije A;. Ove funkcije
se zatim skupljaju kako bi se dobila funkcija preferencije grupe A(x)=R(Ai(X),...,An(X)). Zatim
se bira alternativa koja maksimizira ovu funkciju AX)=Max,[A(x)]. Medutim, pravi cilj svakog
od ucesnika je maksimizacija individualnog stepena zadovoljstva. Kako bi ostvario taj cilj
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individualni agent moze koristiti bilo kakva dostupna sredstva koja uti¢u na mehanizam grupne
odluke.

Jedna od mogucnosti koje u¢esnik ima za uticanje na grupno odlucivanje je manipulacija
funkcije preferencije koja se obezbeduje u procesu grupnog odlucivanja. Sa ovakvom situacijom
jedna poZeljna odlika bilo kakvog grupnog odlucivanja je obeshrabrivanje potencijalnih olakSica
iz manipulacija raznih informacija o preferencijama.

Razmatra se situacija u kojoj postoje n agenata 1 alternative X={xi,...,Xq}. Bez smanjenja
opStosti uzima se agent jedan sa funkcijom preferencije A;. Neka je x; najpozeljnija alternativa,
Ai(x1)=1. Njegov cilj je da pokusa da se uveri da nijedna alternativa osim x; nije izabrana.Sa
ovom situacijom se vidi kako agent moze najbolje da se uveri u ovo. Umesto da obezbedi grupi
stvarnu funkciju preferencije A;, on moze obezbediti grupi stategijski manipulisanu funkciju
preferencije A;, gde je Ai(x))=1 i Al(Xj):O za sve Xj#x. Koriste¢i ovo dobija se grupna funkcija
preferencije

AX)=R(A(X),Ax(X),...An(X)).

Kako uninorma koja izvrSava agregaciju ima nula fiksaciju i kako informacija koju
obezbeduje ovaj agent ima A](Xj)zo za Xj#X1, dobija se A(x;)=0 za sve xj#x;. Ovo uverava agenta
jedan da nijedna alternativa nema bolji rezultat od najpoZeljnije. Sta vise, ako
R[Ax(x)),...,An(x1)]#0, tada ¢e x; biti jasan grupni izbor. Sa druge strane ako
R[A2(x1),...,An(x1)]=0 1 sve alternative imaju A(x)=0 [12].

Moze se primetiti da bilo koji agent moze imati koristi od strategijske manipulacije
sopstvenih funkcija preferencije. Ova sposobnost je rezultat Zelje da se zadovolje prvobitne
karakteristike dajuci agentu sposobnost da ponisti bilo koju alternativu. Koriste¢i ovu strategiju
od strane bilo koja dva agenta koji nemaju istu najbolju alternativu, dolazi se do situacije gde je
grupna funkcija preferencije skup nula, A(x)=0 za x. Sto brzo dovodi ovaj tip odludivanja do
beskorisnosti. Zato se mora modifikovati grupna funkcija preferencije kako bi se ponistili
podsticaji za strategijskom manipulacijom individualnih funkcija korisnosti. To se radi tako Sto
se svakom agentu dodeli ocena vaznosti i1 koristi umanjenje vaznosti kako bi se kaznila
strategijska manipulacija.

4.5 Vaznosti u uninormnim agregacijama

Razmatra se situacija u kojoj postoji kolekcija argumenata koji se sastoje od parova
(wi,ai) gde je a; vrednost za koju ¢e se vrsiti agregacija, a w; € [0,1] dodata vaznost [12]. Cilj je
da se izvr$i uninormna agregacija parova R((w,a)),...,(Wn,an))=a. Jedan prilaz za ispunjenje
ovog zadatka je transformacija parova (w;,a;) u efektivne vrednosti, bj=h(wj,a;) 1 zatim kori$¢enje
regularne uninormne agregacije, a=R(by,...,b,). Postavlja se pitanje koja je forma funkcije h.
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Kako je wi € [0,1], wi=0 znaci sluCaj najmanje vaznosti, dok je wi=1 slucaj najvece
vaznosti. Kako se inkluzija vaznosti mozZe protumaciti kao proSirenje situacije u kojoj se nije
razmatrala vaznost, moze se re¢i da su svi argumenti jednake vaznosti pre proSirenja. Za
originalan slucaj gde su wi=1 za sve j. Sa ciljem da ovo da odgovor dobijen bez razmatranja
vaznosti mora biti ispunjeno

R(( 1 7a1)’(1 ’az)a(l 5an)):R(al LR >all)
Sto zahteva da
h(1,a)=a.

U slucaju kada postoji nula vaznost wi=0, osnovni uslov je da bilo koji argument koji ima
nula vaznost ne treba da doprinese agregaciji. Ovo se ispunjava kada je h(0,a)=g, gde je g
neutralni elemenat uninorme. Drugi uslov je da funkcija bude monotona sa osvrtom na vrednost
a. Ako su a i1 2 dva argumenta gde je a> a tada je i h(w,a)>h(w,a). Treca osbina je da h(w,a)
mora biti ograni¢ena za w=0 i w=1 §to se piSe h(w,a) €E[gAa, g Va].Cetvrti uslov je
konzistencija koja govori kako se vrednost pomera od w=0 do w=1 funkcija h(w,a) se menja na
konzistentan monoton nacin. Neka su w 1 W takvi da W>w tada

ako h(1,a)>h(0,a) (a>g) tada za sve W>w vazi h(Ww,a)>h(w,a)
ako h(1,a)<h(0,a) (a<g) tada za sve W>w vazi h(w,a)<h(w,a)

ako h(1,a)=h(0,a) (a=g) tada za sve W>w vazi h(W,a)=h(w,a).

dh(w,a
ow

)20, ako a<g tada je WSO 1 ako a=g tada je

Ovo pokazuje da ako a>g tada je

dh(w,a)
ow

=0.

Za slucaj t-konormi klasa vaznosti operatora transformacije koja zadovoljava ova Cetiri
uslova je h(w,a)=T(w,a) gde je T t-norma. Zadovoljeni su svi uslovi:

1.T(1,a)=a
2.T(0,a)=0
3.T(w,a)>T(w,a) ako a>a.

Ako je na primer g=0 , Sto implicira a>g, usled cetvrtog uslova za W>w treba da vazi
h(W,a)>h(w,a) §to je zadovoljeno monotonoscu t-norme.

Primer 4.3.[12] Operator vaznosti transformacije koji je validan za sve g je hy(w,a)=wat+wg, gde
je w=1—w. Ako je w=I, hy(1,a)=a+0g=a, ali kada je w=0 (W=1) h,(0,a)=0a+1g =g. Neka je a
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>, tada vazi hg(w,a)= watwg> he(w,d). Dalje se vidi da %hg(w,a) =a—g. Prema tome, ako a>g

to je nenegativno,a ako g > a nepozitivno, S§to zadovoljava uslov konzistencije.
4.6 Primena ponderisanih vaZznosti

Sada se razmatra modifikacija procedure koja se koristi za agregaciju individualnih
funkcija preferencije [12]. Koristice se individualne funkcije preferencije kao i odredeni
mehanizam koji ¢e se izboriti sa opisanom strategijskom manipulacijom. U prethodnom grupna
funkcija preferencije se predvidala kao

AX)=R(A(x),A2(X),...,An(X))

gde je R uninorma. Sada se predlaze dodavanje svakom Aj vaznosni dodatak, tako da je sada
AX)=R((W1,A1(x)),(W2,A2(X)),....(Wn,An(x))). Takode se viSe pridaje paznja izdavanju
pridruzivanja ponderisane vaznosti w; svakom agentu. Neka je vi=),yexA;(x) suma ukupnih
ocena vezanih sa agentom. Kako je svaki fazi podskup po pretpostavci normalan 1<v; <q, gde je
q broj alternativa. Uzima se da je u; = vi—1, znaci u; > 0. Zatim se svakom agentu pridruzuje

ocena vaznosti

Ui

maxj[uj]

Agentova vaznost je direktno povezana sa ukupnom ocenom satisfakcije koja se deli.
Agent koji se lakSe zadovoljva je vazniji, “sreéni‘“ agenti su vazniji. Sa druge strane agent koji
potpuno opovrgava sve alternative osim sopstvene, ima vaznosnu tezinu nula. MoZe se primetiti
da se koriste¢i ovaj tip ponderisane vaznosti kaZnjavanje uvodi na osnovu ukupnog rezultata
agenta.

Razmatra se kako ponderisana vaznost agregacije funkcioniSe kako bi se kaznila
strategijska manipulacija. Koriste¢i ponderisane vaznosti, grupna funkcija preferencije postaje
A(Xx)=Ro((W1,A1(X)),(W2,A2(X)),...,(Wn,An(X))). Ovde je R; uninorma sa neutralnim elementom g,
w; je vaznost agenta j i Aj(x) satisfakcija koju agent pripisuje alternativi x. Neka h, ukazuje na
vaznosnu funkciju transformacije i tako je ispunjeno

A(X):Rg(hg(wl >A1 (X)),hg(Wz,Az(X)), ee ’hg(WmAn(X))) .

Bez umanjenja opStosti mozZe se pretpostaviti da agent 1 pokuSava da manipuliSe
situacijom tako $to obezbeduje funkciju preferencije A, gde je A (x1)=1 i A(Xj)=0 za sve Xi£Xi.
Tada je vi=1 1 u=0 1 njegova vaZznost je nula. Prema tome za svako x,
hg(wi,fi1(X))=hg(O,A1(x))=g 1 stoga agent jedan nema uloge u agregaciji zato §to je g neutralni
elemenat uninorme.
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Efekat inkluzije bilo koje ponderisane vaznosti bazirane na agentovoj podrSci
alternativama moze se videti kao modifikacija fundamentalnog zajedni¢kog imperativa grupe. Sa
uvodenjem ponderisane vaznosti odredene sa agentovim ukupnim rezultatom, agregativni
imperativ postaje malo kompleksniji. Zadrzava se agentova sposobnost da eliminiSe alternative
koje ne voli samo ne moZe da eliminiSe puno alternativa. Ovo omogucava agentu da efektivno
podstakne funkciju preferencije “ Ne Zelim alternativu x;” ali ne 1 da podstakne funkciju
preferencije tipa *“ Samo zelim alternativu x;”.

Primer 4.4.[12] Sada se razmatra uninorma R sa neutralnim elementom g i koristi transformacija
vaznosti h(w,a)=wa+wg, gde je W= 1— w. Tako se dobija

AX)ZR[(W1A1(Xi)TW1),....(WnAn(Xi) TWng)].
Ako se uzme da je E; fazi podskup takav da je E;(xi)=w;A;(x;)+ W;g, tada se vidi da
A(Xi):Rg[El(Xi),Ez(Xi),...,En(Xi)].

Neka E; bude “efektivna funkcija preferencije agenta j”. Prvo se gleda slucaj kada
ucestvujuci agent ima funkciju preferencije “Ne Zelim x;”. U ovom slucaju Aj(x1)=0 1 Aj(xix)=1
za sve k#1. Suma agentovih rezultata ¢e biti velika, vi=q-1. Moze se pretpostaviti da je
vi®Max;[v;], zato je w;=1 1 stoga E;(x;) ®Aj(x;). Prema tome j ta efektivna funkcija preferencije
¢e biti blizu obezbedene funkcije preferencije.

Sada se razmatra slucaj gde agent ima funkciju preferencije “ Sve §to Zelim je x;”.Ovde
je Ajxi))=1 1 Ajxx)=0 za k#1. Takode je vi=l 1 u=0 i prema tome w=0 1 stoga
Ei(xi)=w;Aj(xi)*w;g=g. U ovom slucaju agentova funkcija preferencije ostaje bez efekta u
procesu grupnog odlucivanja. Sa ovim modifikacijama obezbeduje se odbrana od strategijskih
manipulacija.

4.7 Alternativni metod odlucivanja

U prethodnom je opisana upotreba ponderisanih vaznosti kako bi se smanjila agentova
sposobnost da jednostrano determiniSe grupnu odluku odbijanjem puno alternativa. Sposobnost
se smanjuje kaznjavanjem agenta zbog odbijanja.

PredlaZze se drugi nacin izraCunavanja agentove vaznosti koji omogucava kaZnjavanje
zbog odbijanja puno alternativa. MoZe se primetiti da ova metoda dopusta viSe lingvisticku
interpretaciju [5]. U ovom slucaju se naglasava dozvoljen broj alternativa koje agent moze da
odbije bez znacajnije kazne. Zato se koristi izraz “pri najvecem k ili nekoliko“. Formalno se
izrazava ova informacija u obliku fazi podskupa. Ovi fazi podskupovi su nad prostorom broja
altenativa ili intervala. Neka je N={0,1,...q} gde je q broj alternativa. Informacija se izrazava kao
fazi podskup Q:N—[0,1] tako da je za bilo koje y € N, Q(y) pokazuje prihvatljivost za odbijanje
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y alternativa. Na primer ako je n=7 1 postoje najviSe tri alternative koje mogu biti odbijene od
strane agenta, tada je Q takvo da

Q(y)=1 zay<3

Q(y)=0 za y>3.

Fazi podskupovi koji reprezentuju ovakav tip informacije imaju osobine:

1. Q(0)=1
2.Q(N)=0
3.Q(k1)>Q(k») ako ky<ks .

Takode, mogu se reprezentovati informacije pomoéu &lanova fazi podskupova Q gde je
Q:[0,1]—[0,1]. U ovom sluéaju za bilo koje y € [0,1], Q(y) pokazuje ocenu do koje je agentu
dozvoljeno da odbije y proporcionalno alternativama. U ovom slu¢aju Q zadovoljava iste uslove
kaoiQ:

1.0(0)=1
2.Q(1)=0
3. Q(y1)2Q(y>) ako yi<y>.

Kada postoji opis dostupnih odbijanja agenta koristi se OWA operator kako bi se
izracunale ponderisane vaznosti agenta. Razmatra se agent A, 1 neka je An(x;) satisfakcija
agenta sa alternativom x;. Neka by oznacava k-tu najveéu od ovih vrednosti. Takode, B je
vektor ¢ije su komponente by. Ponderisana vaznost m tog u€esnika se izracunava pomocu
OWA agregacije

Win=OWA[An(X1),-, Am(Xn) =X k=1 dicDpe-

Osim toga, dx su OWA vaznosti, takvi da dx € [0,1] 1 )., d,=1. Ovi di su dobijeni od informacija

koje specificiraju dopustiv broj odbijanja na slede¢i nacin. Ako je Q definisan kao fazi podskup
od N, tada se definiSe

d=Q(n—k)—Q(n—(k—1))
i ako je Q definisano kao proporcija tada je
—0(1=5)—0(1= &2
d=Q(1-H-Q1- .
Primer 4.5.[5] Pretpostavka je da postoji sedam alternativa 1 da je agentu dozvoljeno da
odbije najvise tri. U ovom slucaju je Q(y)=1 za y=0,1,2,3 1 Q(y)=0 za y=4,5,6,7. Sada vazi

di=Q(7—k)—Q(7—k+1), stoga:
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di=Q(7-1)—Q(7)=0, d;=Q(7-2)—Q(7-1)=0, d;=Q(7-3)—Q(7-2)=0,
d4:Q(7_4)_Q(7—3):1, d5:d(,:d720.

U ovom slu¢aju OWA agregacija dovodi do ponderisane vaznosti wy,=bs, Cetvrta
najveca od ocena u A,,. Jo§ treba proveriti da li je izbor bs podesan. Ako cetvrti najveci
rezultat dodat od strane ovog agenta nije odbijanje, bs ima veliku vrednost. Kako je by > b, za
k < 4 svi rezultati iznad nisu odbijeni Sto zadovoljava uslov da se ne odbija viSe od tri
alternative. Ako je bs odbijen tada je za k > 4, by < b4 odbijeno vise od 3 alternative, $to znaci
da je agent prekrSio ogranicenje.

Kada postoji sluc¢aj da agent moze da odbije najviSe q alternativa od n dostupnih
dobija se OWA vektor takav da d,q=1, a ostale komponente jednake nuli. U ovom slu¢aju
ponderisana vaznost agenta je vrednost n—q —te najvece vrednosti obezbedene od tog agenta.

Koriste¢i ponderisane vaznosti moze se modelovati agregacioni proces sa zajedni¢kim
imperativom u formi “ Svaki agent moZze odbiti alternativu koju ne Zeli ali ith ne moZe odbiti
previse”. Ovde se moze modelovati “ ne previse” kao fazi podskup jedini¢nog intervala.
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5. Zakljucak

U prvom delu su navedene vazne osobine agregacionih funkcija i definisani su operatori
agregacije. Nisu sve osobine podjedanko vazne i samo se odredene funkcije agregacije mogu
koristiti u procesu grupnog odlucivanja. Zatim su prikazani elementarni primeri operatora
agregacije od kojih su neki dobro poznati. Takode, kod odredenih operatora su uvedene
ponderisane vaznosti 1 takvi operatori imaju primenu u procesu grupnog odlucivanja. Posle
definisanja trougaonih normi, trougaonih konormi, uninormi i nula normi uoceno je da su
uninorme najbolje za proces agregacije upravo usled Cinjenice da im je neutralni elemenat u
intervalu (0,1). Osim toga, trougaone norme i trougaone konorme imaju osobine nula fiksacije 1
jedan fiksacije, respektivno, koje onemogucavaju pojacavanje podrSke ili smanjivanje podrSke
alternativama. Osim uninormi u proces grupnog odlucivanja moguce je ukljuciti i OWA
operatore agregacije koji dopustaju viSe lingvisticko grupno odlucivanje. Fazi skupovi su
definisani usled kori$¢enja u grupnim odluc¢ivanjima u obliku funkcije preferencije ucestvujucih
agenata. Pokazana je vaznost zajedni¢kog imperativa koji koristi grupa u odlucivanju forme
agregacione funkcije. Dolaze¢i iz u€esnikove autonomije, agent ne mora da prihvati odluku
grupe koju ne voli. Odnosno, osobina navedenog tipa grupnog odlucivanja je mogucénost agenta
da jednostrano odbije bilo koju alternativu dajuci joj mali rezultat u funkciji preferencije.
Primeceno je da se ova osobina moze iskoristiti radi strategijskog manipulisanja ucesnika. Zatim
su prikazani mehanizmi modifikacije agregacije radi odbrane od strategijskih manipulacija.
Mehanizam je ukljucivao pridruZivanje ponderisanih vaznosti svakom ucesniku na takav nacin
da smanjuje agentovu vaznost ako je umeSan u stategijsku manipulaciju. Da bi se to uspesno
uradilo bilo je potrebno koristiti uredenu prose¢nu ponderisanu funkciju-OWA operator, kao i
funkciju Q ili definisati modifikovane funkcije preferencije agenata.
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Izvod: Jedna od mnogih primena matematike je i u metodi grupnog odlu¢ivanja.
U mnogim korporacijama, preduzeéima, skupStinama postoje grupna
odlu¢ivanja. U takvom okruZenju veoma je vazno doneti odluku koja ce
odgovarati najveéem broju ucesnika. Da bi se doslo do takve odluke potrebno je
izvrSiti agregaciju, odnosno sjedinjavanje preferencija ucesnika kako bi se dobila
grupna preferencija. Grupna preferencija ¢e biti najbolja odluka tj. ona koja
najvise odgovara ucesnicima.

U prvom delu rada su definisane funkcije agregacije, dok se drugi deo
bavi njithovom primenom. Funkcije agregacije vrSe sjedinjavanje funkcija
preferencija ucesnika kako bi se dobila grupna funkcija preferencije.

Trougaone norme i konorme, kao i njima bliske uninorme ispunjavaju
navedene osobine i zato su pogodne da budu funkcije agregacije. To su funkcije
F:[0,1]°—[0,1] sa osobinama komutativnosti, asocijativnosti, monotonosti i
postojanjem neutralnog elementa. Razlika izmedu trougaonih normi, trougaonih
konormi 1 uninormi je u neutralnom elementu koji je kod trougaonih normi 1,
trougaonih konormi 0 1 uninormi pripada intervalu (0,1).

Primenom funkcija agregacije dobija se alternativa koja optimizira
funkciju preferencije grupe.U grupnom odlucivanju postoji dodatni uslov da
svaki ucesnik moze odbiti alternativu koja mu ne odgovara, tj.
F(0,A(x),...,An(x))=0 gde su Ai(x)#0. Taj uslov moze dovesti do odredenih
manipulacija u grupnom odlucivanju, s obzirom da ucesnik zeli da maksimizira
sopstvenu funkciju preferencije, a ne nephodno i grupnu funkciju preferencije.
Da bi se odbranili od manipulacija ucesnicima se dodeljuju ponderisane
vaznosti. Ucesnici koji odbacuju sve alternative osim jedne imace vaznost 0 1
nece biti uklju¢eni u mehanizam grupnog odlucivanja. Takode, ucesnici koji
odbiju previSe alternativa imace malu vaznost, dok ¢e ucesnici koji su naklonjeni
vecem broju alternativa imati 1 vecu vaznost u grupnom odlucivanju.
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decision-making. In such an environment it is important to decide which
decision will suit the majority of participants. In order to reach such a decision it
1s necessary to make aggregation and fusion of preferences of the participants to
obtain group preference. Group preference will be the best decision that is, the
one that best suits the participants.

The first section defines the aggregation function, while the second part
deals with their application. Aggregation functions perform functions
incorporating preferences of the participants to get a group function preference.
Triangular norms and conorms, and close to them uninorms meet these
characteristics and therefore are suited to be the aggregation functions. These are
functions F: [0,1]2— [0,1] with the properties of commutativity, associativity,
monotonicity and the existence of a neutral element. The difference between
triangular norms, triangular conorms and uninorms is in the neutral element.
Neutral element of triangular norms is 1, triangular conorms is 0 and of
uninorms € (0,1).

By applying the aggregation function is obtained an alternative that
optimizes the function of group preference. In group decision there is an
additional requirement that each participant can reject an alternative that does
not fit, that is F(0,A(x),...,An(x))=0 where Ai(x)#0. This condition can lead to
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maximize its own preference and not necessary the function of group preference.
To protect themselves from manipulation of the participants are assigned
weighted importance. Participants who reject all alternatives except one will
have 0 importance and will not be involved in the mechanism of group decision
making. Also, participants who reject too many alternatives will have little
importance, while participants who favor a number of alternatives have growing
importance in the group decision.
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