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PREDGOVOR

Priroda je dobar primer savrSenstva i lepote matematike. Ona nam pomocu matematickih
prirodne pojave koje nas svakodnevno okruzuju u svojim raznim oblicima kao $to0 su more,
dim, oblaci itd. Svaki od njih pokazuje fascinantne oblike ponasanja. Svi smo mi na neki nacin
izgradili odredeno intuitivno razumevanje ponasanja fluida, medutim jo§ uvek postoje oblici
ponasanja koje vec¢ina ljudi ne moZe da shvati. Zbog toga ova tema vekovima privlaci velike
naucnike da se bave ovim pitanjem. Nauka koja se bavi fluidima, mehanika fluida, dosla je u
stadijum kada je moguce na dobar naéin predstaviti probleme matematicki. Prirodne fenomene
moguce je predstaviti pomo¢u matematickih modela, to je jedan zahtevan i sloZen izazov.
Zahtevnost njihovog modeliranja proizilazi iz njihove kompleksnosti i sloZzene dinamike koju je
teSko matematicki opisati. Zahvaljuju¢i razvoju kompjutera i programa uz pomod

aproksimacija moze se resiti velik broj fenomena iz prirode.

Dve stvari sa kojima sam u svakodnevnom kontaktu su me podstakle da se odlu¢im za ovu
temu, a to su kafa (fluid) i matematika. Na prvi pogled deluje da namaju nikakvih dodirnih
taCaka, medutim, kad kafu po¢nemo da posmatramo kao fluid, a ne samo kao sredstvo za
uzivanje, dolazimo do Cinjenice da je ona ipak povezana sa matematikom. Zato ¢emo se
usredsrediti u radu na dva bitna fluida u nasim Zivotima, a to su: krv koja te¢e nasim telom i

voda kao izvor zivota.

Zahvaljujem se mentoru, profesoru dr Marku Nedeljkovu, na pruZzenoj podrsci, savetima i
pomodi pri izradi ovog master rada, takode se zahvaljujem profesorki dr Danijel Rajter-Ciri¢ i
profesorki dr Milici Zigi¢ na ukazanoj pomodéi. Zahvaljujem se i svojoj porodici i prijateljima

za pruzenu podrsku i razumevanje.

Novi Sad, 2016. godine Bojana Velec¢kovi¢
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1. UvOD

U toku studija upoznali smo se sa parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama (PDJ) na
istoimenom kursu, gde su nam predstavljene neke poznate jednacine. Ove jednaine imaju
veliku primenu u razli¢itim naukama. Velik broj ovih jednacina jo§ uvek nije reSen, a neke se
c¢ak ni ne mogu reSiti, moze se dokazati samo da reSenje postoji. Zahvaljujuéi razvoju
tehnologije i matematickom modelovanju problema, nalaze se dobre aproksimacije reSenja za
iste. Tako ¢u u daljem radu iskoristi znanja koja sam stekla iz navedenih oblasti, a dok budem

obradivala temu upoznac¢u se fascinantnim pojmom fluida, njegovim osobinama, kretanjem.

Cilj ovog master rada je da u sli¢nim uslovima uporedujemo resenja jednaéina kretanja
fluida uz razli¢ite pretpostavke o modelima, i to uporedivacemo kao §to je spomenuto veé
fluide koji nas svakodnevno okruzuju: voda i krv. Uporediva¢emo njihovo viskozno, odnosno
neviskozno kretanje stisljivih i nestisljivih fluida i da¢emo primere za iste. Kako se spomenuti
fluidi krecu kroz velike i na neki nacin slicne sisteme, predstavicemo modele koji opisuju

kretanje vode i Kkrvi kroz cev (u slu¢aju krvi kroz arteriju).

U prvom delu rada smo dali neke osnovne podatke vezane za mehaniku fluida, kao $to su
fizicka svojstva i kretanje fluida koji su nam veoma bitni pri modelovanju. Upoznali smo se sa
obe vrste kretanja fluida, turbulentnim i laminarnim, i nagovestili da ¢emo se fokusirati na
laminarno kretanje zbog jednostavnosti pri reSavanju. Zatim smo se osvrnuli na parcijalne
diferencijalne jednacine kao matemati¢ke modele za reSavanje mnogih fizickih pojava. Preko
linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog reda se formuliSu osnovni zakoni u

prirodnim naukama, zbog toga smo ih definisali u radu.

U drugom delu rada su predstavljene osnovne jednacine fluidnog kretanja u zavisnosti od
toga da li se fluid posmatra kao stisljiv ili nestisljiv i viskozan ili bezviskozan. Dali smo primer
plitke vode kada se posmatra fluid koji je nestisljiv i neviskozan, a gasne dinamike kada se

posmatra fluid koji je sti§ljiv i neviskozan.

U tre¢em delu opisali smo proticanje te¢nosti (voda i krv) kroz cilindri¢ne cevi, gde smo
prvo opisali vodovodni sistem, a zatim i kardiovaskularni sistem. Oba sistema su
komplikovana, funkcioni$u po slicnom principu. Dalje smo definisali protok te¢nosti, uveli
jednacine pomocu kojih se dobijaju proracuni za proticanje te¢nosti kroz cilindri¢ne cevi i dali
za iste primere. Na kraju smo predstavili model Sirenja olova u vodi za pi¢e kroz nepropushu

¢vrstu cilindri¢nu cev, kao i model protoka krvi kroz velike sistemske arterije. Izabrali smo



velike sistemske arterije jer se kretanje krvi kroz njih predstavlja Njutnovskim modelom. Dok
smo model Sirenja olova u vodi za pice uzeli da posmatramo zbog njegove problematike na

Evropskom nivou. Oba modela su veoma bitna u razvoju ljudske vrste i svakodnevha su
problematika.



2. MEHANIKA FLUIDA

Mehanika fluida je deo mehanike koji izu¢ava mirovanje i kretanje te¢nosti i gasova.
Pocetak razvoja ove nauke javlja se jo§ u praistoriji, vezan je za Arhimedov zapis “O telima
koja plivaju” koji potice iz tre¢eg veka pre nove ere. Ovo je jedna kompleksna nauka koja nam
je priblizila neke fascinantne oblike ponaSanja iz prirode kao Sto su na primer: turbulencija
aviona, virovi u rekama, kretanje ¢amca u reci, vrtlozi vetra i mnoge druge prirodne pojave.
Zanimanja za ovu nauku pokazale su znacajne istorijske licnosti kao §to je spomenuti Arhimed
(250 p.n.e), Galilej i Leonardo da Vinéi (XVI vek), Njutn (XVII vek), Ojler i Bernuli (XVIII
vek) 1 mnogi drugi. U prirodnim i drugim naukama mehanika fluida igra veoma vaznu ulogu,
zbog toga i postoji veliko interesovanje za ovu nauku. Deo mehanike fluida koji se bavi
kretanjem te¢nosti naziva se dinamika fluida koju ¢emo u ovom radu i izucavati. Pod uticajem
sile fluidi se kre¢u, prema njihovom kretanju mozemo razlikovati dva strujna rezima: laminarni

i turbulentni.

2.1. Fluid

Poznato je da se supstance u prirodi nalaze u jednom od tri agregatna stanja: ¢vrstom,
tetnom i gasovitom. Osnovna razlika izmedu ¢vrstih supstanci i fluida je u tome $to se pod
dejstvom spoljasnjih sila ¢vrste supstance deformisu do neke tacke, a fluid se deformiSe sve
dok na njega deluje spoljasnja sila. Kao $to smo rekli fluidi se lako deformisu, pa ¢ak i pri
delovanju vrlo male spoljasnje sile i nikada se ne vraéaju u prvobitan oblik. Cvrste supstance
pri dejstvu spoljasnje sile ne menjaju svoj oblik i zapreminu, tecnosti zadrzavaju svoju
zapreminu, dok gasovi menjaju i oblik i zapreminu u odnosu na posudu u kojoj se nalaze.
Ovakvo ponaSanje javlja se zbog unutrasnjih sila koje deluju na molekule, kao $to se moze

videti na slici 1.




Kod ¢vrstih supstanci medumolekularne sile privlacnosti su veoma jake pa pruzrokuju stalnost
kontaktnog okruzenja, iz tog razloga ove supstance ne menjaju svoju zapreminu i oblik.
Medumolekularne sile kod te¢nosti su znatno manje nego kod ¢vrstih supstanci, pa ove sile ne
sprecavaju da se molekuli neprekidno kre¢u kroz masu te¢nosti, ali uslovljavaju da se nalaze u
kontaktnom okruZenju u odnosu jedni na druge. Iz tog razloga teénosti ne menjaju zapreminu,
ali menjau oblik. Negativan intenzitet koji deluje na molekule kod gasova, dovodi do

promenljive zapremine i oblika.

Karakteristi¢no svojstvo te¢nosti i gasova, koje ih odvaja od ¢vrstih supstanci, je lakoca sa
kojom se mogu deformisati pod dejstvom vrlo malih spoljasnjih sila. Fluid je tremin pod kojim
se podrazumeva zajednic¢ki naziv za teCnosti i gasove, a taj zajedniCki naziv ukazuje na

zajednicka svojstva, ne iskljucujuéi njihove razlike.

2.2. Fizi¢ka svojstva fluida

Sva fizicka svojstva se mogu vezati ili za konac¢nu koli¢inu fluida ili za jednu ta¢ku unutar

fluida. Fizi¢ka svojstva fluida pogodno je podeliti u tri grupe[11]:

e Mehanicka (gustina (p), pritisak (p));

o Termicka (temperatura (t,T), unutraSnja energija (u), entalpija (S), specifi¢na
toplota (C));

e Uzrokovana (viskoznost (u, v), stisljivost (s, €), povrsinski napon (), napon pare

(px), toplotno Sirenje (0), kavitacija (k).
Definisaéemo samo najvaznija svojstva fluida koja ¢emo koristiti u radu.
2.2.1. Gustina

Gustina je najznacajnije fizicko svojstvo fluida. Definise se kao masa po jedinici

zapremine, njena jedinica je kg/m?3. Formula za srednju gustinu je

gde je m masa, a V zapremina. Ako je gustina fluida p = const, fluid je homogen. Fluid je
homogen kad ne dolazi do meSanja dva razlicita fluida u sudu. Onaj koji ima manju gustinu
zauzimace gornju polovinu, dok ¢e onaj sa ve¢om gustinom zauzimati donju polovinu suda i

njihova granica je jasna. Ovo se najbolje moze videti uz pomo¢ dva svakodnevna sastojka voda



i jestivo ulje. U posudu prvo sipamo vodu zatim polako i ulje, ulje ¢e ostati da pliva na
povrsini zato §to je njegova gustina manja od gustine vode. Medutim, ako gustina nije

konstantna onda je fluid nehomogen i dolazi do njihovog mesanja.
2.2.2. Pritisak

Pritisak je skalar, ozna¢ava se malim slovom p i ima dimenziju Paskal'. Postoje dve vrste
pritiska: unutra$nji i spoljasnji pritisak. Unutra$nji pritisak u okviru elementarnih zapremina u
posmatranoj izvedenoj fluidnoj zapremini se ponistavaju. Spoljasnji pritisak predstavlja dejstvo
spoljasnjih sila. Spoljasnje sile mogu biti zapreminske i povrSinske. Zapreminske sile deluju na
sve taCke supstance i srazmerne su masi u svakoj tacki (zemljina teza). PovrSinske sile deluju

na tacke spoljasnje povrsine supstance i nezavisne su od mase (pritisak vetra na reku).
2.2.3. Stisljivost

Kao najznacajniju razliku izmedu te¢nosti i gasova mozemo navesti stiljivost. Pojam
stisljivosti vezuje se za promenu gustine. StiSljivost je sposobnost fluida da menja zapreminu
pri promeni temperature i pritiska. Sve supstance su u izvesnoj meri stisljive, jer odredena mera
prtiska i temperature uvek dovodi do promene zapremine. Ovo svojstvo fluida iskazuje se

koeficijentom sti$ljivosti, koji je definisan na slede¢i nacin:
§=——r— (2.2)

gde znak minus u jednacini ukazuje na to da se zapremina smanjuje pri povecanju pritiska.

Reciproc¢na vrednost koeficijenta stiSljivosti naziva se modul sti§ljivosti
1
&= ; (23)

Stisljivost vode je neznatna i zato je prakticno moguce zanemariti je. AKo na vodu u posudi
deluje sila velikog intenziteta, ona ¢e promeniti svoj oblik, ali ne i zapreminu. Dok ¢e gas

promeniti svoj oblik i zapreminu ¢ak i pri prelasku iz manje u veéu posudu, odnosno ispunice

! Jedinica je nazvana po Blezu Paskalu. Ekvavilentan je jednom Njutnu po kvadratnom metru.
(B = N/mz)



celu posudu iako je znatno veca. Stisljivost se ne sme zanemariti kada se proucava sti§ljivost
kod kojih brzina dostize brzinu zvuka. Teénosti su fluid koji nikada ne bi uspeli da dostignu

datu brzinu, zato se i posmatraju kao nestisljiv §to nije slucaj i sa gasovima.
2.2.4. Viskoznost

Viskoznost je svojstvo koje se javlja pri kretanju fluida, pokazujuci otpor pri relativnom
klizanju svojih molekula. Unutra$nje trenje, odnosno viskoznost, posledica je delovanja dva
mehanizma. Prvi mehanizam je privla¢nost medumolekularnih sila, drugi mehanizam je
rezultat stalnog haoti¢nog kretanja molekula unutar fluida. Kod medumolekularne sile
privla¢nosti, §to su molekuli medusobno blizi, vece su sile izmedu njih pa je veca i viskoznost.
Molekuli iz sloja koji se kre¢e brze bivaju usporeni od strane molekula iz sloja koji se krecu
sporije usled delovanja medumolekularnih sila, i obrnuto. Kod drugog mehanizma usled
haoti¢nog kretanja, molekuli iz brzeg sloja prelaze u sporiji sloj i sa sobom ponesu i vecu
brzinu. Kada se molekuli iz ova dva sloja sudare dolazi do razmene koli¢ine kretanja, odnosno
do ubrzanja sporijeg molekula. Isti proces se desava kada molekuli iz sporijeg sloja predu u
brzi, sporiji molekul ¢e pri sudaranju sa brzim usporiti ga. Proces razmene koliCine energije se
dogada i kod tecnosti i kod gasova, njegov intenzitet ne zavisi od pritiska, ve¢ od pokretljivosti
molekula, odnosno temperature fluida. Kisne kapljice se lepe za okno od prozora, i ako na njih
deluje sila Zemljine teze koja ih povlaci ka zemlji. U dodirnoj povrsini kapljice i stakla vlada
sila athezije koja je u stanju da zaustavi kapljice. Cvrsta povrsina koci kretanje kapljice, sa
povrsine se koCenje prenosi na unutrasnje kretanje, jer postoji unutraS$nja sila medu njima
(kohezija). U zavisnosti od vrste fluida koju posmatramo primeticemo da je viskoznost kod
razli¢itih vrsta fluida u velikoj meri razli¢ita. Ovo se lako moZze videti u slede¢em primeru:
Ako pokusamo da sipamo vodu iz flase u ¢asu to ¢emo uraditi relativno lako jer ¢e ona prosto
lagano da se prelije iz flase u kojoj se nalazi. Dok ukoliko budemo Zeleli da sipamo glicerin iz
boce u neku posudu, moraéemo da pritisnemo bocu u kojoj se nalazi. Razlog ovakvom
ponaSanju ove dve razlifite teCnosti je upravo njihova viskoznost. Unutrasnje trenje kod
glicerina je znatno veée nego kod vode i zato na glicerin moramo da delujemo znatno vecom
silom. Temperatura jako uti¢e na viskoznost i njenim porastom viskoznost te¢nosti opada, a
viskoznost gasova se povecava. U teCnostima se povecanjem temperature smanjuje sila
kohezije medu molekulima (koje su kod te¢nosti uzajamno blize nego kod gasova), tako da se
time smanjuje i viskoznost. Kod gasova kako se povetava temperatura, povecava se i brzina
Brownovog kretanje molekula gasa, pa se povecava i verovatnota uzajamnog sudaranja

molekula, ¢ime se povecava i viskoznost.Viskoznost fluida se povec¢ava povecanjem pritiska.



2.3. Idealan i realan fluid

Kada se fluid kre¢e medu njegovim Cesticama i slojevima se javlja unutraSnje trenje
uzrokovano medumolekularnim silama. Ako je unutrasnje trenje zanemarljivo, kazemo da je
fluid idealan. Iz ovoga zakljuéujemo da je idealan fluid bezviskozan. Zakoni izvedeni za
strujanje idealnog fluida mogu se u velikom broju slucajeva uz odredene promene primeniti i
na realne fluide. Pretpostavka kod idealnih fluida je da su nestisljivi, $to je dobra pretpostavka
za teCnosti, a vredi i za gasove pri manjim brzinama kretanja. Tok idealnog fluida je slojevit, pa
imamo laminarno, a ne turbulentno kretanje. Stanje stacionarnog strujanja je stanje u kojem se
idealni fluidi nalaze ako se u nekoj tacki prostora brzine Cestica ne menjaju tokom vremena.
Kod realnog fluida uvek postoji unutra$nje trenje, koje je posledica medumolekularnih sila
privlacnosti. Za njega postoji ograni¢en broj ta¢no reSenih problema. Jedan isti fluid pod
razli¢itim uslovima moze da bude i realan i idealan. Na primer, brzo kretanje kompresivnog
gasa kroz cev ima odlike realnog fluida, dok pod drugim uslovima kretanja kao §to je sporo

isticanje razredenog gasa moze biti idealan.

2.4. Kretanje fluida

Tecnosti 1 gasovi imaju zajedni¢ku osobinu koja se ogleda u velikoj pokretljivosti njihovih
Cestica u odnosu na cvrsta tela. Kada proucavamo kretanje fluida potrebno je da posmatramo
velik broj veli¢ina u zapremini koju zauzima neki fluid, koje se menjaju tokom vremena, to je
veoma slozen proces. Zbog ove sloZenosti proucavanje se pojednostavljuje na nekoliko nacina.
Idealizacijom fluida olakSavamo da se matematicki na jednostavniji nacin opise kretanje fluida.
Istorijski posmatrano postoje dva osnovna pristupa opisivanja kretanja fluida u prostoru i

vremenu:

e Ojlerov pristup — posmatra promene veli¢ina tokom vremena u nekoj tacki prostora
koju zauzima fluid.

e Lagranzov pristup — prati se promena koja se dogada jednom molekulu kroz vreme.
Naravno jedan molekul nije dovoljan za prouCavanje kretanja, pa je potrebno
posmatarti viSe njih, Sto otezava dodatno problem. Ovaj metod se cesto naziva

supstancijalni metod.

Ojlerov pristup je manje detaljan, zbog toga se i viSe primenjuje, mada se u nekim specijalnim

sluc¢ajevima koristi i Lagranzov pristup.



Ako pretpostavimo da se parametri fluida u nekoj tacki fluidnog prostora ne menjaju
tokom vremena omoguci¢emo jednostavnije matematicko opisivanje. U tom slucaju imacemo
ustaljeno ili stacionarno strujanje. Medutim, ako se posmatrane veli¢ine menjaju tokom
vremena kretanje je neustaljeno (nestacionarno). Nestacionarnost nam donosi dosta problema

pri reSavanju.

Kretanje fluida se opisuje pomocu njegovih Cestica. Vazan pojam u analizi kretanja fluida
predstavlja pojam strujne linije ili strujnice. Strujnice su zamisljene linije duz kojih se krecu
Cestice fluida. Uvode se kao krive linije kod kojih je tangenta u svakoj tacki fluida kolinearna
sa vektorom brzine. Ako povuc¢emo odgovarajuce strujne linije kroz svaku tacku neke uocene
zatvorene konture dobi¢emo strujnu cev. Ona obuhvata mlaz fluida koji se u posmatranom

trenutku krece kroz oblast ograni¢enu omota¢em ove cevi, kao $to se vidi na slici 2.

b e ®

Vax
%rujnica

strujna cev

Slika 2.

U zavisnosti od uslova strujanja i brzine, fluidne Cestice se mogu kretati po glatkoj putanji,
bez meSanja i presecanja svoje putanje sa putanjom drugih Cestica, ili moZe haoti¢no da
prepli¢e svoju putanju sa putanjama drugih Cestica, da formira vrtloge i talase. Prema putanji
strujnica razlikujemo laminarano i turbulentno kretanje. Kretanje kod koga su strujnice glatke i
neprekidne zove se laminarno kretanje. KarakteriSe ga slojevito kretanje fluidnih Cestica bez
prelazenja fluidnih Gestica iz sloja u sloj, odnosno bez mesanja Gestica iz razliitih slojeva. Sto
zan¢i da sve Cestice u istom sloju fluida imaju istu brzinu tj. svi slojevi fluida kreéu se
paralelno. Ovo kretanje je povezano sa malim brzinama, viskoznost je dovoljno jaka da zadrzi
Cestice na svojoj putanji i da ne dozvoli da dode do meSanja Cestica iz razlicitih slojeva. Kada
brzina poraste, slojevi po¢inju polako da se meSaju i strujanje postaje turbulentno. Kod
turbulentnog kretanja strujnice nisu prave i imaju prekide. Za pojavu turbulencije u fluidu
mogu da budu odgovorna dva uzroka. Turbulentno kretanje moze da bude uzrokovano nekom
preprekom koja se nalazi na putu fluida, a drugi uzrok moze da bude prevelika brzina kretanja

fluida za date uslove. Zbog intenzivnog meSanja Cestica sporije Cestice koce brze, a brze
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ubrzavaju sporije pa dolazi do njihovog preplitanja i meSanja, $to dovodi do turbulencije. U
prirodi laminarno kretanje se retko javlja. Turbulentno kretanje se mnogo ¢e$ce javlja u nasoj
okolini, mozemo ga videti u rekama, kanalima, kada duva vetar i tako dalje. Postojanje ova dva
strujna rezima dokazao je Osborne Reynolds (Rejnolds). Njegov veliki doprinos bio je to $to je
utvrdio kriterijum pri kome dolazi do prelaska iz laminarnog u turbulentno kretanje. Zapazio je
da promena rezima kretanja zavisi od vrste fluida, odnosno njegove viskoznosti, od brzine
kretanja fluida i preénika cevi kroz koju se fluid kre¢e. Taj kriterijum kasnije je nazvan po
njemu Rejnoldsov broj, koji je bezdimenzionalan. Rejnoldsov broj je definisan na sledeci

nadin:

R, =%, (2.4)

gde je v — brzina fluida, d - pre¢nik cevi, a u - viskoznost. U uobic¢ajenim uslovima kad se ne
poklanja prevelika paznja eksperimentu, prelazak iz laminarnog u turbulentno kretanje desava
se izmedu R, = 2000 — 4000. Vrednost R, = 2300 cesto se upotrebljava kao granica izmedu
laminarnog i turbulentnog kretanja kroz okrugle cevi. Izmedu ova dva rezima kretanja fluida
nalazi se prelazni rezim. On sadrZi elemente i jednog i drugog kretanja. U radu ¢emo se

fokusirati na laminarno kretanje fluida zbog matematicke resivosti.
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3. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE (PDJ)

Parcijalne diferencijalne jednacine predstavljaju vaznu matematic¢ku disciplinu zbog njene
mnogobrojne primene, a skra¢eno se oznacavaju kao PDJ. One su matematicki modeli mnogih
fizickih pojava. Zbog njihove veoma slozene strukture, pri reSavanju neophodno ih je uprostiti.
Njihovo proucavanje datira jo§ iz 18. veka u radu Euler, d’Alambert, Lagrange i Laplace kao

centralnog sredstva pri opisivanju problema u mehanici[1].
Kako bi mogli da definiSemo PDJ, prvo ¢emo morati da uvedemo obeleZja za izvode.

Neka je u: S - R,S ¢ R™,S je otvoren i {eq, e, ..., €, } Standardna baza prostora R™. Parcijalni

izvod funkcije u po promenljivoj x; u tacki x definiSemo pomocu

ou . u(x+hep)—f(x)

= lim —————— 3.1
0x(x) X—00 h ( )
.. . N v .. pe e ou 9%u
Parcijalne izvode mozemo oznacavati i na slede¢i nacin: Uy, = ——, Uy, =
i dx;(x) it 0x;0x;

Red parcijalnog izvoda odgovara broju indeksa na funkciji u.
U radu ¢emo Cesto koristiti Laplasijan funkcije u koji je definisan kao Au = Y7 ty, .

Definicija 3.1. Parcijalna diferencijalna jednacinu reda k > 0 je jednacina koja zavisi od
nepoznatih funkcija u(x) i njenih parcijalnih izvoda tako da je najvisi red parcijalnog izvoda u

Jjednacini jednak k.
Opsta PDJ je jednacina oblika
F(xl, s Xy Uy Uy, ...,uxn) =0 (3.2

gde je F data funkcija. Ona ne mora da sadrzi sve nezavisne promenljive xq, ..., x,, Nepoznatu

funkciju i sve parcijalne izvode.

Resenje PDJ (3.2) je funkcija iz nekog dopustivog skupa koja ovu jednacinu identicki

zadovoljava. Nije uvek moguce pronaci resenje.

Postoje sledeé¢i oblici PDJ: linearni, semi-linearni, kvazi-linearni i nelinearni oblik. Osnovni

zakoni u prirodnim naukama se formulisu preko linearnih PDJ drugog reda.
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3.1. Klasifikacija PDJ drugog reda

Linearna homogena PDJ drug reda je jednacina oblika:

0%u

ti=1 Uaxax +Z"1ala + bu = 0. (3.3

Pretpostavicemo da je n = 2, odnosno nepoznata funkcija je u = u(xl‘xz). Pa opsti oblik

jednacine (3.3) je jednacina linearna samo po drugim izvodima:

=2
ZZ]('=1) Aj xiox ax ax] +b=0, (3.4)

gde su koeficijenti b i a;; definisani: b = b(xy Xz, u, Uy, Uy, ), @;j = a;j (%1, %3).
Klasifikacija: U oblasti S, u kojoj su koecijenti b i a;; definisani, uo¢imo neku tatku N (x4, x;)
za koju su ispunjeni slede¢i uslovi:

I.  jednacina (3.4) je hiperbolicnog tipa u oblasti S, ako je diskriminanta

D = a?, — a;;a,, > 0, tj. a?, > a;,a,,. Kanonski oblik ove jednacine je:

ux1x1 - ux2x2 = d(xl,xZ!u! ux1F uxz)- (35)

Il.  jednalina (3.4) je parabolicnog tipa u oblasti S, ako je diskriminanta

D = a3, —a;;a,, = 0, a?, = a;;a,,. Kanonski oblik ove jednaéine je:
Uy x, = d(xlyxz,u, uxl,uXZ). (3.6)
I1l.  jednacina (3.4) je elipticnog tipa u oblasti S, ako je diskriminanta
D = a2, —a;;a,, <0, a?, < a;,a,,. Kanonski oblik ove jednacine je:

ux1x1 + ux2x2 = d(xl,xZIul ux1: uxz)- (37)
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3.2. Klasi¢ne jednacine matematicke fizike

Tri osnovna tipa linearnih PDJ drugog reda za koje postoji eksplicitno resenje.
1. Talasna jednacina

PDIJ hiperbolickog tipa se primenjuju na matematicke modele razli¢itih oscilatornih

procesa. Talasna jednacina ima oblik:
U = CZAU. + f(xlﬂ o Xy t)! (38)

gde je parameter ¢ > 0,x €S5,S € R",Sje otvoren skup, u:S X [0,00) > R je

nepoznata. Kada je f = 0 tada je funkcija homogena, u suprotnom je nehomogena.

Talasna jednacina za (n = 3) opisuje proces prostiranja zvuka ili proces prostiranja
elektromagnetnih talasa.

Dalamberova formula (n = 1) Ako je ¢ € C?(R),y € C*(R) tada reSenje Kosijevog

problema za homogenu talasnu jednacinu
U = c?Au,u(x, 0) = @(x), ur(x, 0) = P(x) 3.9
postoji, jedinstveno je i izrazeno Dalamberovom formulom

@(x+at)+ep(x—at)

u(x,t) = ! +— [ wG)dy. (3.10)

Kirhofova formula (n = 3) Ako je ¢ € C?(R3),y € C1(R?) tada resenje Kosijevog

problema za homogenu talasnu jedna¢inu
Upe = c2Au, u(x, 0) = @(x), u(x,0) = P(x) (3.11)
posle odredenih transformacija dato je Kirhofovom formulom (c=1)
U@, ) = fop 0 WO + 00 + 9, () * (v — 0)dS (), (3.12)
gde B(x, t) predstavlja loptu sa centrom u x i polupre¢nikom t > 0.

Poasonova formula (n = 2) Ako je ¢ € C2(R?),y € C1(R?) tada resenje Kosijevog

problema za homogenu talasnu jednac¢inu
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U = c2Au, u(x, 0) = @(x), u (x,0) = P(x) (3.13)

za (¢ = 1), uz koris¢enje predhodno definisane Kirhofove formule, dato Poasonovom

formulom

1 to(V)+t* P () +tey () (y-x)
2B(xD) oty Yz dy. (3.14)

u(x,t) =

2. Toplotna jednacina

PDJ paraboli¢nog tipa primenjuju se u matematickim modelima koji opisuju procese
termodinamike, difuzne procese kretanja gasova i viskoznih te¢nosti. Toplotna

jednacina ima oblik:
U = c2Au+ f(xq, o, Xp, £) (3.15)

gde je parameter c > 0,x € S,S € R™, S je otvoren skup, u: S — R je nepoznata. Kada

je f = 0 tada je funkcija homogena, u suprotnom je nehomogena.
U slucaju kada je toplotna jednacin homogena i ¢ = 1 reSenje pocetnog problema

u; = Au, u(x, 0) = @p(x), (3.16)
gde je ¢ data funkcija (C** oznacava da je funkcija klase C2 po x i C! po t), je dato sa

s—x|?

u(x, t) = st ds,x ER™t>0. (3.17)

1 -
Taror Jan@(s)e
3. Laplasova jednacina

PDJ elipticnog tipa sluze za opisivanje stacionarnih pojava, primenjuju se kod
stacionarnog provodenja toplote, potencijalnog elektrostatickog polja 1 td.
Najjednostavnija jednacCina elipti¢nog tipa je Laplasova jednadina koja ima sledeéi
obilk:

Au=0 (3.18)
i sa njom povezana Poasonova jednacina:

—Au = f(xq, ..., xp) (3.19)
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pri ¢emu x € §,S§ € R™, S je otvoren skup, u: S — R je nepoznata.

3.3. LP, Prostori Soboljeva i pojam slabog resenja

LP prostori

Prvo ¢emo sa Q oznaciti otvoren podskup od R™. Pored ovog, potrebno je da uvedemo jo$
nekoliko pojmova. Ako S c R™ sa S oznaci¢emo zatvaranje skupa S u R™. Ukoliko vazi S
R™ i S je ograni¢en podskup skupa R™ tada ¢emo pisati S cc R™. Prostor C™(2),m € N, je
skup funkcija koje su definisane na skupu Q, koje imaju neprekidne sve izvode zaklju¢no sa
redom m. Sa C(£2) oznacavamo prostor neprekidnih funkcija, dok sa C*(£2) oznacavamo

prostor beskonacno diferencijabilnih funkcija.

Nosa¢ neprekidne funkcije f:2 — C se definiSe kao zatvaranje (adherencija) skupa

{x € 2: f(x) # 0} uskupu Q. Oznacavamo ga sa supp f.
Podskup C{*(2) skupa C™(2) je skup funkcija ¢&iji su nosac¢i kompaktni u Q. tj.
C') ={uec™):supp f cc 0}.

Funkcija u definisana skoro svuda na Q je lokalno integrabilna na Q ako u € LP(£2), za

svaki merljiv skup A cc Q. Zapisujemo u € L},.(2).

Sa LP(2),p = 1 ozna¢avamo prostor merljivih kompleksnih funkcija u definisanih na Q

za koje vazi
J, u()|Pdx < oo. (3.20)

LP (2) je vektorski prostor, pa se uvodi norma na sledeéi nacin:

1

lall? = ([, lu(olPdx) b (3.21)

LP(2) za1l < p < o je Banahov prostor, a za p = 2, odnosno, L?(12) prostor je Hilbertov.
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Prostor Soboljeva

Definicija 3.3.1 Neka je m nenegativan ceo broj,a 1 < p < oo. Tada se prostor
H™P()) ={u€eLlP(2):D*ueLP(R)za0 < a <m},

naziva prostor Soboljeva, gde je

|al
Dy = —2 L (3.22)

- ay an
6x1 .0xy

i a predstavlja multi-index a = (aq, ..., @), la| = ay + -+ + a,,. H™P(2) je vektorski prostor

nad poljem C. Uvodimo normu za dati prostor:

1
el = (BjazmllD%Ull) P, za 1< p < o, (3.23)

o— a
ltll o 2= max (10wl

Hy"P(2) je zatvaranje prostora Cg°(2)uH™P(2)u odnosu na normu (3.23). Jasno,

HOP () = LP ().

H™P(Q) je Banahov prostor za 1 <p < oo,m€ N,, a za p = 2 H™2(2) upitanju je
Hilbertov prostor. Takode vazi i za HS""’(!)) je Banahov prostor, a HS”'Z(Q) je Hilbertov

prostor.
Pojam slabog izvoda

Pojam slabog reSenja definiSe se tako da §to je vise moguée odgovara fizickom modelu

koji jednacina opisuje, ne postoji njegova jedinstvena definicija.
KaZemo da je problem PDJ dobro definisan ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

1. problem ima resenje
2. jedinstvenost reSenja
3. stabilnost reSenja (svaka mala promena dovodi do male promene u jedinstvenosti

reSenja).

PDJ k-tog reda ima klasi¢no reSenje ako je ono najmanje Kk puta neprekidno

diferencijabilno. Resiti PDJ u klasiénom smislu znaci zapisati klasi¢no reSenje jednaCine
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tako da ono zadovoljava predhodno navedena tri uslova ili bar pokazati da reSenje postoji.
U mnogim slucajevima neophodno je odustati od trazenja glatkog reSenja, ali je zato
pozeljno da problem bude dobro definisan. Kod problema za koje ne vazi klasi¢no resenje
ako su dobro definisani trazicemo slabo resenje. Ako posmatramo prostor Soboljeva

klasi¢no resenje ¢emo nazivati jakim resenjem.
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4. JEDNACINE FLUIDNOG KRETANJA

Da bi uveli jednacine fluidnog kretanja neophodno je da prvo definiSemo osnovne zakone
dinamike fluida: jednac¢inu kontinuiteta, Drugi Njutnov zakon i zakon odrzanja energije. One ¢e
nam pomo¢i u boljem razumevanju jednacina fluidnog kretanja, pri njihovom matematickom
uvodenju. Matematicko modeliranje fizickih zakona sprovodi se pomocu parcijalnih

diferencijalnih jednacina.
Jednacina kontinuiteta (zakon ocuvanja mase)

Posmatramo Cesticu Cija je masa Am. Promena brzine kretanja Cestice ne uti¢e na promenu
njene mase, pa dolazimo do zakljucka da se masa Cestice Am tokom vremena ne menja, odakle

sledi
LAm=0 (4.1)
dt

Kako masu Cestice mozemo da izrazimo preko gustine i zapremine
Am = pAV, (4.2)

jednacina (4.1) se moze napisati u slede¢em obliku

dp dav

gde se i p i AV menjaju tokom vremena. MoZemo zapisati i u slede¢em obliku:
L+ pdiv© = 0. (4.4)

Poslednja jednacina (4.4) predstavlja zakon odrzanja mase u diferencijalnom obliku, poznat kao

jednacina kontinuiteta.

Uobicajeni oblik ove jednacine polazi od ¢Cinjenice da je p funkcija nezavisno promenljivih

(x,y,z,t). Pa jednacina kontinuiteta dobija oblik:
% +div (p?) =0, (4.5)

ili u tenzorskom obliku
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ap |, 0(pvy) _
aton =0 (4.6)

Jednacina kontinuiteta moze biti zapisana i u integralnom obliku. Integrali¢emo predhodnu

jednacinu (4.5). Posmatracemo W kao fiksnu podoblast oblasti D, jednaéina ima slede¢i oblik:
d : 5
Sy (2 + div (%)) dw = 0. 4.7)
U koliko je fluid nestisljiv, onda je p = const, pa jednacina kontinuiteta ima oblik
divv = 0. (4.8)
Drugi Njutnov zakon (zakon sile)

Drugi Njutnov zakon opisuje ¢injenicu da je promena kretanja moguca jedino pod dejstvom sile
(zapreminskih i povrSinskih) i povezuje silu koja deluje na telo sa njegovom masom. Sila je

srazmerna proizvodu mase tela i njegovog ubrzanja.
dv;

ph=pfi+20 =123, (4.9)

axk ’

gde su py; elementi tenzora, ova jednacina naziva se osnovna jednacina dinamike neprekidne
sredine. Predstavlja PDJ kretanja Cestica sredine u kojoj su nezavisno promenljive (X,y,z,t).
Sama jednacina nam pokazuje da ubrzanje Cestice potice od zapreminskih i povrSinskih sila,
gde povrsinske sile izazivaju ubrzanje samo u sluc¢aju ako se tenzor napona menja od tacke do

tacke.
Zakon ocuvanja energije

Ukupna energija Cestice sastoji se od zbira njene kineticke i unutrasnje energije. Cestica
termodinamic¢kog sistema interakcijom sa okolnim Cesticama menja svoju ukupnu energiju.
Jednacina unutrasnje energije u tenzorskom obliku:

de 1 . 10q;

& pPrifki (4.10)

pox;

. . . . e . N aq;
gde %pkiski predstavlja gustinu efekta unutrasnjih povrSinskih sila pri deformaciji Cestice, a a—Z’

i

brzina razmene toplote Cestice sa okolinom.

20



Kao §to je ve¢ spomenuto u radu ¢emo se fokusirati na laminarno kretanje fluida.
Napomenuli smo ranije da je najznacajnija razlika izmedu te¢nosti i gasova stisljivost, kao i da
je viskoznost svojstvo koje se javlja iskljucivo pri kretanju fluida. Stoga ¢e nam ova dva fizicka
svojstva takode biti potrebna pri uvodenju jednacina fluidnog kretanja. Tecnosti i gasovi se
mnogo razlikuju po stisljivosti. Stisljivost teCnosti je mala pa se moze zanemariti, to ustvari
znaci da se pod dejstvom neke spoljasnje sile zapremine teCnosti ne menjaju. Dok nasuprot
tome kod gasova nije moguce zanemariti je. Zakljucujemo iz navedenog, da su gasovi stisljivi,

a te¢nosti nestisljive.

Sila viskoznog trenja se javlja u manjoj ili ve¢oj meri pri kretanju svakog fluida. Ako je sila
viskoznosti u fluidu toliko mala da se prakti¢cno moze zanemariti onda se takav fluid naziva
bezviskozan. Sila unutrasnjeg trenja je posledica postojanja tangentnih napona (7) Koji dovode

do klizanja ¢estica jednih preko drugih. Obrazac
d
) =ug, (4.11)

gde je Z—; brzina ugaone deformacije, a u je dinamicki koeficijent viskoznosti, poznat je kao

Njutnov zakon viskoznosti. On vaZzi samo za laminarno strujanje te¢nosti, kao i za sve
homogene te¢nosti i gasove. Prema Njutnu postoji proporcionalnost izmedu napona smicanja i
brzine deformacije. Svi fluidi koji zadovoljavaju ovaj zakon zovu se njutnovski fluidi, to su na
primer voda, vazduh, ulje, med...Sistemi za koje ovaj zakon ne vazi su nenjutnovski fluidi.
Kod njih je odnos izmedu intenziteta napona smicanja i odgovarajue brzine deformacije
nelinearna. Kod nenjutnovskih fluida, fizicke karakteristike se menjaju prakti¢no svake
sekunde, zajedeno sa promenom sile koja na njega deluje. Na slici 3. je prikazan reoloski
dijagram koji pokazuje zavisnost napona smicanja od brzine deformacije. Vidi se da je
njutnovski fluid predstavljen pravom linijom (linearnost), dok je nenjutnovski fluid
predstavljen krivom linijom (nelinearnost). Viskoznost se gotovo nemenja pri promeni pritiska.
Sa poveCanjem temperature gasa viskoznost raste linearno, kod teCnosti uticaj
medumolekularnih sila je dominantan pa sa povecanjem temperature stepen viskoznosti opada.

Stepen opadanja, kod te¢nosti, nije konstantan ve¢ se postepeno smanjuje.
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Brzina deformacije %

1dealan fluid

Napon samicanja T

Slika 3.

Cesto se u praksi koriste kinematicki koeficijenti viskoznosti v koji je jednak:

=¥
v=", (4.12)

gde p predstavlja gustinu. Ona predstavlja meru otpora fluida prema deformaciji smicanja.
Dolazimo do zakljucka, §to je veca viskoznost kod fluida, on ¢e pruzati veéi otpor pri

proticanju.

Kako se fluidi koje ¢emo posmatrati kre¢u u ograni¢enoj oblasti i u pitanju su PDJ moraju
se definisati grani¢ni i pocetni uslovi. Velik je broj tipova granica, zahtevno bi bilo da uzmemo
sve u obzir, zato ¢emo razmatrati najuobicajeniji tip granice, a to je nepropusni zid. To znadi,

fluid ne moze da protekne kroz zid.

Kada smo definisali i objasnili sve potrebne pojmove, mozemo pre¢i na definisanje
jednacina fluidnog kretanja. Ojlerova i Navier-Stokesova jednacina su od velikog znacaja u

mehanici fluida kao bazne jednacine.

Navier-Stokesove jednacine, koje je razvio Klaud-Luis Navier i Dzordz Stokes 1822.
godine, su izvedene iz drugog Njutnovog zakona za kretanje fluida. To su jednacine koje se
koriste za utvrdivanje vektorskog polja brzine fluida u datoj tacki u prostoru i vremenu. Jedna
od osnovnih pretpostavki ovog modela je da je fluid viskozan i nestisljiv, kao i da je u pitanju
njutnovski fluid (fluid se ponasa po Njutnovim zakonima o¢uvanja mase i momenta, U nekim
slu¢ajevima potrebna je jednacina odrZanja energije). SloZene probleme je tesko resiti pomocu

ovih jednacina jer su u pitanju sistemi nelinearnih PDJ drugog reda. Medutim, ove jednacine se
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mogu reSiti sa odredenim pojednostavljenjima. Neki od izraza su nebitni i mozemo ih
zanemariti, na taj nacin ih pojednostavimo. Jednacina zakona ocuvanja energije se Cesto
izostavlja u realnim situacijama jer dovodi do neprihvatljivih reSenja. Ovakvo
pojednostavljenje donosi ¢esto pogreske na koje treba obratiti paznju. Posebno su efikasne za

jednostavna kretanja fluida.

U mnogim slu¢ajevima moze se pretpostaviti da su gustina fluida i viskoznost konstantne

velicine. Za ovakav oblik kretanja fluida mozemo koristiti pojednostavljenu jednac¢inu:
p (% + vVv) = pf — Vp + uv?v, (4.13)
divv =0,

gde p predstavlja gustinu fluida, v - brzina protoka, % — promenljivo ubrzanje, vVv -
konvektivno ubrzanje?, f — spoljasnje sile (npr. gravitacija) koje deluju na fluid, p — pritisak,

u —koeficijent dinamicke viskoznosti.

Medutim, ako pretpostavimo da je fluid neviskozan, navedene jednaCine ¢emo redukovati,
takve jednacine se zovu Ojlerove. Pretpostavka da je fluid nestisljiv se ne menja, pa ¢e druga

jednacina ostati ista, a prva ¢e biti redukovana:

]
p (a—: + vVv) = pf — Vp, (4.14)
divv = 0.
Primer 4.1. (Plitka voda)

Ovo je glavni primer za zakon ocuvanja. Prvi korak je konstrukcija fizickog modela.

Definisa¢emo sledece oznake:
p ... Visina vodostaja (dubina)

v ... brzina protoka vode

2 Konvektivno ubrzanje potice od strujanja fluida kao celine. Svaki molekul, ,,ubagen® u glavni tok,

kretace se u smeru gradijenta vektora brzine. Ovaj izraz objasnjava kako divergencija utice na brzinu.
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vazduh

I

podloga

Slika 4.

Model se koristi za opis toka reke kada dubina nije toliko velika. Moze se koristiti joS i za
poplave, protok kanala, lavine i td. Osnovna pretpostavka u ovom modelu je da je te¢nost
nestisljiva i homogena. Nije potrebno da je dno reke ravno, ali za ravno dno jednacina je
homogena — protok je nezavisan od prostorno vremenskih koordinata. To olakSava

pronalaZzenje globalnog resenja.
Zakon o¢uvanja mase daje: pt + (pv), = 0. (4.15)

U cilju resavanja gornje jednacine uvodimo novu PDJ ukljuéujuéi brzinu v i drugi Njutnov

zakon:
(mv) = f (sila=,,promena impulsa u vremenu‘). (4.16)

Posmatramo prostor intervala [x,, x,] tokom vremenskog perioda [t,, t,]. Tada

| o tventdx = [ pxtywe)dx =
[ (000, 002 (0, £) = plog, V2 (2, )t + [ (p(xr, £) = o, )t (417)

,promena impulsa u vremenu = kineti¢ka energija + sila usled pritiska“

Skra¢ivanjem prostorno vremenskog intervala: t;,t, - t,x;,Xx, = x za odredeni trenutak

(x, t) dobijamo PDJ:
(pv)e + (pv?)x + P = 0. (4.18)

Pitisak u gornjoj jednacini je hidrauli¢ki pritisak, dobija se (pretpostavimo da je gustina vode
jednaka 1)
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n(y) = g(p — y) ... hidraulicki pritisak (4.19)
gde je g univerzalna gravitaciona konstanta, i
_ [P _ [P _ _ P
p=Jymdy = [y 9(p —y)dy = g (4.20)
Zamenom ove relacije u (4.15) i (4.18) daju:
pet+ (pv), =0
2
(pv); + (pv2 + gp—) = 0. (4.21)
2 X

Diferenciramo drugu jedna¢inu gore navedenog sistema pod pretpostavkom da imamo dovoljno

dobro resenje:
peV + pv + 2pvvy + gpp, = 0. (4.22)

Zameni¢emo p; iz prve jednacine u modifikovanu drugu jedna¢inu. Nakon ovog postupka

dobijamo:
Ve + v, + gppy, =0 (4.23)
i na kraju sistem postaje:
pe+ (pv)y =0
v + (1]2—2 + gp)x =0. m (424

Ako sad pretpostavimo da je fluid stisljiv, prva jednacina ostaje nepromenjena, dok ¢e druga

jednacina biti promenjena:
d
p (5 +vWv) = pf - Vp, (4.25)

dp+d' v) =0
I iv (pv) = 0.
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Primer 4.2. (Gasna dinamika)

Gasna dinamika je jedna od najuticajnijih oblasti u matematickim teorijama o zakonu ocuvanja.
Svaka vazna definicija, teorema ili posmatranje obi¢no se proverava u nekom modelu dinamike
gasa. Sustina ovog izentropskog modela® je da jednacina energije nedostaje i da ona ima ulogu

da odredi odgovarajuce reSenje (energija se ne moze povecati u zatvorenom sistemu).
Izentropska gasna dinamika:
Prvo ¢emo uvesti oznake koje se koriste:
p ... gustina gasa
v ... brzina gasa
o ...pritisak (sila)
Imamo sistem:

pe+ (pv)y =0 (4.26)

(pv)¢ + (pv*)x — 0, = 0.
Naredni odnos poseduje sledece elemente:
0= —p + Uvy, (4.27)

gde je p pritisak gasa bez pomeranja i u je viskoznost (u << 1)

3U termodinamici, izentropski proces je proces u kojem se, u svrhu inZinjerske analize i
proucavanja, moze pretpostaviti da se proces odvija od pocetka do kraja bez porasta ili opadanja
entropije sistema, tj. entropija sistema ostaje konstantna. Entropija je veliCina stanja koja se moze
posmatrati kao mera za “vezanu” energiju nekog zatvorenog materijalnog sistema, tj. za energiju koja

se, nasuprot “slobodnoj”, viSe ne moze pretvroriti u rad.

26



Dakle,
pe + (pv)x =0 (4.28)
(pV)e + (pV?)x = Px = Wxx,
vazi za viskozne fluide. Znamo da za gasove vazi u — 0, pa se moze Koristiti da je u = 0.
Ako imamo vi$e od jedne prostorne dimenzije koristimo Navier-Stokes jednacinu:
p: +div(pv) =0 (4.29)
(pv); + vdiv(pv) + (pv)divv + gradp = uAv, (0 = za neviskozne).
Ako pretpostavimo da je gustina konstantna, onda ¢e redukovani sistem biti:
v + vVU = —Vp, (4.30)
gde je Vv tenzor derivata vektora v.

Uzmimo termodinamiCke efekte gasa u cilju zatvaranja sistema. Uzmimo p = p(p, S), gde
nova nezavisna promenljiva S oznacava entropiju. U cilju zatvaranja sistema potrebna je

dodatna jednacina ili konstitutivna relacija. Za adijabatski* slu¢aj mozemo, na primer, uzeti
S¢ +vS,=0. (4.31)
Za jedan izotopni neviskoznigasvazi S =0iu = 0.
Sada, neviskozni slucaj dat je modelom
pe + (pv)x =0

(o) + (pv*)y + (p(p)), =0,

p(p) =kp',(1<y<3y=1+2), (4.32)

4 Adijabatski proces je proces u kome je razmena toplote sistema sa spolja$njom sredinom

zanemarljiva.
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gde k oznacava univerzalnu gasnu konstantu, a n broj atoma u molekulu gasa. Poslednja
relacija u ovom sistemu se naziva ,idealna gasna relacija“. To obuhvata dobro poznatu
¢injenicu da se pritisak povecava sa gustinom (i obrnuto), ali zanemaruje drugu dobro poznatu
¢injenicu da se temperatura (unutra$nja energija) povecava sa pritiskom. Pa nam treba nova

jednacina umesto ove konstruktivne relacije p(p) = kp?.
Treba napomenuti, dazay = 2 (i k = g) dobijamo sistem plitkih voda.
Ojlerov sistem:

Kao §to je ve¢ reCeno pritisak ne moze biti nezavisan U odnosu na temperature tj. energija u

realnoj situaciji. Uvodimo nove oznake:
e ...unutrasnja energija

m ... momenat

E ...energija

S ... entropija.

Trec¢a jednacCina postaje

(pe + %pvz)t + ((pe + %pv2 + p) v) =0. (4.33)

X

Ponovo ¢emo Kkoristiti konstruktivnu jedna¢inu p = p(p,e). Koristi se da se iskljute sva
nefizi¢ki slaba reSenja za gornje jednacine. Uzima se S = S(p, e) gustina entropije u smislu

termodinamike. Pa je reSenje za

p2S, + S, = 0,5, > 0. (4.34)

(Obrnuto T :Sl je takozvana apsolutna temperatura). Za bilo koju opadajucu funkciju
h konveksna funkcija

n=ph°Ss, (4.35)

zove se matemati¢ka entropija. Funkcija Q := vn se naziva tok entropije i svako glatko resenje

(p, v, e) zadovoljava
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ne +Qy, = 0. (4.36)

Slabo reSenje je prihvatljivo za n; + Q, < 0, u opstem smislu. Kada tumacimo gornju
nejednakost u fizickom smilu, to znaci da prava entropija se ne moze smanjiti sa vremenom (i
to je konstanta za jako resenje). Mozemo odmah da transformiSemo Ojlerov sistem u kanonski

oblik:

pe+my =0
mZ
mi+|—+p] =0
‘ <p >x
E.+((E +p)v), =0, (4.37)

gde je E = pe + %pvz. Glavni problem ovog sistema je da ne postoji dobar na¢in da se opisu

vakumi stanja koja se ne mogu izbeci iz pocetnih podataka. |

Prve jednacine predstavljaju drugi Njutnov zakon kretanja, a druge jednacine predstavljaju
jednacinu kontinuiteta. Razlika izmedu Navier-Stoksovih i Ojlerovih jednac¢ina je u uV?v zato
§to su Ojlerove jednacine bezviskozne, pa je u =0 i taj izraz je izostavljen u Ojlerovim

jednacinama.
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5. PROTICANJE TECNOSTI KROZ CILINDRICNE CEVI KRUZNOG

PRESEKA

Voda i krv dva fluida sa kojim se svakodnevno sre¢emo. U pitanju su dva nestisljiva i
viskozna fluida. Viskoznost krvi je 3 do 5° puta veéa od viskoznosti vode. Jedna od osnovnih
razlika izmedu ova dva fluida je to Sto je viskoznost kod vode linearna, takav fluid se naziva
njutnovski. Dok je viskoznost kod krvi nelinearna i u pitanju je nenjutnovski fluid. Ono §to je
interesantno kod ova dva fluida je da oba teku, na izgled, kroz sli¢ne sisteme $to se moze videti

na slikama. Krv, kao §to znamo, teCe kroz kardiovaskularni sistem (Slika 5.), a voda koju

pijemo stize do potroSaca preko vodovodnog sistema (Slika 6.).

Slika 5. Slika 6.

Kardiovaskularni sistem Sistem vodovodne mreze

U oba sistema postoji nesto Sto vrsi pritisak na fluid, protok se odvija kroz cilindri¢ne cevi koje
se od glavnih ra¢vaju u sve manje i u oba sluéaja postoje ,,¢vorista“. Cevi u oba sistema mogu

biti hrapave, mada se prilikom modelovanja sistema pretpostavlja da su u pitanju glatke cevi.

5 Podatci preuzeti sa [19]
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Ovi sistemi su veoma vazni, svaki na svoj nacin. U daljem radu ¢emo se prvo osvrnuti na bitne
karakteristike ovih sistema, a zatim ¢emo predstaviti njihove modele. Bitno je da oba sistema
funkcijonisu tako da ,,korisnik* u svakom trenutku bude snabdeven potrebnom koli¢inom fluida
pod ogovaraju¢im pritiskom. Kako bi $to bolje modelirali date sisteme potrebno je da Sto bolje

razumemo njihovo funkcijonisanije.

5.1.VVodovodni sistem

Vodovod, u Sirem smislu gledano, pored cevovoda za distribuciju i transport vode
podrazumeva postrojenja i uredaje koji su u funkciji razmatranog vodosnabdevanja. Njime se
voda zahvata, prodi§¢ava i dovodi do mesta potrosnje. Sta ée vodovod sadrzati zavisi od
namene vodovoda, vrste i mesta izvoriSta — vodozahvata i drugih faktora. S obzirom na
potrebne i raspolozive koli¢ine vode postoje komunalni i regionalni vodovodi. Komunalni
vodovodi pokrivaju jedan grad sa prigratskim naseljima vodom, dok se regionalni vodovodi
grade u podrucijima gde nema dovoljno vode u blizini svakog naselja, pa se voda uzima iz
jednog mesta u regionu i sprovodi se do viSe mesta. Vodovod, u ops$tem slucaju, pored
cevovoda ¢ine i vodozahvatni objekat, pumpne stanice, postrojenja za pre¢i§¢avanje, rezervoari

i dr. Prema nameni razlikujemo:

1. vodovodi za pija¢u vodu (gradski, regionalni, seoski)

. vodovodi za industrijsku vodu

. vodovod za protivpozarno snabdevanje

. vodovod za polivanje zelenih gradskih povr$ina i pranje ulica

. vodovod za navodnjavanja

AN O B WD

. viSefunkcionalni vodovod

Gradski vodovodi su po pravilu visefunkcionalni, odnosno obezbeduju pored pijace vode i

vodu za gaSenje pozara, ¢iS¢enje ulica i industrijsku vodu, $to i nije ekonomicno na duze staze.

Veci gradski vodovodi snabdevaju se obi¢no vodom iz vise razli€itih izvora. Vodovodi prema

prirodi izvora vodosnabdevanja mogu biti:
1. sa povrSinskim izvorima vodosnabdevanja (reke, jezera)
2. sa podzemnim izvorima vodosnabdevanja (bunari)

3. sa obe vrste izvora.
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GRADSKI VODOVOD

Slika 7.

Vodovod se uglavnom sastoji od vodozahvatnog objekta, odakle se voda glavnim cevovodom
dovodi do uredaja za poboljSanje kvaliteta i do vodosprema za skladiStenje vode, nakon toga se
uz pomo¢ razdelne vodovodne mreze sa pripadnim objektima i kuénim instalacijama razvodi

do krajnjih potrosaca.

Vodozahvatni objekat, prikazan na slici 7. (oznaka 1), njegov zadatak je da prihvati vodu iz
razlicitih izvora, onemogu¢i prodor grube mehanicke necistoce i stvori uslove za ,,usisavanje‘
vode. Crpna pumpna stanica (oznaka 2), ima zadatak da iz vodozahvatnog objekta crpi vodu i
preko postrojenja za pre¢iséavanje (oznaka 3) transportuje je do rezervoara Ciste vode. Cest je
slucaj da se ove pumpe nalaze u zajednickom gradevinskom objektu sa vodozahvatom. Stanica
za preciS¢avanje vode (oznaka 3), ovde se nalaze uredaji za preciS¢avanje vode. Ovi uredaji
fizickim, hemijskim i bioloskim postupcima iz vode otklanjaju gasove, Cvrsta tela i teCnosti te
zive organizme, $to vodu ¢ini neprikladnom za pice, a takode uklanjaju neugodne mirise, boju i
ukuse, smanjuju tvrdoc¢u vode i korozivnost. Rezervoar Ciste vode (oznaka 4) je gradevinski
objekat u kome se voda sakuplja u delovima dana i no¢i kad je mala potroSnja, a sluzi u onim
razdobljima kada je potro$nja vode iznad srednje vrednosti. Te gradevine moraju biti tehnicki i
sanitarno besprekorne, njegova veli¢ina dovoljno velika da moze da osigura potrebnu koli¢inu
vode u satima najvece potro$nje. Mora se dobro predvideti na kojoj ¢e se visini nalaziti da bi se
obezbedio odgovarajuci pritisak i u najkriti¢nijim tackama naselja. Broj pumpi u potisnoj
pumpnoj stanici (oznaka 5) odreduje se na osnovu tehni¢ko-ekonomskog proracuna i vaznosti
vodovodnog sistema. One imaju zadatak da vodu iz rezervoara preciS¢ene vode transportuju do
napornog rezervoara. Naporni rezervoar (oznaka 6) ima veoma vaznu funkciju, reguliSe protok

- kompenzuje razliku protoka potisnih pumpi i protoka potorsaca.
Vodovodna mreza

Vodovodnu mrezu obuhvataju cevovodi i pridruzeni svrsishodni delovi kojima se voda dovodi
do potrosaca. Cvorovima mreze zovu se mesta gde se cevi raévaju i mesta prikljuéenja
potrosaca. Prema konfiguraciji one mogu biti granate, prstenaste i meSovite. Kod granate
vodovodne mreZe tokovi su jednozna¢no definisani, pa se prekidom protoka u jednoj deonici

mreze prekida dotok vode nizvodno od ove deonice. Dok kod prstenaste vodovodne mrezZe

32



postoji vise puteva kojima voda iz jednog ¢vora moze do¢i do drugog ¢vora. MeSovite
vodovodne mreZe su kombinacija granate i prstenaste. Kod gradskih i seoskih vodovoda pravi
se razlika izmedu spoljasnjih (uli¢ne) i unutrasnjih (dvorisne) vodovodnih mreza. Spoljasnje
gradske vodovodne mreze su meSovite konfiguracije. Prstenastom mrezom su obuhvaéeni
blokovi zgrada i znacajni drzavni objekti (ambulante, Skole i dr. javne ustanove), a iz ¢vorova

ove mreze pro§iruju se granate mreze.

Vodovodne cevi su okruglog popreénog preseka. Izbor vrste materijala od kog je cev
napravljena zavisi od maksimalnog radnog pritiska, zdravstvenih uslova, finasijskih uslova i td.
Osim cevi vodovodna mreza obuhvata i ventile za isklju¢ivanje pojedinih delova mreze,
vazdusne ventile za ispustanje vazduha iz najvisih delova mreze, hidrante, vodomere i

hidrofore u visokim zgradama.

5.2.Kardiovaskularni sistem

Kardiovaskularni sistem je =zatvoren sistem krvnih sudova koji omogucava cirkulaciju
krvi kroz telo. Kroz njega se obavlja transport hranljivih materija, vode i kiseonika, a uzima
otpad kao §to je ugljen-dioksid koji proizvode ¢elije tela. Kardiovaskularni sistem se deli na
sistemsku cirkulaciju i plu¢nu cirkulaciju. Sistemska cirkulacija se naziva jos i veliki krvotok,
ona snabdeva krvlju sva tkiva izuzev plu¢a. Dok se sistemska pluéna cirkulacija naziva mali
krvotok i on redukovanu krv odnosi u pluca gde se krv oksiduje. Osnovni delovi

kardiovaskularnog sistema su: srce, krvni sudovi (arterije, vene, kapilari) i krv.

Srce je Suplji misi¢ni organ (pumpa) izgraden od glatkih misica, obavijen sr€anom maramicom
i njegov zadatak je da pumpa krv kroz krvne sudove. Ovaj organ podeljen je na levu i desnu
pretkomoru i komoru. Levu i desnu stranu srca odvaja miSi¢na pregrada, a komoru i
pretkomoru otvori sa zaliscima koji sprecavaju da se krv vrati u pretkomoru. Rad srca ¢ine dve

radnje - skupljanje i Sirenje.

Krvni sudovi sluze kao kanali kojima krv cirkuliSe, postoje arterije, vene i kapilari. Arterije su
krvni sudovi koji krv iz srca sa hranljivim materijama i kiseonikom odnose prema tkivima.
Krvni pritisak je najvisi u arterijama, iz tog razloga one su u isto vreme veoma elasticne i jake
da opstanu pod visokim pritiskom. Idu¢i prema tkivima one se granaju na manje grane. Vene su
krvni sudovi koji vra¢aju krv u srce. One dolaze sa periferije u srce i donose ugljen-dioksid i
odpadne materije nastale u metabolizmu. Kapilari su najsitniji krvni sudovi, ali podjednako

vazni kao i vene i arterije. Nalaze se izmedu arterijskog i venskog sistema i spajaju ih. U njima
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se obavlja razmena izmedu krvi i tkiva.

Funkcionisanje kardiovaskularnog sistema deluje veoma jednostavno na prvi pogled, medutim
to je jedan vrlo dugacak i komplikovan proces. Krv se svakim otkucajem sréanog misica iz leve
komore pumpa u aortu, odlazi u arterije i preko arteriola i kapilara dolazi do razmene gasova i
hranljivih materija sa organima. Kapilari se spajaju i formiraju venule koje odnose ugljen-
dioksid i otpadne materije iz organa, a preko vena ovo stize u desnu sréanu komoru.
Deoksigenirana krv ide iz desne komore kroz pluéne arterije i vene nazad u levu srcanu

pretkomoru. Autonomni nervni sitem upravlja kardiovaskularnim sistemom.
Grada krvnog suda- obicno se sastoje iz tri tipa slojeva:

1. Tunica intima — unutra$nji omota¢ — sastoji se od endotela koji naleze na osnovnu
opnu. U ovom tkivu se ponekad mogu na¢i i glatke misi¢ne celije.

2. Tunika media — srednji omota¢ — sastoji se od vezivne osnove, u kojoj se nalaze glatke
misi¢ne Celije i razlicite koliine elastina. Ovo je najsiri sloj u zidu arterije.

3. Tunika adventitia — spolja$nji omota¢ — izgraden je od rastresitog vezivnog tkiva, sa
uzduzno rasporedenim elasticnim vlaknima i kolagenom, ponekad sadrze i glatke
miSi¢ne Celije. Najsiri je sloj vene i kod velikih krvnih sudova sadrzi nerve i manje

krvne sudove.

Kod nekih krvnih sudova izmedu ovih omota¢a mogu se nalaziti untra$nje i spoljasnje elasti¢ne

lamine (vezivno tkivo).

5.3. Laminarno proticanje te¢nosti (voda i krv)

Merenje protoka fluida je bitno u industriji (voda, nafta, gas, prehrambenoj...), medicini
(krv, urin, kiseonik) i td. Kao §to se moze primetiti proticanje fluida kroz cev ima veliki
praktican znacaj. Protok tecnosti kroz cilindri¢ne cevi pri malim brzinama se kre¢e laminarno,
sa porastom protoka ili nailazenjem na prepreke (naslage) u cevima postaje turbulentno.
Prilikom modeliranja protoka fluida mora se uzeti u obzir da brzina tecnosti nije ista duz
popre¢nog preseka, brzina zavisi od udaljenosti ¢estice od ose cevi. Brzina je maksimalna na
osi cevi, dok u dodiru sa zidovima cevi priblizna je nuli. Opadanje pritiska duZ cevi moglo bi se
posmatrati sa glediSta energije. Brzina duz cevi kod teCnosti je konstantna, pa se njena
kineticka energija ne moze menjati duz cevi. Cinjenicom da je kretanje teénosti u

horizontalnom pravcu, ona ne dobija nikakav uticaj od gravitacionog polja. Medutim, da bi se
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te¢nost kretala, mora da se savlada sila trenja i time vr$i uticaj. Prema opisanom ovaj uticaj se
vr$i na racun energije pritiska, pa mora opadati. Kada je u pitanju laminarno kretanje te¢nosti
se krec¢u u slojevima, na svaki od njih deluje razlicita sila. Na sloj koji se nalazi uz zid deluje
sila adhezije koja ih usporava i iz tog razloga se oni krecu sporije, sila kohezije usporava
slede¢i sloj, ali ta sila opada kako se priblizavamo centru 0se i iz tog razloga se fluid brze
kre¢e. Kretanje u slojevima je karakteristicno za laminarno kretanje, ¢im se prede na
turbulentni rezim dolazi do haoti¢nog kretanja i slojevi ,,nestaju®. Laminarni protok ima oblik
parabole i njegova brzina opada po kvadratnoj funkciji, a turbulenti priblizno ravan, kao §to se
vidi na slici 8.

& 2 '] (# 0 P s Pt 0 st 0P s s sdd s s b st pG st dssdaidsibanavas]

I I N PR Y a
g S = N & ke
> > LR AR
> > , N iy v 2 A
== el A ¥ X,
—» —» —P» “ 'S V.’ ‘j, ‘v,/
_’ _’ _?/ S 4 - N \ . '
s i ,,‘,‘J—"Z—:“"' —
Laminarna kretanje Turbulentno h";-’773"7-7'3 »”
tednost teinosti

Slika 8.

Protok je koli¢ina fluida, koja protekne kroz posmatrani poprecni presek za jedinicu vremena.

Jednacina protoka tecnosti data je sa:

_av
dt’

Q (5.1)

dV je zapremina te¢nosti koja protekne u vremenu dt. Merna jedinica za protok je kubni metar
3
u sekundi (mT) Ako se pod zapreminom V podrazumeva koli¢ina te¢nosti koja protekne kroz

cilindriénu cev i koja prede put dlu vremenu dt,a ako je S popre¢ni presek cevi onda

predhodnu jednacinu zapisujemo u obliku:
Q=52 =5, (5.2)

gde je v brzina protoka krvi. 1z predhodne formule se vidi na¢in na koji su povezani protok krvi
Qi brzina protoka krvi v. U ovom radu ¢emo se ograniciti, kao §to je ve¢ spomenuto, na

laminarno proticanje kroz tanke cevi. S’ obzirom da posmatramo cilindri¢nu cev ¢iji je popre¢ni

presek krug polupre¢nika R, posmatracemo cilindri¢ni koordinatni sistem. Cilindri¢ni
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koordinatni sistem je trodimenzionalni koordinatni sistem koji predstavlja prosirenje polarnog
koordinatnog sistema dodavanjem treée koordinate. Cilindricne koordinate zadate su

transformacijom:
X =rcos@,y=rsing, z =z,

gde su r i ¢ polarne koordinate. Uzimamao da je z — osa U pravcu ose cevi i da je usmerena u

smeru kretanja fluida. Komponente brzine fluida iz ovih postavki su:
v =1, =0,v, =v(r,9,2). (5.3)

Polaze¢i od osnovnih dinamickih jednacina nestisljivog viskoznog fluida u cilindri¢nom

koordinatnom sistemu [videti [7]]:

2
v, oV, Uy 0V, ov, Vg

ot U T a0 TV

B 16p+u 0*v, 10%v, 0%*v, 1dv, 20y, vr}
= por plorz r2ae?  09z2 roar r2dp 1?2
v, ov, v,dv 0V, Vv
@ o YoY% e Yoz
ot U Y e TV T
B 10p u(0%v, N 1 0%y, N 0%v,, N 10v, N 2 dv, vq,}
=Jo prdp plor? r2de? 0z r or r?dp r?
v, v, | Yy 0V, v, _ , 19p  p(d%*v, | 193%,  3%*v, 10y,
E+vr¥+75+vzg_fz paz+p{6r2 r26<p2+azz+rar} (5'4)

vy | 10vy | v, | v

or T d¢ 0z . 0, (5.5)
i koristeci (5.3) ovaj sistem se svodi na slede¢i slucaj:
o _  (L9vy  9%vy 1 0%
oz (r or orz = r2 64)2) (56)
o _ g% _ %z _
2=00=052=0. (5.7)

Sistem nam pokazuje da pritisak zavisi od z, a v, od r i ¢. Jednakost iz prve jednaline je

zadovoljena samo u slucaju ako se obe strane svode na istu konstantu. Iz ovoga sledi da je
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dp

5, = const. (5.8)

Pritiske u tackama M;i M, duz z — ose na rastojanju [ oznaci¢emo sa p; i p,, tada vazi

Op _ P2-P2 _ _ P1~P2 _

5, = = - = const (5.9
Potrebno je da nademo polje brzine v, = v(r, ¢) reSavanjem prve jednacine (5.6) uz grani¢ne
uslove v = 0 za r = R. Partikularno resenje koje zavisi isklju¢ivo od r dobijamo kao reSenje
jednacine:

d ( dv(r)\ _1_0dp
E(r dr ) - uraz’ (5'10)

uz date grani¢ne uslove. Kada se ova jednacina integrali dobijamo:

_19p >
v(r) = i + Alnr + B. (5.11)
Konstante A i B odreduju se iz uslova gore navedenih i dopunskog uslova da je v(r) kona¢na
funkcija u celoj oblasti fluida (uklju¢ujuéi i r = 0). 1z dopunskog uslova dobijamo da je A = 0,
u suprotnom bi za r = 0 v(r) postala beskonacna, a iz gore navedenih grani¢nih uslova
dobijamo da je

_ _10p,
B=-1-22R? (5.12)

Na kraju dobijamo da je partikularno resenje v(r)

v(r) = —ﬁg—Z(Rz —r2). (5.13)

Kako bi se uverili da je ovo trazeno resenje jednacine (5.6) za grani¢ne uslove stavimo da je

1

P (R2 =12 +u(r, ), (5.14)

v(r, @) = v(r) + u(r,p) = —

gde je u(r, @) nepoznata funkcija. Posto v(r, ¢) mora da zadovolji jednacinu (5.6) dobijamo

10p _ 10 9?
uaz_r6r+6r2(v+u)+

1 9?2

2347 (v +u). (5.15)

Posto v(r) zadovoljava jednacinu (5.7), gornja jednacina sa grani¢inim uslovima u(r, @) =

0 za r = R se svodi na
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10u  9%u 1 9%u
vor t o T r7gr = 0 (.16

Navedena jednadina predstavlja Laplasovu jednadinu Au(r,@) =0 u cilindricnim
koordinatama. ReSenje Laplasove jednaine za u(r,¢) sa grani¢nim uslovima u(r, @) =

0 za r = R, zbog osobina harmonijskih funkcija (nemaju nigde minimum ni maksimum)
u(r, ) = 0. (5.17)

Zakljucujemo, u nasem problemu laminarnog kretanja nestisljivog fluida kroz cev kruznog

preseka trazeno resenje je resSenje (5.13), koje zapisujemo u obliku

_b1—P2 2 _ .2
V=T (R= —1°). (5.18)

Po paraboli¢kom zakonu fluid duz ose cevi ima najvecu brzinu, i ona iznosi

Vinax = %RZ . (5.19)

Koli¢ina fluida koja protekne kroz poprecni presek za jedinicu vremena iznosi

2m (R R* - R*p,—
Q= foﬂfo pv(r)rdrde = 7;—“ppllp2 = amlzﬂz. (5.20)

Srednju brzinu proticanja mozemo izracunati pomoc¢u formule

1
TTR?

2w R R%pi— 1
Js ﬂfo pv(r)rdrde = apl_lpz = - Umax- (5.21)

v

Iz predhodne dve jednacine razliku pritiska mozemo napisati u obliku

__8ulQ _ 8ulQ
= T hz (5.22)
Pad pritiska pri laminarnom kretanju je proporcionalan koli¢ini fluida koji prode kroz popre¢ni
presek cevi u jedinici vremena i duZini cevi, a obrnuto proporcionalan cetvrtom stepenu
poluprecnika cevi. Ili, pad pritiska je proporcionalan srednjoj brzini toka i duzini cevi, a
obrnuto proporcionalan kvadratu polupre¢nika cevi. Ovo je poznato kao Hagen-Poasonov

zakon. Ovaj zakon vazi isklju¢ivo kada je kretanje fluida laminarno.
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Primer 5.1. (Brzina protoka vode)

Posmatramo metalnu cev duzine 20 m i polupreénika 20 c¢m, spojena je na javnu vodovodnu
mrezu u kojoj je pritisak 3 mbar. Na drugom kraju istice slobodno. Pretpostavimo da je
atmosferski pritisak tog dana iznosi 1010 mbar, a viskoznost vode 0,8 mPas. Kolika je brzina

protoka i koli¢ina protoka?
l=20m =2000cm,R = 20 cm,p, = 1010 mbar,p; = 3 mbar,u = 0,8

p1— D2
— RZ a2
v —4111 ( )

1007

_ )
V=35 08+2000 (4007

v ~ 0,157(400 — %)

r:0.13551434  yv: 627971188

100 0= R_4P1 — P2
8u I
2 _ 160000 * 1007
"~ 8%0,8*2000

Q = 12587,5 CM°/

-50
Slika 9.

Podatci uzeti iz [20] i [21].
Primer 5.2. (Brzina protoka krvi)

Posmatramo manju arteriju koje se grana od aorte ¢iji je duzina 2 cm i polupreénik 2 mm.
Pretpostavicemo da je viskoznost 0,027 i razlika pritiska na krajevima manje arterije je

50 mbar. Kolika je brzina protoka i koli¢ina protoka?

l=2cm,R=0,2cm,AP =50 mbar,u = 0,027
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P1— D2
— RZ _ 2.2
v 2l ( r°)

_ 2
V= 100272 (004=T)

v ~ 231,48(0,04 — 12)

r: 0.002419376  w8.25784506

Q — R_4p1_p2

su 1
v
_0.0016 * 50
T 8%0.027 %2
0 = 0,1852cm°/
01 2 r

Slika 10.

Podatci preuzeti iz [22].

U oba primera dobili smo konkavni oblik grafika funkcije, na kom mozemo da vidimo da fluid
postize maksimalnu brzinu protoka bas na samoj osi cevi u ¢ijem smeru te¢e fluid, kao $to smo
ve¢ spomenuli. Parabolicki izgled grafika nam pokazuje da se radi o laminarnom Kretanju

te¢nosti.

40



6. MODELI PROTICANJA

6.1. Modeliranje Sirenja olova u vodi za pice

Veliki problem u drzavama Evrope javlja se zbog upotrebe olova u cevinim mrezama, a
kasnije dolazi do slanja olova u pijac¢u vodu. U mnogim zemljama Koriste se olovne cevi, posto
se te cevi nalaze godinama pod zemljom dolazi do hemijske reakcije izmedu cevi i zemlje, cevi
pucaju i desava se da olovo iz cevi zavrsi u vodi. Fizicki je nemogude to videti, to je jedan od
velikih problema. Olovo se skuplja u organizmu i moZe da osteti nerve. Sirenje olova u vodi za
pi¢e u cevi u periodu stagnacije je veoma opasno. Zemlje Evropske unije imaju obavezu da
vodu hemijski tretiraju ili da menjaju olovne cevi kako bi smanjili nivo olova u vodi za pice.
Cilj ovog modela je pomo¢ inZinjerima da procene problem pomo¢u kompjutera.> Model se
razmatra za jednu cev, nekoliko razli¢itih, zasniva se na hidrodinamici i masi transporta unutar

cevi. U radu se posmatraju dva modela: difuzni i model protoka u cevi.

6.1.1. Model difuzije

Takozvani eksponencijalni model, koji ¢emo prvo posmatrati, predpostavlja da je masa
prenosa olova, sa unutra$nje povrsine cevi u vodu koja protiée kroz cev, funkcija stope prenosa
pocetne mase M i ravnotezne koncentracije olova u vodi E. Parametri M i E definisu
sposobnost vode da rastvori olovo. Inicijalna stopa prenosa mase i ravnotezna koncentracija
olova se mogu ispitivati uzimanjem uzoraka iz vode koja je ,,odstajala preko no¢i* ili bila ,,30
minuta u stagnaciji*. Izvor olova S, koji svake sekunde ulazi u vodu, direktno je proporcionalan
brzini prenosa pocéetne mase, kao i stepenu zasi¢enosti koncentracije olova. 1z navedenog sledi:

_ AM (E=0)

S )
vV E

(6.1)

gde su A i V unutrasnji prostor i obim cevi, respektivno. Dakle, koncentracija olova u vodi u

svakom trenutku t, data je jedna¢inom

dc _ AM (E-c)
at_ v E '’

(6.2)

& Model opisan u ovom poglavlju zasnovan je na modelu predstavljenom u [15].
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od koje, integraljenjem, izraz za koncentraciju posle perioda stagnacije koji ima duzinu T, svodi

se na jednacinu

AM T)

¢ = E—(E —co)el8), (6.3)
gde ¢, predstavlja poéetnu koncentraciju olova na samom pocetku perioda bez protoka.

Primer 5.3." Pretpostavi¢éemo da je pre¢nik olovne cevi kroz koju proti¢e voda 12 mm, uslovi

ravnoteze stvoreni su nakon 6 sati stagnacije i uzete su tipicne vrednosti za M i E:

M E
Nizak nivo rastvora olova 0.03 30
Umeren nivo rastvora olova 0.1 150
Visok nivo rastvora olova 0.3 300

Tabela 1.

Koncentracija olova u vodi
»a
0 =
20 17 Visok nive
’ Umeren nivo
L - — 1 — - Nizak nivo B
1 =
150 +- —— —
L] + —
w i -
o = - - ——— — —
v ' 2 ? period stagnacﬁje u satima ’ w
o

< {

Slika 11.

Iz grafika funkcije, na slici 11., zaklju¢ujemo da koncentracija olova nakon odredenog
vremenskog perioda stagnacije je nepromenjena. Ako je koncentracija olova u vodi mala, za
krac¢i period stagnacije ¢e koncentracija olova biti konstantna, dok ¢e taj period morati da bude
duzi u koliko je veéa koli¢ina olova u vodi. Moguce je empirijski utvrditi stagnacionu krivu za
sistem od olovne koncentracije dobijene nakon fiksnog vremena stagnacije. Ovaj metod

generalno moze da smanji broj potrebnih uzoraka, ali je problem $to ne moze da se primeni u

7 Za vise informacij pogledati [17].
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Sirem opsegu duzine cevi.

Drugi model, naziva se modela difuzije, zasniva se na jednaini prenosa mase.
Jednacina mase opisuje kako koncentracija olova ¢ varira kroz cev (sa cilindri¢énim
koordinatama x,y, @) tokom vremena sa pogledom na najvaznije brzine fluida (u,v,w) i
koeficijent difuzije u punoj velicini D.

d%c
dx2

(6.4)

9%c  10c . 1 9%c
+o o+ |

dac dac ac ac
s tus tvs T was=D| 2 ror Y izoge

Pod pretpostavkom da nema protoka i nema razlike u ugaonom pravcu i duzini cevi, jednacina

mase prenosa moze se napisati

X-p(Z+iX) (6.5)

at - arz ' ror
Analiticka resenja:

Beselova funkcija reSenja (odnosi se na bakarne cevi) — Jednacina (6.5) ima reSenje koje

podleze grani¢nim uslovima,
c=cg=FEur=ryzat=0
c=f(r),0<r<ryzat=0, (6.6)
gde je f(r) prenos pocetne koncentracije preko cevi i 1 je polupre¢nik cevi.

Za bakarne cevi moramo odrediti E za prosecnu koncentraciju ponderisanih — oblasti c,perqge:

to jest
1 —
E= Caverage = Zijl,n a;c; (6.7)

gde je a poprecni presek oblika prstena j = 1,7 i ¢; je prosecna koncentracija ¢vorova na iviCi
za prsten j — 1 i j. ReSenje jednacine (6.5) pod uslovom (6.6) opisuje kako koncentracija varira

kroz poprecni presek cevi i daje

_ _2vyw 1 Jowan ,(-pait)| , 2 yw (-Dajt) Jotran) (7o
€= 0o [1 =~ Z By oy a0 + By (-Pait) S [Brf(r) Jo(ran)dr (6.8)

gde J,iJ; su Beselove funkcije i a,, su pozitivni koreni od J,(ra,) = 0. Grafik na slici 12.

jasno pokazuje radijalnu varijaciju koncentracije i kako se olovo rasipa iz zida cevi ka sredini.
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Diffusion during a Stagnation Pariod

B R A

Concamiration [ ng'l)

Slika 12.

Problemi u ocenjivanju reSenja — utvrdeno je prilikom reSavanja problema difuzije u odnosu na
kratko vreme (t < 60s) da Beselova jednacina (6.8) daje neodgovarajuce rezultate. Ima
nerealno visoke koncentracije u pocetnom periodu stagnacije, dok posle jednog minuta padne

na o¢ekivanu vrednost. Uzrok® je integral u Beselovoj jednacini (6.8), odnosno

= [0 rf(r) Jo(ray)dr. 6.9)

Integral, 1 je naden za svaki Beselov koren sve do n. Rezultati su graficki prikazani do n =

40 naslici 13.

SEO4
4EO4 10
~20
3E04 | -40
2804 }
§|zu~
06400 + N aadirard
- mgs:eannzz;nn:l
AE04 |
2604
ago0s |

Beselov koren

Slika 13.

8 Detaljnije o Beselovoj funkciji i integralu pogledati u [25].
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Posto je u pitanju analiti¢ki difuzni model moraju da se spajaju u jedinstveno reSenje. Jasno se
vidi, da za odredene Beselove korene integral | mora da konvergira ka nuli kako se Beselov
koren povecava. Medutim, na grafiku na slici 13. se vidi da za vrednost Beselovog korena
zan = 10 radijalni elementi po¢inju da se razilaze, a zatim ponovo spajaju oko 20 Beselovog
korena. Ekstrapolacijom se moze videti da se ista nestabilnost za n = 20 javlja oko 40
Beselovog korena. Razlozi zbog kojih se javljaju ove smetnje ne razumeju se u potpunosti.
Prvo se mislilo da nastaju zbog netacnosti pri izraCunavanju integrala |. Medutim, viSe razli¢itih
ta¢nih modela dobilo je sli¢ne rezultate. Kasnije je doslo do pretpostavke da su ovi poremecaji

izazvani prirodom same Beselove funkcije.

Zakon oc¢uvanja mase — otkriva da Beselovo reSenje potcenjuje prose¢nu koncentraciju bakra u
cevi. Ocekivana proseéna koncentracija u bakarnoj cevi je konstantna tokom vremena, tokom
perioda stagnacije, jer ne postoji period izvora iz bakarne cevi. Resenje Beselove funkcije
potcenjuje masu bakra koja se nalazi u cevi jer masa = koncentracija * zapremina. OvVo
podrazumeva da se o¢uvanje mase ne odrzava. Ovaj gubitak se objasnjava pomocu Beselove
jednacine, precizniji da budemo preko grani¢nih uslova koji se koriste. Za bakarne cevi,
koncentracija na ivici cevi ¢, je postavljena na pocetku oblasti sa proseénim merenjem
koncentracije cgperage U Cilju da se (6.8) moze koristiti za bakarne cevi. Ovo je Dirihleov
grani¢ni usov, u slu¢aju bakarne cevi, koncentracija u granici cevi skace od ¢y d0 Cgperage
kada se primeni ovaj grani¢ni uslov. Zbog prirode modela, protok u vecini slucajeva
Caverage < Co Stoga je koncentracija na ivicama kapljica c,. Ovaj problem se moze prevazici
primenom prikladnijih Neumanovih grani¢nih uslova za bakarne cevi. Medutim, to nije moguce

kada koristimo analiti¢ko reSenje (6.8) i ako se moze koristiti u numerickom resenju.

Kalibracija koeficijenta difuzije — Koeficijent difuzije D, na isti nacin kao pocetna brzina
prenosa mase M koristi se u eksponencijalnom modelu, kontrolise brzinu rastvaranja olova u
vodi. Ako M, oznadava koli¢inu olova koja je uSala ili napustila cilindriénu cev u trenutku t i

M, posle beskonacnog vremena, nakon toga

M, . 4 —Da2
M_; =1- Z”=1rga,§e( Dant) (6.10)
iod
€= M
il (6.11)

sledi da jednacina (6.8) ima oblik
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. 4 P2
c=E[1-1- St zae pai)|. (6.12)
Pogodna vrednost za D se moze dobiti kalibracijom jednacine (6.12) sa eksperimentalnim
podacima. Na grafiku na slici 14. mozemo videti varijaciju koncentracije sa vremenom
stagnacije dobijenom iz predhodne jednacine (6.12) koja je uporedena sa rezultatom dobijenim
iz eksponencijalnog modela za istu vodu.

Koncentracija

1BOI

| B
140 4 el

120 | e -
1

|
100 +— ¥
| B
{ L« |~Difumimodel |
o 1 Py |~ Originaini model
w| £
| [
‘D 1)
I )

o v ' . + - .
[1] i 2 3 d 5 -] 7
Vreme stagnacije

Slika 14.

Kako bi se mogla izvrsiti kalibracija modela S§to ta¢nije rezultati najmanjih kvadrata krive
eksponencijalnog i difuznog modela su izvrSeni sa razliitim vremenom stagnacije. Tako
mozemo da dobijemo koeficijent difuzije D za odredene pocetne brzine prenosa mase M koji se

koristi u eksponencijalnom modelu.

Eksperimentalni metod — koristimo kako bi potkrepili predhodno obraden difuzni model.
Dobijeni podatci otkrivaju karakteristike rastvaranja olova u vodi i omogu¢avaju modelu

difuzije da potpuno kalibrira. Posmatramo sliku 15., tri olovne cevi su postavljene, na

|%—— Rezervoar

1 ‘ \
=i
— :
:}%
Slika 15
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pet metara razdaljine, u cilju trostrukog rezultata. Nakon S$to je oprema ispitana na curenje i
ocis¢ene su olovne cevi, proSao je uredaj za testiranje vode. Postupak testiranja ukljucuje
prikupljanje uzoraka iz cevi nakon kontrolisanih stagnacija, nakon toga oni se $alju u
laboratoriju na ispitivanje i analize. Temperatura cevi se prati kroz procedure testiranja, kao i
temperature uzorka, uzima se i pH vrednost u rezervoaru. Dobijeni rezultati se mogu videti na
grafiku na slici 16. Dati podatci formiraju stagnacionu krivu kao §to je predvideno difuznim

modelom.

Koncentracija
600
460
500
450 ~

400

: 4 Sy == __| #Eksperimentalna
+ Difuzna_

0 10 2 » 40 %0 50 ]
Vreme (h)

Slika 16.

Medutim, ravnotezna koncentracija je nesto veca nego §to je predvideno za testiranu vodu slika
16.. Ovo se deSava zbog efekta toplote na rastvaranje olova u vodi. Tipi¢na ravnotezna
koncentracija koja se pretpostavlja je posmatrana na temperaturi 5 — 10°C. Ovo je u suprotnosti
sa temperaturom koja je zabelezena u toku testiranja, iznosila je 20°C. Kriva najmanjih
kvadrata za eksperimentalni i difuzni model izvr§ena je u cilju kalibracije modela difuzije i da
pokaze ukupnu bliskost naspram podataka. Iz navedenog grafika se vidi da su ova dva modela

veoma bliska, skoro pa se poklapaju.
Numericko resenje:

Kao §to smo ve¢ ranije spomenuli, u Dirihleovom grani¢énom uslovu u slu¢aj bakarne cevi je
nepovezan i dovodi do gubitka u ocuvanju mase. Kako nije moguce primeniti Neumanove
grani¢ne uslove kada se koristi analitiCko resenje (6.8), numericko resenje je ispitivano gde je
Neumanov grani¢ni uslov lako primenljiv. Cev se tretira kao cilindri¢na koja je diskretizovana

duz ose (i,i = 1,N), i pravac poluprecnika (j,j = 1,]). Koncentracija olova u cevi ¢; definise
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se
¢j* = c(jAr,nAt), (6.13)
gde je Ar je interval u smeru poluprec¢nika, a At je povecanje u vremenu. Jednacina difuzije

(6.5) moze se napisati u obliku

c=1_gcn-1,pn-1 n-1_-n-1

n
j—

n _ p,n-1 j+1 —2Cj j-1 , Cj+1 1
C'= M+ AtD L +H (6.14)
dc
a—r=0ur=r0 zat =0, (6.15)
C=Cy=Eur=ryzat=0, (6.16)
dc
azOurzOzatZO. (6.17)

Resenje (6.14) je prvog reda precizirano u vremenu i drugog reda precizirano u prostoru.
Neumanov grani¢ni uslov (6.15) se primenjuje na bakarne cevi, dok se Dirihleov grani¢ni uslov
(6.16) primenjuje na olovne cevi. Ne moZzemo korisititi Neumanove grani¢ne uslove za olovne
cevi jer stopa raspada nije konstantna. Dirihleove grani¢ne uslove je moguce koristiti i za
bakarne i za olovne cevi, predstavlja E prose¢nom koncentracijom na bakarne cevi. Medutim,
to stvara diskontinuitet i gubi se o¢uvanje mase. Neophodno je primeniti simetrije stanja (6.17)
na sredini cevi. ReSavanjem ovih jednacina otkriva se da masa nije oéuvana u bakarnim cevima

gde se primenjuju Neumanovi grani¢ni uslovi.

Moguce je izraCunati, preko preseka cevi u razli¢itim vremenskim tokovima stagnacije za
olovne cevi, prose¢nu koncentraciju (poCetna koncentracija je nula). Ovo se moZe uraditi za
svaki od modela. U slu¢aju olovne cevi numeri¢ko reSenje jednacine difuzije daje prakti¢no

indenti¢ne rezultate kao i analiticko resenje.
6.1.2. Model protoka u cevi

Kada olovo ude u vodu kroz proces difuzije ono se kre¢e duz cevi pomocu kretanja
vode. Znamo da je glavna jednacina za ovakvo kretanje fluida Navier-Stoksova jednacina, koja

izgleda

dv )
p(§+vVv>=pf—Vp+yV V.
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Ako se eksponencijalni model koristi za simulaciju prenosa olova, onda ¢e jednacina biti

data sa

dc dc

% w S (6.18)
U ovom slucaju, jednacina protoka moze se koristiti za reSavanje brzine i jednaCinu prenosa
mase za koncentraciju. Kao $to je poznato, protok unutar cevi se karakteriSe Rejnoldsovim
brojem. U zavisnosti od Rejnoldsovog broja postoji kao $to smo ve¢ naveli, laminarno i

turbulentno kretanje.

Laminarno kretanje — jednadina za laminarno Kkretanje moze se izvesti iz Navier-Stoksove

jednacine, pa glasi

ax ;ar ﬁ

» _, [16_v n 02”], (6.19)

Ovo se moze integraliti i reSenje daje jednacinu koja opisuje brzinu vode u cevi, odnosno

__ldvr, 2 .2
V= (rg —r°). (6.20)
Iz ovoga se moze pokazati da vazi
_ 20 .2 2
v= e’ (rg — 1), (6.21)

gde je Q zapreminski protok.

Turbulento kretanje — Najjednostavniji nac¢in modeliranja turbulentnog toka je koris¢enje
eksperimentalnih podataka. Poznato je da prose¢no vreme brzine za profil turbulentnog protka
u cevi je fiksan, osim u blizini zida. Zakon sile je dobra aproksimacija za razne svrhe.

Najrasprostranjeniji zakon snage je Jedna-sedmina zakon snage, odnosno

v__ (ﬂ)l/ 7 (6.22)

Vmax To

Iz predhodne jednacine (6.22) moze se pokazati da je prosecna brzina direktno povezana sa

maksimalnom brzinom koja je data
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V = 0,817 (6.23)

Medutim, prosecna brzina V se takode moze izraziti u smislu protoka Q i povrsine popre¢nog

preseka A, odnosno

_e_Q
V== p—t (6.24)
Zamenom se dobija
_ Q
Ymax = 0,817mrd’ (6.25)
Na kraju, u jednacinu (6.22) zamenjujemo gore navedenu (6.25) i dobijamo
1/
_Q To—1\ /7
v= 0,8177tr02( To ) ' (6.26)

Dobijeni profil brzine je ravniji u odnosu na laminarni tok sto je predstavljeno na slici 8. U
turbulentnom toku grani¢ni sloj je ograniCen u regionu veoma blizu zida, dok se laminarni

dodatno prosiruje u toku, zbog toga je brzina u sredini cevi znatno veca.

Resenje jednacine protoka — U zavisnosti koji model protoka posmatramo, da bi se reSila
jednacina (6.18) za bilo koji od profila brzine, koristi se jednostavna kona¢na procedura. Kao
$to smo ve¢ rekli, cev se posmatra kao cilindri¢na, $to je ekvivalentno oCuvanju mase olova,
odakle dobijamo

dCi']'

M E-c;;j
ar Alxl (Ci—l,j - Ci,j) + Ai m(%), (627)

gde ¢;;V; ;i A;su koncentracije olova u elementu (i,j), obim elementa (i,j) i unutraSnja

povrsina elementa na zidu cevi, respektivno, a Q i t su brzina protoka i vreme respektivno.

Jednacina (6.27) se reSava kori$¢enjem konacnih razlika zastupljenih sa leve strane i vremena
integracije. Deo olovne cevi ili kombinacija ne olovne cevi moze biti nadovezana sa bilo kojom

duzinom i pre¢nikom. M = 0 za elemente bezolovnih cevi.

Rezultati za jedinstven model cevi — Prva grupa rezultata dobijena iz konaé¢nih rastvora razlika,
ilustruje da koncentracija varira preko popre¢nog preseka dobijenog za cev tokom toka. U
ovom konkretnom slucaju kori$¢en je laminarni model i grafik odgovara koncentraciji na

slavini tokom prvih 30 sekundi. Nakon 15 sekundi ,,efekat ispiranja“ je oCigledno sveZom
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vodom razvodnio olovnu vodu. Nasuprot tome, ,,efekat ispiranja“ ne vazi blizu zida cevi, jer se
tu koncentracija povecava. To se deSava zbog toga §to je brzina protoka uz zid cevi znacajno

sporija.

Concentration Output during Flow

Concentration {ug/L)

"
M-zaction through Pipa ™

Slika 17.

Preko navedenih modela smo istrazili simulaciju prenosa olova u vodi unutar cevi
tokom perioda stagnacije. Model slozene difuzije nije u potpunosti odgovarajuci, javljaju se
oscilacije. Pronadeni su neki problemi koji su re$ivi sa analiti¢kim reSenjem pod odredenim
uslovima. Numeri¢ki i analiti¢ki modeli difuzije dali su prakti¢no indenti¢na reSenja u slucaju
olovne cevi, oba su uporedena sa eksponencijalnim modelom. Modeli su bili potkrepljeni

eksperimentalnim rezultatima.

6.2. Modeliranje protoka krvi kroz arterije

U ovom delu rada fokusira¢emo se na modeliranje protoka Krvi u velikim sistemskim
arterijama, pod pretpostavkom da imaju cilindri¢an oblik, aksialno simetri¢an tok i visoko-
elasti¢nost na zidovima. Velike sistemske arterije posmatarmo zato $to u tom slucaju se krv
ponasa njutnovski i mozemo da koristimo Navier-Stoksovu formulu. Zbog ogromne slozenosti
kardiovaskularnog sistema, proucavanje izmedu krvotoka i zida krvnog suda je veoma tesko.
Kad god je moguée pribegava se pojednostavljenju pretpostavki sa ciljem da se zadrze

kompleksna numericka svojstva.

Arteriju ¢emo modelirati kao §to smo ve¢ rekli, kao simetrican cilindar. Koristicemo 2 da

oznacimo referentni cilindar, pa ga predstavljamo preko cilindri¢nih koordinata

0 = {(rcose,rsing,z) € R3|r € (0,R), ¢ € (0,2m),z € (0,L)},
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gde nam je L duzina cilindra, R je referentni polupre¢nik (mogu da variraju). Referentni
cilindar Q ima bo¢nu granicu, koja predstavlja zid krvnog suda i oznaCavamo je sa X.

Definisana je sa
X~ = {(Rcosq, Rsing, z) € R3|r € (0,R), ¢ € (0,2m),z € (0,L)}.

Kako se zidovi arterija pod delovanjem unutrasnjeg pritiska deformi$u, OvO ponasanje zida
¢emo opisati pomoc¢u modela linearne visokoelasti¢ne membrane. Da budemo precizniji, zid se
ponasa kao homogena, izotropna, linearno visokoelasti¢na membrana debljine h, sa radijalnom
deformacijom n(z,t). Kretanje zida arterije opisuje se preko drugog Njutnovog zakona za
kretanje, uz pretpostavku spoljnog popre¢nog optereéenja i nulte uzduzne deformacije,
pomocu jednacdine

_ a%n Eh 1 n . hC,0n
fr = hpwm'i' 1_02577 +prefE+R_2vE' (6-28)

gde p, predstavlja gustinu zida, p,.; referentni pritisak, E Jangov modul elasti¢nosti, o
Poasonov odnos i C,, viskoznu konstantu. Jangov model elasti¢nosti E se definise kao odnos
izmedu normalnog napona i uzduznog prosirenja (diletacije). Njegova veli¢ina meri ¢vrstinu
elasti¢nog materijala. Merenje modula elasti¢nosti meri se u laboratorijama tako $to se meri sila
koja deluje na materijal i njome izazvana deformacija. Poasonov odnos o je bitno svojstvo za
odredivanje Jangovog modula elasti¢nosti, predstavlja odnos poprec¢nih i uzduznih prosirenja
nekog materijala. Ima najveéi uticaj prilikom protoka fluida u uslovima visokog pritiska kada
usled naprezanja materijala dolazi do deformacije. U nastavku je predstavljen odnos izmedu
parametara u jednacini (6.28) i Lame konstanti (4, u - konstante elasti¢nosti):

Eh _ 2Au

_ 2hply
= 2, Gy =2y, (6.29)

- Ap+2uy,

Zid arterije se deformiSe tokom vremena t, tako da polupre¢nik obuhvata i deformaciju 7(z, t)
u odnosu na referentnu konfiguraciju. Oblast definisanosti koja se menja sa vremenom mozemo

oznaciti sa 02(t) i definisacemo na sledeci nacin:
0(t) = {(rcose,rsing, z) € R3|r € (0,R(z) + n(z,t)),¢ € (0,2m),z € (0,L)}. (6.30)
Zid krvnog suda koji se menja sa vremenom t definisan je sa:

Z(t) = {((R(2) + n(z,t))cose, (R(z) + n(z,t))sing,z) € R?| ¢ € (0,2m),z € (0,L)}. (6.31)
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Kako se krv u velikim sistemskim arterijama ponasa kao njutnovski fluid, nestisljiv i viskozan,

protok krvi kroz velike sistemske arterije se modelira uz pomo¢ Navier-Stokesovih jednacina.

Navier-Stokesove jednacine predstavljamo preko cilindri¢nih koordinata:

vy %) + a_p _ (aZUT %v, n l% (2%

vy
pF(6t+Ur6r+vzaz ar

v, v, avz) ap _ (62vz 9%v, 16vz)
pF(at + Ur or t v, 0z +62_‘u or2 + 022 +r or

vy | vz v _

ar 0z r

ar? 0z2 r ar r2

) (6.32)
(6.33)

(6.34)

gde je brzina fluida oznacena sa v(r,z,t) = (v.(r,z,t),v,(r, z,t)), pritisak sa p(r,z,t). U

prve dve jednaline sa leve strane, mnozenje tri izraza sa pp (gustina fluida), opisuje inerciju

fluida. Dok, ostali pojmovi opisuju zbir svih sila koje deluju na te¢nosti. Poslednja jednadina,

koja opisuje zakon ocuvanja mase, je izvedena na osnovu pretpostavki da masa ne moze biti ni

uniStena ni stvorena. Ove jednacine opisuju kako te¢nost menja brzinu i pritisak, u zavisnosti

od odredenih pocetnih i grani¢nih uslova. Kako bi dobro definisali problem moramo da

uvedemo sledece ulazne i izlazne grani¢ne uslove:
Ulazni grani¢ni uslovi (z = 0):
p+pr 1]2—22 = Py(t) + pres (dinamicki pritisak je propisan)
v, = 0 (fluid ulazi u cev paralelno sa osom simetrije)
n = 0 (nema deformacije na ulasku u cev)

Izlazni grani¢ni uslovi (z = L):

2
UZ
Ptpr = Pp(t) + Drer

v, = 0 (fluid izlazi iz cevi paralelno sa osom simetrije)

n = 0 (nema deformacije na izlasku iz cevi)

U pocetku je predstavljeno da te¢nost miruje, sa poéetnim uslovima:
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v=0. (6.37)

Ovako dobro predstavljeni pocetni i grani¢ni uslovi daju nam mogucénost za numerickim

reSavanjem problema.

Cilindri¢na bo¢na granica X(t) pulsira u period kada krv tee kroz arteriju. Kada leva
komora kontrakuje potiskuje se krv u aortu, ona prenosi kineti¢ku energiju u krv, proteze aortu
kada pritisak u aorti dostigne maksimum. U protezanju zidovi aorte trzaju, oslobadajuci
potencijalnu energiju koja dolazi iz sistole. Ova interakcija izmedu protoka krvi i
visokoelasticnog zida poznata je u matematickoj literaturi kao interakcija izmedu fluida i

strukture, opisuju se pomocu dva uslova:

e Zbog sile kohezije Cestice krvi se lepe za zid arterije Sto dovodi do toga da se one

krecu istom brzinom kao 1 zid:

v(R +n(z,t),z,t) = an(gzt, 2
v-(R+n(zt),zt) =0. (6.38)

o Sile koje deluju sa zida na fluid su suprotne silama koje deluju sa fluida na zid:

fr = [(p = Prep)1 = 20D @) x e (14 2) x T+ @7, (6.39)

gde D(v) simetriéni gradijent brzine, n je vektor normalan na 2 (t) i e, je radijalna jedinica

vektora. Ova dva uslova se izraCunavaju na bo¢nim granicama X' (t).

Problem pronalazenja osno-simetricnog protoka nestisljivog, viskoznog fluida kroz cilindri¢ni
domen reSava se pomocu Navier-Stokesovih jednacina (6.32-6.34) na cilindricnom domenu
Q(t), sa pocetnim i grani¢nim uslovima, ulaznim i izlaznim uslovima i sa bo¢nim grani¢nim
uslovima. Dati problem tesko je resiti i sa numericke i sa matematicke strane. Osnovni problem
lezi u Cinjenici da je jednacina fluida nelinearna, zbog kvadrata u jednacinama (6.32-6.33).
Zbog toga se pribegava uprosc¢enim modelima, mi ¢emo se osloniti na redukovani model koji je

baziran na analizi bezdimenzionalne forme promenljivih.
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Redukovane jednacine modela :

1. Dvodimenzionalne redukovane jednacine

Prvo uvodimo bezdimenzionalne promenljive 7, Z, t koje se uvode preko:

_1[r_ne
gde w=1 \/pF (- (1_Gz)+pref). (6.40)

Vremenska skala = odreduje frekvenciju oscilacije zida krvnog suda koje su izazvane talasima

nastalim usled pritiska u fluidu. Bezdimenzionalnu brzinu, pritisak i deformaciju, respektivno,

uvodimo na sledeéi nacin:
v =V, p=ppV?p,n = E7j.
Prosirivanje nepoznatih funkcija ¥, p i 7§ u smislu malog parametra e daju

v=V@ + Bt + ),

1
P hE 2

n=E@°+eft + ),

- hE -1
gde 25 = PR (m + pref) , (6.42)
i p = ppV2(P° + ep* + -++). (6.43)

Koeficijenti V i E mere brzinu i deformaciju u parametarskom obliku, respektivno. Njihova

reSenja su data u [18]. Parametar P je definisano sa

t 2

P2 = sup,|p[2 + | sup, f Belde | +T f IP(2) — Po(D)|2d,
0 0

t

gde p() = L2005 4 py(r) (6.44)
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i P predstavlja normu koja meri ulazni i izlazni pritisak, gradijent pritiska i prosecan pritisak

tokom jednog sréanog ciklusa. Ova pro$irenja ¢emo sada zameniti u originalne jednacine.

Sistem jednacina ¢emo izvesti sa redom tacnosti €2, pri ¢emu Ce vaziti:

op

e -—==0 je aproksimacija ravnoteZe radijalnog momenta. To znaci da vazi p = p° +

ot
epl, prematome p = p(Z, 1),

Aproksimacija radijalne komponente brzine, #°, je nula. Naime, v, = V(efil + )
dok v, = V(#2 + ¥} + --+), koji kaZe da je radijalna komponenta brzine manja od
osnih komponenti brzine za faktore za €.

Slede¢i dvodimenzionalne pocetne-granicne vrednosti problema, definisane na
skalarnom domenu # € (0,1),Z € (0,1),£ > 0, opisuje jednu e? aproksimaciju

problema interakcije fluid i strukture:

Jednacine fluida:

v, |~ 0 | - 0p 1 (10 (.00,
ShoE+ oo+ h gE+ = i (P50} (6.45)
O (75,) + = (75,) = 0 6.46
E (Tvr) + %(rvz) ’ ( ' )
b _
5 =0 (6.47)
gde su Sh i Re, Stronuhalov® i Reynoldsov broj, respektivno.
Boc¢ni grani¢ni uslovi:
- 1 Eh E. h Z o7
5 P — Dref = ot Prer )3T+ Cow ==,
zaz€ (01),E>0 re prV?2 {((1 o)R re )R R VTR at} (6.48)

Ulazni/izlazni grani¢ni uslovi:

N 97
(T, vz)l(l,Z,f) = (6_‘2 |(er)’ 0)

77|(z=0/L,f) = 0:ﬁ|(z=0/L,f) =

Po(f) + pref

)

prV?

% Stronuhalov broj se koristi kod periodi¢nog protoka i definisan je sa Sh = Lw /V.
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Url1,2=0/1F = 0. (6.49)
Pocetni uslovi:
V|20 = 0,1(z0) = 0. (6.50)
Ovde ¢e €2 aproksimacije za brzinu, pritisak i deformaciju izgledati:
vE = eV (D, + 0(e?)), vi = V(¥, + 0(e?)),
p® = peV?(B + 0(e?),
nt =E(f + 0(e?)). (6.51)

lako smo smanjili ovaj dvodimenzionalni problem, on je i dalje prili¢cno kompleksan da bi ga
mogli resiti numeriCkom metodom. Problem pri reSavanju javlja se zbog nelinearnosti u
jedna¢inama fluida kao i zbog toga §to su jednacine definisane na domenu 2(t) Koji je
ograni¢en pokretnom strukturom ¢ija lokacija zavisi od reSenja. Da bi se problem pojednostavio
jos vise, tipican pristup je da se jednacCina fluida posmatra preko poprecnog preseka, odakle

dobijamo jednodimenzinalni model.

2. Jednodimenzionalni model

Nakon integrisanja jednacina (6.45) - (6.47) preko popre¢nog preseka, dobija se sledeci

sistem:
04  =om _
3 traz = O (6.52)
om . 9 (.m? p _ 2 [7[07,
shp +55 (8 %) + A5 =2 VA (6.53)

- Z \2 e ~
gde je A = (1 +§ﬁ) (srazmerna) oblast popre¢nog preseka, i = AU stopa protoka, U =

2 (45 y . . Y L. 2 143
Zfo R ¥,7df prosecna brzina fluida kroz poprecni presek i & = Yool fo R

— 27d7 koeficijent

zavisnosti od profila osne brzine 7,(7, Z,t). Ovaj sistem nije zatvoren jer je koeficijent @ i

trenje zida [%L zavise od osnog profila brzine koji treba odrediti. Da bi imali dobro definisan
Py

problem koji se moze numericki resiti, treba pretpostaviti da je profil ose brzine zatvoren.

Najcesce se za to koristi viseclani odnos izmedu ¥, i 7
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- Y
7, = VT”U(z, £) <1 - <1+5;(z f)) ) (6.54)
e

Kada je y = 2 posmatramo Puzeljevu brzinu, a za y = 9 aproksimacija je skoro ,,priblizno
ravna“ brzini. Ostali slucajevi ukljucuju ravan profil brzine sa malim linearnim grani¢nim

slojem (Bingman). Koriste¢i zatvaranje (6.54) dobijamo jednodimenzionalni sistem:

0A  dm

ata =0 (6.55)
om 9 m? Adp _ 2p m
'5+5@20+;a——;W+”Z' (6.56)

gde je A= (R +1n)?, am = AU. Da bi smo odredili model u potpunosti potrebno je jos da
dobijemo jednacinu pritiska. Jednacina pritiska data u (6.48), u smislu povrSine poprecnog

preseka, ima oblik:

_ o T )y ([A
p = pres + (m + orer) (2 - 1) + 222 [2) (657)

gde je Ay = R? referentna povrsina poprecnog preseka. Jedan od nedostataka ovog modela je
nesklad izmedu osne brzine profila dobijene koriste¢i jednodimenzionalni model sa
zatvaranjem (6.54) za y = 9 i originalnog modela, §to se moze videti na grafiku na slici 18.,
detaljnije pogledati u [12]. Da bi se problemi koji se javljaju u jednodimenzionalnom modelu

prevazi$li uvodi se jedno-i-po dimenzionalni model.

Brzina m/s
1.4
20 profil
12 + 1D profil
Ll
o
0.8 R
0.6 “\]
0.4 B
o
0.2 ‘l
|
4]
0 2 i ° )
Poluprecmik mm

Slika 18.
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3. Jedno-i-po dimenzionalni redukovani model

Redukovani jedno-i-po dimenzionalni model se dobija iz dvodimenzionalnog modela koji smo
predhodno obradivali. Redukovani model je dvodimenzionalan, ali ima poseban oblik koji

omogucava kori$¢enje jednodimenzionalne numericke tehinike za numeric¢ko racunanje resenja.

Redukovane jednacdine uvodimo pod slede¢im pretpostavkama:

N . . e R
I.  Domen je cilindar sa malim odnosom izmedu poluprecnika i duZine tj. € = %,
Il.  Uzduzna deformacija je zanemarljiva,

I1l.  Radijalna deformacija nije prevelika tj.6: = = < ¢,

|

IV.  Poluprec¢nik referentne cevi se sporo menjatj, R'(z) < €
V.  Rejnoldsov broj je mali, iznosi R, = 800,

VI.  Parcijalni izvod po z od bezdimenzionalnih jednacina su O; (nisu lake).

Uvodimo sledecu notaciju za prosirenje kod brzine, deformacije i pritiska:

0,0 0,1 1,0
v, =v," v, + v =,

n=n%"+n% +n'0p=p® +p>h (6.58)

Prva jednaCina u sva tri problema predstavlja zakon odrzanja mase, dok druga jednacdina
odgovara drugom Njutnovom zakonu kretanja. Originalni grani¢ni uslovi problema, postavljeni
na domenu sa pokretnim bo¢nim granicama X(t), aproksimira se i defini$e na fiksom domenu
oblika cilindra sa polupre¢nikom R = R(z). Jedno-i-po dimenzionalne redukovane jednacine
koje imaju cilindrican domen sa sporo variraju¢im referencama polupreénika R = R(z) imaju

slede¢i oblik:

Nulta aproksimacija:

Pronaéi (n°°, v®) tako da

R
on%° 190 0.0
+ = dr =0,
ot Rc’)zfrvz r
0
v 19 ( ov)° ap®°
pr 5 — e (r ) =~ (6.59)



0,0 w 0,0 _ 0,0 —
v, |r=¢ — ograni¢eno, v,"" |,—g = 0,0, |t=o = 0

770’0|t=0 =0, p0'0|z=0 =P, p0’0|z=L =P,
gde
00 _ (__Eh n%° | hCy an®°
p = ((1—02)R+pref) TR o (6.60)
6 korekcija:

Pronaéi (n®!, v tako da

10 01, 1 40 0.02
T E&f“’z dr = —op5: )%

v 19 [ ovd" _ ap°t
pr L — 2 (2 = 2 (6.61)

0,0
0,1 -y 0,1 _ 0,0 9v; _ 0,1 _
V" |r=0 — ograniéeno, v;" |,=p = —=1"", or lr=r = 0,V |t=0 = 0,

% =0 =0,  p% =0 =0, p®|,=, =0,

gde
01 _ Eh n°t  (m°o 2 Gy (3% 0 91
P = ((1—a2)R +pref)( R ( R ) t R ( at R ot ) (6.62)
€ korekcija:

Pronaci (n*°, v}°) tako da

1(,0m%° | (R, an)°
v (r,z,t) = ;(R%+ [, §2= (7, t)df), (6.63)
vy 10 ( avi® 0 0vY? 0 0ve?
or 5~ g (1) = e (v 25+ 20 %E) (664)

1,0 sy 1,0 _ 1,0 —
V;" |r=o — ograniceno, v," |,=g = 0,V;""|t=¢ = 0.

Krajnje resenje:
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v, = UZO’O + vzo'l + vzl’o,vr = vrl'o
n =10 + %1 4 nlo, (6.65)

U slucaju modela sa elasticnom membranom za vrednost viskozne konstante se uzima nula.
Ovaj model omogucava proucavanje, izmedu ostalog, talasa u arterijama pod uticajem dva
razlicita viskozna efekta. Jedan je uticaj fluidne viskoznosti, a drugi je uticaj viskoznosti zida.
U nastavku ¢emo se fokusirati na numericke simulacije izvedene na osnovu predhodnog
modela.

Numericka simulacija: Kao §to je veé¢ reCeno u ovom delu rada objasni¢emo numericki
postupak za reSavanje predhodno obradenog modela koji je pokazao jednostavnost i brzinu pri
reSavanju, jer zahteva samo tehnike za reSavanje jednodimenzionalnog modela, ali sa druge

strane uzima i neke ¢injenice koje su prisutne u dvodimenzionalnom modelu.

Naime, da bi se problem re§io moramo ga zapisati u drugaéijem obliku, moramo prvo

diferencirati prvu jednacinu (6.59) u odnosu na vreme i prikljuéiiti joj zatim drugu jednacinu:

Prva jednacina sistema (6.59) nam je data sa:

R
10
+E£_{ rvgPdr = 0.
0

67]0'0
Jat

Kao $to je ve¢ napomenuto, potrebno je da je diferenciramo po vremenu t:

Zn%0 19 fR °

92 Ea_z 0 r ot dr = 0, (666)

zatim ¢emo iz druge jednacine

v’ 10 [ ov)”° op°
PFr ==

at  "ror\ or 9z

0,0
v,

izraziti na sledeci nacin:

(6.67)

pa nam prva jednacina postaje:
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92n%° 19 (R 1 a( ovd® 1 9p%°
otz +Razf0 r ‘urppar P pr 0z dr = 0. (6.68)

Sada ¢emo iskoristiti pretpostavku da pritisak p = p(z, t) ne zavisi od r i dobijamo

2% 1 19 [ avX°
+t-u——\r
ot? R ppoz

R
0%  p 0 ov,”° 1 0 Opo’of o
a2 Y oraz\ar =R ) "Rppaz oz J T =0

0

9200 a (ov)° R 9 92p*°
T L2 ) -—=2E =0, (6.69)
ot2 pr 0z \ or 2pF 0z 0z2

Na kraju nas sistem izgleda:

%020 R 09%p°0 u a [ovd°
e =) (670

(6.71)

sa pocetnim i grani¢nim uslovima
0,0 . 0,0 _ 0,0 _
V" |r=0 — ograni€eno, v; " |y=p = 0,1, [t=0 = 0
0,0 — 0,0 — 0,0 —
N le=0 = 0, P™"lz=0 = Po, P lz=1 = PL, (6.72)

gde

00 _ (__Eh )ﬂ hey 9n°°
pm = ((1—02)R+pref r TR o

Kada je u pitanju & korekcija (6.61) prva jedna¢ina u sistemu dobija se analogno kao u

predhodnom sistemu, pa dati sistem mozemo zapisati na slede¢i nacin:

a2n%t R %%t o a (ov)° 1.0% . poN2 6.73

57 “2pr 927 = proz\ar Im=R) T2raz (0)% (6.73)
vt 19 [ ovd?t ap°1t

PF at ‘urar r or dz ’ (6'74)
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sa pocetnim i grani¢nim uslovima

0,1 <y 0,1 v 0,1
v =0 — ograniteno, v g = —11%%, 2|, _p = 0,00 (=g = 0,
770'1|t=0 =0, p0'1|z=0 =0, P0’1|z=L =0, (6.75)

gde

01 _ ( Eh ) n%t (n""’)z 4 hG (anorl 0 anm)
p - (1-02)R pref R R R2 Y R 2 )

Treci sistem € korekcija ostaje nepromenjen jer se resava direktno iz predhodna dva sistema
koriste¢i vrednosti dobijene za njih. Prva jednadina u oba problema moze se posmatrati kao
jednodimenzionalna talasna jednaina za z i t, a druga kao jednodimenzionalna toplotna

jednacina za r i t. One se reSavaju metodom jednodimenzionalnih konaé¢nih elemenata.

Redukovani model prou¢avan u ovom radu opisuje glavne karakteristike protoka krvi u ve¢im
arterijama. PonaSanje zidova arterije modelirano je prema linearno visokoelasti¢nim

membranama.
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7. ZAKLJUCAK

Matematika nisu samo brojevi i gomila formula koje je neko davno dokazao, matematika je
univerzalni jezik prirodnih nauka. Svaku pojavu u prirodi, bila ona fizi¢ka ili hemijska, moze se
predstaviti matematicki. Pomo¢u raznih matemati¢kih alata moguce je predstaviti razne
prirodne pojave kao Sto su vrtlozi vetra, virovi u rekama, talasi u moru, proticanje te¢nosti kroz
mnogim drugim oblastima, za reSavanje razli¢itih problema. Razvojem kompjutera znatno je

ubrzano resavanje matematickih problema.

Tema master rada birana je kao §to je ve¢ spomenuto zbog svoje velike primenljivosti i
upotrebe u svakodnevnom zivotu. U radu su predstavljeni problemi sa kojima se ljudska vrsta
srece svakodnevno. Da bi se dobro modelirali neophodno je dobro poznavati prirodu problema.
Zato smo se u radu prvo osvrnuli na bitne karakterisitke fluida i osobine njihovog kretanja.
Kako bi matematicki predstavili fizicke pojave morali smo da iskoristimo naSe znanje iz
parcijlanih diferencijalnih jednacina, posebno, zbog prirodnih pojava osvrnuli smo se na

linearne parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda.

U radu smo predstavili osnovne jednacine fluidnog kretanja Navier - Stokesove i Ojlerove
jednacine. Dali smo primer za svaku od njih, a posebno smo se osvrnuli na Navier — Stokesove
jednacine zbog njegove primene na njutnovske fluide. Prilikom modeliranja akcenat smo stavili
na model Sirenja olova u vodi za pice i protok krvi kroz arterije zbog svoje velike vaznosti u
Zivotu svakog pojedinca. Predstavili smo zasebne modele i dali njihova numericka i analiticka
reSenja. Oba problema su predstavljena preko Navier — Stoksovih jednacina uz razlicite
modifikacije u zavisnosti od problema. Kod modela protoka krvi kroz arterije posmatrali smo
slucaj kada su u pitanju velike sistemkske arterije zbog jednostavnosti pri reSavanju, kako bi
mogli da koristimo navedenu Navier — Stokesove jednadine, jer se u tom sluc¢aju krv ponasa
kao njutnovska. Ovi modeli nisu samo teorijske prirode, i jedan i drugi imaju vaznu ulogu kada
je u pitanju ljudski Zivot. Sirenje olova u vodi za pice je problem na svetskom nivou, koji je
moguce smanjiti upotrebom ovog modela. Unapredivanje moedela za protok krvi kroz arterije

je od velikog znacaja za medicinu, operacije i leCenja Su znatno sigurnija i preciznija.

Na fakultetu smo se samo delimi¢no upoznali sa primenom matematike u realnom Zzivotu, neki
slucajevi iz svakodnevnog Zivota su nam odavno poznati, a sa nekim ¢emo se tek sresti.
Smatram da bi primenu matematike i njen znacaj u Zzivotu trebalo upoznavati od ranog

detinjstva. Vecina ljudi nije svesna koliko je matematika korisna i znaGajna u zivotu.
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Priroda je ogromna knjiga u kojoj je napisana nauka. Ona je stalno otvorena pred nasim o¢ima,
ali je covek ne moze razumeti ukoliko prethodno ne nauci jezik i slova kojim je napisana. A

napisana je ona jezikom matematike.

Galileo Galilej
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Abstract: The first part of the paper provides a short description of basic terms relating to
fluid mechanics and fluid itself, its characteristics and movements. Furthermore, readers are

introduced to partial differential equations used in the paper.

The main part of the paper is focusing on equations of fluid movements. If the fluid is
observed as viscous and incompressible we are using Navier-Stokes model. However, if the
focus is on non-viscous fluids than we use Oiler’s model, thus, we provided a model of shallow
waters when the fluid is non-viscous and a model of gas dynamics when the fluid is viscous. We
then describe the flow of fluid through the cylindrical tube, where we first presented the
equations related to the flow velocity of liquids, and then we give examples of the water and the
blood flow through the same tubes. That is, we described the models and give flair analytical
and numerical solutions. Regarding the water, we focused on the spread of lead in drinking
water because of its big issues in the world; however, when it comes to blood the focus was on

the flow through the major body arteries.
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