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Predgovor

“Ne postoji nijedna matematicka oblast,
ma kako ona apstraktna bila, koja se ne
bi mogla primeniti na pojave realnog
sveta. ”

Nikolay Ivanovich Lobachevsky
(1792-1856)-ruski matematicar

Matematika se moZe primeniti u gotovo svim sferama Zivota. Danas je teSko pronadi
oblast u kojoj matematika nije naSla svoju primenu. Primenjena matematika koristi mate-
maticka znanja kako bi dosla do reSenja konkretnih problema. U Sirokoj lepezi primene ove
egzaktne nauke moja sfera interesovanja je finansijska matematika.

U modernoj ekonomskoj literaturi gotovo je nemoguce govoriti o bilo kakvom vidu po-
slovanja a da se u obzir ne uzmu rizici i posledice koje oni mogu doneti. UopSteno govorecdi,
rizik se definiSe kao neizvesnost buduéeg ishoda. Od velikog znacaja je pratiti kretanja rizika
kako bi se donele ispravne odluke i kako bi se ostvario Sto veci profit na finansijskim trZiStima.
Matematicki modeli koji se bave merenjem i procenom rizika su GARCH modeli.

Predmet ovog master rada je Bayes-ovsko ocenjivanje parametara GARCH modela. GARCH
modeli su neophodan alat u finansijskoj ekonometriji i do nedavno su parametri ovih modela
bili ocenjivani koriS¢enjem klasi¢ne tehnike maksimalne verodostojnosti. Ovaj rad ima cilj da
demonstrira Bayes-ov pristup u oceni parametara i da ukaZze na njegove prednosti u poredenju
sa klasi¢nim pristupom. IstraZivanje je sprovedeno u softverskom paketu R i zasnovano je na
stvarnim podacima. Prvo poglavlje daje pregled svih definicija i oznaka kori$¢enih u radu.
U drugom poglavlju predstavljen je koncept Bayes-ove statistike. Nakon toga izloZene su
tehnike simulacije koje se koriste prilikom generisanja uzorka. Sledeca tri poglavlja opisuju
GARCH modele i njegove modifikacije pri ¢emu su parametri svih navedenih modela oce-
njeni pomocu Bayes-ovog pristupa. U poslednjem poglavlju prikazani su rezultati dobijeni
implementacijom modela.
k ok ok

Izuzetnu zahvalnost dugujem svojoj mentorki, dr Zagorki Lozanov-Crvenkovié, za savete,
posvecenost, uloZeni trud, razumevanje, kao i za svo preneto znanje tokom osnovnih i master
studija.

Takode, Zelim da se zahvalim i ostalim clanovima komisije, dr Ivani Stajner-Papuga i dr
Ljiljani Gajié, na interesantnim i poucnim predavanjima tokom dosadasnjeg studiranja.
Posebnu zahvalnost dugujem mr Radenku Kosti¢ na korisnim savetima i ukazanim smerni-
cama prilikom izrade master rada.

Najvecu zahvalnost dugujem svojoj porodici, majci Stoji, ocu Mirku i sestri Teodori, na
bezuslovnoj ljubavi podrsci i paznji koju mi pruZaju svakodnevno.

Bojana Soro
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1 Uvod

1.1 Pregled oznaka i definicija

U tabeli 1.1 prikazane su oznake koje ¢e se koristiti u radu.

Oznaka Znacenje

I'(e) gama funkcija

1, identi¢na matrica dimenzije d

L(e) funkcija verodostojnosti

L(e]y) marginalna funkcija verodostojnosti

Pe(®) funkcija gustine

F.(e) funkcija raspodele

p(e]y) posteriorna raspodela

P(e) verovatnoc¢a

E(e) ocekivanje

E(e|e) uslovno ocekivanje

0 nula vektor

(g «a parametri ARCH modela

o vektor parametara ARCH modela

B parametar GARCH modela

Y vektor parametara linearnog regresijskog modela

v parametar stepena slobode kod studentove-f raspodele

@ latentna skalirana promenljiva u trenuktku ¢

0] vektor latentno skaliranih promenljivih

0 Y niz (vektora) parametara modela

a a = () +a)/2

Ve zavisna promenljiva u trenutku 7

y vektor observacija y;

& greSka modela u trenutku ¢

& rezidual modela u trenutku #

Uy greska linearnog regresijskog modela u trenutku ¢

u vektor greSaka u linearnom regresijskom modelu

m broj egzogenih ili zaostalih zavisnih promnljivih

X; vektor egzogenih ili zaostalih zavisnih promenjivih u tre-
nutku ¢

X matrica Cija je 7-ta vrsta x;

hy uslovna varijansa u trenutku ¢

hy bezuslovna varijansa osnovnog procesa

X A dijagonalne matrice uslovne varijanse

0 skalirani faktor o = Y ; 2

J broj izvlacenja u posteriornom uzorku

ge(®) predloZena raspodela

Ue X hiperparametri normalne (odsecene) raspodele

e . predloZeni parametri normalne (odsecene) raspodele

A 0 hiperparametri pomerene Eksponencijalne raspodele

K. koeficijent ekscesa greske
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K, bezuslovni koeficijent ekscesa osnovnog procesa

Ir v v/ | rekurzivne transformacije

¢ vektor rekurzivnih transformacija

C matrica ¢ija je 7-ta vrsta c;

N, 1) standardizovana normalna raspodela

Ni(u, X) d-dimenzionalna normalna raspodela sa vektorom ocekiva-
nja u i kovarijansnom matricom X

S, o2, v) standardna studentova raspodela sa ocekivanjem u, skalira-
nim parametrom o2 i v stepena slobode

IG(a,b) inverzna Gama raspodela sa parametrima a i b

)(,% Hi-kvadrat raspodela sa k stepena slobode

Tabela 1.1: Lista oznaka

U nastavku slede definicije osnovnih pojmova koji ¢e se koristiti u radu.
Na samom pocetku uvode se osnovni pojmovi iz verovatnoce i stohastike [4, 5].

Q=A{w,wy...,wy,...}
eksperimenta.

- skup svih elementarnih dogadaja, tj. skup svih ishoda nekog

Definicija 1.1. Neka je ¥ C P(Q). Ako vaZe sledeci uslovi:

1. QeF
2 AcF=>AcF

3 {Atien € F = UienAi € F

tada je F o-polje (o-algebra) nad .

Definicija 1.2. Najmanje o-polje koje sadrZi sve otvorene podskupove od R" zove se Borelovo
o-polje nad R" i oznacava se sa B(R") ili B".

Definicija 1.3. Preslikavanje (funkcija) P : ¥ — [0, 1] koje zadovoljava uslove:

1. PQ) =1

2. {A,‘}igNQTiAiﬁAjZQ)Zaiij:>P( lr-l:lAi): ?:1P(Ai)

zove se verovatnoéa nad (Q, F).
Uredena trojka (Q, F, P) naziva se prostor verovatnocéa.
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Posmatra se eksperiment koji ima n > 1 mogucih ishoda koji su podjednako verovatni.
Ukoliko nema nikakve dodatne informacije o ishodu eksperimenta, verovatnoc¢a svakog od n
mogucih ishoda iznosi %

Sada se posmatra isti eksperiment ali uz Cinjenicu da je na raspolaganju informacija da
se iz odredene grupe od m < n ishoda nije realizovao ni jedan. Sa ovom informacijom skup
mogucih ishoda eksperimenta svodi se na ukupno n — m ishoda. Verovatnoca realizacje m

ishoda za koje se zna da se nisu dogodili jednaka je nuli, dok je verovatnoca svakog od mogu-
¢ih n—m ishoda eksperimenta jednaka ﬁ Sustina je u tome da se prikupljanjem relevantnih
informacija u vezi realizacije eksperimenta mogu promeniti verovatnoce pojedinacnih ishoda.

Definicija 1.4. Neka je dat prostor verovatnoéa (Q, ¥, P) i neka su dati dogadaji
A, B € F, P(B) # 0. Uslovna verovatnoéa dogadaja A pod uslovom realizacije dogadaja B
uoznaci p(A|B) definise se sa:

P(AB)

Drugim rec¢ima, ukoliko se traZi verovatnoca dogadaja A a zna se da se realizovao dogadaj B,
tada se skup svih mogucih ishoda svodi na skup B, dok se skup povoljnih ishoda za dogadaj
A svodi na skup AB.

Definicija 1.5. Neka je dat prostor verovatnoca (Q, 7, P) i neka su dati dogadaji A, B € F.
Dogadaji A i B su nezavisni ako vaZi da je

P(AB) = P(A)P(B).

Kao Sto je navedeno u definiciji 1.4., verovatnoc¢a nekog dogadaja moZe se promeniti ukoliko
je poznato da se u slucajnom eksperimentu realizovao neki drugi dogadaj.

Ako se sada umesto dogadaja posmatraju sluc¢ajne promenljive i njihove raspodele mogu se
izvesti slicni zakljuéci. Ukoliko je poznato da se u slucajnom eksperimentu realizovao neki
dogadaj tada se raspodele slucajnih promenljivih mogu razlikovati u odnosu na slucaj kada
se o ishodu slu¢ajnog eksperimenta niSta ne zna.

Definicija 1.6. Neka je data slucajna promenljiva X, neka je dat dogadaj H takav da je
P(H) # 0 i neka je B C R proizvoljan Borelov skup.

(i) Uslovna raspodela sluc¢ajne promenljive X u odnosu na dogadaj H je verovatnoca

P({X € B} N H)
P(H)

Pxn(B) = P(X € B|H) =

(ii) Uslovna funkcija raspodele slucajne promenljive X u odnosu na dogadaj H je funkcija

P({X < x}NH)
P(H)

Fxa(x) = P(X < x|H) = , X€eR
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(iii) Uslovna funkcija gustine verovatnoce slucajne promenljive X u odnosu na dogadaj H
Je funkcija x — fx\u(x), takva da vaZi:

Fypu(x) = / faudi x € R

(iv) Neka je data diskretna slucajna promenljiva X. Definise se skup S C R na sledeci
nacin: S = {x eER|IP(X = x) # 0}.
Uslovni zakon raspodele slucajne promenljive X u odnosu na dogadaj H je zakon
raspodele:

P(X = x¢|H)

, k=12...
P(H)

P(X = x|H) =

U prethodnoj definiciji navedeno je kako se definiSu uslovne raspodele u odnosu na neki
“uslovni “dogadaj.

Ukoliko se sada i taj dogadaj predstavi kao neka slu¢ajna promenljiva, dobijaju se uslovne
raspodele u odnosu na sluc¢ajnu promenljivu.

Definicija 1.7. Neka su date slucajna promenljiva X i slucajna promenljivaY koja je diskretna
i neka je B C R proizvoljan Borelov skup. Raspodela slucajne promenljive X u odnosu na
slucajnu promenljivu Y definise se kao raspodela koja pri realizaciji dogadaja {Y = y} dobija
vrednost:

P(X € BY =)

P(X€B|Y:y): P(Y =)

U prethodnim definicijama uslovna verovatnoda i uslovne raspodele definisane su u odnosu
na dogadaje koji su pozitivne verovatnoce.

Sada su date dve neprekidne sluCajne promenljive X i Y i poznata je njihova zajednicka
raspodela.

Definicija 1.8. Neka su date neprekidne slucajne promenljive X i Y koje su koncentrisane na
skupovima D, i Dy koji su unije najvise prebrojivo mnogo disjunktnih otvorenih intervala i
neka su njihove funkcije gustine verovatnoce f, i f, neprekidne i pozitivne.

Neka je zajednicka funkcija gustine verovatnoce f(x,y) neprekidna po svakoj promenljivoj
posebno za x € Dy iy € D,,.

(i) Uslovna funkcija raspodele slucajne promenljive X u odnosu na dogadaj {Y = y} je
funkcija:
AR

—e0 Jr(¥)

(ii) Uslovna funkcija gustine verovatnoce slucajne promenljive X u odnosu na dogadaj
{Y =y} jefunkcija:

P(X<x|Y=y)= du

f(x,y)
fr(y)

fX|Y(x’ y) =
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Definicija 1.9. Preslikavanje X : Q — R" zove se n-dimenzionalna sluc¢ajna promenljiva
ako je zadovoljeno da za svako S € B" vaZi:

X (S)eF
tada se kaZe da je X F -merljivo.

Definicija 1.10. Vremenska serija je familija slucajnih promenljivih uredenih u odnosu na
vreme.

Definicija 1.11. Vremenska serija {y;} je slabo stacionarna ako :
I' E(yf) =K Vt
2. Cov(ry, ri—1) = y;, za proizvoljan brojl e N i Vt

Definicija 1.12. Slucajni (stohasticki ) proces je familija slucajnih promenljivih
{X;(w) : t € T, w € Q} definisanih nad istim prostorom verovatnoca (Q, F, SD),
gde je T indeksni skup.

Parametar t € T se u sluc¢aju da je T C R obic¢no interpretira kao vreme.

Ako se fiksira t € T, tada X;(Q) predstavlja slucajnu promenljivu definisanu na skupu
elementarnih dogadaja Q. Ukoliko se fiksira w € Q tada skup vrednosti slu¢ajnih promenlji-
vih postaje funkcija skupa indeksa 7'.

Postoji viSe nacina da se definiSe indeksni skup. U zavisnosti od toga kako se definiSe
ovaj skup dobijaju se razliciti slucajni procesi. Naime, akoje 7T =R ili T CR onda
je sluc¢ajni proces definisan sa neprekidnim parametrom.

Sa druge strane, ako je skup 7" skup celih ili prirodnih brojeva, onda se slu¢ajni proces naziva
slucajan proces sa prekidnim (diskretnim) parametrom.

Definicija 1.13. Slucajni proces {X,;},t € T naziva se Markov-ski proces ako (VYn € N) i za
svaki niz tacaka iz skupa T, s; < so < ... < s, < t vaZi sledece:

P(Xt € BlXYp XSZ’ R Xsn) = P(Xl‘ € B|X€n)

za svaki Borelov skup B.

Ako se trenutak ¢, interpretira kao sadaSnjost, smisao navedene definicije je da buducnost za-
visi od proslosti samo preko sadaSnjosti. Drugim re¢ima, celokupna informacija iz proslosti
procesa X; koja utice na buduénost tog procesa sadrzana je u sadaSnjosti. Ako se zna sadasnja
vrednost, tada poznavanje prethodne istorije procesa nije neophodno. Odnosno, Markov-ski
procesi su slucajni procesi sa osobinom da sledeée stanje procesa zavisi samo od sadasSnjeg
stanja.

Markov-ski lanci su posebna vrsta Markov-skih procesa gde se proces moZe nalaziti samo
u kona¢nom broju stanja. Markov-ski lanaci predstavljaju korisan alat u statistickom mode-
liranju u prakti¢éno svim poljima primenjene matematike.
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U praksi je veoma Cesto potrebno odrediti nepoznate parametre odgovarajuce raspodele. To
se postiZze upotrebom funkcije verodostojnosti.

Neka je X slu¢ajna promenljiva koja ima N(u, 0-?) raspodelu. Neka je dat uzorak vrednosti
slucajne promenljive X i treba proceniti kolike bi mogle biti najverovatnije vrednosti para-
metara y i 0-2. Ovaj problem dovodi do funkcije verodostojnosti. Za razliku od verovatnoée
koja se koristi da proceni nepoznate ishode na osnovu poznatih parametara, verodostojnost
se koristi da se procene nepoznati parametri na osnovu poznatih ishoda.

U opstem slucaju dat je vektor x, vektor parametara 0 i zajednicka funkcija gustine ve-
rovatnoce (odnosno raspodele u slucaju da je slucajni vektor diskretan) f(x|0). Za razlicite
vrednosti vektora parametara dobijace se razliCite funkcije gustine verovatnoée x — f(x|0),
tj. od vrednosti vektora parametara zavisi¢e u kojim tackama prostora vektora slu¢ajnih pro-
menljivih ¢e funkcija gustine verovatnocée imati koje vrednosti, odnosno, koje su verovatno-
¢e da ¢e vektor slucajnih promenljivih imati odredene vrednosti. Ukoliko se sada funkcija
f shvati kao funkcija svog drugog argumenta 0, pri ¢emu je prvi argument X poznat, dobija
se funkcija verodostojnosti @ — f(x|0) u oznaci £(0|x) (slovo L poti¢e od engleske reci
"likelihood").

Definicija 1.14. Neka je data zajednicka funkcija gustine raspodele f(x|0) vektora slucajnih
promenljivih X u zavisnosti od vektora parametara 0.

Funkcija verodostojnosti vektora parametara 0 za fiksno x u oznaci L(0|x) je funkcija f(x|0)
posmatrana kao funkcija svog drugog argumenta.

U slucaju da je dat uzorak od n > 1 medusobno nezavisnih vrednosti slu¢ajnog vektora,
funkcija verodostojnosti vektora parametara dobija se kao proizvod pojedinacnih funkcija
verodostojnosti, tj.

L(OX) =x1, X0 =Xo,..., X, = X,) = f(x110)/(x2(0) . .. f(x,]0)

1.2 Motivacija

U modernoj ekonomskoj literaturi gotovo je nemogucée govoriti o bilo kakvom vidu

poslovanja a da se u obzir ne uzmu rizici i posledice koje oni mogu doneti. UopSteno
govoredi rizik se definiSe kao neizvesnost buduceg ishoda. Jedan od najpoznatijih oblika
jeste trzisni rizik ili neizvesnost u promenama cena akcija. Smatra se da je trZiSni rizik
najvedi rizik koji je prisutan u investicionom poslovanju akcijama. Najc¢es¢i uzroci promena
cena su nesklad u ponudi i potraznji na trZistu i promena kamatnih stopa.
Sa druge strane, trZi$ni rizik je najlakSe identifikovati i kvantifikovati jer se cene akcija beleze
prilikom svake transakcije, a preko cena je dalje lako pratiti i prinose koje te akcije donose.
U stru¢noj terminologiji koristi se re¢ volatilnost kako bi se direktno opisao rizik promene
vrednosti akcije (ili nekog drugog finansijskog derivata). Volatilnost predstavlja procenu
vrednosti derivata, upravljanje, optimizaciju portfolija a koristi se kao mehanizam za merenje
rizika i upravljanje njime.
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Sa matematickog glediSta, volatilnost predstavlja uslovnu standardnu devijaciju prinosa, a
analiticki modeli modeli koji se koriste da bi je prikazali su ARCH i GARCH modeli. Na-
vedeni modeli su postali Siroko primenjivani u analizi podataka vremenskih serija u kojima
je prisutna heteroskedasti¢nost, tj. pojava da varijanse greSaka koje se prave nisu konstantne,
nego se menjaju tokom vremena. Osnovni cilj ovih modela jeste izu¢avanje neke od mera
volatilnosti poput standardne greske, koju je moguce koristiti pri donoSenju razlicitih fina-

nsijskih odluka, poput analize rizika, izbora portfolija ili formiranja cena hartija od vrednosti.

Americki ekonomista Robert Fry Engle III ! je prvi predstavio ovakve koncepte za pro-
veru volatilnosti u svom radu “Autoregressive Conditional Heteroskedascity With Estimates
of the Variance of UK Inflation ”. On je uocio da prethodni modeli koji su pretpostavljali
konstantnu volatilnost za predvidanje kretanja cena akcija i ostalih derivata nisu davali na-
jbolje rezultate.

Stoga je razvio nove statisticke modele, koji su pretpostavljali da cene akcija i cene ostalih
derivata imaju periodi¢no malu i visoku volatilnost i od tada su ovi modeli klju¢ni u modernoj
teoriji cena finansijskih derivata u praksi. Godine 2003., zajedno sa profesorom Clive Gran-
ger dobija Nobelovu nagradu u ekonomiji za “Metode analiziranja ekonomskih vremenskih
serija sa vremenski promenljivom volatilnoséu .

ARCH modeli se sada znacajno primenjuju i predstavljaju osnovni alat u finansijskoj ekono-
metriji [3].

Iako je ARCH model jednostavan, on Cesto zahteva mnogo parametara, kako bi se ade-
kvatno opisao proces volatilnosti prinosa aktive.

Godine 1986., Bollerslev [2] i Taylor su nezavisno jedan od drugog uopstili Engle-ov model
(Generalised AutoRegressive Conditional Heteroskedastic models ). U ovom modelu uslovna
varijansa zavisi od njenih prethodnih vrednosti, $to ¢ini model vise ekonomi¢nim. U veéini
empirijskih primena ispostavlja se da jednostavan GARCH model sa parametrima p = g = 1
moze reprodukovati dinamiku volatilnosti finansijskih podataka. Ovo je dovelo do toga da
GARCH(1,1) model postane najviSe primenjivani model, kako od strane teoretiara tako i od
strane prakticara.

PredloZena su brojna proSirenja i poboljSanja GARCH modela u cilju imitacije dodatnih
stilizovanih Cinjenica na finansijskim trziStima. Ova proSirenja prepoznaju mogucnost i va-
Znost postojanja nelinearnosti, asimetrije i dugotrajne memorije u procesu volatilnosti. Medu
tim proSirenjima navodi se popularni eksponencijalni GARCH model od Nelsona [13] kao i
GJR model koji su uveli Glosten, Jaganathan i Runkle [14]. Oba ova modela objasnjavaju
asimetri¢nu vezu izmedu prinosa akcija i promene varijanse.

'Robert Engle roden je 10.11.1942. u Sjedinjenim Americkim Drazavama. Diplomirao je fiziku 1964.
godine na koledzu Wililiams, dok je 1969. doktorirao iz oblasti ekonomije.Clan je Americke akademije nauka
i umetnosti, kao i DruStva ekonometri¢ara. Engle-ov najveéi doprinos je upravo otkri¢e metoda za analizu
nepredvidjivih kretanja cena na trZiStu i kretanja kamatnih stopa, tj. uvodenje odelakoji na vrlo dobar nacin
uspevaju da,sa odredenom preciynoscu, predvide o prate put kretanja cene akcija.
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2 Bayes-ovska statistika

Po misljenju velikog broja statistiCara, postoje dva medusobno iskljuujuca pristupa
analizi podataka. Prvi pristup je klasicna ili frekvencionisticka teorija koja koristi intervale
poverenja i testiranje hipoteza. Klasi¢na teorija se najviSe koristi i najrasprostranjenija je u
tipicnim statistickim testovima. Drugi pristup je Bayes-ovska statistika, analiza zasnovana
na Bayes-ovoj teoremi, koja u danasnje vreme ima sve veéi broj pristalica.

Uprkos tome §to je od samog nastanka u 18. veku pa sve do danas predmet mnogih kontro-
verzi, Bayes-ovska teorija je svoju primenu nasla u prakti¢no svim oblastima nauke. U nekim
primenama kao $to su npr. prepoznavanje oblika, metodi zasnovani na Bayes-ovskoj teoriji
se koriste kao neizostavne alatke.

Osnovni princip na kome se zasniva ova teorija i koji je engleski svestenik Thomas Ba-
yes predstavio u svojoj ¢uvenoj formuli, jeste da se prikupljanjem informacija iz realizovanih
dogadaja koriguju verovatnoce uspostavljene na osnovu ranijih pretpostavki, iskustva i sa-
znanja.

Ovo poglavlje predstavlja uvod u Bayes-ovu statistiku [6].

2.1 Bayes-ova analiza

Naucno istraZivanje je iterativni proces integracije i akumuliranja informacija. Istra-
Zivaci ocenjuju trenutno znanje o problemu koji se izucava, sakupljaju nove podatke da bi
pronasli odgovore na preostala pitanja i potom aZuriraju i oplemenjuju svoje razumevanje da
bi povezali i nove i stare podatke. Bayes-ova analiza daje logican i kvalitetan okvir za ovaj
proces.

Izraz “Bayes-ov “odnosi se na sveStenika Thomas-a Bayes-a. Razvoj teorije verovatnode
na pocetku 18. veka iznedrio je odgovor na pitanja u vezi sa kockanjem. Pojavio se problem
poznatiji kao pitanje obrnute verovatnoce. Matematicari tog vremena znali su kako da pro-
nadu verovatnocu da ¢e, na primer ¢etvoro ljudi iz skupa od 60 ljudi starosti 50 godina, umreti
u datoj godini ukoliko je poznata verovatnoca umiranja za svakog od njih. Ali nisu znali
kako da izracunaju verovatnocu da ¢e jedan pedesetogodi$njak umreti na osnovu opservacije
da je umrlo Cetvoro od njih 60. Odgovor na ovo pitanje dao je Thomas Bayes u radu koji
je objavljen 1763. godine, godinu dana nakon njegove smrti. Bayes je bio sveStenik, kao i
veliki broj obrazovanih ljudi toga vremena, samouki nau¢nik i matematicar. Njegovo reSenje
poznato kao Bayes-ova teorema predstavlja temelj modernog Bayes-ovog pristupa analaizi
svih vrsta podataka.
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2.2 Thomas Bayes

Slika 2.1: Thomas Bayes

Thomas Bayes (Tomas Bejz) (1702. - 1761.) je prvi matematicar koji je induktivno
koristio verovatnocu i ustanovio matemati¢cku osnovu za analizu verovatnoée (sredstva ana-
lize, verovatnocu da ¢e se dogadaj realizovati u budu¢im ponavljanjima na osnovu broja
ponavljanja u kojima se dogadaj nije realizovao).

Svoje pronalaske u vezi sa verovatno¢om naveo je u eseju “An Essay Towards Solving a
Problem in the Doctrine of Chances ”(1763.), koji je posthumno objavljen u radu “Filozofske
transakcije Londonskog kraljevskog udruzenja .

Poznato je da je za Zivota objavio dva dela, jedno teoloSko i jedno matematicko, koja su
u originalu nazvana:

* “Divine Benevolence, or an Attempt to Prove That the Principal End of the Divine Provi-
dence and Government is the Happiness of His Creatures ”(1731.)

* “An Introduction to the Doctrine of Fluxions, and a Defence of the Mathematicians Against
the Objections of the Author of The Analyst *(1736.)

Thomas Bayes roden je 1702. godine u Londonu. Bayes je bio sin sveStenika Joshua Bayes-a
(DZoSa Bejza) nekonformistickog sveStenika. Godine 1719. upisao se na Univerzitet u
Edinburgu, gde je izucavao teologiju i logiku. Smatra se da je primljen u Kraljevsko drustvo
zbog rasprave u kojoj je 1736. godine branio stavove i filozofiju Isaac-a Newton-a (Isaka
Njutna). U svojima kasnim godinama pokazao je veliko interesovanje za verovatnocu.
Umro je 1761. godine u Engleskoj u Bunhill Fields (poljima Banbhil).

Doprinosi Thomas-a Bayes-a postali su besmrtnosti nakon Sto je fundamentalna propozi-
cija verovatnoce nazvana po njemu, Bayes-ovo pravilo.
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2.3 Bayes-ova paradigma

Bayes-ov pristup pretpostavlja da su samo trenutno posmatrani podaci relevantni za ana-
lizu i da je raspodela populacije ta koja je promenljiva. Nepoznati parametar koji se posmatra
je 6, a ono §to je poznato je funkcija raspodele p(6), koja izraZava nase trenutno relevantno
miSljenje o tome da su razne moguce vrednosti za 6 stvarne vrednosti. Ovo se zove priorna
raspodela zato §to predstavlja stanje naSeg znanja pre nego Sto se izvede eksperment ili pre
nego Sto se vide podaci dobijeni iz eksperimenta.

Priorna raspodela verovatnoca parametra 6 je raspodela verovatnoc¢a koja predstavlja nase
miSljenje o tom parametru pre nego $to se uzmu u obzir neki podaci.

Kada je nejasno ili ako slucajna promenljiva moze biti apsolutno neprekidna, diskretna
ili meSovita, koristi se izraz funkcija raspodele. U formulama, u skladu sa tipom raspodele,
integrale treba zameniti sa sumama.

Odredivanje priorne raspodele oduvek je predstavljalo Siroko rasprostranjenu barijeru za
prihvatanje Bayes-ovog metoda. Gotovo je sigurno da nase iskustvo daje neki uvid u moguce
vrednosti za parametar, pre nego Sto se prvi podatak opazi. Ono $to je komplikovano jeste
prevodenje ovakvog znanja u raspodelu verovatnoce.

Zbog poteskoce pronalaska priorne raspodele koja je ubedljiva (treba ubediti druge da su nasa
priorna miSljenja validna) i moguénosti da zapravo ne postoji formalno nikakvo misljenje,
pojam priorne raspodele moze se oslabiti. U skladu sa tim u praksi se koriste neispravna i
neinformativna priorna raspodela.

Neispravna priorna raspodela je ona Cije su verovatnoce nenegativne ali im je suma (integral)
beskonac¢na. Na primer, uniformna priorna raspodela na realnom intervalu je neispravna pri-
orna raspodela.

Pored neispravne Cesto se koristi i neinformativna priorna raspodela.

Priorna raspodela je neinformativna ako ima minimalan uticaj na posteriornu raspodelu pa-
rametra 6. Drugi naziv za neinformativnu priornu raspodelu je nejasna ili difuzna. Mnogi
statistiCari favorizuju ovu priornu raspodelu jer se pokazalo da je mnogo objektivnija. Mnoga
istaZivanja bazirala su se na odredivanju neinformativne ili nejasne priorne raspodele. Njena
svrha je da reflektuje minimalno znanje. Ne postoji univerzalni dogovor za formiranje ne-
informativne priorne raspodele. Medutim, postoji dogovor da je odgovarajuca neinforma-

tivna priorna raspodela za skalirani parametar  p(6) = 7 6 > 0.

Drugi pojam je funkcija raspodele  f(y|#). Ona opisuje relativhu verodostojnost da ce
se razne vrednosti y realizovati izvodenjem eksperimenta u slucaju da je 6 konkretna vre-
dnost parametra. Ona se joS naziva raspodela modela i zajednicka je i za Bayes-ovu i za
klasi¢nu analizu.

Treba napomenuti da je moguce da i y i 8 budu vektori, gde su y vrednosti iz uzorka, a 6
skup nepoznatih parametara.
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Definicija 2.1. Raspodela modela je funkcija raspodele prikupljenih podataka ako je data
odredena vrednost parametra. Medutim, konzistentno sa Bayes-ovom notacijom, raspodela
modela se oznacava sa

fF10)

gde je koriscena vektorska notacija za 'y da ukaZe da se ovde pojavljuju svi podaci.

Sada se prelazi na koncept viSedimenzionalne statisticke analize.
Ako vektor opservacija 'y = (y;...y,) ¢ine medusobno nezavisne, jednako raspodeljene
slu¢ajne promenljive, onda je:

JF¥10) = f(1l6) - - - £ (yul6).

Definicija 2.2. Zajednicka raspodela za (y, 0) definisana je funkcijom raspodele:

J0.0) = f0)p(6).

Definicija 2.3. Marginalna raspodela za y ima funkciju raspodele 2

£0) = / FO16)p(6)de.

Sledeci pojam je klju¢ni rezultat Bayes-ove analize. Posteriorna raspodela govori kako se
menjalo naSe misljenje o parametru, odnosno predstavlja nase revidirano misljenje o 6 nakon
Sto su analizirani rezultati eksperimenta. Ova posteriorna raspodela sadrZi svo nase znanje o
nepoznatom parametru nakon dobijenih podataka kao Sto je i priorna raspodela ranije sadrzala
nase predznanje.

Definicija 2.4. Posteriorna raspodela je uslovna raspodela parametara 6 u odnosu na dobi-
Jene podatke. Oznacava se sa:

p@ly).

Definicija 2.5. Za priornu raspodelu kaZe se da je konjugovana priorna raspodela za dati
model ako je rezultirajuca posteriorna raspodela iz iste familije kao i priorna raspodela (ali
verovatno sa drugacijim parametrima,).

Na primer, ako je funkcija verodostojnosti binomna, konjugovana priorna raspodela
parametra 6 je beta raspodela, sledi da je i posteriorna raspodela takode beta raspodela. Ili na
primer, ako je fukcija verodostojnosti gausova, izbor gausove priorne raspodele osigurava da
posteriorna raspodela takode bude gausova. To znaci da je gausova raspodela konjugovana
priorna raspodela za funkciju verodostojnosti, koja je takode gausova.

2U slucaju da ima vise od jednog parametra ovo ¢e biti viSestruki integral

11
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Teorema 2.1. (Neprekidna verzija Bayes-ove formule) Neka su date slucajne promenljive X
1Y koncentrisane na skupovima D, i Dy respektivno. Tada Vx € D,,Vy € D, vaZi sledece
tvrdenje:

fy)  frixOlo)fx(x)  frix(v1x) fx(x)

e o MR oo B S, rix Gl feyds”

Primenjujucu teoremu 2.1. na pojmove koji su definisani u nekim od prethodno navedenih
definicija dobija se sledeca klju¢na teorema, koja se u ovom radu koristi i na kojoj su zasno-
vane Bayes-ove ocene parametara.

Teorema 2.2. Posteriorna raspodela parametra 0 je odredena gustinom:

fol0p©)
[ f&10)p(6)do

p(6ly) =

2.4 Bayes-ovsko zakljucivanje

Kao i u klasi¢nom pristupu zakljucivanja, Bayes-ova ocena pretpostavlja vektor opse-
rvacijay = (yy, ..., yr), dimenzije T X 1 opisanih preko funkcije raspodele p(y|#). Parame-
tar 0 € O sluzi kao indeks familije mogucih raspodela za observacije. To moZe biti skalar,
vektor, matrica ili ¢ak niz matemati¢kih objekata. Radi jednostavnosti, § ¢e se posmatrati
kao d-dimenzionalni vektor, dakle § € ® C R¥.

Razlika izmedu Bayes-ovog i klasi¢nog pristupa lezi u matematickoj prirodi 6. U klasi-
¢nom okviru, pretpostavlja se da postoji tacna i fiksna vrednost parametra 6. Za razliku od
frekvencionistickog pristupa, u kojem se nepoznati parametar tretira kao broj, u Bayes-ovom
pristupu nepoznati parametar 6 je slu¢ajna promenljiva sa datom priornom raspodelom u
oznaci p(6). Priorna raspodela je odredena pomocu parametara koji se zovu hiperparametri,
za koje se inicijalno pretpostavlja da su poznati i konstantni. Stavise, u zavisnosti od pre-
thodnih informacija istrazivaca, ova raspodela moZe biti viSe ili manje informativna. Za-
tim, kori$¢enjem funkcije verodostojnosti, L(68]y) = p(y|6), priorne raspodele i Bayes-ove
formule dobija se posteriorna raspodela parametra 6:

L(0]y)p(6)
Jo L©1y)p(6)do

p@ly) = 2.1

Ova posteriorna raspodela je kvantitativan, probabilistic¢ki opis znanja o parametru 6 nakon
dobijanja podataka. Posteriorna raspodela predstavlja uslovnu raspodelu parametra 6 ako je
dat realizovan uzorak y [1].

12
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Samo ime “posteriorna raspodela “nagoveStava ulogu p(f|y). Kao $to priorna raspodela
predstavja informacije o 6 pre eksperimenta, tako p(8]y) predstavlja informacije o 6 nakon
dobijenog realizovanog uzorka y. Drugim recima, posteriorna ocena kombinuje priorne i-
nformacije o 6 i informacije o 8 koje su sadrZzane u realizovanom uzorku y kako bi se dobila
konacna slika o 8. Dakle, implicitno se pretpostavlja da vaZi princip verdostojnosti, tj. pre-
tpostavlja se da su sve uzoracke informacije o 6 sadrzane u £L(6|y) (za dati vektor y).

Bayes-ovski pristup ocenjivanju parametara koristi¢e se u odredivanju nepoznatih parametara
GARCH modela, $to je i predmet ovog master rada. Najpre ¢e se usvojiti priorne raspodele za
nepoznate parametre, a onda ¢e se na osnovu Bayes-ove formule i podataka dobiti posteriorne
raspodele nepoznatih parametara. Kao ocenu vrednosti parametara uzimace se vrednosti u
kojima njihove posteriorne raspodele dostiZu maksimum. Takode ¢e se videti i uticaj izbora
priornih raspodela parametara na njihovu ocenu.

Postoje tri glavna problema u vezi sa Bayes-ovskim zaklju¢ivanjem.

Jedan je izbor priorne raspodele. Osnovni razlog za kritiku Bayes-ovskog zakljucivanja
jeste priorna verovatnoca, odnosno priorna raspodela koja se usvaja na osnovu postojecih
saznanja. Ovo je aspekt Bayes-ove analize koji se najcesce kritikuje, sa prigovorom da li¢na
priroda ove raspodele uklanja objektivnost, koja se o¢ekuje od nau¢nog istrazivaca. Naime,
kriti¢ari Bayes-ovske teorije isti¢u da pogreSna ubedenja sadrZzana u priornim raspodelama
mogu prili¢no uticati na posteriorne verovatnoce, odnosno, raspodele. Ukoliko su naSa pri-
orna ubedenja dosta razlicita od realnosti, ¢ak i pri velikom broju ponavljanja eksperimenta
Ciji rezultati sugeriSu da naSa priorna saznanja nisu dobra, uticaj priorne raspodele moze biti
dominantan u formiranju posteriorne raspodele.

Teorijski, ponavljanjem sluc¢ajnog eksperimenta veliki broj puta, postiZe se konvergencija
posteriorne raspodele ka raspodeli koja odgovara realnosti, ali ponekad je neophodan jako
veliki broj ponavljanja da bi se dobila zadovoljavajuca ta¢nost posteriorne raspodele. Ovo
je nepovoljno sa stanovista efikasnosti, odnosno vreme neophodno za ponavljanje slu¢ajnog
eksperimenta ovako veliki broj puta moze biti znatno vece od onog koje je na raspolaganju.
Zbog toga je izbor priorne raspodele veoma vaZan faktor o kome treba voditi racuna.

Cesto je pogodno izabrati konjugovanu priornu raspodelu sa funkcijom verodostojnosti. To
je raspodela koja dovodi do posteriorne raspodele, koja pripada istoj familiji raspodela kao i
priorna. U sustini, konjugovana priorna raspodela dopusta posteriornoj raspodeli da se po-
javi bez numericke integracije. U mnogim sluc¢ajevima, malo je verovatno da je konjugovana
priorna raspodela adekvatna reprezentacija prethodnog oblika znanja. U takvim slucaje-
vima jednacina 2.1 je analiticki nepouzdana, stoga su potrebne asimptotske aproksimacije ili
Monte Carlo metode. Deterministicke tehinke mogu pruZiti dobre rezultate za modele malih
dimenzija. Medutim, kada dimenzije modela postanu velike, simulacija je jedini nacin da se
aproksimira posteriorna raspodela.

Drugo je izbor modela. Ovaj problem nije niSta drugaciji od onog sa kojim se susrecu
svi analiticari.

Nakon $to se odredi priorna raspodela i izabere model, analizu Cini evaluacija odgovara-
jucih izraza. lako formule izgledaju jednostavno, integrali koji se koriste su veoma cCesto
komplikovani za izraCunavanje. Za jednog Bayes-ovog analiticara od suStinske vaznosti je
da ume da izvede viSestruku numericku integraciju. Za reSavanje ovog problema do sada je
razvijen veliki broj tehnika. Medutim jedna tehnika koja je danas Siroko rasprostranjena je
Markov Chain Monte Carlo simulacija.
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3 Markov Chain Monte Carlo metod

Ideju MCMC biranja uzorka prvi put su predstavili Metropolis, Rosenbluth i Teller a
kasnije je generalizovao Hastings [7].
MCMC ("Markov Chain Monte Carlo") metode predstavljaju klasu algoritama koji se koriste
za generisanje uzoraka slucajnih promenljivih sa Zeljenom raspodelom. U MCMC metodu
se konstruiSu Markov-ski lanci koji kao svoju ravnoteznu raspodelu imaju raspodelu iz koje
Zelimo da uzmemo uzorak. Najc¢eSc¢a primena ovih metoda je u statistickoj fizici, biologiji
i lingvistici. Ovde ¢e biti predstavljena primena MCMC metoda u kontekstu Bayes-ovskog
ocenjivanja nepoznatih parametara modela finansijske matematike.

MCMC je metoda generisanja Markov-skih lanaca koji imaju osobinu da im je ravnote-
Zna raspodela jednaka nekoj raspodeli Ciji se uzorak generiSe. Pretpostavlja se da se generiSe
uzorak raspodele, u opStem slucaju, nekog slucajnog vektora. MoZe se pokazati da za gene-
risanje uzorka ovakve raspodele nije neophodno da se generiSe ceo slucajni vektor odjednom
ve¢ da je dovoljno da se u jednom trenutku generiSe samo jedna komponenta slucajnog
vektora. Ovo tvrdenje iskazano je u sledecoj teoremi.

Teorema 3.1. (Clifford-Hammersley-eva teorema) Neka je data zajednicka funkcija raspodele
f(6, X|Y). Tada je ova raspodela u potpunosti odredena, tzv. potpunim uslovnim raspodelama
f(O|X,Y)i f(X]|0,Y) (eng. complete conditionals).

Znacaj tvrdenja ove teoreme je u tome Sto je mnogo lakSe generisati uzorak slucajne pro-
menljive sa zadatom raspodelom, nego sluc¢ajnog vektora. U mnogim slucajevima f(6, X|Y)
moZe biti izuzetno komplikovana viSedimenzionalna i prakti¢no je neizvodljivo direktno ge-
nerisati uzorke iz ove raspodele. Medutim, na osnovu Clifford-Hammersley-eve teoreme
MCMC algoritmi reSavaju ovaj problem tako Sto razbijaju zajednicku funkciju raspodele na
njene potpune uslovne raspodele. Ovo je velika prednost MCMC metoda u odnosu na druge
metode koji ne mogu da se uspe$no nose sa ovim problemom.

MCMC metod biranja uzorka obezbeduje biranje uzoraka iz viSedimenzionalnih gustina
raspodela, razlaZudi ih na raspodele manjih dimenzija, sa kojima je lakSe raditi. Deo naziva
"Monte Carlo", navedenog metoda, ukazuje na proces slucajne simulacije, dok deo naziva
"Markov Chain"ukazuje da se element uzorka iz posteriorne raspodele bira na osnovu pre-
thodno izabranog elementa.

Straterija uzorkovanja MCMC se oslanja na konstrukciju lanca Markova sa realizacijama
o0l gl gl . u prostoru parametara ®. Pod odgovarajuéim uslovima regularnosti,
asimptotski rezultati garantuju da kada j teZi ka beskonacnosti, tada 81 u raspodeli teZi
slu¢ajnoj promenljivoj Cija je gustina p(f|y). Stoga se realizovane vrednosti lanca mogu
koristiti za izvodenje zakljucka o zajednickoj posteriornoj raspodeli. Sve $to je potrebno su
algoritmi za konstrukciju odgovarajucih lanaca. MCMC algoritmi mogu se grubo podeliti
na dve grupe. To su Gibbs-ovi algoritmi i Metropolis-Hastings algoritmi. Ovi algoritmi su
danas neophodan alat za izvodenje realisticnog Bayes-ovog zakljucivanja.
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3.1 Gibbs-ov algoritam

Gibbs-ov algoritam je tehnika MCMC biranja uzorka koja se najcesce koristi. Ako
su potpune uslovne raspodele poznate u zatvorenoj formi i ako se iz njih mogu direktno
uzimati uzorci koristi se Gibbs-ov algoritam. Ovaj algoritam je zasnovan na sukcesivnom
generisanju uslovne raspodele p(6;|60+i,y), tj. posteriorne raspodele i-tog elementa vektora
0 =(61,...,04), pod uslovom da su dati svi ostali elementi, gde elementi vektora & mogu
biti sklari ili podvektori. U praksi, uzorkovanje se radi na sledeci nacin:

1. Postavljanje iteracije brojaca lanca na j = 1 i postavljanje pocetne vrednosti
9[0] — (9[0] 9[0])1
L0,

2. Generisanje nove vrednosti 81! preko 6/~!1 pomocu sukcesivno generisanih vrednosti

' 1
6 ~ p(e116Y, M, y)

' i1 li-1 -1
01 ~ po 1641, 0V71, . 61 y)

95{ e p(HdIGEZE,, y)

3. Promeniti broja¢ j na j + 1 i vratiti se na korak 2 sve dok konvergencija ne bude
dostignuta

Drugim rec¢ima, Gibbs-ov algoritam podrazumeva biranje uzorka iz uslovne raspodele za
svaki parametar posebno, uzimajuci u obzir tekuce vrednosti svih ostalih parametara i dobi-
jenih podataka. Opisani postupak se cikli¢no ponavlja. Svako ponavljanje naziva se iteracija
Gibbs-ovog algoritma, dok se svaka nova dobijena vrednost parametra naziva aZurirana vre-
dnost.

Kako se broj iteracija povecava, lanac se pribliZava svojoj stacionarnoj raspodeli. Dovoljni
uslovi za konvergenciju Gibbs-ovog algoritma dati su u Roberts i Smith [9]. Ovi dovoljni
uslovi omogucuju dobro definisanje svake potpune uslovne raspodele. Iako su ovo samo
dovoljni uslovi za konvergenciju Gibbs-ovog algoritma, oni su izuzetno slabi ali zadovoljeni
u vecini aplikacija.

Gibbs-ov algoritam je najprirodniji izbor MCMC strategije biranja uzorka kada se iz potpunih
uslovnih raspodela mogu lako generisati uzorci. Kada je izraz p(6;|04;, y) nestandardan, tada
se koristi M-H uzorkovanje kao Sto je prikazano u narednom odeljku.
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3.2 Metropolis-Hastings algoritam

Neki slozeni Bayes-ovski problemi ne mogu se resiti korisS¢enjem Gibbs-ovog algoritma.
U mnogim situacijama, bar jedna od potpunih uslovnih raspodela se ne¢e moci birati direktno.
Tada se mora primeniti Metropolis-Hastings algoritam (M-H algoritam). To je u slu¢aju kada
se zajednicka gustina raspodele ne moZe prikazati kao proizvod potpunih uslovnih raspodela
ili kada je nepoznat oblik potpune uslovne gustine. Ovaj algoritam predlaZe kandidata za
izbor iz predloZene raspodele, a zatim se kandidat prihvata kao uzorak ili ne prihvata na
osnovu definisanog kriterijuma.
Algoritam se sastoji od sledecih koraka:

1. Postavljanje brojata iteracije na j = 1 i postavljanje pocetne vrednosti uzorka 1%
2. Pomeriti lanac na novu vrednost 8* generisanu iz predloZene raspodele g(e|0l/~11)

3. Izraunati verovatnoéu prelaska sa vrednosti 6~ na 6* datu sa:

. { p@*ly) q(6V=Y6%) }
min " X ’1
p(6li-ly) g(6*|0Li—1)

Ako je prelazak prihvaéen, postaviti 871 = 6*, ako nije postaviti 1] = 9l/~1 tako da
se lanac ne pomera

4. Promeniti broja¢ j na j + 1 i vratiti se na korak 2 sve dok konvergencija ne bude
dostignuta

Kao i u Gibbs-ovom algoritmu, lanac se pribliZava svojoj ravnoteznoj raspodeli kada broj
iteracija raste.

Implementacija M-H algoritma zahteva uzimanje uzorka iz predloZene raspodele i izracuna-
vanje verovatnoce sa kojom se kandidat prihvata. Ovaj algoritam razbija raspodelu, iz koje
nije moguce uzeti uzorak, na dva dela. Prvi deo je predloZena raspodela iz koje se izvlace
kandidati a drugi deo je odredivanje verovatnoée prihvatanja kandidata za Sta se koristi ori-
ginalna raspodela iz koje se generiSe uzorak.

Generalni savet je da predloZene raspodele trebaju Sto viSe da “li¢e” na raspodele koje se
generiSu. Takode je preporucljivo da predloZene raspodele imaju veliku varijansu.

Ako se izabere simetri¢na predloZena raspodela, tj. ¢(8/1|6*) = ¢(6*|6l)), verovatnoca
prelaska M-H algoritma se redukuje na:

. {p(Q*Iy) 1}
mny—————,
p(6lilly)

tako da se predloZena raspodela ne mora ocenjivati. Ova jednostavnija verzija M-H algoritma
poznata je kao Metropolis algoritam. Specijalni slucaj sastoji se od predloZene raspodele
koja zavisi samo od rastojanja izmedu 6* i 01, tj. ¢(6*|16U~1) = ¢(6* — 9~11). Dobijeni
algoritam naziva se slucajni hod Metropolis algoritma.
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Na primer, ¢ bi moglo imati multivarijantnu normalnu raspodelu sa o¢ekivanjem /=1 i &ija
je kovarijansna matrica kalibrirana da preuzme korake koji su razumno blizu 8/~ tako da
verovatnoca prelaska uzorka nije suvise niska, ali sa dovoljno velikom veli¢inom koraka da
obezbedi dovoljno istraZivanje prostora parametara. Nedostatak ove metode je to da nije
putpuno automatska jer je potrebno da matrica kovarijansi bude pazljivo odabrana.

Jo§ jedan poseban slucaj M-H algoritma je nezavisni M-H algoritam, u kojem se predloZene
raspodele generi$u nezavisno od trenutne pozicije u lancu, tj. ¢(8*]61~1) = ¢(6%). Ovaj
algoritam se Cesto koristi sa normalnom ili studentovom-¢ raspodelom ¢iji se momenti oce-
njuju iz prethodnog niza MCMC algoritma. Ovaj pristup radi dobro za unimodalne poste-
riorne raspodele ali moZe biti vrlo neefikasan ako je posteriorna raspodela asimetri¢na ili
multimodalna.

Na kraju, primecuje se da je u obliku M-H algoritma koji je predstavljen, vektor 6 azu-
riran u celini u svakoj iteraciji tako da se svi elementi istovremeno menjaju. Medutim,
takode se moZe razmatrati algoritam po komponentama gde svaku komponentu generiSe
njena sopstvena predloZena raspodela. Zapravo, Gibbs pripada ovoj klasi uzorkovanja gde
se svaka komponenta aZurira sekvencijano i gde su predloZene raspodele uslovne. U ovom
sluc¢aju uvek se prihvataju nova izvla¢enja. M-H algoritam se Cesto koristi zajedno sa Gibbs
algoritmom za one komponente od 6 koje imaju uslovnu raspodelu, koja se ne moze direkno
odabrati.

3.3 Ponasanje MCMC output-a

U prethodnim poglavljima prikazano je gradenje blokova za standardni MCMC algori-
tam. U ovom poglavlju prikazuju se pitanja vezana za njihovu prakti¢nu primenu. Narocito,
komentarisaée se nacin na koji moZe da se proceni njihova konvergencija, metod pomocu ko-
jeg se moZe racunati autokorelacija u lancima i kako se mogu dobiti karakteristike zajednicke
posteriorne raspodele MCMC output-a.

Postoje razlicite statistike za procenu konvergencije MCMC output-a. Osnovna ideja ve-
¢ine njih je uporedivanje momenata odabranih parametara na razli¢itim delovima lanca.
Alternativno, moZe se porediti nekoliko nizova izvucenih iz razlicitih polaznih tacaka i pro-
veravati da li se mogu razlikovati kako se broj iteracija povecava. Koristi¢e se metodologija
zasnovana na analizi varijanse koju su razvili Gelman i Rubin [8]. Preciznije, pribliZzna
konvergencija se dijagnostikuje kada varijansa izmedu razli¢itih nizova nije veca od varijanse
unutar svakog pojedin¢nog niza. Pored dijagnostickih testova, Cesto je pogodno proveravanje
konvergencije crtanjem, parametri se crtaju iznad iteracija (tragovi), kao i kumulativna ili
srednja vrednost crteZa. Sto se ti¢e greske Monte Carlo simulacija klju¢no je razumeti da
izvlacenja generisana MCMC metodom nisu nezavisna. Autokorelacija proizilazi ili iz Cinje-
nice da novo izvlacenje zavisi od prethodne vrednosti lanca ili iz ¢injenice da se stari element
duplira. Prilikom procene preciznosti ocenjivaca treba se oslanjati na tehnike ocenjivanja
koje uzimaju u obzir ovu autokorelaciju.
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U nastavku bice ocenjena numeric¢ka standardna greska, odnosno varijacije ocena koje se
mogu ocekivati, ukoliko bi simulacije bile ponovljene. Nakon izvrSavanja Markovog lanca
i njegove konvergencije ka stacionarnoj raspodeli na raspolaganju je uzorak {9[1']}1!:1 iz
zajednicke posteriorne raspodele p(6]y). Na taj nacin moZe se aproksimirati posteriorno
ocekivanje bilo koje funkcije £(6) parametara modela:

Egyl£0)] = /@ £(O)p(6ly)do 3.1

usrednjavanjem preko uzoraka iz posteriorne raspodele dobija se sledece:
1<
e _ _ gl/]
£=7 ;:1 £(6Y7)

Prema Zakonu velikih brojeva 3 srednja vrednost uzorka & konvergira ka posteriornom oce-
kivanju ¢ak iako se izvlacenja generiSu pomoc¢u MCMC algoritma.

Neki posebni slucajevi jednacine (3.1) omogucavaju da se dobiju karakteristike zajednicke
posteriorne raspodele. Na primer,

kada je £(6) = 6 dobija se da je posteriorno ocekivanje vektor 6;

za £(0) = (6 — 6)(9 — 0) dobija se posteriorna kovarijansna matrica;

za £(0) = Iipecy, gde Iay predstavlja indikator funkciju, koja je jednaka jedinici ako ima
ogranicenje a u suprotnom je jednaka nuli, dobija se posteriorna verovatnoca skupa C.

Na kraju, ako treba da se odredi marginalna posteriorna raspodela jedne komponente od
6, to se moze oceniti pomocu histograma ili jezgra gustine uzorkovanih vrednosti.
Za razliku od toga, deterministicka numericka integracija je cesto nepouzdana [1].

3U svome najjednostavnijem obliku ovaj zakon tvrdi da se relativna verovatnoca slucajnog dogadaja pribli-
Zava verovatno¢i ovog dogadaja kada se slucajni eksperiment ponavlja veliki broj puta.
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4 Bayes-ovska ocena GARCH(1,1) modela sa normalnom
raspodelom

”Izvanredno je koliko je veliki uzorak potreban da normalna raspodela bude
tacna aproksimacija”
— Robert McCulloch i Peter E. Rossi

U ovom poglavlju zadaje se Bajesova ocena skromnog ali efikasnog GARCH(1,1) modela sa
normalnom raspodelom. Uzorkuje se zajednicka posteriorna raspodela koriste¢i aproksima-
ciju koja je predloZena od strane Nakatsuma [10, 11].

4.1 Model i priorna raspodela

GARCH(1,1) model sa normalnom raspodelom moZe se zapisati na sledeci nacin:

htl/2 za t=1,..,T
& @ NO,1) 4.1)

2
hy = ayg+ ary,_; + Bh—

Ve = &t

gde uslovi ag > 0, @1 > 01 8 > 0 obezbeduju pozitivnost uslovne varijanse i #p = yg = 0 po
konvenciji; N(0, 1) je standardna normalna raspodela. U ovom okruZenju, uslovna varijansa
h; je linearna funkcija prethodnih kvadratnih opservacija i prethodne varijanse.

U cilju zapisivanja funkcije verodostojnosti, definiSe se vektor 'y = (y;...yr) i

o = (o «ap) i pregrupiSu se parametri modela u ¥ = (a, 3). Pored toga, definiSe se
dijagonalna matrica dimenzije 7 X 7"

S = () = diag({h(y)}",)

gde je:
h(¥) = ap + 0’1)712_1 + Bhi ()

Odatle, funkcija verodostojnosti koja zavisi od ¥ moZze se izraziti na sledeci nacin:

Ly (detz)‘”zexp[ - %y’rly]
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PredlaZu se sledece priorne raspodele za parametre « i 8 prethodnog modela:

p(a) o< Na(ar|uy, Zo)l{as0
P(B) < N(B| g, Zp)lip>0

gde su u,e i X, hiperparametri, I,} indikator funkcija koja je jednaka jedinici ako postoje
ograni¢enja a nuli u suprotnom, 0 je vektor nula dimenzije 2 X 1 i N; je d-dimenzionalna
normalna raspodela (d > 1).

Pored toga, pretpostavlja se nezavisnost izmedu parametara o i 8 Sto znaci da vazi

p(¥) = p(a)p(B).

Zatim se konstruiSe zajednicka posteriorna raspodela pomocu Bajesovog pravila:

ply) o« L y)pW) (4.2)

4.2 Modeliranje zajednicke posteriorne raspodele

Rekurzivna priroda jednacine varijanse u modelu (4.1) ne dozvoljava konjugaciju izmedu
funkcije verodostojnosti i priorne raspodele u jednacini (4.2). Zbog toga se oslanja na
M-H algoritam za kreiranje uzoraka iz zajednicke posteriorne raspodele. Algoritam u ovom
odeljku je poseban slucaj algoritma koji je opisao Nakatsuma [10, 11].
Izvladi se pocetna vrednost !9 = (al%, glO1) iz zajednicke priorne raspodele i iterativno se
generiSe J vrednosti za . Pojedinacne vrednosti za parametre razloZene su na sledeci nacin

all ~ p(a|sl~,y)

AU~ p(plal’l.y)

S obzirom da nijedna potpuna uslovna raspodela nije analiticki poznata, uzima se uzorak
za parametre o i S iz dve predloZene raspodele. Ove raspodele se dobijaju opaskom da
GARCH(1,1) model moze biti zapisan kao ARIMA(1,1) model za { ytz}. Zaista, definisanjem
w; = y,2 — h; moZe se transformisati izraz uslovne varijanse kao Sto sledi:

2
hy = ap + ayy,_; + Bhi-1

eyl =ag+ (a1 + L)y | — Bwii +w; (4.3)

gde se w; moZe zapisati kao:
y2
wt:ytz_ht: (_l— )ht:(/\,/lz_l)hz

gde )(12 oznacava Hi-kvadrat slucajnu promenljivu sa jednim stepenom slobode.
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Dakle, prema konstrukciji, {w;} je diferencirani martingalski proces sa uslovnim ocekiva-
njem nula i uslovhom varijansom 2ht2 jer )(12 slu¢ajna promenljiva ima oc¢ekivanje jednako
jedinici i varijansu dva.

Prateci Nakatsuma [10, 11] konstruiSe se aproksimativna funkcija verodostojnosti za parame-
tre a0 i B iz izraza (4.3). Postupak se sastoji u aproksimaciji promenljive w,; sa promenljivom
Z; koja ima normalnu raspodelu sa o¢ekivanjem nula i disperzijom 2ht2.

Ovo dovodi do sledeéeg pomoénog modela:

y2=ag+ (a1 +B)y> | — Bu-1 +

Zatim, primecujudi da je z; funkcija od ¢ data sa:

2(W) =y —ao — (a1 + B)y> | + Bz (4.4)

i definisanjem vektora z = (z; ... zr) dimenzije T X 1 kao i dijagonalne matrice
dimenzije T X T

A=AW) = diag({2hz2(t//)}zT:1)

moze se aproksimirati funkcija verodostojnosti od ¢ iz pomoénog modela kao $to sledi:

L(yly) « (detA)_l/zexp[ - %Z’A_IZ] (4.5)

Kao Sto e biti prikazano u nastavku, konstrukcija predloZenih raspodela za a. i 8 se zasniva
na ovoj aproksimranoj funkciji verodostojnosti.

4.2.1 Generisanje vektora o

Rekurzivne transformacije koje koje su prvobitno predlozili Chib i Greenberg [12] do-
pustaju da se funkcija z;(¢) u (4.4) izrazi kao linearna funkcija vektora a dimenzije 2 X 1.
Definie se v, = y? radi lakSeg zapisa. Rekurzivne transformacije se defini¥u na sledeci
nacin:

l,* =1 +,Blt*_1
v, =vio1 + By,

gdejely=v;=0
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U slucaju GARCH(1,1) modela, izraz za uslovnu varijansu dat je sa:
he = ap + @iy | + Bhi-

gde je hg = yo po konvenciji. Kao §to je prikazano u poglavlju 3.2, GARCH(1,1) model sa
normalnom raspodelom moze se izraziti kao ARIMA(1,1) model za kvadratne opservacije
{y?} i aproksimira se na slede¢i na¢in:

yi=ao+ (a1 +B)yiy — Bu-1 +

gde je {z} diferencirani martingalski proces. DefiniSe se v, = y? u svrhe notacije. Tada
promenljiva z; moZe biti zapisana kao:

% =vi—ao— (a1 + B)vi-1 + Bzt (%)
gde je vg = z0 = 0.
Teorema 4.1. Definisanjem sledecih rekurzivnih transformacija:
I} =1+pI",

v, = v+ By (#)

gde je Iy = vy = 0 izraz (%) moZe se zapisati na sledeci nacin:

r =Vr— (lt*V;*)a (<)

gdejea = (g ) .Stoga se funkcija z;(o) u (%) moze izraziti kao linearna funkcija vektora
o dimenzije 2 X 1.

Dokaz. Pomocu indukcije.
Baza indukcije: Za t = 1 dobija se:

(G3) (6]

Vl—(lik VT)(IZ\/’]—(I O)a:vl—ao =2

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavija se da izraz (O)vaZizat = k
Indukcijski korak:
Zat =k + 1 dobija se:

Vi+l = (lk+1 Vk+1)“ = v —(1 + Bl vk +,8Vk)a

= Vie1 — @0 — a1v — Blaol; + ayvy)

= Vi1 —ao —avk — B, v

(<)
= Vis1 — @0 — @1vk — Bvi — 2x)

= Vis1 — o — (a1 + B)vk + Bk

(%)
= Zk+1 u
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Nakon definisanja dvodimenzionalnog vektora ¢, = (I v;)’, funkcija z; moZe se izraziti
kao z; = v; — ¢jo.. Zatim, uzimajuci u obzir vektor v = (vy ... vr)" dimenzije T x 1 i matricu
C dimenzije T X 2 &ija je t-ta kolona ¢;, dobija se z = v — Ca.. Zbog toga se moZe izraziti
aproksimativna funkcija verodostojnosti parametra o na sledeci nacin:

L(0|.y) « (detA)yexp] - %w ~ CayA~\(v - Ca)

PredloZena raspdela uzorka vektora a dobija se ubacivanjem ove funkcije verodostojnosti i
priorne raspodele u Bayes-ovu formulu:

q(l(ala’ ﬁ’ y) & N2(a|ﬁ;’ i;)I[{CZ>O}

sa:

J—

' =CAIC+E

[\l

—_—

= za(c’~—1v + z;lua)

gde je A = diag({Zh,z(d, ,B)}thl) T x T dijagonalna matrica i & prethodno izvlacenje iz a0 u
M-H algoritmu.
Kandidat a* se uzima iz uzorka ove predloZene raspodele i prihvata se sa verovatnoom:

. {p(a*,ﬁly)qa(dulu*,ﬂ,y) }
min — — , 1
(@, Bly) go(o*|a, B,y)

4.2.2 Generisanje parametra

Funkcija z;(y) u jednacini (4.4) iz prethodnog poglavlja se moZe izraziti kao linearna
kombinacija parametra « ali se ne moZe izraziti kao linearna funkcija od 8. Za prevazilaZenje
ovog problema linearizuje se z,(3) preko Tejlorovog razvoja prvog reda u tacki 3:

dz

T, < E P

z(B) = z(B) +

gde f predstavlja prethodno izvlacenje parametra 8 u M-H algoritmu.
U nastavku se definiSe sledece:

rt:Zt(,é)+,éVt s Vi = ——

gde se izraz v, moZe izraCunati pomocu sledece rekurzije:
— 2 3) + 3
Ve=Y_1— zt-1(B) + BVi-1

uz vo = 0.

23



Bojana Soro Bayes-ovsko ocenjivanje parametara GARCH modela

Ova rekurzija dobija se jednostavno, diferenciranjem (4.4) po parametru . Zatim, se ovaj iz-
raz pregrupiSe u 7 x 1 vektorer = (ry...rr) iV = (v ... V) iizraz unutar eksponencijalne
funkcije u (4.5) se aproksimira sa z ~ r — V. Ovo daje slede¢u aproksimativnu funkciju
verodostojnosti za parametar S:

L(Bley) o (deth) Pexp| = (e = BVYA”! - V)

PredloZena raspodela uzorka § dobija se kombinovanjem ove funkcije verodostojnosti i
priorne raspodele uz pomoc¢ Bayes-ove formule:

qp(Ble. B.y) < N (Blug, 25) (550}

sa:

—_—

= VATV 3!
— T (v A -1
W =2p(VA T + 25 1)

sa dijagonalnom matricom A = diag ({21 (., B)},) dimenzije T X T.

Kandidat 8* se uzima iz predlozene raspodele i prihvata se sa verovatno¢om:

p(a’ﬁW) Qﬁ(ﬁ*|a,,8~, Y)’ '
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S Bayes-ovska ocena linearnog regresijskog modela sa
normalnim-GJR(1,1) rezidualima

“Sve u svemu, ovi rezultati pokazuju veci uticaj na volatilnost negativnih nego
pozitivnih Sokova prinosa ”
- Robert F. Engle i Victor K. Ng

U ovom poglavlju izlaZe se Bayes-ova ocena linearnog regresijskog modela sa uslovnim
heteroskedasti¢nim rezidualima. U kontekstu vremenskih serija, regresioni deo moze uklju-
Civati promenljive koje imaju spoljasnji uzrok ili zaostale zavisne promenljive. Stavise, ovde
se nadograduje tradicionalan GARCH model greSaka kako bi objasnila asimetri¢na kretanja
izmedu uslovne varijanse i osnovnog procesa.

Volatilnost ima tendenciju da se mnogo viSe povecava kao odgovor na loSe vesti nego na
dobre. Ova pojava naroCito vaZzi na trziStima kapitala. Prvi koji je uoc¢io i posmatrao ovaj
efekat je Black [15] a u finansijskoj literaturi poznat je pod nazivom leverage effect ( leveridz
efekat ) ili na srpskom jeziku, efekat poluge. Jedno objaSnjenje ove ove empirijske Cinjenice
je da negativni prinosi povec¢avaju finansijski leverage Sto povecava rizik kompanije a samim
tim i varijansu. Kako bi se savladala ova Cinjenica, uvodi se Glosten - Jagannathan - Runkle
GARCH, kra¢e GJR model od strane Glostena [14]. U ovom okviru, uslovna varijansa moze
reagovati asimetri¢no u zavisnosti od znaka prethodnih Sokova zbog uvodenja veStackih pro-
menljivih. Atraktivan aspekt ovoga modela je to Sto obuhvata simetri¢ni GARCH model.
Pored toga, MCMC Sema, predstavljena u poglavlju 3.2, moZe se lako prosiriti na asimetri¢an
model u cilju pronalaZzenja predloZene raspodele parametara.
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5.1 Model i priorne raspodele

Linearni regresijski model sa normalnim-GJR(1,1) rezidualima moZe se zapisati na
sledeci nacin:

Vi = XY+ u za t=1,...,T

U = Ethll/z
& " N0, 1) (5.1)

he = ag + (ailj, >0 + azﬂ{u,_1<0})uf_1 + Bhi

gde uslovi g > 0, @1 > 0, @ > 011 8 > 0 obezbeduju pozitivnost uslovne varijanse i po
konvenciji je hy = yo = 0; y; je skalarna zavisna promenljiva; X; je m X 1 vektor spoljaSnjih
uticaja ili zaostalih zavisnih promenljivih; ¥y je m X 1 vektor regresijskih koeficijenata

N(0, 1) je standardizovana normalna raspodela.

U ovom okviru, uslovna varijansa 4, je linearna funkcija kvadrata prethodnih Sokova i pre-
thodne varijanse ali nasuprot GARCH modelu, uslovna varijansa moze reagovati asimetri¢no
u zavisnosti od znakova prethodnih Sokova. Efekat poluge je prisutan ako je a» > a; tako da
je uslovna varijansa ve¢a nakon negativnog nego nakon pozitivnog Soka.

Radi zapisa funkcije verodostojnosti, definiSu se vektoriy = (y;...yr) io=(y a1 @)

kao i matrica X dimenzije T X m Cija je t-ta vrsta data sa x;. Parametri modela se pregrupiSu
uy = (v, o, B) radi jednostavnijeg zapisa i definiSe se dijagonalna matrica dimenzije T X T

S = S() = diag({h()}",)
gde

he(W) = ao + (@11, o20p + @l <oy (¥) + Bhe—1 ()
u(Y) =y — X;y.

Zatim, se izraz za greSku u,(y) pregrupiSe u 7' x 1 vektoru = (u; ... ur) i izrazava se funkcija
verodostojnosti u zavisnosti od ¢ na sledeci nacin:

Ly, X) « (detZ)_l/zexp[ - %u'Z_lu . (5.2)
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PredloZene priorne raspodele za parametre prethodnog modela su sledece:

p(Y) = Nu(vln,. Zy)
p(a) o< N3 (afing, Zo)Ijg>0}
p(B) < N (Blug, Zp)Lip-0

gde su u, i X, hiperparametri, 0 je 3 X 1 vektor nula, I, je indikator funkcija i Ny je
d-dimenzionalna normalna raspodela (d > 1).

Pored toga, pretpostavlja se nezavisnost izmedu parametara vy, a i 5 Sto daje sledecu zaje-
dnicku priornu raspodelu:

p() = p(y)p(a)p(B).

Zatim se konstruiSe zajedniCka posteriorna raspodela pomoc¢u Bayes-ovog pravila:

Py, X) e« Ly, X)p().

5.2 Simulacija zajednicke posteriorne raspodele

Kao i u GARCH modelu iz poglavlja 4., rekurzivna priroda jednacine varijanse ne
dozvoljava konjugaciju izmedu funkcije verodostojnosti i zajednicke posteriorne raspodele.
Stoga se ponovo oslanja na M-H algoritam za prikupljanje uzoraka iz zajednicke posteriorne
raspodele.

Postavlja se pocetna vrednost ! = (y[o], alo, ,8[0]) iz zajednicke priorne raspodele i itera-
tivno se generiSe J koraka za . Pojedinacan korak je razloZen na sledeci nacin:

1 ~ plylali-tl g1y, x)
AU~ p(BIyV ol y, X)

Kako nijedna uslovna gustina nije analiticki poznata, parametri y, o i § se biraju iz tri
predloZene raspodele.
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5.2.1 Generisanje vektora vy

PredloZena raspodela uzorka y dimenzije m X 1 dobija se ubacivanjem funkcije verodo-
stojnosti (5.2) i priorne raspodele u Bayes-ovu formulu:

C]y(Yli’, o, ﬁa y’ X) = Nm (‘Ylﬁ;’ i;)

sa

—_—

I -1
5= XT X+ 3,
=3, (XS ly+5 ')
gde je £ = diag({h(}.0,B)}]_,) dijagonalna T x T matrica i ¥ prethodno izvladenje iz
v u M-H algoritmu.

Kandidat y* se uzima iz predloZene raspodele i prihvata se sa verovatno¢om:

in{p(v*,a,ﬁly,X)qy(?lv*,a,ﬁ,y,X) }
P, 0. By, X) ¢, (1%, 0, By, X)’
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5.2.2 Generisanje parametara GJR modela

PredlozZene raspodele za generisanje parametara o i 8 se dobijaju na isti na¢in kao i u
poglavlju 4.2. Medutim, kako se u ovom modelu pojavljuje regresijski izraz, parametre GJR
modela ocenjujemo iz reziduala u, = y, —X;y umestoiz y,.  Zatim se konstruiSe
aproksimativna funkcija verodostojnosti za (a, 8) iz procesa {utz}. U slucaju GJR modela
za uy, ne zavrsava se sa ARIMA procesom za {utz} kao u GARCH modelu jer postoje dve
vestacke promenljive koje se pojavljuju u izrazu za uslovnu varijansu.

Zaista, definisanjem w; = ut2 — h;, mozZe se transformisati izraz za uslovnu varijansu na sledeci
nacin:

h = o + (@1l 20p + @2l <op)up_y + Bhi-i

2 2
S up =ap + (QII[{MHZO} + aollyy, <o) + 18)”;—1 — Bw;—1 + wy

gde w; moze biti zapisano kao w, = ( X12 —1)h, )(12 oznacava Hi-kvadrat slu¢ajnu promenljivu
sa jednim stepenom slobode. Kao i u slu¢aju GARCH modela, niz w; je diferencirani
martingalski proces gde promenljiva w, ima uslovno ocekivanje nula i uslovnu varijansu 22,
Prateci metodologiju iz poglavlja 4.2, aproksimira se promenljiva w; sa promenljivom z; koja
ima normalnu raspodelu sa ocekivanjem nula i varijansom 2ht2. Ovo dovodi do sledeceg
pomocénog modela:

2 2
uy = o + (a1l >0y + @l <0y + B)u;_| — Bz-1 + z

Zatim, zapazanjem da je z; funkcija od (o, 8) koja je data sa:

z(0, B) = u? — ap — (@11, 50y + @y, <0y + B)u> | + Bz—1(e, B) (5.3)

i definisanjem vektora z = (z; ... zr) dimenzije T X 1 kao i dijagonalne matrice 7 X T

A = Ao, B) = diag({2hi (e, B)} )

moZe se izraziti aproksimativna funkcija verodostojnosti od (@, 8) na sledeci nacin:

Lo, BlY, Y, X) o< (detA)exp

1
- —z’A_lz]
2

Kao Sto ¢e biti prikazano u narednom poglavlju, konstrukcija predloZene gustine za pa-
rametre a i 8 se zasniva na ovoj aproksimativnoj funkciji verodostojnosti.
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Generisanje vektora o

Rekurzivne transformacije predstavljene u poglavlju4.2.1 se proSiruju kako bi se funkcija
z(a, B) iz jednacine (5.3) izrazila kao linearna funkcija vektora e dimenzije 3 x 1. Kako
je uslovna varijansa asimetri¢na funkcija prethodnih reziduala, treba praviti raliku izmedu

pozitivnih i negativnih Sokova u rekurzivnim transformacijama.

Radi jednostavnijeg zapisa, definiSe se v, = u?‘ Odgovarajuce rekurzivne transformacije

definisane su na sledeci nacin:
* k
Iy =1+pIl_,

* %
Ve = vt_ll{ut—lzo} + ﬁvt—l
kk kk
Ve = Vel <0y + By,
. * o ok k%
gdejely =vy=v," =0.

U slucaju GJR (1,1) izraz za uslovnu varijansu y, dat je sa:

he = ag + (@1, s0p + @Iy, <0y) ¥iy + Bhioi

gde je hp = yp prema konvenciji. Kao Sto je i prikazno na pocetku poglavlja, GJR(1,1)
model sa normalnom raspodelom moZze biti transformisan za kvadratne opservacije {ytz} i
aproksimirati se na sledeci nacin:

yi=ap+ (a1lfy, 20y + @2lfy, <0y + ﬁ)ylz_l - Bz + %

gde je {z;} diferencirani martingalski proces. Radi jednostavnijeg zapisa efiniSe se v, = ytz.
Tada promenljiva z; moZe biti zapisana kao:

z = v — o — (a1l s0y + @2l <0y + B)Vie1 + Bzi-1 (%)

gde jevg =z0 = 0.

Teorema 5.1. Definisanjem sledecih rekurzivnih transformacija:
IF=1+pL",

v = victl,_ >0y + BV, #)
v, = vy, <0y + BV,
gde je [y = vy = vy* = 0, izraz (%) se moZe zapisati kao:

z=vi— v v ()
gdejea=(ay a ).
Funkcija z;() iz jednacine (x) moZe se izraziti kao linearna funkcija vektora o. dimenzije
3x 1.
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Dokaz. Pomocu indukcije.
Baza indukcije: Zat = 1 dobija se:

vi—(] vi v ® vi—(1 0 Oa=vi—am @ 21
Indukcijska pretpostavka: Pretpostavlja se da izraz (&) vaZi zat = k.

Indukcijski korak:
Zat = k + 1 dobija se:

* * kk
Vil = (Lo Vi Vir)®

= Vigl — (1 +,Blk vilgy, >0y + Bvy  vilgy, <0y + BV )0.

= Va1 — @0 — a1Vl 0y — @2Vl <0y — ﬁ(aolz +ayvg + cxzvz*)

= Vi1 = @0 = @il o) — @il <o) — B Vi v)e
()

= Vie1 — @0 — a1Vl s0) — @2vilyy, <0y — Bk — 2k)

= i1 — ao — (@1l 01 + @2lfy, <0y + B) vk + Bk

(*)
= Zk+1 u

*

Kao §to je pokazano u prethodnoj teoremi, definisanjem vektora ¢, = (I v/ v;*)" dimen-
zije 3 x 1, funkcija z;, se moZe izraziti kao z; = v; — cja.

Zatim, uzimajuéi u obzir vektor v = (v;...vr) dimenzije T X 1 kao i matricu C dimenzije
T x 3 Cija je t-ta vrsta ¢; dobija se da je z = v — Ca. Prema tome, moZe da se izrazi
aproksimativna funkcija verodostojnosti parametra o na sledeéi nacin:

L(aly,B,y, X) o< (detA)_l/zexp - %(V - C(x)'A_l(V -Ca)

PredloZenaraspodela za uzorak vektora o se dobija kombinovanjem ove funkcije verodostojno-

sti i priorne raspodele pomocu Bayes-ove formule:

q(l/ (u|Y, &" ﬂ’ y’ X) x N3 (allT(w f:;)H{a'>0}

sa:

Yl =CAIC+3)!

—_—

i = S (CAT v+ 25",

gde je A = diag({2h?(y, & B)}’_,) dijagonalna T x T matrica i & prethodno izvlatenje iz o
u M-H algoritmu.
Kandidat a* se uzima iz ove predloZene raspodele i prihvata se sa verovatno¢om:

min{p(v,a*,ﬁly,X)qa(dlv,u*,ﬁ,y,X) }
p(y. & Bly, X) qo(e*]y, @ By, X)’
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Generisanje parametra 8

Metodologija je ista kao i u poglavlju 4.2.2. Funkcija z,(3) data sa:

2(B) = u? — ag — (a1lyy,_ 50y + @2l <0y + B)u’ | + Bzi—1(B)

aproksimira se Tejlorovim razvojem prvog reda u tacki 3  koja predstavlja prethodno
izvlacenje parametra S u M-H algoritmu.

PredloZena gustina  gg(B|e) dobija se ubacivanjem aproksimativne funkcije verodo-
stojnosti za 8 i priorne raspodele u Bayes-ovu formulu.

Kandidat 8* generisan je iz ove raspodele i prihvata se sa verovatnocom:

- {p(v, o B°ly. X) 4p(Blv. & B, ¥, X) 1}
p(‘yaa’ﬁly’x) Qﬁ(ﬁ*|y’a’ﬁ~’y’x)’ .
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6 Bayes-ovska ocena linearnog regresijskog modela sa
studentovim-£-GJR(1,1) rezidualima

U ovom poglavlju se proSiruje model linearne regresije sa uslovnim heteroskedasti¢nim
rezidualima. Uslovna varijansa je opisana GJR procesom, uvedenim u poglavlju 5.
Medutim, u novoj specifikaciji reziduali viSe nemaju normalnu raspodelu nego prate
studentovu-7 raspodelu. Stoga, model ukljucuje moguénost raspodela sa teSkim (debelim)
repovima. Zaista, dok se normalna raspodela koristi rutinski, nasiroko je prepoznato da fi-
nansijska trziSta pokazuju znacajne ne-Normalnosti, narocito kada prinosi aktiva imaju teSke
repove. Raspodele sa teSkim repovima pretpostavljaju ekstremne ishode, kao Sto je propast,
sa relativno ve¢om verovatno¢om nego normalna raspodela, koja dodeljuje prakti¢no verova-
tnocu nula dogadajima koji su veéi od tri standardne devijacije.

Bududi da je jedan od ciljeva modela za upravljanje finansijskim rizikom merenje i procena
ozbiljnih gubitaka, tj. dogadaja koji se pojavljuju u repovima raspodele, ovo je ozbiljan
nedostatak. Alternativa je studentova-f raspodela koja ukljucuje teSke repove u modeliranje.

U Bayes-ovom pristupu, efekat teSkih repova stvoren je uvodenjem latentnih promenlji-
vih u proces varijanse, kao §to je predloZio Geweke [16]. Ovaj pristup na odgovarajuci nacin
dozvoljava Bayes-ovoj oceni parametara stepene slobode.
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6.1 Model i priorna raspodela

Linearni regresijski model sa studentovom-#-GJR(1,1) raspodelom moZe biti zapisan
kao Sto je dato u nastavku:

yi=Xy+u za t=1,...T
U = St(th)1/2
4 500,1,v) 6.1)
y—-2
4

&t

Q:

h = ao + (@1lg, >0y + @l <0y)u;_y + Bhi

gdesuapg>0,a; >20,a2 20,8 >0,v>21ihy=yy= 0 prema konvenciji; y; je skalarna
zavisna promenljiva; X; je vektor egzogenih ili zaostalih zavisnih promenljivih dimenzije
m % 1; v je m x 1 vektor regresionih koeficijenata; S(0, 1, v) je standardna studentova-f ra-

v

spodela sa v stepeni slobode, tj. njegova varijansa je 5
y —

Iz specifikacije modela (6.1) primecuje se da je o skalirajuci faktor koji normalizuje va-

rijansu studentove-f raspodele sa v stepeni slobode tako da je h; varijansa od y, data sa GJR

skedasticnom funkcijom. Ograni¢enje parametra stepena slobode garantuje ogranicenost

uslovne varijanse a ogranic¢enja GJR parametara garantuju pozitivnost uslovne varijanse.

Radi jednostavnijeg zapisa funkcije verodostojnosti, definiSu se vektori y = (y;...yr) i
o= (ap @ @) kaoimatrica opservacija X dimenzije T X m, Cija je t-ta vrsta x;. Para-
metri modela se pregrupisu u ¢ = (y, @, S, v).

Pored toga, definise se T X T dijagonalna matrica:

Z = Z(lp) = dlag({ght(v’ a, ﬁ)}szl)

gde je:
h(¥, @ B) = a0 + (1T, (y)20) + 2L, (y)<0y) i (V) + Bho1 (1,0, 8)  (62)
u(Y) = yi — Xy
Zatim se pregrupiSe izraz za greSku u,(y) u vektor u = (u; . .. ur) dimenzije T X 1 i izrazava

se funkcija verodostojnosti na sledec¢i nacin:

T _(v+1)

T 2 2
(detx)™ '/ ]—[ (1 ;U ) (6.3)

v+1

K3
o517

Ls(Wly, X) o
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Notacija L s naglasava ¢injenicu da je funkcija verodostojnosti konstruisana iz

studentove-t raspodele.

Dok se funkcija verodostojnosti (6.3) moZe koristiti u klasi¢nom zakljucivanju, to nije zgodno
u Bayes-ovskom zakljucivanju. Veoma je teSko pronadi predloZenu raspodelu za parametre,
naroCto ako se joS teZi da se izmere stepeni slobode v. Kako bi se prevaziSao ovaj problem,
uvodi se inovacioni proces {u,} u drugoj specifikaciji koju je zadao Geweke [16].

U ovom novom okruZenju, promenljiva u; je izraZena na sledeci nacin:

Uy = 8t(w'tgh,)1/2 za = 1, T

& N, 1) (6.4)

ii Vv
o 16(35)

Stoga, izraz za greSku u,, koji zavisi od @y, prati normalnu raspodelu sa oc¢ekivanjem nula
i varijansom @, 0h,; funkcija oh; je pomnoZena sa latentnom promenljivom @y, koja ima
Inverznu Gama raspodelu. Parametar stepena slobode v karakteriSe gustinu od w; kao Sto

sledi:
VI (v\]T e v
p(@y|v) = (5) [F(E)] @, ’ exp[ - _ZWt] (6.5

Sada se pregrupise latentna promenljiva u vekor @ = (@) . .. wr)’ dimenzije T X 1 i definise
povecani skup parametara @ = (¥, @).
Nakon definisanja dijagonalne matrice dimenzije 7 X T':

. T
X = Z(@) = dlag({thht('Y, o, ﬁ)}t:])
gde je h, uizrazu (6.2), moze se izraziti funkcija verodostojnosti od @ kao Sto sledi:
1
L(Oly, X) < (detZ)_l/zexp[ - Eu’Z_lu] (6.6)

Ova specifikacija ekvivalentna je sa (6.3). Medutim, u tom slu¢aju, Bayes-ovom ocenom se
moze postupati za sve parametre na odgovarajuci nacin.
Predlazu se sledec¢e odgovarajuce priorne raspodele za parametre vy, a, 5 prethodnog modela

p(Y) = Nu(vln,. Z)
p(a) o« N3 (alung, Zo)Iig>0}
p(B) < N (Blug. Zp) g0}

gde su u, i X, hiperparametri, [ 4} je indikator funkcija, 0 je vektor nula dimenzije 3 x 11 Ny
je d-dimenzionalana normalna raspodela (d > 1).
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Priorna raspodela vektora ® uslovljenog sa v se uz napomenu da su komponente @, nezavisne
i imaju istu raspodelu (iid) pronalzi iz jednacine (6.5), $to daje:

Ty

P = (g)T[r(g)]T(ﬁ@)% exp

t=1

154

t

| =

Za izbor priorne raspodele za parametar stepena slobode prati se Deschamps [17]. Ras-
podela je translirana Eksponencijalna raspodela sa parametrima 4 > 0i ¢ > 2:

p(v) = dexp| — A(v — )| Iy

Za velike vrednosti A, masa priorne raspodele skoncentrisana je u okolini od ¢ i ogranicenje
na stepen slobode moZe biti nametnuto na ovaj nacin. Normalnost reziduala se postize kada
o0 postaje veliko. Kao §to je istaknuto kod Deschamps [17], ova priorna raspodela je korisna
iz dva razloga. Prvo, $to je veoma vazno, iz numerickih razloga, da se ograniCi parametar
stepena slobode van dvojke da bi se izbegla eksplozija uslovne varijanse. Drugo, mozZe se
aproksimirati normalnost reziduala uz o€uvanje razumno ¢vrste priorne raspodele koja moze
poboljsati konvergenciju MCMC algoritma.

Konacno, uz pretpostavku o nezavisnosti priornih raspodela vy, a, 8 i (@, v) dobija se sledeca
zajednicka priorna raspodela:

p(©) = p(Y)p(@)p(B)p(®@|v)p(v)

i ubacivanjem funkcije verodostojnosti (6.6) i zajednicke priorne raspodele u Bayes-ovu
formulu konstruiSe se posteriorna raspodela:

p(Oly. X) o< L(By, X)p(0)
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6.2 Simulacija zajedniCke posteriorne raspodele

Ponovo se oslanja na M-H algoritam za kreiranje uzorka iz zajedniCke posteriorne
raspodele.
Izvlaci se pocetna vrednost:

6101 = (4101, 10, 5101 3101, 101)

iz zajednicke priorne raspodele i iterativno se generiSe J koraka za @. Pojedinacni korak je
razloZen na slede¢i nacin:

o1 ~ p(alyl, 11 @li-11 -1y x)
B~ (g1, el @it U1y, x)
@) ~ p(@lyU! o], g1 U1y, x)
Wil (i@l

Samo vektor @ se moZe simulirati iz poznatog izraza. IzvlaCenja za parametre y, a i S5 se
izraduju pomocu metode slicne onoj koja je prikazana u odeljku 5.2. Uzimanje uzorka za
parametar v je viSe tehnicko i oslanja se na optimizovano odbacivanje tehnike.

6.2.1 Generisanje vektora vy

PredloZena raspodela za uzorak vektora y dimenzije m X 1 dobija se kombinovanjem
funkcije verodostojnosti (6.3) i priorne raspodele koriste¢i Bayes-ovo pravilo:

0 (Y17, @ B.®,v,y, X) = Nou(¥IE,. Z5)

sa:

I

1 _ vrv_1 -1
T = XEIX + 3

—_—

= 2 (X2 1y + Z;luy)

gde je £ = diag({woh(¥, @, ﬁ)}szl) dijagonalna matrica dimenzije 7' X T, ¥ prethodno
y—=2
p

izvlaCenje iz y u M-H algoritmui o=

Kandidat y* se bira iz predloZene raspodele i prihvata se sa verovatno¢om:

o p(v: o B vy, X) ¢y (¥|¥", 0, B, ®, vy, X) .
p(¥. o B.® vy, X) q,(Y|¥. 0. B, ®, v, y, X)’
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6.2.2 Generisanje parametara GJR modela

Metodologija je slicna onoj koja je izloZena u odeljku 5.2.2.
DefiniSe se:

2

wl:__hl
T

gde je 7, = @, o po konvenciji. Odatle se moZe transformisati izraz za uslovnu varijansu na
sledeci nacin:

hy = ap + (alﬂ{u,,le} + azl{ut—l<0})utz—l + Bl

u} _ ”12-1
N P ao + (011[{14,,120} + dzﬂ{u,,1<0}) + ,BT— — Bwi—1 + wy
t t—1

& v =+ (1l >0y + @l <0y) T—1Vi-1 + Bvi—i — Bwi—1 + w;

2
u v P . . & v . pa ..
gde se v, = - definiSe radi jednostavnijeg zapisa. StaviSe, primecuje se da se promenljiva
Tt
w; takode moZe izraziti kao Sto sledi u nastavku:

2 2
u u )
wr:?i—ht:(T;lt— )ht:(Xl_l)hz

gde )(12 oznacava Hi-kvadrat slu¢ajnu promenljivu sa jednim stepenom slobode. Poslednja
jednakost je rezultat izraza za u; u jednacini (6.4). Stoga, promenljiva w; ima uslovno oceki-
vanje nula i uslovnu varijansu 2. Osim toga, zapaZa se da je niz {w;} ponovo diferencirani
martingalski proces.

Aproksimacijom promenljive w; sa promenljivom z; koja ima normalnu raspodelu sa oceki-
vanjem nula i varijansom 2/4? dobija se slede¢i pomoéni model:

vi = o + (1lqy, >0y + @l <0}) T—1Vi—1 + Bvi—1 — Bz—1 + %
Zatim, uz napomenu da je z; funkcija koja zavisi od (o, 8) data sa:
20 B) = vi — ao — [ (@1ljy,_ >0y + @2l <0y) Ti—1 + B]vi-1 + Bzi—1(, B) (6.7)

i definisanjem vektora z = (z; ... z7) dimenzije T X 1 kao i T x T dijagonalne matrice:

A = Ao, f) = diag ({2hi (e, B)}))

moZe se aproksimirati funkcija verodostojnosti od (@, 5) na sledeci nacin:

L(0, Bly, @, y, X) o (detA) " 2exp

1
- Ez'A—lz] (6.8)

Kao $to Ce biti prikazano u nastavku, konstrukcija predloZenih raspodela za parametre a i 8
zasniva se na ovoj aproksimativnoj funkciji verodostojnosti.

38



Bojana Soro Bayes-ovsko ocenjivanje parametara GARCH modela

Generisanje vektora o

Cilj je da se izrazi funkcija z,(a, B) kao linearna funkcija vektora o dimenzije 3 x 1.
U tu svrhu, definiSu se sledece rekurzivne transformacije:

lt* =1 —F,Blt*_1
* _ 2 *
Ve =L, >0p + By,
w2 #3k
v =u L, <oy + BV

gdejely =vy=v," =0.

Kao §to je ve¢ prikazano u ovom poglavlju, GJR(1,1) model sa studentovom-z raspode-
2

v v RV . . Vi .
lom, obeleZen sa {y,} moze da se transformise u novi niz {v;}, gde je v, = — sa 1, = w0 i
Tt

v—2 . y o o
o = ——. Zatim proces {v,} mozZe se aproksimirati na slede¢i nacin:
v

vi = o + (1L, >0y + @ly,  <0y) T—1Vie1 + Bviei — Bz—1 + %

gde je {z;} diferencirani martingalski proces. 1z ovog izraza, pomenljiva z; moZe biti zapisana
kao:

7 =vi— o — [(ailgy, 20 + @Iy, <0p) Ti—1 + B Vi1 + Bzi-i (x)

gde jevo =2z0=0.

Teorema 6.1. Definisanjem sledecih rekurzivnih transformacija:

I =1+pl",
v = Vieiliy20) + BV (#)
v = Ly <oy + BV
gde je [y = vy = vy* = 0, izraz (%) moZe se zapisati na sledeci nacin:
«

z=vi— (7 v/ v)a (<)

gdejea =(ay a; ). Prema tome, funkcija z;(®) iz jednacine (x) moZe se zapisati kao
linearna funkcija vektora o. dimenzije 3 X 1.

Dokaz. Pomocu indukcije.
Baza indukcije: Zat = 1 dobija se:

* * ok # *

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavlja se da izraz (&) vaZi zat = k.
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Indukcijski korak: Zat = k + 1 dobija se:

virl = (i1 Vie Vi) @
v = (L+ B yili0+ B Yily<op + Bri)a
= Vi1 = @0 = @1y ly20) — @2Vl <0y = Blaol; + a1vi + a2vy’)
= viat = @0 — @Yl pyz0 — @3l<0p - B v Ve

)
= Ves1 — @0 — 1YLy, 201 — @Yl (<0 — Bk — 2)

= Visl — @0 — alphalyiﬂ{ykz()} - Q'Zy]%ﬂ{yk<0} — Bvi + Bzk

= vie1 — a0 — [ (@1l s0) + @2llgy, <0)) Tk + Bl Vi + Bk

(*)
= Zk+1 u

Kao §to je prikazano u Teoremi 5.1., nakon definisanja vektorae, = (I} v/ v:*)" dimenzije
3 x 1, pokazuje se da funkcija z; moZe biti izraZena kao z; = v, — ¢;a.. Potom, definisanjem
vektoraz = (zy...zr) dimenzije T X 1iv = (v; ... vr) takode dimenzije T X 1 kao i matrice
C dimenzije T x 3 Cija je t-ta vrsta ¢; dobija se z = v — Ca.. Zbog toga se moZe izraziti
aproksimativna funcija verodostojnosti za parametar a kao Sto sledi:

L(aly, B ®,v,y, X) o (detA) ™ exp| - %(v ~Ca)' A (v-Ca)|.

PredloZena raspodela za uzorak vektora a dobija se uvrStavanjem ove funkcije verodostojnosti
i priorne raspodele u Bayes-ovu formulu:

qa/ (ul’?’ (1,, ﬁm’ V, y’ X) x N3 (allTa’ i:;)I[{(l>0}
sa:

—_— —

= CAIC+ X!

—_—

i = Zo(CA- v+ 25",

gde je A = diag({Zh,z('y, aQ, ﬁ)}thl) T X T dijagonalna matrica i & prethodno izvlacenje iz o
u M-H algoritmu.

Kandidat o* uzima se iz ove predloZene raspodele i prihvata se sa verovatno¢om:

min p(a’,y, B, @, v]y, X) q.(@]y, 0", B, @, v,y, X) |
p(@. v, B, @, vy, X) g.(0*]y, & B, ®,v,y, X)
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Generisanje parametra 8

Nasuprot parametru o, funkciju z;(a, 8) nije moguce izraziti iz jednakosti (6.7) kao line-
arnu funkciju od B. Kako bi se prevazisao ovaj problem, funkcija z;(8) aproksimira se
pomocu Tejlorovog razvoja prvog reda u tacki S

~ dz; ~
z(B) = z(B) + aBly; X (8- p)

gde je 3 prethodno izvlacenje iz 8 u M-H algoritmu. Odatle, definise se sledece:

r=z(B)+ BV, y, = -4

gde se izraz V; moZe izraCunati slede¢om rekurzijom:

V= V,2_1 —z-1(B) + BV

sa Vo = 0. Ova rekurzija se jednostavno dobija diferenciranjem jednakosti (6.7) u odnosu
na parametar 3. Zatim se ovi izrazi pregrupiSu u vektorer = (r;...rp) i V = (V... Vp)
dimenzija T X 1 i aproksimira se izraz unutar eksponencijalne funkcije iz jednacine (6.8) sa
z ~r — BV. Ovo daje sledecu aproksimativnu funkciju verodostojnosti za parametar f3:

L(Blv, 0.®,v,y, X) o< (detA)exp| - %(r - BVYA(r - ﬁV)]

Ova funkcija verodostojnosti u kombinaciji sa priornom raspodelom pomoc¢u Bayes-ove
formule gradi predloZenu raspodelu  g(8|e).
Kandidat 8* se uzima iz predloZene raspodele i prihvata se sa verovatno¢om:

o | PO o B, @, vy, X) qs(BIv. o, B, ®, vy, X) |
p(v. o, B, ®, vy, X) qs(B*|v, . B, ®, v,y, X)’

6.2.3 Generisanje vektora @

Komponente vektora @ su nezavisne posteriorne raspodele pa se uslovna posteriorna
raspodela od @, dobija na slededi nadin:

(v+3)

p(@ly, o B, v,y, X) < LBy, X)p(w;|v) <« @, * exp

- ﬁ] (6.9)
@

t
sa:

1 (}’t—X;\’)z
b= -|——1——
t 2[ ohy Ty

-2
gde se poziva na Cinjenicu da je h, = h/(y,a,B)i 0 = Y72 araz (6.9) je jezgro Inverzne
v

v+1
Gama raspodele sa parametrima iby.
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6.2.4 Generisanje parametra v

Izvlacenja iz p(v|®) su izgradena optimizovanim odbacivanjem uzoraka iz translirane
Eksponencijalne raspodele. Ciljna raspodela je:

Ty

L -T
p(vm)ocp(mv)p(v)oc(g) [r(g)] exp| = ¢]Lsa)

sa:

| =

T
Q= Z(lnw,+wt_l)+/l
=1

Pratec¢i Deschamps [17], uzima se kandidat v* iz translirane Eksponencijalne raspodele:
gviim o) =i exp|— (v —0)|Iyss

gde i maksimizira verovatnocu prihvatanja. Izbor i se pronalazi reSavanjem jednacine:

T

2

+pu—¢=0

1 1
T A DR
2u 2u

po u, gdeje Y(z) = dl';—rz(z) Digama funkcija.

Kandidat v* se prihvata sa verovatno¢om:

. k(v*)
~ s(3, 6)g(v*; 1, 6)

(6.10)

gde je k(v) jezgro ciljne raspodele:

0= (2] [r(3)] el -

i s(u, 0) dato je sa:

-1
s(u,d):k(l+ﬂ6)[g(l+'U6;p,5)]

H H
T(1+ud) _T
1+ud) > 1+ uod 1 o(1 + uo)
= r u o exp|l - ——
2p 2u H

Zamenom k(v*), s(@, ) i g(v*; i1, 6) u jednakost (6.10) dobija se:

Tl T v*
(55 (Zi)zf‘ | + 6
r(%) 24

*T(l‘f[jd)

) Xexp[(v*—é)(ﬁ—g0)+%—1].

2
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Na kraju ovog poglavlja, zapaZa se da mala modifikacija koju je uveo Geweke [16] omogucéava
generisanje izvlacenja iz studentove- ¢ raspodele sa uslovnom varijansom /; bez potrebe za
uvodenjem skaliraju¢eg parametra o = V—;Z Ovo je postignuto zamenom specifikacije za

latentnu promenljivu @, u jednakosti (6.4) pomocu:

ii -2
@, ~f’fg(g,v2 )

Upotreba ove nove specifikacije zahteva neke modifikacije Seme odbacivanja. U teoremi,
koja je data u nastavku rada, pokazuju se ekvivalentne specifikacije.

Teorema 6.2. Sledeci model:

yi = ewh)'? za t=1,...,T
& iid s (0,1) (%)

i y v=2
wfff’fg(z, . )

gde je hy = hy(a, B) GARCH uslovna varijansa, ekvivalentan je sa:

y,zs,h,l/z za t=1,...,T
& iid g (0,1)

gde 8*(0, 1) oznacava standardizovanu studentovu-t raspodelu, tj. njena varijansa je jedan.

Dokaz. Prvo se pregrupisu parametri modela u y = (o, B, v) radi jednostavnijeg zapisa. U

specifikaciji (%), promenljive @, su nezavisne i imaju istu raspodelu (iid), tj. imaju Inverznu

Gama raspodelu sa parametrima 5 i %2

y -1
v—2)\2 v -%-1 v—-2
)= (57 )] e -5
pa je prema tome zajednicka gustina vektora ® = (@) . .. wr) dimenzije T X 1 data sa:
Ly -T T
v—2\?2 % ¥ (v=2)
®lv) = = : -
o= (5) )] ] e -5

Na osnovu vektora opservacijay = (yi ... yr) moZe se izraziti funkcija verodostojnosti od
(¥, ®) kao Sto sledi:

#)

T ~ 1 [2
L(!//,m|y)ocl—[(w,ht) 172 exp[—— Y ]

t=1

pa korisc¢enjem Bayes-ove teoreme, dobija se sledeca zajednicka posteriorna raspodela:

v 2\ T\ T (- T—@ 1y,
p(g[/,m|y)oc(T) [F(E)] (l_lht )X!:llw exP[_Ea)tht] (<)

t=1

NI
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Sada, koristeci sledeci rezultat:

(v+1)

2 n h' b, 0)

gde je:
b,:i—tj+(v—2) (v=2)x |1+ (V—ylzz)h,]
Neka mala pojednostavijenja izraza (#) daju:
F(T1 g y? -
r(3)(v 1/2] =1 =2)Mh

sto je proporcionalno funkciji verodostojnosti parametra  kada opservacije y; 1 g (0, ;)
gde je h, = hy(a, B) [ |

Specifikacija (%) daje dodatni nacin upravljanja Bayes-ovom ocenom GARCH modela sa
studentovom-f raspodelom. Ona ima atraktivan aspekt zbog toga $to nije potrebno da skali-

rajudi faktor o = Y~ < bude ukljucen u model.

Medutim, simulaciona Sema predstavljena u [16], [17] treba da bude malo izmenjena, kao
Sto se prikazuje u nastavku.

U primeni se teZi da se efikasno generiSu izvlacenja za parametar stepena slobode v. Ciljna
raspodela dobija se na sledeci nacin:

p(v|®) o< p(@|v)p(v)

(53 S (nw ) WUL) Yo

t=1

/lexp[ Alv — 6)]1[{,,>5}
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_(v+2)
gde se ,T:1 @, moze izraziti kao:

Ovo omogucava da se izrazi jezgro ciljane raspodele na sledeci nacin:
2\%
V- 14
k(v) = =

T
Z [lnwt + wt_l] +4
=1

-T
exp| = ov|Iysa)

gde je:

90:

| =

Napomena: Kako je funkcija Inw + w™!

T T
pz25+1>3

minimizirana po @ = 1, dobija se da je

Prateci [17], raspodela uzorka je transponovana Eksponencijalna raspodela sa funkcijom
raspodele datom sa:

g(viwd) = u exp[ - p(v—196)|Iyss (6.11)

gde je parametar u izabran tako da maksimizira verovatnocu prihvatanja. Prateci [16], moze
se odrediti vrednost za ovaj parametar. Pored uobic¢ajenih uslova reguralnosti, neophodan
uslov je da je u deo reSenja sledéeg sistema:

i [lnk(v) —Ing(v; u, 6)] =0 (6.12)
ov
0
—Ing(viu,6) =0 (6.13)
ou

Nakon parcijalne integracije jednacine (6.12) dobija se:

7)) 1)

oznacava digama funkciju, dok reSavanje jednacine (6.13) daje:

T

2

—9o+u=0 (6.14)

dinI'(z)
dz

gde Y(z) =
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1 1+ uo
v=—+0= K
M H

(6.15)

Pored toga, primecuje se da u izrazu (6.14) funkcija:

] y—=2 L v
n — —
2 v-2 2
monotono opada od oo do 1 na intervalu (2, co). Odatle, bududi da je ¢ > % postoji jednin-

stveno u koje zadovoljava jednacinu (6.14). Sada, ubacivanjem (6.15) u izraz (6.14) dobija
se:

T
2

+pu—¢=0

1+ u(d-2) 1+ ué 1+ ué
m( 2 )+1+u®—2)+w( %t)

pa reSavanje ove jednacine po u daje optimalan parametar i za efikasnu Semu uzorkovanja.
Vrednost i se moZe odrediti pomocu standardnih iterativnih metoda.
Zatim, kandidat v* se bira iz (6.11) sa parametrom f i prihvata se sa verovatno¢om:

. k(v)
sz, 6)g(v*; 1, 0)

gdeje s(u,0) dato sa:

1+ uo 1+ uo
SUL5)::k( ) g( y §ﬂ,5)
T(146) _T _ p(1+ud)
(1 +ue-2)) r(1-+ﬂ5) exP[l u
2u 2u %

Zamenom k(v*), s(@1,0) i g(v*; @1, 6) u izraz za verovatnocu prihvatanja dobija se:

(25 ] 52

[ ( )] e+ @6) ]exp[ﬁ(v*—é)]
2 fexp -1

i
[
b

X exp[(v* -6) (- o) i 1]

T(1+46)
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7 Istrazivanje

U ovom poglavlju ¢e biti prikazani i analizirani rezultati istraZivanja. Kompletno is-
traZivanje sprovedeno je u statistickom softveru R. R predstavlja integrisano programsko
okruZenje za upravljanje podacima. Ovaj softver je popularan, besplatan programski jezik
za statisti¢ku i drugu matemati¢ku upotrebu; raCunanje, modeliranje i graficki prikaz. Ana-
lizirace se podaci kretanja cena dva berzanska indeksa. Koristi¢e se dve vremenske serije.
Prva vremenska serija sadrzi dnevne podatke kretanja cena americkog berzanskog indeksa
S&P 500, dok je druga vremenska serija zasnovana na dnevnim podacima cena domacdeg
indeksa Beogradske berze BELEX 15. Pre pocetka analize numerickog eksperimenta, uvodi
se pojam berzanskog indeksa a zatim se definiSu i opisuju indeksi S&P 500 i BELEX 15.

Berzanski indeksi

Berzanski indeksi predstavljaju jedan od najznacajnijih pokazatelja razvoja finansijskog trzi-
Sta, ali i privrede u celini, jer njihovo kretanje predvida buduca kretanja u privredi. Iako ovi
pokazatelji pokazuju kako su se cene menjale u proslosti, a ne njihove promene u buduénosti,
oni imaju Siroku primenu u analizi berzanskog poslovanja i donoSenju odluka o kupovini i
prodaji akcija.

Berzanski indeksi imaju nekoliko znacajnih funkcija.

Prvo, investitor koji posduje viSe hartija od vrednosti na odredenom trZistu ili u odredenom
industrijskom sektoru moze brzo dobiti informacije kako ¢e trziSna kretanja uticati na trZiSnu
vrednost novog portfolija. Isti investitor treba samo da proveri vrednosti akcija indeksa sli¢nih
hartija od vrednosti i odredi procenat promene u nameri da dobije informaciju kako se njegov
portfolio ponaSa. Ovo je mnogo jednostavnije nego kada bi se proveravale cene svake hartije
od vrednosti pojedinacno.

Drugo, indeksi su korisni za istorijske analize. Analizirajudi trZiSne indekse i neke druge
ekonomske idikatore, analitiCar moZe odrediti neke konzistentne odnose izmedu razlic¢itih
indeksa i sektora ekonomije i time biti koristan za razne vrste prognoza. Neki autori sugeriSu
da indeksi imaju i druge vazne funkcije. Pojedini autori veruju da je prou¢avanjem indeksa
tokom vremena moguce otkriti Sablone koji se ponavljaju u razli¢itim fazama rasta i pada
trziSta. Prema njihovom misljenu, ovi obrasci iz indeksa mogu se koristiti da predvide budude
smerove kretanja trzista.

Pokazatelji promena cena akcija, odnosno kretanja trZiSta, mogu se podeliti na indekse i
proseke, iako je uobicajeno njihovo obeleZavanje zajednickim imenom berzanski indeksi.
Proseci predstavljaju aritmeticku sredinu ograni¢enog uzorka cena akcija kojima se trguje
na berzi ili na vanberzanskom trziStu. U uzorak je ukljucena po jedna akcija kompanije sa
liste, tako da je ponder definisan visinom cene konkretne hartije od vrednosti, tj. ukoliko je
cena neke akcije viSa, ona ima vedi relativni uticaj na veli¢inu proseka, bez obzira na veli¢inu
trziSne vrednosti kompanije i na obim prodatih akcija.

Osim ovog nedostatka, proseci imaju i neke nedostatke prilikom rac¢unanja. Povremeno dolazi
do promene na listi akcija usled prestanka rada, integracije i slicno. Takode, dodatni problem
je mogucéa promena velicine liste akcija, ali svakako najveci problem je deoba akcija, koja
povremeno nastaje narocito kada nastane trend rastuéeg trziSta.
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Indeksi su, za razliku od proseka, kompleksniji pokazatelji, koji koriste ponderisane cene
akcija, ali i obime njihovog trgovanja. Izracunavaju se kao kao trziSna kapitalizacija* u
odredenom vremenskom periodu (obicno dnevnom), koja se deli odgovarajuéim iznosom
kapitalizacije na dan kada je indeks konstruisan, a dobijeni iznos mnoZi sa arbitrarno utvrde-
nom pocetnom vrednoS¢u indeksa. Vrednost indeksa zavisi od dva faktora: od cene akcija
i od broja prodatih akcija i predstavlja pouzdaniji indikator kretanja trZiSta u odnosu na prosek.

Svaki indeks se izraCunava na razlic¢it nacin. Dobro konstruisan indeks ¢e predstavljati
pokazatelj kretanja cena populacije koja se razmatra. Slabo formirani indeksi indicirace
samo to kako se ponaSa nereprezentativni uzorak populacije. Pri formulisanju indeksa koji
bi bio adekvatan pokazatelj, neophodno je razmotriti faktore kao Sto su: veli¢ina uzorka, re-
prezentativnost, ponderisanje i prakti¢na upotreba. Uzorak bi trebao da predstavlja znacajniji
udeo populacije koja se proucava, posto veci uzorci generalno daju jasnije indikacije o tome
kako se ponaSa posmatrana populacija. Sa druge strane, ako je uzorak suviSe veliki, bio bi
veoma skup i komplikovan za izraCunavanje.

Takode, uzorak bi trebao da predstavlja heterogene elemente koji reprezentuju sve delove
populacije. Na primer, uzorak ne bi smeo da se ograni¢i samo na hartije od vrednosti velikih
firmi ili samo akcija iz jednog industrijskog sektora. Razli¢itim elementima u uzorku trebalo
bi dodeliti pondere koji blize odreduju medusobni odnos elemenata koji se nalaze u populaiji.
Naravno, berzanski indeksi trebalo bi da budu izraZeni u jedinicama koje su lake za razume-
vanje i koje mogu dati odgovore na relevantna pitanja.

S&P 500

Berzanski indeksi su jedan od najvaZnijih pokazatelja na trziStima akcija koji u velikoj meri
opredeljuju ucesnike na finansijskom trziStu. Iako se odnose na cenovne promene u proslo-
sti, berzanski indeksi predstavljaju veliku pomoc¢ investitorima prilikom donoSenja odluka o
kupovini i prodaji akcija.

Iako se svi pokazatelji na finansijskom trZiStu Cesto tretiraju kao indeksi, njih treba razlikovati
od proseka od kojih su znatno prefinjeniji i sveobuhvatniji. TrZiSni indeksi, za razliku od
proseka, koji su odredeni isklju¢ivo cenom akcija, uzimaju u obzir i broj prodatih akcija ¢ime
je izbegnuto dobijanje pojednostavljene predstave o smeru kretanja trzista.

Jedan od najreprezentativnijih svetskih indeksa je S&P 500 kompozitni indeks (S&P 500)
cuvene kompanije Standardand Poor’s koja objavljuje veliki broj pokazatelja na mnogim
trziStima Sirom sveta. Ova kompanija nastala je spajanjem firme Standard Statistics i Poor’s
izdavacke kuce 1941. godine otkada pocinje i istorijat indeksa S&P. 1966. godine kompanija
McGraw-Hill preuzima Standard and Poor’s koja danas ima preko 5.000 zaposlenih u 19
zemalja Sirom sveta, sa preko 1.250 analiti¢ara medu kojima su i neki od najcenjenijih eko-
nomista sadaSnjice. Njihov zadatak je pruZanje nezavisnih i visoko vrednovanih finansijskih
informacija pod sloganom "investitor ima pravo da zna"[22].

4TrZiSna kapitalizacija (ili trZiSna vrednost) je indikator veliine i obima prometa na berzi. Dobija se
mnoZenjem trZiSne cene svih akcija na berzi sa ukupnim brojem svih akcija. Ovaj podatak govori o veli¢ini
posmatranog trzista.
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BELEX 15

Na naSoj finansijskoj berzi odnosno Beogradskoj berzi postoje dva indeksa i to BELEX
15 i BELEX line. U ovom radu koristic¢e se indeks BELEX 15.

BELEX 15 predstavlja vodedi indeks Beogradske berze sa ciljem da u Sto preciznijoj meri
opise kretanja cena najlikvidnijih akcija na regulisanom trzistu Beogradske berze. BELEX 15
inicijalno je definisan i metodoloski obraden u septembru 2005. godine. Uzimajuéi u obzir
dostupnost informacija koje se odnose na izdavaoce ¢ijim se akcijama trguje na regulisanom
trziStu Beogradske berze, a koje mogu biti uklju¢ene u sastav indeksne korpe ovog indeksa,
Berza ne moze da garantuje da ¢e svi podaci uzeti prilikom kalkulacije indeksa, same ka-
lkulacije, kao i prateci koeficijenti i elementi indeksa biti potpuno zasti¢eni od eventualnih
greSaka, jer predmetne greSke mogu nastati usled neaZzurnosti samog izdavaoca, pogre$nih
informacija dostavljenih Berzi i drugim institucijama, kao i usled neadekvatne primene ove
metodologije. U tom smislu, Beogradska berza ¢e izracunati indekse i pratece koeficijente
uz duZnu paznju, ali nece prihvatiti bilo kakvu odgovornost za eventualne direktne i indi-
rektne gubitke koji nastanu kao posledica greske nastale tokom kalkulacije indeksa i pratecih
koeficijenata. Sastav bilo kog indeksa Beogradske berze ne moze se smatrati preporukom
za investiranje u bilo koju komponentu indeksa, te stoga Beogradska berza ne prihvata od-
govornost za posledice investicionih odluka nastalih kori§¢éenjem kako samih indeksa, tako i
izvedenih podataka.

Definicija indeksa BELEX 15 je indeks ponderisan trZiSnom kapitalizacijom koja se na-
lazi u slobodnom prometu (free float) i ne prilagodava za ispladene dividende. BELEX 15
sastoji se od akcija kojima se se trguje metodom kontinuiranog trgovanja na regulisanom
trzistu i koje su ispunile kriterijume za ulazak u indeksnu korpu. TeZina komponenti u indeksu
je ogranic¢ena na maksimalnih 20 odsto u odnosu na ukupnu trZisSnu kapitalizaciju indeksa na
datum revizije.

Namena indeksa je da meri promene cena (price index) akcija kojima se trguje metodom
kontinuiranog trgovanja na regulisanom trZiStu, a koje su prethodno zadovoljile kriterijum
za ukljucivanje u u indeksnu korpu. Indeks BELEX 15 je prevashodno namenjen unaprede-
nju investicionog procesa, kroz merenje performansi najlikvidnijeg segmenta srpskog trzista
kapitala, kao i kroz moguénost uporedivanja potencijalnih investicionih strategija prema in-
deksu. Sadruge strane, BELEX 15 je dizajniran na nacin koji najblize moguce opisuje trziSna
kretanja najlikvidnijih akcija i moze sluZiti kao podloga (underlying) za kretanje struktuiranih
proizvoda i derivata na domacdem i inostranom trziStu. Namenjen je da bude analiticki alat
kako za portfolio menadZere, profesionalne analitiCare, stru¢nu javnost, investitore, tako i za
sve druge koji proucavaju dinamiku kretanja cena akcija na ovom trzistu.

Zvanican naziv indeksa je Indeks najlikvidnijih akcija BELEX 15 [21].
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Numericki eksperiment

Prvo ¢e se analizirati vremenska serija koja sadrZi dnevne podatke kretanja cena ameri-

¢kog berzanskog indeksa S&P 500. Posmatra se vremenska serija za period od 8. januara
2007. do 29. decembra 2017. godine 5. Ova vremenska serija sadrZi ukupno 2776 poda-
taka. KoriS¢eni su podaci na dnevnom nivou kako bi se obezbedio veci broj podataka Sto
je pogodno prilikom ocenjivanja modela. Za formiranje modela nece se koristiti cela vre-
menska serija. Naime, vremenski period je podeljen na dva potperioda, gde prvi potperiod
obuhvata podatke od 8. januara 2007. do 31. decembra 2014. godine, a drugi potperiod
podatke od 2. januara 2015. do 29. decembra 2017. godine. Razlog za ovakvu podelu je taj
Sto Ce se prvi potperiod koristiti za ocenjivanje modela, dok ée se za drugi formirati predikcije.

U ekonomskim istrazivanjima i prilikom ocene ekonometrijskih modela za predikcije Cesto
se koriste logaritmovane vrednosti vremenske serije. Jedan od razloga za ovakvu transforma-
ciju leZi u ¢injenici da logaritmovana vremenska serija ima stabilniju varijansu od originalne
serije. Upravo iz tog razloga u ovom radu analiza podataka i ocena ekonometrijskog modela
radice se na logaritmovanim podacima.

Nasslici 7.1 prikazano je kretanje berzanskog indeksa S&P 500 za period od 8. januara 2007.
do 29. decembra 2017. Najveci pad ovog berzanskog indeksa zabeleZen je 2008. godine u
vreme Svetske finansijske ekonomske krize.

S&P 500 2007-01-08 / 2017-12-29
2500 2500
2000 2000
1500 1500
1000 1000
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Slika 7.1: Kretanje berzanskog indeksa S&P 500

5Podaci o dnevnim kretanjima cena indeksa S&P 500 su preuzeti sa sajta http://www.finance.yahoo.com
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Jedan od klju¢nih pojmova u analizi vremenskih serija jeste stacionarnost. Grubo receno,
vremenska serija je stacionarna ako se njene statisticke osobine ne menjaju tokom vremena.
Pod navodenjem pojma stacionarnosti misli se na slabu stacionarnost, koja je definisana u
uvodnom delu rada. Implicitno, slaba stacionarnost implicira da su momenti prvog i drugog
reda konaci.

Modeli koji se koriste u radu baziraju se na pretpostavkama o stacionarnosti vremenskih
serija. Zbog toga se pre same ocene modela mora ispitati stacionarnost. U praksi, slaba
stacionarnost je neophodna da bi mogle da se odrede predikcije.

Posmatrajudi sliku 7.1 moZze se primetiti da vremenska serija ima rastuéi trend, Sto je jedan
od pokazatelja nestacionarnosti vremenske serije, Sto se potvrduje Duckey-Fuller-ovim (DF)
testom. Dobijena p-vrednost koriS¢enjem ovog testa je 0.6755 Sto je vece od 0.05, Sto impli-
cira da je vremenska serija nestacionarna. Diferenciranje moZe transformisati nestacionarnu
seriju u stacionarnu. Iz tog razloga se prvobitno date cene indeksa S&P 500 transformisSu u
logaritamske prinose.

Na grafiku 7.2 prikazan je logaritamski prinos nase vremenske serije, odnosno kako iz-
gleda vremenska serija nakon diferenciranja. Sa grafika se vidi da vremenska serija osciluje
oko nule i da se ne uocavaju ni rastu¢i ni opadajuéi trendovi pa se moze zakljucti da je
logaritamska serija prinosa stacionarna. Ovaj zaklju¢ak se moze potvrditi i DF testom, jer je
p-vrednost dobijena za logaritamski prinos serije 0.01 < 0.05.

Logaritamski prinos 2007-01-09 / 2017-12-29
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Slika 7.2: Logaritamski prinos berzanskog indeksa S&P 500

Iz ovog dela rada zakljucuje se da je serija berzanskog indeksa S&P 500 na logaritamskom
nivou integrisana stepena 1, $to znaci da postaje stacionarna nakon prvog diferenciranja. Ovo
dalje implicira da ¢e se za ocenu modela koristiti serija logaritamskih prinosa.
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Statisticke osobine indeksa S&P 500

U analizi bilo kojih podataka pocetni korak podrazumeva ispitivanje statistickih osobina
vremenske serije. Time se bavi deskriptivna statistika. Deskriptivna statistika sadrZi metode
i procedure za prezentovanje i sumiranje podataka. Njena svrha je da pomocu nekoliko
brojeva opiSe znacenje podataka koji se nalaze unutar vremenske serije. Deskriptivna sta-
tistika je obicno prvi korak u analizi podataka, a sluZi za opisivanje prikupljenih podataka.
Deskriptivna statistika obi¢no prethodi statistickom zakljucivanju i predvidanju.

Osnovne mere koje se koriste za opisivanje podataka su ocekivanje, medijana, standardna
devijacija, minimalna i maksimalna vrednost kao i koeficijenti asimetrije i spljoStenosti.

U Tabeli 7.1 predstavljene su vrednosti deskriptivnih statistika za logaritamske prinose be-
rzanskog indeksa S&P 500.

S&P 500

Ocekivanje 0
Medijana 0
Standardna devijacija 0.01
Min -0.09
Max 0.11
Koeficijent asimetrije -0.35
Koeficijent spljoStenosti 10.91
Jarque-Bera 13787
p vrednost 0.00

Tabela 7.1: Deskriptivna statistika za prinose berzanskog indeksa S&P 500

Iz ove tabele se vidi da je ocekivanje logaritamskog prinosa berzanskog indeksa blisko nuli.
Standardna devijacija pokazuje koliko u proseku elementi u uzorku odstupaju od ocekivane
vrednosti. Kao i ocekivanje i standardna devijacija ove vremenske serije je bliska nuli.
Koeficijent asimetrije daje informaciju o tome da li je vecina vrednosti u uzorku veéa (ima
pozitivan predznak) ili manja (ima negativan predznak) od ocekivane vrednosti. Ukoliko je
koeficijent asimetrije jednak nuli, moZe se pretpostaviti da podaci prate standardnu normalnu
raspodelu. U nasSoj vremenskoj seriji ovaj koeficijent je —0.35 , dakle ima negativan predznak,
Sto znaci da je vecina podataka manja od oc¢ekivane vrednosti. Odnosno, vremenska serija
je asimetri¢na na levo. Na osnovu koeficijenta asimetrije investitori mogu bolje da procene
kakve ¢e biti buduce vrednosti vremenske serije.

Koeficijent spljoStenosti je pokazatelj koji izrazava koliko je neka raspodela spljoStena u
odnosu na normalnu. Ukoliko je ovaj koeficijent jednak trojci to znaci da je raspodela
normalno spljoStena. Ako je koeficijent spljostenosti vec¢i od tri to znali da raspodela
ima deblje repove Sto ukazuje na postojanje outlier-a, ako je pak ovaj koeficijent manji
od tri raspodela ima tanje repove. Koeficijent spljoStenosti u nasem slucaju je 10.91 Sto
je daleko iznad tri. Ovo ukazuje na raspodelu sa debelim repovima i na postojanje vise
outlier-a (ima dosta vrednosti u uzorku koje su znacajno udaljene od ostalih vrednosti).
Posmatranjem koeficijenta asimetrije i koeficijenta spljoStenosti dolazi se do zakljucka da
podaci iz vremenske serije vrlo verovatno ne prate standardnu normalnu raspodelu.
Jarque-Bera (JB) test normalnosti testira da li koeficijent asimetrije i sploStenosti odgovaraju
normalnoj raspodeli. Nulta hipoteza koja se testira glasi da podaci imaju koeficijent asimetrije
jednak nuli a koeficijent spljoStenosti jednak tri, odnosno da ovi koeficijenti odgovaraju
normalnoj raspodeli. Kako je registrovana p vrednost u Tabeli 7.1 manja od 0.05 zakljucuje
se da se nulta hipoteza odbacuje, odnosno da serija indeksa ne prati normalnu raspodelu.
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Ocena parametara linearnog GJR(1,1) modela sa studentovom-t raspodelom

Kao $to je ve¢ naglaseno, za ocenjivanje parametara modela nece se korititi cela vremenska
serija nego samo njen prvi potperiod koji obuhvata podatke od 8. januara 2007. do 31.
decembra 2014. godine.

Prvo ée se oceniti parametri modela uz pomo¢ klasni¢nog pristupa, odnosno koristi¢e se
metoda maksimalne verodostojnosti.

U opstem slucaju GJR(p,q) model mozZe se zapisati na slede¢i nacin:

q P q
2 2 2 2
ol =w+ E g + E ﬁjcrt_j+ E Yig,_ili-i
i=1 ]:1 i=1

gde je

I o 1, St—i < 0
= O, Ei—i = 0

indikator funkcija. Koeficijent y; predstavlja efekat asimetrije.
Ovo istrazivanje fokusirano je na jednostavnom modelu u kojem je p = ¢ = 1, tj. ocenjeni
su parametri GJR(1,1) modela, koji je dat formulom:

2 2

2 2
oy =w+a1&_ + pro;_ +vig_ -1

U Tabeli 7.2 prikazani su ocenjeni koeficijenti GJR(1,1) modela sa studentovom-t raspode-
lom. Koeficijenti su ocenjeni metodom maksimalne verodostojnosti, $to je uobicajena tehnika
kod klasi¢nog pristupa ocene parametara.

Parametar | Ocena | Standardna greSka | T-statistika
u 0.000623 0.000179 3.474582
w 0.000002 0.000002 1.374682
ay 0.000000 0.021868 0.000004
Bi 0.872973 0.023548 37.072729
Y1 0.227124 0.042419 5.354282

Tabela 7.2: Ocena parametara GJR(1,1) modela sa studentovom t-raspodelom

Posmatrajuéi poslednju kolonu ove tabele uocava se da su svi koeficijenti osim «a; statisti¢ki
znacajni na nivou znacajnosti 0.05. Prema tome, na§ model moZe se opisati formulom:

o =0.000002 + 0.8729730 | +0.227124&> | I,

Nakon §to su ocenjeni parametri modela, prelezi se na formiranje predikcija.
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Predikcije

Gotovo je nemoguce pronaci neku nauku koja se ne sluzi predikcijama i prognozama za
buduce periode. Najjednostavniji primer za predvidanje bududih ishoda jeste vremenska
prognoza. Vremenska prognoza koristi istorijske podatke, odnosno informacije kakvo je bilo
vreme juce, prekljuce i u prethodnim danima, da bi se odredilo kakvo ¢e vreme biti sutra,
prekosutra ili za mesec dana unapred. Na istom tom principu funkcioniSu i finansijske vre-
menske serije. Dakle, na osnovu istorijskih podataka, koriste¢i odgovarajuéi model, formiraju
se predikcije za neke buduce periode. Predikcije su veoma korisne jer na osnovu njih moze
da se prognozira kakav Ce biti prinos ili rizik odredene vremenske serije.

Predikcije se formiraju nakon S$to se ocene parametri modela. Kod predikcija postoje dva
pristupa. U prvom pristupu formiraju se predikcije za buduce vrednosti, odnosno za ocenu
modela se koristi cela vremenska serija a predvidaju se vrednosti za neki od bududih perioda.
Tako na primer, ako se radi o vremenskoj seriji koja sadrZi dnevne prinose predvidaju se
vrednosti za sutra, prekosutra ili pak nekoliko dana unapred. Ako je se radi o mese¢nim pri-
nosima onda se predvidaju vrednosti vremenske serije za jedan ili nekoliko meseci unapred.
Medutim, interesantno je videti koliko dobro model predvida i zbog toga su potrebne opse-
rvacije iz vremenske serije kako bi se mogle uporediti sa prognoziranim vrednostima. Naime,
u drugom pristupu se vremenska serija deli na dva perioda. Uglavnom se deli tako da prvi
period sadrZi 80 Y% podataka a drugi period preostalih 20 % podataka. Prvi potpriod serije
koristi se za ocenu modela. Drugi potperiod naziva se test period i za taj period se formiraju
predikcije. Nakon fomiranja predikcija, porede se stvarne vrednosti iz vremenske serije sa
formiranim predkcijama i na taj nacin se proverava koliko je dobra prediktivna mo¢ modela,
odnosno koliko dobro model predvida. Ovaj pristup se mnogo viSe koristi u praksi pa ¢e
stoga biti primenjen i u ovom master radu.

Vremenska serija logaritamskih prinosa berzanskog indeksa S&P 500 deli se na dva pot-
perioda. Prvi potperiod, koji sadrzi 80 % podataka vremenske serije, je od 8. januara 2007.
do 31. decembra 2014. godine i sadrZi ukupno 2011 podataka. Test period sadrZi preostale
podatke pocev od 2015. godine pa do kraja 2017. godine i on sadrZi ukupno 754 opservacije.
Pomoc¢u GJR(1,1) modela sa studentovom-t raspodelom ocenjeni su parametri modela na
osnovu podataka iz prvog potperioda vremenske serije. Nakon toga formirane su predikcije
za test period. Predikcije su formirane za prinose, odnosno za kretanje prinosa vremenske
serije, i za volatilnost, odnosno uslovnu standardnu devijaciju prinosa serije.

Na Slici 7.3 prikazane su predikcije kretanja prinosa berzanskog indeksa S&P 500. Pre-
dikcije su prikazane crvenom linijom, dok su stvarne vrednosti prinosa vremenske serije
prikazane plavom linijom. X-osa je vremenska osa i na njoj su predstavljene godine za
koje su formirane predikcije a y-osa predstavlja vrednosti logaritamskih prinosa vremenske
serije. Sa datog grafika se vrlo jasno vidi da su sve predvidene vrednosti jednake nuli, odno-
sno model predvida da ¢e prinosi vremenske serije berzanskog indeksa S&P 500 biti nula.
Ovaj zakljucak se poklapa sa ¢injenicom da je u deskriptivnoj statistici ocekivana vrednost
logaritamskog prinosa serije bila jednaka nuli.
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Slika 7.4: Predikcije uslovne standardne devijacije prinosa berzanskog indeksa S&P 500

Na Slici 7.4 prikazane su formirane predikcije uslovne standardne devijacije berzanskog
indeksa S&P 500. X-osa ponovo predstavlja vremensku osu dok se na y-osi nalaze vrednosti
sigme, odnosno uslovne standardne devijacije. Plavom linijom predstavljene su stvarne
vrednosti a crvenom bojom predstavljene su predvidene vrednosti za sigmu. Za razliku od
predikcija prinosa, predikcije uslovne standardne devijacije nisu jednake nuli, Sto ukazuje na
¢injenicu da rizik uvek postoji.
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Bayes-ovsko ocenjivanje parametara

Tokom osamdesetih godina ARCH i GARCH modeli su veoma brzo prerasli u bogatu fami-
liju empirijskih modela za predvidanje volatilnosti. Ovi modeli su Siroko rasprostranjeni i
neophodan su alat u finansijskoj ekonometriji. Do nedavno za ocenu parametara ovih modela
uglavnom su se koristile klasi¢ne tehnike maksimalne verodostojnosti. U poslednje vreme
sve viSe je zastupljen Bayes-ov pristup ocenjivanja parametara. Bayes-ov pristup nudi atra-
ktivnu alternativu koja omogucéava dobijanje robusne ocene.

Izbor algoritma je prvo sporno pitanje sa kojim se suocava u radu sa MCMC metodama i to
zavisi od prirode problema koji se ispituje. U programskom softveru R paket bayesGARCH
koristi proceduru simulacije koja se oslanja na M-H algoritam u kojem se neki parametri
modela aZuriraju po blokovima. Gustine su konstruisane iz pomoénog ARMA modela za
kvadratne opservacije. Ova metodologija izbegava troSenje vremena i komplikovan zadatak
izbora i podeSavanja algoritama za kreiranje uzoraka.

Metod Bayes-ove ocene primenjuje se na dnevne opservacije njujorSkog berzanskog indeksa
S&P 500. Kao i u klasi¢nom pristupu, za ocenjivaje parametara koristi se prvi potperiod
vremenske serije koji obuhvata podatke od 8. januara 2007. do 31. decembra 2014. godine.
Dakle ne koristi se cela vremenska serija nego samo prvih 2011 podataka. Fituje se jednosta-
van GARCH(1,1) model za podatke iz prvog potperioda vremenske serije uz pomo¢ funkcije
bayesGARCH.

Za priorne raspodele GJR parametara biraju se odsecene trodimenzionalne normalne raspo-
dele sa oc¢ekivanjem nula vektorom i dijagonalnom kovarijansnom matricom. U ugradenoj
funkciji bayesGARCH u R-u vrednosti varijanse su podeSene na 1000 tako da se uvode priorne
informacije u naSu ocenu. Za priorni parametar stepena slobode postavljaju se hiperparametri
A =0.011i06 =2 pa je stoga priorno ocekivanje 102 a priorna varijansa 10000. Vrednost
hiperparametra ¢ odredena tako da uslovna varijansa postoji.

Pokrecu se dva lanca, svaki od njih ima po 1000 koraka. Treba naglasiti Cinjenicu da su
jedino pozitivna ograni¢enja implementirana u M-H algoritmu; u proceduri simulacije nisu
postavljeni uslovi stacionarnosti.

Nakon pokretanja MCMC algoritma dobija se niz od dva lanca iteracija i za svaku iteraciju
ispisane su vrednosti parametara redom : g, a1, 3, v.

chain: 1 iteration: 10 parameters: 51.4712 0.3178 0.6842 35.6843
chain: 1 iteration: 20 parameters: 51.4712 0.3178 0.6988 25.6582
chain: 1 iteration: 30 parameters: 51.4712 0.3178 0.7066 20.1889
chain: 1 iteration: 40 parameters: 92.5404 0.3197 0.6979 23.6973
chain: 1 iteration: 50 parameters: 115.1513 0.3241 0.7225 20.8273

chain: 2 iteration: 9960 parameters: 99.8186 0.5687 0.4762 16.4937
chain: 2 iteration: 9970 parameters: 74.625 0.7023 0.3676 19.1406
chain: 2 iteration: 9980 parameters: 127.047 0.6461 0.4331 17.6043
chain: 2 iteration: 9990 parameters: 53.4131 0.6153 0.4472 17.1392
chain: 2 iteration: 10000 parameters: 86.807 0.5536 0.516 16.8506
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MCMC algoritam kreira uzorak iz posteriorne raspodele a u nasem interesu je da znamo da
li je uzorak dovoljno blizu posteriorne raspodele koja se koristi prilikom analize. Postoji
nekoliko nacina za proveru ovoga, ali preporucuje se Gelman-Rubin-ova dijagnostika [8].
U osnovi, Gelman-Rubin procenjuje da li postoji znacajna razlika izmedu varijanse unutar
nekoliko lanaca i varijanse izmedu nekoliko lanaca. Vrednost kojom se to meri naziva se
scale reduction factors (faktor smanjenja skale). Komanda gelman.diag u R-u daje faktor
smanjenja skale za svaki parametar. Faktor 1 znaci da su varijanse izmedu lanaca i varijanse
unutar lanca jednake, vece vrednosti znace da i dalje postoji znaCajna razlika izmedu lanaca.
Sve vrednosti ispod 1.2 su dobre.

U Tabeli 7.3 prikazana je Gelman-Rubin-ova dijagnostika.

Donja granica | Gornja granica
o 1.00 1.00
] 2.13 4.68
B 2.16 4.75
v 1.00 1.00

Tabela 7.3: Gelman-Rubin-ova dijagnostika za berzanski indeks S&P 500

Iz prikazane tabele vidi se da je faktor smanjenja skale za parametre @ i v ispod 1.2 Sto
znaci da su za te parametre varijanse izmedu i unutar lanaca jednake, dok je za parametre a;
i B ovaj pokazatelj mnogo veci od 1, stoga se za te parametre ne moze zakljuciti da su im
varijanse jednake.

Od velikog znacaja je ispitivanje autokorelacije. Autokorelacija je matematicka repreze-
ntacija stepena sli¢nosti izmedu date vremenske serije i njenih prethodnih vrednosti u vise
vremenskih intervala. Prilikom izracunavanja autokorelacije mogu se dobiti vrednosti u o-
psegu od 1 do -1. Autokorelacija koja ima vrednost 1 predstavlja savrSenu pozitivnu korela-
ciju (porast u jednom vremenskom nizu dovodi do porasta u drugom vremenskom nizu), dok
vrednost od -1 ukazuje na savrSeno negativnu korelaciju.

U Tabeli 7.4 data je autokorelaciona funkcija za MCMC. U naSem slucaju to je jedna dijago-
nalna matrica.

) ay B %
Lag0 1.00000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.00000000
Lag1 0.74336720 | 0.9939801 | 0.9872830 | 0.86621503
Lag5 0.24466018 | 0.9735729 | 0.9673951 | 0.61181832
Lag 10 | 0.08033197 | 0.9501114 | 0.9452330 | 0.41948166
Lag 50 | -0.01028453 | 0.7940011 | 0.7939099 | 0.04287799

Tabela 7.4: Autokorelaciona matrica za berzanski indeks S&P 500

U ovoj matrici uoCava se da Sto se viSe ide u prosSlost vrednosti autokorelacije se sve vise
smanjuju. Za parametar oo Cak se dostiZe i negativna vrednost korelacije. Prva kolona ove
tabele pokazuje koliko koraka unazad se ide u vremenskoj seriji. Pa tako na primer, Lag 1
znaci da se pomera za jedan period unazad, a Lag 50 znaci da se pomera 50 perioda unazad.
Kako je u ovom radu re¢ o dnevnim kretanjima cena indeksa, jedan period predstavlja jedan
dan. Autokorelacija za 1 korak unazad ima opseg od 0.74 za parametar @ do 0.99 za
parametar «; , S$to je veoma visok stepen povezanosti.

57



Bojana Soro Bayes-ovsko ocenjivanje parametara GARCH modela

Trace of alphal Density of alphal

z +
=] | ; | . = -
o o
=2
=] . -
D . - 3
S T T T T T g B T T T T
0 2000 4000 6000 2000 10000 0 50 100 150 200

Density of alpha1

Trace of alphat

3 2 Ha WYy byl —
= J L ™
o -
- - .
=4 T T T T T o T T T T T T T
0 2000 4000 §000 &000 10000 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Trace of beta Density of beta
= =
- (] |
; N E ] \/\
o ] =
o =] I I I I I
0 2000 4000 G000 &000 10000 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
S Trace of nu Density of nu
- | |
2 - S
g - g ] RO |
I I I I I I ) I I I I I

0 2000 4000 g00oo goog 10000 il &0 100

Slika 7.5: Prikaz putanja dva lanca za Cetiri parametra modela generisanih pomoéu M-H
algoritma

Na slici 7.5 sa leve strane prikazane su putanje dva lanca za parametre modela generisanih
preko M-H algoritma. Crvenom bojom iscrtana je putanja jednog lanca dok je crnom bojom
iscrtana putanja drugog lanca. Sa desne strane slike prikazane su gustine tih istih parametara.

Koriste¢i funkciju formSmpl formira se uzorak. Uzorak se formira tako $to se prvih 5000
iteracija iz celokupnog MCMC output-a odbaci i spoje se dva lanca. Na taj nain dobija se
konacan uzorak duzine 10000. Odbacivanje prvih 5000 iteracija MCMC output-a i zadrZa-
vanje drugih 5000 se vrSi kako bi se smanjila autokorelacija.

Posteriorna statistika se dobija primenom metode summary na formirani uzorak. Rezu-
Itati posteriorne statistike prikazani u Tabeli 7.5.

Ocekivaje | Standardna devijacija | Standardna devijacija vremenske serije
ap | 98.7017 22.5467 0.57860
a; | 0.7312 0.2649 0.07265
B 0.3505 0.2337 0.06528
14 18.5515 2.0301 0.11208

Tabela 7.5: Posteriorna statistika berzanskog indeksa S&P 500
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Slika 7.6: Marginalne posteriorne raspodele berzanskog indeksa S&P 500

Marginalne raspodele parametara modela dobijaju se tako Sto se prvo uzorak transformise u
matricu a zatim se iskoristi funkcija hist, koja iscrtava histogram za svaki od parametara.

Na slici 7.6 prikazane su marginalne posteriorne raspodele za parametre modela. Za para-
metre  , @1 i B priorne raspodele su bile normalne raspodele, dok je za parametar v priorna
raspodela bila studentova-t raspodela. Nakon formiranja uzorka i dobijanja posteriornih ras-
podela za parametre modela primecuje se da se priorna i posteriorna raspodela za parametar
a1 ne poklapaju. Ako se uporede priorne i posteriorne raspodele parametara ag, S i v tu
postoji poklapanje, odnosno parametri g i 8 prate normalnu raspodelu dok parametar v prati
studentovu-t raspodelu.
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BELEX 15

Nakon analize njujorSkog berzanskog indeksa S&P 500, prelazi se na analizu beogradskog
berzanskog indeksa BELEX 15.

Sada se posmatra druga vremenska serija, koja sadrZi dnevna kretanja cena indeksa BELEX
15. Posmatra se vremska serija za period od 8. januara 2007. do 29. decembra 2017.
godine®. Prilikom izbora perioda vremenskih serija vodilo se raCuna da obe vremenske se-
rije budu izabrane tako da se poklapa vremenski interval, odnosno obe vremenske serije se
posmatraju za period po¢ev od januara 2007. pa do decembra 2017. godine. Jedino Sto se
razlikuje kod ovih vremenskih serija jeste ukupan broj podataka. Naime, prva serija sadrzi
ukupno 2766 podataka dok druga vremenska serija ima ukupno 2775 podataka. To nepo-
klapanje je posledica nepoklapanja neradnih dana u SAD i u Srbiji. Vrednosti cena indeksa
beleze se svakog radnog dana pri emu se izuzimaju vikendi, drZavni praznici i zakonom
propisani neradni dani.

U praksi, pre bilo kakve analize i iznoSenja zakljuCaka, crta se cela vremenska serija i
na osnovu crteza se analizira kretanje date serije. Tako se postupa i u ovom istrazivanju.

BELEX 15
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[T
L]
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= _|
o
—
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Slika 7.7: Kretanje berzanskog indeksa BELEX 15

Sa Slike 7.7 jasno se vidi kretanje cena domaceg berzanskog indeksa u periodu od 8. januara
2007. do 29. decembra 2017. godine. Najveci rast ovog indeksa zabelezen je u maju 2007.
godine dok je najveci pad zabeleZen u martu 2009. godine.

6Podaci o dnevnim kretanjima cena indeksa BELEX 15 preuzeti su sa sajta
http://www.belex.rs/trgovanje/indeksi/belex 15/istorijski
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Pre ocene modela mora se ispitati stacionarnost vremenske serije, jer se svi modeli koji su
kori$¢eni u radu baziraju na pretpostavci o stacionarnosti. Stacionarnost je takode neophodna
i da bi se mogle odrediti predikcije.

Posmatrajudi sliku 7.7 primecuje se da serija ima opadajudi trend, Sto je jedan od pokaza-
telja nestacionarnosti vremenske serije. Nestacionarnost date vremenske serije potvrduje i
Duckey-Fuller-ov (DF) test. Dobijena p-vrednost ovog testa je 0.6894 Sto je vece od 0.05,
a to implicira da je data vremenska serija nestacionarna. Diferenciranjem nestacionarna
vremenska serija transformise se u stacionarnu. Iz tog razloga date cene indeksa BELEX 15
iz ove serije se diferenciraju i transformisu se u logaritamske prinose.

Logaritamski prinos

0.10

0.05
I

-0.05 0.00

-0.10

I I [ I I I
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Slika 7.8: Logaritamski prinos berzanskog indeksa BELEX 15

Na grafiku 7.8 prikazan je logaritamski prinos naSe vremenske serije, odnosno kako vre-
menska serija izgleda nakon diferenciranja. Sa grafika se moZe primetiti da serija osciluje
oko nule i da se ne uocavaju ni rastuci ni opadajudi trendovi pa se moze zakljuciti da je ova
logaritamska vremenska serija prinosa stacionarna. Ovaj zakljuCak moZe se potvrditi i DF
testom, jer je dobijena p-vrednost za seriju logaritamskih prinosa 0.01 < 0.05. Dakle na
osnovu DF testa zakljucuje se da je vremenska serija logaritamskih prinosa stacionarna.

1z ovog dela rada zakljucuje se da je serija berzanskog indeksa BELEX 15 na logaritamskom
nivou integrisana stepena 1, $to znaci da postaje stacionarna nakon prvog diferenciranja. Ovaj
zakljuc¢ak dalje implicira da ¢e se za ocenu modela koristiti viemenska serija logaritamskih
prinosa.
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Statisticke osobine indeksa BELEX 15

Kao i u slucaju prethodnog indeksa, prvi korak analize podataka podrazumeva ispitivanje
statistickih osobina. Time se bavi deskriptivna statistika, koja sluZi za opisivanje prikupljenih
podataka. Deskriptivna statistika prethodi statistickom zakljucivanju i predvidanju.
Osnovne mere koje ¢e se ovde koristiti a koje su ujedno i osnovne mere za opisivanje po-
dataka su: ocekivanje, medijana, standardna devijacija, minimalna i maksimalna vrednost,
koeficijent asimetrije i koeficijent spljoStenosti.

U Tabeli 7.6 predstavljene su vrednosti deskriptivnih statistika za logaritamske prinose ber-
zanskog indeksa BELEX 15.

BELEX 15

Ocekivanje 0
Medijana 0
Standardna devijacija 0.01
Min -0.12
Max 0.11
Koeficijent asimetrije -0.16
Koeficijent spljoStenosti 15.74
Jarque-Bera 28680

p vrednost 0.00

Tabela 7.6: Deskriptivna statistika za prinose berzanskog indeksa BELEX 15

Iz tabele se vidi da je oCekvivanje logaritamskog prinosa berzanskog indeksa jednako nuli.
Standardna devijacija iznosi 0.01, Sto je veoma blisko nuli. Vrednost standardne devijacije
bliska nuli ukazuje da u proseku veoma mali broj elemenata u uzorku odstupa od ocekivane
vrednosti, odnosno odstupanje od ocekivane vrednosti je minimalno.

Vrednosti za o¢ekivanje, standardnu devijaciju i medijanu su potpuno iste kod obe vremenske
serije.

Koeficijent asimetrije je -0.16. Negativna vrednost ovog koeficijenta ukazuje na to da je ve-
¢ina podataka u vremenskoj seriji manja od o¢ekivane vrednosti, odnosno vremenska serija
je asimetri¢na na levo. Kako ovaj koeficijent nije jednak nuli moZe se pretpostaviti da podaci
ne prate standardnu normalnu raspodelu.

Koeficijent spljoStenosti iznosi 15.74. Ta vrednost je mnogo veca od tri, stoga se moze
zakljuciti da raspodela ima debelje repove a to ukazuje na postojanje viSe outlier-a (ima dosta
vrednosti u uzorku koje su znacajno udaljene od ostalih vrednosti). KKoeficijent spljoste-
nosti je pokazatelj koji izraZzava koliko je neka raspodela spljoStena u odnosu na normalnu
raspodelu.

Posmatranjem vrednosti koeficijenta asimetrije i koeficijenta spljoStenosti dolazai se do za-
kljucka da podaci iz date vremenske serije vrlo verovatno ne prate standardnu normalnu
raspodelu. Ovaj zakljucak se moze potvrditi Jarque-Bera (JB) testom normalnosti.

JB test normalnosti testira da li koeficijent asimetrije i spljoStenosti odgovaraju normalnoj
raspodeli. Nulta hipoteza glasi da se podaci imaju koeficijent asimetrije jednak nula i koe-
ficijent spljoStenosti jednak tri. Kako je registrovana p-vrednost (JB) statistike 0.00 a to je
manje od 0.05 donosi se zaklju¢ak da se nulta hipoteza odbacuje, odnosno da vremenska
serija indeksa BELEX 15 ne prati normalnu raspodelu.

Isti zaklju€ak dobijen je i u slucaju indeksa S&P 500.
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Ocena parametara linearnog GJR(1,1) modela sa studentovom-t raspodelom

Za ocenjivanje parametara modela, ponovo, nece se koristiti cela vremenska serija ve¢ samo
njen prvi potperiod koji obuhvata podatke za vremenski interval od 8. januara 2007. do 31.
decembra 2014. godine. Na tom vremenskom podintervalu bie ocenjen model a za drugi
podinterval formiracée se predikcije.

Prvo ¢e se oceniti parametri modela pomocu klasi¢nog pristupa, odnodno koristi¢e se metoda
maksimalne verodostojnosti.

Ocenjuju se parametri GJR(1,1) modela, koji je dat formulom:

2 _ 2 2 2
o =w+ g+ Bro_ +yig_ 1

U Tabeli 7.7 prikazani su ocenjeni koeficijenti GJR(1,1) modela sa studentovom-t raspode-
lom. Koeficijenti su ocenjeni metodom maksimalne verodostojnosti Sto je uobic¢ajena tehnika
kod klasi¢nog pristupa ocene parametara.

Parametar | Ocena | Standardna greska | T-statistika
u 0.000068 0.000411 0.16608
w 0.000056 0.000056 4.51094
) 0.439703 0.055295 7.95202
B 0.644760 0.031592 20.40921
Y1 -0.170928 0.061222 -2.79193

Tabela 7.7: Ocena parametara GJR(1,1) modela sa studentovom t-raspodelom

U tabeli su date ocenjene vrednosti parametara, standardne greSke ocene i vrednosti test
statistike. MoZe se primetiti da standardne greSke ovih ocena imaju vrednosti veoma bliske
nuli. Dakle standardne greke su veoma male.

Vrednost test statistike za svaki od ovih parametara je veca od 0.05, odnosno svi koeficijenti
su statisticki znacajni na nivou znacajnosti 0.05. Prema tome svi parametri se ukljucuju u
model. Stoga se na§ model moZe opisati formulom:

o = 0.000056 + 0.439703&> | + 0.6447600> , — 0.17092827 | I,

Za razliku od prethodnog modela, u kojem su se koristili podaci prinosa berzanskog indeksa
S&P 500, kod koga parametar a; nije bio uklju¢en u model jer nije bio statisticki znacajan, u
ovom modelu svi ocenjeni parametri su statisticki znacajni.

U poredenju dva ocenjena modela metodom maksimalne verodostojnosti za razli¢ite berzan-
ske indekse primecuje se jo§ jedna razlika. U oceni parametra y; kod njujorSkog indeksa
dobijena je pozitivna vrednost dok je kod domaceg beogradskog indeksa dobijena negativna
vrednost.
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Predikcije

Nakon $to se oceni model prelazi se na formiranje predikcija. Metodologija formiranja
predikcija je ista kao i za berzanski indeks S&P 500. Dakle ponovo se deli vremenska serija
logaritamskih prinosa na dva potperioda i odreduju se predikcije za kretanje prinosa i za rizik
za test period.

Rdlling Forecast ve Actual Series
with conciticnal 2-Sgma banls
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Slika 7.9: Predikcije prinosa berzanskog indeksa BELEX 15
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Slika 7.10: Predikcije uslovne standardne devijacije prinosa berzanskog indeksa BELEX 15

Na Slici 7.9 prikazane su predikcije za logaritamske prinose berzanskog indesa BELEX
15. Ponovo su predvideni prinosi za test period jednaki nuli, kao i kod indeksa S&P 500.
ZakljuCuje se da se predikcije prinosa za ova dva berzanska indeksa poklapaju. Na Slici
7.10 predstavljene su predikcije uslovne standardne devijacije za test period. Primecuje se
da ni jedna predikcija uslovne standardne devijacije nije jednaka nuli ali su veoma blizu
nule. Za razliku od predikcija za indeks S&P 500, u slucaju berzanskog indeksa BELEX
15 predvidene vrednosti rizika su nesto nize, odnosno model predvida niZi rizik za prinose
berzanskog indeksa BELEX 15 u odnosu na berzanski indeks S&P 500.
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Bayes-ovsko ocenjivanje parametara

Nakon klasi¢ne ocene parametara metodom maksimalne verodostojnosti sledi Bayes-ovsko
ocenjivanje parametara GJR(1,1) modela sa studentovom-t raspodelom.

Metod Bayes-ove ocene primenjuje se na dnevne opservacije beogradskog berzanskog
indeksa BELEX 15. Kao i u klasiénom pristupu za ocenu parametara koristi se prvi potperiod
vremenske serije koji obuhvata vremenski interval od 8. januara 2007. do 31. decembra
2014. godine. Dakle ne koristi se cela vremenska serija nego samo prvih 2018 podataka.
Fituje se jednostavan GARCH(1,1) model za podatke iz prvog potperioda vremenske serije
uz pomo¢ funkcije bayesGARCH.

Za priorne raspodele GJR parametara biraju se odsecene trodimenzionalne normalne ras-
podele sa ocekivanjem nula vektorom i dijagonalnom kovarijansnom matricom. U ugradenoj
funkciji bayesGARCH u R-u vrednosti varijanse su podeSene na 1000 tako da se uvode priorne
informacije u naSu ocenu. Za priorni parametar stepena slobode postavljaju se hiperparametri
A =0.011i0 = 2 pa je stoga priorno ocekivanje 102 a priorna varijansa 10000. Vrednost
hiperparametra ¢ odredena tako da uslovna varijansa postoji.

Pokrecu se dva lanca, svaki od njih ima po 1000 koraka. Treba naglasiti ¢injenicu da su
jedino pozitivna ograni¢enja implementirana u M-H algoritmu; u proceduri simulacije nisu
postavljeni uslovi stacionarnosti.

Nakon pokretanja MCMC algoritma dobija se niz od dva lanca iteracija i za svaku iteraciju
ispisane su vrednosti parametara redom : g, a1, 3, v.

chain: 1 iteration: 10 parameters: 67.8996 0.2994 0.6991 28.5217
chain: 1 iteration: 20 parameters: 108.6377 0.3377 0.6633 25.1224
chain: 1 iteration: 30 parameters: 125.0694 0.4444 0.5896 19.7332
chain: 1 iteration: 40 parameters: 95.5449 0.4553 0.5879 21.0378
chain: 1 iteration: 50 parameters: 63.5825 0.5267 0.5211 18.0395
chain: 1 iteration: 60 parameters: 52.869 0.5386 0.4656 21.3578

chain: 2 iteration: 9950 parameters: 82.3885 1.1091 3e-04 18.3529
chain: 2 iteration: 9960 parameters: 73.0063 1.0744 1e-04 23.3275
chain: 2 iteration: 9970 parameters: 97.7084 1.0891 8e-04 21.3077
chain: 2 iteration: 9980 parameters: 108.4972 1.1045 0.004 21.128
chain: 2 iteration: 9990 parameters: 73.7832 1.1128 0.0083 20.2891
chain: 2 iteration: 10000 parameters: 104.1566 1.0879 0.0079 18.6781

MCMC algoritam kreira uzorak iz posteriorne raspodele a u naSem interesu je da znamo da
li je uzorak dovoljno blizu posteriorne raspodele koja se koristi prilikom analize. U cilju
ispitivanja osobina dobijenog MCMC output-a koristi¢e se Gelman-Rubinov-a dijagnostika.
Gelman-Rubin procenjuje da li postoji znacajna razlika izmedu varijanse unutar nekoliko
lanaca i varijanse izmedu nekoliko lanaca. Ponovo se posmatra vrednost scale reduction
factor-a za svaki od ocenjenih parametara. Faktor 1 znaci da su varijanse izmedu lanaca i
varijanse unutar lanca jednake, vrednosti vece od 1 znace da i dalje postoji znacajna razlika
izmedu lanaca. Sve vrednosti ispod 1.2 su dobre.
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Donja granica | Gornja granica
o) 1.00 1.00
a1 1.01 1.03
B 1.05 1.08
v 1.01 1.02

Tabela 7.8: Gelman-Rubin-ova dijagnostika za berzanski indeks BELEX 15

U Tabeli 7.8 prikazana je Gelman-Rubin-ova dijagnostika. 1z prikazane tabele uocava se da
je scale reduction factor za sve parametre manji od 1.2. StaviSe, vrednost gornje granice
ovog faktora ni za jedan parametar nije veca od 1.1. Ovo je veoma znacajan rezultat, koji
ukazuje da su varijanse izmedu lanaca i varijanse unutar lanca jednake i to vazi za sva Cetiri
parametra, a to znaci da je postignuta pribliZzna konvergencija za sva Cetiri parametra.

U poredenju sa indeksom S&P 500, gde su faktori za parametre a; i 8 bili daleko iznad 1,
odnosno za te parametre nije dijagnostikovana pribliZzna konvergencija, za indeks BELEX 15
dobijen je mnogo bolji rezultat Gelman-Rubin-ove dijagnostike.

Sledeca vrlo bitna osobina koja se ispituje jete autokorelacija. Autokorelacija meri ko-
liko i u kom stepenu su povezane sadaSnje i prethodne vrednosti iz vremenske serije u vise
vremenskih intervala. Prilikom izra¢unavanja autokorelacije mogu se dobiti vrednosti u op-
segu od 1 pa do -1. Vrednost 1 ukazuje na pozitivnu korelaciju, odnosno porast u jednom
vremenskom intervalu dovodi do porasta u drugom, dok vrednost -1 ukazuje na negativnu
korelaciju.

o7 | B v

Lag O 1.00000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.00000000
Lag 1 0.660513214 | 0.8958858 | 0.9897641 | 0.8554376
Lag5 0.154832928 | 0.7505220 | 0.9506595 | 0.5901483
Lag 10 | 0.040622174 | 0.6857214 | 0.8984760 | 0.3915666
Lag 50 | -0.006716552 | 0.3570999 | 0.4698519 | 0.0331477

Tabela 7.9: Autokorelaciona matrica za berzanski indeks BELEX 15

U Tabeli 7.9 prikazane su vrednosti autokorelacione funkcije za sva Cetiri parametra. U
nasem slucaju, output je zapravo jedna dijagonalna matrica.

Prva kolona ove tabele pokazuje koliko koraka unazad se ide u vremenskoj seriji. Pa tako Lag
1 znaci da se pomeramo jedan korak unazad, dok Lag 50 predstavlja pomeranje 50 koraka
unazad. Kako se ovde radi o vremenskoj seriji dnevnih prinosa, jedan korak predstavlja jedan
dan.

Posmatrajuci ovu matricu primecuje se da Sto se viSe pomera u proslost vrednosti autokorela-
cije se sve viSe smanjuju. Stoga su vrednosti Lag 0 za sve parametre iste i iznose 1, odnosno
postoji savrSena pozitivna korelacija. Kako se ide viSe u proslost vrednosti polako opadaju,
a za parametar g za Lag 50 dobija se ¢ak negativna korelacija.

Autokkorelacija za 1 korak unazad ima opseg od 0.66 za parametar g pa do 0.99 za parametar
B, Sto je veoma visok stepen povezanosti.

Autokorelaciona matrica za indeks BELEX 15 i za indeks S&P 500 su veoma sli¢ne i kod
njih se ne uocavaju vece razlike. Njihovo ponaSanje je identi¢no, prvo se dobijaju vrednosti
1 a zatim se postepeno smanjuju.
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Slika 7.11: Prikaz putanja dva lanca za parametre modela generisanih pomo¢u M-H algoritma

Slika 7.11 podeljena je na dva dela. Na levoj strani slike na graficima predstavljene su pu-
tanje lanaca M-H algoritma za svaki od parametara. Putanja jednog lanca predstavljena je
crvenom bojom dok je putanja drugog lanca predstavljena crnom bojom. Na desnoj strani
slike predstavljene su gustine za sve parametare modela.

U poredenju sa figurom 7.5 uocCava se da su za parametre g i v putanje i gustine jednake,
dok se za preostale parametre @ i 8 putanje lanaca kao i gustine potpuno razlikuju.

Nakon izvrSavanja MCMC algoritma sledeci korak je formiranje uzorka. Uzorak se for-
mira pomocu ugradjene funkcije u R-u formSmpl. Uzorak se formira tako Sto se prvih 5000
iteracija iz celokupnog MCMC output-a odbaci i spoje se dva lanca. Na taj nain dobija se
konacan uzorak duzine 10000 elemenata.

Nakon izvrSavanja funkcije formSmpl dobija se uzorak koji se sastoji samo iz jednog lanca
¢ija je duzina 10000.

Posteriorna statistika dobija se primenom ugradene funkcije summary na dobijeni uzorak.
Rezultati posteriorne statistike dati su u Tabeli 7.10.

Ocekivaje | Standardna devijacija | Standardna devijacija vremenske serije
ap | 88.212269 21.79350 0.486772
a; | 1.121066 0.04206 0.001686
B | 0.008286 0.01220 0.001048
v | 17.772794 1.76967 0.088733

Tabela 7.10: Posteriorna statistika berzanskog indeksa BELEX 15
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Marginalne raspodele pojedinac¢nih parametara dobijaju se tako $to se prvo uzorak transfo-
rmisSe u matri¢ni oblik a zatim se iskoristi komanda u R-u hist koja iscrtava histogram za
svaki od parametara.

Clg 4
1000 —
800
800 —
G600 —
600 —
400 400
200 | 200 -
0 0
| I I I | I I I I I [
50 100 150 093 105 115 1.25
B v
1200
800 1000
600 800
600 —
400
400 —
200 200 -
0 0
| I I I I I I I I
50 100 150 12 16 20 24

Slika 7.12: Marginalne posteriorne raspodele berzanskog indeksa BELEX 15

Slika 7.12 predstavljene su posteriorne marginalne raspodele za parametre modela. Priorne
raspodele parametara ap , @; i B su bile normalne raspodele, dok je priorna raspodela
parametra v bila studentova-t raspodela. Nakon uzorkovanja i obrade posteriorne statistike
dobijene su marginalne posteriorne raspodele koje su prikazane histogramima na slici 7.12.
Posmatrajuéi dobijene posteriorne marginalne raspodele parametara, moze se zakljuciti da
se priorne i posteriorne raspodele svih parametara modela poklapaju. Dakle posteriorne
raspodele za parametre aq , @ i 8 pribliZno konvergiraju normalnoj raspodeli, dok posteriorna
raspodela parametra v pribliZzno konvergira Studentovoj-t raspodeli.
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Zakljucak

U modernoj ekonomsoj literaturi gotovo je nemoguce govoriti o bilo kakvom vidu poslo-
vanja a da se u obzir ne uzmu rizici i posledice koje oni mogu doneti. Jedan od najpoznatjih
oblika rizika je trZiSni rizik. U stru¢noj terminologiji koristi se re¢ volatilnost za za direktno
opisivanje rizika promene vrednosti akcije. Sa matematickog gledista, volatilnost predstavlja
uslovnu standardnu devijaciju a analiti¢ki modeli koji se koriste da bi je prikazali su GARCH
modeli. Ovi modeli se Siroko primenjuju u analizi podataka vremenskih serija u kojima je
prisutna heteroskedasti¢nost.

GARCH modeli su Siroko rasprostranjeni i predstavljaju neophodan alat u matematickom
modeliranju rizika. Do nedavno parametri ovih modela su u velikoj meri bili ocenjivani me-
todom maksimalne verodostojnosti. Medutim u modernom dobu sa tehnoloskim razvojem
sve viSe se prevazilaze klasicne metode i prelazi se na Bayes-ovski pristup ocene parametara.
Tema ovog master rada je Bayes-ovsko ocenjivanje parametara GARCH modela i njegovih
modifikacija.

U uvodnom delu rada definisani su osnovni pojmovi iz verovatnocée i stohasticke analize
koji su neophodni za razumevanje problematike kojom se bavi rad. Zatim je izloZen koncept
Bayes-ovske statistike i detaljno objaSnjen pristup Bayes-ovog zaklju¢ivanja. Neophodan alat
za izvodenje Bayes-ovog zakljucivanja su MCMC algoritmi, koji se koriste za generisanje
uzorka. MCMC metode predstavljaju klasu algoritama koji se koriste za generisanje uzoraka
slu¢ajnih promenljivih sa Zeljenom raspodelom. Ovi algoritmi se grubo mogu podeliti na
dve grupe. To su Gibbs-ovi algoritmi i Metropolis-Hastings algoritmi. Oba algoritma su
prikazana i objaSnjena u radu. Centralni deo master rada posvecen je Bayes-ovskoj oceni
parametara GARCH modela kao i njegovim modifikacijama. Prvo je ocenjen GARCH(1,1)
model sa normalnom raspodelom. Zatim je ovaj jednostavni model nadograden kako bi
se objasnila asimetri¢na kretanja izmedu uslovne varijanse i osnovnog procesa. Ocenjeni
su parametri modifikovanog GJR(1,1) modela sa normalnim rezidualima. Na kraju je uve-
den linearni regresijski GJR(1,1) model sa rezidualima koji imaju studentovu-t raspodelu
i pomocu Bayes-ovog pristupa ocenjeni su njegovi parametri. Ovaj model sa modifikaci-
jom raspodele uvodi se iz razloga $to je jedan od ciljeva modela za upravljanje finansijskim
rizikom merenje i procena ozbiljnijih gubitaka, tj. dogadaja koji se pojavljuju u repovima
raspodele a studentova raspodela za razliku od normalne ukljucuje teSke repove u modeliranje.

Osnovni cilj istraZivanja je uporedivanje ocene parametara metodom maksimalne verodosto-
jnosti i Bayes-ovim pristupom. IstraZivanje je sprovedeno na stvarnim podacima uz pomo¢
softverskog paketa RStudio. U istraZivanju su koriS¢ene dve vremenske serije; prva vremen-
ska serija sa podacima o kretanjima cena americkog berzanskog indeksa S&P 500, a druga
sa podacima o kretanjima cena beogradskog berzanskog indeksa BELEX 15. Za obe serije
uradena je kompletna statisticka analiza, deskriptivna statistika, ocena parametara metodom
masksimalne verodostojnosti, predikcije i ocena parametra pomocu Bayes-ovog pristupa,
prilikom cega je koriS¢en linearni GJR(1,1) model sa rezidualima koji imaju studentovu-t
raspodelu. Ovaj model je izabran iz razloga Sto najbolje modelira kretanja berzanskih indeksa.
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Osnovni rezultat istraZivanja je zakljucak da Bayes-ova ocena parametara GARCH modela
ima mnoge prednosti u odnosu na klasican pristup ocenjivanja parametara. Prvo, racunske
metode zasnovane na MCMC proceduri izbegavaju problem nalaZenja lokalnih maksimuma.
Drugo, ispitivanje zajednicke posteriorne raspodele daje potpunu sliku parametara Sto se ne
moze posti¢i klasi¢nim pristupom. Na osnovu sprovedenog istraZivanja zakljuceno je da
Bayes-ov pristup dovodi do brzog, potpuno automatizovanog i efikasnog postupka ocene pa-
rametara. Svi ovi razlozi motiviSu upotrebu Bayes-ovog pristupa prilikom ocene parametara
GARCH modela.
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