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1 Uvod

1 Uvod

Metode zasnovane na Furijeovoj transformaciji imaju raznoliku primenu
u svim oblastima nauke i inzinjerstva. Furijeova transformacija se koristi u
obradi signala, na primer prilikom kompresije slike ili digitalnog audio-zapisa.
Sem toga, moze pomoéi u reSavanju diferencijalnih jednacina ili u prac¢enju
dinamike trzista i berze.

Kako je primena Furijeove transformacije koju Zelimo da izloZzimo posta-
vljena u okvirima uopstenih funkcija (distribucija), u drugoj glavi izlaze se
teorija uopstenih funkcija. Daju se osnovni pojmovi i definicije prostora test
funkcija, prostora distribucija, prostora temperiranih distribucija. Kao sto
¢emo videti, prostori temperiranih distribucija predstavljaju prirodni okvir
za delovanje Furijeove transformacije.

Treca glava je posvecena operaciji konvolucije, kao veoma bitnoj operaciji,
sa velikom primenom u ovom radu. Izlaze se teorija: konvolucija funkcija,
konvolucija distribucija i konvolucija temperiranih distribucija.

Cetvrta glava je posvecena teoriji Furijeovih transformacija. U skladu sa
istorijskim razvojem problema prvo je izloZena teorija Furijeovih redova koja
se primenjuje na periodi¢ne funkcije, a zatim teorija Furijeove transformacije
namenjena analizi neperiodi¢nih funkcija.

Cilj ovog rada je da se prikaze primena Furijeove transformacije u fina-
nsijama, konkretno u racunanju cena opcija. Zato je u petoj glavi izlozena
osnovna teorija opcija, i osnovna teorija vrednovanja takvih hartija od vre-
dnosti.

Posto smo postavili neophodne okvire, u Sestoj glavi dajemo konkretnu
primenu Furijeovih transformacija u ra¢unanju cena Evropskih opcija.

Sedma glava je dodatak u kojem smo naveli osnovne pojmove teorije
verovatnoce i stohastickih procesa, koji nisu tema ovog rada, ali su neophodni
za Njegovo razumevanje.




2 Uopstene funkcije (distribucije)

2 Uopstene funkcije (distribucije)

Uopstene funkcije ili distribucije predstavljaju uopstenje klasi¢nog konce-
pta funkcije. Da bismo ih definisali prvo moramo uvesti pojam prostora
test funkcija (funkcija na koje distribucije deluju). Potom ¢emo se posvetiti
distribucijama i temperiranim distribucijama. Za izradu ove glave korisé¢ene
su knjige [1], [2], [9], [10], [11] i [15] iz spiska literature. Pretpostavlja se da
je Citalac upoznat sa osnovnim pojmovima matematicke analize (pogledati
[9] i [15] iz spiska literature).

Kada resavamo konkretne fizicke probleme i za to koristimo funkcije de-
finisane na klasican nacin vidimo da one imaju mnoge nedostatke. Po¢nimo
od njihove definicije. Funkcije su definisane kao preslikavanje jednog skupa
u drugi, tako da za svaku tacku prvog skupa z imamo njenu sliku y = f(x).
Recimo da posmatramo funkciju f(x) koja pretstavlja temperaturu u tacki
x u prostoriji. Uvidamo da je fizicki nemoguce izmeriti temperaturu u je-
dnoj tacki; kako je vrh termometra odredene veli¢ine, u stvari se meri prosek
temperatura tacaka na vrhu termometra. Tacnije, ono Sto se izmeri izgleda
ovako:

[ t@otwis

gde je ¢(x) tezinska funkcija koja zavisi od osobina termometra. Kao $to
¢emo videti upravo na taj nacin definisane su uopstene funkcije.

Dalje, za opisivanje mnogih pojava javlja se potreba za funkcijom ¢iji bi
integral bio ’koncentrisan’ u jednoj tacki, a takvu funkciju je nemoguce defi-
nisati na klasi¢an nacin, dok teorija uopstenih funkcija daje veoma elegantno
reSenje zvano Dirakova delta distribucija.

Diferencijalne jednacine daju reSenje mnogih problema pri konkretnim
primenama. Tu nastaje problem kada reSenje koje dobijemo ne predstavlja
diferencijabilnu funkciju, opet u teoriji uopstenih funkcija takav problem neée
postojati.

Detalji svih nedostataka klasi¢nih funkcija izlozeni su u [10] i [11].

2.1 Prostor test funkcija

Sa R™ obelezavaéemo n-dimenzionalni Euklidov prostor ¢iji su elementi
uredene n-torke realnih brojeva (z1,...,z,). R" je snabdeven uobi¢ajenom
topologijom; € ¢e oznacavati otvoren podskup od R”. Posmatra¢emo funkcije
¢iji je domen podskup od R"™ a kodomen C.

Sa Nj ¢emo oznaciti podskup od R" ¢iji elementi imaju koordinate cele
nenegativne brojeve. Za k = (ky, ..., k,) € Ny stavljamo |k| = k1 + ... + ky.
N§ krace zapisujemo Ny = {0} UN.




2.1 Prostor test funkcija

Definicija 2.1. Nosa¢ neprekidne funkcije ¢ : 2 C R" — C je adherentan
skup za skup {z € Q: p(z) # 0}. Sto oznacavamo sa suppep.

Drugim rec¢ima nosa¢ neprekidne funkcije je zatvaranje skupa tacaka u
kojima je funkcija razli¢ita od nule.

Definicija 2.2. C™(Q2), m € Ny ili m = oo, je skup funkcija koje su defi-
nisane nad € i imaju sve izvode neprekidne do reda m. CJ*(Q2) je podskup
od C™(£2) onih funkcija ¢iji su nosa¢i kompaktni u Q. Funkcije iz C*(2)
nazivaju se glatke funkcije.

Sa obi¢nim sabiranjem i mnozenjem kompleksnih brojeva C™(Q2) i CJ*(Q2)
su vektorski prostori nad poljem C.

Primer 2.1. Posmatrajmo funkciju

flz) = 1 - Sz =23+ +22).
6= o (s ) bl <1 0T = )

Ona je elemenat iz C§°(R™) i njen nosaé je zatvorena lopta sa centrom u 0

poluprecnika 1.
Sada definisemo funkciju w(z) = ¢! f(z),x € R", gde je ¢ = [, f(x)dx.
Funkcija w, definisana sa:

we(r) = € "w(ze ), e >0,z € R, (1)

ima sledece osobine:
/ we(z)dr =1, supp we(z) = {x;|z] <e} i w(x)>0.

Navedene funkcije ¢e nam biti korisne u daljem radu.

Teorema 2.1. Ako je K kompaktan podskup od Q, postoji ¢ € C§°(£2) sa
osobinom 0 < ¢ < 1 i ¢(x) = 1 u nekoj okolini skupa K.

Dokaz. Konstruisacemo funkciju ¢ i njenu okolinu K u kojoj je ¢(z) = 1.
Skupovi K i R™\(2 su disjunktni. Kako u R™ vazi da je rastojanje zatvo-

renog i kompaktnog skupa koji su disjunktni razli¢ito od nule, imamo da je

d(K,R™\Q) =6 > 0. Odredimo € i € tako da vazi 0 < € <e <e+¢€ < 0.
Neka je K, okolina od K, K. = {z € Q;d(x,K) < €}. Definigimo

funkciju:
u(z) = 1, ze K.
10, z¢€ K.




2.1 Prostor test funkcija

Sada uvodimo funkciju ¢:

oa) = (wxuwe)(e) = (@) [ altyul
= / u(x — €t)w(t)dt, = eR"™
<1

Kako v ima kompaktan nosac¢, a w. € Cg° sledi da i ¢ € C§°. Pokazac¢emo
da suppp C K 4o

Pretpostavimo da 7 € R"\ K, , tada za [t| < 1, x — €t € Q\K, pa
je poslednji intagral u (2) nula, to jest imamo da je ¢(z) = 0, odnosno
suppp C Kope.

Pretpostavimo da je x € K o 1 |t| < 1, tada = — €t € K, pa imamo da
je

2.1.1 Topologija prostora D(K)

Oznacimo sa CJ'(K), m € Ny ili m = oo, gde je K kompaktan podskup
od Q, potprostor od CJ*(2) ¢ji elementi imaju nosace sadrzane u K.

Definicija 2.3. Vektorski prostor je lokalno konveksan prostor ako ima bazu
okolina nule sastavljenu od konveksnih skupova.

Potreban i dovoljan uslov da vektorski prostor bude lokalno konveksan
prostor jeste da je njegova topologija zadata familijom seminormi.

U prostoru CJ'(K), gde je K kompaktan podskup od € definiSemo niz
normi {px m; m € No}:

Prm() = Y sup | (x)]. (3)

lj1<m P€K

Sa ovim normama C{"(K) je lokalno konveksan prostor. Jednu bazu okolina
nule ¢ine skupovi:

Vicmo = {6 € CR(K); piml®) < -} vEN, meNo. (4

Definicija 2.4. Vektorski prostor CJ*(K) snabdeven navedenom topologi-
jom (lokalno konveksan prostor) je D(K).




2.1 Prostor test funkcija

U ovoj topologiji niz (¢y) iz D(K) konvergira ka ¢ € D(K) ako i samo
ako ( ,(f)) uniformno konvergira nad K ka ¢(® za svako a € NJ.

Teorema 2.2. Ako je f € C™(Q), m € Ny ili m = oo, tada za svaki
kompaktan skup K C § postoji frr € CJ*(QQ) tako da je f(z) = frx(x) u nekoj
okolini od K koja lezi u €.

Dokaz. Neka je za dato K, ¢ funkcija iz teoreme 2.1. Tada fx = f¢ ima
trazenu osobinu. O

2.1.2 Topologija prostora D({2)

Za dva kompaktna skupa K; i Ky znamo da ako je K; C K tada sledi
da C§°(K1) C Ci°(K3); i da se topologija u D(K7) poklapa sa topologijom
koju D(K5) indukuje na D(K7). Za otvoren neprazan skup  C R™ moZe se
konstruisati niz (K,) kompaktnih skupova za koje vazi:

K,CKy i |JEK =
v=1

Tada niz lokalno konveksnih prostora (D(K,)) u odnosu na indentic¢ka presli-
kavanja i”* : D(K,,) — D(K,), m < s obrazuje striktni induktivni spektar.
Uvodimo u C§°(€2) topologiju striktne induktivne granice u odnosu na nave-
deni induktivni spektar (to je najfinija lokalno konveksna topologija u C§°(£2)
za koju su indenticka preslikavanja i : D(K,,) — C§°(2) neprekidna, po-
gledati [9] iz spiska litarature).

Definicija 2.5. Vektorski prostor C5°(€2) snabdeven navedenom topologijom
striktne indutkivne granice je prostor D(£2). Nazivamo ga prostor osnovnih
ili test funkcija.

Ako iz svakog prostora D(K,) izaberemo zaokruzenu konveksnu okolinu
nule U, C B,, gde je B, baza okolina nule u D(K,), v € N, konveksna
obvojnica U skupa V =, .y Us

U:{¢ECSO<Q)§¢:ZBj@ja w; € Uy, B; 20, 51+...+5n=1} (5)
j=1

je konveksna zaokruzena okolina nule u topologiji prostora D(£2). Menjajuci
U, iz baze B, prostora D(K,) i konac¢ne skupove {vy,...,v,}, n € N dobijamo
skupove U oblika koji predstavljaju jednu bazu okolina nule u D(2).




2.1 Prostor test funkcija

Teorema 2.3. 1. Linearno preslikavanje T' prostora D(Q) u lokalno ko-
nveksni prostor E je neprekidno ako i samo ako je meprekidno nad
D(K) za svaki kompaktan skup K C €.

2. Skup A C D(2) je ogranicen ako i samo ako postoji kompaktan skup
K C Q tako da A C D(K) i da je A ogranicen u D(K).

3. Niz (¢,) C D(R2) konvergira w D(Q) ako i samo ako postoji kompaktan
skup K tako da je (¢,) C D(K) i da konvergira v D(K).

4. D(Q) je nizovno kompletan.

Dokaz. 1. Mozemo pretpostaviti da K pripada nizu (K,) koji definise
induktivnu granicu. Jer za dati niz (K) postoji clan K takav da je
K C K}, . Zamenjujemo niz (K7) sa nizom K, = K, K, ,K] .,,....
Induktivna granica se ne menja jer je novi niz sacuvao osobine K, C

Kp+1 1 Up Kp — Q

Koristi¢emo sledec¢u ¢injenicu koju usvajamo bez dokaza (videti [9] iz
spiska literature).

Neka je A podskup vektorskog prostora L nad poljem K; {(Ly, 7a), @ €
A} familija lokalno konveksnih prostora nad istim poljem K i {g,; o €
A} familija linearnih preslkavanja iz L,,« € A u vektorski prostor L,
tako da je L linearno prosirenje od |J,c 4 9a(La) (skup svih linearnih
kombinacija iz te unije) vazi:

Linearno preslikavanje f lokalno konveksnog prostora L u lokalno kon-
veksni prostor E je neprekidno ako i samo ako za svako «, fog, : Ly, —
E neprekidno.

Primenom ove ¢injenice vazi tvrdenje.

2. Pretpostavimo da je A ograni¢eno u D(2). Pokazimo da su nosaci
elemenata iz A sadrzani u nekom kompaktnom skupu. Pretpostavimo
suprotno, tada postoji niz funkcija (¢,) C A i niz (z,) takav da z, €
K\K,_1, ¢y(x,) # 0, v € N. Za kompaktan skup K C € postoji vy
takvo da K C K,,, pa samo kona¢an broj z, € K. Nad D(K), za
proizvoljan kompaktan skup K se izrazom:

p(6) = Z% o € D(K),

definiSe neprekidna seminorma. Red na desnoj strani se svodi na ko-
na¢nu sumu jer samo konacan broj tacaka z, lezi u K. Neprekidnost
sledi iz ¢injenice da |¢(z,)| < pr.o(P).

9



2.1 Prostor test funkcija

Iz neprekidnosti seminorme p nad svakim D(K,) i oblika okolina nule
u D(Q) (@), sledi da je ona neprekidna nad D(Q2) i {p(¢); ¢ € A} je
ograni¢en u R nad A. Sto je kondtradikcija sa p(¢,) > v.

Prema tome, postoji kompaktan skup K C €2 tako da je za svako ¢ € A,
suppe C K.

Pokazimo da je A ograni¢en u D(K) (za svako m € Ny postoji C,,, > 0
tako da za ¢ € A vazi pxm(¢) < C,). Pretpostavimo suprotno, postoji
niz (¢,) u A img € Ny tako da pg i, (¢y) > v.

Zaniz (K,) formiran kao niz (K,) u dokazu tvrdenja l. K = Ky, Ks, ...,
neka je okolina nule U u D(12) oblika ().

Za svako v € N i svako ¢ € A je: pr,mo(®) = Drme(d), pa je:
DPkymo(®) > v. Sada nije mogucée na¢i A # 0 takvo da A C AU.
Time smo dobili kontradikciju, pa je A ograni¢en u D(K).

Obratno, ako je A C D(K) i ako je ograni¢en u D(K), tada za ¢ € A
vazZi pr, m(¢) = pr.m(@) za svako m € Ny i svako v > vy (K,, D K),
pa vazi tvrdenje.

3. Pretpostavimo da je (¢,) iz D(K) i da konvergira u D(K). Polazeéi od
baze okolina nule oblika (|5) vidimo da konvergira i u D(f2).

Obrnuto. Podsetimo se da je u vektorsko topoloskom prtostoru do-
voljno dokazati tvrdenje za niz koji konvergira ka nuli.

Ako je niz (¢,) iz D(Q2) i konvergira u D(€2) ka nuli, on je i ogranicen
u D(R2). Na osnovu tvrdenja pod 2. postoji kompaktan skup K takav
da je (¢,) C D(K). Neka je my € Ny i neka je V' okolina nule u D(Q2)
data sa (5). Za svako v > vg, ¢y € V, pa je D m,(dw) < €, v > .
Odnosno ¢, konvergira nuli u D(K).

4. Ako je niz Kosijev u D(f2), on je i ogranic¢en u D(2). Na osnovu tvr-
denja pod 2. postoji kompaktan skup K takav da je (¢,) C D(K).
Koristeéi okoline oblika (9)) i koristeci (4] pokazuje se da je niz (¢,) Ko-
sijev u D(K). Kako je taj prostor kompletan, sledi da (¢,) konvergira
u D(K), a na osnovu 3. i u D(Q).

O

Teorema 2.4. Zatvoren i ogranicen skup u D(Q2) je kompaktan.

Dokaz ovog tvrdenja moze se pronacéi u [9] iz spiska literature.

10



2.2 Prostor distribucija

2.1.3 Konvergencija na D()

Definicija 2.6. Neka je 2 C R™ otvoren skup i ¢; € D(Q),j € N. Kazemo
da niz test funkcija {¢;(z)}32, konvergira ka nuli ako i samo ako vazi:

1. Postoji kompaktan podskup K od € tako da supp p;(x) C K za svako
jeN.

2. Yo € Ny SUp,cx |0%¢0k(z)| — 0 kada k — oo.
Sa o € Njj se oznacava multi indeks a = (o, g, ..., a,), oy € NU{0} =

No,jzl,...,n.

Zahtevamo dakle da je konvergencija niza {¢;(z)}32, i nizova svih nje-

govih izvoda uniformna. Prema tome, ako je p(z) = limg_,00 i (z) u D(Q)
onda je ¢ (x) = limy_ 0 gogfa)(x), Va e Nj, Vo € K.

2.2 Prostor distribucija

Definicija 2.7. Neprekidna linearna funkcionela nad D(€2) naziva se distri-
bucija ili uopstena funkcija. Prostor svih distribucija nad D(£2) ozna¢avamo
sa D'(Q).

Linearnost distribucije f € D’ znadi:

Vo, €D i Va,B€C (f,ap+ o) =alf,¢)+ B(f,¢),

a neprekidnost da za svaki niz test funkcija {¢x} koji konvegira ka ¢ u D(2)
niz brojeva (f, ¢x) konvergira ka (f, ¢).
Kako je f € D' linearna, definicija neprekidnosti se moze pojednostaviti:

gpk2>02><f,g0k)—>0,k—>oo.

Distribuciju ¢emo oznacavati sa f, a broj koji ona dodeljuje nekoj test

funkeiji sa (f, ). [0 = (f,¢), p € D(Q).
U odnosu na operacije sabiranja i mnozenja kompleksnim brojem:

(f+9,0)=(f0)+{g,¢),

(cfip) =c(f.0),
skup distribucija ¢ini vektorski prostor D’(2).

Teorema 2.5. Linearna funkcionela f : D(Q) — C je iz D'(Q) ako i samo
ako za svaki niz (¢,) C D(Q) koji konvergira ka nuli u D(QY) sledi da (f, ¢,)
konvergira ka nuli u skupu kompleksnih brojeva.

11



2.2 Prostor distribucija

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.3 pod 1. sledi da je f € D'(2) ako i samo ako je
f € D'(K) za svaki kompaktan skup K C 2. Posto su prostori D(K') prostori
sa prebrojivom bazom okolina nule, neprekidnost i nizovna neprekidnost su
ekvivalentne. O]

Teorema 2.6. Potreban i dovoljan uslov da je linearna funkcionela f :
D(Q) — C distribucija, jeste da za svaki kompaktan skup K C Q postoje
konstante C' > 0 ¢ m € Ny tako da za svako ¢ € D(K) vazi:

[(f, )| < Cprm(9). (6)

Dokaz. Ako niz (¢,) C D(R) konvergira ka nuli, tada iz (6) sledi da niz

(f, ¢v) konvergira ka nuli u C, pa je uslov @ dovoljan za neprekidnost od f.
Pretpostavimo da je f neprekidno, a da uslov @ ne vazi. Tada je moguce

konstruisati niz (¢,) C D(K) za neki kompaktan skup K, tako da je:

(o] > dpk(95),  JEN (7)
Uvodimo novi niz ¢; = (]:b—;> j€eN. Iz sledi da je
Y 1

Niz (;) konvergira ka nuli u D(K) jer za svako m € N vazi

| —

Prm(V;) < pii(Y;) < =, j>m.

<

Sa druge strane (f,1;) = 1 za svako j € N, pa niz ((f,v,)) ne moze da
konvergira ka nuli, $to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je f neprekidno
nad D(Q). O

Napomenimo da se teorema 2.6 ¢esto uzima za definiciju distribucije.

Definicija 2.8. Funkcija je apsolutno integrabilna na R ako je [ [f(z)|dz <

00, to jest integral nad R od |f(x)| postoji i konacan je.

Definicija 2.9. Neka f(z) : Q@ — R. Funkcija f je lokalno integrabilna ako
je

/ fz)p(x)dx apsolutno konvergentan za sve ¢ € D(12).
0

Skup svih lokalno integrabilnih funkcija nad © oznac¢avamo sa L;,.().
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2.2 Prostor distribucija

Da bi funkcija bila lokalno integrabilna integral [ |f(z)|dz mora biti
konaCan na svakom ograni¢enom skupu B C () koji ne preseca rub skupa
Q. Iz ovoga vidimo da je svaka apsolutno integrabilna funkcija i lokalno
integrabilna, ali ne i obrnuto.

Svaka lokalno integrabilna funkcija definiSe distribuciju na sledeé¢i nacin:

Neka je f : Q2 — C, Q2 C R”, lokalno integrabilna funkcija i neka ¢ €
D(2). Sada definisemo

%w%i/ﬂ@w@m.

Broj (f, ¢) linearno i neprekidno zavisi od ¢, pa f mozemo posmatrati kao
linearnu, neprekidnu funkcionelu na prostoru svih test funkcija, dakle f &€
D'(€2). Preciznije, svaka lokalno integrabilna funkcija definise distribuciju.
Takve distribucije se zovu reqularne distribucije.

Ako dve neprekidne funkcije generisu istu regularnu distribuciju onda
su one identi¢ne. Dakle svaka test funkcija iz D(2) jedinstveno odreduje
regularnu distribuciju u D’(€2), i obratno.

Ovu osobinu mozemo prosiriti na funkcije koje su lokalno integrabilne,
bez pretpostavke o neprekidnosti. U Lebegovom integralu mozemo izmeniti
vrednosti funkcije f(z) na skupu mere nula, a da ne promenimo odgovarajuéu
regularnu distribuciju:

Teorema 2.7. Ako su f(x) i g(x) lokalno integrabilne funkcije sa istim re-
gularnim distribucijama

(fip)=(g,9), Vo eDQ),

tada se f(x) i g(x) razlikuju najvise na skupu mere nula.

Primer 2.2. Funkcije g =0 1
0, z#0
generisu istu distribuciju. To jest:
[o@ewiz=0 i [ el =o

Primer 2.3. Neka je u mera verovatnoée na R" (videti Dodatak 7.1). Mo-
Zemo je tretirati kao distribuciju, kao Sto je to uradeno u [10] iz spiska lite-
rature, na sledeci nacin:

<m@=/@w, ¢ € D(R™).

13



2.2 Prostor distribucija

Uslov (R™) =1 zapisujemo [ 1du =1. To jest
Ako je lim ¢ =1 tada lim (u, o) = 1.
k—00 k—o00

Napomena 2.1. Operacije kao Sto su diferenciranje, integracija i neki drugi
granicéni procesi se mogu prodiriti na skup D'(Q). Medutim, operacije kao
Sto su mnoZenje i kompozicija funkcija se ne mogu preneti na distribucije u
opstem. slucaju.

2.2.1 Singularne distribucije

Distribucije koje nisu regularne su singularne.

Najpoznatija singularna distribucija je Dirakova delta distribucija. Ne-
formalno je mozemo opisati kao funkciju d(z) ¢iji integral je koncentrisan u
tacki x = 0. To jest §(z) = 0 za sve x # 0, ali vazi da je [ d(z)dx =1 za bilo
koji interval koji sadrzi tacku z = 0.

Formalno je definisemo kao distribuciju koja zadovoljava

(0,0) = (0), ¢ €DR").
Evo nekih korisnih identiteta koji vaze za Dirakovu delta distribuciju.

o(x)

e Neka je aw # 0. Vazi: §(ax) = ol
a

Definisimo 6(g(z)) = >, % gde su z; realne nule fukcije g(z) (pret-
postavljamo ¢'(z) # 0). Vazi:
1
¢ daglw)) = 150(g(@).

Zapisan preko integrala gornji identitet izgleda ovako:

. e S
J @t = et

2.2.2 Nosac distribucije

Definicija 2.10. Nosa¢ distribucije f € D'(Q) je skup tacaka iz Q koje
imaju okolinu u kojoj f nije jednaka sa distribucijom 0. Nosac distribucije
oznacavamo da suppf.

Dakle, nosa¢ distribucije f € D’'(f2) je komplement unije svih otvorenih
skupova u €2 nad kojim je f = 0. Iz definicije mozemo zakljuciti da je nosac
distribucije zatvoren u €2, jer je njegov komplement otvoren skup.

14



2.3 Izvod distribucije

2.3 Izvod distribucije

Velika prednost analize distribucija u odnosu na klasi¢nu analizu lezi u
¢injenici da svaka distribucija ima izvode bilo kog reda, pri ¢emu je dife-
renciranje neprekidna operacija. DefiniSimo prvo izvod za diferencijabilnu i
integrabilnu funkciju f: R — R sa

R/ fode = R/ fodr,

gde je ¢ test funkcija. Kako ¢ jednako nuli izvan nekog ograni¢enog skupa
granice integrala nece predstavljati problem. Tacnije parcijalnom integraci-

jom dobijamo:
[ s =sopn - [ o,
R R

a kako je lim;|, 1o ¢(2) = 0, dobijamo gornju formulu.

Definicija 2.11. Neka je S distribucija, njen izvod S’ definiSemo sa:

<Sl7 90> = _<S’ 90/>'

Dakle, distribucija ima izvod ako ga ima test funkcija. Kako smo test
funkcije definisali kao glatke funkcije sledi da sve distribucije imaju izvode
(opstije ovo vazi za izvode bilo kog reda).

Ova defincija predstavlja proSirenje definicije izvoda, ali osobine izvoda i
dalje vaze; na primer, za S, T € D'(2) vazi (ST) = ST + ST".

Primer 2.4. PokazZimo da je Dirakova delta distribucija izvod distribucije
koju definise Hevisajdova funkcija:

0, <0,
9(3:):{ 1, =z>0.

Direktnim racunanjem se dobija:
(0'(2), p(@)) = =(0(2), ¢ () = —/w'(w)dw = ¢(0) = (0(x), p(x)),

gde je p(00) = 0 jer ¢ kao test funkcija ima kompaktan nosac.
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2.4 Primeri distribucija

Slika 2.1 Hevisajdova funkcija

Izvod od Dirakove delta distribucije je dat sa:

<5/7 90> = _<57 90/> = _90/(0)
Opstije, imamo:
(519, 9) = (~1) ) (0).
Sledeca teorema daje nekoliko osnovnih operacija na distribucijama.

Teorema 2.8. Neka su f1, fo € D'(Q), p € D(Q), s € C®°(R") i a« # 0 tada

vazi:

o (fi+ fa,0) = (f1,9) + (f2, ),
o (fs,0) = (f,s9),
o (f(z—y),p@) = (f(2),0(x+y)),

o (flax) p(@)) = —(f(a),0(2)).

2.4 Primeri distribucija

Primeri koje sada navodimo bi¢e nam korisni kada se po¢nemo baviti
primenom Furijeove analize u finansijama.

Pre nego Sto se ponemo baviti primerima, definisa¢emo pojam Kogijeve
glavne vrednosti integrala. Posmatracemo funkciju f(z) koja je holomorfna'

!Funkcija je holomorfna na nekom skupu €2 u C ako ima neprekidan prvi izvod u svakoj
tacki tog skupa. Njena restrikcija na 2 N R je realna analiticka funkcija. Podsetimo se,
funkcija je realna analiticka ako i samo ako je jednaka razvoju u Tejlorov red u okolini
svake svoje tacke. Svaka realna analiticka funkcija je glatka.
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2.4 Primeri distribucija

na gornjoj polovini kompleksne ravni, i vazi da |f(z)] — 0 kada |z| — oo
takode na gornjoj polovini kompleksne ravni.
Posmatrajmo krivolinijski integral

(2) 4.

zZ—

Y

C

gde je C kriva prikazana na slici 2.2, a « realan broj.

Sk

Ss

A

-R a—0*a+d0R

Slika 2.2 Kontura C

Posto je f(z) analiticka unutar oblasti ograni¢ene krivom C' i na njoj, to je i
f(z)

z—

funkcija . Sada imamo da je

z
Ldz = 0.
z—«

c
Ovo je posledica Kosi-Gursatove teoreme koja glasi:
Neka je U otvoren povezan skup u C, i neka je f : U — C analiticka funkcija,
a f'(z) neprekidna na U. Neka je C' kriva na U ¢ija se poCetna i krajnja
tacka poklapaju. Tada je

% f(z)dz = 0.

c

Sada ¢emo gornji integral raspisati na sledeé¢i nac¢in:

IO g [ gy [IC gy [ 10 g [0

Z—Q r — Zz—Q r— Z—Q
C —R Ss a+d Sr
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2.4 Primeri distribucija

gde je 0 je poluprecnik malog polukruga Ss sa centrom u r = «, a R je

polupre¢nik velikog polukruga Sk sa centrom u koordinatnom pocetku. o

mozemo birati malo koliko Zelimo, a R mozemo birati veliko koliko Zelimo.
Kada se posmatraju beskona¢no male vrednosti za ¢ veli¢ina

a—9 +R
f@) L [ 1@,
T — T —«
—-R a+d
se naziva Kosijeva glavna vrednost integrala ( f() )’ i oznacCava se sa
r—a«
+R
P / _f(x) dx
T —
-R
ili krace p.v.f(x). Moze se pokazati da vazi
T @) ()
, x ) z . .
I%E)I;OP mdm = —(lsgr(l)/mdz = —(—im) f(a) = inf(a).
-R Ss

Sada ¢emo izloziti nekoliko specijalnih primera distribucija.

Primer 2.5. Kao primer singularne distribucije posmatracemo Kosijevu glavnu
vrednost divergentnog integrala
/ de, v € D(R").

X

—0o0

1
Primetimo da — nije lokalno integrabilna u okolini nule. Po definiciji imamo
x

1 o ()
(P-U;ys@(x» = 113% de.
|z|>e
1 _ p(z)
(pv.—pl@)) = lm [ ——do
|z|>e
— i [ @) = 9(0) +9(0)
e—0 T
|z|>e
[ olz) — 1
- / P =20 g0 soytim [ Lae
€T e—0 €T
—00 |z|>e
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2.4 Primeri distribucija

1
Posto je — neparna funkcija drugi integral nestaje i imamo da je
x

1 [ olx) = o(0)
.- = T .
e e
Primer 2.6. Definisimo
1
+ o .
g (@) = 51—1>I(§l+ T+ i€
Sada racunamo
@) = tm [ 2,

e—0t+ | x4+ 1€
o(x) —»(0) + “O(O)dx

= lim -
e—0+ X 4+ 1€
~ i (2@ =0 ©(0) lim

e—0+ T + 1€ e—0t T+ 1€

1 1
= .= 0) L dx.
(p-v-— (@) +9(0) lim | ———dx
Posmatragmo integral
) 1
lim —dx
e—0t ) T+ 1€
i sliku 2.3
Im
C
—R —ie R

Slika 2.3 Kontura u primeru 2.6

dz
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2.5 Temperirane distribucije (distribucije sporog rasta)

Integral moZemo posmatrati kao kompleksni integral na krivom C sa ce-
ntrom u z = 1€.

R s
1 1 0
7{ ,dz—O—/ ,dx+i/L,de,
T + i€ T + i€ pet? + ie
foi “R 0

gde smo stavili da je z = pe® i p=|R|. Kada ¢ — 0 i p— oo dobija se:

e.¢] ™

1
lim —dx = —i/d@ = —qT.
e—0t T + 1€

—00 0

Dakle,

" 0e) = (o p(e)) — imp(0)

= (o pl(@)) — imld(@), olo))

= <p.vé —imd(x), p(z)).

Prema tome: 1 I
+ =1 =pu.— —imo(x).
9" () e—%}%x—kie Py T imo(z)

2.5 Temperirane distribucije (distribucije sporog rasta)

Temperirane distribucije predstavljaju potprostor od D'(R™). One se de-
finisu na skupu test funkcija koji je Siri od D(R™). Ovo prosirenje klase
test funkcija zove se prostor brzo opadajuéih funkcija. Za razliku od D(R"),
prostor brzo opadajucih funkcija je invarijantan u odnosu na Furijeovu tra-
nsformaciju.

2.5.1 Prostor brzo opadajuéih funkcija

Neka je t € R i neka je |t| = /62 + 13 + ... +t2.

Definicija 2.12. Kompleksna funkcija ¢ € C*°(R") koja zadovoljava da za
sve nenegativne cele brojeve m, kq, ..., k, vazi:

akl-i-...—i-k:n

tm
d ot ots> . --8tfln¢

(tla t27 cee 7tn) < Cm7k17k27~~-7k'n7 (8)

naziva se brzo opadajuca funkcija.
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2.5 Temperirane distribucije (distribucije sporog rasta)

Nejednakost krace zapisujemo sa:

k

0
[t @go(t)' < Crky teR" ke Nj, meNg.

Funkcije ¢(t) iz gornje definicije su takve da kada t — oo, onda ¢(t) i

svi njeni parcijalni izvodi opadaju ka nuli brzinom ve¢om od W Broj na

desnoj strani nejednacine je konstanta koja zavisi od m, ky, ..., k,.

Skup brzo opadajué¢ih funkcija oznacavamo sa S(R"™). U odnosu na uo-
bicajene operacije S(R™) predstavlja vektorski prostor, i vazi da ako je ¢ iz
S(R™) onda su i svi njeni parcijalni izvodi u S(R™).

Primetimo, D(R") C S(R™). Sa druge strane, o¢igledno postoje funkcije
u S(R") koje nisu u D(R"), kao na primer exp(—|t?|), jer nema kompaktan
nosac.

Takode, u S(R") je moguce uvesti topologiju, na primer uz pomo¢ konve-
rgentnih nizova, sli¢no kao §to smo to uradili u D(R"), u poglavlju 2.1.

2.5.2 Prostor temperiranih distribucija

Definicija 2.13. Prostor neprekidnih i linearnih funkcionela nad S(R")
oznacavamo sa S’(R"). Elementi od &'(R") se nazivaju temperirane distri-
bucije ili distribucije sporog rasta.

Na osnovu do sada rec¢enog moze se dokazati da vazi:
Teorema 2.9. §'(R") je potprostor od D'(R").

Da bi lokalno integrabilna funkcija dodelila konacan broj (f, ¢) funkciji
¢ € S(R™) na slede¢i nacin

(fg) = / F(t)e(t)it, (9)

ponasanje funkcije f(¢) kada t — oo se mora ogranic¢iti na takav nacin da
integral konvergira za sve ¢ € S(R").

Definicija 2.14. Funkcija f € L] (R") se naziva sporo rastuca ako postoji
m € 7 tako da:
lim [¢|7™ f(t) = 0. (10)

t—o00
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2.5 Temperirane distribucije (distribucije sporog rasta)

Temperirana distribucija definisana lokalno integrabilnom sporo rastu¢om
funkcijom preko integrala @D naziva se regularna temperirana distribucija.

Posto sve funkcije iz S(R™) zadovoljavaju uslov one generisu regu-
larne temperirane distribucije.

Takode se moZe pokazati da su sve distribucije iz D'(R") sa ograni¢enim
nosacem temperirane distribucije. Te su stoga delta funkcionela i njeni izvodi
temperirane distribucije.

Kako je 8'(R™) potprostor D’(R™), operacije koje smo definisali na distri-
bucijama iz D'(R™) odnose se i na distribucije iz S'(R™). Medutim kada se
neke primene na distribuciju iz §’'(R"™) rezultat ne mora biti u S’(R"). Ali
kada to vazi (na temperiranu distribuciju primenimo operaciju i opet nastane
temperirana distribucija) kazemo da je prostor §’(R"™) zatvoren nad tom ope-
racijom.

Operacije za koje to vazi su:

e Sabiranje distribucija,

e Mnozenje distribucija konstantom,

Translacija distribucija,

MnozZenje nezavisne promenljive pozitivhom konstantom, to jest dile-
tacija,

Diferenciranje distribucija.
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3 Konvolucija

3 Konvolucija

Poznato je da nije moguce definisati proizvod dve proizvoljne distribucije.
Kratko obrazloZenje problema moze se pronaci u [10], a u [18] su dati primeri
koji pokazuju probleme pri pokusaju mnozenja dve distribucije. Stoga defi-
nisemo operaciju konvolucije, koja ¢e biti kljucni alat kada budemo izvodili
formule za vrednovanje hartija od vrednosti.

Konvoluciju éemo prvo definisati na funkcijama, a zatim na distribuci-
jama i temperiranim distribucijama. Pri tome smo koristili [1], [9] 1 [16] iz
spiska literature.

3.1 Konvolucija funkcija

Definicija 3.1. Konvolucija dve funkcije f i g na kona¢nom intervalu [0, ¢]

je data sa:
/f g(t —x)d

pri ¢emu se pretpostavlja da je integral na desnoj strani jednakosti dobro
definisan.

Konvolucija na beskona¢nom intervalu (—oo,c0) sa promenljivom ¢ je
data sa:

(f*g)(t /f t—:cd:c—/g(x)f(t—x)dx.
Da bi nesvojstveni integral konvergirao dovoljno je, na primer da su f i
g apsolutno integrabilne funkcije.

Vazan rezultat je da je konvolucija dve Gausovske funkcije opet Gauso-
vska funkcija, to jest ako su:

1 —(t — 1y)?
I= o P <%)

g= L exp (—_(t - ,U2)2)
oo\ 2T 203

pri cemu su oy, 09, 41 1 o unapred zadati realni brojevi, onda je

Fag— 1 ) exp<—(t—(m+#2)2)).

27 (0? + 02 2(07 + 03)
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3.2 Konvolucija brzo opadajuc¢e funkcije i temperirane
distribucije

U teoriji verovatnoce vazi da je raspodela verovatnoca zbira dve ne-
zavisne slucajne promenljive konvolucija njihovih individualnih raspodela.
Preciznije, ako su X; i Xy dve nezavisne slucajne promenljive sa gusti-
nama @y, (z1) 1 ¢x,(2) respektivno, onda je gustina slu¢ajne promenljive
Y = X; + X, data sa :

oo

ov(y) = (9x: * 9x2) (1) = / x5 — T2) 3, (2) s,

—0o0

Ove ¢injenice se mogu pronaci u [8] iz spiska literature.
Sada ¢emo navesti neke osobine operacije konvolucije.
Neka su f, g, h € R proizvoljne funkcije, a a konstanta. Tada vazi:

o fxg=g=xf, (komutativnost)

o fx(g*h)=(f*g)*h, (asocijativnost)

o fx(g+h)=(f=g)+ (f =h), (distributivnost)
o a(fxg)=(af)xg=[=*(ag),

o (fxg)=[f=*g=T[xg.

3.2 Konvolucija brzo opadajuée funkcije i temperirane
distribucije
Sada ¢emo definisati konvoluciju proizvoljne brzo opadajuce funkcije ¢ €
S(2) i temperirane distribucije f € S'(Q).
Neka je ¢ € §(2). Tada je

(px)(z) = /s@(w —y)Y(y)dy.

Cilj: Definisati kako ¢ * f deluje na ¢» € S§(Q), ako f € S'(Q) i ako
p e S(0).

Ispisujemo
e Dt

kao

[ [eta—nswpaasas = [ | [ ote -tz s

——

(@ * ) (y) f(y)dy,




3.3 Konvolucija distribucija

gde je () = p(—x).
Dakle, konvoluciju p* f, f € §'(Q2), ¢ € S(?) definisemo kao distribuciju
v * f € 8(Q) koja na test funkciju ¢ € S(2) deluje na sledeéi nacin:

(px* f,0) = (f,o*v).

3.3 Konvolucija distribucija

UveS¢emo pojam direktnog proizvoda distribucija pomocu kojeg ¢emo
uvesti pojam konvolucije distribucija.

3.3.1 Direktan proizvod distribucija

Uvedimo prvo neke oznake.

Sa R; oznacava¢emo jednodimenzioni Euklidski prostor koji se sastoji od
svih realnih vrednosti za t; R, , je dvodimenzioni realni prostor koji se sastoji
od svih realnih parova (z,y).

Sada ¢e D, biti prostor test funkcija definisanih na R, a D, , prostor test
funkcija definisanih nad R, .. Isto vazi i za prostore D', S, S'.

Definicija 3.2. Neka su date dve distribucije f(t) € D}, g(7) € DL ip(t,7) €
D, ;. Direktan proizvod je definisan izrazom

(f(t) x g(7), o(t, 7)) = (f(1), (9(7), o(t,7)))- (11)

Pri tome, (g(7), p(t, 7)) je test funkcija iz D.
Uoc¢imo da smo direktan proizvod distribucija f(¢) x g(7) definisali kao
funkcionelu na prostoru D; ;.

Teorema 3.1. Direktan proizvod dve distribucije f(t) i g(7) je distribucija
f(t) x g(1) iz D; .

Dokaz. Treba pokazati da je f(t) x g(7) neprekidna linearna funkcionela na
prostoru D .

Ocigledno je da vazi linearnost, a da bismo pokazali da je f(t) x g(7)
neprekidna funkcionela pokazac¢emo da niz brojeva

{{(F @), {g(m), n(t, 7))}

konvergira ka nuli kada god niz test funkcija {¢, (¢, 7)}22, konvergira ka nuli

WDy (to jest, palt,) ¥ 0= (f(1), (9(r), alt, 7)) = 0, k = o).
Kako je f(t) distribucija ovo ¢e biti ta¢no ako pokazemo da niz test fu-
nkcija

Un(t) = (g(7), (¢, 7))
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3.3 Konvolucija distribucija

konvergira ka nuli u D;.
Kako je ¢(t, 7) test funkcija, njen nosa¢ je ogranicen u Ry ,, pa vazi da je
nosac 1, (t) sadrzan u ograni¢enom intervalu u R;.

Sada pokazujemo da zﬁ,(f)(t) uniformno konvergira ka nuli na R; za svako
k € N. Pretpostavimo suprotno da postoji k, € > 0 i niz tacaka {¢,,}°°, tako
da [Yi7 (£,)] > €, to jest

U0 = (7). et Plecen)| 2 € (12)

Sa druge strane imamo da {p, (¢, 7)}52, konvergira ka nuli u D, ,, pa i fu-
nkcija
ak
An(T) = o @n(t, T)li=t,,

koja je test funkcija iz D;, konvergira ka nuli u D;.
Kako je g(7) distribucija imamo da

Y (t,) = (g(7), \n(7)) = 0 kada n — 0, (13)
Sto je u kontradikciji sa .

Time je teorema dokazana. O

Dokaz sledeée teoreme je analogan dokazu prethodne, pa je navodimo bez
dokaza.

Teorema 3.2. Ako je f(t) € S; i g(7) € S., tada je f(t) x g(7) € S;,. To
jest direktan proizvod dve distribucije koje su temperirane je opet temperirana
distribucija.

Kada je funkcija ¢(t, 7) € D;, oblika ¢ (t)0(7), gde su ¢(t) € Dy 1 6(1) €

D, izraz (11)) moze se zapisati na sledeé¢i nacin:

(F(t) x g(r),p)0(7)) = (f(t),{9(7),¥()6(7)))

odnosno

{g(m) x f(),0(0)0(1)) = (g(7),0(7)){f (1), ¥(¢))
= (f(t) x g(7), ¥(t)0(T)). (15)
Teorema 3.3. Nosac direktnog proizvoda dve distribucije je Dekartov proi-

zvod njihovih nosaca. To jest ako je Qo nosac distribucije f(t) i Qg nosac
distribucije g(7), tada je nosac distribucije f(t) x g(7) skup 2 x €.
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3.3 Konvolucija distribucija

Dokaz. Pretpostavimo da se tacka ¢y nalazi izvan nosaca distribucije f(¢), i
pokazimo da tada bilo koja tacka (tg, 79) lezi izvan nosaca distribucije f(t) x
g(T) bez obzira na tacku 7.

Znamo da postoji okolina Qy, tacke ¢y takva da je (f(t),0(t)) indenticki
jednako nuli za svaku test funkciju 6(t) ¢iji je nosa¢ sadrzan u .

Ako je ¢(t, T) test funkcija ¢iji se nosa¢ nalazi u Qy, x R, (¢(¢,7) je nula
kada god ¢ nije u €,) tada je

0(t) = (9(7), ¢(t, 7))

test funkcija i njen nosac je sadrzan u {2;,. Stoga

(f(t) x g(7),o(t, 7)) = (f(1),0(t)) = 0,

pa se tacka (tg, 7p) ne nalazi u nosacu distribucije f(¢) x g(7).

Sli¢cno pokazujemo da kada se tacka 7y nalazi izvan nosaca distribucije
g(7), tada se 1 tacka (o, 7p) nalazi izvan nosaca distribucije f(¢) x g(7).

Neka se sada tacke tg i 79 nalaze u nosa¢ima distribucija f(t) i g(7) respe-
ktivno. Tada za bilo koju okolinu tacke (o, 70) iz R;,, mozemo izabrati test
funkeiju ¥ (¢)0(7) ¢iji se nosa¢ nalazi u ovoj okolini i (f(t) x g(7),¥(t)8(7))
je razli¢ito od nule (ako posmatramo desnu stranu prikladnim izborom
Y(t) 1 6(7) dobijamo vrednost razli¢itu od nule). Stoga je nosa¢ distribucije
f(t) x g(7) skup Qf x Q,. O

Sada ¢emo pokazati da je direktan proizvod dve distribucije komutativna
operacija.

Lema 3.1. Prostor svih test funkcija oblika
Gt 7)) =) U (t)0n(7), (16)

gde je suma konacna i 1, (t) € Dy, 0,(7) € D;, je gust u Dy .

Teorema 3.4. Neka su f(t) € D; i g(1) € D. tada

f(t) x g(r) = g(7) x f(t),

odnosno

(f(1),(g(7), o(t, 7)) = (9(7), (f (1), &(t; 7)))- (17)

Dokaz. Pokazali smo da su f(t) x g(7) i g(7) x f(t) distribucije, te stoga
i neprekidne funkcionele na D, ,, pa je dovoljno da pokazemo da vazi
na test funkcijama oblika ((16)), posto je prostor ovakvih test funkcija gust u
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3.3 Konvolucija distribucija

D -, pri ¢emu koristimo Han-Banahovu teoremu o neprekidnom proSirenju
linearne funkcionele sa gustog skupa na ceo prostor.

Na osnovu i sledi:
7)) Ua(t)0u(7)) = D (f(t) x g(7), ()0 (7))

n

= D (), 9a(0))(9(7), (7).

n

Sliéno za

£, Y Ya()8u(r)) = Y (1), %a(t)){9(7), 0n(7)).

n

[]

Takode vazi da je direktan prizvod dve temperirane distribucije komuta-
tivna operacija.

3.3.2 Konvolucija distribucija

Neka su f(t) i g(7) neprekidne funkcije sa ograni¢enim nosacima, i ¢ €
D,. Posmatrajmo regularnu distribuciju A(t) definisanu sa:

o

(h,0) =(f*g.¢ /dt/f g(t — 7)p(7)dr.

Uoc¢imo da je podintegralna funkcija neprekidna i da ima ograni¢en nosac¢ u
(t,7) ravni.
Smenom 7 = x, t = x + y, dobija se:

(fxg,p / / flx o(z + y)dxdy. (18)

—00 —00

Sada definiSemo konvoluciju distribucija f(¢) i g(7) sa
(f*g,0) = (F({t) x g(7), p(t + 7)) = (f(1), (g(7), (t + 7))). (19)

lako je p(t+7) glatka funkcija, njen nosac nije ogranic¢en u (¢, 7) ravni, pa ona
nije test funkcija. Preciznije, posmatrajmo funkciju ¢(x) koja je razli¢ita od
nule samo na ograni¢enom skupu x € [a, b]. Kada posmatramo ¢ kao funkciju
od z+y, gde su z,y € R, tada je nosac funkcije ¢ deo ravni koji zadovoljava
nejednacinu a < z + y < b. Tacnije ovo je beskonac¢na traka konacne Sirine
¢ije su ivice paralelne sa pravom x + y = 0.
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3.3 Konvolucija distribucija

Slika 3.1 Nosaé funkcije p(t+7), t,7 €R

Dakle, potrebno je upotpuniti definiciju uvodenjem restrikcije na
nosace funkcija f i g.
Ako nosa¢ od f(t) x g(7) preseca nosa¢ od ¢(t + 7) na ograni¢enom skupu
(2, tada definiciju (|19)) zamenjujemo sa

(fxg,0) = (f(t) x g(r), A(t, T)o(t + 7)) (20)

gde je A(t, 7) test funkcija iz D; ; koja je jednaka 1 na nekoj okolini skupa €2.
Kako je A(t,7)p(t + 7) takode test funkcija iz D, , sa definisemo f * g
kao funkcionelu nad svim ¢ € D, ..

Mogli smo da izvrsimo ovu zamenu zato $to se vrednost test funkcije izvan
okoline nosaca od f(t) x ¢g(7) moze menjati bez uticaja na to koju vrednost
f(t) x g(7) dodeljuje toj test funkeiji.

Sledec¢a teorema daje uslove pod kojim je presek nosaca f(t) x g(7) i
©(t 4+ 7) ogranicen za sve ¢ € D.

Teorema 3.5. Neka su f i g distribucije iz R ¢ neka je njihova konvolucija
definisana sa . Tada je f * g distribucija nad R ako je ispunjen bilo koji
od sledecih uslova:

1. 1li f ili g ima ogranicen nosac.
2. 1 f 1g imaju nosac ogranicen sa leve strane.

3. 1 f i g imaju nosac ogranicen sa desne strane.
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3.3 Konvolucija distribucija

Dokaz. Oznac¢imo sa €y i ©, nosace od f(t) i g(7) respektivno.
Posmatrajmo slucajeve definisane u teoremi:

1. Qf x €, je sadrzano ili u horizontalnoj ili u verikalnoj traci konacne

Sirine u ravni (¢, 7).

2. Qf x Q, se sadrzi u Cetvrtini ravni (¢, 7) ograni¢enoj sa donje strane
horizontalnom linijom, i vertikalnom sa leve.

3. Qf x Q, se sadrzi u Cetvrtini ravni (¢, 7) ograni¢enoj sa gornje strane
horizontalnom linijom i vertikalnom sa desne.

T

Slika 3.2 Kada obe distribucije imaju nosac ogranicen sa leve strane

U sva tri slucaja presek 2y x €, sa nosacem od ¢(t + 7), ¢ € D, bice
ograni¢en skup.

Stoga zakljucujemo da je konvolucija dobro definisana i odreduje f * g
kao funkcionelu u D; ;. O

Lako se vidi da je konvolucija dve distribucije komutativna operacija.

Primer 3.1. PokazZimo da vaZe jednakosti:

(fx0,0) = (f, ),
(0w f,0) = (™, ).

Koristimo osobinu komutativnosti konvolucija distribucija:

(0 fr)=(f*d,0).
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3.4 Konvolucija temperiranih distribucija

Sada imamo:

(f #6,0) = (f(£),(6(7), p(t + 7)) = (f(£),0(t)).

Dakle 6 x f = f.
Sada pokazujemo:
@™ fro) = (fx0™.0)
= (f().(8")(), ot + 7))
= (f(6), (=)™ (1))
(

3.4 Konvolucija temperiranih distribucija

Neka su f(z) i g(y) dve distribucije iz S, i S, respektivno.
Definisa¢emo konvoluciju f * g kao distribuciju na &, , preko direktnog pro-
izvoda dve regularne distribucije:

(fxg,0) = / /f(T)g(t—T)go(t)dth
= [ [ 1@t + y)dody
= _<f(;3) x g(y), e(x +y)), (21)

gde smo u drugom redu napravili smenu 7 =z it=2x+y.
lako je ¢ funkcija iz S,, funkcija ¢(z + y) nije funkcija iz S,,. p(x +y)
zadovoljava

M o*2p(z +y)
OxkrQyk2

lz +y|™

‘ = |z +y|"e® (z +y)| < Cor

zak =k +ky. Adabip(z+y)eS,, treba da vazi

M 0" 2p(x + y)

(xQ + y2)m 8[Ek18yk2

' < Crnky ks

Zato ¢emo uvesti novi skup test funkcija defnisanih na R2.
Neka je S, skup svih funkcija ¢(z,y) ¢ija je vrednost kompleksan broj
koje zadovoljavaju nejednakost

049"z +y)

|z +y] iy

’ < Chnkiks (22)
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3.4 Konvolucija temperiranih distribucija

za sve (1,y) € R?, gde je Cyui,x, konstanta koja zavisi od m, ki, ko.
Ako ovu definiciju uporedimo sa definicijom brzo opadajuéih funkcija na
R? vidimo da je norma /(22 + 32) Zamenjena sa normom |z + y|, a kako je

]x+y|<\/_\/ (22 4+ y?) Va21daJeSxyCSxy

Sz,y je vektorski prostor, i ako je ¢ € S;, onda je p(x +y) € Sy y-

Za niz {1y, (z,y)}22, kazemo da konvergira u S, , ako za svaku funkciju
Yy, € Sgy 1 za sve nenegativne cele brojeve m, ki, ko niz

maklalmwn(m + y) o0
{|$+y‘ axklaka }n—l

uniformno konvergira na celom R2.
Iz konvergeneue u S, sledi konvergencija u S, v
Sa (S,,) oznati¢emo skup svih distribucija na Sw. Vazi da je (S,,) €

Sy
Posmatrajmo sada apsolutno integrabilnu funkciju f : R — R i Hevisa-
jdovu funkciju 0(y) = Tjpo)(y). Vazida f €S, 10 € S,.

Lema 3.2. Neka je v € §x7y. Tada

o0

//\f ()| dydz < oo,

Dokaz. Kako je ¢ € ggg’y na osnovu ([22)) postoji Cyoo > 0 tako da je

lW(z,y)| < Coo, (x,y) € R

Sada posmatramo integral iz leme:

//|f Yz y)ldyds = // D) @), v)\dyde

—00 —O0 —00 —00

_ //|f (e, )l dyda.

—oo0 0
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3.4 Konvolucija temperiranih distribucija

Definisimo sada za fiksno K > 0:

D ={(z,y) eR* : y>0, |z+yl <K}
Dg ={(z,y) eR*> : y>0, |r+yl>K}.
Sada imamo:
| [r@ive y)|dyd:v—//!f (e, y rdyd:c+/ F@)| ()] dyde.
—oo 0
(23)
Posmatrajmo sada integral:
00 maz(K—z,0)
J[r@iveoiae = [ [ el
Dy —0o0 maz(—K—x,0)
00 maz(K—z,0)
< [u@i| [ Cudy]as
—oo maz(—K—x,0)
_ COOO/(max(K—x,O)—ma:c( 2 0) |f(2)]da
< Cono / (K —2— (—K — 2)) | f(2)ds
= 2KC’000/|f(x)]dx<oo. (24)
Pretpostavimo m > 1 i posmatrajmo integral:
//!f (e, rdyd:v</ I ’”"Om dydz
|z + y|
00 maz(—z—K,0) 00
Juai|f [ |
=0Um x T . ay Y xX.
" |z + y|™ |7+ y|™
—0o0 0 maz(K—z,0)
(25)
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3.4 Konvolucija temperiranih distribucija

Za r < —K imamo da je:

max(—z—K,0) 1 —z—K 1
—dy = / —dy
/i |z +y[™ (—z—y)m
0 0
B 1 1 1 1
 om—1Km! m—1(—z)m!
Za x> —K:
max(—z—K,0)
1
/ g0
|+ y|™
0
Za x> K:
r 1 I
| e [t
|z + y[™ (x+y)m
maz(K—z,0) 0
1 1

A za z < K imamo:

o0 [e.e]

| = e
|z +y[™ (z +y)™
maz(K—z,0) K-z
T
m—1Km1

Kada ubacimo vrednosti iz , , i u dobijamo:
[[15@lte Iy

Dg

< ﬂf’"_ml_ [ ——

“m-—1

Cmoo [ 1 1 1
/‘f _(Km—l + K m— 1)]I{x< K}+ H{$>K}+ Km

Kml

1

(26)

(27)

(29)

H{—K<x<K}:| dx

]I{ K<z<K}:| dx

C, 2 1 1
< " / | f(2)] [—_H{x< K}t o lasxy + 5 - K<x<K}:| dx




3.4 Konvolucija temperiranih distribucija

Crm
<= 2 ;gml/\f J|da < oc. (30)

Iz , i sledi tvrdenje. [

Ako je {Yn(z,y)}5%, niz iz S\x,y koji u S\m,y konvergira ka nuli, posto
¥ (2, y) uniformno konvergira na R? vaZi:

o0

//‘f Y)n(z,y)|dydz — 0, n — 00.

—00 —0O0

Dakle vazi da je f(z)0(y) € (SA’M)’, pa konvoluciju f * # moZemo definisati
kao distribuciju na S, preko formule (21)).

Kako je nas cilj primena Furijeovih transformacija u ra¢unanju cena opcija
potrebno je da definiSemo konvoluciju verovatnoce P i Hevisajdove funkcije.
Ako je f gustina rapodele verovatnoce, na osnovu upravo dokazanog,
mozemo definisati konvoluciju verovatnoce P (¢ija je gustina f) i funkcije 6
sa:
Pxd=fx0.

Konvolucija izmedu verovatnoce P i funkcije # moze se definisati i na sledeci

P+ = / / P(dr)0(t — ) p(t)dt

—00 —0O0

_ ]O ]Op(dx)a(y)go(x +y)dy,

—00 —0O0

gde je ¢ € ngy.
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4 Furijeova transformacija

4 Furijeova transformacija

U ovoj glavi ¢emo prvo definisa¢emo Furijeovu tranformaciju funkcija, a
zatim Furijeovu transformaciju uopstenih funkcija. Na kraju ¢emo dati neke
korisne primere Furijeovih transformacija uopstenih funkcija. Pri tome je
koris¢eno [1], [2], [9], [10] i [11] iz spiska literature.

Prvo ¢emo predstaviti teoriju Furijeovih redova koja se odnosi na perio-
di¢ne funkcije, a zatim ¢emo izloziti teoriju Furijeovih transformacija koja se
odnosi na neperiodi¢ne funkcije.

4.1 Razvoj u Furijeov red

Furijeov red neku periodi¢nu funkciju predstavlja kao beskonac¢nu sumu
sinusnih i kosinusnih funkcija. Pri tom se koristi ¢injenica da sinusne i kosi-
nusne funkcije ¢ine ortonormiran sistem u L?[—, | prostoru (funkcije ¢iji je
kvadrat integrabilan nad [—7, 7]), ¢ime se dobija konvergencija u normi. Uz
jace pretpostavke, moguce je dobiti uniformnu konvergenciju. Taj rezultat
navodimo u ovom poglavlju.

Neka je data funkcija sa osnovnim periodom 27:

fx) = f(x+2kr), z€R, ke

Pretpostavi¢emo da je f definisana nad [—m, 7|. Razlozi¢emo ovu funkciju
na proste periodic¢ne funkcije oblika:

acosnx +bsinnr, n=1,23,...

Za funkciju f potrebno je odrediti konstante aq, by, as,bo, ..., ay,b,, ... tako
da vazi . N
flz) = % +n2:1@n COSHIE+;bn sin nz. (31)

Pretpostavimo da se funkcija moze rastaviti na unifomno konvergentan red
. Tada se integraljenjem od —7 do 7 (gde desnu stranu mozemo integra-
liti sabirak po sabirak zbog osobine uniformne konvergencije) dobija:

/f(x)d:c = % dx + Z an, / cos nxdx + Z by, / sinnxdxr = agpm.
g g n=1 g n=1

—T

Ako prvo jednacinu pomnozimo sa cos kx, a zatim izvrsimo integraljenje do-
bijamo:

]f(x) cos kxdz
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4.1 Razvoj u Furijeov red

a © 00 T
= 50 /cos kxd:l:—l—z an/cos NI cos k;xdx—i—z b, / sin nx cos kxdx = agT.
—T n=1 —r n=1

—T

Analogno ako pomnozimo sa sin kx i integralimo od —7 do 7 dobijamo:
/f(x) sin kzdz = by,

Pri tome smo koristili:

™ ™
/ sin nx sin kxdx = 7oy, /cos nx cos kxdr = woyy,,
—T —T
™ ™ s
/sin nx cos kxdx = 0, /sin kxdx = 0, /cos kxdr = 0,
—T —T —Tr

gde je k,n # 01 0, Kronekerov simbol:
S — 1, k=n
0, k£
Na osnovu prethodnih razmatranja, uvodimo definiciju Furijeovog reda.

Definicija 4.1. Neka je f(z) funkcija sa periodom 27 koja na intervalu
[—7, 7] ima konacan broj tacaka prekida prve vrste?. Furijeov red funkcije
f(z) je dat sa:

f(z) = % —i—nz:;ancosn:l:—i-;bnsinnx

gde je:

ag = %/f(x)dx,

1
a, = — /f(:c) cosnxdr, n €N,
m

1 T
b, = —/f(x) sinnxdr, n e N.
m

2 Ako postoje kona¢ne grani¢ne vrednosti lim,_,,,— f(x) i lim,_,,,+ f(x) ali su razli¢ite.
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4.1 Razvoj u Furijeov red

Pre nego $to prosirimo teoriju na funkcije proizvoljnog perioda, razmo-
tricemo uslove pod kojim Furijeov red konvergira odgovarajucoj funkciji f.

Neka je X pred-Hilbertov prostor® po delovima neprekidnih funkcija na
[—7, 7] sa skalarnim proizvodom

(f,9) Z/f(:zr)g(x)dx, f.g€e X.

Definisimo novi skup X’ na sledeéi na¢in: f € X pripada skupu X’ ako i
samo ako u svakoj tacki x € [—m, 7| postoje odgovarajuéi desni izvodi

3 L@ D) = L)
h—0t h

Vo € [—nm,m)

gde je fi(z) =lim .o+ f(x + €) desna grani¢na vrednost funkcije f u x

1 levi izvodi h
Sk~ (@)

h—0+ h

, Vo e (—mm
gde je f_(z) =lim o+ f(x — €) leva grani¢na vrednost funkcije f u x.

Teorema 4.1 (Dirihleova teorema). Neka je f € X'. Tada za Vx € (—m,7)
Furijeov red funkcije f konvergira ka

J=(z) + f+(2)
2 Y
a u tackama x = 1w konvergira ka

f-(m) + f+(_7T)'
2

Ako funkcija f zadovoljava uslove Dirihleove teoreme tada Furijeov red
funkcije f u neprekidnim tackama funkcije konvergira ka funkciji f(z), a u
tacki prekida konvergira ka srednjoj vrednosti jednostranih limesa funkcije f
u toj tacki.

Funkcije sa proizvoljnim periodom 2/ prevodimo na period 27 pomocu

smene.

21
Stavimo da je x = al dobija se funkcija f(al) sa periodom —.

21 l t
Ako je — =27 (a = —) , smenom x = — dobija se funkcija f(—) ¢iji je
a T T T

period 27.

3Uredeni par(X,(-,-)) gde je X vektorski prostor, a (-,-) skalarni proizvod.
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4.1 Razvoj u Furijeov red

Pretpostavimo da je funkcija f apsolutno integrabilna na [—[,[], da na
tom intervalu ima konacno mnogo tacaka prekida prve vrste, da se moze
razviti u uniformno konvergentan red, i da vazi da za zadato t € R:

It > b
f()= % +;an005nt+;bnsinnt,

onda je:
1 It
oo=> [ £,
T T
1 [t
a, = —/f(—)cosntdt, n €N,
T T
1 [
b, = —/f(—)sinntdt, n € N.
™ ™
. T T . . .
Ako sada vratimo smenu t = T dt = de dobijamo Furijeov red funkcije

f koja je 2l periodi¢na:

f(z) = %—l—;ancosnlﬂ%—;bnsm#,




4.1 Razvoj u Furijeov red

21
1
a, = 7/]‘(1:) cos #dz

/ f(zx)sin @dt

Pojam Furijeovih redova moZzemo progiriti i na kompleksne koeficijente.
Posmatrajmo funkciju:

00
_ A eimc
- 5 n

Sada ra¢unamo:
/f(x)elmxdx _ / Z Anemm fzmzdl,
. T

= Z A, /cos m)z| +isin[(n —m)z|dx

dobijamo

A, = i/f(x)e_i”:”’dx
2T

ili

40



4.1 Razvoj u Furijeov red

1
A, Q—/f(:v)(cos [nx] — isin [nx])dx
m
( 7; ™
p [ f(z)(cos [nz] + isin [nz])dz, n <0
™ —T
1 ™
%_fﬂ f(x)dz, n=0
1 ™
P [ f(x)(cos [nz] — isin [na])dz, n >0
\ m -7
(1
§(an +an), n <0
1
S —ag, n=0
1 2
\ 5(% —1ib,), n>0.
. e I,
Za funkciju periodi¢nu na [——=, =] imamo:

™

22

1 2

Slika 1: Grafik funkcije f(x) = |z|
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4.1 Razvoj u Furijeov red

Koeficijenti Furijeovog reda su dati sa:

1 ™
aoz—/|x|drc:7r
7T

0 — 1 / 2] cos(na)dz — { —4/7n?, ako ]:6 n neparan b?"oj;
T 0, ako je n paran broj.
Za svakon € N, b, = 0 zato Sto je f(x) parna funkcija, pa kada je pomnozimo
sa neparnom funkcijom, sinnx, dobijamo neparnu funkciju koja se integrali
na [—m, .
Sada dobijamo Furijeov red:

|| ~ cos(2k — 1)z.

ol 3
|
WM&;

4
m(2k —1)?
U programskom paketu Matematika smo nacrtali:
7r m

= — 2k —1

1 za razlicite vrednosti m dobijamo:

=5 —2 =1 1 2 3

Slika 2: m =2
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4.2 Furijeova transformacija

25

leBe ¢

3 P ] 1 > 3
Slika 3: m = 20

4.2 Furijeova transformacija

Furijeova transformacija predstavlja uopstenje (granicni slucaj) Furijeo-
vih redova, a inverzna Furijeova transformacija uopstenje Furijeovih koefici-
jenata. Sada ¢emo detaljnije definisati oba pojma.

Neka je f : R — C. Furijeovu transformaciju definisemo sa:

ﬂmzammm:/jMWMm

Dakle ako postoji nesvojstveni integral sa desne strane funkcija F' predstavlja
Furijeovu transformaciju funkcije f.

Oznag¢imo sa G(R) familiju apsolutno integrabilnih funkcija f : R — C
koje su uz to i deo po deo neprekidne. Funkcija je deo po deo neprekidna na
celom R ako je deo po deo neprekidna na svakom kona¢nom intervalu [a, b].
Funkcija moze imati beskonacan broj tacaka prekida, ali samo konac¢an broj
na svakom konac¢nom intervalu.

G(R) je vektorski prostor nad C. Iz definicije sledi da je Furijeova tra-
nsformacija funkcije f € G(R) definisana za svako k € R.

Definisimo formulu koja radi obrnuto, uzima Furijeovu transformaciju i,
pod izvesnim uslovima, vraca orginalnu funkciju:

oo

fo) = B F®)@) = [ Flkge

—0o0




4.2 Furijeova transformacija

Ovo nazivamo inverznom Furijeovom transformacijom.

Treba napomenuti da definicija Furijeovih i inverznih Furijeovih transfo-
rmacija nije jedinstvena, pa se tako u literaturi moze nac¢i obrnuta definicija
od nase, to jest Furijeova transformacija predstavlja inverznu i obrnuto.

Takode se moze naci Furijeova transformacija definisana u terminima uga-
one frekvencije w = 27w umesto u terminima frekvencije v.

Tada formule izgledaju ovako:

1

F(y):\/—Q_w

70 ft)eat,

1) = o= [ Py

Definiciju mozemo dati i koristeé¢i proizvoljne konstante a i b:

Y I v
FW%—M@mlﬁéfw .
] |b’ I w e—ibwt B
f(t) - (27T)1+a_4 F( ) dw.

Navedene normalizacije ne uti¢u na teorijske rezultate, nego samo na izgled
formula koje se koriste u radu.

Kako bilo koju funkciju mozemo podeliti na njen parni i neparni deo na
sledeé¢i nacin:

flo) =5 [f(@) + f(=2)] + 5 [f(2) = f(=2)] = P(2) + N(z),

sledi da Furijeovu transformaciju mozemo izraziti kao:
FLF(2)](k) = / P(x) cos(2rkz)dz + i / N(z) sin(2rkz)dz.

Sledeca teorema daje odgovor na pitanje da li je

o0

fww—/Fww*mwm

—00
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4.2 Furijeova transformacija

to jest da li kada na Furijeovu transformaciju primenimo inverznu Furijeovu
transformaciju dobijamo orginalnu funkciju?

Teorema 4.2 (o inverznoj Furijeovoj transformaciji). Ako je f € G(R) onda
za svaku tacku x € R u kojoj postoje jednostrani izvodi funkcije f vazi:

o0

= p.v. / F(k)e 2™k k.

—0o0

fa™) + f=T)
2

Posledica 4.1. Ako je [ neprekidna funkcija, i ako je f' deo po deo nepre-
kidna funkcija onda vazi:

f(z) =puo. / F(k)e ®™k*dg  Vx € R.

—o
Sada ¢emo navesti neke korisne osobine Furijeovih transformacija.

Teorema 4.3. Neka su f,g € G(R), i neka su njihove Furijeove transforma-
cije oznacne sa F' 1 G, respektivno. Tada vaZi:

1. Flaf(z) + bg(2)](k) = aF (k) + bG (k) (Linearnost),
2. F[f *g] = F[f]Flg],
3. Flfg] = F[f] = Flg],
4. FOUF[f]F[g)] = f =g,
5. F7UF[f]* Flg]] = fg.
Dokaz. Dokazaéemo da vazi 1. i 2.

1.

[e.9]

Flaf(z) + bg(z)](k) = / [a.f (z) + by(@))e*™** dw

—00
o0 oo

= a/f(x)eQ’Tikxdijb/g(x)e%““dx

—00

= aF(k)+ bG(k).
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4.2 Furijeova transformacija

Ff*g] = 7 7 ™ f(al)g(x — a)da'dw

—00 —O0

_ / /(e2m'kac’f(x/)dx/>(e2m‘k(x:Jc’)g(a: _ SCI)CZ.T)

= / 62”’“/]0(13’)03:6/) / 62m’kx”g(x//>dx//
= Flf1Flg]

gde je 2" = x — 2/ 1 da” = dx.

Autokorelaciona funkcija C(t) funkcije E(t) je:

o0

O(t) = / B(r)B(t + 7)dr

—0o0

gde ge E kompleksno konjugovana funkcija funkcije E.
Sledec¢a formula daje vezu izmedu Furijeove transformacije i autokorelacione
funkcije:

RIF(PI@) = [ F(r)s (o + 7).
Teorema 4.4. Ako je f n-puta diferencijabilna, i f™ € G(R), n € N, tada
vazi:

F[f" ()](k) = (=2mik)"F[f (2)](k).

Dokaz. Pokazac¢emo prvo da formula vazi za prvi izvod.
FIP@I®) = [ fla)eda,
Parcijalnom integracijom dobijamo

f(z)e?™ ke /f(x)27rik:e2mkmdx.
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4.2 Furijeova transformacija

Ako je funkcija f ogranicena tako da vazi:

lim f(z)=0

T—7F00

(Sto vazi ako je f apsolutno integrabilna funkcija) prvi izraz nestaje i dobi-
jamo
o0

F[f'(z)|(k) = —2mik / f(x)e™* 2 dy = —2mik F[f(x)](k).

Ponavljajuéi ovaj proces n puta dobijamo formulu za n-ti izvod funkcije:

F[f"(2)](k) = (—=2mik)"F[f(2))(k).

Furijeova transformacija funkcije f(z) ima osobinu pomeranja:

Flf(x —xzo)l(k) = / f(x — z0)e*™™  dx

_ / f(l’ . $0)€2ﬂik(x_xo)€2ﬂikxod(l' . xO)

— eZm’kmo F(k‘)

Sada pokazujemo da vazi:
1k
Flf(ax))(k) =lal"'F(=),  a#0.
Direktnim rac¢unanjem se dobija:

o

Flf(an))(k) = / f(az)e*m e dy

0 u
= u)e —au
) a
1 k
= —F(5).
PG

Sledec¢a teorema je poznata kao Parsevalova jednakost.
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4.3 Furijeova transformacija uopstenih funkcija

Teorema 4.5. Ako su lokalno integrabilne funkcije f(x) i g(z) apsolutno
integrabilne na —oo < x < 00, tada vazi:

]of(ar)F[g(k)]dfv— ?F[f(x)]g(k)dk-
Dokaz. Pod pretp;;:avkom da je dozvonC:na razmena granicénih procesa vazi:
7 f(@)Flg(k)ldx = 7 /(@) 7 g(k)e* ™ dk | dx
= 77 f(z)g(k)e*™* dkda
= 7 g(k) 7 fla)e*™*edzy | dk
= fg(k)F[f(x)]dk-

4.3 Furijeova transformacija uopstenih funkcija

Prvo ¢emo izloziti neke teoreme koje vaze za Furijeove transformacije na
prostoru brzo opadajucih funkcija, a zatim pomocu Parsevalove jednakosti
definisati Furijeovu transformaciju na prostoru temperiranih distribucija.

4.3.1 Furijeove transformacije brzo opadajuéih funkcija

Teorema 4.6. Furijeova transformacija je linearno i neprekidno preslikava-

nje S(R™) u S(R™).

Teorema 4.7. Inverzna Furijeova transformacija je linearno i neprekidno
preslikavanje S(R™) u S(R™).

Neka su f,g € S(R") i neka je sa p oznacen proizvoljan polinom. Na

primer, p(z) = a, + a11172 + azx373, gde je ¥ = (x1,79,73), vazi da je
(8) + 0 8+ - U nastavku ¢emo koristiti skrac
—)=a,+a a . U nastavku éemo koristiti skraéenu
P oz Y9z, O, 28x% Oxs
oznaku p(—).
r(5)
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4.3 Furijeova transformacija uopstenih funkcija

Na osnovu rezultata iz prethodne sekcije, s obzirom da je S(R") C G(R")
zakljucujemo da vazi:

Funkcija f(z) | Furijeova transformacija F'[f](k)
fa(x +y) e "Wk (k)

a—i(m) —27k; F (k)

fryg(x) FIf](F)Flgl(k)

Fhe) | Flfl+ Flalth

z;f(x) %a—%F(k)

p(@)f(z) p(=imr ) F(k)

Pokazimo da ako ¢ € S(R™) tada i F[¢] € S(R").

Pokazimo prvo da vazi:

P60 < [ lo()da 32
za sve ¢ koje su integrabilne.
P = | [ ot
< / ‘(b(x)e%mk‘ dx
Kako je [e?™*| = 1 sledi (32)).
Neka je sada ¢ € S(R™) pokazimo da je F[¢| brzo opadajuca funkcija, to

jest p(k)F[¢](k) ostaje ogranifeno za bilo koji polinom p.
[z tabele imamo

pa je

0
Kako smo pretpostavili da je ¢ € S(R"), p(za—)qﬁ(x) je brzo opadajuca
T
funkcija. Gornji integral je konacan, pa imamo da je F[¢](k) brzo opadajuca
funkcija.

Ali moramo pokazati i da su svi izvodi bilo kog reda od F[¢|(k) brzo
opadajuce funkcije.
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4.3 Furijeova transformacija uopstenih funkcija

Iz tabele vidimo da je :

0 .
o) Flel(k) = Flp(iz)é(x)]

to jest bilo koji izvod Furijeove transformacije funkcije ¢ je Furijeova transfo-
rmacija proizvoda polinoma i te funkcije. Znamo da je g(x) = p(ix)p(z) €
S(R™), pa je F[g|(k) brzo opadajuca funkcija, iz gornje jednakosti sledi da je

(

i p(%)F[gzﬁ](k) brzo opadajuca funkcija.

4.3.2 Furijeove transformacije temperiranih distribucija

Parsevalovu jednakost:

/ F(2)Flg(a)]dz = / Flf(a)]g(x)ds

¢emo zapisivati i u notaciji (f(z), Flg(z)]) = (F[f(z)], g(z)).

Definicija 4.2. Neka je f € S'(R") i ¢ € S(R"). Furijeova transformacija
od f, F(f(x)), definisana je sa:

(Elf(2)], o(x)) := (f(x), Flp(x)])-

Furijeovu transformaciju temperirane distribucije, F[f], definisemo kao
funkcionelu na S(R™), koja svakoj test funkciji ¢ € S(R™) dodeljuje isti broj
koji f dodeljuje F'[¢].

Teorema 4.8. Ako je f temperirana distribucija, tada je i njena Furijeova
transformacija, F[f], temperirana distribucija.

Definisimo sada F[f] = g € S'(R") i Fl¢] = ¢ € S(R"). Pomocu
Parsevalove jednakosti dobijamo definiciju inverzne Furijeove transformacije
temperiranih distribucija:

(F~'gl,0) = (g, F " [¥])-

Dakle, F~![g| je takode temperirana distribucija.
Vazi da je:

(FUE(N]0) = (F (). FH(9)) = (£, FIF(9)]) = (f. ),
to jest FUE(f)] = f (F[F7H(N)] = /).

Dakle Furijeova transformacija i inverzna Furijeova transformacija pred-
stavljaju injektivno preslikavanje S’'(R") — S’(R").
Takode je F(f) = 0 ako i samo ako f = 0.
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4.3 Furijeova transformacija uopstenih funkcija

Napomena 4.1. Znamo da ako ¢ € S(R™) tada i F[¢p] € S(R™). Medutim
to ne vazi i za test funkcije, ako je ¢ € D(R™), Flp| ne mora biti uw D(R™).
Zbog toga je nemoguce definisati Furijeovu transfromaciju za sve f € D'(R™).
Zato smo definicije dali na prostoru brzo opadajucih test funkcija.

Sledec¢u teoremu navodimo bez dokaza, dokaz se moze pronaci u [9].

Teorema 4.9. Furijeova transformacija i inverzna Furijeova transformacija
su neprekidna linearna preslikavanja S'(R™) — S'(R™).

Sada ¢emo navesti neke korisne osobine Furijeovih transformacija:

1. Posmatrajmo izraz:

FEE) - [ 1w ( | e—%i(m—wkdk) &,

oo o0

gde je f € S'(R™). Uocimo da je:

/ 6—27Timkdk, — F_l[]_] — 5’

[e.9]

pa mozemo zapisati da je
F'F[fl=f*0=f
2. Ako red: .
Z 9i
i=1

konvergira u §’'(R") ka g, tada se Furijeova transformacija moze pri-
meniti ¢lan po ¢lan i dobijamo:

Flg] ZZF[%],

red koji opet konvergira u &’(R™).

3. Ako meru verovatnoce, p, tretiramo kao temperiranu distribuciju, njenu
Furijeovu transformaciju definiSemo na sledec¢i nacin:

Flul(k) = {u, €)= / e ().
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4.4 Primeri Furijeovih transformacija

4.4 Primeri Furijeovih transformacija

Primer 4.2. Nadimo Furijeovu transformaciju Delta funkcije, 6.

(Flo],0) = (6, F[9])
Flp(0)]

o0

— / 627ri0x¢<x>dx

—0o0
o0

_ /1¢(x)dx=<1,¢(a:>>-

Pa imamo da je F[5] = 1.
Primer 4.3. Sada cemo izvesti Furijeovu transformaciju Hevisajdove funkci-
je.

Niz temperiranih distribucija

((9(26)6_2”/”) : neN (33)

konvergira v S'"(R™) ka 0(x) kada n — co. To sledi iz magjoracije:

/ ‘(9@)6‘2”/" —0(z)) ¢p(zx)dz| < / ‘6_2”/” — 1| |p(z)|d

A o)
< | |e?™ = 1] |g(x)|dz + 2 [ |¢(z)|dx,
/ /

jer za svako ¢ € S i € > 0 postoji A = A(e, ) > 0 tako da su sabirci u

poslednjoj nejednakosti mangi od g “en > ng(e, A).

Za svako n € N vazi:

)2 [e(t)e—%rt/n} (SE’) — /627rzt6—27rt/ndt

0
00

_ / 627rt(z+i/n)dt

0
l 1
2rx+i/n’
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4.4 Primeri Furijeovih transformacija

' 1
Iz konvergencije niza datog u sledi da niz %x +i/n
F[O(t)]. To jest

konvergira u S’ ka

FO@)](x) = - lim !

O e—0+ X + i€

Podsetimo se da smo u primeru 2.6. pokazali da je:

1 1
+ = i = pv.— —imd
g (@) egt%@w—ie p-v T imd(w),

pa je:

" or x

] 1
FIo0)] (z) = — <p.v.— - ma(x)) .
Primer 4.4. Odredimo Furijeovu transformaciju funkcije
f(x) = ekl a >0, —00 < & < 00.

Direktnim racunanjem i na osnovu primera 4.3. dobijamo:

o0
Fif(z)](k) = /e—alxlemkxdx
9 o0
= /eaxGQTrikxdx_’_/e—axe%rikxdx
IS )
= /6_(a+27rik):vdx+/6—(a—27rik)zdx
0 0
! 1 2a

a + 2mik + a—2mik a2+ 4m2k?’

Primer 4.5 (Primena Furijeovih transformacija na diferencijalne jednacine).
Razmotriéemo problem pronalaZenja funkcije f(x) € L*(—o0,00) (f(x) je
Lebeg-merljiva nad (—oo,00) i vazi [ |f(x)|*

— 00

< 00) koja zadovoljava:

f'(@) = f(z) = —g(x),  —o0<w < oo,

gde je g(z) € L*(—00,00).
Ako primenimo Furijeovu transformaciju na jednacinu, i iskoristimo oso-
binu

F[f™ (2))(k) = (=2mik)"F[f ()](k)-
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4.4 Primeri Furijeovih transformacija

dobijamo
(—2mik)*F[f(2)] = F[f(2)] = —Flg()].

Dakle, primenom Furijeove transformacije smo diferencijalnu jednacinu sveli
na algebarsku jednacinu. Dalje tmamo

F[f(2))(—An*k* — 1) = —Flg(x)],

Fli@) = L

Sada primenom osobina Furijeovih transformacija i prethodnog primera do-
bijamo:

fl@) = FUF[f(2)]
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5 Opcije

5 Opcije

Kako opcije predstavljaju jednu vrstu finansijskih derivata, predstavi-
¢emo prvo osnovne pojmove finansijskih derivata, u okviru ¢ega ée se izloziti
1 osnovni pojmovi teorije opcija.

Zatim ¢emo izneti osnovnu teoriju vrednovanja u odsustvu arbitraze da
bismo na osnovu te teorije mogli da vrednujemo finansijske derivate i izveli
osnovne formule za vrednovanje opcija. Pri tome smo koristili [1], [6] i [7] iz
spiska literature.

5.1 Finansijski derivati

Finansijski derivati su hartije od vrednosti ¢ija je vrednost izvedena iz po-
dloge, to jest zavisi od vrednosti nekog drugog dobra ili hartije od vrednosti.
Osnovne vrste finansijskih derivata su terminski ugovori: forvardi, fjucer: i
opcije. Njima se trguje na terminskim trzistima. Ucesnike terminskih trzista
delimo na hedzere - Zele da se zaStite od rizika i promene cena; i Spekulante -
prihvataju rizik, radi ostvarivanja profita od promene cena. Dakle, cilj trgo-
vine finansijskim derivatima je zastita od nepovoljnih kretanja cena sa jedne
strane, i ostvarivanja profita sa druge.

Napomenimo jos da je uobicajna terminologija trzista da kada kupimo
neku aktivu zauzimamo dugu poziciju, a kada prodajemo kratku. To jest
kazemo da kupac zauzima dugu, a prodavac kratku poziciju.

Forvard ugovori se sklapaju direktno izmedu dve zainteresovane strane.
Kod forvard ugovora kupac (prodavac) preuzima obavezu da kupi (proda)
podlogu, pri ¢emu su ta¢no odredeni: trenutak trgovine (datum dospeca),
koli¢ina podloge, i cena koja se ugovara u momentu sklapanja ugovora, a
vazi na datum dospeca.

Fjucers ugovori takode podrazumevaju obavezu da se kupi (proda) po-
dloga: na datum dospeca, u odredenoj koli¢ini i po odredenoj ceni, ali su
standardizovani u pogledu vrste robe, koli¢ine, kvaliteta i datuma dospeca.
Stoga se za razliku od forvard ugovora, fjucers ugovorima trguje na berzama.
Ova trgovina podrazumeva prodaju (kupovinu) prava na kupovinu (pro-
daju) predmeta ugovora, a ne samog dobra koje je predmet ugovora, to jest
prava i obaveze se mogu prodavati i kupovati pre roka dospec¢a ugovora.
Dakle imalac fjucer ugovora moze da ¢eka datum dospeca i da kupi podlogu
ugovora, po dogovorenim uslovima, ili moze da proda ugovor nekom drugom
pre datuma dospec¢a (na ovaj nac¢in vecina Spekulanata izvrsi likvidiranje
preuzetih pozicija, jer njihov cilj nije isporuka robe, ve¢ ostvarivanje profita).

Opcije su nesto komplikovanije hartije od vrednosti od forvarda i fjucera.
Vlasnik opcije ima pravo, ali ne i obavezu da proda ili kupi podlogu po
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5.1 Finansijski derivati

unapred utvrdenoj ceni. Evropske opcije se mogu izvrsiti samo na datum
dospeca, dok Americke opcije mogu izvsiti i pre datuma dospec¢a. Mi ¢emo
se baviti samo Evropskim opcijama.

Evropska kupovna opcija daje vlasniku opcije pravo, ali ne i obavezu, da
na datum dospeca T" kupi podlogu po ugovorenoj ceni izvrsavanja K (strajk
cena). Druga strana, pisac opcije, ima obavezu da proda podlogu ako vlasnik
opcije zeli da je kupi. Za ovo pravo da kupi podlogu vlasnik opcije je duzan da
plati odredenu premiju. Vrednost opcije u nekom trenutku ¢ oznacavac¢emo
sa C(S, 1), gde je Sy vrednost podloge u momentu ¢, a premiju koju vlasnik
plac¢a u trenutku sklapanja ugovora sa C.

U momentu izvrSenja opcije moguce su dve situacije:

e S; > K, tada vlasnik opcije koristi svoje pravo kupuje podlogu po ceni
K, i ako je u tom trenutku proda na trzistu ima prihod od S; — K. Pri
tom pisac opcije ima gubitak od K — S;.

e S; < K, vlasnik opcije nece izvrsiti opciju, te je njegov prihod nula.

Predstaviéemo u tabeli prihod i profit vlasnika i pisca evropske kupovne opci-
je.

vlasnik opcije pisac opcije
prihod | C(S;,t) = maz{S; — K,0} | min{K — S;,0}
profit | maz{S; — K,0} —C min{K — 5,0} +C
K
. S
—-C

Slika 5.1 Prihod i profit vlasnika evropske kupovne opcije
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5.1 Finansijski derivati

St

Slika 5.2 Prihod 1 profit pisca evropske kupovne opcije

FEvropska prodajna opcija daje vlasniku pravo, ali ne i obavezu, da na
datum dospec¢a T' proda podlogu po ugovorenoj ceni izvrsavanja K, dok je
pisac opcije obavezan da kupi podlogu ako vlasnik Zeli da je proda. Vred-
nost prodajne opcije u trenutku ¢ oznac¢avacemo sa P (S, t) , a premiju koju
vlasnik placa u trenutku sklapanja ugovora sa P.

Za prodajne opcije vazi sledec¢a tabela:

vlasnik opcije pisac opcije
prihod | P(S,t) = maz{K — S;,0} | min{S; — K,0}
profit | maz{K — S;,0} — P min{S; — K,0} + P
S,
% t
—P

Slika 5.3 Prihod i profit vlasnika evropske prodajne opcije
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5.2 Vrednovanje u odsustvu arbitraze

St

Slika 5.4 Prihod i profit pisca evropske prodajne opcije

Zakljucujemo da, ako investitor smatra da ¢e cena neke aktive rasti onda
¢e kupiti kupovnu opciju ili napisati prodajnu. A ako ocekuje da ¢e cena
aktive pasti kupuje prodajnu ili piSe kupovnu opciju.

Uoc¢imo jos jednu osobinu opcija: za vlasnika opcije je gubitak ogranicen,
dok su prihod i profit neograniceni.

Uveséemo jos podelu opcija u nekom trenutku ¢ u odnosu na to da li bi
dovele do prihoda da se izvrse u tom trenutku.

e Opcija je ITM (in-the-money) ako bi dovela do pozitivnog prihoda da
se odmah izvrsi.

e Opcija je ATM (at-the-money) nula prihoda da se odmah izvrsi.

e Opcija je OTM (out-the-money) negativan prihod da se odmah izvrsi.

5.2 Vrednovanje u odsustvu arbitraze

Arbitraza predstavlja moguénost zarade bez rizika. Na primer imamo dva
portfolija koja ¢e u nekom trenutku u buducénosti imati istu cenu, a danas
imaju razli¢itu. Tada imamo moguénost profita bez rizika ako zauzmemo
dugu poziciju na jeftinijem i kratku na skupljem portfoliju. Prema tome, ako
dva portfolia imaju istu vrednost u nekom trenutku, tada oni moraju imati
istu vrednost i u bilo kom drugom trenutku ili postoji moguénost arbitraze.
Osnovna pretpostavka efikasnog trzista je da nema moguénosti arbitraze.

Razmotrimo prvo APT (arbitrage pricing theory) teoriju vrednovanja.
Osnovne pretpostavke ovog modela su da cene bilo koje aktive predstavljaju
linearnu funkciju konac¢nog broja rizi¢nih faktora; i da na trzistu postoji
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5.2 Vrednovanje u odsustvu arbitraze

nerizi¢na aktiva koja daje prinos sa odredenom stopom bez rizika.
Tada se prinos neke aktive ¢ moze predstaviti funkcijom:

T =a; + Zbijfja
j=1

gde je a; specificna komponenta prinosa direktno vezana za posmatranu akti-
vu, a f;, j = 1, ..., m su faktori rizika koji na investiciju uti¢u sa koeficijentima
b;j. Pretpostavljamo da su komponente a; nezavisne od faktora rizika, i da
faktori rizika imaju ocekivanje jednako nuli.

Oznacimo sa r prinos koji donosi nerizi¢na aktiva.

Razmotrimo prvo model sa jednim faktorom rizika. Ako uzmemo bilo koje
dve aktive moZzemo napraviti portfolio ¢iji je koeficijent izloZenosti riziku b;,
jednak nuli. Ovakav portfolio zbog uslova odsustva arbitraze mora imati
prinos jednak prinosu aktive bez rizika. Na osnovu toga se ocekivani prinos
aktive ¢ moze izraziti formulom:

E(ri) =1+ Ab;.

Kada imamo m faktora rizika sledeca formula daje o¢ekivani prinos investicije
m
E(?“l) =7r+ Z )\jbija
j=1

gde se veli¢ina \; naziva cena rizika za faktor f;. Ovaj model se moZe vise
pribliziti realnosti ako uklju¢imo i mogucénost greske sto ¢emo oznacavati sa
g;, pa ¢e formula za prinos izgledati ovako:

r; = ai+zbijfj+5i-

J=1

Pri tome, pretpostavljamo da je E(g;) = 0, i da su ¢; nezavisne od faktora
rizika.

Nas osnovni aparat pri izracunavanju vrednosti cena odredenih aktiva
je promena mere. U nastavku ¢emo videti odakle se javlja potreba za tom
promenom mere i kratak opis takvog postupka. Pri tome smo sledili pristup
izlozen u [1] iz spiska literature.

Iz APT modela vidimo kako se bilo koja aktiva moze dekomponovati na
nerizi¢an prinos i rizicnu premiju. Modelirajmo sada rizi¢nu premiju kao
odredeni stohasticki poremecaj:

TP =T+ 6,
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5.2 Vrednovanje u odsustvu arbitraze

gde poremecaj ima ocekivanje jednako rizi¢noj premiji. Prikladnom prome-
nom mere mogli bismo da promenimo ocekivanje poremecaja na nulu. Ta-
¢nije za neku novu meru @ vazi E9(¢;) = 0. Tada postoji Radon-Nikodimov
izvod u tako da vazi (videti dodatak 7.1.5):

Jedna od fundamentalnih teorema finansija kaze da ovakva promena mere
postoji ako i samo ako ne postoji moguénost arbitraze. U opStem slucaju
ovakva mera nije jedinstvana, a ako je to sluc¢aj kazemo da je trziste kom-
pletno. Mera () se naziva rizik neutralna zato Sto pod uslovom odsustva
arbitraze sve aktive izracunate ovom merom daju isti nerizican prinos.

Posmatrajmo sada vrednost neke rizi¢ne aktive S;(t) = eXi() = eXit koju
¢emo diskontovati pomocu nerizi¢ne aktive B(0,7T), ¢ija je dinamika:

dB(t,T) =rB(t,T)dt , r >0,

Vazi da je:

Si,t o r(T=t) €Xi,t—7‘(T—t)

Liy = = S;.€
Z7t B(t, T) Z7t
Ako sada primenimo uslov odsustva arbitraze na logaritam prinosa pod rizik
neutralnom merom dobijamo:

E9(d InZ;,) = E9(dX;,) — rdt = (E®(r;) —r)dt = 0.

Dakle buduca vrednost bilo koje rizi¢ne aktive diskontovana nerizi¢cnom
kamatnom stopom ima oc¢ekivani prinos nula za svako 7" > t pod merom (),
to jest ocekivanje buduce vredosti je sadasnja vrednost. Procese sa ovakvom
osobinom zovemo martingali.

Sada mozemo zakljuciti da na trzitu ne postoji moguénost arbtraze ako
i samo ako postoji mera () pod kojom su cene svih aktiva diskontovanih
nerizicnom kamatnom stopom martingali. Ostaje jo§ da osiguramo da nova
mera ne menja skup aktiva koje su pod starom merom bile jednake nuli, to
jest mere moraju biti ekvivalentne, te se stoga nova mera naziva ekvivalentna
martingalna mera (EMM).

Dakle, ako pretpostavimo nemoguénost arbitraze i kompletno trziste, za
datu meru verovatnoca kretanja cena aktive postoji jedinstvena njoj ekvi-
valentna mera u odnosu na koju je proces kretanja cena martingal. Ovo su
upravo pretpostavke na osnovu kojih ¢emo u glavi Sest dati cene Evropskih
opcija.
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5.3 Vrednovanje finansijskih derivata

Sada opisujemo postupak promene mere.

Svaki proces mozemo posmatrati kao slu¢ajnu promenljivu na prostoru
trajektorija. Konkretno, posmatracemo kadlag procese definisane na pro-
storu 2 = D([0,T1]), sa o-algebrom F na osnovu koje ¢emo davati procene
za trajektorije (videti dodatak 7.2). Raspodela verovatnoce procesa (X;)i>o
tada definiSe meru verovatno¢e P~ na ovom prostoru trajektorija. Neka je
(Y)i>0 neki drugi kadlag proces sa raspodelom PY na prostoru trajektorija
Q.

Za PX i PY kazemo da su ekvivalentne mere verovatnoca ako definigu isti
skup moguéih ishoda (PX(A) =1 & PY(A) = 1). Tada stohasti¢ki modeli
X 1Y definisu isti skup mogucéih trajektorija.

Postupak pravljenja novog procesa na istom skupu trajektorija sa novim
verovatno¢ama dogadaja, nazivamo promena mere.

Sada ¢emo pokazati jedan od nacina na koji mozemo promeniti meru.

Neka je data mera verovatnoée P na prostoru trajektorija €2, i neka je data
slu¢ajna promenljiva Z > 0 na Q tako da E¥'(Z) = 1 nova mera verovatnoce
definisana sa:

aQ _

5=4,  tojest (YAETF) (Q(A)= E"(Z14))

je ekvivalentna meri P.
Ako se ograni¢imo na dogadaje koji su se dogodili izmedu 0 i ¢, tada je
svaka trajektorija odredena sa:

Z(w) = E(Z|F), tojest (VA€ F)  (Q(A) = ET(Z1,)).

Po svojoj konstrukciji (Z;)i>o je striktno pozitivan martingal za koji je
EP<Zt) - 1

5.3 Vrednovanje finansijskih derivata

Videli smo da prihod finansijskih derivata zavisi od podloge, neke rizi¢ne
aktive. Kako pretpostavljamo odsustvo arbitraze, konstruisa¢emo portfolio
koji daje isti prihod kao finansijski derivat, i vrednovati taj portfolio.

Ako takav portfolio postoji on se naziva dostizan, a ako su sve aktive na
trzistu dostizne kazemo da je trziste kompletno (Sto podrazumeva postojanje
jedinstvene rizik neutralne mere).

Primer 5.1. Posmatrajmo forvard ugovor sa prihodom St — F u trenutku
T. Isti prihod bismo ostvarili i kupovinom Sy (duga pozicija +) i prodajom
(kratka pozicija -) B(t,T)F. Owvo predstavija replikantni portfolio za forvard.
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5.3 Vrednovanje finansijskih derivata

Vidimo da trgovina forvardom podrazumeva investiranje u jednu aktivu
zaduzujuéi se u drugoj. Ako je trziste kompletno vrednost forvard ugovora
jednaka je replikantnom portfoliju u svim moguéim stanjima (sluc¢ajni ishodi).
U suprotnom trziste je nekompletno.

Prihod forvard ugovora predstavlja linearnu funkciju, pa se moze napra-
viti portfolio koji vazi za sve datume dospeca. Kada prihod ne predstavlja
linearnu funkciju, §to je slu¢aj kod opcija, konstrukcija replikantnog portfolija
je komplikovanija.

Posmatrajmo Evropske kupovne opcije ¢iji je prihod u trenutku 7' dat
funkcijom max (St — K). Replikantni portfolio predstavlja funkcija:

AS, — B(t,T)W,

pri emu zauzimamo dugu poziciju na S; u koli¢ini A i kratku poziciju na
nerizi¢nu aktivu.
Neka je @ ekvivalentna martingalna mera. Vazi:

EC(max{Sy — K,0}) = AS, — B(t,T)W.

Ako pretpostavimo da je ) takvo da se opcija izvrSava sa verovatno¢om 1
(opcija je ITM), ovo predstavlja forvard ugovor paje A =1, a W = K. Ako
se opcija ne izvrsi cena Ce biti nula, pa je A = W = 0. Mogué¢i dug nam
predstavljaju vrednosti od nula do K. Sada mozemo formulu zapisati ovako:

ER(max{Sy — K,0}) = AS, — aB(t,T)K,

gde su i A iz [0, 1].
Replikantni portfolio za prodajnu opciju dobijamo iz put-call pariteta, po
kome vazi da je

C+ B(t,T)K =P+ S,

pa je replikantni portfolio prodajne opcije dat sa:

ER(maz{K — S7,0}) = —(1 — A)S; + (1 — a)B(t,T)K.

5.3.1 Opcije

Definisimo fiktivni instrument koji pla¢a jednu novcéanu jedinicu ako je
podloga u trenutku 7' iznad (kupovna opcija) ili ispod (prodajna opcija)
nekog odredenog praga. Ovakve ugovore ¢emo nazivati digitalne opcije.

Da bi ih doveli u vezu sa Evropskim opcijama posmatra¢emo skup digi-
talnih opcija koje imaju isti datum dospeca, a Cije su strajk cene razlicite.
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5.3 Vrednovanje finansijskih derivata

Pretpostavimo da strajk cena ima kontinuum. Posmatrajmo spred strategiju
(kombinaciju) digitalnih prodajnih opcija:
P(K + h) — P(K)
h )

gde P(z) predstavlja prodajnu opciju u trenutku ¢, sa strajk cenom z. Ku-
1

pujemo ; opcija sa strajk cenom K +h i prodajemo 7 opcija sa strajk cenom
K.

U grani¢nom slucaju kada h — 0 na datum dospeca prihod spreda kon-
vergira Hevisajdovoj funkciji koju éemo oznacavati sa

S 1, Sr<K,
o(=In(F)) = { 0, Sr> K.

Na osnovu martinagalne teorije vrednovanja sledi da je cena digitalne opcije:
Q St
Poon(K) = B(t,T)E7(0(— ln(?)))

Indeks CON u Pron oznacava da se radi o kes ili nista opciji (cash-or-nothing
option) koje imaju prihod B-0(Sy — K), gde je 6(.) Hevisajdova funkcija, to
jest prihod je jednak nuli ako je S7 > K, a jednak je B ako je Sy < K. U
ovom sluc¢aju B je jednako 1. Ove opcije se mogu interpretirati kao direktna
opklada na cenu aktive.

S obzirom da vazi:

P(K +h)— P(K) 0P(K)

o h " 0K
sledi da je:
OP(K
Poon(K) = 8;{ ) =B(t,TQ(Sr < K).

Analogno, cena digitalne kupove opcije koja plac¢a jednu novéanu jedinicu u
slucaju da je Sp > K je:

9C(K)

Coon(K) = — oK

= B(t,T)(1 — Q(Sr < K)).

Posmatrajmo sada takozvani butterfly spread (kombinaciju):

P(K +h)—2P(K)+ P(K — h)
h :
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5.3 Vrednovanje finansijskih derivata

Kada h — 0 dobijamo:

i PUS +h) = 2P(K) + P(K —h) _ 9*P(K)
o0 h ~ T OK?

Kako je prvi izvod prodajne opcije diskontovana vrednost funkcije raspo-
dele (Fx(x)), njen izvod ako postoji mora biti diskontovana vrednost gustine
rapodele verovatnoca (¢x(x)).

Sto se tice prihoda kada h — 0 on postaje Dirakova delta funkcija, besko-
nacne visine u K i nula u svim drugim tackama. Racunamo ga po funkciji

prihod = maz{Sy — (K +h),0} —2max{Sr — K,0} + max{Sy — (K —h),0}.

Prihod

Podl
% odloga

Slika 5.5 Prihod butterfly spreda kada h — 0

Ovo odgovara definiciji Arrow-Debreu hartija*. Sledi da je cena Arrow-
Debreu hartija diskontovana gustina raspodele.

Finansijski sitem cena je jedinstveno odreden skupom funkcija raspodela
ili odgovaraju¢im gustinama raspodela. U okvirima Furijeove analize bilo
koji skup cena je jedinstveno odreden karakteristi¢nim funkcijama.

Drugim reCima, sistem cena se moze predstaviti jezgrom cena, Sto pre-
dstavlja skup cena digitalnih opcija u svakom trenutku t.

Jezgro cena
Instrument | Prihod Aproksimacija Cena
Digitalna opcija | Hevisajdova funkcija Prodajni(Kupovni) spred | Diskontovana Fx ()
Arrow-Debreu Dirakova delta funkcija | Butterfly spred Diskontovana ¢ x (z)

4Fiktivni instrument koji u stanju S (neki moguéi ishod) pla¢a jednu monetarnu jedi-
nicu, a u svim ostalim nula.
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5.3.2 Evropske opcije i digitalne opcije

Dali smo cenu CON digitalnih opcija koje plac¢aju jedinicu novca na da-
tum dospeca:

B<t7T>(1 - Q(K))7 w =1,

Ocon = B(t, T)E®[f(w m%))} = Bt TYOK), w=—1

Za w = 1 dobijamo formulu za kupovne opcije, a za w = —1 formulu za
prodajne opcije.

Posmatrajmo sada instrument koji placa jednu jedinicu podloge u slucaju
da je ona iznad (kupovna), ili ispod (prodajna) strajk cene. Ovakav instru-
ment oznacavamo sa AON (asset-or-nothing) digitalne opcije. U skladu sa
prethodnom formulom cenu ovog instrumenta mozemo zapisati sa:

S
Oaon = B(t, T)E?[S10(w m%m.
Sada ¢emo pomocu digitalnih AON i CON opcija dobiti cenu za Evropske

opcije.
Ako su @ i Q* dve ekvivalnente martingalne mere tada vazi:

EQlY] = B9 [Y dQ] o [dQ*] ,

dQ* dQ

za sve sluCajne promenljive Y. Ako izaberemo da je:
d* B0, 7)Sr  B(0,T)Sr
dQ — E¥(B(0,T)Sy)  So '

dobijamo:

B(t,T)E? [STH(wln(%))]

01 )] [0

_ B, T)EY [ew ln%))} B9 [51].

Kako u rizik-neutralnoj meri vazi S; = B(t, T)EZ(Sr) imamo da je:

Si(1—Q*(K)), w=1,

Oson = S.E 0w in(F0))] = SQ*(K), w=—1
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5.3 Vrednovanje finansijskih derivata

Vrednost AON opcije zavisi od spot cene podloge i vrednosti CON opcije
pod novom merom Q*.

Posmatrajmo sada sledeci portfolio: duga pozicija na AON digitalnu ku-
povnu opciju, kratka pozicija na K CON digitalnih kupovnih opcija sa istom
strajk cenom K i datumom dospeca T'. Prihod takvog portfolia u trenutku
T iznosi max(Sy — K).

Ovaj portfolio predstavlja replikanti portfolio Evropske kupovne opcije,
pa je:

C = Cuon — KCcon-

Uporedimo ga sa portfoliom koji smo ranije dobili:
C=AS, —aB(t,T)K.

Sledi da je CAON = ASt i CCON = O_/B(t,T).
Ubacujuéi cenu digitalnih opcija u formulu dobijamo formulu za cenu
Evropskih kupovnih opcija:

C = Si(1— Q" (K)) = B, T)(1 — Q(K))K.
Primenom put-call pariteta dobijamo i formulu za cenu prodajnih opcija:
P=-Q"(K)S;+ B(t,T)Q(K)K.

Dakle, pod pretpostavkom odsustva arbitaze uspeli smo da napravimo
replikanti portfolio, i dodemo do formula za Evropsku prodajnu i kupovnu
opciju. Ove formule ée nam biti polazna tacka kada u poslednjoj glavi fo-
rmule za vrednovanje Evropskih opcija budemo izvodili u okvirima Furijeove
analize.
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6 Primena Furijeovih transformacija u racuna-
nju cena opcija

Videli smo da ceo sistem cena mozZe biti predstavljen jezgrom cena (skup
digitalnih opcija u svakom trenutku ¢), i da je cena digitalne opcije ustvari
diskontovana vrednost funkcije raspodele verovatnoca.

Kako svakoj funkciji raspodele odgovara tacno jedna karakteristicna fu-
nkcija, u okvirima Furijeove analize sistem cena je jednistveno odreden ka-
rakteristicnim funkcijama.

Sada ¢emo iskoristiti tu vezu i cene opcija dati u okvirima Furijeove ana-
lize. Prvo ¢emo dati cenu digitalnih CON opcija, zatim digitalnih AON
opcija, i na kraju cene Evropskih opcija. Pri tome smo koristili knjigu [1] iz
spiska literature.

Sto se tite dinamike cene aktive koristimo Levijeve procese za njihovo
predstavljanje, zbog ¢injenice da je svaki Levijev proces odreden svojom ka-
rakteristicnom funkcijom.

Uvedimo oznake kako bi definisali prihod opcije.
B(t,T)K , : . .
m = ———— skalirana vredost strajk cene (cena izvrSavanja) u odnosu na
t
podlogu (govori nam da li je opcija IT, AT ili IN).

k = In(m) promenljiva koja predstavlja strajk cenu (u trenutku T,
K
k=lIn(=)).
)

X, = 1In( B ! T)) logaritam diskontovane vrednosti podloge.
Definisimo Hevisajdovu funkciju 6(w(Xr — X; — k)) koja za w = —1 definise
dogadaj {S7 < K}, a za w =1 dogadaj {Sr > K}.

Dakle zanimacée nas verovatnoca promenljive u = X7 — X, to jest prira-
Staji procesa izmedu t i T

6.1 CON Opcije

Polazimo od formule koju smo dobili u prethodnoj glavi:

B, T)(1-Q(k), w=1,

Ocon = B(t, T)EL0(w(Xr — X, — k)] = { B, T)Q(k), w=—1.

Za w = —1 imamo

Q) = 20— w) = [ QUi —
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6.1 CON Opcije

ZakljuCujemo da verovatnocu raspodele ) i prihod mozemo tretirati kao
uopstene funkcije, a formulu za vrednovanje kao konvoluciju distribucija. To
jest:

Q(k) = Q@ = 0(k)

Sto se tice raspodele pretpostavljamo da nam je poznata karakteristi¢na
funkcija. Karakteristicnu funkciju ¢emo definisati malo drugacije od uobi-
cajnog:

ox(v) = B*7) = [ Qawe™™ — FiQ)

Podsetimo se da smo izra¢unali da je Furijeova transformacija Hevisajdo-
ve funkcije
1 1

Flo)(v) = —(p.v.——mé(v))

2 v
1 1 1

Ako iskoristimo osobinu Furijeovih transformacija:

fxg=F[F[f]Flg]
dobijamo:
Qk) — / e~k () (%5@) + %p.v.(%)) du.
Kada sredimo izraz dobijamo
1 ' d ,
Q) =5+ 5 [ S ox(u) - 1).

Ova formula nam daje vezu izmedu karakteristi¢ne funkcije i funkcije raspo-
dele verovatnocéa.
Sada imamo da je cena digitalne CON prodajne opcije data sa:

Peoy = B(t,T) {1 bl [ (g () 1)} :

2 ' or U

Ako izrazimo

1-Qk) = 1- /Q(du)@(k’ —u)

1 J d 2miku
_ 1—{§+§/§(e— kgbx(u)—l)},

onda dobijamo vrednost CON kupovnih opcija:

Ccon = B(t,T) {3 _ L[ (e () 1)} :

2 27 U
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6.2 AON opcije

6.2 AON opcije
Videli smo da su cene povezane promenom mere jednacinom
B(t, T)E?(Srlisp<x) = SiQ* (k).
Radon-Nikodimov izvod koji povezuje dve mere je S7, pa mozemo zapisati:
Q" (du) = Q(du)e".

Karakteristi¢nu funkciju mere Q* oznaci¢emo sa:

o) = [ @ (duerr
Vezu karakteristi¢nih funkcija mera @) i Q* mozemo izraziti na sledeé¢i nacin
ox(0) = [ Qe
_ /Q(du>e2m'(k—i/27r)u

7
= ox(k— %)7

pa mozemo zapisati da je:

B 1 ) du [ o ik 1
PAON—St{§+% ;(6 dx(u 27r) 1)},

_ 1 i du —2miku 4
CAONSt{z sl (e dx(u 27T) 1)}

6.3 Evropske opcije

Uoc¢imo da su u predhodnim formulama sve informacije o dinamici po-
dloge S sadrzane u funkciji

d(k,a) = / ci_u (e‘zmkuqu(u —a) — 1) ,

gde je a = 0 za CON opcije, i a = L za AON opcije. Ova funkcija se naziva
karakteristicni integral aktive S. "

Verovatnoéu raspodele koju smo koristili u gornjim formulama mozemo
oznaciti sa:

1 ‘
D(k,o,w) = 5 w%d(k, a),
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gde je w = —1 za prodajne opcije i w = 1 za kupovne opcije.
Sada gornje formule primenjujemo na formule za cenu Evropskih opcija
koje smo dali u glavi 2 i dobijamo da je cena Evropske kupovne opcije:

C = S,D(k, Zi 1) — B(t, T)K D(k,0, 1),
0
a da je cena Evropske prodajne opcije:
P=—8,D(k, 21 ~1) + B(t, T)KD(k,0, 1),
s

odnosno uop$tenu formulu za vrednovanje Evropskih opcija mozemo zapisati
ovako:

1

O(Sy; K, T,w) = w | S:D(k, 2—,w) — B(t,T)KD(k,0,w)

™
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7 Dodatak

U ovoj glavi izlazemo osnovne pojmove teorije verovatnoce i osnovne
pojmove stohastickih procesa. S obzirom da smo u ovom radu posmatrali
kretanje cena kao sluc¢ajne stohasticke procese, poznavanje ove teorije je ne-
ophodno za razumevanje rada. Koristena je litaratura [1], [8], [12], [13] i
[14].

7.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnocée
7.1.1 Elementi teorije mere
Neka je Q # () i P(Q) partitivni skup.
Definicija 7.1. Familija skupova F C P(£2) sa osobinama:
1. Qe F;
2. Ac F=AcF (gdejeA=0Q\A),

3. A, e F,neN=J A, €F.

neN

je o-algebra na skupu €.

Elementi skupa F zovu se merljivi skupovi, a uredena dvojka (£, F) je
merljiv prostor.
Navedimo neke primere o-algebre.

1. Fy = {0,Q} je trivijalna o-algebra.
2. Fo=1{0,Q,A, A}
3. F3="P(Q).

Ako je A familija podskupova od P(€2), najmanja o-algebra koja sadrzi A
zove se o-algebra generisana sa A. Ako je €2 = R najmanja o-algebra koja
sadrzi sve podintervale od R zove se Borelova o-algebra, B.

Mera je funkcija koja svakom merljivom skupu dodeljuje realan broj.

Definicija 7.2. Neka je (€2, F) merljiv prostor. Mera je funkcija p : F —
[0, +00] za koju vazi:

L p(0) = 0;
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2. ako je {A, }n>1 disjunktan niz skupova F tada je

() =S nlAn).

n>1 n>1

Mera p je konacna ako je u(2) < +o00, a beskonac¢na ako je p(£2) = +oo.
Merljiv skup A € F za koji vazi u(A) = 0 zovemo skup mere nula.

Za meru p na Borelovoj o-algebri B kazemo da je lokalno kona¢na ako za
svaki kompaktan skup B € B ako vazi u(B) < +o0.

Definicija 7.3. Neka je (2, F) merljiv prostor. Za realnu funkciju f : Q@ — R
kazemo da je merljiva ako za svaki Borelov skup A € B vazi:

FHA) ={weQ: f(w) € A} € F.

Neka je (€2, F) merljiv prostor sa merom p. Dve merljive funkcije f i g
su jednake p-skoro svuda ako i samo ako pu({z € Q: f(z) # g(x)}) = 0.

Mera p koja zadovoljava u(€2) = 1 zove se mera verovatnoce i oznacava
sa [P, a prostor verovatnoée oznacavamo sa (2, F,P). Elementi prostora 2
su svi moguéi ishodi nekog procesa, ili sva moguca stanja, a merljivi skupovi
se nazivaju dogadajima. Nosa¢ od P je dogadaj A € F takav da P(A) = 1.
Neka je (€2, F,P) prostor verovatnoce, tada vazi:

e ako je A € F, tada je P(A) =1—P(A);
e akosu A, B e F, AC B tada je P(A) < P(B);
e akosu A, B € F, tada je PIAU B) =P(A) + P(B) — P(AN B).

Definicija 7.4. Neka je (2, F,P) prostor verovatnocée i A, B € F, pri ¢emu
je P(B) > 0. Uslovna verovatnoc¢a P(A|B) (verovatnoc¢a dogadaja A pod
uslovom da se realizovao dogadaj B) je:

P(AN B)

PIAIB) = 55

Definicija 7.5. Neka je (€2, F,P) prostor verovatnoce. A, B € F su nezavisni
dogadaji ako vazi:
P(AN B) =P(A)P(B).

Definicija 7.6. Neka je (£, F,P) prostor verovatnoce. Aj, As,... € F su
nezavisni ako za svako k i svako 1, 1o, ..., 7:

P(A, N...NA;) =P(Ay)...P(A,).

72



7.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnodée

Neka je (2, F,P) prostor verovatnoce. Slucajna promenljiva je merljiva
funkcija X : Q — R.
Funkcija

Px(A) =P{X € A} =P{lw e Q: X(w) € A}

ja dobro definisana za svaki realan Borelov skup A, i zove se raspodela vero-
vatnoca slucajne promenljive X.

Teorema 7.1. Neka je X slucajna promenljiva nad prostorom verovatnoca
(Q,F,P). Tada X definiSe novi prostor verovatnoéa (R,B,Px), gde je Px
raspodela verovatnoca slucajne promenljive X.

Funkcija Fy : R — [0, 1], definisana sa:
Fx(z) = P(X <) = Px((—00,2])

zove se funkcija raspodele slucajne promenljive X.

Za slucajnu promenljivu X kazemo da je diskretna ako je njen skup slika
najvise prebrojiv. Zakon raspodele diskretne slucajne promenljive najcesce
zapisujemo da sledeé¢i nacin:

xl x2 ...
X —
( p(z1) plaz) - )
gde su {x1, xs, ...} mogucée vrednosti slu¢ajne promenljive, a p(xy) = P(X =

$k>,k’:1,2,...

Definicija 7.7. Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidna ako postoji
nenegativna integrabilna funkcija px(z), —0o < & < 0o takva da je, za svaki
skup A € B,

P(X € A) = /A ox(2)dz.

Funkcija px(z) zove se gustina raspodele verovatnoca slucajne promenljive
X.

Ako stavimo A = [—o0, z| dobijamo:
Fx(x)=P(X <z) = / ex(t)dt, zasvako x€R.

—0o0

Iz toga sledi da u svakoj tacki neprekidnosti gustine px () vazi:

Fy(z) = ¢x(x).
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7.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnodée

Za dve slu¢ajne promenljive X i Y, definisane na istom prostoru vero-
vatnoca (Q, F,P) kazemo da su jednake P-skoro sigurno ako i samo ako
PX=Y)=1.

Slucajne promenljive X,..., X, definisane na istom prostoru verovat-
noca (2, F,P) su nezavisne ako i samo ako

P(X;€A,.... X, €A,)=P(X;€4)  -PX,€A,)
za sve realne Borelove skupove Aq, ..., A,.

7.1.2 Integracija

Neka je (€2, F) merljiv prostor sa merom p. Ako je f nenegativna prosta
funkcija (f(€2) je konacan skup), to jest vazi f = | x;1a,,

1, weA
IA(W):{O weA

A = {w|f(w) = 3}, Q:ZAL',

gde sux; > 0zasvei=1,...n, tada je integral definisan na sledeci nacin:

[ Fn(dn) =3 ()

Za nenegativnu merljivu funkciju f, integral definiSemo na slede¢i nacin:

/f (dx) = sup{/ p(dx) : gje prosta funkcija takva da g < f}.

Za merljivu funkciju f posmatrajmo njen pozitivan i negativan deo:

f+:{ﬂw,ﬂ@za

0, inace,
g { e f0 <0
0, inace.

Funkcije f* 1 f~ su nenegativne i merljive. Za funkciju f = f* — f~ defini-
Semo integral sa:

[ t@ntan) = [ £ @ntan) - [ 1 @) (34)
Q Q Q
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7.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnodée

Kada je [ fH(z)u(dz) = [ f~(z)pu(dx) = 400 kazemo da funkcija f nije
Q Q
integrabilna.

Kada su [ f*(z)u( f f~(x)u (dz) konac¢ne vrednosti, f je integrabilna
Q

funkcija i njen konacan mtegral je dat izrazom ([34]).
U slucaju da je

[ @ - / (@) (d) < +o0
/f+ ) < 400, /f = +00

f nije integrabllna funkcija, ali joj se u Skladu sa . 34) dodeljuje vrednost
integrala +oo (—00).
Evo nekih osnovnih osobina integrala:

1. Neka su f i g dve integrabilne funkcije. Ako je f = g u-skoro svuda
tada je [ f(z)u(dv) = [ g(x)p (dz
Q Q

2. Neka su f igdve integrabilne funkcije, i vazi f > g p-skoro svuda tada
je [ f(@)p(dx) > f g(x)p (dz).
Q

3. Neka su f i g dve integrabilne funkcije i a,b € R. Tada je af +
bg integrabilna funkcija i [(af(x) + bg(x))p (dx) = a [ f(x)p (dz) +
Q Q

bg{g(x)u(dw
4. Is{f(x) fg p(dz)| < flf (2)|p (de).

Sada ¢emo definisati neke numericke karakterlstlke slucajnih promenljivih.
Neka je (€2, F,P) prostor verovatnoce, a X slu¢ajna promenljiva. Integral

/ X (w)P(dw

kada je definisan, zove se ocekivanje slucajne promenljive X, i oznacava sa
E¥(X) (ili sa F(X)). Kako oc¢ekivanje slucajne promenljive zavisi samo
od raspodele slu¢ajne promenljive, slu¢ajne promenljive sa istom rapode-
lom imaju isto oc¢ekivanje.

Za k € N, E(|X|*) < 400, vrednost E(X*) zove se k-ti momenat slucajne
promenljive X. Kako vazi |z]’ < 1+ |z|* za j < k, ako slu¢ajna promenljiva
ima k-ti momenat, onda ima i j-ti.
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Definicija 7.8. Skup svih slu¢ajnih promenljivih za koje vazi E(X?) < +o0,
p > 1, oznatavamo sa LP. Na njemu je definisana razdaljina dve slucajne
promenljive sa d(X,Y) = (E(X — Y)?)'/,

Centralni momenat reda k slucajne promenljive X definiSe se sa:
k
E[(X — E(X))"].
Drugi momenat slu¢ajne promenljive X zove se varijansa slucajne promen-
ljive X, 1 vazi da je:

Var(X) = B[(X — B(X))!] = BE(X?) — BE(X).

7.1.3 Karakteristi¢ne funkcije

Karakteristi¢ne funkcije su po znacaju i funkciji veoma bliske funkcijama
raspodela. Svakoj funkciji raspodele odgovara tacno jedna karakteristi¢na
funkcija. Ono §to je za nas zanimljivo je da je karakteristi¢na funkcija apso-
lutno neprekidne sluc¢ajne promenljive zapravo Furijeova transformacije funk-
cije gustine.

Definicija 7.9. Neka je X sluc¢ajna promenljiva sa funkcijom gustine ¢ x (),
tada njenu karakteristi¢nu funkciju ¢x(t), ¢x : R — C, definiSemo sa:
bx(t) = E(e™X) = / eox(dr), teR, i*=-1.
Karakteristi¢na funkcija ima sledece osobine:
e Nekasu X iY nezavisne slicajne promenljive, vazi ¢px 1y (t) = ¢x (t)dy (t).
e Karakteristicna funkcija jedinstveno odreduje raspodelu.

e X, = X ako i samo ako ¢x, ) — dx(t) za sve t.

Sledeca osobina daje vezu izmedu karakteristi¢ne funkcije i momenata slu-
¢ajne promenljive. Ako je E(]X|") < 400 tada vazi:

19°x(0)
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7.1.4 Konvergencije nizova sluc¢ajnih promenljivih

Neka su slucajne promenljive X, X7, Xy, ... definisane na istom prostoru
verovatnoca. U teoriji verovatnoée posmatraju se uglavnom cetiri vrste kon-
vergencije niza sluc¢ajnih promenljivih (X,,),en ka slu¢ajnoj promenljivoj X.
Niz (X,)nen konvergira skoro sigurno ka X, u oznaci X,, =3 X, ako:

P(lim Xn:X)zl.

n—-+o0o

Niz (X, )nen konvergira u L? ka X, X, = X, ako:

lim E (X, — X[P) = 0.

n—-4o0o

Ova konvergencija je konvergencija na metrickom prostoru LP. Kako je LP
kompletan prostor, svaki Kosijev niz slu¢ajnih promenljivih X,, konvergira u
L ka X € LP.

Niz (X, )nen konvergira u verovatnodi ka X, X,, & X, ako za svako € > 0

lim P(]X, —X|>¢) =0.

n—-+4oo

Niz (X,)nen konvergira u raspodeli ka X, X,, = X, ako

n—-+o00

za svako t € RU {—o00, 400} za koje je Fx neprekidna funkcija.

7.1.5 Radon-Nikodimov izvod

Neka su dve mere p i v definisane nad istim merljivim prostorom (2, F).
Ako za svako A € F vazi u(A) = 0 = v(A) = 0, tada kazemo da je v
apsolutno neprekidno u odnosu na p. To znaci da su svi skupovi mere nula
za 1 1 skupovi mere nula za v.

Teorema 7.2. Ako je v apsolutno neprekidno u odnosu na p onda postoji
merljiva funkcija Z : Q — [0, +00) takva da za svako A € F vaZi:

I/(A):/AZ(w)u(dw).
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Funkcija Z se naziva Radon-Nikodimov izvod mere v u odnosu na meru
dv

14, 1 oznacava se sa —.

dp

Za svaku funkciju f integrabilnu u meri v vazi:

/Q F(w)r(dw) = / F () Z(@)pu(d) = / f<w>j—:<w>u<dw>.

Ako je i p apsolutno neprekidno u odnosu na v, $to znac¢i da imaju iste
skupove mere nula, kazemo da su p i v ekvivalentne mere. Tac¢nije vazi:

Definicija 7.10. Dve mere p i v definisane nad istim merljivim prostorom
(2, F) su ekvivalentne ako vazi:

WA =0 v(A) =0, AcF

7.1.6 Uslovno ocekivanje

Definicija 7.11. Neka je (Q2, F,P) prostor verovatnoca, i neka je A jedna
o-algebra, A C F. DefiniSemo slu¢ajnu promenljivu F(X|.A), koju zovemo
uslovno ocekivanje sluc¢ajne promenljive X za datu o-algebru A, za koju vaze
slede¢i uslovi:

1. E(X|A) je A-merljiva i integrabilna;

2. E(X]A) zadovoljava jednacinu:

/mmmm—/xm,AeA
A A

Dokazimo postojanje takve slu¢ajne promenljive. Razmatrajmo prvo
slucaj nenegativne slucajne promenljive X. Defini§imo meru v na A sa
v(A) = [, XP(dw). Ova mera je konacna, posto je X integrabilna i apso-
lutno neprekidna u odnosu na IP. 1z teoreme Radon-Nikodima sledi da postoji
funkcija Y, A-merljiva, takva da v(A) = [, Y (w)P(dw). Ovakva funkcija ¥
zadovoljava uslove 1. 12. Ako X nije nenegativna, tada E(XT|A)—E(X~|A)
zadovoljava navedene uslove.

Ocigledno vazi E(X|{0,Q}) = E(X) i E(X|F) = X skoro sigurno ( sa vero-
vatnocom 1).

E(X|A)(w) moZzemo shvatiti na slede¢i nac¢in: Date su nam informacije iz
o-algebre A na osnovu kojih mozemo da napravimo procene za sluc¢ajnu
promenljivu X, dakle F(X|A)(w) je otekivanje za X kada znamo za svako
A € A da li sadrzi tacku w. Uslov 1. zahteva da se F(X|.A) moze konstru-
isati na osnovu informacija iz A. Uslov 2. zahteva da naSe procene budu
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konzistentne sa X, bar §to se ti¢e usrednjavanja X po dogadajima iz A.

Osobine uslovnog ocekivanja
Neka su X, Y i X,, integrabilne slu¢ajne promenljive.

1.
2.

Ako je X = a skoro sigurno, tada je E(X|A) = a.
Za konstante a,b vazi E(aX +bY|A) = aE(X|A) +bE(Y|A).

. Ako je X <Y skoro sigurno, tada E(X|A) < E(Y|A).

[E(X]A)] < E(X]]A).

. Ako je X,, = X, n — +o0, skoro sigurno i | X,,| <Y, tada je

lim E(X,|A) = B(X|A)

n—-+00

skoro sigurno.

. Ako je X A-merljivo i XY integrabilno, tada je E(XY|A) = XE(Y|A)

skoro sigurno.

. Ako su A; C A, o-algebre, tada E[F(X|As)|A] = E(X|A;) skoro

sigurno.

. Ako je X nezavisno od A, tada je E(X|A) = E(X).

(Jensenova nejednakost)
Ako je ¢ konveksna realna funkcija i ¢(X) integrabilno, tada vazi:

S(E(X]A)) < E($(X)]A).
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7.2 Osnovni pojmovi Stohastickih procesa

Definicija 7.12. Stohasticki proces {X(t),t € T} ((X¢)ier) je familija
slu¢ajnih promenljivih definisanih na istom prostoru verovatnoca (€2, F,P).
Skup T se zove parametarski skup.

Mi ¢emo pretpostaviti da je 7 = [0, +o0) ili 7 = [0, 7] i posmatracemo ¢
kao vremensku promenljivu. Stohasticki proces mozemo shvatiti kao funkciju
dve promenljive X (t,w) : T x Q — S, gde je S skup stanja na kojem proces
prima vrednosti, i mi ¢emo uvek pretpostaviti da je to R ili R¢. Za fiksirano
w € Q funkcija t — X (t,w) opisuje realizacije procesa X kroz vreme, i nazi-
vamo je trajektorija.

Dakle proces mozemo posmatrati kao slucajnu promenljivu koja vrednosti
uzima iz skupa funkcija. Ove trajektorije mogu biti neprekidne ili sa skoko-
vima, u nekom trenutku ¢ > 0:

AX = Xt+ - th = I}gg)l Xt+h — I}gg)l Xt—h' (35)

Ako su sve trajektorije neprekidne, osim na skupu mere nula, kazemo da je
proces neprekidan i njegov skup stanja oznac¢avamo sa C(7T ), prostor realnih
neprekidnih funkcija.

Za procese koji nemaju neprekidne trajektorije pretpostavi¢emo da ([35)) uvek
postoji za svako t > 0, i da je X;+ = X;. Ovakvi procesi se nazivaju kadlag
(francuska skracenica za: desno neprekidan sa levim limesom).

U kadlag procesima su skokovi ograniceni. Kako smo pretpostavili postoja-
nje limesa na intervalu [0, 7], vazi da za svako b > 0 broj skokova vec¢ih od b
je konacan, a broj ukupnih skokova je najvise prebrojiv. Dakle na intervalu
[0, T'] bilo koja kadlag trajektorija ima kona¢an broj velikih skokova, i najvise
prebrojiv broj malih skokova. Prostor realnih kadlag funkcija oznacavamo sa

D(T).

Filtracija

Definicija 7.13. Neka je dat prostor verovanoéa (2, F,PP). Familija o-
algebri (F;)ie7 na € naziva se filtracija ako je:

F,CF CF zasve t>s>0.

Prostor verovatnoca koji ima filtraciju naziva se filtrirani prostor verovat-
noca. o-algebra (F;) predstavlja skup svih dogadaja koji su se dogodili do
trenutka ¢, ukljucujudi i ¢, dakle predstavlja informacije dostupne u trenutku
t. Kako t raste tih dogadaja je sve vige. Po definiciji (F;)-meljiva slu¢ajna
promenljiva je slu¢ajna promenljiva ¢ija je vrednost poznata u trenutku t.
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Za proces (X;)ier kazemo da je adaptiran filtraciji (Fi)ier ((Fi)ier-
adaptiran) ako je slu¢ajna promenljiva X; (F;)-merljiva za svako t € T.
To jest vrednost procesa u trenutku ¢ je poznata na osnovu informacija iz
(F).

Filtracija (FX);e7 generisana procesom X; zove se prirodna filtracija za
dati proces, to jest, FX je najmanja o-algebra u odnosu na koju je proces
X, adaptiran.

Pretostavi¢éemo da su svi skupovi mere nula sadrzani u Fy, sto znaci da
ve¢ u trenutku nula znamo koje trajektorije su nemoguce za dati proces.

Vreme zaustavljanja

Za dati stohasticki proces (X¢):>0 zanima nas prvi trenutak u kom dati
proces premasuje neku zadatu granicu b, matematicki rec¢eno:

7 =inf{t >0:X,>b}. (36)

Ako je Xy < b, onda je 7 je slucajna promenljiva.

Slu¢ajno vreme 7 je slucajna promenljiva koja uzima vrednosti iz skupa 7,
i predstavlja trenutak u kome se neki dogadaj desio. Za datu filtraciju (F;)ier
postavlja se pitanje da li su informacije dostupne u trenutku ¢ dovoljne da
odredimo da li se odredeni dogadaj ve¢ dogodio (7 < t) ili nije (7 > ).

Definicija 7.14. Neka je dat filtrirani prostor verovatnoce. Slucajna pro-
menljiva 7 sa vrednostima iz 7 je vreme zaustavljanja ako za svako t > 0,
dogadaj {r <t} € F;.

Za dati adaptirani stohasticki proces (X;);er 1 vreme zaustavljanja T,
proces koji se zaustavlja u 7 se definiSe na sledeéi nacin:

Xt, t<T
XMT_{ X, t>T.

Za datu filtraciju (F;)ier 1 vreme zaustavljanja 7 (slu¢ajna promenljiva
definisana u ), informacije poznate u trenutku 7 predstavljaju o-algebru
generisanu sa svim adaptiranim procesima posmatranim do trenutka 7, to
jest

F.={AeF:vteT, Au{r <t} e F}.

7.2.1 Martingali

Definicija 7.15. Neka je (2, F,P) filtrirani prostor verovatnoca, sa filtraci-
jom (Fi)i>0. Kadlag proces (X¢):>o je martingal ako je : (F;)i>o-adaptiran,

81
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E(]X;]) je kona¢no za svako t € [0,7] i
Vs<t,  BE(XJ|F)=X..

Iz definicije se vidi da je za martingal najbolje predvidanje buduée vred-
nosti sadasnja vrednost, i da ima konstantno oc¢ekivanje (V¢ > 0, E(X;) =
E(Xo))-

Teorema 7.3. Ako je (M;)i>0 martingal tada postoji jednistveni stohasticki

proces (My)i>o Cije se kadlag trajektorije podudaraju sa trajektorijama procesa
(My)i>o sa verovatnocom 1.

Martingal (M;)>o za koji vazi E(M?) < 400 zovemo kvadrat integrabilan
martingal. Prostor svih kvadrat integrabilnih martingala ozna¢avamo sa M?2.

Jedan od nacina da konstruiSemo martingal je slede¢i: Neka je data slu-
¢ajna promenljiva H tako da je F(|H|) < 400, proces definisan sa M; =
E(H|F;) je martingal.

Teorema 7.4. Neka je (M,)>o martingal takav da sup E(M?) < 400, tada

t>0
postoji slucajna promenljiva H, E(|H|) < +oo, tako da M; — H,t — +0o0
skoro sigurno.

Teorema 7.5. Neka je (M;)i>o martingal i T vreme zaustavljanja. Ako je
sup E(M?) < +oo tada je proces koji se zaustavilja u 7, Myr,, takode mar-
>0

tingal i vazi E(M,;) = E(My).

Teorema 7.6. Neka je (My)i>o kvadrat integrabilan martingal. Tada vaZi:

E (sup{M?:0<s <t}) <AB(M}).

7.2.2 Levijevi procesi

Definicija 7.16. Neka je X = (X;);>0 stohasticki proces definisan na pro-
storu verovatnoca (2, F,P). Kazemo da je on Levijev proces ako ima sledece
osobine:

1. X ima nezavisne prirastaje: sluc¢ajne promenljive X, , Xy, — Xy, ..., X4, —
Xi, , sunezavisne zasven > 010 <ty <t < ... <1,

2. X ima stacionarne prirastaje: X;,, — X; ima istu rapodelu kao i X}, za
sve h,t > 0, to jest raspodela X, — X; zavisi samo od h.

3. X(0) = 0 skoro sigurno.
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4. X ima kadlag trajektorije skoro sigurno.

Teorema 7.7 (Levi-Hinc¢inova formula). Neka je (X})i~o Levijev proces, tada
postoje parametri a € R, o > 0 i lokalno konacna mera v na R\{0} koja
zadovoljava, [~ min(1, 2?)v(dx) < oo tako da vaZi:

ox,(u) = B(e™™) = 7,

gde je

1 S
Y(u) = —iau + 502u2 - / (e”‘x -1- iu;v]l|x|§1) v(dx) u € R.

o

Svaki Levijev proces je jedinstveno odreden trojkom (a,0?,v), a se zove
koeficijent drifta, o2 Braunov koeficijent, a v Levijeva mera ili mera skoka.
(u) se zove karakteristicni eksponent Levijevog procesa.

Primer 7.1. Karakteristicni eksponent normalno rasporedene slucajne pro-
1

menljive X : N'(u, 0?) je: (u) = 502112 — i,

za sluc¢anu promenljivu koja ima Poasonovu raspodelu P(X) imamo: ¢ (u) =

A1 —e™),

1 1
a za Variance-Gamma raspodelu vazi: ¢ (u) = — log (1 —ivu + §a2uu2).
v
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8 Zakljucak

U matematici finansija osnova za vrednovanje finansijskih derivata je po-
znati Black-Scholes model koji pretpostavlja da cena podloge prati model
geometrijskog Braunovog kretanja. Mana ovakvog predstavljanja dinamike
cena jeste da se pretpostavlja da su cene svih aktiva konzistentne sa istim
parametrom difuzije o. U literaturi se mogu naéi razlic¢iti nacini prevazilaze-
nja ovog problema. Jedan od njih je da se dinamika cena predstavi Levijevim
procesima.

Ovaj rad iskoriStava Cinjenicu da se u ovakvom pristupu, s obzirom da
se svaki Levijev proces moze predstaviti svojom karkteristicnom funkcijom,
moze uspostaviti veza izmedu ove teorije i teorije Furijeove analize.

Stoga teorija distribucija i Furijeovih transformacija predstavljaju osnov
ovog rada, kao temelj na kome je data primena ra¢unanja cena opcija.
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