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Predgovor

U ovom radu ¢emo izu€avati jedan od segmenata aktuarske matematike, zakon velikih i
malih brojeva, kao i grani¢ne raspodele i njihove osobine.

U poglavlju 1. ¢emo razmatrati osnovnu teoriju u vezi sa sumama nezavisnih slu¢ajnih
promenljivih, §to ukljucuje jak zakon velikih brojeva u 1.1 i centralnu graniénu teoremu u
1.2. U 1.3 su date modifikacije CGT (asimptotska proSirenja, velike devijacije i red
konvergencije), dok su u 1.4 dati Brownovo i a-stabilno kretanje kao slabe granice
procesa parcijalnih suma.

Javlja se i homogeni Poissonov proces kao specijalan proces prebrajanja u 1.5.2.

U poglavlju 2. ¢emo se baviti klasi€cnom teorijom ekstremnih vrednosti. Glavni rezultat
jeste Fisher-Tippetova teorema koja odreduje oblik grani¢ne raspodele za centrirane i
normalizovane maksimume. Takode ¢emo razmatrati Poissonovu aproksimaciju kao
alat za proucavanije retkih dogadaja. Skoro sigurno ponasanje maksimuma razmatramo
u poglavlju 2.5.

U poglavlju 3. ¢emo razmatrati ponaSanje nekoliko statistika viSeg reda koje daju
informacije o desnom repu funkcije raspodele.

U poglaviju 4. ¢emo proucCavati najduzi niz uspeha jedinica, duzinu tog niza, kao i
njegovo skoro sigurno ponasanje.

Ovom prilikom se zahvaljujem doc. dr Sanji Rapaji¢ i doc. dr Danijeli Rajter-Ciri¢ na
korisnim sugestijama i primedbama.

Posebno se zahvaljujem svom mentoru, doc. dr Dori SeleSi, za stru¢no i profesionalno
usmeravanje tokom izrade ovog rada, kao i za svo znanje koje sam stekla radeci sa
njom.

Takode moram da pomenem svoje roitelje, prijatelje i kolege i da im se zahvalim $to me

svakodnevno i na razne nacine podsecaju da je od svih dobrih stvari znanje najbolje:
zato Sto ga niko ne moze ukrasti, zato $to ga niko ne moze kupiti, zato $to je neunistivo.

Novi Sad, januar 2011. Bojana Jovani¢
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Uvod

Osiguranije predstavlja jedan oblik upravljanja rizikom &ija je osnovna ideja povezivanije
rizika velikog broja sli€nih agenata u jedan fond, tako da zakon verovatnoce/zakon
velikih brojeva obezbedi da se samo relativno mali broj nepovoljnih dogadaja ostvari u
jednoj godini.

Prvi oblici osiguranja sre¢u se u prvobitnoj ljudskoj zajednici u okviru plemena, a kasnije
i porodica. Prva opasnost sa kojom se sretao ¢ovek je glad, a mera kojom je pokusao
da se zaétiti bili su skromni obavezni prilozi pojedinca u Zitu tokom rodnih godina.

Elementi osiguranja javljaju se u Vavilonu jo$ pre Cetiri milenijuma: u slu€aju gubitka
broad, vlasniku se nadoknadivala Steta, a ako brod stigne na destinaciju, vlasnik je bio
duzan da isplati odredeni deo dobiti. Pisani tragovi o osiguranju postoje i u
Hamurabijevom zakonu iz 2250. godine p.n.e. u vidu uredbe o medusobnoj obavezi
uCesnika trgovackog karavana da nadoknade Stetu koja bi nastala u slu€aju pljacke.

Prva sacuvana polisa poti¢e iz Lombardije iz 1182. godine. Iz perioda od XII do XV veka
sacuvano je viSe od 400 polisa, ali u to vreme polisa osiguranja nije uvek bila garancija
dobijanja nadoknade, naro€ito u sluaju gubitka broda. Prvi zakoni u ovoj oblasti
donose se u Barseloni 1435. i Firenci 1522. godine.

U Londonu su se vlasnici brodova, prodavci i kupci robe koja se prevozila brodovima
sastajali u kafanama, a jedna od kafana u vlasnistvu Edwarda Lloyda, postala je
vodeca. Prva osiguravaju¢a kompanija u oblasti pomorskog osiguranja i nosi naziv po
Edwardu Lloydu. Ne zna se ta¢no kada je Lloyd's osnovan, ali je poznato da je postojao
pre 1688 godine. Aktom Britanskog parlamenta iz 1871. udruzZenje osiguravaca "Lloyds"
dobilo je zvani¢ni status korporacije osiguravaca. Na taj nacin sluzbeno je osnovana
Lloydova berza. "Lloyds" danas nije kompanija, ve¢ predstavlja trziste osiguranja.

U XVII veku holandski drzavnik i matemati¢ar Jan de Vitu postavio je matematicke
osnove odredivanja Zivotne rente. Dostignu¢a Newtona, Leibnitza i Pascala nasla su
veliku primenu u oblasti osiguranja. Od velikog znacaja bila su i otkriéa u matematickoj
statistici, pre svega zakon velikih brojeva (Bernoulli, Laplas i Gauss). Engleska
akademija nauka je krajem XVIII veka stvorila pretpostavke za razvoj modemog
osiguranja.

Zakon velikih brojeva je matematic¢ka premisa koja tvrdi da je predvidanje tacnije $to je
veca izlozenost riziku, manje je odstupanje stvarnih gubitaka u odnosu na ocekivane
gubitke i veca je verodostojnost predvidanja. Ovaj zakon predstavlja osnovu za
statisticko oCekivanje gubitka na osnovu kojeg se racunaju premije za polise osiguranja.
Osiguravaju¢a kompanija moze da, od velike grupe osiguranika, prilicno taéno predvidi
broj osiguranika koji ¢e pretrpeti gubitak.
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Premije Zivotnog osiguranja ukljucuju oCekivane gubitke, kao i mala odstupanja. Na
primer, ako osiguravaju¢a kompanija oekuje da u nekoj godini umre odredeni broj
osiguranika i umre ih ta¢no toliko, ili manje, ne postoji razlog za zabrinost aktuara.
Medutim, ukoliko se desi suprotno, tj. umre veéi broj osiguranika od ocekivanog,
situacija se drasti¢no menja.
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Osnovni pojmovi i teoreme

skup regularno varirajucih funkcija sa indeksom «
skup brzo varirajucih funkcija

rep funcije raspodele F: F =1 —F

p-kvantil od F

a-stabilna raspodela

gama funkcija I'(x) = f,” t*"te~tdt

H raspodela ekstremnih vrednosti

iid promenljive nezavisne promenljive sa identiénom raspodelom
S.S. skoro sigurno

i.0. beskonacno ¢esto

s—a-—s simetrino a-stabilno kretanje

]

I @
8

]

'_.IC\"?"Q
—
=
—

tezi u verovatnocdi
teZi u raspodeli

[ER R

jednako u raspodeli

a(x) = b(x) kad x - x, znaci da je

0 < liminfyx,a(x)/b(x) < limsup,_, a(x)/b(x) < oo
prostor neprekidnih funkcija

D prostor cadlag funkcija

It

@]

Teorema D1 (Konvergencija ka tipskim promenljivama)
Neka su 4, B, A4, A,, ... slu€ajne promenljive i b, > 0,8, > 01 a,, a, € R konstante.
Pretpostavimo da je
a
brzl(An - an) - A.
Tada relacija

d
ﬁgl(An_an)_)B (D1)
vazi ako i samo ako
lim,, 0o b,,/By, = b € [0,0), lim(a, —a,)/B, =a €R. (D.2)
n—o0o0

d

Ako (D.1) vazi, onda je B—=bA + a i a, b su jedinstvene konstante za koje ovo vazi.

Ako vazi (D.1), A je nedegenerativno ako i samo ako je b > 0i tada A i B pripadaju
o

istom tipu, tj. vaZzi B =bA + a. O
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Tvrdenje D2 (Regularna varijacija za repove funkcija raspodele)
Pretpostavimo da je F funkcija raspodele takva da je F(x) < 1 za svako x = 0.

(a)

Ako nizovi (a,) i (x,) zadovoljavaju a, /a,+; = 1,x, = oo i ako za neku realnu
funkciju g i svako 1 iz gustog podskupa (0, =), vazi

lim a,F(Ax,) = g(1) € (0, ),

n—-oo

tada g(1) = 17* za neko a = 0 i F je regularno varirajuce.
Pretpostavimo da je F apsolutno neprekidno sa gustinom f takvom da za neko
a>0,lim,,xf(x)/F(x) =a.Tadaf E R_;_,, paiF € R_,.
Pretpostavimo da f € R_;_, za neko a > 0. Tada lim,_ xf (x)/ F(x) = a, $to
vazi i ako F € R_, za neko a > 0 i gustina f je monotona na (z, ) za neko
zeR.
Pretpostavimo da je X nenegativna slucajna promenljiva sa raspodelom repa
F € R_, zaneko a > 0. Tada
E(XP) < o0 ako B < a,
E(XP) = o0 ako f > «a.
Pretpostavimo da je F € R_, zanekoa > 0,5 = a. Tada

xBF(x) _ B-a
IyyBary)  a

lim,_,q

Obrnuto takode vazi u slu¢aju da je B > a. Ako je B = a, moze se zakljuciti da
je F(x) = o(x™*L(x)) za neko L € R,.

Sledece dve relacije su ekvivalentne:
(1) v dF (y) € Rq
(2) F(x) = o(x2 foxyZdF(y)), X — o, O

Teorema D3 (Teorema o neprekidnom preslikavanju)
Neka je h preslikavanje iz metrickog prostora K u metricki prostor K’ (oba prostora su
snabdevena Borelovom g-algebrom generisanom otvorenim skupovima). Neka je A, niz

d
slu¢ajnih promenljivih sa vrednostima u prostoru K. Pretpostavimo da A, - Au K isaP,

d
oznacimo raspodelu od A. Tada h(A4,) = h(A) u prostoru K', pod pretpostavkom da
skup taCaka prekida funkcije h ima P,-meru nula. m

Teorema D4 (Osobine funkcija brze varijacije)

(a)

Pretpostavimo da h € R_,, nije rastu¢a funkcija. Tada za neko z > 0 i za svako
a€R

f t*h(t)dt < o
VA

xa+1h(x)

lim —_— =
X7 [P tan(t)dt
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Ako za neko « € R, fooo t*h(t) dt < i (D.3) vazi, tada h € R_.

(b) Ako h € R_,,, tada postoje funkcije c i § tako da c(x) - ¢, € (0,0),6(x) » —
kad x - o izaneko z > 0,

h(x) = c(x)exp {f;%du}, X = Z.
Obrnuto takode vazi. o

Definicija D5 (Regularno varirajuci nizovi)
Niz pozitivnih brojeva (c,) je regularno variraju¢i sa indeksom a € R ako
lim,_e -2 = ¢%,t > 0 O
Cn

Definicija D6 (Mrezasta funkcija)
Funkcija raspodele F (za X) je mrezasta ako 3a,d > 0 tako da

Y1 PIX =a+nd}=1. m

Definicija D7 (Cramer-Lundbergov model, model obnavljanja)
Cramer-Lundbergov model je definisan uslovima (a)-(e):

(a) Proces iznosa zahteva:
Iznosi zahteva (X)) ey SU pozitivne iid slu¢ajne promenljive koje imaju zajednic¢ku
ne-mrezastu funkciju raspodele F, kona¢no oc¢ekivanje u = E(X;), i varijansu
0% =Var(X;) < o.
(b) Vremena zahteva:
zahtevi se deSavaju u slu¢ajnim vremenskim trenucima
0<T,<T,<-S.sS.
(c) Proces dolaska zahteva:
Broj zahteva u intervalu [0, tjoznagavamo sa
N(t) =sup{in=>1:T, <t}, t >0,
gde je sup® = 0.
(d) Vremena izmedu dolazaka
Y1 = Tl’Yk = Tk - Tk—ll k= 2,3, (D4)
su iid sa eksponencijalnom raspodelom sa konaénim oCekivanjem E(Y;) = 1/A.

(e) Nizovi (X;) i (Y,) su medusobno nezavisni.
Model obnavljanja je dat sa (a)-(c), (e) i

(d’)Vremena izmedu dolazaka Y, data u (D.3) su iid sa konacnim ocekivanjem
E(Y,) = 1/A. O

Tvrdenje D8 (Konvergencija uopstene inverzne funkcije)

Neka su h, hq, h,, ... neopadajuée funkcije takve da lim,,_ h,(x) = h(x) za svaku tacku
x U kojoj je funkcija h neprekidna. Tada je lim,,_ hy, (¥) = h(y) za svaku tacku y u
kojoj je funkcija h~ neprekidna. O
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Definicija D9 (Nejednakost Chebysheva)

2
P(IX—,uIZt)<6— t>0

<5
EX)=u
Var(X) = 6°. O

Definicija D10 (Hermiteov polinom)
Probabilisticki Hermiteov polinom je definisan kao

Hy(x) = (~1ex/2 e "
Lema D11 (Lema o ukljeStenim nizovima)
Ako su definisana tri niza A,, By, C,, za koje vaZzi

lim, o Ay, =lim,_, B, = C.

Sledida je i

limy_ o, C, =C. O

Definicija D12 (Cesaro sredina)
Cesaro sredina niza (a,) su ¢lanovi niza c,, gde je
n

1
Cn =£Z a;

i=1
aritmeti¢ka sredina prvih n elemenata niza (a,).
Sledi da je lim,_, a, = A = lim,_,,, ¢, = A. m

Definicija D13 (Nepotpuna beta funkcija)
Nepotpuna beta funkcija je definisana kao
X
['(a+Db)

L(a.b) = o5 )

z%71(1 - z)P"1dz

Definicija D14 (Stein-Chenov metod)

Ovaj metod daje granicu za totalnu udaljenost varijacije izmedu raspodele za sumu
ne-iid Bernoullijeve promenljive Y;, i € 1 i raspodele za Poissonovu promenljivu sa
parametrom A = ;¢ E(Y).

Neka je N(W) = ¥-**1Y; i neka je B; c I okolina od i.

Chen-Steinova teorema kaze da je

dry(@(N(W)),P(1)) < 2(b; + b, + bs)

=) > E()
i€l jeB;\{i}

-10 -
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by = Y E|[E(Y; — E(Y)|o (Y], € BY))|. =

Definicija D15 (Tejlorova ekspanzija za funkciju f(x) i datu tacku a)

' 7 )
T,(x) = f(a) +¥(x—a) +f2—(f)(x—a)2 +---+f n!(a) (x—a)"
= 570 C 2 (x — ) o

Definicija D16 (Ergodian niz)
Neka je A4 = {a;} beskonacan strogo rastuci niz pozitivnih celih brojeva. Tada se, za dat
ceo broj g ovaj niz naziva ergodi¢nim sa modom g ako za svaki ceo broj 1 < k < g,

lim, o ~AL0D — L ode jo N(4,t) = card{a; € A:a; < t} i card je broj elemenata skupa,

N(AL) q’
tako da je N(4,t) broj elemenata u nizu A koji su manii ili jednaki t i
Nt k,q) = card{aj € A:aj <t,a; modq = k}, pa N(Atk,q) broj elemenata u A
manji od t koji su ekvivalentni k mod q, tj. niz je ergodi¢an ako ima uniformnu raspodelu
mod q kad niz ide u co. O

Definicija D17 (Cadlag funkcija)
Cadlag funkcija je funkcija koja je neprekidna zdesna i postoje (konacni) limesi sa leve
strane u svakoj tacki. O

Teorema D18 (Centralna grani¢na teorema)
Neka je (X,,) iid niz sa matemati¢kim ocekivanjemE (X;) = m i konaCnom disperzijom
D(X;) = 0% > 0. Ako je S,, = Y i, Xx, onda za svako x € R, kad n — o vazi
Sp—nm L x —t2/2
P{ e Sx}ﬁmf_ooe dt.
Ovo tvrdenje moze biti formulisano i kao:

Sn—E(Sn) D

o) - N(0,1).

Tvrdenje D19 (Hincinov zakon iteriranog logaritma)

Neka je Y, iid slu€ajna promenljiva sa oCekivanjem 0 i disperzijom 1. Neka je
Sy =Y, + -4V,

Tada je

. s
limsup,, -0 \/ﬁm =2, S.S.

Definicija D20 (Regularna varijacija sa indeksom oo / brza varijacija)
Kazemo da je funkcija U: R, — R, regularno varirajuéa sa indeksom oo ako za svako
x > 0 vazi

U 0, x<1,
. X o .__ _
ey =¥ =10 20T

-11 -
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Sli¢no, funkcija U: R, — R, je regularno variraju¢a sa indeksom —o ako
U oo, x <1,
U((t:)) =x =11 x=1,
0, x>1.

limg_, e

Definicija D21 (Metrizabilan metricki prostor)

Metrizabilan metricki proctor je prostor Cija je topologija generisana nekom metrikom
putem pravila: tacka pripada zatvaranju skupa ako i samo ako je njena udaljenost od
skupa jednaka nuli. O

Definicija D22 (Nepotpuna gama funkcija)
Nepotpuna gama funkcija ima oblik

I'(a,x) = fxoo t*letdt,

gde je a kompleksan broj €iji je realan deo veci od nule. m

Definicija D23 (Stirlingova formula)

NI~ (%)N\/W = S,(N).

-12-
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1. Fluktuacija suma

1.1 Zakon velikih brojeva

Zakon velikih brojeva je fundamentalna teorema iz oblasti teorije verovatnoce i
statistike.

U svom najjednostavnijem obliku ovaj zakon tvrdi da se relativna verovatnoca slu¢ajnog
dogadaja priblizava verovatno¢i ovog dogadaja kada se slu€ajni eksperiment ponavlja
veliki broj puta. Formalnije, radi se o konvergenciji slu¢ajne promenljive u ,jakom* (skoro
sigurna konvergencija) i u ,slabom® smislu (konvergencija verovatnoce).

Verovatnoc¢a da baceni nov¢€i¢ pokaze pismo ili glavu iznosi 1/2. Sto se viSe ponavlja
ovaj eksperiment, to je verovatnije da ¢e broj ishoda kada ,padne glava® (relativha
verovatnoca ishoda ,glava“), biti blizak vrednosti 1/2. S druge strane, vrlo je verovatno
da ¢e apsolutna razlika izmedu broja ishoda ,glava® i polovine broja bacanja novci¢a
rasti.

Postoji i ukorenjeno pogre$no shvatanje zakona velikih brojeva. Ovaj zakon ne tvrdi da
¢e oni ishodi koji se do sada nisu pojavljivali, od sada pojavljivati ¢eSée da bi
uravnotezili raspodelu verovatnoca.

Neka je niz ishoda bacanja nov€i¢a: glava, pismo, glava, glava. Ishod ,glava“ se pojavio
tri puta, a ishod ,pismo*“ jedanput. ,Glava® se dakle pojavljivala sa relativnim uceSc¢em
3/4, dok je ova vrednost za ,pismo“ 1/4. Posle novih 96 bacanja novci¢a ishod je bio 49
Lpisama“i 51 ,glava“. Apsolutna razlika glava i pisama je posle 100 bacanja ostala ista i
kao posle 4, ali je relativna razlika znatno smanjena. Tako dolazimo do definicije
Zakona velikih brojeva — vrednost relativnog uceS¢a 51/100 = 0.51 tezi ocekivanoj
vrednosti 0.5.

Zakon velikih brojeva ima veliki prakticni znacCaj za industriju osiguranja. On omogucava
da se naprave dugoroCne prognoze iznosa odstetnih zahteva. Sto je vecéi broj
osiguranih osoba i dobara, i ako se podrazumeva da su svi izlozeni jednakom riziku, to
je manji uticaj slu€aja. Ovaj zakon ipak, ne moze da da nikakvu prognozu o tome ko ¢e
konkretno uloziti odstetni zahtev.

U ovom poglavlju, X;, X5, ... predstavlja niz iid nedegenerativnih slu€ajnih promenljivih,
definisan na prostoru verovatnoce [, F, P] sa zajedni¢kom funkcijom raspodele F.
Ukoliko zelimo da steknemo grubu ideju o fluktuaciji X,,, mozemo da zahtevamo
konvergenciju niza (X,,).
Nazalost, za skoro sve w € 2, ovaj niz ne konvergira. Medutim, moZzemo da dobijemo
neke informacije o tome kako se ponas$a ,sredina“ od X,,. Zato razmatramo kumulativne
sume

So=0,S, =X, ++X,,n>1

i aritmetiCke (ili uzoracke) sredine
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X,=n"1S,n>1.

Intuitivno, jasno je da bi aritmetiCka sredina trebalo da ima neku vrstu stabilnosti za
dovoljno veliko n, pa o¢ekujemo da ¢e za veliko n individualne vrednosti X; imati manje
uticaja na red X, tj. niz (X,,) se stabilizuje u okolini fiksirane vrednosti (konvergira) kada
n — oo, Ovo nazivamo zakonom velikih brojeva.

Prva grani¢na teorema koja je dokazana u teoriji verovatnoca je Bernoullijev zakon
velikih brojeva. Ovde ¢emo dati i neka uopstenja te teoreme.

1) Bernoullijev zakon velikih brojeva
Neka je (X,) niz nezavisnih slu€ajnih promenljivih koje imaju raspodelu

0 1 ,
X, (1 —p p)’ n=12,..i E(S,) = np.
Tada vazi nejednakost
P{2-p| 2 e} <22

ne
2) Chebyshev zakon velikih brojeva
Neka je (X,) niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih i C > 0 konstanta takva da za

svaki prirodan broj n vazi Var(X,,) < C.

_ P
M—m, kad n — oo.

Ako je S, = Y r-1 Xk, onda vazi

3) Hinchinov zakon velikih brojeva
Neka je (X,) niz iid slu€ajnih promenljivih sa kona&nim matematickim

v s . 1 P
ocCekivanjem m. Tada ;Z’;lek -m, kad n —» .

Pretpostavimo sada da je 6% = Var (X) konacéno i piSemo u = E(X). |z nejednakosti
Chebysheva zaklju¢ujemo da za € > 0,

P(X,, —ul >¢&) < e ?Var(X,) = ne?) 162 > 0,n - oo,
pa

_ P

X, > U, n - oo,
Ova relacija se naziva slabim zakonom velikih brojeva, ili jednostavnije, zakonom velikih
brojeva za niz (X,,). Ako tumacimo indeks od X, kao vreme n, onda je X,, prosek po
vremenu. S druge strane, oCekivanje

E(X) = f X(w)dP(w)
Q
je tezinski prosek na prostoru verovatnoce Q. Prema tome, zakon velikih brojeva nam
govori da, kroz dug period, prosek po vremenu X,, konvergira ka E(X).
Videli smo da (X,,) zadovoljava slab zakon velikih brojeva ako je disperzija ¢ kona¢na.
Ovaj uslov se moze znacajno oslabiti:
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Teorema 1.1.1 (Kriterijum za slab zakon velikih brojeva)

. . . xr P Al . . Vs
Slab zakon velikih brojeva X,, - 0 vazi ako i samo ako su zadovoljena slede¢a dva
uslova

nP(|X| >n) - 0,
EX)Iyxi<ny = 0.

|
Nadalje koristimo indikator promenljivu dogadaja na skupu A
1, weA
Iy(w) = {0, inace.

Sada se postavlja pitanje koji su uslovi neophodni da bi se osiguralo da X, ne
konvergira samo u verovatnoci, ve¢ sa verovatno¢om 1, tj. skoro sigurno. Takav rezultat
se onda naziva jakim zakonom velikih brojeva (JZVB) za niz (X,,). Postojanje prvog

momenta je neophodan uslov za JZVB: ako X,, % a za neku konaénu konstantu a, vazi
daje
S.S.
n X, =n"1(S, — Sp_1) 2a—a =0,
pazae >0,
P(n YX,| >¢ i.0.)=0.
Ovo, zajedno sa Borel-Cantellijevom lemom (2.5), implicira da za € > 0,
=1 P(In7 X, > &) = X3 P(IX| > en) < oo,
§to znaci da je E|X| < oo. Sledeci uslov je takode dovoljan za JZVB:
Teorema 1.1.2 (Kolmogorov jak zakon velikih brojeva)
Jak zakon velikih brojeva

— S.S.
X,—a

vazi za niz (X,) i neku realnu konstantu a ako i samo ako E|X| < o. Stavie, ako (X))
zadovoljava JZVB, onda je a = p. O

Kolmogorov JZVB vaZi i za pozitivhe (negativne) slu€ajne promenljive sa beskonacnim
oCekivanjem, tj. u tom slu€aju imamo

X, SEX) = o (= —o).

Teorema 1.1.3 (Marcinkiewicz-Zygmundov jak zakon velikih brojeva)
Pretpostavimo da p € (0,2). Jak zakon velikih brojeva

n »(S, — an) Zo (1.1)

vazi za neku realnu konstantu a ako i samo ako E|X|P < oo. Ako (X,) zadovoljava JZVB
(1.1), onda mozemo da izaberemo

-15 -



Master rad Grani¢ne raspodele: zakoni velikih i malih brojeva

{O, p<l1

U, p €[1,2).

Stavige, ako E|X|P = o za neko p € (0,2), onda za svako realno a,

limsup, n~YP|S, —an| = o s.8. O
Ova teorema daje potpunu karakterizaciju JZVB sa normalizuju¢im funkcijama n-tog
stepena. Pod uslovima ove teoreme dobijamo skoro sigurnu aproksimaciju prvog reda
od X,,:

_ 1

Xp,=u+o(mr ) s.s. (1.2)

§to vazi ako E|X|? < o za neko p € [1,2).
Teorema 1.1.3 nam omogucéava da izvedemo elementarnu vezu izmedu velikih

fluktuacija suma S,,, sabiraka X,, i maksimuma M; = |X;|, M,, = max (|X4|, ..., | Xy]),
n=2.
3.5
3
2.5
2
15
1 a R =3
0,5
0
a 100 200 300 400 S00 GO0 700 300 900

Grafik 1. Prikaz konvergencije jakog zakona velikih brojeva: pet trajektorija procesa (57")

za iid standardnu eksponencijalnu promenljivu X,
Posledica 1.1.4 Pretpostavimo da je p € (0,2). Sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) E|X|P < oo(= o) (1.3)
2) limsup,_,, n~?P|X,| =0 (= o) s.s. (1.4)
3) limsup,_,,n " YPM, =0 (=) s.s. (1.5)
4) limsup,_n ‘/?|S, —an| =0 (= ©) s.s. (1.6)
Ovde a mora da bude izabrano kao u Teoremi 1.1.3. m

Dokaz (1.3) je zadovoljeno akko
Y*  P(|X| > en'/P) < o0 (= ) Ve > 0.
Borel-Cantellijev argument govori da je ovo ekvivalentno sa
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P(IX,| > en'’? i0.)=0 (=1) Ve>0.

Iz ovog i Teoreme 1.1.3 vidimo da su uslovi (1.3), (1.4) i (1.6) ekvivalentni.
Ekvivalencija (1.4) i (1.5) je posledica elementarne relacije

n_l/plx | < Tl,_l/pM < max (lel |Xn°| |Xn0+1| |Xno+2| |Xn|)
nt = n-= ni/p’ " ni/p’ (nO + 1)1/19' (no + 2)1/P'n1/p
za svako fiksirano ny < n. m

1.2 Centralni grani¢ni problemi

Centralna grani¢na teorema predstavlja familiju teorema u kojima se dokazuje da niz
kumulativnin suma S,,, normiran pogodno izabranim konstantama, ima normalnu
raspodelu kad n — oo, tj. centralna grani¢na teorema tvrdi da zbir velikog broja slu¢ajnih
sabiraka, pri ¢emu je udeo svakog pojedinacnog sabirka u celom zbiru mali, ima
priblizno normalnu raspodelu.

U prethodnom delu smo videli da sume S,, niza iid (X;,) divergiraju skoro sigurno kada
su normalizovane sa n'/?2. Medutim, i dalje moZzemo da dobijemo informacije o rastu
n~1/25, ako se prebacimo na konvergenciju u raspodeli (slaba konvergencija).
Postavlja se pitanje 0 mogu¢im (nedegerativnim) grani¢nim zakonima za sume S, kada
su one normalizovane i centrirane, tj. o raspodelama koje zadovoljavaju identitet:

o
1 X1 + ¢, X5 =b(cq, )X + alceq, c3) (1.7)

za sve nenegativne brojeve cy, c, i odgovarajuce realne brojeve b(c; c;) > 0i a(cyc;)?
Moguci grani¢ni zakoni za sume iid slu€ajnih promenljivih su samo raspodele koje
zadovoljavaju (1.7) za sve nenegativne brojeve c;,c,. Mnoge klase raspodela su
zatvorene u odnosu na konvoluciju, ali (1.7) zahtev je strozi. Na primer, konvolucija dve
Poissonove raspodele je Poissonova raspodela. Medjutim, Poissonova raspodela ne
zadovoljava (1.7).

Definicija 1.2.1 (Stabilna raspodela i slu¢ajna promeniljiva)

Slu€ajna promenljiva (raspodela, funkcija gustine) je stabilna ako zadovoljava (1.7) za
iid X,X, X,, za sve nenegativne brojeve c;, ¢, i odgovarajuce realne brojeve

b(ci,c3) > 0 ia(cq,cy) .- m

Sada razmatramo sumu S, iid stabilnih slu¢ajnih promenljivih. Na osnovu (1.7), imamo
za neke realne konstante a,, i b, >0 i X =X,
o
Sn=Xi+eooet Xy = bp X +a,, n21
§to jo§ mozemo zapisati i kao
d
b1 (S, —a,) =X.

Zaklju€ujemo da ako je raspodela stabilna, onda je ona grani¢na raspodela za sume iid
slu¢ajnih promenljivih. Druge grani¢ne raspodele ne postoje.
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Teorema 1.2.2 (Grani¢na osobina zakona stabilnosti)

Klasa stabilnih (nedegenerativnih) raspodela se podudara sa klasom svih mogucih
(nedegenerativnih) grani¢nih zakona za (normalizovane i centrirane) sume iid slu¢ajnih
promenljivih. m

Najuobi€ajeniji nacin analiziranja klase stabilnih raspodela je utvrdivanje njihovih
karakteristi¢nih funkcija.

Teorema 1.2.3 (Spektralna reprezentacija zakona stabilnosti)
Stabilna raspodela ima karakteristi¢nu funkciju oblika

¢, (t) = E(exp{iXt}) = exp{iyt — c|t|*(1 — ifsign(t)z(t,a))} teR (1.8)
gde je y realna konstanta, ¢ > 0, « € (0,2], g € [-1,1] i

Ta
S tg (7), a#1

——In|t|, a=1.
s
O

Definicija 1.2.4 Broj a u karakteristicnoj funkciji (1.8) se naziva karakteristicnim
eksponentom, a odgovarajuc¢a raspodela a- stabilnom raspodelom. m

Dalje nas zanima koji uslovi impliciraju da normalizovane i centrirane sume S, slabo
konvergiraju ka G, ako je G, data a-stabilna raspodela?
Problem moze da predstavlja nacin odabira konstanti a,, € R i b,, > 0, tako da

d
bril(sn_an)ﬁca- (19)

Teorema D1 osigurava da je grani¢ni zakon jedinstveno odreden do na pozitivhe
linearne transformacije.

Definicija 1.2.5 (Domen atrakcije)

Kazemo da slucajna promenljiva X (raspodela od X) pripada domenu atrakcije « -
stabilne raspodele G, ako postoje konstante a,, € R, b, > 0 tako da vazi (1.9). PiSemo
X € DA(G,) (ili F € DA(G,)) i kazemo da (X,,) zadovoljava CGT sa granicom G,,. O

Ako nas zanima da li X (ili F) pripada nekom a-stabilnom zakonu, jednostavo piSemo
XeDA(a) (ili FeDA(a)).
Teorema 1.2.6 (Karakterizacija domena atrakcije)

a) Funkcija raspodele F pripada domenu atrakcije normalne raspodele ako i samo
ako je flylsx y2dF (y)
sporo varirajuce.
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b) Funkcija raspodele F pripada domenu atrakcije a-stabilne raspodele za neko
a < 2 ako i samo ako

F(-0)= 250 1@, 1 -F @)= 250 1L(x), x> o
gde je L slabo varirajuc¢a funkcija i ¢, c, su nenegativne konstante takve da
c1+cy; >0. i

Posmatramo slu¢aj a = 2 detaljnije. Ako E(X?) < o, onda
Jiyex V2 dF ) > E(X%), x — oo,

pa X € DA(2). Stavige, na osnovu Teoreme D2(f) zakljué¢ujemo da je spora varijacija od
y2dF (y) ekvivalentna uslovu repa

y?dF(y)), x > (1.10)

flylsx

G(x) = P(IX| > x) = o(x~? lyl<x

Posledica 1.2.7 (Domen atrakcije za normalnu raspodelu)
Slu€ajna promenljiva X se nalazi u domenu atrakcije za normalanu raspodelu ako i
samo ako je ispunjen jedan od sledecih uslova:

a) E(X?) <

b) E(X?) =i (1.10). O
Situacija je potpuno drugacija za @ < 2: X € DA(«) implicira
G(x)=x"%L(x), x>0 (1.11)
za sporo varirajucu funkciju L i

xZG(x)/fb/lsxyZdF(y) - ija X > (1.12)

Relacija (1.11) i Posledica 1.2.7 pokazuju da je domen atrakcije za normalnu raspodelu
uopsteniji nego domen atrakcije a-stabilnog zakona sa eksponentom a < 2.
Vidimo da DA(2) sadrzi najmanje sve raspodele koje imaju kona¢an drugi moment.

Posledica 1.2.8 (Momenti raspodele u DA(«@))
Ako X € DA(«), tada
E|X| <wzad <a,
EX =wzad>aia<?2.
Specijalno,
Var(X) =wzaa < 2,
ElX|<wzaa>1,
E|X|=wzaa <1.
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Tvrdenje 1.2.9 (Normalizujuée konstante u CGT)

Normalizuju¢e konstante u CGT za F € DA(a) mogu biti izabrane kao jedinstveno
reSenje jednacine:

Qb)) =n"ln>1. (1.13)
Specijalno, ako je 02 = Var(X) < i E(X) = 0, onda

b, ~n'? 6, n - .

Ako je a < 2, mozemo alternativno izabrati (b,,) tako da
b, =inf{y:G(y) <n},n>1 (1.14)

(1.14) implicira da
G(bn) ~ n—lrn — o

i da, u smislu (1.11),

1
b, =nzL(n), n > 1,

za odgovarajucéu sporo varirajucu funkciju L. O

Tvrdenje 1.2.10 (Centriraju¢e konstante u CGT)
Centriraju¢e konstante a,, u CGT (1.9) mogu biti izabrane kao

a, = nf|y|sbn ydF (y) (1.15)
gde je b, dato u Tvrdenju 1.2.8. Specijalno, moZzemo da uzmemo da je a,, = dn, gde je

1, a € (1,2]
a=10, a € (0,1) (1.16)
0, a =1 iF jesimetricno.

O
Teorema 1.2.11 (Uopstena CGT)
Pretpostavimo da F € DA(a) za neko a € (0, 2].

a) Ako je E(X?) < «, onda
(on/2) (S, —um) S &
za standardnu normalnu raspodelu ¢ sa oCekivanjem 0 i disperzijom 1.
b) Ako je E(X?) = wia = 2iliako je a < 2, onda

(nl/z L(n))_l(sn - an) i Ga
za a-stabilnu raspodelu G,, odgovaraju¢u sporo varirajuéu funkcijuL i centrirajuce
konstante kao u (1.15).
Specijalno,

-1
(% L))" (Su — @n)> Ga, gdle je @ definisano u (1.16). .
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Primetimo da je moguce da normalizuju¢e konstante u CGT budu specijalnog oblika

b, = cn'/a za neke konstante c. To se desava npr. ako je E(X?) < oo, ili ako je X a-
stabilno.

Definicija 1.2.12 (Domen normalne atrakcije)
Kazemo da X (ili F) pripada domenu normalne atrakcije a -stabilne raspodele G,
(X e DNA(G,) ili F € DNA(G,)) ako X € DA(G,) i ako u CGT moZzemo da odaberemo

. . 1 iy
normalizaciju b,, = cn /a za neku pozitivhu konstantu c. i

Posledica 1.2.13 (Karakterizacija DNA)

a) Realicija F € DNA(2) vazi ako i samo ako E(X?) < o
b) Zaa < 2,F € DNA(a) ako i samo ako
F(—=x) ~cix @i 1—F(x)~c,x % x> oo,
za nenegativne konstante c;, ¢, tako da c;+¢; > 0

Specijalno, svaka a-stabilna raspodela je u sopstvenom DNA. O

Prema tome, vidimo da F € DNA(«), @ < 2 ustvari zna¢i da se odgovarajuci rep G(x)
ponasa kao stepena funkcija ili kao Pareto raspodela. Primetimo da funkcija raspodele
F sa repom G(x) ~ cx~* koji je slitan Paretovoj raspodeli, za neko a > 2 je u DA(2), a
ako a > 2,onda F € DNA(2).

1.3 Poboljsanja centralne grani¢ne teoreme

U ovom poglavlju éemo se ograniciti na sluc¢aj kada je E(X?) < .
Interesuje nas kako mozemo utvrditi i pobolj$ati kvalitet aproksimacije u CGT.

Berry-Esseenova Teorema

Neka ¢ oznacava funkciju raspodele standardne normalne raspodele. Pisemo:
G, (x) = P(S’;_#Sx), x €R.
Znamo da je

Ay= Supxe]RlGn(x) - ¢(x)| - 0. (1 17)

U Teoremi 1.2.11 smo formulisali samo slabu konvergenciju, tj. konvergenciju G, u
svakoj tacki u kojoj je funkcija ¢ neprekidna. Medutim, ¢ je neprekidna u svakoj tacki,
stoga (1.17) vazi.

MozZemo pokazati da brzina kojom A,, konvergira ka 0 moze biti proizvoljno mala ako ne
zahtevamo vise od kona¢nog drugog momenta od X.

Tipiéna brzina konvergencije je 1/4/n ako postoji tre¢ci moment od X. Dajemo
neuniformnu verziju dobro poznate Berry-Esseenove teoreme:
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Teorema 1.3.1 (Berry-Esseenova teorema)
Pretpostavimo da E|X|? < «.Onda je

E|X-ul3
16 () = )| < s —or (1.18)

za svako x, gde je c univerzalna konstanta. Specijalno,

c E|lX—ul3
Vn o3

A, < (1.19)

O

Iz (1.18) vidimo da kvalitet aproksimacije mozZe biti zna¢ajno poboljan za veliko x.
v —_yl3
Stavie, na brzinu u (1.18) i (1.19) utiCe red veli€ine koli¢nika E'i—;"i konstante c, §to

je od krucijalnog znacaja ako je n malo.

Brzine u (1.18) i (1.19) su optimalne u smislu da postoje nizovi (X,) takvi da
A,= (1/vn).

S druge strane, Berry-Esseenova ocena je prilicno pesimistiéna i moze se unaprediti
kada su zadovoljeni specijalni uslovi za X, npr. postojanje glatke gustine, funkcije
generatrise momenta itd.

Asimptotska ekspanzija

Kao Sto je gore navedeno, Berry-Esseenova ocena (1.19) je optimalna za odredene
funkcije raspodele F. Medutim, u nekim slu€ajevima, funkcija raspodele G, se moze
aproksimirati standardnom normalnom funkcijom raspodele ¢ i nekim dodatnim
glanovima. Tada aproksimirajuéa funkcija nije funkcija raspodele. Cest metod
aproksimacije se naziva Edgeworthova ili asimptotska ekspanzija. Formalno pisemo

Ga(x) = ¢(x) + iz n 2 Qi (x), x ER, (1.20)

gde su Qy izrazi koji uklju¢uju Hermiteove polinome, tacan oblik izraza koji zavisi od
momenta od X.

U praksi mozemo uzeti samo konacan broj sabiraka Q; u obzir. Da bismo stekli utisak,
razmatramo prva dva sabirka: neka

p(x) = (2m)"/? exp{-x?/2}, x € R,
oznacava funkciju gustine standardne normalne funkcije raspodele ¢. Onda, za x € R,

H E(X—p)3
Q(x) = —p(x) DI

0-3
Hs(x) E(X—u)3 H3(x) E(X-u)*
Q2(0) = —p() {2 ()2 + R (B —3)), (1.21)
gde H; oznacava Hermiteov polinom stepena i:
HZ(x) = xZ - 1!

Hi(x) = x3 — 3x,
Hs(x) = x> — 10x3 + 15x.
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Treba naglasiti da Q; nestaje u slu¢aju kada je X Gaussova, a
EX —w?/o®, EX-—w?*/o*

predstavljaju koeficijente asimetrije i spljoStenosti od X, respektivno. Ove dve veli¢ine
mere blizinu funkcije raspodele F u odnosu na ¢.

Teorema 1.3.2 (Asimptotska ekspanzija u apsolutno neprekidnom sluc€aju)
Pretposatvimo da je E|X|¥ < o za neke cele brojeve k >3 . Ako je F apsolutno
neprekidno, onda

(1 + 12D |G () — p(x) — B2 LD = o(—557),
uniformno po x. Specijalno,

Ga(®) = $(0) + TP LD 1 o

n(k— 2)/2)
uniformno po x. 0

Velika odstupanja

CGT moze biti poboljSana ako se posmatra G,, za x koje se uzima iz odredenih oblasti
(u zavisnosti od n) ili ako je x = x,, = oo.

Teorema 1.3.3 (Cramerova teorema o velikim odstupanjima)

Pretpostavimo da funkcija generatrise momenta M(h) = E (exp{hX}) postoji u okolini
koordinatnog pocetka. Onda je

e =R G 1+ o (o)
2 =en{Z A @M+ o (Few))

uniformno za pozitivno x = o(v/n). Ovde je A(z) stepeni red koji konvergira u odredenoj
okolini koordinatnog pocetka, a €iji koeficijenti zavise iskljuivo od momenta od X. O

Stepeni red A(z) se naziva Cramerov red. Umesto utvrdivanja opstih koeficijenata ovog
reda, razmatra se odredeni slu¢aj Teoreme 1.3.3.

Posledica 1.3.4 Pretpostavimo da su uslovi Teoreme 1.3.3 zadovoljeni. Tada

3 _ 3 1
1= Gu() = (1 - $()) exp { " el } +0 (75 <p(x)>,

6a(=0) = (=) exp {2 4 0 (L 00)

zax=>0,x=0 (nl/e). Specijalno, ako je E(X — u)® = 0, onda
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6r(0) = $() =0 (£ 9(@) , xER 0

Rezultati velikih odstupanja se mogu protumaciti kao poboljSanja stepena konvergencije
u CGT. Zaista, neka je x = x, — o, tako da je x, = 0(n'/®). Tada, iz Posledice 1.3.4
zaklju€ujemo da je

P(

Gde je x,, izabrano tako da

Sn—un

5 1) = 2(0 - p010) + 0 (G exn )

— P

j’;_T‘;’:l > 0. (1.22)
Teorema 1.3.5 (Heydova teorema o velikim odstupanjima)

Neka je X € DA(a) simetri€no i a € (0,2). Neka je (b,,) niz takav da b, T o i

P(X > by)~1/ni M, = X;, M,, = max(Xy,X, ... X,), n = 2 su maksimumi uzoraka. Tada
P(Sp>bnxn)
NP (X>bpxy)

P(Sp>bnxn)

= i ni -
P, obrrs) 1 zasvakiniz x, . O

lim,,_, = lim,_

1.4 Funkcionalna CGT: Pojava Brownovog kretanja

Neka je (X,) iid niz sa 0 < 02 < . U ovom poglavlju potapamo niz parcijalnih suma

(S,) u proces na [0,1] i razmatramo grani¢ni proces koiji je ustvari Brownovo kretanje.

Prvo razmatramo proces S, (-) na [0,1] tako da S, (n"1k) =ﬁﬁ Sk —uk), k=0....ni

definiSemo grafik procesa S,(-) u svakoj tacki [0,1] linearnom interpolacijom izmedu
tacaka (k/n,S,(k/n)). Ovaj grafik je samo jedna ,zlomljena linija“, a trajektorije su
neprekidne funkcije. Pretpostavimo da je (X,,) niz iid standardnih normalnih slu¢ajnih
promenljivih. Onda su prirastaji S,,(k/n) — S,(l/n) za | < k Gaussovi sa ocekivanjem
nula i disperzijom (k — I)/n. Stavi$e, proces ima nezavisne prirastaje kada je ograni¢en
natacke (k/n), k =0, ....n.

Definicija 1.4.1 (Brownovo kretanje)
Neka je (B;),t € [0,1] stohastiCki proces koji zadovoljava sledeée uslove:

(a) Poc€inje od nule, B, = 0 s.s.

(b) Ima nezavisne prirastaje: za bilo koju particiju 0 <t, <t; < <t, <1i bilo
koje m, slu€ajne promenljive By; — By, ..., Btm — Bem—1 SU Nezavisne.

(c) Za svako t € [0,1], B; ima Gaussovu raspodelu sa oCekivanjem nula i disperzijom
t.

(d) Uzoracke putanje/trajektorije su neprekidne sa verovatno¢om 1.

Ovaj proces se naziva Brownovo kretanje ili Wienerov proces na [0,1]. m

Posledica ove definicij jeste da prirastaji B, — Bg, t > s imaju NV (0,t — s) raspodelu.
Brownovo kretanje na [0, T] i na [0, ) je definisano modifikacijom Definicije 1.4.1.
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MozZemo dati i definiciju Brownovog kretanja, kao procesa sa stacionarnim, nezavisnim
prirastajima i skoro sigurnim neprekidnim trajektorijama. Moze se pokazati da iz ovih
osobina sledi da prirastaji moraju imati normalnu raspodelu.

PiSemo C[0,1] za vektorski prostor neprekidnih funkcija koji ima supremum normu za
x € C[0,1], |[x[l=supost<1 X ().

Uvodimo drugi proces na [0,1] koji se poklapa sa S,(-) u tatkama k/n, k =0,1,...,n.
Laksi je za konstruisanje, ali je teoretski dosta zahtevniji:

$a(®) = == (Siey — ulntl), 0< e <1,

gde [y] oznacava ceo deo realnog broja y. Ovaj proces ima nezavisne prirastaje koji su
Gaussovi ako je X Gaussova promenljiva. Njegove trajektorije nisu neprekidne, ali imaju
mogucée skokove u tackama k/n. U svakoj tacki [0, 1) su neprekidni zdesna i u svakoj
tacki (0, 1] postoji limes sleva. Prema tome, proces S,,(:) ima cadlag trajektorije, tj. one
pripadaju prostoru D[0,1]. Prostor D[0,1] cadlag funkcija moZe da bude snabdeven
razliCitim metrikama da bi se na njemu definisala slaba konvergencija.

Medutim, na$ grani¢ni proces ¢e biti Brownovo kretanje koji uzima vrednosti u C[0,1]
tako da je dozvoljeno da uzmemo supremum normu kao odgovaraju¢u metriku na
D[0,1].

Definicija 1.4.2 (Proces sa nezavisnim, stacionarnim prirastajima)

Neka je & = (&:)o<t<1 StohastiCki proces. Tada ¢ ima nezavisne prirastaje ako su za
svako 0<t, < - <t, <1isvakom > 1 sluCajne promenljive &1 — &0, ooor Eem — Etm—1»
nezavisne. Za ovaj proces kazemo da ima stacionarne prirastaje ako za sve

0 <s <t <1,slu€ajne promenljive &, — & i &g imaju istu raspodelu.

Proces sa nezavisnim, stacionarnim prirastajima i trajektorijama u D[0,1] se jo$ naziva
Levyjev proces. m

Definicija 1.4.3 (a-stabilno kretanje)
Za stohastiCki proces (é;)p<t<1 S@ uzoraCkim putanjama na D[0,1] se kaze da je a-
stabilno kretanje ako vaze slededi uslovi:

(a) PocCinje od nule: ¢, = 0 skoro sigurno.
(b) Ima nezavisne, stacionarne prirastaje.
(c) Za svako t €[0,1], & ima «a -stabilnu raspodelu sa fiksiranim parametrima
Bel—1,1] iy = 0 u spektralnoj reprezentaciji (1.8).
O

Lema 1.4.4 Za a-stabilno kretanje (&;)g<t<1 Vazi & — & = (t — s)l/Off1 0<s<t<1l oo

Na osnovu leme 1.4.4 moZzemo da izvedemo konacno dimenzionalne raspodele a-
stabilnog kretanja:

(t1s Et2r oonr Eem) = (ftl:ftl + 2 = &e1)s v $1 + G — &) + o+ Cem — ftm—l)) =

1 1 1
(tl/a Yy, tl/a Y, + (tz — tl)l/ayz, . tl/a Y; + (tz - tl)l/aYZ + et (tm - tm—l)l/aym)

-25 -



Master rad Grani¢ne raspodele: zakoni velikih i malih brojeva

za bilo koji realan broj 0< t; < -+ < t,, < 11 iid a-stabilne slu¢ajne promenljive Y;, ..., Yy,

1.5 Slucéajne sume
1.5.1 Slucajno indeksirani nizovi

Slu€ajne, (1j. slu€ajno indeksirane) sume su osnova matematike u osiguranju. Ukupan
iznos Stete jednog portfolija se obiéno modelira slu¢ajnim sumama
0, N(t) =0,

S® =Swe = {Xl fot Xy,  N@ =0, 20
gde je (N(1)),., stohasticki proces na [0,) takve da su slu¢ajne promenljive N(t)
nenegativne celobrojne vrednosti.
(N(t)) je po pretpostavci generisan nizom ( T,,),=1 Nenegativnih slu¢ajnih promenljivih
takoda0<T; <T, <:- s.8.1i

N(t) =supin=>1:.T,<t}, t=0. (1.23)

Znamo, supA =0 ako je A=@.Tada se ovo zove proces prebrajanja. Slucajna
promenljiva X,, moze biti definisana kao individualan iznos $tete, a S(t) je ukupan iznos
Steta u portfoliju do vremena t. U finansijskom smislu N(t) na primer moze da
predstavlja (slu€ajan) broj promena pozicije u deviznom portfoliju koji je zasnovan na
visokofrekventnim posmatranjima. Tada S(t) predstavlja ukupan prinos u [0, t].

Primer 1.5.2 (Homogeni Poissonov proces i meSoviti Poissonov proces)

U Cramer-Lundbergovom modelu (Definicija D7) se pretpostavija da su (X,) i (N(t))
nezavisni i da je (N(t)) homogeni Poissonov proces sa parametrom 1> 0 tj. to je
proces prebrajanja (1.28) saT,=Y; +--+Y,,n>1i(Y,) (vremena izmedu pristizanja
zahteva) su eksponencijalne iid slu¢ajne promenljive sa o€ekivanjem 1/1. Svaki proces
prebrajanja je generisan iid procesom suma (T,,) i jo§ se naziva obnavljajuc¢im
procesom prebrajanja.

Drugacije, (homogeni) Poissonov proces se definiSe slede¢im osobinama:

(a) Pocinje od nule: N(0) =0
(b) Ima nezavisne, stacionarne prirastaje
(c) Zasvakot > 0, N(t) je Poissonva slu€ajna promenljiva sa parametrom At

An
v =m =Y

e n=012..
Poissonov proces (N(t)) je proces sa trajektorijama na D[0, «) koji ide u o kad t - oo i

ima skokove visine 1 u slu¢ajnim momentima T,,. To je takode Levyjev proces (Definicija
1.4.2).
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Ako su (N(t)) i (X,) nezavisni, onda se proces (S(t))m naziva me3oviti Poissonov
proces.

Fluktuacija slugajnih suma (S(t)) za veliko t se moze opisati i preko graniénih teorema.
Dalje ¢emo dati osnovne teoreme koje pokazuju da su asimptotska ponasanja (S,) i
(S(t)) usko povezana.

U ovom delu, (Z,)nso je opsti niz slucajnin promenljivih, a (N(t)) ;s je proces
nenegativnih celobrojnih slu¢ajnih promenljivih N(t).

Lema 1.5.3

Pretpostavimo da Z, 2 Zkadan - o | N(t) = oo (N(t) L ) kad t - . Tada

Znew SZ, (Znwy = 2), t > .
Dokaz
Pretpostavimo da N(t) % 0. Neka je

Ay = {w: N(t)(w) » oo, t - o},

A; ={w:Zy(w) - Z(w),n - o}
i primetimo da je P(A;) = P(4,) =1, pa
P({w: Zu(ey e (@) = Z(@), t = ®}) = P(A; N Ay) = 1 4. Zy () — Z
Sada pretpostavimo da N(t) 2w kad t - oo. Za svaki niz t;, - oo, N(t) 5w kad k — o
i postoji podniz tr; T oo tako da N (tkj) 2o kad j —» . Iz prvog dela dokaza ZN(tkj)
52, p8 2y, ) 2
Prema tome, svaki niz (Zn(tk)) sadrzi podniz koji konvergira u verovatnoc¢i ka Z. Posto je

e r. . . v P
konvergencija u verovatnoci metrizabilna, to znaci da Zy) — Z. m

Teorema 1.5.4 (Marcinkiewicz-Zygmundov JZVB za slu¢ajne sume)
Pretpostavimo da E|X|P < oo za neko p € (0,2) i N(t) 2% . Tada

(NDO) (s —aN®) Do, (1.24)
. _ (0, p<1
gdeje a = {u =E(X), pelL2) .

Sada posmatramo sluéaj slabe konvergencije. Zelimo da izvedemo CGT za sludajne
sume. Naredna lema pokriva mnoge slu€ajeve od prakticnog interesa, npr. mesoviti
Poissonov slucaj.
Lema 1.5.5

P a
Pretpostavimo da su (Z,) i (N(t)) nezavisni i N(t) - o kad t - . Ako Z, - Z kad

d
n — oo, onda Zyu) —Z kad t — oo.
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Teorema 1.5.6 (CGT za slu€ajne sume)

P
Pretpostavimo da su (X,,) i (N(t)) nezavisne i da N(t) > i da F € DA(a) za neko
a € (0,2]. Tada Teorema 1.2.11 i dalje vazi ukoliko se n svugde zameni sa N(t), {j.
postoje odgovaraju¢e centriraju¢e konstante a, i slabo variraju¢a funkcija L tako

1/a -1 d .
da ((N(t)) L(N(t))) (S(®) — an) > Ga, t > o, za neku a-stabilnu raspodelu G,. o

Uslov da su procesi (Z,,) i (N(t)) nezavisni moze biti znatno oslabljen:

Lema 1.5.7 (Anscombeova teorema)

Pretpostavimo da postoji celobrojna funkcija b(t) T o tako da
N() P

o Lt ® (1.25)
i da naredni, Anscombeov uslov vazi:
Ve > 0,vn >0 36 >0 3In, tako da

P(maxm:|m_n|<mg|Zm —Zy| > e) <n, n>n,. (1.26)
d d
Ako Z, » Z kad n - o, tada Zy) —»Z kadt - o m

Uslov (1.25) osigurava da slucajan indeks N, moze biti zamenjen deterministiCkom
funkcijom b(t) i ako uradimo to sa Zy), tj. ako zamenimo Zy) sa Z,), onda (1.26)
garantuje da je greska |Zy(y — Zp| zanemarljiva. Drugim re¢ima, Anscombeov uslov je
specificna stohasti¢ka osobina neprekidnosti niza (Z,).

Primetimo da je (1.25) zadovoljeno za Siroku klasu obnavljajuéih procesa prebrajanja,
ukljuuju¢i homogeni Poissonov proces. Stavise, (1.26) vazi za (normalizovane i
centralizovane) sume §,,.

Teorema 1.5.8 (Anscombeov tip CGT za slu€ajne sume)
Pretpostavimo da

YO L) t oo, (1.27)
za neko pozitivno Aida F € DA(a) za neko a € (0,2] sa
-1
(nL) " (S~ an) S G (1.28)
za a-stabilnu raspodelu G, i sporo variraju¢u funkciju L. Ovde je
- _ (0, a<l1
“‘ﬁ, ae(1,2].
Tada,
1/a -1 d
((N(t)) L(N(t))) (S(®) — aN(©) > Ga, (1.29)
-1
(ADYeL®) " (S —aN(©) S G (1.30)
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Specijalno, ako % < « onda
(Ao2t)"Y2(S(t) — uN (1)) 5 ¢, gde je ¢ standardna normalna raspodela. O

U pogledu Teoreme 1.2.11, (1.19) je samo restrikcija za raspodelu od X u slu¢aju a = 1.
1.5.2 Obnavljajuéi proces prebrajanja

Razmatramo obnavljajuci proces prebrajanja (N (t))t>0 tj.

N(t) =supfn=>1:T, < t},t =0 (1.31)
i T,=Y+-4+Y, n>1 za id nenegativne (nenula) sluCajne promenljive
Y,Y,,Y, ... Homogeni Poissonov process (Primer 1.5.2) je takav obnavljajuéi proces
prebrajanja gde je Y eksponencijalno sa oekivanjem 1/A.

Ovde odgovaramo na pitanje: Koji je red veli€ine N(t) kad t — o?

Vazida je {T,, < t} = {N(t) = n}. Kolmogorov JZVB implicira da T, = oo, stoga
NS .

Teorema 1.5.9 (Marcinkiewicz-Zygmund jaki zakoni velikih brojeva / Zakon iteriranog
logaritma za obnavljajuci proces prebrajanja)
Pretpostavimo da je E(Y) = 1/1 < oo (ako E(Y) = o, onda A = 0). Tada je

S.S.
t7IN(t) - A (1.32)
Ako E(YP) < o za neko p € (1,2), onda

S.S.
t~YP(N(t) — At) — 0. (1.33)
Ako ¢ = Var(Y) < o, onda

limsup;e (2t InInt)~Y2 (N(t) — At) = — liminf,,0 (2t InInt) "2 (N(t) — At) = gy A3/?
skoro sigurno.

Skica dokaza Ograni€avamo se na to da pokazemo JZVB (1.32) i (1.33). Kolmogorov
JZVB pokazuje da

T S.S.
N 1 .
N() A

™ve) ot TN+ NO+1

Ovim i lemom o uklje$tenim nizovima primenjenim na O SN S NorL NG

dokazujemo (1.32).
Sad pretpostavimo da je E(Y?P) < o0 za neko p € (1,2). Primetimo da je

n_l/p(Tn+1 —T)) = n-/v Yisa go

Ovo, Marcinkiewicz-Zygmund jaki zakoni velikih brojeva iz Teoreme 1.54 i (1.32)
impliciraju da

S.S.
t™ P (Tyeyer — Tn) = £ P Yyoyer — 0.
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Ovo,Teorema 1.5.4 i lema o ukljeStenim nizovima primenjeni na

At—N(t) AT (£)+1—N() A-N(t) | ATN@)+1

ti/r — ti/p - ti/p + tl/p (1-34)

daju (1.33). -

|1z ove teoreme zakljuujemo da je E(N(t)) ~ At i Var(N(t)) ~ o2t
Tvrdenje 1.5.10 (Momenti obnavljaju¢eg procesa prebrajanja)
Sledece relacije vaze:

(@) E(N(t)) = (A +0(1))t, kad t > 0.
(b) Pretpostavimo da o7 = Var(Y) < «. Tada
E(N(t)) = At+0(1),t > oo.

Var(N(t)) = o223t + o(t), t > oo, O
Teorema 1.5.11 (CGT za obnavljajuée procese prebrajanja)
Pretpostavimo da je 67 < . Tada
d
(62 23)"Y2(N(t) — At) > &, (1.35)
gde je ® standardna normalna raspodela.

Dokaz Nastavljamo kao u (1.34):
At - N(t) < ATN(t)+1 - N(t) < /‘lt - N(t) AYN(I‘)+1
(a}§/13t)1/2 = (a}§/13t)1/2 = (0}3/131:)1/2 (0}3/131:)1/2

Zbog nezavisnosti imamo:

P(Yyy+1 > €t*/?) =E (P (YN(t)+1 > etl/le(t))) =P(Y > et'/?),ve > 0

At—-N(t) ATy —N(t)

Stoga, B0 (2 +0,(1). (1.36)
U pogledu Teoreme 1.58 i uz pomo¢ teoreme neprekidnog preslikavanja, desna strana
slabo konvergira ka ®. Ovo dokazuje teoremu. m

1.5.3 Slucajne sume koje zavise od obnavljaju¢eg procesa prebrajanja

U ovom poglavlju razmatramo jedan od najvaznijih modela u matematici osiguranja.

Tu pretpostavljamo da slucajne sume S(t) = Sy() zavise od obnavljajuceg procesa
prebrajanja, kao $to je definisano u (1.31). Proces (S(t)) je model za ukupan iznos
Steta u jednom portfoliju.

Obnavljaju¢i i Cramer-Lundbergov model (Definicija D6) su uklju¢eni kao posebni
slu¢ajevi kada su (N(t)) i (X,) nezavisni. Dalje nas zanimaju asimptotske osobine
procesa (S(t)).
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Podsetimo se iz Poglavlja 1.5.2 da je N(t) = .
Dalje mozemo da primenimo Marcinkiewicz-Zygmund JZVB za slu€ajne sume
(Teorema 1.5.4)

(N®O) (s —aN®) Do, (1.37)
ako je E|X|P < oo zanekop € (0,2) i

_ 0, p<l1
=l 50, pelD) (1.38)

Namece se pitanje:
Da li moZzemo da zamenimo N(t) u (1.37) deterministiCkom funkcijom, npr. At ?

Generalno ne. Medutim, Teorema 1.5.9 kaze da je N(t)/tisixl, ako je E(Y) < o. Dalje,

mozemo da zamenimo normalizirajuéi proces (N(t))l/p sa (At)Y/?. Proces centriranja
izaziva odredene probleme. U nastavku, pretpostavlamo da je E|X|P < o za neko
p € [1,2). PisSemo

t=VP(S(t) — Aut) = tVP(S(t) — uN(t)) + ut~YP(N(E) — At).
Zbog (1.37), prvi izraz s desne strane jednakosti konvergira u nulu skoro sigurno pod
uslovom da je prvi momenat od Y konacan. S druge strane

ut=YP(N(t) — At) 3 0 (1.39)
generalno ne vazi. Medutim, ako je E(Y?) < oo, zakljuCujemo iz Teoreme 1.5.9 da je
(1.39) zadovoljeno.

Teorema 1.5.12 (Marcinkiewicz-Zygmund JZVB za slu¢ajne sume)
Pretpostavimo da E|X|P < o za neko p € (0,2).

() Ako E(Y) < oo, 0nda t~/P(S(¢) — aN(t)) 230, gde je a definisano sa (1.38)
(b) Akojep 2 1i E(YP) < oo onda t™/7(S(t) — udt) = 0. ;

U slu€aju slabe konvergencije moZzemo da nastavimo analogno. Posto N(t) — o skoro
sigurno za obnavljajuéi proces prebrajanja, CGT za slu€ajne sume vazi pod slabim
uslovima.

Teorema 1.5.13 (Anscombeov tip CGT za slu€ajne sume)
Pretpostavimo da F € DA(a) za neko a € (0,2] i daje

nVaLm) (S, —an) S G
( ) G .

za neku a-stabilnu raspodelu G, i sporo variraju¢u funkciju L. Ovde je

~ _{O, a<l1
" Fl, ae(,2]

(a) Ako E(Y) < o0, onda
(@veL®) " (5@ - an®) S 6. (1.40)

Specijalno, ako je 6% = Var(X) < o, onda je
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(A020)"2(S(t) — uN(£)) > @, (1.41)

gde je ® standardna normalna raspodela.

(b) Ako je ¢ € (1,2) i E(Y)? < o za neko p > a, onda je
(@veL®) " (5® - ) S 6. (1.42)

Dokaz:

Ako je E(Y) < o0, onda je na osnovu Teoreme 1.5.9, N(t)/t = AiTeorema 1.58 odmah
vazi. Odatle slede (1.40) i (1.41).
Ako je E(YP) < w0 ip € [1,2), onda je,onda je, na osnovu Teoreme 1.5.9

£=YP(N(t) — At) =5 0. (1.43)
Odatle,

-1 -1
(@VeL®) (5@ = uNt) = (ADYLE®))  (S@) — pN (D) + u(N(©) — 2(D) =
((,u)l/va(t))_1 (S(t) — uN(t)) + o(1) skoro sigurno. (1.44)

Ovde smo koristili (1.43) i Cinjenicudajezap > «

li teLe)
My —57— = o,

§to je posledica spore varijacije L. Relacija (1.42) odmah sledi iz (1.40) i (1.44) zbog
teoreme o neprekidnom preslikavanju (D3). O

Isklju€ili smo slu€aj a = 2 iz (1.42) jer tada ovaj metod dokazivanja ne vazi. (1.44) vise
nije primenljivo ako je 62 < oo, §to sledi iz CGT u Teoremi 1.5.11.

Sada ¢emo da kombinujemo CGT za (S(¢)) i za (N(t)). Pretpostavimo da je 6% < |
o < oo, Koriste¢i (1.36), dobijamo

tH2(S(9) — Mt = t7/2 ((S(9) — uN(D)) + p(N(E) — &)
= t71/2((S(®) — uN(D) + p(N(®) = A1) + 0p(1)

= 712 gV X; — uAY) + 0p (1) (1.45)

Slugajne promenljive X; = X; — uAY; imaju o&ekivanje nula. Stavige, niz (X;) je iid ako je
((X,,, ¥,)) iid. Pod ovim uslovom, Teorema 1.58 se odmah primenjuje na (1.45), odakle
sledi:

Teorema 1.5.14
Pretpostavimo da je ((Xn, Y,)) niz iid slu¢ajnih vektora i da je 6% < = i 0 < . Tada

d
(Var(X — uA)At)~Y2(S(t) — pAt) » ¢
gde ® oznacava standardnu normalnu raspodelu.
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Specijalno, ako su (X,,) i (¥;,) nezavisni, onda
(02 + (uaop)H2) 2 (5(0) —pa) S & o
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2. Fluktuacije maksimuma

U ovom poglavlju ¢emo se baviti klasiéhom teorijom ekstremnih vrednosti. Glavni
rezultat jeste Fisher-Tippetova teorema koja odreduje oblik graniCne raspodele za
centrirane i normalizovane maksimume.

Osnovni alat za prouCavanje retkin dogadaja je Poissonova aproksimacija, koja je
takode od klju¢nog znacaja za slabu grani¢nu teoriju, statistiku gornjeg reda i za slabu
konvergenciju procesa tacaka.

Asimptotske teorije za maksimume i sume su komplementarne, ali su u isto vreme i u
suprotnosti. Odgovarajuéi rezultati postoje za linearno transformisane sume |
maksimume: stabilne raspodele odgovaraju max-stabilnim raspodelama, domeni
atrakcije maksimalnim domenima atrakcije. Grani¢ne teoreme za maksimume i sume
zahtevaju odgovaraju¢e normalizujuée i centrirajuce konstante. U poglavlju 2.4 uvodimo
funkciju oekivanog viska.

Maksimalni domen atrakcije raspodele ekstremne vrednosti moze biti opisan
regularnom disperzijom i njenim ekstenzijama (poglavlje 2.3).

Teorija u poglavlju 2.4 nam omogucéava da predstavimo razliite rezultate prethodnih
poglavlja na kompaktan nacin. Klju¢ je uopstena raspodela ekstremnih vrednosti Sto
nas dovodi do generalizovane Pareto raspodele.

Skoro sigurno ponasanje maksimuma razmatramo u poglavlju 2.5.

2.1 Grani¢ne verovatno¢e maksimuma

X, X1 X, ... predstavlja niz iid nedegenerativnih slu¢ajnin promenljivih sa zajedniCkom
funkcijom raspodele F. U ovom poglavlju ¢emo razmatrati funkcije uzorackih
maksimuma

Ml = Xl' MTL = maX(Xl, ...Xn),n 2 2.

Odgovarajuéi rezultati za minimume se mogu dobiti uz pomo¢ ovih maksimuma
koristeci identitet

min(Xy, ... X,) = —max(—Xq, ... — Xp,).
Funkcija raspodele maksimuma M, je:
P(M,<x)=PX;<x,...X, <x)=F"(x), x€RneEN.

Ekstremi se nalaze u okolini gornjeg kraja nosaca funkcije raspodele, stoga se
intuitivno, asimptotsko pona$anje M,, povezuje sa funkcijom raspodele F na njenom
desnom repu u blizini krajnje desne tacke. Sa

xgp = sup{x ER: F(x) < 1}
oznaCavamo krajnu desnu tacku od F. Za x < xp dobijamo da je
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P(M, <x)=F"(x) >0, n > oo,
a u slu€aju xr < o, za x = xr dobijamo da je
PM, <x)=F"(x)=1.

P
Prema tome, M,, = xr kad n = oo, gde je xp < oo.
Posto je niz neopadajuci po n, konvergira skoro sigurno i odatle zakljuéujemo

S.S
M, = xp,n — 0. (2.1)

Ova ¢injenica ne obezbeduje mnogo informacija. Bolji uvid u red veli¢ine maksimuma je
dat rezultatima slabe konvergencije za centrirane i normalizovane maksimume. Ovo je
jedna od glavnih tema klasi¢ne teorije o ekstremnim vrednostima. Na primer,
fundamentalna Fisher-Tippetova teorema (Teorema 2.2.3) se sastoji od sledeceg:

Ako postoje konstante ¢, > 0id, € R tako da

d
c; (M, —d,) > H, n> o (2.2)

za neku nedegenerativnu raspodelu H, onda H mora biti jedna od tri distribucije
ekstremne vrednosti. Ovo je sli€no centralnoj grani¢noj teoremi, gde su stabilne
raspodele jedini moguéi nedegenerativni grani¢ni zakoni.

Kao posledicu toga, treba da razmatramo verovatnocée oblika:

P(Cﬁl(Mn —dy) < x),
8to se joS moze zapisati kao

P(M, < uy), (2.3)

gde je u, = u,(x) = cyx + d,. Prvo razmatramo (2.3) za opste nizove (u,), a posle se
vra¢amo na linearne transformacije kao u (2.2).

Zanima nas koji uslovi za F garantuju postojanje od P(M, <u,) kad n —» o za
odgovarajuce konstante u,,.

Ispostavlja se da su potrebni odredeni uslovi neprekidnosti za F u njenoj krajnjoj desnoj
tacki, Sto iskljuCuje mnoge vazne raspodele. Na primer, ako F ima Poissonovu
raspodelu, onda P(M,, < u,) nema granicu na (0,1) ni za jedan niz (u,). Ovo implicira
da normalizovani maksimumi iid slu€ajnih promenljivih sa Poissonovom raspodelom
nemaju nedegenerativne grani¢ne raspodele. Odavde se vidi krucijalna razlika izmedu
suma i maksimuma. U prethodnom slu€aju, CGT daje normalnu raspodelu kao granicu
pod opstim uslovom momenta E(X?) < o. Ako je E(X?) = oo ukljuuje se relativno mala
klasa a-stabilnih grani¢nih raspodela. Samo u tom slu€aju debelog repa, uslovi na repu
F =1 — F garantuju postojanje grani¢ne raspodele. Za razliku od suma, uvek su nam
potrebni delikatni uslovi na repu F da bi se osigurala konvergencija P(M,, < u,) ka
netrivijalnoj granici, tj. broja iz(0,1).

Tvrdenje 2.1.1 (Poissonova aproksimacija)
Za dato t € [0,0) i niz realnih brojeva (u,,), sledece relacije su ekvivalentne

nF(u,) - 1, (2.4)

P(M, <u,) - e "
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Dokaz. Prvo razmatramo sluc¢aj 0 < t < o. Ako (2.4) vazi, onda je

_ n T 1\"
POt < ) = FG) = (1= F))" = (1= 540 (5))

8to implicira (2.5).

Obrnuto, ako (2.5) vazi, onda F(u,) - 0. Inage bi F(uy,, ) bilo ogranieno izvan okoline
tacke 0 za neki podniz (n). Tada bi P(M,, <u,,) = (1 — F(unk))nk impliciralo da
P(M,, <uy,) - 0.Zbog (2.5) sledi

—nIn(1-F(u,)) - 7

Posto je —In(1 — x) ~ x kad x — 0, odatle sledi nF(u,,) = t + 0(1) $to daje (2.4).

Pretpostavimo da je T = o i da (2.4) vaZi, a (2.5) ne. Tada mora da postoji podniz (n;)
tako da P(M,, <u,, ) — exp{—7} kad k - o za neko T < . Medutim, onda iz (2.5)
sledi (2.4) tako da n,F(uy, ) - 7 < o, §to je kontradiktorno sa (2.4) gde je t = .
Analogno, (2.5) implicira (2.4) za T = co. O

Posledica 2.1.2 Pretpostavimo da je xp < «i

F(xp-) = F(xp) — F(xz-) > 0.
Onda je za svaki niz (u,) takav da je

P(My < uy) - p,

vazeilip =0ilip = 1. m|
Dokaz Posto je 0 < p < 1, mozemo zapisati p = exp{—7} gde je 0 <t < . Na osnovu
Tvrdenja 2.1.1 znamo nF(u,) — t,kad n - . Ako je u,, < xr za beskonacno mnogo
n-ova dobija se F(u,) = F(xz-) > 0 za takve n, stoga je T = .

Druga mogucénost je da je u,, > xr za sve dovoljno velike n-ove, odakle je nF(u,) = 0,
stoga je t = 0. Prema tome, 7 = «ili 0, odakle sledida je p = 0ili 1. m|

Ova posledica pokazuje da za funkciju raspodele sa skokom u krajnjoj desnoj tacki, ne
postoji nedegenerativna grani¢na raspodela za M,,, bez obzira na normalizaciju.

Teorema 2.1.3 Neka je F funkcija raspodele sa krajnjom desnom tackom x < o i neka
je T € (0, ). Postoji niz (u,,) koji zadovoljava nF(u,,) — t ako i samo ako je

F(x)
limyeqy,, F(xx) 1 (2.6)

i F(xp-) = 1. O

Ova teorema se primenjuje na diskretne raspodele sa beskonaénim krajnjim desnim
taCkama.
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Ako visine skokova funkcije raspodele opadaju dovoljno sporo, onda nedegenerativna
grani¢na raspodela za maksimume ne postoji.

Na primer, ako X ima celobrojnu vrednost, onda (2.6) postaje F(n)/F(n—1) - 1 kad
n — oo,

Ova razmatranja pokazuju da postoji neka vrsta komplikovanog asimptotskog
ponasanja (M,,). Diskretnost raspodele moze da spreci konvergenciju maksimuma i
podstakne oscilatorno ponasanje. Uprkos tome, u ovakvoj situaciji je ¢esto moguce naci
niz celih brojeva (c,) tako da svaki podniz (M,, — c,) sadrzi slabo konvergentan podniz.

Primer 2.1.4 (Poissonova raspodela)
PX=k)=e*2%/k! keN, A1>0

o) -1 0 -1
F(k) F(k)—F(k—1) Ak VA k!~
Fk—D 77 Ftk-1) _1_E<ZF> ‘1_<1+ 2 g k)

r=k r=k+1

Tada

Poslednja suma se moze oceniti sa

© A3 0 NS Ak
Ls=1 (D0t D) (ers) Ls=1 (E) S 1-A/k’ k>4,

$to tezi ka nuli, kad k - o, tako da F(k)/F(k — 1) - 0. Teorema 2.1.3 pokazuje da ne
postoji nedegenerativha grani¢na raspodela za maksimume i da ne postoji granica
oblika P(M,, < u,) = p € (0,1) ni za jedan niz konstanti (u,,).

Primer 2.1.5 (Geometrijska raspodela)

PX=k)=p(1-p)*, keN, 0<p<l1
F(k)
F(k-1)
Stoga ne postoji granica P(M,, < u,,) » posimzap =0 ili 1.
Maksimumi iid slu¢ajnih promenljivih sa geometrijskom raspodelom igraju veoma vaznu
ulogu u proucavanju duzine najduzeg niza uspeha u slu¢ajnom hodu. O

S obzirom na to da je F(k) = (1 — p)**1, znamo da je

=1-pe(01).

Primer 2.1.6 (Negativna binomna raspodela)

P(X=k)=(v+llz_1

Za v € N negativha binomna raspodela generalizuje geometrijsku raspodelu u smislu:
geometrijska raspodela modelira vreme C€ekanja za prvi uspeh u nizu nezavisnih
poku$aja, a negativna binomna raspodela modelira vreme ¢ekanja da se dogodi v-ti
uspeh.

Koristeci Stirlingovu formulu dobijamo

)pv(l_P)k; kEN(), 0<p<1,’l7>0

W _1-pe (),

Limy_, F-1)

to jest, ne postoji granica P(M,, < u,) - posimzap =0ili 1.
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2.2 Slaba konvergencija maksimuma prilikom linearnih transformacija

Ovde izu€avamo karakteristike mogucih grani¢nih zakona za maksimume M,, iid niza
(X,,) prilikom pozitivnih linearnih transformacija (2.2). Ovaj problem ekstremne vrednosti
se moze razmatrati analogno centralnom grani€énom problemu. Shodno tome, glavni
delovi Poglavlja 2.2 i 2.3 su sli¢ni Poglavlju 1.2, te je neophodno uporediti odgovarajuc¢e
rezultate.

U ovom poglavlju dajemo odgovor na pitanje 0 moguc¢im (nedegenerativnim) grani¢nim
zakonima za maksimume M,, kada su oni normalizovani i centrirani.

Ovo pitanje je usko povezano sa sledeéim:

Koje raspodele zadovoljavaju identitet

ol
max(Xq, ... Xp) —c X + d, (2.7)

za odgovarajuce konstante ¢,, > 0, d,, € R za svako n > 27?
Drugim re€ima, koje klase raspodela F su zatvorene za maksimume?

Definicija 2.2.1 (Max-stabilne raspodele)

Nedegenerativna slu¢ajna promenljiva X (odgovarajuéa raspodela ili funkcija gustine) se
naziva max-stabilnom ukoliko zadovoljava (2.7) za iid X,X;,...,X, za odgovarajuce
konstante ¢, > 0,d,, € Riza svako n > 2. O

Ako pretpostavimo da je (X,,) niz iid max-stabilnih slu¢ajnih promenljivih, onda se (2.7)
moze zapisati kao

o
e 1M, —d,,) =X. (2.8)

ZakljuCujemo da je svaka max-stabilna raspodela granicna raspodela za maksimume iid
slu€ajnin promenljivih. StaviSe, max-stabilne raspodele su jedini graniéni zakoni za
normalizovane maksimume.

Teorema 2.2.2 (Grani¢ne osobine max-stabilnih zakona)
Klasa max-stabilnih raspodela se podudara sa klasom svih mogucih (nedegenerativnih)
grani¢nih zakona za (normalizovane) maksimume iid slu¢ajnih promenljivih. O

Dokaz Ostaje da dokazemo da je grani¢na raspodela linearno transformisanih
maksimuma max-stabilna. Pretpostavimo da je za odgovaraju¢e normiraju¢e konstante,
lim F*(c,x + d,,) = H(x), x€R

n—-oo
za neku nedegenerativnu funkciju raspodele H.

Ovde uzimamo da su moguce grani¢ne funkcije raspodele H neprekidne funkcije na R.
Onda za svako k € N

lim,, e F™(cpx + d,,) = (lim,Le F™*(cx + d,))* = H*(x), x € R.
Dalje,
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mF™(cx +dp) = H(x), x€R
n—-oo

Zbog konvergencije (Teorema D1) postoje konstante &, > 0 i d, € R tako da

. [ “ ot 7. dpr—d ~
lim,, o0 CL" =& i limy,_ e “’Z 2 =d,,
n n

i za iid slu¢ajne promenljive Y,Y;, ..., Y, sa funkcijom raspodele H,

max (Y, ..., V) L &Yy + dy. O
Teorema 2.2.3 (Fisher-Tippetova teorema, grani¢ni zakoni za maksimume)

Neka je (X,) niz iid slu€ajnih promenljivih. Ako postoje normirajuée konstante c, > 0,
d, € Rineka nedegenerativna funkcija raspodele H tako da

G My — dp) S H, (2.9)
onda H pripada jednom od sledeca tri tipa funkcije raspodele:

0, x<0

exp{—x"%}, x>0 @>0.

Frechet: ¢, (x) = {

exp{—(—x)%}, x<0

1 x>0a>0.

Weibull: 1, (x) = {
Gumbel: A(x) = exp{—e™*}, x € R.
Skica dokaza lako je potpun dokaz tehniCke prirode, mi ¢emo pokazati kako se
pojavljuju tri grani¢na tipa. Zaista, (2.9) implicira da za svako t > 0
F["t](c[nt]x + dpg) = H(x), x € R,

gde [-] oznaCava ceo deo. Medutim,

F"tl(c,x + d,) = (F”(cnx + dn))[nt]/n - H'(x),
pa je prema Teoremi D1 postoje funkcije y(t) > 0,6(t) € R koje zadovoljavaju

dn,—d .
limnmcc—" y(©), lim,,_ o "C[m[]"t] =6(t), t>0 i

[nt] B

Ht(x) = H(y(£)x + 6(1)). (2.10)

Iz (2.10) zaklju€ujemo da je za s,t > 0
y(st) = y(s)y(t), 8(st) =y()6(s) + 8(¢) (2.11)
Res&enja funkcionalnih jednacina (2.10) i (2.11) vode do tri tipa A, ¢, ¥, O

Definicija 2.2.6 (Raspodela ekstremne vrednosti i ekstremne slu€ajne promenljive)
Funkcije raspodele ¢,,¥,iA se nazivaju standardnim raspodelama ekstremnih
vrednosti, a odgovarajuce slu€ajne promenljive standardnim ekstremim slu€ajnim
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promenljivima. Funkcije raspodele tipova ¢,, ¥, i A su raspodele ekstremnih vrednosti,
a odgovarajuce slu¢ajne promenljive ekstremne slu¢ajne promeniljive. O

Prema Teoremi 2.2.2, raspodele ekstremnih vrednosti su bas max-stabilne raspodele.
Prema tome, ako je X ekstremna slucajna promenljiva, ona zadovoljava (2.8).
Specijalno, tri slu€aja iz Teoreme 2.2.3:

d
Frechet: M, =n'/*X

d
Weibull: M,, =n~Yex

d
Gumbel: M, =X +Inn

Primer 2.2.7 (Maksimumi eksponencijalnih slu¢ajnih promenljivih)
Neka je (X;) niz iid standardnih eksponencijalnih slu¢ajnih promenljivih. Tada

P(M, —Inn<x) = (P(X <x+In n))n =1 —-n"te™)" > exp{—e*} = A(x),x € R.
Poredenja radi, za Gumbelove slu¢ajne promenljive X; je:

P(M, —Inn <x) =Ax),x ER O

2.3 Maksimalni domeni atrakcije i normiraju¢e konstante

U ovom poglavlju ispitujemo koji uslovi za funkciju raspodele F impliciraju da
normalizovani maksimumi M,, slabo konvergiraju ka H za datu raspodelu ekstremnih
vrednosti H. Ova problematika je usko povezana sa slede¢om:

Kako moZemo da izaberemo normirajué¢e konstante ¢,, > 0i d,, € R tako da

d
c; (M, —d,) - H? (2.12)

Definicija 2.3.1 (Maksimalni domen atrakcije)

Kazemo da slu¢ajna promenljiva X (funkcija raspodele F za X, raspodela za X) pripada
maksimalnom domenu atrakcije raspodele ekstremne vrednosti H ako postoje
konstante ¢, > 0,d,, € Rtako da vazi (2.12). PiSemo X € MDA(H)(F € MDA(H)). o

Tvrdenje 2.3.2 (Karakterizacija MDA(H))
Funkcija raspodele F pripada maksimalnom domenu atrakcije raspodele ekstremne
vrednosti H sa normiraju¢im konstantama c,, > 0,d,, € R ako i samo ako

lim, o n F(c,x +d,) = —InH(x),x € R.
Kada je H(x) = 0, granica se tumaci kao . O

Definicija 2.3.3 (Ekvivalencija repa)
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Dve funkcije raspodele F i G se nazivaju ekvivalentnima u repu ako imaju istu krajnju
desnu tacku, to jest ako je xp = x; |

limF(x)/G(x) = ¢
xTxp
za neku konstantu 0 < ¢ < oo. |

Definicija 2.3.4 (UopStena inverzna monotona funkcija)

Pretpostavimo da je h neopadajuca funkcija na R.

UopsStena inverzna funkcija h je definisana kao h(t) = inf{x € R: h(x) > t}

(uzimamo da je infimum praznog skupa ). O

Definicija 2.3.5 (Funkcija kvantila)
Uopstena inverzna funkcija raspodele F
Fo(t) =infixeR:F(x) >t} 0<t<1

se naziva funkcijom kvantila funkcije raspodele F. Veli€ina x; = F=(t) se naziva
t-kvantil od F. O

2.3.1 Maksimalni domen atrakcije Freschetove raspodele

¢a(x) = exp{—x~"}

U ovom delu ¢éemo razmatrati slu¢aj a > 0.
|z Tejlorove ekspanzije

1—¢p(x)=1—exp{—x"%}~x"% x>

vidimo da rep od ¢, opada polinomijalnom brzinom. Dalje nas zanima koliko daleko
mozemo da se udaljimo od stepenog repa, a da i dalje ostanemo u MDA(¢,).
Pokazacemo da se maksimalni domen atrakcije od ¢, sastoji od funkcija raspodele F
Ciji desni rep regularno varira sa indeksom -a. Za F € MDA(¢,) konstante d,, mogu biti
izabrane da budu nule, a za ¢, funkcije kvantila, to jest

o =FQ-nYH=inflxeRF(x)=>1-—n"1}
= inf{x € R: (1/F)(x) = n} (2.13)
= (1/F)~().
Teorema 2.3.6 (Maksimalni domen atrakcije od ¢,)
Funkcija raspodele F pripada maksimalnom domenu atrakcije od ¢,, a > 0, ako i samo

ako F(x) = x“L(X) za neku sporo varirajucu funkciju L.
Ako F € MDA(¢,) onda

d
Cn My > Pa, (2.14)
gde normirajuce konstante c,, mogu biti izabrane kao u (2.13).
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Odavde sledi da svaka F € MDA(¢,) ima beskonacnu krajnju desnu tacku xp = .
Dalje, normirajuce konstante c,, formiraju regularno varirajuéi niz, tj. ¢, = n*/% L(n) za
neku sporo varirajucu funkciju L.

Dokaz
Neka je F € R_, za a > 0. Zbog izbora za c, i regularne varijacije znamo,

F(cp) ~n™%, n— oo, (2.15)
pa F(c,) = 0, §to dajeda c,, > . Za x > 0,

nF(c,x) ~ %:? - x"%n > oo,

Za x <0 odmah znamo F™(c,x) < F"(0) —» 0, posto regularna varijacija zahteva
F(0) < 1, a na osnovu Tvrdenja 2.3.2 znamo da F € MDA(¢,).

Obrnuto, pretpostavimo da lim,,_,., F"*(c,x + d,,) = ¢,(x) za svako x > 0 i odgovarajuce
cn >0, d, € R. To nas dovodi do

limy, o F™(Cnsix + dpns)) = PL5(x) = ba(s/%x), s>0,x > 0.
Zbog konvergencije (Teorema D1)
C[ns]/cn - s | (d[ns] - dn)/cn - 0.

Prema tome, (c,) je regularno varirajuci niz u smislu Definicije D5, posebno c,, — oo.

Pretpostavimo prvo da je d,, = 0, onda nF(c,x) - x~* tako da F € R_, zbog Tvrdenja
D2(a). Slucaj d,, # 0 je teZi jer se mora pokazati d,/c, —» 0. Ako to vazi, moze se
ponoviti gore navedeni argument kad se zameni d,, sa 0. O

Dobili smo odgovor na na$e pitanje:
F € MDA(¢,) & F e R_,.

Posledica 2.3.7 (Von Miesesov uslov)
Neka je F apsolutno neprekidna funkcija raspodele sa gustinom f koja zadovoljava

lim,,c, (S“)) =a>0. (2.16)

Tada F € MDA(¢,). O

Tvrdenje 2.3.8 (Osobina zatvorenosti za MDA(¢,))
Neka su Fi G funkcije raspodele i pretpostavimo da F € MDA(¢,) sa normirajuc¢im
konstantama c,, > 0, to jest

lim F™(c,x) = ¢o(x),x > 0. (2.17)
n—-oo
Tada
lim G™(c,x) = ¢, (cx),x > 0,
n—-0oo
za neko ¢ > 0 ako i samo ako su F i G ekvivalentni u repu sa lim F(x)/G(x) = c*. O
n—-oo
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Dokaz dovoljnog uslova

Pretpostavimo da je F(x)~qG(x) kad x » o za neko g > 0. Zbog Tvrdenja 2.3.2,
grani¢na relacija (2.15) je ekvivalentna sa

limnF(c,x) = x~%

n—-o0o
za svako x > 0. Za takvo x, c,x = o0 kad n — o pa je, zbog ekvivalencije repa,
nG(cyx)~nq 'F(cyx) » g7 'x™%,

to jest, opet zbog Tvrdenja 2.3.2,
-
lim G (cpx) = exp{—(q"/ax) "} = ¢o (q"ax).
Uzmimo da je ¢ = q%/“. O

Dakle, MDA(¢,) se sastoji od funkcija raspodele koje zadovoljavaju Von Misesov uslov
(2.14) i od njihovih rep-ekvivalentnih funkcija raspodele.

U Tabeli 1 navodimo primere raspodela koje pripadaju maksimalnom domenu atrakcije
Freschetove raspodele.

Raspodela Rep F ili gustina f Parametar | Normirajuce
konstante
Pareto — _ k « a k>0 Cp = (Kn)l/a
FO) = )
Cauchy flx) = (n(l + xZ))_l x €ER cp =n/m
Burr - “ ak,T>0 c, = (Kn)Y/@
F() = =)

Tabela 1 Maksimalni domen atrakcije Frechetove raspodele

2.3.2 Maksimalni domen atrakcije Weibullove raspodele

Yo (x) = exp{—(-2)}

Ovde ¢emo okarakterisati maksimalan domen atrakcije od v, za « > 0. Vazna, ali ne
tako ocCigledna cCinjenica jeste da sve funkcije raspodele F € MDA(y,) imaju konacnu
krajnju desnu tacku xp.

Y, i ¢, Su usko povezani, to jest

l/)a(_x_l) = ¢g(x), x > 0.

Prema tome, za ocekivati je da i MDA(y,) i MDA(¢,) budu usko povezani.
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Teorema 2.3.9 (Maksimalan domen atrakcije od (y,))
Funkcija raspodele F pripada maksimalnom domenu atrakcije od ¢, @ > 0, ako i samo
ako xp < o i F(xp —x~1) = x~*L(X) za neku sporo varirajucu funkciju L.
Ako F € MDA(y,), onda
d
Cnt(Mn — xp) = Pa, (2.18)

gde normirajuce konstante c,, mogu biti izabrane kao ¢, = xr — F*(1 —n"1) id, = xp.
Skica dokaza Dokazujemo dovoljan uslov tako Sto éemo Koristiti vezu izmedu ¢, i ¢,.
Pretpostavimo da xz < i F(xr — x™1) = x~*L(x) i definiSemo

F(x)=F(xp —x™1),x > 0. (2.19)

Tada E, € R_,, pa prema Teoremi 2.3.6, F, € MDA(¢,) sa normiraju¢im konstantama
ci=F-(1-n"Yid;=0.

Tada F, € MDA(¢,) impliciradazax >0
E(cpx) = g (x).
To jest, F*(xp — (c;;x)™ 1) » exp{—x~%}.
Uvodimo smenu x = —y~1, pa
F'(xp +y/cp) - exp{—(-y)*}, y <0. (2.20)

Konacno,
cn=FE (1-n"hH=

=inflxeRFxr—x D =>21-n"=inf{(xp —u) Fu)=1-n"1} =

= (xp — infw Fu) = 1—n"P1 = (xp —F(1—n"H) "

8to je kraj dokaza zbog (2.18) O
Posledica prethodno navedenog je

F € MDA(Y,) © xp < o, F(xp —x™1) € R_,.

MDA(Y,) se sastoji od funkcija raspodele F koje imaju nosac ograniCen s desne strane.
Ove funkcije raspodele nisu nuzno najbolji izbor za modeliranje ekstremnih dogadaja u
osiguranju i finansijama, upravo zbog x; < . lako u praksi postoji gornja granica,
neéemo uvek Zeleti da uklju¢imo ovaj dodatni parametar x u model. Cesto preferiramo
raspodele sa xr = o, s obzirom na to da one dozvoljavaju proizvoljno velike vrednosti u
uzorku. Takve raspodele uglavnom pripadaju MDA(¢,) ili MDA(N).

Posledica 2.3.10 (Von Misesov uslov)
Neka je F apsolutno neprekidna funkcija raspodele sa gustinom f koja je pozitivha na
nekom kona¢nom intervalu (z, xz). Ako

lim S22 _ 5 0, (2.21)
xtxg  F(x)

onda F € MDA(Y,,). O
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Ako primenimo transformaciju (2.17) i Tvrdenje 2.3.8 moze biti modifikovano na sledeci
nacin:

Tvrdenje 2.3.11 (Osobina zatvorenosti za MDA(Y,))
Neka su FiG funkcije raspodele sa krajnjim desnim tackama xp =x; <o i
pretpostavimo da F € MDA(y,) sa normiraju¢im konstantama c,, > 0, to jest

lim F™(cx + xp) = P, (x), x <O.
n—-oo
Tada
lim G™ (¢ x + xp) = P, (cx), x <0,
n—00

za neko ¢ > 0 ako i samo ako za F i G vazi ekvivalencija repa sa
limF(x)/G(x) = c™%. O
xTxp

Zaklju€ujemo, MDA(Y,) se sastoji od funkcija raspodele koje zadovoljavaju Von
Misesov uslov (2.19) i od rep-ekvivalentnih funkcija raspodele.

U Tabeli 2 navodimo primere raspodela koje pripadaju maksimalnom domenu atrakcije
Weibullove raspodele.

Raspodela Rep F ili gustina f Parametar Normirajucée
konstante
Unifirmna fx)=1 x € (0,1) cp=n"1d,=1
Stepene F(x) = K(xp — %)%, K,a>0 c, = (Kn)~e,
funkcije po xp — K Y% <x < xp d, = xp
XF

Tabela 2 Maksimalni domen atrakcije Weibullove raspodele

2.3.3 Maksimalni domen atrakcije Gumbelove raspodele

A(x) = exp{—exp{—x}}

Von Misesove funkcije

Maksimalan domen atrakcije Gumbelove raspodele A pokriva Sirok spektar funkcija
raspodele F. lako ne postoji direktna veza sa regularnim varijacijama kao $to je to slucaj
kod maksimalnog domena atrakcije Frechetove i Weibullove raspodele, da¢emo
ekstenzije regularne varijacije koje omogucavaju potpunu karakterizaciju MDA(A).
Tejlorova ekspanzije daje

1-A(x) ~e™, x- oo,
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pa A(x) eksponencijalno opada ka nuli. Ono $to nas dalje interesuje je koliko daleko
mozemo da se udaljimo od eksponencijalnog repa, a da ostanemo u MDA(A).

MDA(A) obuhvata funkcije raspodele sa razli€itim repovima, koji idu od ,umereno
teSkih“ (lognormalna raspodela), do ,lakih“ (normalna raspodela). Takode, oba slucaja
Xp < 0 i xp = 00 SU moguca.

Pre nego §to damo odgovor na postavljeno pitanje, ograni€avamo se na apsolutno
neprekidne F € MDA(A).

Definicija 2.3.12 (Von Misesova funkcija)
Neka je F funkcija raspodele koja je neprekidna u krajnjoj desnoj tacki xp < .
Pretpostavimo da postoji neko z < x tako da F ima reprezentaciju

F(x)=c-exp{ f Edt} z<x < Xp (2.22) gde je
c neka pozitivna konstanta, a(+) je pozitivna i apsolutno neprekidna funkcija (u odnosu

na Lebegovu meru) sa gustinom a’ i hma (x) =0.
xT XF

Onda se F naziva von Misesova funkcija, a funkcija a(-) pomo¢nom funkcijom od F. 0O

Tvrdenje 2.3.13 (Osobine von Misesovih funkcija)

Svaka von Misesova funkcija je apsolutno neprekidna na (x, xr) sa pozitivnom gustinom
f. Mozemo izabrati pomocnu funkciju a(x) = F(x)/f ().

Stavige, vaze osobine:

(@) Ako xp = oo,onda F € R_o, |

lim, e, ((’“)) o. (2.23)
(b) Ako xp < oo,onda F(xr —x 1) ER_, i
lim SEZ ) _ o (2.24)
xTxgp  F(x)
O

Primetimo da iz (2.23) sledi da limx~'a(x) = 0, a iz (2.24) da je
X—00

a(x) = o(xr —x) =0(1) kad x T xp.
Takode, a™1(x) = f(x)/F(x) je stopa rizika od F.

Dokaz
Iz (2.22) dobijamo
fG) 1
—(=InF = , z<x<x
( ( )) F( ) a(x) F
(a) Posto a’'(x) —» 0 kad x - o Cesaro sredina a’ takode konvergira:
J}l_r)glo = 11 —f a(t)dt = 0. (2.25)

Odavde sledi (2.23). F € R_, sledl iz primene Teoreme D4 (b).
(b) Znamo
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lim = lim — dt =lim— | a(xp —t)dt
XTxp Xp — X xTxp Xp—X slo S 0

a(x) fo a(t) 1S

zbog smene promenljivih. S obzirom na to da je a(xp—t) -0, kad t 10,
poslednji limes tezi nuli, odakle sledi (2.24). F(xp —x™ ') € R_, sledi kao
malopre. O

Tvrdenje 2.3.14 (Von Misesove funkcije i MDA(A))
Pretpostavimo da je funkcija raspodele F von Misesova funkcija. Tada F € MDA(A).
Mogu¢ izbor normirajucih konstanti je

d, =F-(1-n"Y) i ¢,=a(dy,), (2.26)

gde je a pomoc¢na funkcija od F. m|

Dokaz
(2.22) implicira da je za t € R i x koje je dovoljno blizu xp

F(x+ta(x)) _ xtta(o) 1
Fix) ex { fx a(w) du} )
Uvodimo smenu v = (u — x)/a(x) i dobijamo
Flattaw) _ exp {— fot _a®)__ dv}. (2.27)

F(x) a(x+va(x))

Pokazacemo da podintegralna veli¢ina konvergira uniformno ka 1. Za dato

e>0ix=xy(e),
x+va(x)

|a(x + va(x)) — a(x)| = f a(s)ds| < glv|a(x) < €|t|a(x)

gde a'(x) —» 0 kad x T xj, §to za x = x,(e) implicira

a(x+va(x))

a(x)
Desna strana nejednakosti moze da bude zanemarljivo mala, pa

m—2®___ (2.28)

xtxp a(x+va(x)) o

—1| <¢elt].

uniformno na ograni¢enim v intervalima. Ovo, zajedno sa (2.27) daje

lim Z6020) _ ¢ (2.29)
xtxp  F(x)

uniformno na ograni¢enim t intervalima. Sada za normirajuce konstante d,, biramo
d, = (1/F)<(n) ic, = a(d,). Tada (2.29) implicira

limnF(d, + tc,) =e t=—InA(t),t € R.
n—oo

Sada primenimo Tvrdenje 2.3.2 i dobijamo da F € MDA(N). O
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Raspodela Rep F ili gustina f | Parametar Normirajuée konstante
Garma B x>0 o=
— - —,Bx ’ n ’
f () F(a)x € a,fp >0 d,=p"1(nn+ (a — inlnn
— Inl'(a))
Normalna o) = 1 Ry x €R Cp = (211717?—1)/2, y
V2m _ _In 41) + Ininn
d, = V2lnn 222
Lognormalna | f(x) x>0, cp = 0(2lnn)~/2d,,,
(lnx— € R, —
= maxe (Inx—p)? /202 ‘l; R i = exp {u + o (VT
In(4m) + Inlnn }
2(2Inn)1/2

Tabela 3 Maksimalni domen atrakcije Gumbelove raspodele

Karakterizacija MDA(A)

Von Misesove funkcije ne daju kompletnu karakterizaciju maksimalnog domena
atrakcije od A. Medutim, male modifikacije relacije (2.22) von Misesove funkcije
obezbeduju potpunu karakterizaciju MDA(A).

Teorema 2.3.15 (Karakterizacija MDA(A))

Funkcija raspodele F sa krajnjom desnom tackom xp < oo pripada maksimalnom

domenu atrakcije od A ako i samo ako postoji neko z < xr tako da za F vazi
F(x) = c(x)exp {— fx&dt}, z<x<Xp (2.30)

z a(t)

gde su cig merljive funkcije koje zadovoljavaju c(x) > ¢ >0, g(x) > 1 kad x T xp i
a(x) je pozitivha, apsolutno neprekidna funkcija (u odnosu na Lebesgueovu meru) sa
gustinom a’(x) za koju vazi lim,, a'(x) = 0.
Za F za koje vazi (2.28) mozemo izabrati

d,=F-(1-nYic,=ald,)

kao normiraju¢e konstante.
Moguc¢ izbor funkcije a je

a(x) = f;F%dt, X < Xp. (2.31)

Tvrdenje 2.3.16 (Osobina zatvaranja MDA(A) u uslovima ekvivalencije repa)
Neka su FiG funkcije raspodele sa istom desnom krajnjom tackom xp =x; i
pretpostavimo da F € MDA(A) za normirajuée konstante ¢, > 0id,, € R, to jest

lim,_ e F" (cpx + d,) = A(x), x €R. (2.32)
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Tada
lim,,, G" (cpx +d,) =A(x+b), xER
ako i samo ako za F i G vazi ekvivalencija repa sa
JliTr;IlDF(x)/(f(x) = eP. O

2.4 Uopstene raspodele ekstremnih vrednosti i uopstena Pareto raspodela

U poglavliiu 2.2 smo pokazali da standardne raspodele ekstremnih vrednosti
obezbeduju samo nedegeneratine granicne zakone za linearno transformisane
maksimume iid slu€ajnih promenljivih.

Jednoparametarske reprezentacije tri standardna slu€aja jedne familije funkcija
raspodele mogu biti predstavljene uvodenjem parametra ¢ tako da

& =a ! >0 zaFrechetovu raspodelu ¢,

E=0 za Gumbelovu raspodelu A

& = —a~1 < 0 za Weibullovu raspodelu v,

Definicija 2.4.1 (Jenkinson-Von Misesova reprezentacija raspodela ekstremnih
vrednosti: uopstena raspodela ekstremnih vrednosti)
DefiniSemo funkciju raspodele H; sa
exp {—(1 + fx)_l/f}, ako je & # 0
He(x) =
exp{—exp{—x}}, akojeé =0,

gdejel1+¢&x > 0.
Prema tome, nosac funkcijeH; je

x>-¢1za&>0,
x<—-¢1zaé<o,
x€R zaé=0.

H; se naziva standardnom raspodelom ekstremnih vrednosti. Mozemo uvesti familiju
slucajnin promenljivin Hg,,, , invarijantnu u odnosu na linearne transfomacije smenom

argumenata x sa (x —w)/Y zau e Ry > 0.
Nosac funkcije treba da se modifikuje u skladu sa tim. Za Hg,, ., takode kazemo da je

uopstena raspodela ekstremnih vrednosti. O
Smatramo da su funkcije raspodele H, granice od H; za ¢ - 0. Ova reprezentacija

_1/
H:(x) = exp{—(l + éx) f}, 1+é&x>0
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se koristi kao reprezentacija za sve ¢ € R.

Teorema 2.4.2 (Karakterizacija MDA(H))
Za ¢ € R sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(a) F € MDA(H)
(b) Postoji pozitivna, merljiva funkcija a(-) tako daza 1 + éx > 0,

. Flu+xa(w)) {(1 + fx)_l/g, akoé +0
llmuTxF F(w) - e_x, ako 5 - 0. (233)
(c) Zax,y>0,y+#1
xé-1
veo-ue _ |y S F0 (2.34)
s—o0 U(sy)—U(s) ln_x ako 5 =0 '
lnyl - Y
gdejeU(t)=F-(1—-t1,t>0.
O

Skica dokaza
(a) © (b) za é = 0, to je u stvari Teorema 2.3.16.

Za ¢ > 0imamo He(x) = ¢(a ' (x+ a)) zaa = 1/%
Na osnovu Teoreme 2.3.6, (a) je ekvivalentno sa F € R_,. Dalje, na osnovu Teoreme
A3.3,zanekoz >0

F(x) = c(x)exp {— fx$dt}, zZ<x < oo,
a(x)

gdejec(x) »c>0i Tx - a~tkad x - o lokalno uniformno. Prema tome,

. F(u+xa(w)) X\ "%
e Fa) (1 + )

a
$to je (2.33). Ako vazi (b), biramo d,, = (1/F)<(n) = U(n), onda
1/F(dp)~n,
isau=d,u(2.33),
(1 + g)_a = lim F(d%da;d")) = limnF(d, + xa(d,)),
n—oo n n—oo

odakle na osnovu Tvrdenja 2.3.2, F € MDA(H¢) za § = a™*
Slucaj ¢ < 0 se pokazuje analogno.

(b) © (c) Ograni¢avamo sa na sluc¢aj ¢ # 0, a ¢ = 0 se dokazuje analogno.

Zbog jednostavnosti, pretpostavljamo da je F neprekidna i rastu¢a na (—oo, xz). Neka je
s = 1/F(u), tada (2.33) piSemo kao

As(x) = (sﬁ (U(s) + xa(U(s)))>—1 - (1+ Ex)l/s‘, s — oo,
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Sada, za svako s > 0,4,(x) je opadaju¢a i za s - o konvergira neprekidnoj funkciji.
Tada na osnovu Tvrdenja D7 i A5 (t) tatkasto konvergira odgovarajucoj inverznoj
grani¢noj funkciji, to jest

U(st)-U(s) _ t5-1

Im=we) ~ ¢ (2.35)
(2.34) se dobija primenom (2.35) za t = x i t = y i njihovim koli¢nikom. m]

Definicija 2.4.3 (Funkcija raspodele viska, srednja vrednost raspodele viska)
Neka je X slu€ajna promenljiva sa funkcijom raspodele F i krajnjom desnom tackom xj.
Za fiksirano u < xp

E(x)=PX—-u<x|X>u),x=0 (2.36)
je funkcija raspodele viska za slu¢ajnu promenljivu X iznad praga u. Funkcija
e(u) =EX —ulX >u)
se naziva srednja vrednost raspodele viSka od X. O

U osiguranju se E, uglavnom odnosi na funkciju raspodele gubitka iznad nekog praga.

Definicija 2.4.4 (UopStena Pareto raspodela (UPR))
DefniSemo funkciju raspodele G, sa

_[1-a+&a)VE g0,
Ge (x) {1 o (2o (2.37)

gde je
x>0 ako ¢ >0,
O<x<-1/¢ ako ¢ <0.

G: se naziva standardnom uopstenom Pareto raspodelom. MoZe se uvesti familija
slucajnin promenljivih G¢,,, 5 invarijantna u odnosu na linearne transformacije smenom
argumenta x sa (x —v)/B zav e R,B > 0.

NosaC funkcije treba da se modifikuje u skladu sa tim. G, ; se takode naziva
uopstenom Pareto raspodelom. m|

Gy je granica za G¢ kad ¢ - 0.
Uvodimo notaciju

Gep()=1—(1+ 5%)_1/5, x € D(,B), (2.38)
gde je
_([0,0), ¢&=0,
ep =0 g <o
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Kada kazemo da X ima uopsStenu Pareto raspodelu sa parametrima ¢&ip,
podrazumevamo da X ima funkciju raspodele G; g.

Teorema 2.4.5 (Osobine uopstene Pareto raspodele)

(a) Pretpostavimo da X ima UPR sa parametrima i
E(X) < o0 ako i samo ako ¢ < 1. U tom slu€aju

E(1+£X) R S

B 1+é&r’
E (In (1 +§X))k = ¢kkl, k€N,
EX (ég,ﬁ(X))r =L G+ D/ll>0.

Akoje ¢ <1/r, r € N, tada

~_ BTG =17
E(X") = Scr+1 r(1+ gc—1) r!

(b) Za svako ¢ € R, F € MDA(Hg) ako i samo ako
1irnuTxF Sup0<x<xp—u|Fu(x) - Gi,ﬁ(u) (x)| =0 (239)

za neku pozitivhu funkciju .
(c) Pretpostavimo x; € D(&,B) i = 1,2, tada
Geplxi+x) _ =
TG Ge prex, (X2)- (2.40)
(d) Pretpostavimo da N ima Poissonovu raspodelu sa parametrom A i da je
nezavisno od iid niza (X,,) koji ima UPR sa parametrima ¢ i 8. PiSemo
MN = max(Xl, ""XN)' Tada

x\—1/¢
P(My < x) = exp {—/1 (1 + fE> } = Hg,;(x),

gdejeu=p AP -1 iy =pA°
(e) Pretpostavimo da X ima UPR sa parametrima é < 1i 8. Tada za u < xg

e(u) =EX —ulX >u) =ﬂ1+_€;,,8+u€> 0

2.5 Skoro sigurno ponasanje maksimuma

U ovom poglavlju prou€avamo skoro sigurno ponasanje maksimuma
M, = X,M,, = max(Xy, ...,X,), n =2,

za iid niz X, X4, X, ... sa zajednicCkom nedegenerativnom funkcijom raspodele F. Prvo
prou¢avamo verovatnoce.

P(M, > u,i.0)iP(M, <u,i.o) za neopadaju¢i niz (u,) realnih brojeva. Ove
verovatnoce ¢emo potpuno okarakterisati uz pomoc repa F(u,,).

-52 -



Master rad Grani¢ne raspodele: zakoni velikih i malih brojeva

Dogadaj {4,, i. o} koji opisuje da se realizuje beskonac¢no mnogo dogadaja iz niza (4,,)
se moze zapisati kao

limsup, o An = Npeq Unsk An.
Standardna Borel-Cantellieva lema kaze da
Yim=q1 P(4,) < oo implicira P(A,i.0) = 0.
Borel-Cantellijeva lema 2 za nezavisno A,, nam govori da
Yim=q1 P(A4,) = oo implicira P(A,i.0) = 1.

Teorema 2.5.1 (Karakterizacija maksimalnog skoro sigurnog rasta parcijalnih
maksimuma)
Pretpostavimo da je (u,) neopadajuée. Tada

P(M,, > u,i.o) = P(X,, > uy,i.o). (2.41)
Specijalno,

P(M, > uy,i.o) =0akoisamo ako ;- P(X > u,) < o
i (2.42)

P(M, > uy,i.o) =1akoisamo ako Y-, P(X > u,) = oo.

m|

Primetimo da drugo tvrdenje teoreme odmah sledi iz (2.41). Zaista, na osnovu Borel-
Cantellieve leme 1 2,
P(X, >u,i.o.) =0 ili 1 ako i samo ako (2.42) vazi.
Dokaz

Dovoljno je pokazati da (2.41) vazi. Posto je M,, > X,, za svako n, treba samo pokazati
da

P(M,, > u,i.o0) < P(X, > u,i.o). (2.43)

Neka xr oznacava krajnju desnu tacku raspodele F i pretpostavimo da u,, = xz za neko
n. Tada

P(M, >u,) =PX,>u,) =0

za svako veliko n, pa je (2.43) zadovoljeno. Stoga pretpostavimo da je u,, < xr za svako
n. Tada

F(u,) < 1 za svako n.

Ako u, T xg i M, > u, za beskonaéno mnogo n, tada postoji beskonaéno mnogo n za
koje je X, > u,.
Sada pretpostavimo da u,, T b < xz. Medutim, tada

F(u,) = F(b) > 0.
Na osnovu Borel-Cantellieve leme 2, P(X,, > u, i.0) = 1 itada (2.41) sigurnovazi. O
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Teorema 2.5.2 (Karakterizacija minimalnog skoro sigurnog rasta parcijalnih
maksimuma)
Pretpostavimo da je (u,) neopadajuce i da vaze slededi uslovi:

F(u,) - 0, (2.44)
nF (u,) - . (2.45)
Tada
P(M, <u,i.o)=0ili=1,
u zavisnosti od toga da li je
Yo Flup)exp{—nF(u,)} < o« ili = oo. (2.46)

Stavige, ako
F(u,) > c>0o0ondaP(M, <u,i.o) =0,
dok ako
liminf,_, nF(u,) < «,onda P(M,, < u, i.o) = 1.

Vazi da je limsup,_. c; (M, — d,) = 1 skoro sigurno zac, >0 id, € R, paje
PM, >c,(1+¢&)+d,i.o)=0 ili=1,
kad € > 0 ili e < 0 za malo |&|. Sli¢no,
liminf, ¢, (M, — d,,) = 1 skoro sigurno,
vazi ako i samo ako
PM, <c,(1+¢&)+d,i.o)=0ili=1,

kad € <0 ili € >0 zamalo |e|. Tada sledec¢a posledica odmah sledi iz Teoreme 2.5.1
i2.5.2.

Posledica 2.5.3 (Karakterizacija gornje i donje granice maksimuma)

(a) Pretpostavimo da su nizovi u,(¢) = c,(1 + €) + d,, n € N neopadajuéi za svako

€ € (—¢, ). Tada relacija

Yo Fup(e)) < oo ili = oo,
kad € € (0, &) ili € € (—¢p, 0) implicira da
limsup,_c; (M, — d,,) = 1 skoro sigurno.

(b) Pretpostavimo da su nizovi u,(e) =c,(1+¢)+d,n€N neopadaju¢i i da

zadovoljavaju (2.44)i (2.45) za svako ¢ € (—¢, ). Tada relacija

Yo Fun(e)) exp{—n F(u,(e))} < o0 ili = oo,
kad € € (—¢&,,0) ili € € (0, &) implicira da
liminf, ¢yt (M, — d,,) = 1 skoro sigurno. i
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3. Fluktuacije statistika visSeg reda

3.1 Statistike reda

Neka X,X;,X,.. oznaCava niz iid nedegenerativnih slu¢ajnih promenljivin sa
zajedni¢kom funkcijom raspodele F. U ovom delu ¢éemo navesti neke vazne osobine
statistika viSeg reda kona¢nog uzorka X, X, ... X,,.

DefiniSemo uredeni uzorak (varijacioni niz)

Xon < - < Xpp.

Prema tome, X,,, = min(Xy, ..., X) i X1, = M, = max(X,, ..., X,). Slu€ajna promenljiva
Xk S€ naziva k-ta statistika viseg reda.

Veza izmedu statistike reda i empirijske funkcije raspodele uzorka je odmah vidljiva: za
x € R uvodimo empirijsku funkciju raspodele ili uzoracku funkciju raspodele

Fu(x) = ~card{i:1 < i<n, X; <x} =~ 3% Iiyeny X R,

gde I, oznacava indikator funkciju skupa A. Sada
Xin < x akoisamo ako XL Iiy,sy <k, (3.1)
8to implicira da
k
P(Xyn <x)=P (Fn(x) >1 _Z)'

Statistike viSeg reda procenjuju repove i kvantile, kao i verovatnoce prelaska preko
odredenog praga. Podse¢amo se definicije funkcije kvantila za funkciju raspodele F,

Fo(t)=inflxeR:F(x)=>t}, 0<t<l1.

Za uzorak Xy, ..., X,, empirijsku funkciju kvantila ozna¢avamo sa F, . Ako je F neprekidna
funkcija, onda se ponavljanja u uzorku javljaju jedino sa verovatno¢om 0, te mogu biti
zanemarene, to jest mozemo da pretpostavimo da X,,, < - < X; ,. U tom slu€aju je F,”
funkcija statistike reda, to jest

Fr(t) =Xen zal--<t<1-22, (3.2)
zak=1,..,n

Tvrdenje 3.1.1 (Funkcija raspodele k-te statistike viSeg reda)
Zak =1, ...,n neka F, , oznacava funkciju raspodele za X, ,,. Tada

(8) Fin () = Brzg(D)FT (OF™ " (x)
(b) Ako je F neprekidna, tada

Fin() = f fen(@dF(2),
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gde je
_ n! n—k (1N Fk—=1(-Y.
to jest fin je gustina za Fy ,,.

Dokaz
(a) Za n € N definiSemo
B, = Z?:l I{xi>X}'
Tada je B,, suma niid Bernoullievih promenljivih sa verovatno¢om uspeha
E(I{X>x}) =P(X >x) =F(x).
Prema tome, B, je binomna sluCajna promenljiva sa parametrima n i F(x).
Primenom (3.1) dobijamo za x € R
Fin(x) = P(By < k) = X¥Z5 P(By = 1) = X6 (1)FT (x) F* 7 ().
(b) Uzimajuéi u obzir neprekidnost od F dobijamo

n! X pn—ki\pk-1 _ n! 1 _p\n—kpk—-1 94 _
(k—l)!(n—k_)!f—ooF @FN(@)dF (@) =g Jre( — D" e e =
FSC)FT(OF™ 7 (x) = Fin ().

Poslednje sledi iz reprezentacije nepotpune beta funkcije, moze se pokazati
viSestrukom parcijalnom integracijom. O

Sliéni argumenti dovode do zajedniCke raspodele konacnog broja razliitih statstika
reda. Ako je na primer F apsolutno neprekidna sa gustinom f, onda je zajednicka
gustina od (X4, ..., X,,)

n
frrn G i) = | [FGD G € RY
i=1

Posto se n vrednosti od (X3, ..., X,,) mogu zapisati na n! nacina, svaka kolekcija reda
(Xk,n)k=1 _ je mogla biti uzeta iz n! razli¢itih uzoraka. Zajednicka raspodela uzoraka

reda postaje:
fX1,n.---.Xn,n(x1' v X)) = (), Xy <o < g (3.3)

Sledeca teorema o marginalnim raspodelama je posledica jednakosti (3.3).

Teorema 3.1.2 (ZajedniCka gustina k statistika viSeg reda)
Ako je F apsolutno neprekidna sa gustinom f, tada

n! — k
le_n,...,Xk,n(xp o Xg) = (n_k)!Fn ) T ), X < - < Xy o

Definicija 3.1.3 (Razmaci uzorka)
Za uzorak Xy, ..., X, razmake definiSemo sa

Xk,n _Xk+1,n: k= 1, e, = 1.

Za slu€ajnu promenljivu sa konacnim levim (desnim) krajnjim tackama Xp(xgp)
defini8emo n-ti (0-ti) razmak sa X, , — Xn+1n = Xnn — %5 (Xon — X1n = X — X1.0) O
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Lema 3.1.4 (Transformacija kvantila)

Neka je Xi,..,X, sa funkcijom raspodele F. Dalje, neka su Uy, ...,U, iid slu¢ajne
promenljive sa uniformnom raspodelom na (0,1) i sa U,, < ‘- < Uy, oznacimo
odgovarajucu statistiku reda. Tada vaze sledeci rezultati:

d
(@) B (Uy) = X;.
(b) za svakon € N,

ol
Koo oo Xam) = (B Us0), s B (Uni) ).

(c) Slu€ajna promenljiva F(X;) ima uniformnu raspodelu na (0,1) ako i samo ako je
F neprekidna funkcija. O

Tvrdenje 3.1.5 (Skoro sigurna konvergencija statistika reda)
Neka je F funkcija raspodele sa krajnjom desnom (levom) tackom xp < oo (Xp = —o0) i
(k(n)) neopadajuci celobrojni niz tako da

lim, ., n"tk(n) = c € [0,1].
(a) Ako je Xz < 00, 0nda Xy(un — xr kad ¢ = 0
i
ako je X = —oo, onda je Xy n 3 (%) kad je ¢ = 1.

(b) Pretpostavimo da je ¢ € (0,1) takvo da postoji jedinstveno re$enje x(c) jednacine
F(x) = c. Tada

5.S
Xk(n),n - x(c).

Dokaz Pokazac¢emo (b). Dokaz za (a) se dobija na isti nacin.
Na osnovu (3.1) i JZVB,

P(Xpyn <x i.0)= P(k(n) ZI{X s <1 i o) =P(Fx)(1+0(1)) <c i.0)

Poslednja verovatnoéa je 0 ili 1 kad x < x(¢) ili x > x(c).Prema tome,
liminf,_, o, Xn)n = x(c) skoro sigurno. Analogno mozemo pokazati da vazi relacija

limsupy, 0 Xkn)n = x(c) skoro sigurno. |

3.2 Grani¢na raspodela statistika visSeg reda

Neka je Xy, ..., X, iid sa funkcijom raspodele F. Tvrdenjem 2.1.1 se podsecamo da za
niz (u,) pragovai 0 < 7 < o,

lim, o P(X1n S up) = e © limnF(u,) = t. (3.4)
n—-oo
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Interesuje nas da li mozemo da prosirimo relaciju (3.4) do neke statistike viSeg reda X ,,
za fiksirano k € N, ili ¢ak dobijemo zajedni¢ke grani€ne verovatnoce za fiksiran broj k
statistika viSeg reda Xy, ,, ..., X1 -

Razmotriéemo za n € N broj prelazaka preko praga u, za X, ..., X:

Bn = Z?:l I{Xl->un}-

Tada je B, binomna slu¢ajna promenljiva sa parametriman i F(u,). U tvrdenju 3.1.1
smo koristili ovaj kvantitet za kona¢no n da bismo izracunali funkciju raspodele k-te
statistike viSeg reda. Kada podignemo prag, prelasci {X; > u, } postaju redi. S druge

strane, pove¢amo veli¢inu uzorka. Kada uzmemo oba u obzir, E(B,) = nF(u,) > 1
kad n — oo pa zbog toga mozemo da primenimo klasi¢nu Poissonovu teoremu:

d
B, = P(1).
Pragovi u,, su birani tako da o€ekivani broj prelazaka konvergira.

Teorema 3.2.1 (Grani¢ni zakon za broj prelazaka preko praga)
Pretpostavimo da je (u,) niz na R tako da nF(u,) — 7 za neko t € [0,0) kad n — .
Tada

TT

lim, e P(B, < k)=e"" Z’;ZO;, k € N,. (3.5)

Kad je T = 0, desna strana jednakosti je 1, a kad je T = o, onda je 0.
Ako (3.5) vazi za neko k € N, onda nF(u,) » 7 kad n - o, pa (3.5) vazi za svako
k € N,.

Dokaz: Za t € (0,0) dokaz za dovoljan uslov je Poissonova grani¢na teorema. Za
T=0,

P(B,<k)=P(B,=0)=(1- F(un))n = (1 +o0 (%))n - 1.

Za 1t = oo i proizvoljno 8 > 0 imamo da nF (u,) = 6 za veliko n. Posto binomna funkcija
raspodele opada po 6, dobijamo
n-—-r
P(B, < k) < B (M) (1-2) .

Prema tome, za fiksirano k

limsupye P(B, < k) < ek 250, 6 > o,

paje P(B, <k) - 0kadn — co.

Obrnuto, pretpostavimo da (4.13) vaZzi za neko_k € N, ali nF(u,) » 7. Tada postoji
neko 7 #  na [0,] i podniz (n;) tako da n,F(u,,)— v kad k - o, pa B, slabo
konvergira Poissonovoj slu¢ajnoj promenljivoj sa parametrom 7, §to je kontradikcija sa
(3.5). m|

Iz Poissonove aproksimacije (3.5) dobijamo asimptote za k-tu statistiku reda. Definicija
za B, i (4.1) impliciraju da
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P(B,<k)=P(Xyn<u,), 1<k<n, (3.6)

odakle, zbog (3.5) dobijamo slede¢u teoremu:

Teorema 3.2.2 (Grani¢ne verovatnoce za statistike viseg reda)
Pretpostavimo da je (u,) niz na R tako da nF(u,) - 7 € [0,00) kad n — 0. Tada

limy 0 P (X < Up) = e IK3T, k€N, (3.7)
Zat = 0je desna strana jednakosti 1, a zat = o je 0. Ako vaZi (3.7) za neko k € N,
onda nF(u,) - 7 kad n - oo, pa (3.7) vazi za svako k € N. i
Za u,=cpx+d, i T=1(x)=—-InH(x) kao u Tvrdenju 2.3.2, dobijamo sledecu
posledicu.

Posledica 3.2.3 (Grani¢na raspodela statistike viSeg reda)
Pretpostavimo da F € MDA(H) sa normiraju¢im konstantamac, > 0id, € R.
DefiniSemo

k-1 .
H®O(x) = H(x)z w,x € R.
r=0 '

Za x za koje je H(x) = 0, kazemo da je H®(x) = 0. Tada za svako k € N,
limy, e Pt (Xin — dn) < x) = H® (). (3.8)
S druge strane, ako je za neko k € N
lim P(cp'(Xgn —dn) <x) =G(x), x€R,

n—->oo

za nedegenerativnu funkciju raspodele G, tada je G = H® za neku raspodelu
ekstremne vrednosti H i (3.8) vaZi za svako k € N. O

Teorema 3.2.4 (Multivarijantni grani¢ni zakon za broj prelazaka preko praga)
Pretpostavimo da niz (u,({)) zadovoljava jednakost

lim,_, o nF (u,(ij)) =1, j=1..k, (3.9)
gdeje0 <71y < <1 < 0. Tada

lim P(BY = 14, B = Iy + Ly, ., BY = 1y + 4+ ) =

n—-oo

= :Tllll (12;;1)12 (Tk—f::!—l)lk ek, (3.10)
gde je B,(lj) = Z?=11{xi>u,(j)}’ j=1,..k, t. B,(lj) je broj prelazaka preko praga u,([) sa
X1, o0 X
Desna strana jednakosti je nula ako je tj, = oo. O
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Dokaz PiSemo p,; = F(uf{)). Koristeéi osobine multinomne raspodele, vidimo da je
verovatnoca s leve strane jednakosti (3.10) jednaka

({i) p:ll,l (nl_zll) (pn,z - pn’l)lz (n—ll—il-(._lk_l) (pn,k _ pn,k—1)lk(1 _ pn,k)n_ll_m_lk_

Ako je 1, < o iz (3.9) dobijamo

l
(n) Lo (et o

I/ fnl 1!

1:
N=lq—eli_ L (npn,i_npn,i—1) ' (ti—ti-)h :
( 1 li i 1) (pn,l — pn,i—l) ~ li[ e li! 5 Za 2 S l S kl

(1 —p, k)n—ll—"'—lk~ (1 _ npn,k)n S e Tk

Sto daje (3.10).
Ako je 1, = o, verovatnoc¢a u (3.10) ne prelazi P(B,Ek) = ﬁ-‘zlli). Na osnovu Teoreme
3.2.1, poslednje konvergira ka nuli. O

Ocigledno je, kao u (3.6)
P(Xn S, Xen < ul?) =P(BP =0, B < 1,8 <k —1)  (3.11)

pa zajedniCka asimptotska raspodela k statistika viSeg reda moze da se dobije direktno
iz Teoreme 3.2.4. Specijalno, ako c;'(X;, —d,) slabo konvergira, tada slabo
konvergira i vektor

(c;l(XLn - dn), ...,c;l(Xk,n - dn)).

lako se za malo k zajedniCke graniCne raspodele k statistika viseg reda mogu lako
dobiti iz (3.11) i Teoreme 3.2.4, opsti sluCaj je veoma komplikovan. Ako je funkcija
raspodele F apsolutno neprekidna sa gustinom f koja zadovoljava odredene uslove
regularnosti, sledeéi argument se moze precizirati:

Pretpostavimo da F € MDA(H) sa gustinom f, tada funkcija raspodele maksimuma
F™(cpx + dy) = P(c (X1 — dy) < x) takode ima gustinu takvu da za skoro sve x € R,

nepf(cpx + dy) F* Ycpx + dy) ~ ne, f (cpx + dy)H(x) = h(x),
gde je h gustina raspodele ekstremne vrednosti H.Dalje, za k € N slaba granica

sluéajnog vektora (c;l(Xj,n - dn)), . haosnovu Teoreme 3.1.2, ima gustinu
j=1,..,

k
lim F* % (c,x) + dy,) 1_[ ((n —j + Denf(cnx; + dn))
j=1

n—-oo

=H(xk)n§=1%,xk << (3.12)
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Definicija 3.2.5 (k-dimenzionalna H-ekstremna obelezja)
Za bilo koju raspodelu ekstremnih vrednosti H sa gustinom h za x;, < --- < x; iz nosaca
funkcije H

RO G ) = HO) TTior 53,

Vektor (Y, ..., Y®) slugajnih promenljivih sa zajedni¢kom gustinom h® se naziva k-
dimenzionalno H-ekstremno obelezje.

Teorema 3.2.6 (Zajednicka grani¢na raspodela k statistika viSeg reda)
Pretpostavimo da F € MDA(H) sa normiraju¢im konstantamac, > 0id, € R. Tada, za
svako fiksirano k € N,

d, .
(C’Il(X"'” B d"))i=1,...,k - (Y(l))i=1,...,k =

gde je (YW, ...,Y®) k-dimenzionalno H-ekstremno obeleZje. O

Posledica 3.2.7 (Zajednicka grani¢na raspodela viSih razmaka u MDA(A))
Pretpostavimo da F € MDA(A) sa normiraju¢im konstantama c,, > 0. Tada

d e—
a) (Cﬁl(Xi,n - Xi+1,n)), = (' E)i=1,.x zak>1
i=1,..k
d
e (1 Xin — kXir10) > X Er zak 22,
gde su Ej, ..., E;, iid standardne eksponencijalne sluajne promenljive. m]

Posledica 3.2.8 (ZajedniCka grani¢na raspodela viSih razmaka u MDA(¢,))
Pretpostavimo da F € MDA(¢,) sa normirajuéim konstantama c, > 0. Neka je
(Y@, .., y®&+D)  (k + 1)-dimenzionalno Frechetovo obelezje. Tada

d i X
a) (Cﬁl(Xi,n - Xi+1,n))i=1’“”k - (Y® - Y(Hl))i:l,...,k k=1,
(T Ko — KXpey1) S B (YO — Y 0+D), o> 2

Graniéne promenljive u (a) i u (b) su definisane razmacima Y® —y®,  y® _yk+D
koji imaju zajedni¢ku gustinu

Iy_y@ _ yG_ytn) (Xq, or, X1)

o —a-1
- ak+1f exp{—y (Y + ) . (Y + 2+ -+ x1)) dy
0

Za Xq, ..., X > 0. |
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3.3 Granicna raspodela slu¢ajno indeksiranih statistika viSeg reda

U ovom poglavlju uporedujemo slabo grani¢no pona$anje statistika viSeg reda i slu¢ajno
indeksiranih maksimuma za iid niz (X,,) slu¢ajnih promenljivih sa zajedni¢kom funkcijom
raspodele F. Neka je (N(t))t20 proces celobrojnih sluéajnih promenljivih za koje

pretpostavljamo da su nezavisne od (X,,). Pisemo
Xon S <X 1 Xnonve < < Xine
za statistike reda uzoraka Xj, ..., X, i Xy, ..., Xj(p), respektivno, koristimo i
My =Xin i My = Xine

za odgovarajuc¢e uzoracke maksimume.
Ako F pripada maksimalnom domenu atrakcije raspodele ekstremne vrednosti H
(F € MDA(H)), postoje konstante ¢, > 0 i d, € R tako da

a

c; ' (M, —d,) > H. (3.13)

Prirodno se postavlja pitanje:
Da li relacija (3.13) ostaje vazec¢a za slugajan skup indeksa (N(t))?
Iz Leme 1.5.5 znamo da (3.13) implicira da

~ d
CN(lt)(MN(t) - dN(t)) - H

pod pretpostavkom da N(t) hi oo, ali Zelimo da zadrzimo stare normirajuée nizove (c,,) i
(d,,) umesto slu&ajnih procesa (cy(p), (dny). Ovo moze da se postigne pod opstim
uslovima. Medutim, grani¢ne raspodele ¢e se takode promeniti.

Uvodimo promenljive

N(t)
@ _ _ -
B = Z I{Xj>u§l)}’ i=1,..,k
j=1
koje racunaju broj prelazaka preko pragova

uP <o <u =0 (3.14)
za Xy, ..., Xn@)- Takode pretpostavimo da postoje brojevi

0<t; < <1 <00,

takodazai=1,..,k,
tpe; = tF(ugi)) > 7T, t—o o, (3.15)
Sledeci rezultat je analogan Teoremi 3.2.4:

Teorema 3.3.1 (Multivarijantni graniéni zakon za broj prelazaka preko praga)
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Pretpostavimo da ( (l)) , i=1,..,k zadovolava (3.14) i (3.15). Pretpostavimo

t=0
takode da postoji nenegativna slu¢ajna promenljiva Z tako da

NS) Z,t - oo. (3.16)

Tada, za sve cele brojeve [; = 0,i =1, ..., k

hm P (B(l) — ll' B(Z) ll + lz, ey Bt(k) = ll + ot + lk) =

t—oo

I,! I,! . Iy!

_ El(zmll (2tr2-10)"?  (2(mi=mie0)™ e_szl_

Desna strana jednakosti je 0 kad je t;, = oo.

Dokaz Zbog jednostavnosti se ograniCavamo na slu€aj k = 2. Koristimo nezavisnost
(N(8)) i (X,) i primenjujemo (3.15) na (3.16):

P(B® = 1, B = L+ LIN(®)) (3.17)

N(t) N() -1 ! N(D)~1 -1
= ( L >Pi11< L ' (Pt,z - Pt,1) 2(1 - Pt,z) =

I
N t2 — Pt t
p (00—

i (N©)(e(pr2-pea)) &
= (1+0p(1)) (N(t)p“) (N(t)(ttptrl)) ( t > exp {N(t)(tln(l—pt,z))} P

1! 1! t

= (1+0p(1)

P @l (2(r-11)"

e Z, t—> . (3.18)
1! 1!

Primetimo da su izrazi u (3.17) uniformno integrabilni i da je (3.18) integrabilno. Prema
tome, mozemo da zaklju¢imo da

P(BV =1, B® =1, +1,) =E|P (B =1, B® = L + L,IN(®) )| »

kad t — oo. m]

Ny [(Zn)ll (2(r,-11)" o272

1! 1!

MozZemo da iskoristimo identitet:
P(Xinve S u”s o Xiwey <uf?) = P(BV =0, B <1,.., 819 <k - 1),

i Teoremu 3.3.1 da izvedemo grani¢nu raspodelu za vektor statistika viSeg reda
Xl,N(t)l 'Xk,N(t)'

Zbog jednostavnosti cemo se ograniciti na neke odredene slucajeve.

Prvo razmatramo graniCnu raspodelu jedne statistike reda X, y() za fiksirano k € N.
Pretpostavljamo da F € MDA(H), to jest (3.13) je zadovoljeno za odgovarajuce
konstante ¢,, > 0i d,, € R. Iz Tvrdenja 2.3.2 znamo da je (3.13) ekvivalentno sa
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lim, e nF(c,x +d,) = —InH(x),x € R. (3.19)
Pod uslovom (3.19) sledi da za svako k € N vazi relacija
7lilrlghP(c,Il(Xk,n —d,) <x)=T(-InHX),x €R,
gde Iy oznacava nepotpunu gama funkciju (videti Posledicu 3.2.3).

Teorema 3.3.2 (Grani¢na raspodela k-te statistike viSeg reda u slu€ajno indeksiranom
uzorku)

Pretpostavimo da N(t)/t iZ vazi za nenegativnu slu¢ajnu promenljivu Z sa funkcijom
raspodele F, i da je (3.19) zadovoljeno. Tada

7li_lr)l(r)loP(cgl(Xk,,\,(n) —d,) <x)= fooo I (—zln H(x))dF;(z) (3.20)
=E[I(-=InH%(x))], x € R.

O

Teorema 3.3.3 (Grani¢na raspodela za vektor slu€ajno indeksirane statistike viseg
reda)

P
Pretpostavimo da @ — A vazi za pozitivnu konstantu Ai da F € MDA(H) za raspodelu
ekstremne vrednosti H tako da je (3.13) zadovoljeno. Tada

(Cﬁl(xi,N(n) - dn))izl,...,k i (Yl(i))

gde (Y,f”, ...,1//1(")) oznaCava k -dimenzionalno obelezje koje odgovara raspodeli

i=1,..k

ekstremne vrednosti H* . Specijalno,
lim,,_, P(c;l(Xk,n — dn) < x) = l"k(— In H’l(x)),x € R. O

3.4 Teorija ekstremne vrednosti za stacionarne nizove

Jedno od prirodnih uop$tenja iid niza je strogo stacionaran proces. Kazemo da je niz
slu¢ajnih promenljivih (X,,) strogo stacionaran ako su njegove konac¢no dimenzionalne
raspodele invarijantne u odnosu na promenu vremena, to jest

(Xt Xe,) < (Xeyons o0 Xty )

za bilo koji izbor indeksa t; < -+ < t,, i celih brojeva h.

Uobi¢ajeno je da se (X,,) definiSe skupom indeksa Z. (X,,) mozemo da posmatramo kao
vremenski niz posmatranja diskretnih ekvidistantnih vremenskih trenutaka gde je
raspodela bloka (X;, X;44, ..., X¢+) duzine h jednaka za sve cele brojeve t.

Dalije ¢emo koristiti izraz stacionaran niz umesto strogo stacionaran niz. Strogo
stacionaran niz je takode stacionaran u Sirem smislu, $to znaci da je drugi moment od
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X = X, konacan, to jest E(X,) = E(X) za svako n i Cov(X,, Xp) = Cov(Xo, Xjn-m|) 2@
svako nim.

Nemoguce je postaviti opStu teoriju ekstremnih vrednosti za klasu svih stacionarnih
nizova. Zaista, treba da se odredi struktura zavisnosti od (X,,). Na primer, pretpostavimo
da je X,, = X za svako n. Ova relacija definiSe stacionaran niz i

P(M, <x)=P(X <x)=F(x), x€R.

Prema tome, raspodela maksimuma uzorka moze biti bilo koja raspodela F, $to nije
realna osnova za opstu teoriju.

Drugi ekstrem stacionarnog niza se de$ava kad su X,, medusobno nezavisni, to jest
(X,) je iid niz. Pod tim uslovom smo razmatrali slabo graniéno ponasanje statistika
viSeg reda u poglavlju 3.2. Specijalno, znamo da postoje samo tri tipa razli€itih grani¢nih
zakona: Frechetova raspodela ®,, Weibullova raspodela {1, i Gumbelova raspodela A
(Fisher-Tipettova Teorema 2.2.7). Funkcije raspodele tipa ®,,¢,, A se nazivaju
raspodelama ekstremnih vrednosti. U ovom poglavlju dajemo uslove za stacionaran niz
(X,,) koji osigurava da njegove maksimume uzorka (M,,) i odgovaraju¢e maksimume
(M,) iid niza (X,) sa zajednitkom funkcijom raspodele F(x) = P(X < x) pokazuju
sliéno graniéno ponasanje. (Xn) nazivamo iid nizom Kkoji je asociran sa (X,) ili
jednostavno asociran iid niz. Kao ranije, piSemo F € MDA(H) za bilo koju od raspodela
ekstremnih vrednosti H ako postoje konstante ¢,, > 0 id, € R takve da
e (M, — d) > H.

Za izvodenje grani¢ne verovatnoce koristimo da je

P(M, <u,)=P" (X <u,) = (3.21)

= exp {n In (1 -P(X = un))} ~ exp{—nF (u,)}.

Specijalno, u Tvrdenju 2.1.1 smo zakljucili da za bilo koje t € [0, )

P(M, < u,) - exp{—1} ako i samo ako nF(u,) - t € [0,%). Jasno je da ne mozemo
direktno da primenimo (3.21) na maksimume zavisnih stacionarnih nizova. Da bismo
prevazisli ovaj problem, pretpostavicemo da postoji odredeni tip asimptotske
nezavisnosti.

Uslov D(u,): Za bilo koje cele brojeve p,qin
1< < <ip<ji<-<jg<n

takve da j; — i, = [ vaZi

P( max X; < un> —-P (maXXi < un)P (mjxXl- < un)
LEA,

iEAl UA1 lEAl

< an,l

gde je 4; = {iy, ., ip}, Ay = {1, - Jq} i @ny » 0 kad n - oo za neki niz L = I, = o(n).
Uslov D(u,) je uslov mesanja raspodela i implicira da
P(M,, < u,) = P*(Mpy) < un) + 0(1) (3.22)
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za konstantno ili sporo rastuce k. Ova relacija implicira da su grani¢no ponasanje
nizova (M,,) i (M) u uskoj vezi. Sledeca teorema pokazuje da klase mogucih grani¢nih
zakona za normalizovane i centrirane nizove (M,,) i M,, koincidiraju.

Teorema 3.4.1 (Grani¢ni zakoni za maksimume stacionarnog niza)

d
Pretpostavimo da ¢;;*(M, —d,) » G za neku raspodelu G i odgovarajuc¢e konstante
cn >0, d, € R. Ako uslov D(c,x + d,,) vazi za svako realno x, tada je G raspodela
ekstremne vrednosti. O

Dokaz: |1z Teoreme 2.2.2, 2.2.3 i Definicije 2.2.6 znamo da je G raspodela ekstremne
vrednosti ako i samo ako je G max-stabilna.
Na osnovu (3.22)

P(M,, < cpx +dy,) = P*(My, < cpx +d,) +0(1) = GF(x),
za sve cele brojeve k > 1 i svaku tacku x u kojoj je G neprekidno. S druge strane,
P(M,; < cppex + dypy) = G(x).
Dalje mozemo da nastavimo kao u Teoremi 2.2.2 da bismo dosli do zakljuka da je G
max-stabilna. O

Prema tome, max-stabilnost grani¢nih raspodela je potrebna pod uslovima D (c,x + d,,),
x € R. Dalje zelimo da nademo dovoljne uslove za konvergenciju verovatnoca
P(M, < u,) zadat niz pragova (u,) koji zadovoljava

nF(u,) >t (3.23)

za neko t € [0,). Iz Tvdenja 2.1.1 znamo da su (3.23) i P(M, < u,) — exp{—1}
ekvivalentni. Medutim, da li mozemo da zamenimo () sa (M,,) pod uslovom D (u,)?
Odgovor je ne. Jedino §to mozemo da izvedemo je

liminf, o P(M, < u,) = e ".

Uslov D'(u,,): lim;_,. limsup,,_,« nzgi/zk] P(X1 > uy, X; > u, ) = 0.
Primedba: D'(u,) je ,anti-klastering uslov“ za stacionarne nizove (X,,). On implicira da
[n/k]
E (lei<js[n/k] I{Xi>un, Xj>uy } < [n/k] Zji/z E (I{Xi>un' Xj> un})) -0,

tako da, u o&ekivanju, zajednicki prelasci preko praga u, parovima (X, X]-) postanu
malo verovatni za veliko n.

Tvrdenje 3.4.2 (Grani¢ne verovatnoce za uzoracke maksimume)

Pretpostavimo da stacionarni niz (X,) i niz pragova (u,) zadovoljava uslove D(u,) i
D'(u,,). Pretpostavimo t € [0, «0). Tada uslov (3.23) vazi ako i samo ako
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lim, o P(M, <u,) =e". (3.24)
i
Dokaz Ograni€icemo se na dokazivanje dovoljnog uslova da bismo pokazali primenu
uslova D(u,)i D’(u,). Potreban uslov se dokazuje na sli¢an nacin.
Za bilo koje [ > 1,

o PO > un) — Dacicjar P(X > up, X > uy) < (3.25)
< P(M; > u,) <X P(X; > uy).
Koristeci stacionarnost od (X;,) vidimo:
l P(X; > uy) = IF (uy),

i=1
Yicicjar P(Xi > up, Xj > un) S UYL, P(Xy > up, X > uy ).
Kombinovanjem ovoga i (3.25) za |l = [n/k] ([x] oznagava ceo deo od x) i za fiksirano k
dobijamo gornje i donje ocene za P(M[n/k] < un) :

[n/k

1 — [n/kIF () < P(Mpnjiq < wn) < 1= [0/kIF () + [n/k) ZV0VP(Xy > wns X; > ).

Iz (3.23) odmah dobijamo
[n/K1F (un) > T/, n = o,
i na osnovu uslova D' (u,,)
lim sup,_. [n/k] Zgi/zk]P(Xi > Uy, Xj> un) =o0(1/k), k- o,
pa dobijemo granice
1 —% < lirrlrl)oioan(M[n/k] < u,) <lim supye P(Mpypy Sup) <1 —% + o(1/k).
Ovo i relacija (3.22) impliciraju da
k k
(1 - i) lim inf P(M,, < u,) < lim sup,,,, P(M,, < u,) < (1 - % + o(1/k)> :
n—oo

Kada pustimo k — oo, vidimo da

lim P(M,, <u,) =e". m|
n—-o0o

Teorema 3.4.3 (Grani¢na raspodela maksimuma stacionarnog niza)
Neka je (X,,) stacionaran niz sa zajedni¢kom funkcijom raspodele F € MDA(H) za neku
raspodelu ekstremnih vrednosti H, to jest neka postoje konstane c¢,, > 0,d,, € R tako da

lim nF(c,x +d,) = —InH(x),x € R. (3.26)
n—-0oo

Pretpostavimo da za x € R nizovi (u,) = (¢,x + d,,) zadovoljavaju uslove D(u,) i D'(u,)

Tada je (3.26) ekvivalentno sa bilo kojom od naredne dve relacije
cI(M, —d,) SH (3.27)
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i (M, — dy) S H (3.28)

m]

Dokaz Ekvivalencija (3.26) i (3.28) sledi iz Tvrdenja 2.3.2, a ekvivalencija (3.26) i (3.27)
sledi iz Tvrdenja 3.4.2 O
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4. Najduzi niz uspeha

Da bismo S§to bolje objasnili pojam najduzeg niza uspeha, pre nego $to damo
matemati¢ku analizu problema, dacemo dva jednostavna primera.

Prvi primer se tie najduzeg niza uspeha prilikom bacanja nov¢€i¢a. UCenici jednog
razreda su podeljeni u dve grupe. Svakom detetu iz prve grupe je dat novci¢ koji treba
da baci dve stotine puta i da belezi rezultate nizova pismo i glava na papir. U drugoj
grupi deca ne dobijaju nov€i¢, umesto toga im je re€eno da pokusaju da napisu slu¢ajan
niz pismo i glava duzine dve stotine. Nakon prikupljanja ovih papira, trebalo je da ih
podelimo u originalne grupe. U vecini sluajeva je u tome postignut uspeh. Primeéeno
je da se nakon bacanja novci¢a u slu€ajnom nizu duzine dve stotine pojavljuju, npr.
nizovi glava duzine sedam. S druge strane, primeceno je da vecina dece koja je imala
zadatak da zapiSe slu¢ajan niz, obi¢no ima strah da napi$e niz duzi od Cetiri. Prema
tome, da bismo pronasli izuzetke kod grupe koja je bacala novci¢, jednostavno biramo
one kod kojih su nizovi duzine vece od pet.

Iz ovog eksperimenta proizilazi pitanje - koja je duZina najduzeg niza glava u n
Bernoullijevih poku$aja?

Drugi primer proizilazi iz razgovora sa mladim kockarskim amaterom na temu ruleta. On
tvrdi da je zajedno sa prijateljima zabelezio rezultat svih rulet igara u svakom kazinu u
periodu od tri godine. Oc¢igledno ih je interesovala Sema koju bi kasnije mogli da koriste
kako bi pobedili sistem. Receno je da su jedno vece zabeleZili Sesnaest puta crveno za
redom, $to je naizgled suprotno u odnosu na pretpostavku o slu€ajnosti u ruletu.

Razmatramo veoma jednostavan model: Slu¢ajne promenljive X3, X,, ... SU nezavisne

Bernoullijeve promenljive sa istom raspodelom i verovatnocom uspeha p, ij.
PX=1)=p, PX=0=q=1-p,

za neko pe(0,1). Niz uspeha jedinica duzine j u Xi,...,X, je definisan kao podniz

(Xit1, -, Xiyj) niza (Xy, .., X, ) tako da je

Xi=0Xip1==Xi4; =1L, Xi4j41 =0,

gde uzimamo da je X, = X,,4;1 = 0.

Zanima nas koliko je dugac¢ak najduzi niz uspeha jedinica u Xy, ..., X;,.

Alternativna formulacija je data slu¢ajnim hodom (S,,) generisanim sa (X,,):

SO = O, Sn :X1 + "‘+Xn.
Neka je
I,(j) = maxXo<icn—j(Siv1 — ), 1<j<n,

i Z, najveci ceo broj takav da je I,(Z,) = Z,. Tada je Z,, duzina najduzeg niza uspeha
jedinica u Xy, ..., X,,.
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-~ 24 1L 00 221021 1000220000 2 200020000
4 L0000 L0204+ 12002204020 20— a0
4 01T 00+ 100200210204 22 102200220
01414 110022020000 20002 2 2020 = = ==
4 L0012 0 121 101200221020 210000 2 = =4 4
4 L0040 1104140010204+ 20 2 1000220 =0
LT 00210020002+ 210 2120321211210 202100020
LT 0000002204121 10213211200 2020200 ==
0400100200200 20 ~-000 22 24 10220200
00000124144 412100000020+ 200000 ==
0014012100000 1T00000 2120000221322
4 L0041 01044110004+ 4 210000202000 =
0140141102000 0 22202200l a020—
— 2100022020220 202200l 222000
0421102210000 22022002202 a020—0
OO0+ 4110042210200 220 |la|ln0O0r000O0 -
0O—2T 0002121000020 2000 0RO 22200
-~ 2T 00002020220 22002022l n0o 2202 2
0140021000400 1020 —~-00 2 a|lalno0or0r0=a0O
4 1444 LT 000000+ 2002002000200 0 = = =

Tabela 4. Slu¢ajan niz 600 vrednosti 0 i 1. Obe vrednosti se pojavljuju sa jednakom
verovatno¢om. NajduZzi niz jedinica je duZine 7.

Primer 4.1.1 (NajduZi niz uspeha u osiguranju)

Neka su Y; nezavisne slu¢ajne promenljive sa istom raspodelom koje oznacavaju broj
zahteva u nekom portfoliju i neka je u = 0 dati prag. Uvodimo Bernoullijeve slu€ajne
promenljive

Xi=lyswy 121,
sa verovatnocom uspeha p = P{Y; > u}. NajduZi niz uspeha jedinica u Bernoullijevom
nizu {X;} odgovara najduzem uzastopnom nizu prekoracenja praga u. O

Primer 4.1.2 (Najduzi niz uspeha u finansijama)
Standardni Cox-Ross-Rubinstein model u finansijama pretpostavlja da vrednost rizicne
aktive ili raste sa verovatno¢om p, ili opada sa verovatno¢om 1 — p. Rezultiraju¢i model
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binomnog stabla sluzi kao skelet za mnoge naprednije modele, ukljuujuci Black-
Scholes model. Niz uspeha jedinica u ovoj postavci odgovara uzastopnom porastu cena
rizicne aktive. m]

Primer 4.1.3 (Tac¢na raspodela Z,, za simetri¢an slu¢ajan hod)
Simetrican slu¢ajan hod odgovara verovatnoéi p = 0.5. Poznato je da je precizna
raspodela za najveci ceo broj Z, takav da vazi Z, = I,,(Z,) za simetrian slu¢ajan hod.
Zasvakoj=1,..,n,
N 1 on+1yi ok (DYM k)

P(Zy <)) = 5 X Theo D4 () (A7) i=Ln (41)
Formula (4.1) je ograniCene vrednosti, s obzirom na to da moZze biti primenjena pravilno
samo za male n. Vreme koje potrebno da kompjuter oceni formulu (4.1) izuzetno brzo
raste sa n. Numeri¢ke aproksimacije binomnih izraza Stirlingovom formulom ili drugim
metodama ne daju zadovoljavaju¢e odgovore. O

4.1 Totalna udaljenost varijacije u odnosu na Poissonovu raspodelu

S obzirom na to da se slu€ajna Setnja S, sastoji od binomnih slu€ajnih promenljivih,
Poissonova aproksimacija je opravdana. Primenjuje se Stein-Chen metod da bi se
izvele granice totalne udaljenosti varijacije izmedu zakona raspodele Fw, od

]/|/j:

L

i od Poissonove raspodele sa parametrom
A =nq*p’ = EW)).

I{Xizo'Xi+1="'=Xi+j=1 ,Xi+j+1=0}

n
=1

W; ukljuCuje sve nizove uspeha jedinica duzine j. Totalna udaljenost varijacije izmedu
dve raspodele F; i F, za nenegativne cele brojeve je data sa

dry (Fy, F) = supacy, |Fi(A) = Fy(A)] = 5 Titsol Fy (k) — F, (U

Gornja granica za d;y (Fy, ., P(A)) takode daje ocenu pojedinacnih udaljenosti
J

|P(w; = k) —e X k>0,

dry (FWj,?(nquj)) <((2j—1Dq+2)qp’/, n>2j+2.

Prema tome,
/1k
SUPk=0 P(VV] =k) - e_AF =dry(F,F;) =
k .
= SUPyso |P(postoji taéno k nizova duzine j) — e™* %| < ((2j—1)q + 2)qp’. (4.2)
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Ova ocena daje korisne informacije kada je desna strana nejednakosti mala u
poredenju sa Poissonovim verovatno¢ama na levoj strani nejednakosti.

4.2 Skoro sigurno ponasanje

Teorema 4.2.1 (Skoro siguran rast duzine Z,, najduzeg niza jedinica)

Za svako fiksirano p € (0,1),
Zn 1

lim, _,,— = S.S. (4.3)

Inn —Inp

O

Pokaza¢emo kako se rezultat ove teoreme moze pokazati klasichom teorijom grani¢nih
vrednosti. Najduzi niz jedinica je otprilike reda —12—;’, tj. raste sporo po n. (Tabela 5).

Postavlja se pitanje odakle dolazi logaritamska normalizacija u jakom zakonu velikih
brojeva. Osnovna ideja je

L, = min{n > 1: X,, = 0},
Lk = min{n:n > L1 + -+ Lk—lan = 0} - (Ll + -+ Lk—l)a zak = 2.

Posto su X,, nezavisne sluc¢ajne promenljive sa jednakom raspodelom, iz osobine
procesa Markova S,, zaklju¢ujemo da su L, nezavisne pozitivne slu¢ajne promenljive
sa jednakom raspodelom. Nije teSko videti da je

P(Ly=k)=qp* 1, k>1.

Prema tome, L, ima geometrijsku raspodelu. Po konstrukciji, vrednosti L;_; =1 su
duzine nizova jedinica i slu¢ajna promenljiva

N(n) = card{m: Y%, L; < n}

ratuna broj nula izmedu X, ...,X,,. Prema tome, ona ima binomnu raspodelu sa
parametrima (n, q). Dalje, u cilju odredivanja duZine najduzeg niza jedinica u Xy, ..., Xp,
treba da prou¢imo maksimume geometrijskih slu€ajnih promenljivih sa identi¢nim
raspodelama duz slu¢ajno indeksiranog niza. Zaista,

maXiSN(n) Li —-1< Zn < maXisN(n)+1 Li —1. (44)
Za dokaz teoreme, treba nam sledeée pomocéno tvrdenije.
Tvrdenje 4.2.2 (Karakterizacija minimalnog i maksimalnog skoro sigurnog rasta
maksimuma geometrijskih slu€ajnih promenljivih)
Neka je d,, rastuci niz pozitivnih celih brojeva takvih da d,, — oo.
a) Relacija P(max;<, L; > d,, i.0.) =0 vazi ako je Y, p% < oo,
ili
relacija P(max;<, L; > d, i.0.) =1 vaZiako je Yo ,p% = oo,
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b) Dodatno pretpostavimo da np%: — . Tada je
P(max;<, L; < d, i.0.) =0 akoje Yo ,p*exp{—npin} < oo,
Ili
P(max;c, L; < d, i.0.) =1 ako je Yo, pirexp{—npi} = oo.

Stavise, ako je lim inf,,_,.,npn < o, onda

P(max;<p, L; < d,, i.0) = 1.

c) a) i b) ostaju vazeci ako se n svuda zameni sa [nc], gde [x] oznaCava ceo deo

od x i ¢ je pozitivna konstanta.
m|

Restrikcija na nizove celih brojeva d,, je prirodna, posto su u pitanju celobrojne slu¢ajne
promenljive i dogadaji oblika
{max;<, L; < x} = {max;<, L; < [x]}.

Dokaz Teoreme 4.2.1 je sada posledica prethodnog tvrdenja i relacije (4.4). Medutim, i
dalje postoji maniji problem: iz tvrdenja dobijamo samo

L; S 1
maX;<y nn - = .

Prema tome, treba da zamenimo n slu¢ajnim indeksom N(n) ili N(n) + 1, Sto se moze
uraditi na osnovu Leme 1.5.3 i €injenice da N(n) moze da se protumaci kao obnavljajuci
proces prebrajanja koji posmatramo u celobrojnim vremenskim trenucima, pa je

N(n)/nsjq (Teorema 1.5.9). Primenjujucéi slicne tehnike, rezultati se mogu pokazati
preciznije nego Teoremom 4.2.1. Postoje i rezultati o duzini nizova jedinica koji su
prekinuti datim brojem nula. Koristimo notaciju:

Ingx = x,In;x = max(0,In(lngx)), Ingx = max (0,In (Ing_1x)), x > 0, k > 2.
Teorema 4.2.3 (Skoro sigurno ponasanje duzine najduzeg niza jedinica)
a) Za svako r € N vaZi sledeca relacija:
P(z,>|

b) Za svako £> 0,

Ini(ng)+:--+in,(nq)+eln,(nq) i o )

i {0, e>0,

1, e<0.

P (2, < [ — 1 io.) =0,

In(nq)—-Inz;(nq) . _
P(ZnS T]+1 l.0.)—1.
Dokaz. Za fiksirano r > 1, ¢ > 0 i malo € piSemo

Ini(nc)+---+In,(nc)+eln,-(nc)
bu(e,c) = [ ; —Inp ]
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Onda se lako proverava da je
Ty pP9 < oo ili = oo

kadajee > 0ilie <0.
Pa, prema Tvrdenju 4.2.2,

P(maxis[nc] Li—1> b,(¢,c) i.o.) =0ili=1 (4.5)
kadajee > 0ilie < 0.

Posto N(n)/n qu , sledi da je za svako malo fiksirano § >0 i za veliko n, sa
verovatnoéom 1,
n(l—-8)g<Nmn)<n(1+4d6)q—1. (4.6)
Takode primetimo da za veliko n,
b,(g/2,q(1+ 6)) < b,(¢,9). (4.7)
Zbog (4.6), (4.7) i (4.4) dobijamo

P(max;<p(1+s)q Li —1 > by G, 1+ 6)q) i.0.) = P(Z, > b,(c,q) i.0.).

Ovo zajedno sa (4.5) pokazuje prvi deo teoreme za € > 0. Za € < 0 se moze pokazati
na sli€an nacin. Nastavljamo sli¢no u drugom delu. Za ¢ > 0, stavimo & =In(1 + ¢).
PiSemo, za € > 0, ¢ > 0 i za dovoljno veliko n,

, In(nc)—Insz(nc)—¢ In(nc)-In ((1+&)Iln, (nc))
bn(é‘, C) - [ —ln3p ] - [ —lnps e

i razlomadki deo

_ (In(nc)-Inz(nc)—e
Zn = { —Inp }

Tada, prema P(L; > x) = P(Ly > [x]) = p*! = p*~3 za3 veliko n,

In,(nc)

, , ne
pPnEDexp{—[nc]pP&)} = (14 &)pZnexp {— %lnz (nc)(1 + e')p_Zn}

nc

Inyn

< _—
< const TR

Poslednji niz moze da se sumira i sledi iz Tvrdenja 4.2.2 da
P(maX;<n. L; < b, (g,¢) i.0.) =0. (4.8)
Sli¢no, neka je

: In(n)—tns (nc)
bi(e) = [P 4

In(nc)-Ins (nc)}

Z;lz{ —Inp

Onda
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” ” Inp(nc) 1_z [nc] —7 Inyn
pPr©@exp{—[nc]p?r©} = —=—p'Frexp {—Flnz (nc)p?t Zn} > const —=—.

Ovaj niz divergira kada se sumira, pa zbog Tvrdenja 4.2.2:

P(maX;<pc L; < b;(c) i.0) =1.

Preostaje joS da se prebacimo na slu€ajan niz indeksa (N(n)). Nastavljamo kao u
prvom delu dokaza: biramo malo § > 0i & > 0 tako da za veliko n,

In(nq)-Ins(nq)—¢ < In(nq(1-68))—inz(nq(1-8))-¢
—Inp - —Inp )

Tada prema (4.8),

P(Z,<b,(e,q) —1 i.0.)< P(maxisn(l_(g)q Li < b,(e,(1 —8)q) i.o.) = 0.

Moze se sli¢no nastaviti sa nizom (b;,(c)), ali preskacemo detalje. Ovo dokazuje drugi
deo teoreme. m]

Ovi rezultati pokazuju suptilno skoro sigurno ponasanje duzine najduzeg niza jedinica.

Posledica 4.2.4
Za svako fiksirano ¢ > 0 i r € N, sa verovatno¢om 1 duzina najduzeg niza jedinica u
X, ..., X, upada, za velike n, u interval [a,, 8,], gde je

_ [na)-tns(na)—e] _
0n = [ —Ilnp ] L
In(ng)+---+In,.(nq)+eln,(nq)
B = s . (4.9)
a

U Tabeli 5 uporedujemo stopu skoro sigurnog rasta za Z,,, tj. -Inn/Inp sa gornjim i
donjim granicama (4.9). Biramop =1/2ir =3, e = 0.001 i granice

_ [In(n/2)~-In3(n/2)-0.001 _
Un = [ In2 ] L
,[)) _ [ln(n/z)—lnz(n/2)+1.001ln3(n/2)]
L In 2 )
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n Inn/ln2 an | Bn
50 5,64 3 6
100 6,64 4 8
150 7,23 4 8
300 8,23 5 10
500 8,97 6 11
700 9,45 6 11
1000 9,97 7 12
1500 | 10,55 7 13
3000 | 11,55 8 14
5000 | 12,29 9 15
7500 | 12,87 9 15
10000 | 13,29 10 16

Tabela 5. Skoro sigurne granice «a,, i B, za najduZi niz Z,, jedinica u slu¢ajnom hodu

16 I—
14
bl it g
12 T =
] .
: jmm==m===s a*n
10 : l_ S T
i P - ||'|I||l'||'|2
g =
- = trajcktorijal
6 = = = = trajektorija 2
=== prajcktosija 3

(]
1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
2000
000

Grafik 2. Tri simulirane trajektorije duZine Z,, najduZeg niza jedinica u slu¢ajnoj setnji
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4.3 Ponasanje raspodela

Iz primera 2.1.5 smo videli da maksimumi geometrijskih slu¢ajnih promenljivih nemaju
grani¢nu raspodelu, kakve god da su normalizuju¢e konstante i centriranja.
Medutim, rep geometrijske raspodele je veoma blizu repa eksponencijalne raspodele.
Tacnije,

L, —1=[E;/(—Inp)] (4.10)

za standardnu eksponencijalnu slu€ajnu promenljivu E;, [x] oznadava ceo deo od x.

Lako uo¢avamo:
qp* = P(L, —1=k) = p* —p"*
= P(E1€[k(=Inp), (k + 1)(—Inp)])
=P(|—=| = .

—Inp

Neka su sad (E,) nezavisne standardne eksponencijalne sluajne promenljive sa
identi€nim raspodelama. 1z primera 2.2.7 znamo,

max(Ey, ...,E;) —Inn iA (4.11)
gde je A(x) = e~¢", xeR, Gumbelova raspodela.
Kada znamo (4.4), moZzemo da se nadamo da raspodela Z, nije daleko od Gumbelove
raspodele.

Teorema 4.3.1 (Asimptotsko ponasanje raspodele duzine najduzeg niza jedinica)
Neka je Y slu€ajna promenljiva sa Gumbelovom raspodelom A. Onda je

o[22 )L 22

Ovde [x] oznagava ceo deo od x, a {x} oznaCava razlomacki deo od x, tj. {x} = x — [x].

SUDkez -0

Dokaz. Iz (4.11) i Leme 1.5.5 zakljuCujemo da

max; Ei InN(n) 4 v
UL LI - (4.12)
—Inp —Inp —Inp

ako je Anscombeov uslov zadovoljen i Y ima raspodelu A. Ovo mozemo videti i iz
sledeceg:
P(maxn(1—6)q<msn(1+6)q|(maxism Ei —In m) - (maxian Ei —In ([qu]))l > E)

[n__(A+8)ql\y _

<P (maxiSn(Hg)q E; — max;<n(1-6)q Ei > 2) + I(g’oo)(ln (
VaZi da je p, jednako 0 za malo § i veliko n. Dalje,

p1 = P( E;— max E; > ¢/2)

max i
n(1-6)qg<isn(1+9d)q isn(1-6)q
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= P(maxis[n(1+6)q] n(1-8)q] E; —In([n(1 + 8)q] — [n(1 — 8)q]) — maxicp1-s)q) Ei —

s -5
In([n(1 - 6)q]) >~ ("<1+ 2?1 ([Sr;;l] Jalyy

gde je (E;) nezavisna kopija od (E;).
Na osnovu (4.11), vidimo da p; konvergira ka

P(Y, — Y, > % ~In(28/(1 — 8)))

za nezavisne slucajne promenljive Y; koje imaju Gumbelovu raspodelu. Sada, desna
strana poslednje grani¢ne verovatnoce moze da se napravi da bude mala, tako Sto
biramo dovoljno malo §. Prema tome, Anscombeov uslov je zadovoljen.

Posto N(n)/ns'—>s'q, mozemo sada da zamenimo izraz InN(n)/(—Inp) u (4.12) sa
In(nq) /(—Inp). Posto je A neprekidna, odmah iz (4.12) dobijamo da

sup; |P (

To implicira da

maxi<nn) Ei  In(ng)

St)—P(TiPSt)|—>0.

lln(nq) < t> _p (l Y N {ln(nQ)}l - t>‘
—Inp |~ —Inp “np ||=
lnp] [ln(l:n(;)] ) p ([ " {lf 1(:;?}] < t)| - 0.

S obzirom na to da su promenljive u posednjoj grani¢noj relaciji celi brojevi, supremum
za svako t € R se smanjuje na supremum za cele brojeve. m|

—Inp —Inp

d

= sup; |P (maXl<N(n) [

max_E;
isN(n)

—Inp

Sup;

Iz Teoreme 4.3.1 mozemo da zaklju¢imo sledece o asimptotskom ponasanju raspodela

zaZy,:
P (o <+ [202]) = (o + (2] 1) ot =

=P(_;;p+{%}<k+1)+o(1)=

=P<Y<(k+1)( Inp) — {ln;u;}(—lnp)>+0(1)=

= exp{_pk+1_{ln(nQ)/(_ In P)}} + 0(1),

za sve cele brojeve k > 1 — [In(nq) /(—Inp)].
Specijalno, za k pozitivno,

P(Z, =k + [lf f:?))]) ~ qp*—n(na)/(=Inp)}

Pitanja o najduZzem nizu jedinica i slicnim problemima su privukla mnogo paznje u
literaturi. Primene leze, ne samo u teoriji ekstremne vrednosti, finansijama, osiguranju,
ve¢ i u molekularnoj biologiji (najduzi nizovi koji se poklapaju u lancima DNK),
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prepoznavanju obrasca (najduzi obrascu koji se ponavljaju u slu¢ajnim nizovima) i
sliéno.

Problem najduzeg niza jedinica je usko povezan sa pitanjem o redu veli€ine prirastaja
generalnog slu¢ajnog hoda (S,,). Zgodan alat za opis reda prirastaja je dat sa

L,(j) = maxXggicn—j(Siy; — Si), 1<j<n.

Za specijalan slu¢aj Bernoullijevih slu¢ajnih promenljivih sa identi¢nim raspodelama, sa
verovatno¢om uspeha p € (0,1), mozemo da zaklju¢imo iz Poglavlja 4.2 da je

In([ Inn ]
lim,,_, l;l,?’j’ = 1 skoro sigurno.

—Inp

Ovaj rezultat ve¢ pokazuje tipi€an red prirastaja za slu€ajan hod. Sada pretpostavimo
da E(X) = 0 i da X ima funkciju generatrise momenta M (h) = E(e"¥).
Neka je hy = sup{h: M(h) < oo} = 0 i definiSemo broj

c =c(a) sae V¢ = inf,.ge "M(h), a > 0. (4.13)

Lako je videti da ako hy > 0, onda infimum leZi strogo izmedu 0 i 1, pa je c pozitivno.

Teorema 4.3.2 (Erdos-Renyi jak zakon velikih brojeva za prirastaje slu¢ajnog hoda)
Relacija

In([cln n])

[cInn]
vazi za svako

ae{%:0<h<h0}.

lim,,_, = a skoro sigurno

Ovde je ¢ = c(a) dato jednacinom (4.13). O
Brojne generalizacije ove Teoreme su dokazane. One zavise u mnogom od tehnika

velikih devijacija (zbog koje je potrebna pretpostavka o postojanju funkcije generatrise
momenta) i od uopstenja teorije procesa obnavljanja.
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Zakljucak

Zakon velikih brojeva je zakon teorije verovatnoce koji opisuje rezultat vr§enja istog
eksperimenta veliki broj puta. Prema ovom zakonu, prosek rezultata dobijenih putem
velikog broja pokuSaja bi trebalo da bude blizu ocekivane vrednosti i bi¢e joj sve blizi
kako se broj poku$aja bude povecéavao.

Iz zakona velikih brojeva sledi da empirijska verovatno¢a uspeha u nizu Bernoullijevih
pokuSaja konvergira teorijskoj verovatno¢i. Za Bernoullijevu sluajnu promenljivu,
oCekivana vrednost je jednaka teorijskoj verovatnoCi uspeha, a prosek takvih n
promenljivih je ba$ jednak relativnoj frekvenciji, pod uslovom da su promenljive
medusobno nezavisne i da imaju identi¢nu raspodelu.

Ovaj zakon je od izuzetnog znacaja zato $to garantuje odredenu stabilnost dugoroc¢nih
rezultata za slu€ajne dogadaje. Na primer, iako kazino moze da izgubi novac na jednom
spinu ruleta, njegova zarada ¢e teziti predvidenom procentu nakon velikog broja
spinova. Svaki niz pobeda ¢e na kraju biti prekinut parametrima igre.

Vazno je imati na umu da zakon velikih brojeva vazi samo kad se uzima u obzir veliki
broj posmatranja. Ne postoji pravilo koje tvrdi da ¢e mali broj posmatranja konvergirati
oCekivanoj vrednosti, ili da ¢e jedan ishod odmah biti izbalansiran drugim.
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