S ;

Sent UNIVERZITET U NOVOM SADU S,
v I~ 7

S |Ill] & PRIRODNO - MATEMATICKI FAKULTET S
= ~d * Ay
%, 722==&  DEPARTMAN ZA MATEMATIKU I WISRC
oyt o INFORMATIKU Opy e

Bojana Cobanov

LEVIJEVI PROCESI U
FINANSIJAMA I OSIGURANJU

-master rad-

Novi Sad, 2013.



Sadrzaj

Predgovor

1 Uvod u stohasticku teoriju
1.1 Osnovni pojmovi teorije mere . . . . . . . . .. ... L.
1.2 Osnovni pojmovi teorije verovatnoée . . . . . . . . . ... ... ... ..
1.3 Osnovni pojmovi stohasticke analize . . . . . . . . . ... ... ... ...

2 Levijevi procesi
2.1 Analiza skokova . . . . . ...
2.2 Pocetni primer Levijevog procesa . . . . . . . . . . ...
2.3 Levijev proces i njegove osobine . . . . . . .. ... ... ...
2.4 Levi-Itova dekompozicija . . . . . . .. ..o o
2.5 Neke klase Levijevog procesa . . . . . . . . . . . ...
2.6 Stabilni procesi . . . . . . ...

3 Uvod u finansijsku teoriju
3.1 Istorijski razvoj finansijskih trzista . . . . . .. .. ...
3.2 Osnovni pojmovi vezani za finansijske derivate . . . . . . . .. ... ...
3.3 Black-Scholes model za utvrdivanje cene opcije . . . . . . . .. ... ...
3.3.1 Binomni model . . . . . ... ... o
3.3.2 Geometrijsko Braunovo kretanje cene akcije . . . . ... ... ..
3.3.3 Black-Scholes formula . . . . ... ... ... 0000
3.3.4 Nedostaci Black-Sholes modela . . . . ... ... ... ......

4 Primena Levijevih procesa u finansijama
4.1 Ekvivalentna martingalska mera i nekompletnost trzista . . . . . . . . ..
4.2 Laplasova transformacija kod utvrdivanja cena opcija . . . . . . . . . ..
4.3 Popularni modeli . . . . .. ..o o

5 Stohasticka volatilnost u Levijevim modelima
5.1 OU procesi . . . . . . . . e
5.1.1 Gama-OU proces . . . . . . . . .. . .
5.1.2 IG-OU proces . . . . . . . . .
5.2 Stohasticka promena vremena . . . . . . . . . .. ...

6 Primena Levijevih procesa u osiguranju
6.1 Principi premije . . . . . ...
6.2 Stohasticka stopa mortaliteta . . . . . . . ... ... L.
6.3 Temporalni a-stabilni subordinatori . . . . . . . . .. ... ... ... ..



6.4 Indiferentno odredivanje cena . . . . . . . .. ... oL Y}
Zakljucak 56
Dodatak 57

Literatura viii

i



Predgovor

Istorija stvaranja i primene matematickih modela u finansijama @ osiguranju pocinje jos
pocetkom 20-tog veka. 1900. Louis Bachelier pokazuje da je Braunovo kretanje osnov bilo
kog projektovanja cena na finansijskom trzistu. U isto vreme, Filip Lundberg izvodi svoju
tezu prema kojoj je homogeni Poasonov proces kljucni model osiguranja.

Tema ovog rada je primena Levijevih procesa u odredivanju cene finansijskih derivata 1
premije Zivotnog osiguranja. Iza tog kratkog izvodenja cena lezi mnostvo teorija, dokaza
i dodatnih izvodenja. Ovde éu se bazirati pre svega na dobrom razumevanju i definisanju
teorije 1 pokusacu da razdvojim stvari koje su kljucne za razumevange problema.

Prirodne celine koje se namecu pri prvom susretu sa temom jesu: stohasticka teorija i
primena te teorije u finansijama 1 u osiguranju. Ovaj rad tako sam i podelila u dva dela,
u okviru kojih teme razdvajam po poglavljima.

Teorija mere, realna 1 funkcionalna analiza, teorija verovatnoce i stohastike samo su neke
od polaznih oblasti koje pruZaju osnovu za definisanje Levijevih procesa. Zato na samom
pocetku navodim definicije i objasnjenja osnovnih poymova iz ovih oblasti.

Drugo poglavije posveéeno je Levijevim procesima. Polazeci od najjednostavnijih primera
wvodim novu klasu stohastickih procesa, a zatim se nadovezujem sa osobinama koje ka-
rakterisu ove procese, kao i sa nabrajanjem specijalnih klasa medu kojima je Poasonov
proces, sloZen Poasonov proces i Braunovo kretangje.

Drugi deo rada posveéen je primeni prethodno definisanih procesa u finansijama i osigu-
ranju. Kao $to sam navela wvodne definicije za stohasticku teoriju tako u 3. glavi pricom
upoznajem citaoce sa osnovnim pojmovima vezanim za finansijsko trziste i finansijske de-
rivate uopste. Dalje, pomocu binomnog modela izvodim cuvenu Black-Scholes formulu i
na kraju navodim nedostatke ovog popularnog modela sto ujedno predstavlja i motivaciju
za nov nacin odredivanja cena finansijskih derivata.

U 4. glavi konacno dolazim do formule za cenu kol opcije. Nagpre ce biti objasnjeno
kako da se dode do ekvivalentne martingalske mere a zatim i zasto je trziste nekompletno.
Eksplicitnu formulu za cenu kol opcije izveséu pomocu Laplasove transformacije, a zatim
¢u navesti 1 neke od modela koji se baziraju na Levijevim procesima.

Jedan od nedostataka Black-Scholes modela jeste pretpostavka o konstantnoj volatilnosti
dok je ona stohasticka. ReSenje ovog problema predstavila sam w 5. glavi. Sustina je u
tome da umesto da posmatramo Levijev proces u odnosu na vreme t, posmatramo ga u
odnosu na proces koji modeluje protok vremena. Kroz Levijev proces uveli smo skokove,
ali smo w isto vreme wuveli © stohasticku volatilnost. Stohasticka volatilnost koristi se
kod modelovanja varijacije u ceni opcija za duzi vremenski pertod, dok skokovi sluZe za
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objasnjenje varijacije u kracim rokovima.

6. glava odnosi se na primenu Levijevih procesa u osiguranju. Prvo ¢u definisati principe
premija kao jedan od osnovnih poymova u teoriji osiguranja, a zatim ¢éu pomocu stope
mortaliteta doci do verovatnoce preZivijavanja koja igra odlucujucéu ulogu u odredivanju
cene ugovora.

Ovom prilokom Zelela bih da se zahvalim svom mentoru, dr Dori Selesi na svim savetima
1 pomoci, ne samo u procesu izrade ovog rada, nego u toku celog studiranja. Na predava-
ngima 1z aktuarske matematike, konsultacijama u vezi ove, ali © drugih tema naucila me
je na koji nacin mogu da primenim svoje znanje u brojnim oblastima kako finansija tako
1 aktuarstva.

Zelela bih da se zahvalim i clanovima komisije dr Dandjeli Rajter-Cirié i dr Sanji Rapajic
na zanimljivim predavanjima 1 znanjem koje su mai pruZile.

Bojana Cobanov
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Stohasticka teorija



Uvod u stohasticku teoriju

U ovom delu navodim osnovne pojmove, definicije i nacela koja ¢e mi kasnije omoguéiti
da prosirim teoriju na nove klase procesa.

1.1 Osnovni pojmovi teorije mere

Definicija 1.1. Topoloski prostor je par (X,0) gde je X #0 i O C P(X) tako da vazi:
1. 0, X € O;
2. VO1,0, € O = 010y € O;
3. V{O;:i€l}y CcO =, 0 €0.
O je topologija na X, (X, Q) je topoloski prostor, a elementi O su otvoreni skupovi.
Definicija 1.2. o-algebra na X je familija skupova M C P(X) sa osobinama:
1. X e M;
2. Ae M= X\A e M;
3. V{A, :n e N} = ), ey An € M.
M je o-algebra na X, (X, M) je prostor sa o - algebrom, a elementi M su merljivi skupovi.
Merljive funkcije su pojam koji zamenjuje pojam neprekidnih funkcija iz realne analize,

ali ne zahtevaju topolosku strukturu nego strukturu o-algebri.

Definicija 1.3. Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom i (Y,O) topologija, funkcija
(X, M) — (Y,0) je merljiva ako f~1(0) € M,YO € O

Definicija 1.4. Borelova g-algebra je najmanja o-algebra koja sadrzi zatvorene skupove
proizvoljnog topoloskog prostora. Sa B(R) oznacava se Borelova o-algebra na skupu re-
alnih brojeva.



Definicija 1.5. Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom. Mera p na M je funkcija p :
M — [0, 00| za koju vazi
Ako je A; € M, i € N disjunktna familija skupova, tada je p(lJ;,) = D oy u(A)

(X, M, 1) je merljiv prostor ili prostor sa merom.

Definicija 1.6. Neka je (X, M, u) proizvoljan merljivi prostor. Mera v na prostoru
(X, M) je apsolutno neprekidna u odnosu na p ako VA € F i vazi

w(A)=0=rv(A) =0.
Mere p i v su ekvivalentne ako su medusobno apsolutno neprekidne tj. ako vazi
uw(A)=0<rv(A) =0.

Definicija 1.7. Neka su (X, M) i (Y, N) prostori sa o-algebrama. Proizvod o-algebri
M @ N je o-algebra na proizvodu X x Y koju generisu skupovi oblika A x B, gde je
Ae M,BeN.

Definicija 1.8. Neka su (X, M, ) i (Y, N, v) prostori sa o-algebrama M i N i kona¢nim
merama 4 1 v. Tada postoji jedinstvena mera n na H = M ® N tako da je

1A x B) = u(A) x v(B)
za sve pravugaonike A x B,A € M,B € N.

Definicija 1.9. Konvoluciju mera p i v na nekom skupu A oznacavamo

wew)a) = [

R

V(A —x)u(dr) = / WA — x)v(dr).

R

Teorema 1.1 (Fubinijeva teorema). Neka su (X, M, pu) i (Y,N,v) prostori sa o-
algebrama i konacnim merama i neka je n = p @ v mera na M Q N. Ako je funkcija f
na X XY u R n-integrabilna, tada

J [ = [ (] nawav= [ san

Primer 1.1. (Dirakova mera koncetrisana u xy.) Neka je (X, M) o-algebra i xy € X.

Za A € M definise se:
1, To € A

=g meh

Primer 1.2. (Verovatnosna mera.) Mera p na (X, M) koja ima osobinu da je u(X) =1
se naziva verovatnosna mera ili mera verovatnoce

Primer 1.3. (Levijeva mera.) Mera u je Levijeva mera na M — {0} ako

/ (lyl* A Dp(dy) < oo.
M—{0}



1.2 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Ako bi merljive skupove poistovetili sa slu¢ajnim iskodima tj. dogadajima u verovatnodi,
skup X zamenili sa X=(), g-algebru M = F, merljive funkcije sa slu¢ajnim promenlji-
vama, dobijamo sledeée definicije.

Definicija 1.10. Prostor verovatnoca je trojka (2, F, P) gde je (2, F) merljiv prostor i
P je verovatnosna mera na F, §to znaci da P: F — [0,1] i vazi:

1. P(Q) =1,
2. P(U2 Ay =32, P(A,), gde su A, € F,n € N, disjunktni skupovi.

Definicija 1.11. Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca. Preslikavanje X : Q — R" takvo
da X~'(B) € F, B € B" naziva se R" - vrednosna slucajna promenljiva nad (2, F, P).
Takode, koristi se izraz X je F - merljivo.

Elementi prostora 2 su svi moguéi ishodi nekog procesa, ili sva moguca stanja, a merljivi
skupovi se nazivaju dogadajima.

Teorema 1.2 (Radon-Nikodym). Ako su P i P dve mere verovatnoce na prostoru
(Q,B) takva da je P apsolutno neprekidna uw odnosu na P, tada postoji nenegativna
slucajna promenljiva A takva da za svako C' € B wvazi P(C) = fc AdP. Ova slucajna

promeljiva zove se Radon-Nikodym izvod P u odnosu na P i zapisujemo ga kao
dP

A=
dP

Iz prethodne teoreme mozemo, praveéi paralele u teoriji verovatnoée, zakljuciti sledece:
Ako je X slucajna promenljiva sa apsolutno neprekidnom funkcijom raspodele p, u odnosu
na Lebegovu meru na R? dobijamo funkciju gustine promenljive X

_dp,

dx

Definicija 1.12. Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca. Niz sub-c-algebri {F, C F,n €
N}, je nezavisan ako za bilo koju n-torku iy, 4y, ...i, i bilo koje A;; € F;,1 < j < n, vazi

P

P(A,nA,N..NA,) =]]P(A;.)

j=1

Definicija 1.13. Niz sluéajnih promenljivih {X,,n € N} je nezavisan ako su odgovara-
juce o-algebre {o(X,,),n € N} nezavisne.

Slu¢ajna promenljiva X i sub-o-algebra G od F su nezavisne ako su o(X) i G nezavisne.
Nezavisnost dogadaja A i B se moze zakljuciti ako vazi

P(AB) = P(A)P(B).
Takode, na osnovu gore navedene, neformalne definicije, moze se shvatiti da su sluc¢ajne

promenljive X1, X5, ... nezavisne ako su dogadaji X;'(S1), X5 '(S2), ... nezavisni za sve
Borelove skupove S; € B(R),i = 1,2, ...



Definicija 1.14. Funkcija F(z) : R — [0, 1] definisana sa
F.(z) = Pw € QX (w) < z),

naziva se funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X.
Definisano u prostoru mera, funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X, F}., se moze zapi-
sati na jedan od slede¢ih nacina:

F(z) = P(X '(—o00,2)) za svako # € R, S € B".

Definicija 1.15. Slu¢ajna promenljiva X ima gustinu raspodele verovatnoca o(x),x € R,
gde je v nenegativna, integrabilna funkcija, ako vazi

P(X € B)= /ng(x)dx,

za svaki skup B € B(R).
Definicija 1.16. Matematicko ocekivanje slu¢ajne promenljive X je njen integral po meri
P je
E(X)= / XdP = /xdF(:v)
Q R

Ako je f: R? — R™ oéekivanje slucajne promenljive f(X) je
B0 = [ fX@)Pw) = [ f)Fa(do)
Q R™

Definicija 1.17. Neka je X R? dimenzionalna slu¢ajna promenljiva, definisana na pro-
storu (92, F, P). Zatim, neka je G sub-algebra od F tj. G C F. Uslovna verovatnoca slu-
¢ajne promenljive X u odnosu na o-algebru G je preslikavanje Px|g : B(R?) x Q — [0, 1]
za koje vazi

Px|g(B,w) = P(X"(B)|G)(w)
za svako B € B(R?),w € Q.

Dakle, verovatnoca dogadaja A pod uslovom da se realizovao dogadaj B data je sa

P(A|B) = %lf)).

Definicija 1.18. Neka je (€2, F, P) prostor verovatnoca i neka je G o-polje, G < F. Ako
je X : Q — R integrabilna slu¢ajna promenljiva, definiSemo uslovno ocekivanje E(X|G)
kao proizvoljnu slu¢ajnu promenljivu takvu da

1. E(X|G) je G-merljiva;
2. [ XdP = [, E(X|G)dP za svako B € G

E(goY|G) = /Rd 9(y) Pyig(dy, )

U slucaju da su X i sub-o-algebra G od F nezavisne vazi:

E(X|G) = E(X).



Definicija 1.19. Slu¢ajna promenljiva pripada prostoru LP = LP(2, F,PP) ako ima ko-
nacni p-ti momenat tj. E(X?) < oo.
Specijalno,za p = 2, prostor L? je Hilbertov prostor slu¢ajnih promenljivih.

Definicija 1.20. Karakteristicna funkcija slu¢ajne promenljive X ili njene funkcije ras-
podele F' je

b (t) = B(e"X) = /R X dF(z),t € R™.

Karakteristicna funkcija postoji za svaku slu¢ajnu promeljivu i ona je jedinstveno odre-
duje.

Neke od najznacajnijih slucajnih promenljivih koje ¢u koristiti u radu, a svakako i po-
lazna osnova za dalji rad sa stohastickom teorijom su Poasonova i normalna sluc¢ajna
promenljiva.

Pretpostavimo da neki eksperiment ponavljamo n puta i pri tome belezimo broj poja-
vljivanja tog dogadaja. Slucajna promenljiva koja predstavlja broj realizacija dogadaja
zove se Bernulijeva slucajna promenljiva i ona ima binomnu raspodelu B(n,p). Ako je n
dovoljno veliko (u praksi se najéescée uzima da je n dovoljno veliko ako np < 10), uzimamo
A = np i prelazimo na Poasonovu raspodelu P(\).

Normalna (Gausova) raspodela ima najveéi znacaj medu raspodelama verovatnoc¢a. Ne-
macki matematicar Karl Fridrih Gaus analizirao je astronomske podatke pomocéu ove
raspodele i definisao je jednacinu funkcije gustine. Mnoge promenljive koje se pojavljuju
mogu se aproksimirati normalnom raspodelom. Cak i ako promenljiva nema normalnu
raspodelu, nekim transformacijama ona se moze transformisati na normalnu. Zbog toga,
kao i njenih dobrih osobina kao $to su simetri¢nost, slu¢ajne promenljive koje imaju
ovu raspodelu su centrirane, efikasne itd. normalna raspodela ima veliku primenu kako
u prirodnim tako i u drustvenim naukama. Vaznost normalne raspodele kao modela u
matematickoj statistici, finansijama ali i drugim oblastima njene primene, posledica je
centralne grani¢ne teoreme koju ¢u navesti kasnije. Za p = 01 0% = 1 dobijamo standar-
dizovanu normalnu raspodelu.

U sledec¢oj tabeli prikazane su raspodele zajedno sa svojim funkcijama raspodele, oceki-
vanjima i karakteristicnim funkcijama.

Karakteristi¢
Naziv raspodele Oblik raspodele Ocekivanje | Disperzija ata erl‘s‘, ona
funkcija
Binomna raspodela P(X =k)= .
_ » (n " ) ek np np(l—p) | (pe’ + (1L —p))"
X : B(n,p) > ko (k)p (1-p)
Poasonova raspodela P(X = k) = /]\v_,:e_/\ \ \ A1)
X :7m(A) '
Normalna raspodela | e 9 i 2
= — o2 g g T2
X N(p, 0?) eole) = Sme s cre




Sledi izvodenje karakteristi¢ne funkcije Poasonove raspodele. Neka je X : () slucajna
promenljiva sa Poasonovom raspodelom. Karakteristicnu funkciju dobijamo na sledeéi
nacin

Ovaj izvodenje ¢e nam posluziti za izvodenje karakteristicne funkcije Poasonovog stoha-
stickog procesa.

U sledec¢oj teoremi navodim rezultat poznat kao klasi¢na centralna grani¢na teorema.
Teorema 1.3 (Centralna grani¢na teorema). Ako su X1, X, ... nezavisne slucajne
promenljive sa istom raspodelom i konacnom disperzijom D(X},) = o k = 1,2, ..., onda

vazi
pl i X ?Zk:l SN QIR / eTdt, - oo
D(Zk:l Xk) V2T J oo

Postoji veoma vazna veza izmedju Levijevih procesa i pojma beskonacne deljivosti. Zbog
toga najpre navodim definiciju tog pojma, a zatim pokazujem da normalna i Poasonova
raspodela imaju ovu osobinu.

Definicija 1.21. Neka je X slucajna promenljiva sa funkcijom raspodele puy. X je

beskonacno deljiva ako za sve n € N postoji n nezavisnih, jednako raspodeljenih slucajnih
. 1/n) (1/n) ..

promeljivih X7 ..., X7 tako da vazi

x L xWm g 4 xam,
Sto je ekvivalentno sa slede¢im zapisom

~~
n puta

S obzirom na nezavisnost slu¢ajnih promenljivih Xfl/ "o XY™ osobinu beskonacne
deljivosti mozemo utvrditi ako vazi

Ox(t) = (dxam ()",

gde je ¢x karakteristicna funkcija sluc¢ajne promenljive X.

Sledeéi deo posvecujem dokazu da su Poasonova i normalna slu¢ajna promenljiva besko-
nacno deljive.

e Poasonova sluc¢ajna promenljiva X : 7())

ox(t) = exp()\(eit — 1)) = <exp(%(e“ — 1)))n

= (¢xam ()"



gde je X(/m) . (2,

n

Sli¢no sledi i dokaz beskona¢ne deljivosti normalne sluc¢ajne promenljive.
e Normalna slu¢ajna promenljiva X : N (u, 0?)

1 2 1 2 an
¢x(t) = exp(ity — ~t?0*) = exp (n(itﬁ - —t20—)> = [exp(itﬂ - —tQU—)
n

n 2 n 2 n
= ((bX(l/") (t))n7

2

gde je XM (£, 2.

1.3 Osnovni pojmovi stohasticke analize

Definicija 1.22. Stohasticki proces {X(t),t € T} je familija slu¢ajnih promenljivih
definisanih na istom prostoru verovatnoca (2, F, P).

Ako je I konacan skup tada jednostavno imamo kona¢no mnogo sluc¢ajnih promenljivih.
Ako je I prebrojiv, govorimo o stohastickom nizu ili lancu, a u slu¢aju da I nije prebrojiv,
{X(t),t € T} je stohasticki proces.

Stohasticki proces zavisi od dve promenljive ¢ € [ty, 7] i w € 2, medutim promenljivu w
najc¢esce izostavljamo iz zapisa. Ako se fiksira t € T dobija se slu¢ajna promenljiva X (w)
koja se naziva zasek ili secenje, a ukoliko se fiksira w € €2 dobija se jedna realna funkcija
X (t) definisana na skupu 7T tzv. trajektorija stohastickog procesa {X(t),t € T}. Ta
slu¢ajna promenljiva ima svoju funkciju raspodele:

Fi(t,z) = P(X(t) < )

Definicija 1.23. Konacno-dimenzionalne raspodele stohastickog procesa {X(t),t € T}
su date sa:
Fi(x) = Fi(t;x) = P(X(t) < x)

Fiy1o(x1, ) = Fy(ty, to; 21, 22) = P(X(t1) < 21, X (t2) < 22)
Fo ooy, oy) = Fy(ty, . tp; 21, y) = P(X (1) < 2y, ... X (L) < )

gde su t, ty,to,..t, € T,1 21, 29,..0, € R.

Definicija 1.24. Za proces { X (t),t € T} kazemo da je proces sa nezavisnim prirastajima
ako su slucajne promenljive (prirastaji):

X(to), X(t1) — X(to), X(t2) — X(t1), .. X (tn) — X(tn—1)

nezavisni.



Definicija 1.25. Za stohasticki proces { X (t),t € T} kaZemo da je stacionaran ako vazi:

Foin tpin(T1,..2n) = Fo(ty, .ty 21, .2y) =

za svako h,ty,...t, € T tj. ako slu¢ajne promenljive X (to+h)— X (t;+h) i X(t2) — X (t1)
imaju istu funkciju raspodele za svako h ity < to, tada je stohasticki proces { X (¢),t € T}
proces sa stacionarnim prirastajima.

Veoma znacajan deo u svetu stohastike, a naravno i finansija, $to je i krajnja tema ovog
rada, jeste teorija martingala. Ovde ¢éu navesti samo osnovne koncepte i definicije koje
¢e mi biti neophodne pretpostavke u daljem radu.

Jedna od pretpostavki bez kojih ni jedna teorija koju analiziram kasnije ne bi imala smi-
sla je pretpostavka tzv. fer igre. Pomoc¢u martingala moguce je da zamislimo trziste bez
mogucnosti ostvarivanja arbitraze. Martingal se moze predstaviti kao stohasticki proces
sa kojim je nemogucée doneti bilo koje pretpostavke o buduc¢nosti, a da se ona bitno ra-
zlikuje od sadasnjosti.

Definicija 1.26. Neka je (€2, F) prostor sa o-algebrom. Niz o-algebri {F;};cs sadrzanih
u F se zove filtracija ako za svako s,t € I,s <t vazi

Fs C© Fu.

Ovde F; predstavlja nasSe znanje u trenutku ¢. Sa prolaskom vremena tj. kako t raste,
raste 1 nase znanje.

Adaptiranost procesa datoj filtraciji u terminima mere predstavlja merljivost funkcije u
odnosu na rastuéi niz o-algebri.

Definicija 1.27. Niz stohastickih procesa {X;}ier je adaptiran filtraciji {F;}ic; ako je
X,; F; merljivo za sve i € I.
Uslov u definiciji prakti¢no znac¢i da F; sadrzi sve informacije koje se mogu saznati iz
stohastickih procesa X1, X, ..., X;.
Definicija 1.28. Stohasticki proces {X;}ic; se zove martingal u odnosu na filtraciju
{]:i}iel ako

1) je adaptiran ovoj filtraciji i

2) vazl E(Xi_;_l‘X@',Xi_l, ...,X1> = Xz

Uslov 2) je ekvivalentan sa uslovom E(X;|F;) = X, za sve j < i. Dakle, u vremenu
i+ 1 (buducnosti) ocekuje se vrednost kao u vremenu ¢ (sadasnjosti). Mozemo govoriti o
martingalima kao o nepredvidivim procesima.

U sledec¢em delu dajem definicije Poasonovog procesa i nekih njegovih specijalnih oblika.

Definicija 1.29. Stohasticki proces {X (t),t € T} je proces prebrajanja ako X; predsta-
vlja broj dogadaja koji se pojavljuju do trenutka t.



Definicija 1.30. Stohasticki proces prebrajanja {X(t),t € T} se zove Poasonov proces
sa stopom rasta A, X (t) ~ w(A), A > 0 ako vaze uslovi:

i) X(0) =0;
ii) proces ima nezavisne prirastaje;

iii) broj dogadaja u proizvoljnom vremenskom intervalu duzine t ima Poasonovu ras-
podelu sa srednjom vrednos$éu At:

OO s,

P(X(s+1t)—X(s)=k) =

Uslov i) nam govori da sa sluc¢ajnim dogadajima pocinjemo da brojimo u nultom vremen-
skom trenutku, uslov ii) da je broj dogadaja koji se desi u nekom vremenskom intervalu
nezavisan od broja dogadaja koji se dese u nekom drugom, disjunktnom intervalu, a
uslov iii) da Poasonov proces ima stacionarne prirastaje (raspodela broja dogadaja koji
se pojavljuju u nekom intervalu zavisi samo od duzine tog intervala).

Sa T} ¢u oznaciti vreme koje protekne dok se ne pojavi prvi dogadaj, 75 vreme izmedu
prvog i drugog dogadaja, ... sa T}, vreme izmedu n — 1. i n-tog dogadaja. Niz slucajnih
promenljivih {T,,,n € N} naziva se vreme zadrZavanja u datom stanju. Ono $to se moZe
primetiti je da vazi
P(Ty >t)=P(N(t) =0) =™

tj. to znaci da je verovatnoca da je za 1. dogadaj potrebno vise od ¢ vremena ista kao
i verovatnoca da se do trenutka ¢ nije desio ni jedan dogadaj. Lako se dobija funkcija
raspodele sluc¢ajne promenljive T}

Fr,=P(Ty<t)=1-P(T1>t)=1—-P(Ty >t)=1—e.

Vodeéi se istom logikom dobija se da sve slucajne promenljive koje predstavljaju vreme

zadrzavanja u datom stanju imaju eksponencijalnu raspodelu sa srednjom vrednoséu %

Slucajna velicina S, = > T; predstavlja vreme nastupanja n-tog dogadaja. MoZe se
pokazati da S,, ima gama raspodelu.

Na osnovu kratkog osvrta na sluc¢ajne velic¢ine koje zavise od Poasonovog procesa zaklju-
¢ujemo da su trajektorije ovog procesa delimi¢no konstantne sa 'skok’ prekidima veli¢ine
1 u sluéajnom vremenu 7,.

Definicija 1.31. Poasonov proces {X(t),t > 0} je sloZeni Poasonov proces, X(t) ~
(A, py) ako moZe biti predstavljen kao

N(2)
X(t)y=>)_ v (1.1)

gde je {N(t),t > 0} Poasonov proces, a {Y? i > 1} familija nezavisnih, jednako raspo-
deljenih slu¢ajnih promenljivih koje su takode nezavisne od N(¢) sa funkcijom raspodele
ty . Ovde mozemo shvatiti N(t) kao broj skokova, dok py predstavlja veli¢inu skoka.

Postoji jos jedna vrsta Poasonovog procesa tzv. kompenzovani Poasonov proces. Ispod
sledi definicija.



Definicija 1.32. Neka je {N(t),t > 0} Poasonov proces sa parametrom \. Kompenzo-
vani Poasonov proces {N(t),t > 0} definiSem na sledeéi nacin

Definicija 1.33. Za stohasticki proces VIN/t,t > 0 se kaze da je Braunovo kretanje ako
i) Wo =0;
ii) ﬁ//t ima nezavisne prirastaje i stacionarne prirastaje;

i) W, — W, : N(0,t —s), t > s> 0.

Specijalno, za s = 0 vazi W, : N(0,¢)

Definicija 1.34. Stohasticki proces eWt,t > ( predstavlja geometrijsko Braunovo kreta-
nje gde je W, Braunovo kretanje.

Definicija 1.35. Stohasticki proces {X(t),t € T} je Gausovski stohasticki proces ako
su sve njegove kona¢no-dimenzionalne raspodele normalne (svako njegovo n-dimenziono
seCenje je normalno raspodeljena slucajna promenljiva).

Kao $to sam ranije napomenula sledi izvodenje karakteristi¢nih funkcija Poasonovog pro-
cesa, kao i slozenog i kompenzovanog Poasonovog procesa.

e Poasonov proces N(t) : w(At)
Radi lakseg zapisa, umesto N(t), Poasonov proces oznacavacu sa N. Karakteri-
sti¢nu funkciju dobijamo

on(u) = E(e™N) =Y E("N|N =k)P(N=k) =) E(ei“k)%e_M
k=0 '

k=0
o0 iu k
_ e )\t _ iu U
—e )\t§ ( ) —e )\tee At :e)\t(e 1).
k!
k=0

e kompenzovan Poasonov proces N(t) = N(t) — At

dx(u) = E(ei“ﬁ) = F(eMWN-A)) = M iy — o UAE A1)

_ eAt(ei“—l—iu) '

e slozen Poasonov proces X(t) : m(\t, py)
Neka je X(t) Poasonov proces dat jedna¢inom (1.1). Karakteristi¢na funkcija pro-
cesa X = X (t) dobijena je slede¢im izvodenjem kao i pretpostavkom o nezavisnosti
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dogadaja Y.

CbX(u) _ E(ez‘uX) _ WZN Y ZE wzililyz‘|N: k)P(N: k)
k=0
- ; N L L~ A k(AL)*
— E(et kLY (_ At =)t / ux d
> BT S = e M52 (i) S

= expMe( [ (€ = 1y (d).
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2

Levijevi procesi

Radi intuitivnog shvatanja Levijevog procesa, najpre navodim jedan primer stohastickog
procesa tzv. Levijev skok-difuzivni proces. Zatim dajem definiciju Levijevog procesa.
Medutim, ona sama po sebi ne govori mnogo drugacije od, na primer, definicije Poaso-
novog procesa ili Braunovog kretanja. Zato ¢u pokusati da kroz primere, kao i osobinu
beskonacne deljivosti ukazem na specificnosti koje karakterisu ove procese.

2.1 Analiza skokova

Pre nego §to uopste krenem sa definisanjem Levijevih procesa, potrebno je da spomenem
neke klase funkcija. Tako na primer cadlag funkcije predstavljaju preslikavanja oblika
f i ]a,b] — RY tako da za sve t € [a,b], f ima levu granicu i neprekidna je sa desne
strane u t. Naravno, svaka neprekidna funkcija je i cadlag. Levu granicu definiSemo kao

f(t—) = limg f(s), a skok u t kao Af(t) = f(t) — f(t—).

Sli¢no kao i za funkcije uvodim skokove za procese (u ovom slucaju to ¢e biti Levijevi
procesi). Skok proces AL pridruzen Levijevom procesu {L(t)}o<i<7 dat je sa AL(t) =
L(t) — L(t—). Iz neprekidnosti stohastickog procesa sledi AL(t) = 0 za svaki fiksirani
vremenski trenutak. Takode, moguée je

S IAL(s)| = oc,

s<t

dok uvek imamo
Z |AL(s)]? < o0.
s<t

Broj skokova veli¢ine A do vremena t mozemo predstaviti slucajnom merom skoka:

pr(wit, A) = #{0 < s < t; AL(s,w) € A} = Z La(AL(s,w)),

s<t

gde je u (-, A) Poasonov proces, u” Poasonova slu¢ajna promenljiva, a v(A) = E(u*(1, A))
parametar Poasonovog procesa a ¢esto se mera v* naziva kompenzator skok mere u od-
nosu na pr, koji predstavlja i Levijevu meru (strana 15). MoZemo definisati i slucajnu
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promenljivu
L= /Aqu(t, dx) = Z AL(s)14(AL(s)). (2.1)

Stohasticki proces koji odgovara sluc¢ajnoj promenljivoj (2.1) je

{E(t) = /Ot/Ax,uL(ds,dx)}OStST, (2.2)

gde je ut(ds,dz) = p(dx)ds.

Radi jednostavnijeg zapisa sa £ = L(t) oznaavacu stohasticki proces (2.2). Postoji
teorema koja pokazuje da je ovaj proces u stvari sloZzen Poasonov proces'. On je odreden
karakteristicnom funkcijom

be(u) = exp(t /A (" — 1)u(dz)) (2.3)

i oc¢ekivanjem i disperzijom

E(L) :t/Axy(dx) i Var(L) :t/A]x\Qy(da:).

2.2 Pocetni primer Levijevog procesa

Neka je W = {W(¢) : N(0,t),0 < ¢ < T} standardno Braunovo kretanje,

N = {N(t) : 7(M\),0 < t < T} Poasonov proces i Y = {Y"},5¢ jednako raspodeljene,
nezavisne sluc¢ajne promenljive sa funkcijom raspodele uy i ocekivanjem E(Y) = k. Tada
mogu definisati stohastic¢ki proces sabiranjem ovih procesa na sledeéi nacin:

N(t)
L(t) =bt+ oW (t) + Y Y’ —tAs,
=1

gde su svi procesi medusobno nezavisni. Karakteristi¢cna funkcija procesa L = L(t) je

ne(u) = B(e™F) = E[exp(iu(bt + oW + Z i t)\/ﬁ)))]

=1

N
= exp(iubt) E[exp (iucW )exp (zu(z Y~ tAk))]
i=1
i zbog nezavisnosti procesa

= exp(iubt) E [exp (iucW)] E [exp (zu(z V' —tAk))]. (2.4)

=1

L An Introduction to Levy Processes with Applications in Finance, Antonis Papapantoleon (str 12)
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) w2t 2,2
Dalje, znamo da ako W : N(0,t) vazi E(e™") = e~ 2 , pa je E[exp(iuaW)] =e 2 ,
pa iz izraza (2.4) izvodim a 3. €inilac:

N
E[exp (“’L(Z yi t)u‘i))] _ E(€WZ£V:1 Yie—iut)\ﬁ) _ e—iut)\nekt(fk(ei“x—l)uy(dm))

= exp()\t(/R(eiW — D py (dz) — iuk))
a kako je E(Y) =k
= exp ()\t(E(ei“Y —1)— zuE(Y)))

= exp ()\t(E(ei“Y —1- @uY)))
= exp ()\t( /R(ei” -1- iux)uy(d:c))>.

Kona¢no,

2 2

nr(u) = exp(iubt)exp(— 4

Jexp( /R(ei“f” — 1 — tuz)py (dz))

u?o?

= exp <t(iub - + /Rk(ei“w —1-— ium)uﬂdm))) (2.5)

2.3 Levijev proces i njegove osobine

Definicija 2.1. Stohasticki proces { X (t),t € T} se zove Levijev proces ako
1. X(0) =0;
2. X ima nezavisne i stacionarne prirastaje;

3. X je stohasticki neprekidno tj. za sve a > 0 i za sve s > 0 vazi:

lim P(| X (t) — X(s)| > a) = 0.

t—s

U uvodnom delu u teoriju verovatnoce objasnila sam pojam beskonac¢ne deljivosti i do-
kazala tu osobinu kod Poasonove i normalne slu¢ajne promenljive. Sledeca teorema daje
potreban i dovoljan uslov za beskona¢nu deljivost slu¢ajne promenljive.

Teorema 2.1. Raspodela slucajne promenljive L je beskonacno deljiva ako i samo ako
postoji trojka (b, a,v) tako da vaZi
2

E(e™h) = exp(t(ibu — % + /R[ew‘” —1- iux10<|x|<1(x)]y(dx))>, (2.6)

gde je b € R,a € R, a mera v zadovoljava sledeca dva uslova v({0}) =0 i
Jo(L A |z]?)v(dz) < oo.
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Uporedujuéi (2.5) i (2.6) moze se zakljuciti da, ako sledece vrednosti iz (2.6) b = bt,
a = o*t,v = Ayt zamenimo u (2.5), dobijamo indenti¢ne jednakosti.

b € R se naziva linearni drift parametar, a € Rt Gausov ili difuzni koeficijent, v Levijeva
mera, trojka (b, a,v) se naziva Levijeva karakteristicna trojka i eksponent

2
n(u) = tbu — % + / (€™ — 1 — juzlociyy<i(2))v(dz), za svako t > 0,u € R* (2.7)
R

Levyjev karakteristican eksponent.

Ako je Levijeva mera oblika v(dz) = u(x)dx, funkcija u(z) naziva se Levijeva gustina.
Levijeva gustina ima iste osobine kao funkcija gustine u verovatnoci, osim $to ne mora
biti integrabilna i mora imati nula masu na pocetku.

Neke od funkcija koje su vezane za Levijev proces a Kkoriste su u finansijama a posebno u
ukljucivanju stohasticke volatilnosti u model jesu kumulativna funkcija (2.8) i kumulativna
karakteristicna funkcija (2.9). One se definisu redom:

k(u) = logE(e™"*) = logep(iu) (2.8)

(u) = logE(c™) — logg(u). (2.9)
Iz poslednje jednacine se moze zakljuciti da je kumulativna karakteristicna funkcija u

principu Levijev karakteristican eksponent.

Teorema 2.2. Ako je L Levijev proces, onda je L(t) beskonacno deljiva za sve t > 0.

Dokaz. Za Levijev proces L = {L(t),0 <t < T} iz jednakosti

L=L0) 4 (LG — L) 4 4 (L0 — ("5

i na osnovu stacionarnosti i nezavisnosti Levijevog procesa sledi da su slucajne promenljive
fo—
{L(%) e 1))}k21 nezavisne i jednako raspodeljene. Dakle, zaklju¢ujemo da je slucajna
promenljiva L(t) beskona¢no deljiva V¢ > 0.
m

Teorema 2.3. Svaki Levijev proces L = {L(t),0 < t < T} ima karakteristicnu funkciju
oblika: ‘
B(eM®)) = etn(w), (2.10)

gde je n(u) Levijev karakteristicni eksponent dat jednacinom (2.7).

Jednagina (2.10) poznata je kao Levi-Hiné¢in formula.

Pored osobine beskonacne deljivosti osobina koja govori o broju skokova na nekom vre-
menskom intervalu je osobina konacne ili beskonacne aktivnosti.

Definicija 2.2. Neka je L Levijev proces sa trojkom (b,c,v). Skoro sve trajektorije

Levijevog procesa imaju

1. konacnu aktivnost ako je v(R) < oo,
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2. beskonacnu aktivnost ako je v(R) = oo.

(Bes)Kona¢na aktivnost znaci da skoro sve trajektorije procesa L imaju (bes)konacan
broj skokova na svakom kompaktnom intervalu.

Pojam (bes)kona¢ne varijacije takode zavisi od Levijeve mere.
Definicija 2.3. Neka je L Levijev proces sa trojkom (b,c,v). Skoro sve trajektorije
Levijevog procesa imaju

1. konacnu varijaciju ako vazi ¢ = 0 i f‘ |z|v(dx) < oo za skoro sve trajektorije

procesa L,

z|<1

2. beskonacnu varijaciju ako vaz ¢ # 0 i fl
procesa L,

2l<1 |z|v(dx) = oo za skoro sve trajektorije

Treca definicija koja objedinjuju pojmove u vezi Levijeve mere i veli¢ine skokova navodim
u nastavku.

Definicija 2.4. Neka je L Levijev proces sa trojkom (b,c,v).

1. L ima kona¢an p-ti momenat za sve p € R* ako i samo ako f|x|>1 |z[Pr(dz) < oo,

2. L ima konacan p-ti eksponencijalni momenat za sve p € RT ako i samo ako
[ 1oy €7 v (dz) < 0.
|lz[>1

Iz svega navedenog moze se zakljuciti da varijacija Levijevog procesa zavisi od malih
skokova, osobine momenata od velikih skokova, dok aktivnost zavisnosi od skokova svih
veli¢ina.

Postoji i postupak koji Levijev eksponent razdvaja na karakteristi¢ne funkcije odredenih
procesa. Taj postupak naziva se Levi-Itova dekompozicija.

2.4 Levi-Itova dekompozicija

Ovde navodim jedan od klju¢nih rezultata u teoriji Levijevih procesa, takozvanu Levi-
Itovu dekompoziciju koja razdvaja trajektorije procesa u neprekidan deo i deo sa skoko-
vima.

Pretpostsvimo da imamo trojku (b,a,v),b € R,a € RT i neka za meru v vazi v({0}) = 0
i [o(LA|z]*)r(de) < co. Levijev proces L = {L(t),0 < t < T} sa karakteristitnim
eksponentom (2.5) moze se razdvojiti na zbir 4 procesa: konstantnan drift, Braunovo
kretanje, slozen Poasonov proces i ¢iste skokove (martingale) sa prebrojivim brojem sko-
kova veli¢ine manje od 1 na svakom kona¢nom intervalu.

Najpre Levijev eksponent mozemo da razdvojimo na 4 dela. Onda ¢u pokazati da je
svaki od tih delova karakteristicna funkcija nekih od procesa. Sa n oznacavacéu Levijev
eksponent

’LL2CL

n(u) =n=iub——=+ /[em — 1 — iuzloqpcr (@)]v(dr) = nP + @ + & 4 5@
R
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gde je

Sada imamo

o (u) = B(e"") = exp(tn(u)) = exp(t(n' + 1@ + 7@ + )
= exp(tn)exp(tn' )exp(tn® )exp(tn*)

exp(tn)) = e je ocigledno karakterlstlcna funkcija linearnog procesa (drifta) sa para-
metrom b (LW), a exp(tn®) = exp(“22) je karakteristicna funkcija Braunovog kretanja
sa koeficijentom /a (L®). Treé¢i deo odgovara slozenom Poasonovom procesu sa para-
metrom A = v(R)\(—1,1)) i visinom skoka uy (dx) = %1{@21} (L®). Ovaj
proces definisan je jednac¢inom (2.2).

4. delu posvecujem posebnu paznju. Najpre formiram kompenzovani slozeni Poasonov
proces (od slozenog Poasonovog procesa oduzimam njegovo ocekivanje). Neka je £ (t)
slozeni Poasonov proces definisan na intervalu (e, 1) na sledeéi nacin

=) ALY () ecarm(ay (ALY (), (2.11)

s<t

gde je ALW(s) odgovaraju¢i skok proces u momentu s.
Definisem kompenzovani proces procesa (2.11) oduzimanjem oc¢ekivanja

L) = L0 — B / /K'M (da, ds) — ( /E<x|<la:1/(da:)>.

Na osnovu (2.3) dobija se karakteristi¢ni eksponent procesa £ = £4) (¢)

749 (u) = / (™ — 1 — juz)v(dzx).
e<|z|<1

Tada postoji Levijev proces L™ tj. kvadrat integrabilan martingal koji se dobija kao
granica L*9 — L™ kada e — 07. Takode vazi n*»9 — n@ e — 0. L™ nazivamo ¢ist
martingalski skok.

Iz svega navedenog moze se zakljuciti da se bilo koji Levijev proces moze rastaviti na 4
nezavisna Levijeva procesa L = L) + L3 4+ LG 4 L na sledeéi nacin

L(t) = bt+\/5W(t)+/0t/|z|Zl qu(ds,d:ﬁ)+/0t/|z|<1x(uL—VL)(ds,da:),

gde je LW linearni drift, L® Braunovo kretanje, L® slozen Poasonov proces i L) &ist
martingalski skok.
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2.5 Neke klase Levijevog procesa

Levijeve procese mozemo posmatrati kao Braunovo kretanje sa driftom b isprekidano
sa skokovima proizvoljne veli¢ine. Najjednostavniji Levijev proces je linearni drift tzv.
deterministic¢ki proces. Jedini Levijev proces sa neprekidnom trajektorijom je Braunovo
kretanje. Sledeéi primeri Levijevog procesa su Poasonov proces i slozen Poasonov proces.

Najjednostavniji oblik Levijevog procesa se dobije za a = v = 0. U tom sluc¢aju imamo
L(t) = bt i tada se (2.10) pretvara u

E(eiuL(t)) _ Gitbu,

gde vektor b odreduje brzinu linearnog kretanja i naziva se drift.

Primer 2.1. Poasonov proces sa stopom rasta A > 0 je Levijev proces N ako za svako
0<t<Tvazi N(t):m(\t). Tada je

n!

za svako n = 0,1, 2, ... Poasonov proces je rastuci ¢ist skok proces sa veli¢inom skoka 1.
Ovo znaci da je Levijeva trojka koja karakterise Poasonov proces jednaka (0,0, Ad(1)),
gde 6(1) predstavlja Dirakovu meru u tacki 1, a vreme izmedu skokova je eksponencijalna
promenljiva srednje vrednosti %

Primer 2.2. Slozen Poasonov proces X (t) : w(At, py) ima karakteristi¢nu funkeiju:

Ox(u) = exp()\t(/(eiux _ 1),uy(d:r))>

R

= exp ()\t(qby — 1))
Odavde se vidi da je Levijeva trojka slozenog Poasonovog procesa (f‘m|<1 zv(dx),0,v(dz).

Primer 2.3. Braunovo kretanje kao specijalni slu¢aj Levijevog procesa dobijamo u slucaju
a # 0,v = 0. Dakle, dobijamo Braunovo kretanje sa drift parametrom b: L(t) = bt +
VaW (t), b € RY. Pri tome za svako t > 0 vazi L(t) : N'(bt, at) i

B(e™H0) — et(ibu—%)'

Specijalno za b = 0 i a = 1 dobija se standardno Braunovo kretanje.

Primer 2.4. Navodim dalje klasu Levijevog procesa za ¢iju trojku vazi:

- v(—00,0) =0,

Ako sa b’ oznadim tzv. drift koeficijent b = b — f(O,l) zv(dx) > 0 tada Levijev eksponent
n(u) mogu zapisati

n(u) = il + /( @ ) (2.12)
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Levi-Itova dekompozicija formule (2.12) izgleda

—b’t—l—// L(ds,dz).
0,00)

Ovo predstavlja primer kada je Levijev proces subordinator. Subordinator je rastué¢i Le-
vijev proces. Od stohastickih procesa subordinatori su Poasonov i inverzni Gausov proces
(|1] strana 17).

Primer 2.5. U slucaju da Levijev proces ima skokove konac¢ne varijacije tj. da vazi

f\rl<1 |z|v(dx) < oo i ako iskoristim b’ kao u prethodnom primeru dobijam 7(u)

u2a

n(u) = (tub' — -t /(0700)(ei”r — 1)v(dx))

i Levi-Itovu dekompoziciju

L(t) = bt + VaW (t) //000 L(ds, dz).

Specijalno, ako je v([—1,1]) < oo tj. v(R) < oo tada skokovi procesa L odgovaraju
slozenom Poasonovom procesu ([1] strana 18).

Primer 2.6. Levijev proces ima kona¢an momenat prvog reda ako i samo ako vazi f‘w|>1 |z|v(dr) <
oo i tada Levijev eksponent izgleda -

2

n(u) = iub — u_2a + /(ei“x — 1 —uz)v(dr),
R

gde je b = b+ f|x‘>1 |z|v(dx). Levi-Itovom dekompozicijom dobija se sledeéi Levijev proces

L(t) = bt + /aW (t) // L)(ds, dz).

Levijev proces sa komponentom Braunovog kretanja je beskonacne varijacije zato sto je
i Braunovo kretanje beskonacne varijacije, dok je Levijev proces bez komponente Brau-
novog kretanja beskonac¢ne varijacije ako i samo ako f|m|<1 |z|v(dx) = oo.

S obzirom na debljinu repa i asimetriju, stabilne funkcije dobri su kandidati za modele
finansijskog trzista, posebno ako se uzmu u obzir ekstremne vrednosti kao Sto su elemen-
tarne nepogode ili krah trzista.

2.6 Stabilni procesi

a-stabilne funkcije zahtevaju Cetiri parametra: indeks stabilnosti (indeks repa ili karak-
teristi¢ni eksponent) « € (0, 2], koeficijent simetrije 8 € [—1, 1], skalirajuéi parametar
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o > 01 lokalni parametar ;4 € R. Indeks repa «, kao $to i samo ime kaze odreduje
debljinu repa. Za o = 2 dobija se oblik Gausove funkcije gustine.

U zavisnosti od izbora ovih parametara dobijaju se sledeé¢e karakteristike funkcija. Za
a > 1 ocekivanje funkcije postoji i jednako je sa p. Inace p-ti momenat stabilne sluc¢ajne
promenljive postoji i konacan je ako i samo ako vazi p < a. Kada je g > 0 funkcija je
asimetri¢na na desnu stranu, tj. desni rep je deblji. Za 8 < 0 funkcija je asimetri¢na
nalevo. Za 8 = 0 dobija se funkcija simetri¢na oko p. Kako se o priblizava dvojci, tako
[ gubi svoj efekat. o odreduje Sirinu a p o$trinu vrha funkcije gustine. Zaoc =1ipu =20
funkcija se naziva standardno stabilna. 2

=05
=075

w=05
=075 ||
=10 05

06

=125

=126
a=15

04

03

02

01

Slika 2.1: Funkcije gustina a-stabilnih funkcija za razlic¢ite a, u = 0,0 =11 =0 (levo)
i 8=0.5(desno).

U prethodnom delu definisala sam Levijeve procese i dala odredene primere, ali nisam
spomenula da su upravo ovi procesi takozvani a-stabilni procesi. Spominjala sam i sub-
ordinatore. Ovde ¢u dati detaljniju analizu klasa ovih procesa.

Stabilne slucajne promenljive. Vrati¢u se na kratko na centralnu grani¢nu teoremu.
Najpre definiSem sumu

Yi+Yo+...+Y,—0b,
Eﬂm — )
On
gde je {b,,n € N} proizvoljni niz realnih brojeva, a {o,,n € N} proizvoljni niz pozitivnih
brojeva. Ono $to nas zanima je grani¢ni sluc¢aj kada postoji slu¢ajna promenljiva X za
koju

lim,, o P(S, < x) = P(X < x), (2.13)

vazi za sve x € R. To znadi da niz {S,,n € N} konvergira ka X. Moze se primetiti
da, specijalno za b, = nu i 0 = \/no vazi centralna graniéna teorema prema kojoj je
X N(u,0?).

Definicija 2.5. Slucajna promenljiva je stabilna ako proizilazi kao granica nekog proi-
zvoljnog niza slu¢ajnih promenljivih kao $to je slucaj u (2.13).

Dalje, postoje nizovi realnih brojeva {c,,n € N} i {d,,n € N} tako da za svako ¢, > 0
vazl

X1+ Xo+ 4 X L X +d,, (2.14)

2Szymon Borak, Wolfgang Hardle, Rafal Weron, Stable Distributions
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gde su Xq, X, ..., X, nezavisne sluc¢ajne promenljive sa raspodelom kao kod X.

Moze se pokazati da jedini izbor ¢, moZze biti oblika ané, 0 < a < 2. Parametar « naziva
se indeks stabilnosti.

Jednacina (2.14) moze biti transformisana u jednacinu
ox(u) = ey (cou), za svako u € R.
Teorema 2.4. Ako je X stabilna realna slucajna promenljiva, tada vaze jedan od dva
slucaja
e a=2v=0 tada X : N(p1,0?);
o a#2,0=0 tada

B

V(dx) = —|x|a+1 1$>0 + |m|_a+1 1$<0‘

Sledi teorema koja pokazuje Sta se deSava sa karakteristicnom funkcijom sluc¢ajne pro-
menljive u zavisnosti od izbora indeksa stabilnosti.

Teorema 2.5. Slucajna promenljiva X je stabilna ako i samo ako postoje o > 0, —1 <
B <1ipéeR tako da za sve u € R vaZi

) a=2 = X N(p, o).

I

¢x (u) = exp (ipu — %02102)

i) a#£1,2

() = exp (iup — 0 uf* (1= i5 sgn(w) tan(1)) );

Za o = %, 8 =1 dobija se Levijeva funkcija
o\ 1 o
px(z) = (%) mexp( - m>,
2a x> L.
i) a=1
3 () = exp (i — olul (1 + 562 sen(u) log([ul)) ).
Za a=1,8 =0 dobija se Kosyjeva funkcija

m((x —p)* +0%)

px(r) =

Moze se pokazati da E(X?) < oo ako i samo ako o = 2 i F(|]X|) < oo ako i samo ako
l<a<23

Stabilni procesi. Levijev proces X je stabilan ako je X (t) stabilna slu¢ajna promenljiva
za svako t > 0. Tacnije, stohasticki proces {X (¢),t > 0} je stabilan ako je svaka njegova
konacno dimenzionalna raspodela stabilna.

3David Applebaum, Levy Processes and Stohastic Calculus
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Za 1 < a < 2 karakteristi¢na funkcija stabilnog procesa ima oblik

on) =+ |

R(ei“ -1- iux)u(da:))),

dok za 0 < o < 1 karakteristi¢na funkcija izgleda

O, (1) = exp (1 (iup + /

R

(eiur — 1)u(dm))).

Ukoliko je v < 2 postoje sledece veze

Q=

o=- (A+B)F(—a)cos(?)} kada je o # 1,
azg(A+B) kada je « =1,

A-B
=it
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3

Uvod u finansijsku teoriju

Ono §to razlikuje trziste novca od trzista roba je pre svega nacin na koji se trgovina
obavlja. Naime, na berzama je trgovina novcem, a kasnije i drugim oblicima finansijskih
sredstava koji se pojavljuju kao predmet razmene, bila podvrgnuta nekoj vrsti standar-
dizacije kao $to su koli¢ina, datum isporuke i sl. Tako nastaju prvi ugovori koji se vezuju
za finansijska sredstva. S obzirom da ¢u znacajan deo svog rada posvetiti upravo ovim
ugovorima, tj. odredivanjem njihove cene, sledi istorijat nastanka finansijskog trzista, a
zatim i objasnjenje osnovnih pojmova vezanih za finansijske instrumente.

3.1 Istorijski razvoj finansijskih trzista

Neki istoricari smatraju da su srednjevekovni italijanski gradovi emitovali prve duznicke
hartije od vrednosti kako bi pomirili stalne finansijske potrebe. Veliki deo trgovanja se od-
vijao u hotelu 'Placa de la Bourse’ (nazvanom po familiji Van der Bourse) koje je postalo
sininonim za organizovano trziste hartijama od vrednosti Sirom kontinentalne Evrope. U
kuéi Burzovih se trgovalo uglavnom obveznicama i novcem i sve do 1 500. godine pre-
stavljala je centar ove trgovine u velikoj meri zahvaljujuéi formiranjem velikih trgovackih
kompanija kao sto je 'Hanseatic League’ koju su zajedno ¢inili oko 200 zapadnoevropskih
gradova. Vazno je takode navesti da iako su se ve¢ u periodu od petnaestog veka pojavili
trzistni materijali odnosno hartije od vrednosti kao $to su menica i pojedini oblici ak-
cija trgovackih kompanija i rudnika i dalje se ne moze govoriti o organizovanom trzistu.
Trgovina se ovim hartijama odvijala na dogovorenim mestima Sirom Evrope zajedno sa
razli¢itim vrstama robe, po pre svega obic¢ajnim pravilima sve do sedamnaestog veka.

U Amsterdamu je osnovano prvo otvoreno akcionarsko drustvo 'Dutch East India Com-
pany’ oformljena da redovno salje flotu brodova na istok radi trgovine. Ova kompanija
je izdavala veliki broj akcija koje su davale jednak udeo u ostvarenom profitu kompanije,
koji medutim nije imao siguran ishod i nije bio poznat do samog izvrSenja ( povratka
flote ) $to je u velikoj meri ohrabrivalo i investitore i §pekulante. Zbog moguénosti vec¢ih
Spekulacija vlast je pokusala da zabrani ovakvu praksu ali nije uspela, tako je zahvalju-
juéi "Dutch East India Company’ berzansko trziste poc¢elo da dobija svoj moderan oblik.!.

'B. Mark Smith, A History of the Global Stock Market: From Ancient Rome to Silicon Valley, Uni-
versity of Chicago Press, 2004
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Razvojem bankarskog sektora i osnivanjem banaka dolazi do razvoja finansijskog trzista
i banke pocinju da drze svoje depozite u obliku obveznica i akcija trgovackih kompanija.

U drugoj polovini proslog veka dolazi do znatnog napretka u tehnologiji i komunikaciji,
kao i do globalizacije finansijskog trzista - 1962. godine formirano je Medunarodno udru-
zenje berzi (international Federation of Stock Exchanges FIBV) dok je danas to Svetsko
udruzenje berzi (World Federation of Exchanges WFE). Poslednjih tridesetih godina sve-
doci smo drasti¢nih promena na polju telekomunikacije, pojavom kompjutera i interneta,
Sto je u jo§ vecoj meri doprinelo globalizaciji. 2

3.2 Osnovni pojmovi vezani za finansijske derivate

Finansijski derivati su hartije od vrednosti koje nemaju vrednost same po sebi nego je
njihova vrednost izvedena iz osnovnog dobra (podloge). Najcescée se u ulozi podloge po-
javljuju akcije i depoziti oroceni u banci tzv. nerizi¢na aktiva. Cilj trgovine finansijskim
derivatima (umesto njihovim podlogama) jeste zastita od rizika, ali i ostvarivanje visokih
profita, naravno. Prema tom cilju, razlikuju se dve osnovne grupe investitora: hedzZeri
i $pekulanti. HedzZeri se kupovinom finansijskih derivata obezbeduju od nezeljenih pro-
mena cena, dok Spekulantni, kao Sto i samo ime kaze, "Spekulisu’ kupovinom i prodajom
portfolia finansijskih derivata ne bi li ostvarili Sto veci profit.

Poceci trgovine finansijskim derivatima datiraju jo$ sa pocetka devetnaestog veka kada
su cene zitarica oscilovale od veoma niskih za vreme Zetve, do veoma visokih u prolece.
Usled toga, pojavili su se brojni sporovi izmedu proizvodaca i trgovaca. Da bi sebe
obezbedili, i proizvodaci i kupci, udruzuju se 1842. godine i osnivaju poznatu Cikasku
berzu. Shvatajuéi prednosti unapred dogovorene trgovine, oni poc¢inju da ugovaraju cenu
i koli¢inu robe koja ¢e biti isporu¢ena u buducénosti. Takva vrsta ugovora naziva se
forvard. Daljim razvojem trzista dolazi do standardizacije ovih ugovora i tako nastaje
fiucers.

Pored forvarda i fjucersa, sa razvojem trzista, pojavljuju se opcije. Kupac opcija dobija
pravo (ali ne i obavezu) da kupi ili proda podlogu opcije po unapred ugovorenoj ceni tzv.
ceni izvrSenja ili strajk ceni. Opcije koje daju pravo kupovine nazivaju se call, a one koje
daju pravo prodaje put opcije. Takode, u zavisnosti od vremena realizacije, razlikuju se
evropske i americke opcije. Kod evropskih, opciju je moguée realizovati samo na datum
dospeca, dok kod americkih opcija moze da se realizuje u bilo kom trenutku pre dospeca.
U ovom radu ¢e se podrazumevati da se podloga opcije odnosi na akciju.

Uvodim sledeée oznake:

S; - cena akcije kao podloge u trenutku t;
C; - cena call opcije u trenutku t;

P, - cena put opcije u trenutku t;

K - cena izvrSenja;

T - datum izvrsenja.

2mr Vladimir Jovanovié, Istorijski aspekti razvoja berze i finansijskih trzista u svetu
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Pretpostavimo da imamo call opciju u trenutku ¢ = 0. Radi lakSeg zapisa, neka je C
cena opcije u trenutku ¢ = 0 1 K cena izvrSenja u momentu dospeca te opcije. Ako z-osa
sa grafika 1 predstavlja cenu akcije u momentu dospeca, a y-osa koli¢inu novca koji nam
preostaje moze se zakljuciti je cena opcije u trenutku ¢t =T

Cr = maz{Sr — K, 0}.

Dakle, call opciju izvrsavamo jedino u slucaju kad je cena akcije vec¢a od strajk cene.
U tom slucaju kupujemo opciju po strajk ceni i prodajemo je po redovnoj, trzisnoj. U
slucaju kad je Sy > K + C ostvarujemo profit, dok smo u slucaju Sy = 0 na nuli t;j.
kupujemo i prodajemo akciju po vecoj ceni i taman nam preostaje toliko da naplatimo
cenu kupljene opcije.

/

/ — — profit
prihod

K
ol K+C

Prihod za kupca call opcije

Na grafiku 2 mozemo videti kako izgleda prihod prodavca call opcije tj. njegov gubitak.

Prodavac call opcije podloze gubitku jedino u slucaju izvrsavanja opcije od strane kupca.
A

O T TN K+c
AR

- — — profit
prihod

AN
AN
AN

Prihod za prodavca call opcije

Analogno, prihodi prodavca i kupca put opcija mogu se graficki prikazati na graficima 3
i 4. Pri tome, vrednost put opcije izgleda

Pr = maz{K — Sr,0},

i ona se izvr8ava jedino u slu¢ajevima kada je cena akcije manja od strajk cene (kupujemo
akciju po redovnoj ceni, a prodajemo je po strajk).
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Prihod za kupca put opcije
— — profit
prihod
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P—-K
-K

Prihod za prodavca put opcije

Sa grafika se moze uociti da je dobitak(gubitak) kupca(prodavca) call opcije neogranicen,
dok je dobitak(gubitak) kupca(prodavca) put opcije ograni¢en strajk cenom. Na osnovu
ovoga mozemo zakljuciti: kada o¢ekujemo rast cena akcije, kupujemo call opciju, a kada
ocekujemo pad cena put opciju.

U sledec¢em primeru ¢u pokazati zasto je opcija bolji izbor od akcije i sa stanovista dobitka
i sa stanovista gubitka.

Primer 3.1. Neka je trenutna cena akcije Sy = 100 i call opcije C' = 2 sa strajk cenom
K = 100. Posmatracemo slucaj kada je cena akcije porasla (kad ostvarujemo dobitak)
i kada je opala (kada ostvarujemo gubitak), a u okviru ta dva slucaja $ta se desava kad
smo kupili akciju a Sta ako smo kupili opciju.

1° S =110

e Kupili smo akciju. Prodajemo akciju po ceni 110 i ostvarujemo dobit od 10 novéanih
jedinica tj. stopa prinosa r iznosi

110 - 100

0.1
100

r

e Kupili smo opciju. Izvrsavamo opciju koja nam daje moguénost da kupimo akciju
po ceni od 100 novcéanih jedinica, a prodajemo je za 110. Pri tome, ostvarujemo
slede¢u stopu prinosa

110 — 100
r=—yg = 5
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2° S =90
e Kupili smo akciju. Izgubili smo 10 novéanih jedinica.

e Kupili smo akciju. Izgubili smo 2 novcane jedinice.

Iz prethodnog primera vidimo da je ulaganje u opcije isplativije i sa stanovista rizika, ali
i u slucaju zarade.

Osnovna pretpostavka matematickih modela u finansijama je odsustvo arbitraze. Pod
arbitrazom se podrazumeva mogucénost ostvarivanja profita bez ulaganja sopstvenih sred-
stava, odnosno ostvarivanje profita bez rizika (free lunch). Pretpostavimo da se ista akcija
prodaje na berzama u Londonu i Njujorku. Neka je cena te akcije u Londonu manja od
cene u Njujorku. Tada bi investitor mogao da kupi akciju po jeftinijoj ceni i odmah je
prodar po skupljoj. Pretpostavimo jos nepostojanje transakcionih troskova ili njihovo
postojanje ali u visini manjoj od razlike u cenama, tako da kupovina i prodaja akcije na
prethodno opisan nacin prakti¢no donosi profit bez rizika. Ova situacija, naravno, nije
realna, a i u slucaju da do nje dode, u uslovima informisanosti ucesnika na finansijskom
trzistu, doéi ¢e do povecane traznje za akcijom u Londonu, a samim tim i do povecanja
njene cene. Ovo pravilo tj. odsustvo arbitraze, naziva se i pravilo jedne cene.

3.3 Black-Scholes model za utvrdivanje cene opcije

Klasi¢ni model za fluktuacije cena akcija na trzistu - Black-Scholes-ov model, zajedno sa
idejom nepostojanja arbitraze primenjen je na brojnim poljima medu kojima u Black-
Scholes-ovoj formuli za odredivanje cene evropske call opcije, ali i u formulama za hedzing
strategije.

Svoj revolucionarni doprinos finansijskom trzistu i oblastima finansijske matematike, upr-
kos svojim nedostacima, doprineo je ¢uveni Black-Scholes kontinualni model za odredi-
vanje cene opcije. Kao prvo, predstaviéu ukratko binomni model koji se bazira na ideji
replikantnog portfolia, a zatim ¢u i na osnovu aktive koja prati geometrijsko Braunovo
kretanje izvesti Black-Scholes model.

3.3.1 Binomni model

Pretpostavimo da na trzistu postoji jedna rizi¢na i jedna nerizi¢na aktiva. Njih mozemo
predstaviti slede¢im grafikom

uSo R
S / 1 / (3.1)
NN
dSop R
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gde je R prinos koji se dobije kada se ulozi 1 sa bezrizi¢nom kamatnom stopom r tj.
R =1+ ineka vaze sledece relacije d < R < u (moze se pokazati da u slu¢aju da to ne
vazi, dolazimo do arbitraze). U trenutku ¢ = 0 cena aktive je Sy, dok u t = 1 moze biti
uSy 1 dSy. Vrednost nerizi¢ne aktive u ¢t = 1 je u oba slucaja R.

Slicnom logikom, dolazimo do slede¢eg tumacenja cene opcije u trenutku t =01it¢ = 1.

max{0,uSy — K} = C,
max{0,dSy — K} = Cy

Neka portfolia (3.1) predstavljaju replikantne portfolie pomoc¢u kojih ¢éemo dobiti cenu
Cy. Neka je x koli¢ina sredstava koje ulazemo u akciju Sy, a y koli¢ina sredstava koje
ulazemo u nerizi¢nu investiciju. Formiramo replikantni portfolio tako da u trenutku ¢t = 1
cena replikantnog portfolia bude jednaka sa cenom opcije u oba slucaja:

zuSy +yR = C, (3.2)

xdSy+yR = Cy. (3.3)
Iz jednacina (3.2) i (3.3) dobijamo z i y, a Cy dobijamo iz sledeée jednakosti

CO = ISO + y.
[zvodenjem dobijamo
1
Co = }—%(qCu + (1 —q)Cy),
gde je
R—d
= . 3.4
¢= (3.4)

Cy mozemo zapisati i u sledecem obliku Cy = E(C), gde je

o Cu Cy
q l—gq
S obzirom da ¢ € (0, 1), ¢ mozemo posmatrati kao rizik neutralnu verovatnoéu. Nazivamo
je rizik neutralna jer smo ¢ dobili ne vodeéi racuna o verovatnoéi da Sy postane uSy ili

dSy. Takvo razmisljanje naziva se rizik neutralnim, pa je Cj rizik netralna, diskontovana,
ocekivana vrednost buducih prihoda.
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U slucaju postojanja 3 vremenska trenutka imamo sledecu situaciju

U2 S()

/ N\

'LLSO
S(] \ UdSO
dSy

/N

d%S
t=20 t=1 t=2
Sada prvo pravimo replikantne portfolie u ¢t = 1: (zy,y,) 1 (24,ya) koji odgovaraju

stanjima uSy i dSy. Na taj nacin dobijamo cene opcija u trenutku ¢ = 1, a na osnovu
toga, analogno, dobijamo i pocetnu cenu opcije

1 ¢*Cu +2(1 — ¢)qCuq + (1 — ¢)*C,
Cozﬁq ( q);;d 1=9)Ca (3.5)

Ovaj nacin se moze uopstiti za n perioda:
_ 1 — (1Y ek k n—k jk
Co = I [Z (k>q (1 — q)*max{u""d"Sy — k, O}] (3.6)

za svako n € N.

3.3.2 Geometrijsko Braunovo kretanje cene akcije

Oznacimo sa S(y) cenu akcije u nekom buduéem vremenu. Kazemo da kolekcija {S(y)}
0 <y < oo sledi geometrijsko Braunovo kretanje sa drift parametrom u i volatilnoséu o
ako je za sve nenegativne vrednosti y i ¢ slu¢ajna promenljiva

S(t+vy)
S(y)

nezavisna od cena do momenta y i ako je joS

S(t+y)
S(y)

normalna slu¢ajna promenljiva sa oc¢ekivanjem ut i varijansom ot.

log (

Geometrijsko Braunovo kretanje kolicnika cena se moze dobiti kao grani¢na vrednost
binomnog modela za viSe perioda na sledeéi nacin.
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Neka je A = %, dakle ukupan period koji posmatramo je ¢, on se sastoji od n perioda

duzine A (t = An).

Uvodim slu¢ajne promenljive X;,72 = 1, ...,n kao nezavisne, jednako raspodeljene slucajne

promenljive
X' — 17 q
’ 0, 1—gq

S@:{ww—n,&:

pa je prema tome

1=1,...n—1

Rekli smo veé da je R = 14, a ako posmatramo ceo period onda je R = 1+ Ar. Prema
(3.4) dobijamo
1+ rA—d

ph (3.7)

q

Biramo specijalne u i d, u = V2, d = 6_2”\/3. Ako iskoristimo Tejlorov r%zvoj 2. reda
zauid dobijamo u = e’V2 ~ 1+0A—|—% i d=e Vo x 1—0&4—%, a to kada
uvrstimo u (3.7) dobijamo

1—1—0&—1—1—0\/5—%
q:
14+ oA+ZL 140D - 2L

2 2

(r—5)A+o0V/A
20/ A

:1(1+<r—"—2)@).

2 27 o

a?

5 za q se dobije

q:%<1+u%§>. (3.8)

Ako uvedemo oznaku p =1r —

Dalje,

S(0) d
Sit) & u
logw —nlogd—{—;Xllogd. (3.9)
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S obzirom da je logd = loge 7V2 = —g A, a log % = log eV = 20/ jednainu (3.9)
mozemo zapisati

log % = —no/ A + 20\/Z;Xi

Z—\/—_+20\/_ZX

Promenljive X; su nezavisne i imaju istu raspodelu, pa na osnovu centralne granic¢ne
teoreme sledi da je Zl 1 X; normalna slu¢ajna promenljiva jer n — oo kada A — 0.

Dalje sledi da je i log

50 ) normalna sluc¢ajna promenljiva i vazi

S(t to -
E[log S((O))} = _\/Z+2U\/Z;E(X

t
:——0—1—20 A ng

N

-7 VB (10T

= ut. (3.10)

Var [log g((é))] =402 A Var(; X;)

=40% Anq(1 —q).

S obzirom da ¢ — 1 kada A — 0 iz (3.11) sledi

Var [1og 5((8))} =o’t, (3.11)

pa je prema tome

log gééé N (ut, o?t).

Da bi konac¢no dogli do cene akcije S(t) uvodim slucajne promenljive W i Z
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pa je
S(t) = S(0)e" (3.12)

— ut
Z::W P N(0,1) = W = Zovt + ut.
o/t

Kada tako dobijeno W uvrstimo u (3.12) dobije se

S(t) = S(0)ert+oviZ,

3.3.3 Black-Scholes formula

Na osnovu ranijih razmatranja dobili smo C' = %E/ [(S(t) — K)T]. Sledi ¢uvena Black-
Scholes formula koja daje fer cenu opcije bez arbitraze.

Teorema 3.1 (Black-Sholes). Neka je s pocetna cena podloge koja prati geometrijsko
Braunovo kretanje, C' opcija na tu podlogu sa dospecem u vremenu t 1 strajk cenom K.
Neka su parametri geometrijskog Braunovog kretanja v i o. Tada se moZe odrediti cena
call opcije na sledeci nacin

C(s,t, K,0,7) = s®(w) — Ke "' ®(w — oV/1) (3.13)

gde je

L rt + 02% — log(f)

oVt

a ®© funkcija raspodele za standardnu normalnu slucajnu promenljivu.

U uslovima nepostojanja arbitraze, cenu opcije mozemo prikazati u slede¢em obliku C' =
e "E [(S(t) —K)ﬂ . Pretpostavili smo da cena podloge predstavlja log-normalnu slu¢ajnu

a?

promenljivu sa parametrima ut i o*t pri ¢emu je p = r — 5

Da bih dokazala formulu (3.13) prethodno ¢u izvesti par pomoé¢nih lema. Prvo uvodim
indikator promenljivu:

[:{ 1, Sit)>K

0, S(t) < K.
Lema 3.1.
1, Z> oVt —w
I =
0, Z<ovt—uw.
Dokaz.

S(t)> K
Se(rfﬁ)t+a\/fZ > K
2
K
(r — %)t +oVtZ > log;

0_2
Z>log§+7t—rt_

> "y = oVt —w.

33



Lema 3.2. E[I] = ®(w — o/1).
Dokaz.

E[I]

P(Z > oVt —w)
P(Z <w—ovVt)
O(w — oV'1).

Lema 3.3. ¢ "E[IS(t)] = s®(w).

Dokaz. Uvodim oznaku ¢ = w — o/t radi lakseg zapisa.

& o2 1 2
EIS()] = / ser=Frovin L -4
c V 27T

S o? 12 2
e(r77)t 675(23 —20/t+a%t)

V2T c
o0
S _(z=ovD)?
— eTt / e 2
V2T c

= |smena: y =z — oV/1|
s 4 [T 2
Vors t/ e dy
w 1 y2
rt -5
= se / e 2dy
—oo V2T

Kona¢no, koristeci se prethodno dokazanim lemama, mogu izvesti i Black-Scholes formulu.

Dokaz. (Black-Scholes)

C=e"EB[(S{t)— K)| = e ™E[I(S(t) — K)] = e ™ E[IS(t)] — Ke " E[I]

= s®(w) — Ke "®(w — ov/1).

3.3.4 Nedostaci Black-Sholes modela

Nedostaci ovog revolucionarnog modela leze pre svega na jakim pretpostavkama koje
su dovele do njega. Jedna od osnovnih pretpostavki je svakako nepostojanje arbitraze.
Dalje pretpostavljamo da ne postoje transakcioni troskovi, takse, da nema ogranicenja na
kratku prodaju, svi ucesnici u transakcijama su racionalni... Zapravo, tesko je utvrditi
da li su u pitanju nedostaci Black-Scholes modela ili je trziste jednostavno neefikasno.
Tako ne postoji zvani¢an dokaz koji tvrdi da ovaj model nudi moguénosti za arbitrazu,
pretpostavka je da je u pitanju pogresna podloga i da ona dovodi do nepodudaranja sa

stvarnim cenama opcije.
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Slika 3.1: Kernelova aproksimacija funkcije gustine (puna linija) i funkcija gustine nor-
malne raspodele sa parametrima dobijenim metodom najmanjih kvadrata (isprekidana
linija) na osnovu dnevnih log-prihoda IBM-a ( [18]). Za ove podatke koeficijent asimetrije
je -0.3329, dok je koeficijent spoljstenosti 18.2116.

Prvi nedostaci modela mogu se uo¢iti kada se iz istorijskih podataka (berzanskih indeksa)
dobiju odgovarajuce statistike, a zatim se one uporede sa poznatim osobinama normalne
raspodele (slika 3.1). Konkretno, za razli¢ite periode dobijaju se koeficijenti spljosteno-
sti veéi od 3. Normalnu raspodelu karakteriSe koeficijent spljostenosti koji je jednak sa
3. Uopsteno, raspodele ¢iji su koeficijenti spljostenosti veéi od 3, dakle ovi konkretni
podaci, imaju ostriji oblik funkcije raspodele, visi vrh (Sto znaéi vecu verovatnocu ek-
stremnih vrednosti) i tanje repove (vrednosti su usko skoncetrisane jedna oko druge). To
znaci da se u realnosti vrlo mala i ogromna pomeranja u ceni desavaju ¢esée, dok mala
i srednja pomeranja rede. Druga vazna razlika u samom izgledu funkcije raspodele je
koeficijent asimetrije koja pokazuje stepen asimetrije u odnosu na normalnu raspodelu
(kod normalne raspodele ovaj koeficijent je nula). Kod posmatranih podataka dobija se
negativan koeficijent asimetrije (asimetrija na levo) koji pokazuje da je veéina vredno-
sti smeStena sa desne strane ocekivane vrednosti sa ekstremnim vrednostima na desnoj
strani. Takode znacajan pokazatelj nepodudaranja normalne raspodele i raspodele kon-
kretnih podataka koja prati kretanje cene akcija, dobija se nekim od statistickih testova
kao §to je y>-test.

Pored drugih, jedna od ¢injenica koja je izostavljena kod davanja pretpostavki je stoha-
sticka volatilnost procesa kretanja cena akcija. Pretpostavka o konstantnoj volatilnosti
moze biti vrlo lako opovrgnuta ako posmatramo istoriysku volatilnost. Naravno tu su i
istorijski dogadaji, krahovi berzi, inflacije, elementarne nepogode i druge katastrofe koje
direktno ili indirektno uti¢u na drasti¢nu promenu cena. Sa rastom cena dolazi i do
porasta njihove varijacije i obrnuto. Kada iz Black-Scholes formule, gde je cena opcije
C =C(s,T,K,r, 0), izvu¢emo podatak o volatilnosti kao funkciji o = o(s, T, K,r,C), a
da smo pri tom za cenu opcije uzeli trzisSnu cenu, dobijamo implicitnu volatilnost. Me-
dutim, ne postoji nacin da se implicitna volatilnost eksplicitno izrazi, pa se u zavisnosti
od razli¢itih izbora vremena dospec¢a T' dobijaju razlic¢iti stohasticki modeli, $to naravno
dovodi u pitanje ta¢nost modela. * Radi jednostavnosti prikaza pretpostavimo da im-
plicitna volatinost zavisi samo od dva parametra: ¢ = o(7, K). Na slici 3.2 moze se

3Wim Schoutens, Lévy Processes in Finance, Katholieke Universiteit Leuven, Belgium
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T=0.09
T=0.2

T=0.43
T=0.7
T=1.2

A

K

Slika 3.2: Implicitna volatilnost sa razli¢itim izborom vremena dospeca.

primetiti razli¢it oblik funkcije volatilnosti kako se menja jedan od parametara.
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4

Primena Levijevih procesa u
finansijama

Nedostaci Black-Scholes-ovog modela predstavljaju ujedno i motivaciju za uvodenje dru-
gog, realnijeg modela tj. modela koji ¢e vernije prikazati stvarno stanje i ponasanje
trzista. Da bi to i ostvarili, procesi koji prate kretanje finansijskih sredstava na trzi-
Stu, moraju sadrzati delove koji reprezentuju skokove. Takode, volatilnost ne sme biti
konstantna tokom vremena.

Neka je {L;,t > 0} Levijev proces. Sada ¢e cena akcije izgledati

St = SoeLt .

Razlog za uvodenje difuzivnog elementa u kretanje cene akcija jeste potreba da se uhvate
mala, ali Gesta pomeranja. Naime, veéina procesa navedenih u glavi (2) su Levijevi procesi
beskonacne aktivnosti tj. za njih vazi ffooo v(dx) = oo i oni su sposobni da obuhvate i
retke velike skokove kao i ceste male.

Najpre ¢u napraviti kratki osvrt na ekvivalentnu martingalsku meru na finansijskom tr-
zistu.

4.1 Ekvivalentna martingalska mera i nekompletnost
trzista

Definicija 4.1. Verovatnosna mera () na prostoru (2, F, P) je ekvivalentna martingalska
mera ako vazi

i) @i P su ekvivalentne mere (definicija 1.6 u poglavlju 1.1) i

ii) diskontovani proces cena akcije S = {S(t) = e "S(t),t > 0} je martingal u odnosu
na meru Q).

Odsustvo arbitraze garantuje nam egzistenciju ekvivalentne, rizik-neutralne mere. Za
razliku od trzista na kojima cene aktiva prate Braunovo kretanje ili Poasonov proces,
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trzista kod kojih su procesi cena odredeni Levijevim procesima su nekompletna. To znaci
da ekvivalentne mere postoje ali nisu jedinstvene. Dakle, u tom slu¢aju nemoguce je naéi
ekvivalentnu meru koja bi mogla da reprezentuje realnu sliku trzista kao sto je bio slucaj
u proslom poglavlju.

Jedan od nacina da se pronade ekvivalentna martingalska mera jeste ESerova transfor-
macija. Posmatram model kretanja cena akcija { X (t),t > 0}] sa funkcijom gustine ¢ (z)
i definiSem funkciju gustine ¢§9)(x) za neko 6 € {0 € R| fj;o % (y)dy < oo} na slededi

nacin

(0) () = exp(fx) ;i (z)
S exp(Oy)e(y)dy

gde 6 biram tako da je diskontovani proces cena akcije {e~""9tS(t),t > 0} martingal tj.
vazi

S(0) = e "N EO(S(1)),
gde je ocekivanje u odnosu na funkciju gustine cp,ge)(x). Neka je ¢(u) = E(e'X) karakte-
risti¢na funkcija procesa X = {X(¢),t > 0}. Moze se pokazati da je diskontovani proces
cena akcije martingal ako vazi

o (=04 1))
o(—i0)

Resenje prethodne Jednacme 0* predstavlja ESerovu transformaciju martingalske mere
date funkcijom gustine o’ )(x)

EsSerova transformacija predstavlja jedan od mmnogobrojnih nacina dolaZenja do jedin-
stvene martingalske mere koja je ekvivalentna u realnom svetu. Neki od drugih nacina
su korekcija martingalske mere u odnosu na srednju vrednost ([2], strana 79), minimalna
martingalska mera (Esce and Schweizer 2005) itd.

Neka je P rizik neutralna mera, proces L Levijev proces koji reprezentuje kretanje neri-
zifne aktive, a (b, a, ) Levijeva trojka za koju vazi

L(t) = bt + VaW (t) // ")(ds, ).

W je P-Braunovo kretanje, dok je 7% P kompenzator u odnosu na skok meru .

Moze se pokazati (Eberlein, Papapantoleon and Shiryaev (2008)) da drift parametar b
uzima sledec¢i oblik

B:r———/(e —1—2)v(dx), (4.1)
R
gde je r nerizi¢na stopa.

Pretpostavimo da su mere P i P redom realna i rizik-neutralna mera sa trojkama (b, a, v)
i (b,a,) i da su ekvivalentne. Na osnovu Girsanove teoreme ([1] strana 23) znamo da
vazi: a =aiv=Yvi

b=b+af+z(Y —1)*v. (4.2)

Sa druge strane, iz jednacine (4.1) imamo

b= —(e"—1—1)xD. (4.3)

N |

38



[zjednac¢avajuci jednacine (4.2) i (4.3) dobijamo

bzr—a(@—{—%)—((ex—l)Y—:):)>x<1/. (4.4)

Dakle, imamo jednu jedna¢inu i dve nepoznate, i Y. Svaki par reSenja (/3,Y") odgovara
razli¢itoj ekvivalentnoj martingalskoj meri $to upravo objasnjava zasto je trziste nekom-
pletno. Parametar  naziva se trzZisna cena za rizik, dok Y nazivamo trzisna cena za skok
rizike.

U nastavku navodim primere kompletnosti kod Braunovog kretanja i kod Poasonovog
procesa a zatim i jedan jednostavni primer nekompletnosti i za te primere izvodim 5iY.

Primer 4.1. Pretpostavimo najpre da je v=0. Najpoznatiji primer u tom slucaju je
svakako Black-Scholes model gde cena akcije prati Braunovo kretanje L(t) = bt++/aW (t),
S(t) = S(0)er®. Jedinstveno resenje jednacine (4.4) je

_r—b_l

a 2"

B

Dakle, dobili smo jedinstvenu martingalsku meru Sto znaci da je trziste jedinstveno.

Primer 4.2. Kao i kod Braunovog kretanja, i kod Poasonovog procesa dobijamo jedin-
stveno resenje jednacine (4.4). Neka cena akcije prati Poasonov proces sa parametrom A
L(t) = bt + aN(t), gde je a veli¢ina skoka i v(dx) = Alyay(dx). Dobija se jedinstveno
reSenje
r—b+ a\
(e =N

Koristeéi A = Y'\ i prethodnu jednacinu u (4.2) dobija se

b=r—(e*—1—a)

Ako ujedinim ova dva primera u jedan model dobijam nekompletno trziste.

Primer 4.3. Pretpostavimo da cena akcije prati slede¢i proces L(t) = bt + /aW(t) +
aN(t). Na osnovu prethodna dva primera mozemo zakljuciti da je reSenje jednacine
(4.4):
r—b 1 i Yez(l—e)(r—b)—i-oz)\

(ex —1)A

a 2
Mozemo primetitii da S, i Y. zadovoljavaju (4.4) za svako € € (0,1). Upravo ovo nam
ukazuje na nejedinstvenost martingalske mere i nekompletnost trzista.

5626

Pre nego s$to predem na konkretne modele koji se primenjuju kod procena cena opcija,
naveséu nacin da se pomocu Furijeve ili Laplasove transformacije dode do konkrentne
cene opcije.
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4.2 Laplasova transformacija kod utvrdivanja cena op-
cija
S obzirom da u uvodnom delu nisam definisala Furijeve redove i Laplasovu transforma-

ciju, u prvom delu ovog poglavlja posveéujem se upravo ovim pojmovima. Oni ¢e mi
pomocdi kasnije da izvedem eksplicitnu formulu za cenu kol opcije.

Definicija 4.2. Laplasova transformacija funkcije h definiSe se na slede¢i nacin

Lh(z) = / e **h(x)dx,
R
gde je z € C.

Definicija 4.3. Ako sa H(z) oznacimo Laplasovu transformaciju funkcije h, inverzna
Laplasova transformacija moze se dobiti sledecom formulom

Reico
LHH(2)} = L/ e** H(x)dz.

2mi R—ioco

Teorema 4.1. Laplasova transformacija konvolucije je jednaka proizvodu Laplasovih
transformacija faktora.

Dokaz. Neka su ¢ i1 proizvoljne funkcije. Za funkciju ¢ = ¥+ ¢ Laplasova transformacija
ima oblik

4(2) = Spusl2) = / e (1 % 9)(2)da

:/e”w(:c)d:v/e“¢(x)dx
R R
= £y(2)L4(2).
O
Za razliku od Black-Scholes modela gde sam cenu opcije relativno lako izvela koristeci

se uopstavanjem diskretnog modela, u ovom slu¢aju izvodim cenu opcije na, ne tako,
oc¢igledan nacin.

Neka je C7(S, K) cena kol opcije sa strajk cenom K i cenom podloge S u momentu 7.
Dalje, g(St) = (St — K)™ je funkcija isplate pod nerizi¢nom merom P, sa istom merom
definisem i Levijev proces Lt ¢ija je funkcija gustine p. U veéini slucaja funkcija gustine
nije poznata tako da ¢u uvodenjem drugih funkcija svesti izracunavanje cene opcije na
koriséenje onoga Sto je poznato, a to je najCesée karakteristicna funkcija. U odsustvu
arbitraze imamo slede¢u formulu

Cr(S,K)=e""E(9(Sr)) = e_TT/Qg(ST)dP

= [ S0et)iPy @) = T [ glSue o).
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Uvodim funkciju i promenljivu u oznakama 7(x) = g(e™*) i ( = —logSy. Sada je

g(Soe™) = g(e"€"®%0) = g(e"e ™) = g(e ) = 7(¢ — x)

C=0Cr(S,K)=e"T / (¢ — 2)p(z)dx = e (7 * p)({). (4.5)

R

Najpre ¢u primeniti Laplasovu transformaciju na (4.5), a zatim inverznom Laplasovom
transformacijom dobijamo cenu opcije u obliku koji je pogodan za analiticka izra¢unava-
nja. Koristeéi teoremu (4.1) dobijamo Laplasovu transformaciju cene opcije (4.5)

Lo(z)=e"T /R e *(m* p)(x)dx
=e "L (2)L,(2).

Ako je ¢r, karakteristicna funkcija Levijevog procesa Ly, moZe se lako izvesti sledeca
jednakost

¢, (iR —u) = B(e'F-WE) = pe-BHwl) — / e~ BHT o ()de = £,(R 4 iu).  (4.6)
R

Sada kada znamo oblik Laplasove transformacije cene opcije i na osnovu (4.6) moZzemo
da izvedemo inverznu transformaciju cene opcije. Prema definiciji (4.2) dobija se

1 R+ioco :
Cr(S,K) = — : d
(S, K) 5 /R_m e Lo(z)dz

= |smena: z = R+ iul

1 .
= — / ST e (R + du)du

2m R

ettt -
=5 e e (R +iu) L, (R + iu)du
R

efrTJrCR )
=— / e L (R4 iu)or, (iR — u)du.
2m R
Odavde vidimo da cena opcije zavisi direktno od funkcije isplate i karakteristi¢ne funkcije
Levijevog procesa koji prati kretanje cene podloge.

4.3 Popularni modeli

U ovom poglavlju bavi¢u se popularnim modelima u matematici finansija koji se bazi-
raju na Levijevim procesima. Kako sam u poglavlju (2) navela neke od klasa Levijevih
procesa, tako ¢u sada definisati modele koji se koriste prethodno definisanim klasama.
Black-Scholes modelu kao specijalnoj klasi Levijevog procesa posvetila sam ¢itavo pogla-
vlje u kojem sam detaljno izvela i Black-Sholes formulu za dobijanje cene opcije. Ipak,
ovde navodim ukratko osnovne osobine modela pa isto tako ponavljam i osobine Black-
Scholes modela kao prvog koji se poc¢eo upotrebljavati u finansijama.
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Primer 4.4. Levijev proces oblika L; = ut + oW, jeste Black-Scholes model ¢ija trajek-
torija prati normalnu slu¢ajnu promenljivu L : A(p, 0?) sa funkcijom gustine

ou(a) = — exp(—M)

o\ 2T 202

i karakteristicnom funkcijom

0.22

¢ (u) = exp(ipu — 2u ).

Levijeva trojka ovog modela je (i, 02, 0).

Primer 4.5. Gama model je odreden gama procesom Cija je trajektorija gama slucajna
promenljiva X : Gamma(a, b) data funkcijom gustine

(xb)aefxb

x ; 7b = —7
QO (x a ) IF(CL)
gde je T'(a) = [t e~ dt,a > 0.

Karakteristi¢na funkcija ima oblik
¢u(u;a,b) = (1 - %) -

Jasno, gama proces { X (t),t > 0} : Gamma(at,b) je stohasticki proces koji krece od nule,

sa stacionarnim i nezavisnim prirastajima koji su gama raspodeljeni. Levijeva trojka za

a(l—e~?)
b

gama proces data je sa ( , 0, ae’bxx*11{1>o}dx).

Primer 4.6. Mertonov model. Neka je L; Levijev proces

Ny
Lt:Mt+0Wt+ZJk,
k=1

gde Jy : N(puy,0%), k = 1,2, ... Karakteristi¢na funkcija Levijevog procesa za k =1 je

2,,2 o202

5+ A== —1)).

61.(u) = exp i -

Kao §to se moZe naslutiti Levijeva trojka je (u, 02, X X @), gde je ¢, funkcija gustine
slucajne promenljive J. Ocekivanje i disprezija ovog modela slede u nastavku

E(L)=p+ My i Var(L) = o + M5 + Ao

Primer 4.7. Model slican Mertonovom modelu je Kou model koji je istog oblika kao
prethodan primer ali razli¢ite funkcije gustine za J. .

N
Li=pt+oW,+ Y J
k=1
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gde je @ () = p@lefalml{Ko} + (p)926*92“’1{x>0}. Sada je karakteristicna funkcija trajek-
torije Levijevog procesa L jednaka
2,2

¢L(U)=eXp(iuu—au +A< Ly —<1_p,)92—1>)

2 0, —iu 0y + iu

Levijeva trojka je ista kao kod prethodnog modela, dakle (u, 0%, A x ¢s), otekivanje i
disperzija su
Ap  A(1—p)

E(L)=p+ —— — i Var(L) =0’ + = + ———
03 03

Da bih nastavila sa nabrajanjem modela najpre ¢u definisati Bezelove funkcije.

Definicija 4.4. Bezelove funkcije prve vrste J,(9), druge vrste N, (9)i trece vrste H,El)(ﬁ)
. r(2) e . . v
i H,”(0) su reSenja diferencijalne jednacine:
d*w dw
9228 et
az

Bezelova funkcija prve vrste je oblika

+ (9* — vHw = 0.

- k

( ) i V—l—k:+1)

Jy(0)cos(vm) — J_, ()

sin(vm)

druge vrste

N, (9) =

1 treée vrste
HM (W) = J,(9) + iN,(9)

v

Primer 4.8. Prvo definiSsem sluc¢ajnu promenljivu sa generalizovano hiperbolickom raspo-
delom. Slu¢ajna promenljiva L : GH(«, 3,9, 1, A) ima karakteristi¢nu funkciju

a® — >3KA(5\/042 — (B+iu)?)

— (B +iu)? K\(6y/a2 =32

gde je K Bezelova funkcija trece vrste sa indeksom A. a > 0 odreduje oblik, 3,

0 < |B] < « odreduje asimetriju, v € R je lokacija, 6 > 0 skaliraju¢i parametar, dok

A € R odreduje tezinu repa raspodele.
Levijev proces odreden generalizovano hiberbolickom funkcijom predstavlja se u slede¢em

obliku
L, =tE(L / / )(ds, dx).

Levijeva trojka je (E(L),0,v%"), gde je

VO () = i( /°° exp(—/2y + a?[z])
|| ™ y(J\Q,\|(5\/ 2y) + |>\|(5V y)
gde su Jy 1Y), Bezelove funkcije prve i druge vrste sa indeksom \. Speecijalne vrste GH

funkcija, kao njene grani¢ne vrednosti su normalna, eksponencijalna, gama, normalna
inverzna Gausova itd.

ban(u) = e < o2

dy + )\e—a|m|1{>\20}> s
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Primer 4.9. Inverzna Gausova slu¢ajna promenljiva X : IG(a,b) data je funkcijom gu-
stine

exp <ab — %(a%_l + b%)),

dok su Levijeva mera i njena karakteristi¢na funkcija date redom

«(T5a,b) =
P ( ) S

: 1
V%) = (QW)_%am_%exp(—§b2:U) Liz>0}

¢z (u;a,b) = exp( — a(v'—2iu+ b*> — b)).

IG proces {X(t),t > 0} : IG(at,b) je stohasticki proces koji krece od nule, sa stacionar-
nim i nezavisnim prirastajima koji su IG raspodeljeni.

Primer 4.10. Normalna inverzna Gausova slucajna promenljiva (NIG) ima jos jedan
parametar 0 pored parametara koji karakterisu IG slucajnu promenljivu. Ako slucajna
promenljiva ima NIG raspodelu X : NIG(a, b, §) njena karakteristicna funkcija izgleda

¢u(u;a,b) = exp(— 0(v/a? — (b+iu)? — Va2 —b?)).

Ovaj model specijalan je slu¢aj GH (generalizovano hiberboli¢kog) modela za A = —%.
Sli¢no kao i kod GH modela, Levijev proces odreden NIG slucajnom promenljivom moze

se prikazati
L, =tE(L / / N9 (ds, da),

NIG

gde je Levijeva mera v prikazana

VVIG () = 8 0% ).

]

Primer 4.11. Levijev proces oblika

Ly =tE(L) + /Ot /R:c(uL — VMY (ds, dir)

naziva se GGMY proces.
or(u) =exp (tC’F(—Y)((M —u) + (G +iu) — MY — GY))

je njegova karakteristi¢na funkcija i

GGMY e Me G
1% (ZL’) = Owl{x>o} + Cﬁl{z<0}

je Levijeva mera i pri tom je C' > 0,G >0,M > 0,Y < 2.
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5!

Stohasticka volatilnost u Levijevim
modelima

Jedna od nedostataka Levijevih modela je ¢injenica da se volatilnost menja stohasticki
tokom vremena. Do sad nisam posmatrala volatilnost kao stohasticki proces, medutim
¢injenica je da se faktori rizi¢nosti neprestano menjaju. Postoji vise nacina da se efekat
volatilnosti uklju¢i u modele predvidanja cena na finansijskom trzistu. Jedan od njih
¢u opisati u ovom poglavlju. Naime, ubrzavanjem ili usporavanjem protoka vremena
ostvaruje se povecanje ili smanjivanje nesigurnosti koja se meri volatilnoséu.

Visoka rizi¢nost povlaci za sobom i veée prinose, pa samim tim vreme ’brze’ protice i
obrnuto, sa manje rizika ostvarujemo ujedno i manje prihode i ’sporiji’ protok vremena.
Prinosi koji se u stohastickom poslovnom vremenu ostvaruju za par dana, ostvari¢e se u
uslovima povecane volatilnosti za jedan dan. U uslovima manje volatilnosti za jedan dan
se ostvaruju prinosi koji bi se ostvarili za samo jedan deo tog dana u poslovnom vremenu.

Primena stohastickog protoka vremena radi odredivanja cene aktive datira jos iz 1973.
godine kada je cena aktive modelovana kao geometrijsko Braunovo kretanje koje je podr-
zano od strane nezavisnog Levijevog subordinatora. Da bih predstavila teoriju, potrebno
je da definiSem posebnu klasu tzv. OU procesa.

5.1 OU procesi

Pre same definicije, ukratko ¢u navesti jo$ jednu klasu Levijevih procesa ¢ija osobina se
podjednako koristi za opisivanje volatilnosti u finansijama.

Neka je ¢ karakteristicna funkcija slu¢ajne promenljive X. X je samodekomponujuca
slu¢ajna promenljiva ako

¢(u) = p(cu)pe(u),

za sve u € Ric e (0,1)1za neku familiju karakteristi¢nih funkcija {¢. : ¢ € (0,1)}.

Definicija 5.1. OU (Ornstein-Uhlenbeck) procesi se mogu predstaviti slede¢om stoha-
stickom diferencijalnom jednacinom:

dyt = _)‘ytd + dz)\ta Yo > 07 (51)
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gde je z; subordinator i u literaturi se moze naci pod oznakom BDLP (Background Driving
Levy Process).

Neka je D grani¢na raspodela procesa y = {y;,t > 0}. ' D-OU proces je OU proces y

¢ija je grani¢na funkcija raspodele D.

Teorema 5.1. 2 D-OU proces postoji ako i samo ako je D samodekomponujuca funkcija.

Standardni rezultat za SDE (5.1) izgleda
t
yr = exp(—At)yo + / exp(=A(t — s))dzy,
0

At
= exp(—At)yo + exp(—At) / exp(s)dzs.
0

Jos jedna klasa Levijevog procesa je integrabilni OU proces koji se dobija, kao $to i samo
ime kaze, izra¢unavanjem integrala procesa ;.

Definicija 5.2. Integrabilni OU proces Y = {Y;,t > 0} se dobija na slede¢i nacin

t
Y;:/ Ysds
0
t

= A1 —exp(=At))yo + A7 /0 (1 —exp(=A(t — s)))dz,,.

Ono §to je interesantno za ove procese jeste da' Y = {Y;, ¢ > 0} ima neprekidne trajektorije
dok procesi z = {z;,t > 0} i y = {y;,t > 0} imaju skokove.

Na kraju definicija navodim jo$ jedno pravilo koje dovodi u direktnu vezu Levijevu gustinu
BDLP i funkcije D. Neka je Levijeva mera BDLP u trenutku ¢t = 1 W(dz) = w(x)dx,
gde je w(x) Levijeva gustina za BDLP i u(x) Levijeva gustina samodekompunujuce
funkcije D. Tada je veza izmedu u i w prikazana slede¢om jednacinom

w(z) = —u(z) — zu'(x). (5.2)

5.1.1 Gama-OU proces

Od ranije znamo da Gama proces ima Levijevu gustinu

e—bac

u(r) =a Liz>0}-

x
Koristeci (5.2) BDLP z ima Levijevu gustinu

efb:):

w(x) = —u(z) — 2/ (z) = —a

T

efbw efbx
Ligsoy — x( —ab . Ligsoy — (1?1{990})

= abe™™® 1{x>0} .

D je grani¢na raspodela procesa y; ako za svako t i po¢etno yo D predstavlja funkciju raspodele te
slu¢ajne promenljive.
2Wim Schoutens, Levy Processes in Finance
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Dalje, kumulativna funkcija je data sa

klu) = b+u

Odavde se moze zakljuciti da je BDLP za Gama-OU proces slozen Poasonov proces

Ny
2t = E T,
n=1

gdeje N = {N;,t > 0} Poasonov proces sa parametrom a, a {z,,n = 1,2, ...} je nezavisan,
jednako raspodeljen niz tako da vazi z, : Gamma(1,b) za svako n € N,

5.1.2 IG-OU proces
Levijeva gustina za [G(a, b) proces je

1 1
u(z) = (2m)"2 ax’%exp(— §b2x) L{z>0}-

Na isti nacin kao za Gama proces mozemo izracunati Levijevu gustinu za odgovarajuéi

BDLP 1 1
w(x) = (27)’%§a(x’1 + bZ)x’%eXp(—ib%)l{Do}.

Kumulativna funkcija data je

k(u) = —uab™ (1 + 2ub™?) "2,

Kao sto se za BDLP Gama-OU procesa dalo zakljuciti da je to slozen Poasonov proces,
tako se moze primetiti i da se za IG-OU proces BDLP moze prikazati kao zbir dva
nezavisna Levijeva procesa z = z(1) + 22 gde je (V) IG Levijev proces sa parametrom &

2
ib,az? je oblika
Ny
0 =30
n=1

gde je N = {N,;,t > 0} Poasonov proces sa parametrom %b i{v,,n=1,2,..} je niz neza-
visnih, jednako raspodeljenih slu¢ajnih promenljivih, gde svaka v, prati standardizovanu
Normalnu raspodelu AV (0, 1) nezavisnu od Poasonovog procesa N.

5.2 Stohasticka promena vremena

Jedan od nacina uvodenja stohasticke volatilnosti je da se uvede sothasticki parametar u
Black-Scholes-ov model. Taj parametar volatilnosti moze da prati Braunovo kretanje ili
OU procese ¢iji je BDLP subordinator (takvi modeli nazivaju se BNS modeli nazvani po
Barndorff-Nielsen i Shephard). Ono §to je karakteristiéno za BNS modele jeste $to su oni
bez arbitraze ali nekompletni §to znaci da postoji vise od jedne ekvivalentne martingalske
mere.
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Vraé¢am se na razlog uvodenja procesa opisanih u prethodnom odeljku. Naime, drugi nac¢in
ukljucivanja stohasticke volatinosti u model jeste modelovanje vremena kao stohastickog
procesa. Da bi to uradili, potrebni su nam procesi koji ¢e prikazati stopu po kojoj protice
vreme. Jedan od primera su upravo Gama-OU i IG-OU procesi.

Neka je Y = {Y},t > 0} proces koji ¢e modelovati nase poslovno vreme. To moZe izmedu
ostalog biti i integralni OU proces koji se pojavljuje kao resenje SDE

dy; = = \ydt + dzy,,

gde je z = {z;, t > 0} specijalna klasa Levijevih procesa - subordinator. Ako sa t ozna¢imo
kalendarsko vreme, poslovno vreme dobijamo reSavanjem integrala

t
Yt:/ ysds'
0

U ulozi procesa y = {y;,t > 0} mogu se, kao §to sam ve¢ napomenula, pojaviti i Gama-OU
i IG-OU procesi.

Rizik-neutralan proces cena S = {S;,t > 0} modelujemo na slede¢i na¢in

S, — 5, exp(rt)
E(exp(Xy,)|yo

) eXp(XYt)7

gde je X = {X;,t > 0} Levijev proces prikazan karakteristi¢cnom funkcijom

$u(u) = exp(in(u)),
a n(u) je karakteristi¢ni eksponent Levijevog procesa.
Neka je ¢y karakteristi¢na funkcija od Y, a ¢ = ¢iogg, karakteristi¢na funkcija log-cene
akcije.
Gy (—in(u))
Gy (—in(—i))™

Pored volatilnosti, i ostale Levijeve karakteristike se mogu posmatrati kao stohasticki
procesi koji se menjaju u vremenu. Postoje dva nacina da se ukljuci stohasti¢nost u
Levijeve karakteristike (y, 07, ;). Neka je X = {X;,¢ > 0} Levijev proces, tada mozemo
koristiti jedan od slede¢a dva postupka

o(u) = exp(iu(rt + logSp))

. t o - .-
1. Primena promene vremena X; — Xy,,Y; = fo ysds. U ovom slucaju pretpostavili
smo da su procesi stohasticki, ali proporcionalni istom izvoru varijacije: ys.

2. Ukoliko zelimo da sve komponente variraju, ali da varijaju odvojeno, tada je neop-
hodno da razbijemo proces na tri odvojena procesa. Potom primenjujemo razlicite
promene u vremenu na razli¢ite Levijeve procese: X/ sa Levijevom trojkom (1, 0, 0),
X? sa Levijevom trojkom (0,02,0) i X} sa Levijevom trojkom (0,0, v).3

3 Applying stohastic time changes to Levy processes, Liuren Wu
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6

Primena Levijevih procesa u osiguranju

Stopa smrtnosti koja za sobom povladi rizik smrti kod zZivotnog osiguranja moze se mode-
lovati nekim stohastickim procesima. Rizik osiguranja ne moze se eliminisati ili smanjiti
povecanjem portfolia i primenom zakona velikih brojeva. Zato ¢u ovde opisati tehnike
procene rizika, ali i cena ugovora koje su karakteristicne za nekompletno trziste.

6.1 Principi premije

Kao $to je u finansijama polazni problem bio utvrdivanje cene opcije, tako se u osiguranju
ovaj problem bazira na ceni premije koju osiguravajuca kuca naplacuje osiguranicama.
Princip obra¢una premije je funkcija koja svakom ugovoru H pripisuje odredeni broj koji
predstavlja premiju. Neki od primera su sledeéi principi

1. princip ocekivane premije

i (H) = E(H)(1+0),

gde je 8 > 0 poznat kao faktor opterecenja premije. Specijalan slucaj tzv. neto
premije dobija se za 6 = 0, kada se dobija princip 4, (H) = E(H).

2. princip ocekivane korisnosti
uw(C —uy(H)) = E(u(C — H)),
dobija se reSavanjem ove jednacine gde je C' pocetni kapital, a u funkcija korisnosti
osiguravajuce kuce.
3. princip variyjanse

us(H) = E(H)+aVar(H).

4. princip standardne devijacije

5. Eserov princip



Ogranicavajuci faktor kod prethodno nabrojanih principa jeste odsustvo trzista. Za ra-
zliku od finansijskih trzista gde se trgovina (relizacija derivata ili bilo koja druga trans-
akcija na trzistu) moze obaviti bilo kada od momenta zaklju¢ivanja ugovora do momenta
isteka istog, kod ovakvih principa premija, premija se izracunava u momentu ¢ = 0, dok
u momentu ¢t = T osiguravac¢ isplacuje osiguraniku ugovorenu naknadu. Izmedu ta dva
perioda ne postoje nikakve transakcije. Najjednostavniji primer koji svedo¢i o nepodu-
daranju finansijskog trzista i trzista osiguranja jeste poredenje cene akcije i zahteva u
vremenskom trenutku ¢ = 7. Neka su te dve cene jednake i iznose H. Tada se, prime-
nom teorije o nepostojanju arbitraze, moze lako do¢i do pocetne cene akcije u trenutku
t = 0. Odmah se vidi da cena zahteva u istom pocetnom trenutku nije ista kao kod
akcije. Naime, cena zahteva predstavlja jednu od principa premija. Iz ove ¢injenice ¢ini
se nemoguce povuéi paralelu izmedu ova dva trzista.

Medutim, ovaj problem moze se prevazi¢i stvaranjem novog iznosa naknade H = (Ur +
Yr — K)T, gde je Ur agregatni iznos zahteva u periodu [0, 7], Y7 finansijski gubitak, a
K nivo ogranic¢avanja. Ovakvi ugovori poznati su kao finansijski stop-loss ugovori i oni
kombinuju i finansijski i osiguravajuéi rizik pa na taj nacin stvaraju pokriée i za velike
gubitke na osnovu osiguravajué¢ih portfolia ali i gubitke na finansijskom trzistu. Primena
aktuarskih principa za utvrdivanje premije potpuno zanemaruje moguénost trgovine ovim
ugovorima na finansijskom trzistu, a samim tim se umanjuje i finansijski rizik. ReSenje
jeste kombinovanje ova dva razli¢ita pristupa primenom finansijskih transformacija na
aktuarske principe premija.

Neka je H visina zahteva, a @;(H) i Uy (H) princip varijanse i standardne devijacije redom.
Modifikacije @1 i %3 mogu se izvesti uvodenjem slucajne promenljive Y = —H koja se
moze posmatrati kao finalno bogatstvo u vremenskom trenutku 7' dobijeno prodajom
zahteva H. Sada se dobija nova funkcija u;(Y) = —t;,7 = 1,2.

w(Y)=EY)+aVar(Y), u(Y)=EY)+ay/Var(Y).

Funkcije u1(Y) 1 u2(Y') opisuju preference osiguravaca. Za H 1Y posmatramo kao dis-
kontavane vrednosti zahteva i bogatstva retrospektivno. *

6.2 Stohasticka stopa mortaliteta

Broj pojedinaca koji se osiguravaju oznacavamo sa n, zato $to je re¢ o pojedincima
iste starosne dobi od x godina. Osiguravajuca kucéa napla¢uje premije P, a za uzvrat,
u slucaju smrti (govorimo o Zivotnom osiguranju), isplacuje iznos koji se predstavlja
funkcijom F, = F(Y, Ng) u trenutku s. N; predstavlja broj umrlih u trenutku ¢. Ideja je
da se broj umrlih prikaze pomocu indikator promenljive, a da bi se to izvelo potrebno je da
uvedem jo$ jednu promenljivu a to je preostalo vreme prezivljavanja T;,7 = 1,...,n,. Sa
iy oznaci¢u intezitet procesa 7; u trenutku ¢ za individuu starosti  u trenutku t = 0. gy
predstavlja stopu mortaliteta koja je predvidivi proces u odnosu na filtraciju {G; : t > 0}
takvu da vazi fg pids < oo i

P(T; > t|Gp-) = e Jorids o<y <",

!Thomas Moller, Indifference Pricing of Insurance Contracts ina a Product Space Model
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Broj umrlih se moze prikazati kao zbir indikator slucajnih promenljivih
Na
N, =) KT <t).
i=1
Verovatnocéa da idividua sa x + t godina prezivi do x 4 s-te godine oznacava se

s—tPz+t = E(exp(—/ ﬂﬁdu)lgt) (61)
t

Dalje se pretpostavlja da je stopa mortalita uf zbir deterministickog dela p,(t) koji se
dobija procenom parametara na osnovu demografskih podataka i slu¢ajne promenljive Y;
koja predstavlja slu¢ajan deo tabele smrtnosti

pi = pa(t) +Y;

dY; = a(b—Y,)dt + odZ,, (6.2)

gde su a i b konstante i Z; Levijev proces ¢ijom se dekompozicijom dobija

t 00
Zy = / / zJ,(dt,dz).
0 —00

Iz prethodnog oblika se vidi da Z; ne sadrzi linearan i Braunov deo, tj. b =01 a =0 t;j.
Z, je subordinator. (videti iz definicije Levijevog procesa, glava (?77)

Kada obe strane jednacine (6.2) pomnozimo sa e dobija se
—oe®dZs = ae® (b — Ys)ds — e**dYs. (6.3)
Uvodim slu¢ajnu promenljivu
ns = e*(b—Y;) (6.4)
pa se jednakost (6.3) svodi na
dns = ae®(b —Y;)ds — e**dY; = —oe*dZ;.
Dalje dobijamo

Ne =1 — O /S e®dZ,. (6.5)
t
Iz jednacina (6.4) i (6.5) dobija se
Y,=b—e"ns=0—e% (nt -0 /8 e“edZ9>
t

—b—e%n, + J/S e—a(s—ﬁ)dZO
t

—p— e—aseat(b B Y}/) i /5 e,a(sfe)dza

t

= <1 — e_“(s_t))b R ) A a/ e~ =94z, (6.6)

t
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Kada znamo kako proces Y, moze biti zapisan za sve s > t, i uzimajuci u obzir dva dela
stope mortaliteta, jednakost (6.1) sada izgleda

s—tDott = exp( — /tS ,ux(u)du> E(exp( — /ts Yudu) ]gt),

J

~ ~~

s—tPa+t ADJ(t,s,Yz)

gde je s_4D.1¢ Verovatnoca prezivljavanja povezana sa deterministickom stopom mortali-
teta i ADJ(t, s,Y;) regulatorni faktor koji uzima u obzir buduce kretanje mortaliteta.

Sada na osnovu (6.6) mozemo dalje izracunatai A; s = f: Y, du

/ Yydu= | bdu+ (Y, —b) / ey + o / ( / e*a@ha)du) dZq
t t t t t
1 —a(s—t) o [ —a(s—0)
—b(s =)+ - -p)(1-eC0) 4+ 2 [ (1 e 0)az,
a a f,

Karakteristicna funkcija procesa A; s data je

E(exp(iulys)|F:) =exp (zu (b(s — 1)+ (Y = b) (1 - ea(st))l))

a

E <exp (zu% /t S (1- e—“@—@))dzg) |}‘t) (6.7)

Moze se primetiti da je karakteristi¢na funkcija procesa A; s zau = i jednaka sa ADJ(t, s, Y:)
faktorom.

Definicija 6.1. Kumulativna transformacija subordinatora Z; data je sa
k(0) = logE(exp(02)).

Moze se pokazati da pri tom za svaku sa leve strane neprekidnu funkciju f : R, — C vazi

E(exp(/otf(e)dZ(;)) :exp</0tk(f(0))d9>. (6.8)

6.3 Temporalni a-stabilni subordinatori

Temporalno stabilni procesi dobijaju se deljenjem stabilnih procesa Levijevom merom sa
neopadajuéim eksponentom na obe polovine realne ose:

-tz —A_x

c e c_e
SL’H'O‘ 1yc>0 + IH'O‘ 1x<07

v(dx) =
gdejece >0,c. >0, >0, . >0i0<a<?2. 2

Subordinatori. Rastuéi Levijev proces {& }1>¢ sa osobinom &, = 0 je subordinator ako
vaze sledeée pretpostavke. ¢ ima nula drift i Levijevu meru

v(dr) = g(z)dz, x>0,

gde je g : [0,00) — R* i vazi

2Jeremy Poirot, Peter Tankov, Monte Carlo option pricing for tempered stable (GGMY) processes
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1. g>0i [Cg(z)de <ooi
2. postoji go > 01 ¢ :[0,1] — R takvo da

o)=L ¢,  Veel i /0 C(@)|dz < 003

Ako sa T ozna¢im odgovarajuéi subordinator, onda je njegov Levijev simbol dat sa
n(u) = ibu +/ (e™* — 1)v(dr).
0
Za subordinatore vazi
E(eTV) = exp(t¥(u)),
gde je
U(u) = —n(iu) = bu +/ (e7* — Dv(dx)
0
i naziva se Laplasov eksponent.

Laplasov eksponent za Poasonov proces sa parametrom ¢ > 0 je
U(u) =c(l—e™).

Kao $to sam ve¢ spomenula u 2. glavi, Levijeva mera a-stabilnih subordinatora je

c
I/(Z) = ﬁlz>07 a € [0, 1)

Temporalno stabilni proces karakterise mera koja se dobija deljenjem Levijeve mere sta-
bilnog procesa sa neopadajué¢im eksponentom

Ce—Az

W1Z>O’ gde je o€ [O, ]_)
Na osnovu jednakosti (6.7) i (6.8) dobijamo

ADJ(t,s,Y;) = E(exp(—A; )| Ft) =exp (zu (b(s —t)+ (Y, — b)(1 _ e—a@—t))l))

exp</:k( - %(1 _ ea(sm))de), a

gde je k(.) kumulativna transformacija data jednac¢inom (6.8).

3Max-K. Von Renesse, Marc Yor, Lorenco Zambotti, Quasi-Invariance Properties of a Class of Sub-
ordinators
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Da bih dobila tzv. standardni stabilni subordinator tj. subordinator sa indeksom
a € (0,1) najpre ¢u izvesti jednakost

/ (1—e ™)™ "%z = —/ (/ ue‘“ydy> r
0 0 0
= —/ (/ x_l_adx)ue_“ydy
0 Yy

o ua oo
/ e Wy %y = —/ e Tx % x
0 & Jo

'l - «a).

SIS

o |5

Laplasov eksponent ¥ (u) = u® sada je jednak

«

U(u) =u®* = Ti—a) /000(1 — e ")z

Levijev subordinator {T'(¢),¢ > 0} se moze tumaciti kao vreme nastupanja prvog doga-
daja za standardno Braunovo kretanje { B(t),t > 0} na slede¢i nacin

T(t) = inf{s >0, B(s) = %}

Zamenom Braunovog kretanja Gausovim procesom C(t) = B(t)+ 7yt generiSemo inverzni
Gausov subordinator koji se tako zove jer generalizuje Gausov proces i ima oblik

T(t) = inf{s >0,C(s) = 5t},5 > 0.

Za o= % subordinator se naziva inverzni Gausov proces ¢iji je faktor prilagodavanja sada
jednak

ADJ(E 5, ¥2) —exp( —(bs =)+ (Y - n)(1 - e—a<s—t>)l))

a

exp( _ 2c\/7?/: (A n %(1 . e“(se))fd@)
exp(2e7/TVA(s — 1)).

Gama proces je subordinator koji se dobija za a = 0, jer su njegovi prirastaji Gama
sluc¢ajne promenljive. Neka je {T'(t),t > 0} Gama proces sa parametrima c, A > 0,
funkcijom gustine

)\ct

or(r) = ml’

ct—le—)\x

i o¢ekivanjem i varijansom

o4



Faktor prilagodavanja (ADJ) sada je jednak

ADJ(t, 5, Y)) :exp( ~ (b =)+ (G- B)(1 - e—a<s—t>)1>)

a
s o

— log(1+ —(1—e 2= :

exp( c/t og( + a)\( e ))d@)

Za Gama proces Laplasov eksponent izgleda?

6.4 Indiferentno odredivanje cena

Pretpostavimo da osiguravajuc¢a kuca raspolaze nekim bogatstvom W,. Ovaj model ba-
zira se na preferencama osiguravaca, preciznije, on se zasniva na poredenju dve moguéno-
sti: ili ¢e osiguravajuca kuca biti spremna na rizik, naplatiti odredene premije i investirati
na finansijskom trzistu ili ¢e jednostavno zaradivati na bazi naplac¢enih premija. Cena
osiguranja ¢e tada predstavljati premiju po kojoj je osigurava¢ indiferentan izmedu ove
dve opcije. Funkcija korisnosti osiguravaca predstavlja se eksponencijalnom funkcijom

korisnosti .

U(Ws) = __e—pWS’
p
gde je p klg)eﬁcijent averzije prema riziku. Koeficijent apsolutne averzije prema riziku
AR =T _ p je konstantan, dakle cena premije osiguranja ne zavisi od bogatstva

) U’ (w)
osiguravajuce kuce.

Pretpostavimo da osigurava¢ moze poc¢etno bogatstvo W, u trenutku ¢ uloziti po nerizi¢noj
stopi 7 do vremenskog trenutka s. To ¢e znaciti da u vremenskom trenutku s osiguravac
raspolaZe bogatstvom W, = W,e"*~* &to se dobija kao refenje jednacine

th = TWtdt.

Posmatrajmo sada vremenski interval [¢, s| tj. neka osigurava¢ pocinje sa koli¢inom bo-
gatstva W, a zavrsava sa W,. Onda ¢e funkcija korisnosti izgledati

Vi(t, Wh) = E(U(W,)|F)
1
= —;exp(—theT(s_t)).

Ovo je slucaj kada osigurava¢ ne prihvata nikakav rizik. Drugi slucaj odnosi si se na
osiguranje n, pojedinaca.

Sada je funkcija korisnosti
VQ(ta Wt/a Yy, Nt) = E(U(Ws - Fs)‘f-s) (69)
1
- —;exp(—th’e’"(s‘“)E(eXp(st)!EL

4Jean Bertoin, Subordinators: Examples and Applications
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gde je W/ = W, + P. Izraz (6.9) izracunava se pomoc¢u dinamickog programiranja i PDE.

Po izracunavanju V5 indiferentna premija P se dobija izjednacavanjem ove dve funkcije
korisnosti

Vi(t, W) = Vao(t, Wy + P).

Specijalno u slu¢aju jednog ¢lana (n, = 1) i pod pretpostavkom da on prezivi do = + s-te
godine, funkcija isplate F, dobija se

F,=(1- Ny)K,
gde je K kapital u trenutku s, dok je ocekivana korisnost ¢lana
1
Valt, Wy + P,Y;,0) = = —exp( = pe’ =0 (W, + P))
p

(1=t Pasal1 = exp(pK))).

o6



Zakljucak

Postoje brojni radovi i proucavanja u vezi procene kvaliteta predvidanja cena na finan-
sijskom trzistu, gde bih izvodila konkretne modele kao $to je Black-Scholes-ov i Levijev
model i na osnovu razli¢itih parametara izvodila poredenje njihove uspesnosti predvida-
nja. Kako je to tema sama po sebi sloZzena i obimna, ovaj rad posvetila sam pre svega
definicijama i objasnjenjima njihovih razlika i uvodenjem nove klase.

Prinosi finansijske aktive su rezultat kumuliranja velikog broja informacija i individualnih
odluka. Rezultat Centralne Grani¢ne Teoreme jeste ¢injenica da suma velikog broja ne-
zavisnih, jednako raspodeljenih sluc¢ajnih promenljivih kona¢nih varijacija jeste normalno
rasporedena slucajna promenljiva. Upravo ovo je glavni razlog koriséenja normalne slu-
¢ajne promenljive kod odredivanja cena opcije. Na kraju poglavlja (3.3) navodim nedo-
statke popularnog Black-Scholes modela medu kojima je i debljina repova kod empirijske
raspodele (raspodele koja se dobija statistickim metodama na osnovu istorijskih poda-
taka). Prema shvatanju mnogih, jedan od razloga zasto je doslo do finansijske krize jeste
¢injenica da su se analiticari ogranicili na Gausovske modele. Dakle, realnost nas navodi
da se okrenemo drugim modelima koji ée vernije prikazati stvarna kretanja na trzistu.
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Dodatak

Matlab kod za sliku 2.1 (stabilne funkcije)

function p = stblpdf(x,alpha,beta,gam,delta,varargin)
% [1] J. P. Nolan (1997)

% "Numerical Calculation of Stable Densities and Distribution

% Functions" Commun. Statist. - Stochastic Modles, 13(4), 759-774
% [2] G Samorodnitsky, MS Taqqu (1994)

yA "Stable non-Gaussian random processes: stochastic models with

% infinite variance" CRC Press

if nargin < b
error (’stblpdf:TooFewInputs’,’Requires at least five input arguments.’);
end

if alpha <= 0 || alpha > 2 || “isscalar(alpha)

error (’stblpdf:BadInputs’,’ "alpha" must be a scalar which lies in the interval (0,2]
end

if abs(beta) > 1 || “isscalar(beta)

error (’stblpdf:BadInputs’,’ "beta" must be a scalar which lies in the interval [-1,1]
end

if gam < 0 || “isscalar(gam)

error (’stblpdf:BadInputs’,’ "gam" must be a non-negative scalar’);

end

if “isscalar(delta)
error (’stblpdf:BadInputs’,’ "delta" must be a scalar’);
end

quick = false;
tol = [1;

for i=1:length(varargin)
if strcmp(varargin{i},’quick?’)



quick = true;
elseif islogical(varargin{i})
quick = varargin{end};
elseif isscalar(varargin{i})
tol = varargin{i};
end
end

if isempty(tol)

if quick
tol = 1le-8;
else
tol = le-12;
end
end
if alpha ==
x = (x - delta)/gam;

1/sqrt(4*pi) * exp( -.25 * x.72 );
p/gam;

%
P

elseif alpha==1 && beta ==

x = (x - delta)/gam;
p=(1/pi) *x 1./(1 + x.72);
p = p/gam; Jrescale

elseif alpha == .5 && abs(beta) ==

x = (x - delta)/gam;
p = zeros(size(x));
if Dbeta ==
p( x <=0) = 0;
p( x >0 ) = sqrt(1/(2xpi)) * exp(-.5./x(x>0)) ./...
x(x>0)."1.5;

else
p(x >= 0) = 0;
p(x < 0 ) = sqrt(1/(2*pi)) * exp(.5./x(x<0) ) ./...
( -x(x<0) )."1.5;
end
p = p/gam;

elseif abs(alpha - 1) > le-5
xold = x;

x = (x - delta)/gam - beta * tan(alpha*pi/2);

p = zeros(size(x));

zeta = - beta * tan(pi*alpha/2);

theta0 = (1/alpha) * atan(betaxtan(pi*alpha/2));
Al = alphaxthetaO;

A2 = cos(A1)~(1/(alpha-1));

i



expl = alpha/(alpha-1);

alphaml = alpha - 1;

c2 = alpha ./ (pi * abs(alpha - 1) * ( x(x>zeta) - zeta) );

V = @(theta) A2 * ( cos(theta) ./ sin( alpha*(theta + thetal) ) ). expl.
cos( Al + alphaml*theta ) ./ cos(theta);

if any(x > zeta)
xshift = (x(x>zeta) - zeta) .~ expl;
if beta == -1 && alpha < 1
p(x > zeta) = 0;
elseif "quick
g = Q@(theta) xshift(:) .x V(theta) - 1;
R = repmat([-thetal, pi/2 ],numel(xshift),1);
if abs(beta) < 1
theta2 = bisectionSolver(g,R,alpha);
else
theta2 = bisectionSolver(g,R,alpha,beta,xshift);

end
theta2 = reshape(theta2,size(xshift));
theta2shiftl = 2*(theta2 + thetal);
theta2shift2 = 2%(pi/2 - theta2);
gl = @(theta) xshift .x ...
V(theta2shiftl * theta - thetal);
g2 = @(theta) xshift .x ...
V(theta2shift2 * (theta - .5) + theta2);
zexpz = @(z) max(0,z .* exp(-z));
p(x > zeta) = c2 .x ...
(theta2shiftl .* quadv(@(theta) zexpz( gil(theta) ),...
0, .5, tol)
+ theta2shift2 .* quadv(@(theta) zexpz( g2(theta) ),...
.5, 1, tol) );

else
g = @(theta) xshift * V(theta);
zexpz = @(z) max(0,z .* exp(-z));
p( x > zeta ) = c2 .* quadv(@(theta) zexpz( g(theta) ),...
-thetal , pi/2, tol );
end
p(x > zeta) = p(x>zeta)/gam;
end
if any( abs(x - zeta) < le-8 )
p( abs(x - zeta) < 1le-8 ) = max(0,gamma(l + 1/alpha)*...
cos(thetal)/(pi*(1 + zeta~2)~(1/(2*alpha))));
p( abs(x - zeta) < 1e-8 ) = p( abs(x - zeta) < le-8 )/gam;
end
if any(x < zeta)
p( x < zeta ) = stblpdf( -xold( x<zeta ),alpha,-beta,...
gam , -delta , tol , quick);

il



end
else
x = (x - (2/pi) * beta * gam * log(gam) - delta)/gam;
piover2 = pi/2;
twooverpi = 2/pi;
oneoverb = 1/beta;
thetaO = piover2;
logV = @(theta) log(twooverpi * ((piover2 + beta *theta)./cos(theta))) + ...
( oneoverb * (piover2 + beta *theta) .* tan(theta) );
c2 = 1/(2xabs(beta));
xterm = ( -pi*x/(2*beta));
if "quick
logg = @(theta) xterm(:) + logV(theta) ;
R = repmat([-thetalO, pi/2 ],numel(xterm),1);
theta2 = bisectionSolver(logg,R,1-beta);
theta2 = reshape(theta2,size(xterm));
theta2shiftl = 2x(theta2 + thetal);
theta2shift2 = 2x(pi/2 - theta2);
loggl = @(theta) xterm + ...
logV(theta2shiftl * theta - thetal);
logg2 = @(theta) xterm + ...
logV(theta2shift2 * (theta - .5) + thetal);
zexpz = @(z) max(0,exp(z) .* exp(-exp(z)));
p=c2 .x ...
(theta2shiftl .* quadv(@(theta) zexpz( loggl(theta) ),...
0, .5, tol)
+ theta2shift2 .* quadv(@(theta) zexpz( logg2(theta) ),...
.5, 1, tol) );

else
logg = @(theta) xterm + logV(theta);
zexpz = @(z) max(0,exp(z) .* exp(-exp(z)));
p = c2 .x quadv(@(theta) zexpz( logg(theta) ),-thetald , pi/2, tol );
end
p = p/gam;
end
p = real(p);
end

function X = bisectionSolver(f,R,alpha,varargin)

if nargin < 2
error (’bisectionSolver:TooFewInputs’,’Requires at least two input arguments.’);

end
noSolution = false(size(R,1));
tol = le-6;

maxiter = 30;
[N M] = size(R);
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if M7= 2
error (’bisectionSolver:BadInput’,...
’"R" must have 2 columns’);
end
= R(:,1);
= R(:,2);
= (a+b)/2;
try

~ T p
| |

val = £(X);
catch ME
error(’bisectionSolver:BadInput’,...
>Input function inconsistint with rectangle dimension’)
end

if size(val,1) "= N
error(’bisectionSolver:BadInput’,...
’Output of function must be a column vector with dimension of input’);

end
val = inf;
iter = 0;

while( max(abs(val)) > tol && iter < maxiter )
X = (a+ b)/2;

val = £f(X);
1= (val > 0);
if alpha > 1
1 =1-1;
end
a=a.*xl + X.*x(1-1);
b =X.¥x1 + b.*x(1-1);

iter = iter + 1;
end

if any(noSolution)

X(noSolution) = (R(1,1) + R(1,2))/2;
end
end

MATLAB kod za sliku 3.1 (normalna raspodela)

MATLAB ima funkcije koje na osnovu datih podataka aproksimiraju oc¢ekivanje i disper-
ziju, a zatim na osnovu toga moze se nacrtati i funkcija gustine.

mu=mean (data) ;

sg=std(data) ;

x=linspace(-5.5,5);

pdfx=1/sqrt (2*pi) /sg*exp (- (x-mu) .2/ (2*sg"~2)) ;
plot(x,pdfx,’--’);hold on;



kde(data,2°7,-6,6);
Funkcija kde daje Kernelovu aproksimaciju funkcije gustine.

function [bandwidth,density,xmesh,cdf]=kde(data,n,MIN,MAX)
data=data(:);
if nargin<2
n=2"14;
end
n=2"ceil(log2(n));
if nargin<4
minimum=min(data); maximum=max(data) ;
Range=maximum-minimum;
MIN=minimum-Range/10; MAX=maximum+Range/10;
end
R=MAX-MIN; dx=R/(n-1); xmesh=MIN+[0:dx:R]; N=length(unique(data));
initial_data=histc(data,xmesh)/N; initial_data=initial_data/sum(initial_data);
a=dctld(initial_data);
I=[1:n-1]’."2; a2=(a(2:end)/2)."2;
try
t_star=fzero(@(t)fixed_point(t,N,I,a2),[0,.1]);
catch
t_star=.28%N"(-2/5);
end
a_t=a.*exp(-[0:n-1]’ . 2*pi~2*t_star/2);
if (nargout>1) | (nargout==0)
density=idctid(a_t)/R;
end
bandwidth=sqrt(t_star)*R;
if nargout==0
figure(1), plot(xmesh,density)
end
if nargout>3
f=24pi~2*sum(I.*a2.*exp(-I*pi~2*t_star));
t_cdf=(sqrt (pi)*£*N)~(-2/3); a_cdf=a.*exp(-[0:n-1]’."2%pi~2*xt_cdf/2);
cdf=cumsum(idctid(a_cdf))*(dx/R);
end

end

function out=fixed_point(t,N,I,a2)

1=7;

£=2%pi~ (2*1)*sum(I."1.*a2.*exp(-I*pi~2%t));

for s=1-1:-1:2
KO=prod([1:2:2*s-1])/sqrt(2*pi); const=(1+(1/2)"(s+1/2))/3;
time=(2*const*KO/N/f)~(2/(3+2*s));
f=2*pi~(2*s)*sum(I. s.*a2.xexp(-I*pi~2%time)) ;

end

out=t- (2*xN*sqrt (pi)*f)~(-2/5);
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end

function out = idctid(data)
[nrows,ncols]=size(data);

weights = nrows*exp(i*(0:nrows-1)*pi/(2*nrows)).’;
data = real(ifft(weights.*data));

out = zeros(nrows,1);

out(1:2:nrows) = data(l:nrows/2);

out(2:2:nrows) = data(nrows:-1:nrows/2+1);

end

function data=dctid(data)

[nrows,ncols]= size(data);

weight = [1;2*(exp(-i*(1:nrows-1)*pi/(2*nrows))).’];
data = [ data(l1:2:end,:); data(end:-2:2,:) 1;

data= real(weight.* fft(data));

end \footnote{\emph{www.mathworks.com}}

Matlab kod za sliku 3.2 (implicitna volatilnost)

sigma=0.25;
rho=0.0;

k=2;

r=0;
theta=0.4;
lamda=0;
smax=90;
vmax=1;
dt=0.001;
T=0.9630;
K=30;

m=30;

n=80;
ds=smax/m;
dv=vmax/n;
u=zeros(m+1,n+1,T/dt+1);
for i=1:m+1
for j=1:n+1
for t=T/dt+1
if (i-1)*ds<K
u(i,j,t)=0;
else
u(i,j,t)=>i-1)*ds-K;
end

end

end

vil



end

for t=T/dt:-1:1

for i=2:m
u(i,1,t)=(1-k*thetaxdt/dv)*u(i,1,t+1)+(k*thetaxdt/dv)*u(i,1,t+1);
end

for i=2:m

for j=2:n
u(i,j,t)=dtx(u(i,j,t+1)*x(1/dt-(j-1)*dv*((i-1)*ds)~2/(ds) ~2-(j-1)*dv*sigma~2/(dv) ~2-r)
end

end

for j=1:n

u(m+1,j,t)=ulm,j,t)+ds;

end

for i=2:m+1

u(i,n+1,t)=u(i,n,t);

end

end

F=zeros(m+1,1);

for i=1:m+1

F(i,1)=blsimpv((i-1)*ds,K,r,T,u(i,33,1));

end

i=1:m+1;

plot((i-1)*ds,F); \footnote{ Vassilis Galiotos, \emph{Stohastic Volatility and the Vo
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