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Oznake i osnovni pojmovi

Jednakost u raspodeli (=,):
Slucajne promenljive X 1 Y su jednake u raspodeli ako imaju istu raspodelu,
odnosno ako je P{X < x} = P{Y < x}, za Vx.

Poredak koli¢nika verodostojnosti (<X,R):

Neka su X i Y slucajne promenljive sa gustinama f(t) i g(t), takve da % raste

u uniji nosaca promenljivih X 1 Y. Tada je X manje u smislu koli¢nika verodostojnosti
odY.

Stohasticka dominacija (<Xsr):

Slu¢ajna promenljiva Y je stohasticki dominantnija od slucajne promenljive X
ako vazi P{X > x} < P{Y > x},zaVx € R.

Poredak supermodularne zavisnosti (<Xgy):

Slucajni vektor X je manji od sluajnog vektora ¥ u smislu supermodularnog
poredenja ako je E (f (X)) <E (f (Y)) za sve supermodularne funkcije f takve da
ocekivanja postoje.

Funkcija f:R*¥ > R je supermodularna ako vazi f(xVy)+f(xAy)=
f(x+y),zaVx,y € RF,

Definicija 1
Funkcija P: F — [0,1] koja zadovoljava uslove:

1) P(w) = 1 (normiranost)
2) P(UZ14;) = X2, P(4;),zaVA,, A,, ... takvedaje A; NA; = O, Vi#j

naziva se verovatnoc¢a na (w, F).

Definicija 2

Preslikavanje X:w — R je sluajna promenljiva na prostoru (w,F,P) ako za
svaki Borelov skup S € B vazi X~1(S) € F, odnosno X je F-merljivo.

Definicija 3

Familija {X(t),t € I} realnih slu¢ajnih promenljivih definisanih na istom
prostoru verovatno¢e (w,F,P) naziva se stohasti¢ki proces. Skup I se naziva skup
parametara, a realni prostor R% prostor stanja procesa.

Definicija 4

Niz slu¢ajnih promenljivih sa istim skupom stanja S = {x;,x,,...} je lanac
Markova ako za proizvoljnor e N,n > k,. > k,_; > -+ > k, > ky vazi
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P{Xn = xn|Xp, = %1, X, = X2 0, Xie, = %} = P{Xy = 2| Xi., = x,}

Drugim recima, verovatnoca da se sistem nade u stanju x,, u trenutku n zavisi
samo od sadasnjeg trenutka k,., a ne i od proslosti.

Definicija 5
Frechetov prostor R, (F;, F,, ..., F,) se sastoji od svih n-dimenzionalnih funkcija
raspodele Fy slucajnog vektora X koje imaju marginalne funkcije raspodele
F,F,, ..., E,, odnosno, F;(x) = P{X; < x}, x e R, i =12,...,n.
Definicija 6

n-dimenzionalni slucajni vektor X je komonoton (kontramonoton) ako i samo
ako vazi

K1, s Xn) =4 (FE2 ), ., F2 (D))

gde je U uniformno rasporedena sluc¢ajna promenljiva na jedini¢nom intervalu. Drugim
reCima, slu€ajni vektor je je komonoton ako se slaze u raspodeli sa slucajnim vektorom
kome su sve komponente neopadajuce (nerastuce).

Definicija 7
Podskup § od R" nazivamo mrezom ako suzasve x iy u S, xVyixAy
takode u S.
Definicija 9

Neka je f:X — R realna funkcija. DefiniSemo skup {x:f(x) # 0}, nosaé
funkcije, koji je zatvaranje skupa tacaka u kojima je funkcija razlicita od nule.

Cauchy - Schwarzova nejednakost:

|G, )] = Il - Myl

Lipschitzov uslov:

lf() —fI<Klx—yl,K=0

Chapman - Kolmogorovljeve jednacine:

oo
pij(n+m) = 2 pix(Mpy,j(m), Vn,m =0,Vi,j
k=0
Gde p; x(n) i pg,j(m) predstavljaju verovatnoce prelaska, odnosno verovatnoce
da ¢e proces, polazedi iz stanja i, sti¢i u stanje j u n + m prelaza, preko staze koja ga
dovodi u medustanje k u n koraka.
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Funkcija verodostojnosti:

n
P{X = x;|64, ..., 6, }
i=1

L(@l,...,ep; xl,...,xn) = ¢ n
| ot s,
i=1

Gde su P{X = xi|91, ...,Hp} verovatnoc¢e, u slucaju kada slucajna promenljiva
ima diskretnu raspodelu, a @y (xl-|91 920) funkcije gustine kada slu¢ajna promenljiva
ima neprekidnu raspodelu.

Poissonova raspodela:

Slu¢ajna promenljiva X:P(A), A >0, odnosno P{N =n}= %Le"’l, n=

0,1,2, ..

Eksponencijalna raspodela:

Slu¢ajna promenljiva X: £(1), 1 > 0, odnosno @ (x) = le™**, x > 0.

Normalna raspodela:

Slu¢ajna promenljiva X:N(m,0%2), m€e€R, o >0, odnosno ¢@y(x)=
1 (x-m)?

e 22 _x€R.
oV2m >

Lognormalna raspodela:

Slu¢ajna promenljiva X:logN (u,0), pu€R, o >0, odnosno ¢x(x) =
1 _Z In X

7, gdeje Z = 6‘“:N(0,1).

e
X0V 2T

Pareto raspodela:

Slucajna promenljiva X: Par(a, 8), a, 8 > 0, odnosno ¢y (x) = %, x=0.
Gama raspodela:
. . _ 1 _ (%)ae_g .
Slucajna promenljiva X: Gam (a,— ), odnosno ox(x) = S X2 0, gde je

[(2) = [t le~ dt.
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1. UVOD

Elementi osiguranja javljaju se joS pre Cetiri milenijuma u Vavilonu, u vidu Steta
vezanih za brodove. Ukoliko bi doslo do gubitka broda, vlasniku se nadoknadivala Steta,
a ako brod stigne na destinaciju, vlasnik je bio duzan da isplati odredeni deo dobiti.
Pisani tragovi o osiguranju postoje i u Hamurabijevom zakonu iz 2250. godine p.n.e. u
vidu uredbe o medusobnoj obavezi ucesnika trgovackog karavana da nadoknade Stetu
koja bi nastala u slucaju pljacke. Prva saCuvana polisa potice iz XII veka. Iz perioda od
XII do XV veka sacuvano je vise od 400 polisa, ali u to vreme polisa osiguranja nije
uvek bila garancija dobijanja nadoknade, narocito u slucaju gubitka broda. Prvi zakoni u
ovoj oblasti donose se u XV veku. U XVII veku holandski drzavnik i matematicar Jan
de Vitu postavio je matematicke osnove odredivanja zivotne rente. Dostignuca
Newtona, Leibnitza i Pascala nasla su veliku primenu u oblasti osiguranja. Engleska
akademija nauka je krajem XVIII veka stvorila pretpostavke za razvoj modemog
osiguranja.

Kao vazan deo aktuarske matemaike, teorija kredibiliteta sluzi kao alat za
izraCunavanje premije na osnovu istorijskih podataka pri ¢emu se osiguranici dele u
grupe u kojima se identifikuju rizici. Kako svaki osiguranik generiSe niz broja zahteva,
tema ovog rada je odredivanje premije kada su ove slucajne promenljive medusobno
zavisne, odnosno kada su grupe heterogene.

Moderne finansije i rizik u osiguranju su suoceni sa mnostvom razlicitih faktora.
Otuda je potreba za modelima zavisnosti izvan viSedimenzionalne normalnosti postala
kljuéna u mnogim aplikacijama.

Centralni korak u analizi rizika je konstrukcija statistickog modela koji prikazuje
postojanje slucajnog faktora. Dugo se statisticko modeliranje u aktuarskoj nauci i
finansijama, u osnovi, zasnivalo na pojednostavljenim pretpostavkama. Normalna
raspodela je dominirala u prouc¢avanju viSedimenzionalnih raspodela. Koristila se zbog
njene matematicke upotrebe i lakoce koriS¢enja. U ovom slucaju, povezanosti izmedu
slu¢ajnih ishoda je mogla biti u potpunosti opisana znaju¢i samo marginalne raspodele 1
dodatni parametar kao §to je koeficijent korelacije. Tokom godina, statistika je pocela
da prepoznaje potrebu za utvrdivanjem alternativa normalnoj raspodeli. Ovo je svakako
korisno za aktuarske primere gde normalna raspodela ne obezbeduje adekvatne
aproksimacije za mnogo podataka (na primer, sluajne promenljive u Zivotnom
osiguranju ili kod zahteva za odstetu gde promenljive imaju velik rep).

Proucavanje pozitivne zavisnosti slucajnih promenljivih je dovelo do brojnih
korisnih rezultata, kako u teoriji statistike, tako 1 u primeni. Zainteresovanost za
primenu ovih koncepata u aktuarstvu je u skorije vreme povecana. Cilj je da se
formalizuje pojam pozitivne zavisnosti koji postoji izmedu rizika (odnosno. ¢injenica da
su velike vrednosti jednog rizika uglavnom povezane sa velikim vrednostima drugih
rizika).

Skoro do kraja XX veka teorija kredibiliteta je najviSe bila skoncentrisana na
uslovna ocekivanja sa naglaskom na procese sa normalnom raspodelom i lineranom
specifikacijom. Kretanjem van uslovnih ocekivanja, slede¢i korak je bio razmatranje
uslovne varijanse, koja se naveliko razvila u finasijama. Medutim, najprirodnije je da se
razmotri cela uslovna raspodela i1 niz prediktivnih raspodela. U tom pogledu, ispostavilo
se da su konstrukcije uz pomo¢ kopula interesantne za aktuare.
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U ovom radu su obradeni Poissonovi modeli za ucestalost zahteva. Ovi modeli
ustvari, govore da slucajne promenljive koje predstavljaju broj podnetih zahteva od
strane jednog osiguranika, imaju Poissonovu raspodelu. Ti modeli mogu biti stati¢ni
(koji zanemaruje starost zahteva) i dinami¢ni (kada uzmemo u obzir da se slucajni
efekti, koji uzrokuju podnoSenje zahteva, razvijaju tokom vremena). Kod dinami¢nog
Poissonovog kredibilnosnog modela predvidanje zahteva zavisi od kaSnjenja izmedu
datuma predvidanja 1 datuma podnoSenja zahteva. Oba ova modela daju vrlo dobre
procene kada se radi o zahtevima za automobilske nesrece.

Takode je obraden 1 koncep zavisnosti - asociran rizik, koji je vrlo koristan za
odredivanje posledica moguc¢ih zavisnosti iznosa premija. Odnosno, kazemo da su
sluajne promenljive asocirane ukoliko vazi da im je kovarijansa, od nekih
neopadajucih funkcija, veca ili jednaka nuli. Asociranost primenjena na normalnu
raspodelu je veoma dobar pokazatelj gubitka

Ono §to ¢ini osnovu teorije kredibiliteta jeste 1 meSovita raspodela. Zavisnost uz
mesovitu raspodelu izaziva jaku pozitivnu zavisnost pod dodatnim predpostavkama za
marginalne raspodele.

Jo$ jedan model, koji je obraden u radu je linearni kredibilnosti model. Odnosno,
prosle opservacije podnetih zahteva su linaerne i1 kao takve se koriste u Buhlmanovom
modelu za predvidanje buducih karakteristika zahteva.

10
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2. Modeliranje zavisnosti

Ovo poglavlje se zasniva na modeliranju zavisnosti izmedu nekoliko rizika
koris¢enjem koncepta kopula. Najznacajnije kod principa kopula je to da zajednicka
raspodela slu¢ajnih promenljivih moze biti izrazena kao funkcija marginalnih funkcija
raspodela.

Istorijski gledano, mnoge viSedimenzionalne raspodele su se razvile kao
neposredne ekstenzije jednodimenzionalnih raspodela, na primer, dvodimenzionalna
Pareto, gama i druge. Moguc¢i nedostaci ovih tipova raspodela su: to $to je za svaku
marginalnu raspodelu potrebna razliCita familija, kao 1 Cesto pojavljivanje mera
povezanosti kod marginalnih raspodela. Sledeca dva primera ilustruju ove ¢injenice.

Primer 2.1 (Marshall - Olkinova dvodimenzionalna eksponencijalna raspodela)

Pretpostavimo da imamo model od dve promenljive koje predstavljaju ostatak
zivota za koje sumnjamo da su predmet zajednicke katastrofe ili ,,Soka* koji moze da
izazove zavisnost izmedu zivota. Pretpostavimo da su ¥4 1 ¥, dva nezavisna Zivotna
veka sa funkcijama gustine Hq 1 H,. Dalje, pretpostavimo da postoji nezavisna slucajna
promenljiva Z: E(A) koja predstavlja vreme do zajedni¢ke katastrofe. Kako su oba
zivota predmeti zajednicke katastrofe, vreme smrti odnosno promenljive X4 1 X, su date
sa:

X, =min{Y{,Z}i X, = min{Y,, Z}

Pretpostavimo sada da Yq:E(A;) i Y5: E(A). Oznatimo sa Fy i F, funkcije
repa za slucajne promenljive X4 1 X,. Ocigledno je:

F1(xy) = P{Y; > x,}P{Z > x,} = e~ ((W+20)x1)

ﬁz(k'z) = P{Yz > xz}P{Z > xz} = e—((/l+12)x2)
Dakle, X1:E(A+ A1) i X,: E(A + 4;). Primetimo da je zajednicka funkcija repa para
X = (X;1,X,) data sa
Fy(x) = P{Y1 > xq,Y, > x,,Z > max{xl,xz}}
— e—/llxl e—/’szz e—/lmax{xl,xz}
= F1(x1)F; (xz)min{e*1e**2}

pa je zajednicka funkcija raspodele za X:

Fx(x) = F1(x1) + F,(xy) — 1 + Fy (1) F, (x3) min{elxlelxz} (2.1)

Ovaj primer ilustruje nedostatak koji je gore pomenut. Da bismo dobili
dvodimenzionalnu raspodelu sa eksponencijalnim marginalnim raspodelama morali smo
da izaberemo eksponencijalno rasporedene X1, X, 1 Z. Ova konstrukcija se ne moze lako
izvesti sa drugim raspodelama kao $to su lognormalne marginalne raspodele.

Zavisnost je ovde izazvana zajednickim faktorom Z za obe promenljive X; 1 X,.
Jacina zavisnosti zavisi od parametra 1. Ovaj parametar se pojavljuje i u marginalnim i

11
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u zajednic¢kim raspodelama, $to njegovu interpolaciju ¢ini joS§ tezom.

Primer 2.2 (Dvodimenzionalna Pareto raspodela)

Posmatrajmo odStetne zahteve, odnosno slucajnu promenljivu X koja je za dato
O = 6 rasporedena prema £(6) raspodeli.
Kao $to je dobro poznato u teoriji kredibiliteta ako @:Gam(a,A) tada
X: Par(a, A). Ovo vazi i zbog:
+o0 A —a

a X
F =1- —0x a-1,—-Ax -1 — -
v (%) Jo e _F(A) % te=*do =1 (1 + /1)

Pretpostavimo uslovno, da su ©@ =6, X;:E(0), X,:E(O) nezavisne slucajne
promenljive. Ako dele isti slucajni efekat postaju zavisne i zajednicka funkcija
raspodele za X = (X1, X,) je dobijena na sledeci nacin:

Fy(x) =1- Fxl () — ﬁxz (x2) + Fx(x)

=1-(1+ %)_a -(1+ ’;—2)_“ + f()me-@(xl”z)%e‘i-le-wde
= 1—(1+%)_a—(1+%)_a+(1+x1 ;x2> @

pa je onda

Fy(x) = Fy, () + Fy, () = 1 + ((ﬁxl(xo)'i + (Fy, (xz))'i - 1>_a (22)

Zavisnost je u ovom primeru uzrokovana zajednickim modelom sa meSovitim
raspodelama. U teoriji kredibiliteta ova konstrukcija je uobicajeni primer za ra¢unanje
rezidualne heterogenosti.

Primer 2.2. istice neke nedostatke direktne konstrukcije viSedimenzionalnih
raspodela. Nije jasno da li moZemo generisati dvodimenzionalne raspodele sa bilo kojim
marginalnim raspodelama na ovaj nain, na primer eksponencijalne marginalne
raspodele se ne mogu dobiti preko zajednickih meSovitih raspodela. Visedimenzionalne
ekstenzije su jednostavne. Zavisnost je prouzrokovana sa 0, a ja¢ina se kontroliSe sa «,
koje se pojavljuje 1 u marginalnim 1 u zajednickoj raspodeli.

Konstrukeija viSedimenzionalnih raspodela zasnovana na kopulama ne podleze
malopre pomenutim manama. KoriS¢enje kopula kao osnov za Kkonstrukciju
viSedimenzionalnih modela je mnogo fleksibilnije jer nema restrikcija na marginalnim
raspodelama. Sa kopulama definisanim u Sklarovoj teoremi, biramo razliCite
marginalne raspodele za svaki ishod. Na primer, ukoliko radimo sa dvodimenzionalnim
ishodom povezanim sa gubitkom i troSkovima povezanim sa administriranjem imovine i
uobicajenim odstetnim zahtevima, mogli bismo da koristimo lognormalnu raspodelu za
zahteve sa raspodelama sa dugackim repom (kao Sto je Pareto) za gubitke vezane za
zahteve. Tada je dovoljno da ubacimo ove marginale u pogodnu kopulu kako bismo
dobili dvodvodimenzionalnu raspodelu. Dakle, konstrukcija kopulama ne ograni¢ava
izbor marginalnih raspodela.

12
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Iako su kopule posebno korisne pri modeliranju zavisnosti izmedu neprekidnih
slu¢ajnih promenljivih, to nije slucaj kada se radi o njihovoj primeni na diskretnim
slu¢ajnim promenljivama. U ovom poglavlju ¢emo pretpostaviti da su sve slucajne
promenljive neprekidne, osim ako nije striktno navedeno drugacije.

13
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2.1. SKLAROVA TEOREMA

2.1.1. KOPULE

Ukoliko imamo datu dvodimenzionalnu funkciju raspodele Fyx sa
jednodimenzionalnim marginalnim funkcijama raspodele F; i F, mozemo povezati tri
broja sa svakim parom realnih brojeva x = (x1,x3): F;(x1), F»(x;) i Fx(x). Naravno,
svaki od ovih brojeva lezi u jedini¢nom intervalu [0,1]. Drugim re¢ima, svaki par x
realnih brojeva vodi do tacke (F1 (x1), F, (xz)) u jedini¢énom kvadratu i ovaj par
odgovara broju Fy(x) u [0,1]. Vide¢emo da ovo pridruzivanje koje dodeljuje vrednost
zajednicke funkije raspodele svakom paru vrednosti pojedinacnih funkcija raspodele
zaista jeste funkcija. Takve funkcije nazivamo kopule.

Rec kopula je prvi put, u statistickom smislu, uveo Sklar (1959) u teoremi koja
sada nosi njegovo ime. Osnovna ideja je bila da se podeli zajednicka funkcija raspodele
na deo koji opisuje zavisna struktura (kopula) i delove koji opisuju samo ponasanje
marginalnih raspodela. Jednostavno reCeno, kopula je funkcija koja povezuje
viSedimenzionalnu funkciju raspodele sa njenim jednodimenzionalnim marginalnim
raspodelama.

DefiniSimo sada pojam kopule u dvodimenzionalnom slu¢aju. U sustini, kopula
je zajednicka funkcija raspodele za dvodimenzionalni slucajni vektor sa marginalnim
U(0,1) raspodelama.

Definicija 2.1.1.1

Dvodimenzionalna kopula C je funkcija koja preslikava jedini¢ni kvadrat
[0,1]> = [0,1] X [0,1] u jedini¢ni interval [0,1] koji je neopadajuéi, neprekidan na
desnoj strani i zadovoljava slede¢e uslove:

1) limui_,o Cluj,uy,)=0zai=12
2) limy, 1 C(uq, up) = uy ilimy, 1 C(ug, up) = uy
3) C je supemodularno, odnosno nejednakost

C(v,v2) — C(ug,vp) — C(vy,uy) + C(uy,uy) =0

vazi za bilo koje uy < vy 1u, < v,.

2.1.2. SKLAROVA TEOREMA ZA NEPREKIDNE MARGINALNE
RASPODELE

Sklarova teorema je centralna u teoriji kopula i osnova je vecini aplikacija.
Takode, razjaSnjava koju ulogu imaju kopule u odnosu izmedu viSedimenzionalnih
funkcija raspodele i njihovih jednodimenzionalnih marginalnih raspodela.

Prvo ¢emo definisati pomoéna tvrdenja koja ¢e nam biti potrebna kako bismo
dokazali Sklarovu teroemu.

14
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Lema 2.1.2.1
Za bilo koji realan broj x i verovatnoc¢u p, vazi:

) Fx '(p)<x <=> p<Fyx(x)
2) x< Fyl(p) <=> PX<x}=Fx)<p

Lema 2.1.2.2
Ako slucajna promenljiva X ima neprekidnu funkciju raspodele Fyx(x) onda
Fx(x):U(0,1).
Dokaz:
Sledi iz leme 2.1.2.1.(1),zaV 0 < u < 1:

P{Fe(x) 2 u} = P{X 2 iy ()} = Fy (F (@) = 1-u
Pa odavde sledi da Fyx(x): U(0,1).

Teorema 2.1.2.3 (Sklarova teorema)

Neka Fy € R,(F;, F,) ima neprekidne marginalne funkcije raspodele F; i F,.
Tada postoji jedinstvena kopula C takva da za Vx € R? vazi:

Fx(x1,x;3) = C(F1(x1): Fz(xz)) (2.3)

Obrnuto, ako je C kopula i F; i F, funkcije raspodele, onda je funkcija Fy
definisana sa (2.3), dvodimenzionalna funkcija raspodele sa marginalnim raspodelama
FiiF,.

Dokaz:

Posto su F; neprekidne, iz leme 2.1.2.2 sledi da obe funkcije F;(X;) i F,(X;)
imaju U(0,1). Neka je C zajednicka funkcija raspodele para (F;(X1), F;(X3)) odnosno,

C(uy,up) = P{FL(X1) < uy, F,(X2) < up}
= P{X; < F{'(wy), X, < F31(uy)}
= FX(Ffl(u1):)
Tada (2.3) vazi:
Fy(x1,%2) = P{X1 < x1,X; < x5}
= P{F1(X,) < F1(x1), F(X3) < Fo(x2)}
= C(F1(x1), F;(x2)) u

Iz (2.3) moZemo videti da C ,,vezuje* marginalne funkcije raspodele F; 1 F, sa
zajedni¢kom raspodelom Fy para X. Zavisnost je u potpunosti opisana sa C i odvojena je
od marginalnih raspodela F; 1 F,. Odavde sledi da je nacin po kom se X; 1 X, “krecu
zajedno obuhvacen kopulom, bez obzira na skalu po kojoj se promenljive mere.

Kako je ve¢ istaknuto, fokus u ovom poglavlju je matematicki lako obradiv

slu¢aj u kom su sve F; neprekidne. Dokaz Sklarove dekompozicije u opStem slucaju dat
jeuteoremi 2.1.5.5.
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Slucajne promenljive F; (X;) i, F,(X;) se Cesto nazivaju rangovi od X; i X,, ¢ime
je kopula zajednicka funkcija rangova.
Napomena:

Primetimo da smo u teoremi 2.1.2.3 dobili izraz za kopulu C u jednakosti (2.3),
kada su marginalni neprekidni, odnosno

Cw) = Fx(Fy*(uwy), F5'(uy)), u € [0,1]2 (2.4)

Sada ¢emo dati nekoliko elementarnih primera koji ilustruju dekompoziciju (2.3).

Primer 2.1.2.4 (Nezavisna kopula C;)

Neka su X; 1 X, nezavisne slucajne promenljive sa funkcijama raspodele F; 1 F,.
Njihova zajednicka funkcija raspodele je data sa Fyx(x) = F;(x1)F,(x;), pa je kopula
koja podleze ovoj strukturi

Cr(uy, up) = uguy, u € 0,117
Ovo se obi¢no naziva nezavisna kopula i prikazana je na slici 2.1 (b). Takode,
odgovara konstantnoj funkciji raspodele jednakoj 1 na jedini¢cnom kvadratu.
Ukoliko X; 1 X, zadovoljavaju uslov (2.3) tada su one nezavisne ako i samo ako je
C =¢(,.
Primer 2.1.2.5 (Frechetova gornje granicna kopula Cy)
Frechetova gornje grani¢na kopula se oznacava sa Cyy 1 vazi
Cy(ug, up) = min{uy, up}, u € [0,1]?
Ova kopula je predstavljena na slici 2.1 (a). Frechetova gornje grani¢na kopula
predstavlja jediniéno masovno Sirenje nad glavnom dijagonalom u; = u, jedini¢nog
kvadrata.

Ukoliko X; 1 X, zadovaljavaju uslov (2.3) tada je X, neopadajuca funkcija od X;
ako i samo ako je C = Cy. Dakle, par (X1, X,) je komonoton ako i samo ako je C = Cy.

Primer 2.1.2.6 (Frechetova donje granicna kopula Cy)
Frechetova donje grani¢na kopula Cj, je
C(uy, up) = max{0,uy,uy_4}, u € [0,1]?

Na slici 2.1 (¢) je predstavljena ova kopula. Ovaj tip kopule predstavlja jedini¢no
masovno Sirenje nad sporednom dijagonalom u; = 1 — u, jedini¢nog kvadrata.

Ako X1 1 X, zadovoljavaju funkciju raspodele (2.3) onda je X, nerastuca funkcija

od X, ako i samo ako je C = C,. Dakle, par (X;,X,) je kontramonoton ako i samo ako je
C =C,.
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Slika 2.1. Frechetova gornje granicna kopula Cy, Nezavisna kopula Cj,
Frechetova donje granicna kopula Cy,

Kako su kopule dvodimenzionalne funkcije raspodele sa jedinicnim uniformnim
marginalnim raspodelama, znamo da nejednakost

CL(ug, up) < C(ug,up) < Cy(uy,up), zavVu € [0,1]2

vazi za svaku kopulu C. Odavde sledi da je grafik svake kopule ograni¢en od dole sa dva
trougla koji zajedno ¢ine povrs od C;, a od gore sa dva trougla koji ¢ine povrs od Cy.

Primer 2.1.2.7 (Dvodimenzionalna Pareto kopula)

Za ilustraciju ¢emo koristiti dvodimenzionalnu Pareto raspodelu opisanu u

primeru 2.1.2. imaju¢i u vidu izraz (2.2) za zajednic¢ku funkciju raspodele, vidimo da je
odgovarajuc¢a kopula:

-a

1 1
C(ul,uZ) = u1 +u2 - 1 + ((1 —ul)_5+ (1 _uZ)_E_ 1) ,u € [0,1]2

Primer 2.1.2.8 (Marshall - Olkinova dvodimenzionalna eksponencijalna raspodela)

Vratimo se na dvodimenzionalnu Marshall - Olkinovu raspodelu spomenutu u
primeru 2.1 i definisanu zajednic¢ku funkciju raspodele (2.1). Odgovaraju¢u kopulu nije

moguce direktno videti. Pa kako bismo pronasli tacan izraz, zapisaCemo zajednicku
funkciju repa na slede¢i nacin:
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A A
Fy(x) = F1(x;)F,(x;)min {(Fl (xl)) ) ’ (Fz (xz)) /‘12+A}

A A
— — 1- = — -
= min {Fz (x2) (F1 (x1)) Arh ,F1(x1) (Fz (xz)) AZH}
Pa jednakost (2.3) iz Sklarove teoreme za

Fx(x) =1- F1(x1) - Fz (x2) + Fx(x) = C(F1(x1);F2 (xz))
vaziu (2.1) sa
Clupuy) =1-(1—u) —(1—uy)
+min{(1 —u)(1 —uy)' ™, (1 —uy))(1 —upx)' %2}

2
ia, = .
A+l 2T 42

gdejeu € [0,1]%, a; =

2.1.3. USLOVNE RASPODELE DOBIJENE 1Z KOPULA

Uslovne raspodele mogu biti izvedene iz izraza (2.3). Zbog toga, treba da
d

ouz
koja ¢e nam biti potrebna iz viSe tehnickih razloga.

pokazemo da parcijalni izvodi % Ci C kopule C postoje. Prvo ¢emo dokazati lemu
1

Lema 2.1.3.1
Neka je X € R,(F,, F,) sanosatem §; X S,. Neka su x; i x, u8; ivazi x; < x5,
aneka suy, iy, ud,ivaziy; <y, Tada je funkcija koja preslikava t — Fx(t,y,) —
Fx(t, y1) neopadajuca na §; a funkcija t = Fx(x,,t) — Fx(x4,t) je neopadajuca na §,.
Dokaz:
Nekaje t; < t, € 5y, tada vazi

(Fx(tz’}’z) - Fx(tz’h)) - (Fx(th’z) - Fx(h»)ﬁ))
= P{X € (t1,t;] X(y1,¥21} = 0 u

Sledeca teorema dokazuje neprekidnost kopula preko Lipschitzovog uslova.

Teorema2.1.3.2
Neka su uq, u,, v, v, € [0,1]. Tada vazi
|C(uy, up) — C(vy, v)| < lug —val + lu, — v,

Odavde sledi da je C uniformno neprekidna na [0,1]2.

Dokaz:

Pokazimo da za dato X € R,(F,, F,) sanosaem §; X §, i za bilo koje tacke x
1y iz §; X 8, vazi nejednakost
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|Fx(¥) — Fx(0)| < [F1(y1) — Fi(x) | + [Fa(y2) — Fa(x2)| (2.5)
Iz nejednakosti trougla imamo

|Fx(y) — Fx(x)| < |Fx(y) — Fx(x1, y2)| + [Fx(x1, ¥2) — Fx(x)]
Pretpostavimo sada da je x; < y4, paiz leme 2.1.3.1 dobijamo

0 < Fx(y) — Fx(x1,¥,) < yzli_)ffrloo(FX(J’) - FX(xlryZ)) =F (y1) — F1(xy)

Analogno, vaziizay; < xy.

Pa odavde dobijamo da za Vxq,y; € §; vazi

|Fx () — Fx(x1, y2)| < |F1(y1) — Fi(xy)]
Sli¢no, za Vx,,y, € S, vazi

|Fx (1, ¥2) — Ex ()| < [F2(y2) — F2(x2) |
Iz poslednje dve nejednakosti 1 nejednakosti trougla dobijamo da izraz (2.5) vazi. =

Sledeca teorema je direktna posledica leme 2.1.3.1 i teoreme 2.1.3.2.

Posledica 2.1.3.3
Neka je C kopula i ug bilo koji broj iz [0,1]. Tada vazi:

1) Horizontalni deo kopule C u u, je funkcija iz [0,1] — [0,1] datasa t — C(t,ug).
2) Vertikalni deo kopule C u u, je funkcija iz [0,1] — [0,1] datasa t — C(ug,t).
3) Dijagonalni deo kopule C u u, je funkcija iz [0,1] — [0,1] datasa t — C(t,t).

Horizontalni, vertikalni 1 dijagonalni delovi kopule € su neopadajuce i1
uniformno neprekidne funkcije na [0,1].

Izlozimo sada teoremu koja se tice parcijalnih izvoda kopule.

Teorema 2.1.3.4

Neka je C kopula i za Vu, € [0,1] parcijalni izvod %C (uq,u,) postoji skoro
1

svuda' i za svaki par tagaka (uy, u,) u kojima izvod postoji vazi
0<-2Clu,u,) <1 (2.6)
6u1
Analogno, za Vu, € [0,1] parcijalni izvod % C (uq, uy) postoji skoro svuda i za
2
svaki par tacaka (uq,u,) u kojima izvod postoji vazi
0<-2Cluy,u,) <1 2.7)
auz

“ ey .. : . . ) . )
Stavise, funkcije koje preslikavaju u; — EC (ug,uy) i uy, » EC (uq,uy) su
2 1

definisane i neopadajuce skoro svuda na [0,1].

| . . <
Pod skoro svuda, smatramo svuda osim na prebrojivom skupu tacaka.

19



Master rad Teorija kredibiliteta sa zavisnim rizicima

Dokaz:

N . .0 . .
Parcijalni izvodi ——C (uq,uy) i = C (uq,u,) postoje, poSto su monotone
1 2

funkcije (horizontalni 1 vertikalni deo) diferencijabilne skoro svuda. Nejednakosti (2.6) 1
(2.7) slede iz posledice 2.1.3.3. Ako je v; < v, tada iz leme 2.1.3.1 sledi da je funkcija
koja preslikava u — C(u,v,) —C(u,v;) neopadajua. Odavde sledi da je

aa_u (C (u,v,) — C(u, vl)) definisan i ne-negativan skoro svuda na [0,1], pa sledi da je
funkcija koja preslikava u, — % C (uq, u,) definisana i neopadajuca skoro svuda.
1
Sli¢no se dokazuje i za % C(uq,uy) [ ]
2

Tehnicki rezultati koje smo izneli u prethodnoj teoremi, u sustini govore da
parcijalni izvodi kopule postoje i da su nalik funkciji raspodele.

Teorema 2.1.3.5
DefiniSimo Cy|q 1 Cy)2 na sledeci nacin
0 . 0
C2|1(u2|u1) = a_ulc(“l’”z) 1 C1|2(u1|u2) = a_ulc(upuz)

Tada za dati slu¢ajni par X sa funkcijom raspodele oblika (4.3) identiteti

P{X; < x3|X; = x1} = Cz|1(F2(x2)|F1(x1))

P{X; < x11X; = x5} = Cl|2(F1(x1)|F2(x2))
vaze za Vx € R?.

Dokaz:

Neka je (Uy, U,) slucajni par sa zajedni¢kom funkcijom raspodele C. Uslovna
funkcija raspodele za dato U; = u, je data sa

P{u, < U; <uy +Auy, U, < uy}

P{Uz S u2|U1 = ul} = Allm

Uy -0 P{u; < U; < uy + Auy}
_ C(uy + Ay, up) — C(uy, uy)
N Auq—0 Au1
= C2|1(u2 luy)
Dalje, uslovnu funkciju raspodele od X, za dato X; = x; dobijamo zamenom u; sa
Fi(x;)zai=1,2. [ ]

2.1.4 FUNKCIJA GUSTINE KOPULA

Teorema koju ¢emo sada predstaviti tvrdi slede¢e, da pod odgovarajué¢im
uslovima zajednicka funkcija gustine moze biti zapisana kao proizvod marginalnih
funkcija gustine i gustine kopule. Postate jasno da gustina kopule uobliCava sve
informacije o zavisnosti izmedu X;, pa se iz tog razloga gustina kopule ponekad naziva i
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62

funkcija zavisnosti. Primetimo da iz teoreme 2.1.3.4 sledi da C(uq,u,) postoji

6u16u2
skoro svuda na [0,1]? (odnosno, skoro svuda osim na skupovima Lebesgueove mere
nula).

Teorema 2.1.4.1

Ako su marginalne funkcije raspodele F; 1 F,, sa gustinama ¢41 ¢,, neprekidne,
tada zajednicka funkcija gustine od X mozZe biti zapisana na sledeci nacin

px(x) = <P1(x1)<P2(x2)C(F1(x1):Fz(xz)), x € R?

gde je gustina kopule ¢ data sa

62
c(uy,up) = mC(ul,uz), u € [0,1]?

Mesoviti izvod kopule, € kada postoji, moze se interpretirati kao mera lokalne
zavisnosti. Zaista, funkcija gustine za X u tacki x moze biti raS¢lanjena na sledec¢i nacin

ox(x) = @1(x1)P2(x7) C(F1(x1):F2(x2))

zajednitka funkcija
gustine koja odgovara
nezavisnosti

Odavde je zajedni¢ka funkcija gustine u x jednaka funkciji gustine koja
odgovara nezavisnosti procenjene u x pomnozena sa c(F;(x;), F,(x;)). Ovaj faktor
uniStava nezavisnost kako bi izazvao stvarnu strukturu zavisnosti: zajednicka funkcija
gustine @y je dobijena iz nezavisne funkcije gustine ¢4 (x;)®,(x,) ponovo razmatrane u
x uz ¢(F,(x,),F5(x;)). Specijalno, ako su X; nezavisne, tada je ¢ =1 i zajednicka
funkcija gustine @ se faktoriSe na proizvod marginalnih funkcija ¢4 1 @,.

2.1.5. KOPULE SA SINGULARNIM KOMPONENTAMA

Gustina kopule mozZe da definiSe apsolutno — neprekidnu komponentu A kao 1
singularnu komponentu kopule S,.

Definicija 2.1.5.1
Bilo koja kopula moze biti rastavljena na slede¢i nacin
Cu) =Ac(w) +Sc(w)

gde je A apsolutno - neprekidna komponenta od C data sa

Uy Uz

Ac(u) = f f c(61,&,) d, dE,
0 o0

a S¢ je singularni deo od C dat sa

Sc(u) = C(u) — Ac(u)
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Uopsteno, za razliku od dvodimenzionalnih raspodela, marginalne raspodele
kopule su neprekidne. Ako je C = A na [0,1]? tada je C apsolutno — neprekidna, ali ako
je C = S¢ na [0,1]? (odnosno, ako je ¢ = 0 skoro svuda na [0,1]?) tada je C singularna.
U suprotnom, C ima apsolutno — neprekidnu komponentu A i singularnu komponentu
Sc. U tom slucaju, ni A ni S¢ nisu kopule (posto nemaju marginalne U(0,1) raspodele).
Kada je C singularna, tada je njen nosac¢ Lebesgueove mere nula.

Primer 2.1.5.2

Nosa¢ od Cy je glavna dijagonala na [0,1]? (odnosno, na grafiku u; = u, na
2

[0,1]?) tako da je Cy singularna. Primetimo da je Cy = 0 svuda na [0,1]? osim na

ou,0u,
glavnoj dijagonali.

Sli¢no, nosa¢ od C;, je druga dijagonala na [0,1]? (odnosno, na grafiku u, = 1 — u, na
[0,1]?) pa je C,, takode, singularna.

Primer 2.1.5.3

Kopula C; je apsolutno - neprekidna poSto je meSoviti izvod od C; uniformno
jednak sa 11

A- (u) = ' de df =C/(u
c,( ) fo j;) 146 1( )

Primer 2.1.5.4 (Marshal - Olkinova kopula)

Marshal - Olkinova kopula je izvedena iz Marshall - Olkinove dvodimenzionalne
eksponencijalne raspodele iz primera 2.1. StaviSe, ova dvodimenzionalna kopula se
definiSe kao

1-aq aq az
u; ‘upzakou;t =u,

1-a,

— i 1-a, 1-az) _
C(uq,uy) = mm{u1 Uy, U U, } = { ay a
uju, ,akou;’ <u,

Uslovna kopula je data sa

(1 — ay)u; “uy,ako ugt > uy?
C2|1(u2|u1) = 1-a, aq oy
u, 2, akou; ' <u,
Tada je gustina kopule
(1- al)ul_al,ako ufl > ug‘2
c(ug,up) = —-ay a s
(1—-az)u, %akou; ' <u,
Tako da je

ek (min{uf, u;? })%

A = C(u) -
c(w () a, +a; —aa;

7 (min{uf*, uy 2})%

Sclu) = () = Ac(w) = o

Singularna komponenta se gomila oko prave uf 1= ug 2 na [0,1]2.
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2.1.6. OPSTI SLUCAJ SKLAROVE FORMULE

Jednakost (2.3) ukazuje na to da kopulu povezanu sa X interpretiramo kao da je
zavisna struktura. Ovo ima smisla u slucaju kada su sve F; neprekidne, a kopula
jedinstvena kao u teoremi 2.1.2.3. U diskretnom slucaju, postoji viSe od jednog nacina
zapisivanja zavisne strukture. Ako F; 1 F, ne bi bile neprekidne, tada bi Sklarova
teorema osigurala da kopula od Fy vazi i1 dalje, ali u ovom slucaju C ne bi viSe bila
jedinstvena 1 postala bi samo moguéa kopula za Fy. Radi kompletnosti, prvo ¢emo
preformulisati teoremu 2.1.2.3 na slede¢i nacin:

Teorema 2.1.5.5

Neka Fy € R,(F;, F,) ima marginalne funkcije raspodele F; i F,. Tada postoji
kopula C, ne neophodno jedinstvena, na jediniénom kvadratu [0,1]2, takva da formula
(2.3) vazi za Vx € R?. Ipak, C je jedinstveno definisano na Range(F;) X Range(F,).

Dokaz:
Dokaz ¢emo podeliti u dva koraka:

1) Neka je Fx € R,(F;, F,). Jasno je da skup odredenih parova
{((Fl(xl), F,(x3)), FX(x)) ,X E ]RZ} definise realnu funkciju D ¢&iji je domen

Range(F;) X Range(F,). Primetimo da ako F; ima prekide, tada D nije
definisana na celom jedinitnom kvadratu [0,1]?, ve¢ samo na njegovom
podskupu Range(F;) X Range(F,). Iz osobina funkcije Fyx sledi da D
zadovoljava sledece uslove:

D(O,uz) = D(ul, 0) = 0, Za vul,uz

D(uy,1) =uy, D(1,uy) =u,, za Yuy,u,.
Odavde se lako vidi da je

D(uq,up) = FX(Ffl(uﬂ;Fz_l(uz))
zau, € Range(F;) iu, € Range(F,).

2) Bilo koja funkcija D, kao Sto je funkcija iz prvog koraka moze biti proSirena sa
Range(F;) X Range(F,) na [0,1]?, odnosno postoji kopula C takva da je
C(uq,uy) = D(uq,uy) zaV(uq, uy) € Range(F,) X Range(F,).

Neka je (uq,u,) tacka iz jedini¢nog kvadrata. Za i = 1,2 neka su u; i y;
najmanji i najveci element iz Range(F;) koji zadovoljavaju uslov u; < u; < u;.
Primetimo da ako u; € Range(F;), tada je u; = u; = u;. Sada ¢emo definisati

U —Uy;

Ai(u) = Ui — Wi
1, akojeu; =u;

,akojeu; <y

Kao i
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Clug,up) = (1 - Al(ul))(l — 4, (uz))D(EpEz)
+(1 - 11(u1))/12(u2)D(21;ﬂz)
+21 () (1 = 2,(w)) D (0, u,)
+21 (ug) 2, (u2) D (uy, uz)

Ova formula je interpolacija funkcije D na [0,1]? koja je linearna u u; i u,.
Kako bismo pokazali da je C, definisana na ovaj nacin, zaista kopula dovoljno je
da proverimo da li su uslovi iz definicije 4.2.1 zadovoljeni. Uslovi (1) 1 (2) su
ocigledno ta¢ni, dok se iscrpnim dokazivanjem, koje ovde neéemo izvoditi,
moze pokazati da je i uslov (3) zadovoljen.

Sada mozemo zakljuciti, iz koraka (1) i (2), da kopula definisana jedna¢inom
(2.3) postoji. ]

Napomena:

Kada govorimo o kopuli para slu¢ajnih promenljivih X = (X3, X,), mislimo na
kopulu c¢ije postojanje nam garantuje Sklarova teorema, koriS¢enjem bilinearnih
interpolacija ako jedna ili obe slu¢ajne promenljive imaju prekidnu funkciju raspodele.
Podsetimo se da, ukoliko su obe funkcije raspodele neprekidne kopula od X je
jedinstveno odredena bez potrebe za dokazivanjem interpolacije.
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2.2. FAMILIJE DVODIMENZIONALNIH KOPULA

Neke od najuobicajenijih kopula i njihove karakteristike su:

Claytonova kopula

Claytonova kopula je definisana za u € [0,1]? na sledeé¢i na¢in
1
Co(up,uy) =Wi*+u;*—1) 2, a>0 (2.8)
Parametar a je mera jacine zavisnosti izmedu u;, Sto potvrduje i
lim Cq(us, up) = minfuy, up} = Cy(u)
a—+ 0o

Pa se zavisna struktura priblizava svom maksimumu (odnosno, tada je komonotona)
kada a raste ka +oo. Sa druge strane,

lirr(l) Ca(uy, uz) = wu, = C(w)
a—
Dakle, nezavisnost se postize kada a — 0.

Uslovne raspodele se lako izvode iz parcijalnih izvoda Claytonove kopule.
Odnosno, koris¢enjem teoreme 2.1.3.5 dobijamo Cy; 1 C5|; na slede¢i nacin

0 -1
Copr(uzluy) = a—ulCa(u) = (1 +uf(u;® — 1)) a

Sli¢no se dobija i Cy);.

Funkcija gustine Claytonove kopule je data sa

l1+a _ _ 1
a1t =W(u1a+u2a_1) “a

Ova funkcija gustine je prikazana na slici 2.2 za razli¢ite vrednosti a. Na slici se
vidi kako funkcija pravi vrh oko originala. Sto je a vece, veci je 1 vrh.
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Slika 2.2. Funkcija gustine Claytonove kopule za rastuce
pozitivne vrednosti a

Frankova kopula

Zau € [0,1]? Frankova kopula je data sa

1 e M —1)(e %2 — 1
Ca(ul,uZ) = - Eln 1+ ( )( )

] ,a+0
Granicni slucajevi C, ukljucuju C;, Cy 1 C;. Specijalno,

llm CCZ = CL' llm Ca = Cu,
a——0oo

a—+o clzl—r>r(1) Ca =G
Uslovna raspodela Frankove kopule je

e~ Uz _ e—a(u1+u2)
C2|1(u2|u1) =

1—e@—(1—-e 1)(1—e *2)
Funkcija gustine Frankove kopule je prikazana na slici 2.3, a zapisuje se kao

ae—a(u1+u2)(1 _ e—a)
Ca(u) =

(e—a(u1+u2) — e~ UL — p-aUz 4 e—a)z
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Slika 2.3. Funkcija gustine Frankove kopule za rastuce
porzitivne vrednosti a

Normalna kopula

Normalna (Gaussova kopula) opisuje zavisnu strukturu koja proistice iz
dvodimenzionalne normalne raspodele. Bez gubitka opStosti, moZzemo je definisati kao
kopulu koja je rezultat Sklarove dekompozicije (2.3) primenjene na zajedni¢ku funkciju
raspodele para (X;,X,) sa V' (0,1) raspodelom i kovarijasom a. Pozivanjem na (2.4)

dobijamo normalnu kopulu:

Co(uy, uy) = Ho(¢71(uy), ¢ (up)), @ € (=1,1)

gde je ¢ funkcija raspodele jednodimenzionalne N'(0,1) raspodele, a H, je dvo-
dimenzionalna standardna normalna funkcija raspodele sa kovarijansom «. Pa je

normalna kopula, ustvari data sa

¢_1(u1) ¢_1(u2)

Co(ug,up) =

—(82-2a8,8,+82)

=
_ e 2(1-a?) dé. d
pveeri M| 1 dé,

Odgovarajuca funkcija gustine se dobija na slede¢i nacin:

1 —(¢3-2a813,+35)

e 2(1—0(2)

co(u,uy) = ———
A 2Vl — a?

d
-1 -1
_d w (uq) _d u (uz)

gdeje ; = ¢ 1(u;), i = 1,2. Ako sa @ = ¢’ funkciju gustine standardizovane normalne

raspodele imamo:

d —1( ) —
dul- i

Pa je onda funkcija gustine Gaussove kopule
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1 ~(¢f-2a18,+3)
— 2
ca(uy, up) = Niwrh 21-a%) e

Ova funkcija gustine je prikazana na slici 2.4 za rastuée pozitivne vrednosti a
Jasno je da sa povecanjem parametra a raste i jacina zavisnosti.

{3+42
2

- G BRI
5 aS

=y

pelf e _abphate Lo 2
e it bt 20
N =W

el _alha L2

Slika 2.4. Funkcija gustine normalne kopule za rastuce
pozitivne vrednosti

Napomena:

Sve dvodimenzionalne kopule koje smo ispitali zadovoljavaju uslov simetrije
C(uy, up) = C(up, wy).

2.2.1. PRAVLJENJE VISEDIMENZIONALNIH RASPODELA SA DATIM
MARGINALNIM RASPODELAMA OD KOPULA

2.2.1.1. VISEDIMENZIONALNE RASPODELE SA NORMALNIM
MARGINALNIM RASPODELAMA

Na slici 2.5 je prikazana funkcija gustine slu¢ajnog para sa V'(0,1) marginalnim

raspodelama i Claytonova kopula za rastu¢e a. Konturni grafik prikazuje elipticne
karakteristike dvodimenzionalne normalne raspodele.
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5

razli¢ita od viSedimenzionalne normalne raspodele.

Uklju¢ivanjem normalnih marginalnih raspodela u Frankovu kopulu dolazimo do

0.25

druge viSedimenzionalne raspodele sa normalnim marginalnim raspodelama, koja je
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Slika 2.6. Grafik funkcije gustine slucajnog para sa N (0,1) marginalnim

raspodelama i Frankove kopula za rastuce a.
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2.2.1.2. VISEDIMENZIONALNE RASPODELE SA GAMA
MARGINALNIM RASPODELAMA

Glavna prednost kopula je u tome da ne postoji ogranicenost prilikom izbora
marginalnih raspodela. Primer ovoga mozemo videti na slici 2.7 koja prikazuje gustine
sluGajnog para sa Gam(3,1) marginalnim raspodelama i Claytonovu kopulu za rastuce
a, dok se na slici 2.8 ograni¢avamo na pozitivne rastuc¢e vrednosti parametra zavisnosti

a funkcije gustine slu¢ajnog para sa Gam(3,1) marginalnim raspodelama i normalnom
kopulom.

pdrl

Slika 2.7.

024
\IH!

Z 00 i

0us

0.00 %

Slika 2.8.
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2.3. OSOBINE KOPULA

2.3.1. KOPULE PREZIVLJAVANJA

Definicija 2.3.1.1
Ako je C kopula, tada je C definisano za u € [0,1]2
Clupuy)=C(l—up,1—uy) +u; +u, — 1

funkcija zvana kopula prezivljavanja povezana sa C.

Ovako definisana kopula C u potpunosti zadovoljava uslove iz definicije 2.1.1.1.
Racunanjem u (1 —u4, 1 — u,) postize se da je verovatnoca dve jedini¢ne uniformno
rasporedene slucajne promenljive sa kopulom C veca od u; 1 u,, redom.

Ne treba mesati kopulu preZivljavanja C sa zajedni¢kom funkcijom repa za dve
slucajne promenljive (U;,U,) sa U(0,1) raspodelama, &ija je zajedni¢ka funkcija
raspodele kopula C. Matematicki gledano,

P{U; >u, Uy >uy} =1—u; —u, + Clug, uy) # C(uy, uy)

Medutim,
P{U; > uy, Uy > up} = C(1—ug, 1 —uy)

Kako je C kopula, tada za Vu € [0,1]? vazi nejednakost
Cr(ug, up) < C(ug, up) < Cy(uy, up)

Za nezavisnost 1 Frechetove grani¢ne kopule, kopule i kopule prezivljavanja
dodatno vazi

EL:CL’ EI:CI 1 EU:CU
Takode, na kopule preZivljavanja moze biti primenjena i Sklarova teorema.
Specijalno, kopule prezivljavanja mogu biti iskoriiéene za prikazivanje funkcija repa Fy
od X pod uslovom da su F; i F, funkcije marginalne raspodele repa. Tada je

Fx(2) = 1= Fi(0,) = Fy(x2) + Fx (%) = € (F1 (1), Fa(x2))

C povezuje zajednicku funkciju repa sa njenim jednodimenzionalnim raspodelama F; i

F, na apsolutno isti na¢in kao $to kopula povezuje zajednicku funkciju raspodele Fy sa
njenim marginalnim raspodelama F; 1 F,.

Primer 2.3.1.2 (Pareto kopula prezZivljavanja)

Koriste¢i dvodimenzionalnu Pareto raspodelu iz primera 2.2 imamo da je

Fx(2) = C (F1(x1), Fa(x))

_ _r 1 -«
zaC(u)=<u1“+u2“—1> - 1.
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2.3.2. DUALNE I KO-KOPULE

Uz kopulu C, pored kopule prezivljavanja C, vezujemo i dualnu kopulu €, kao i
ko-kopulu C*.
Definicija 2.3.2.1
Ko-kopula C* vezana za kopulu C je data sa
C*(up,uy) =1—-C(1—uy,1—uy), ueoi?
dok je dual € kopule C
Cluy,up) = Uy +uy — Cug,uy), u € [0,1]2

Vazno je napomenuti da ni ko - kopula ni dual nisu kopule. Medutim, oni
predstavljaju verovatnocu da je X; > x; ili X, > x5, kao 1 verovatnoc¢u da je X; < x4 ili
Xz < Xy

P{X; > x1,X; > x,} =C" (F1(x1):ﬁz(xz))

P{X; < x1,X; S x3} = E(F1(x1); Fz(xz))
MozZemo primetiti da je ko-kopula ko-kopule originala kopula, odnosno
CcH=c
Ko-kopule koje se odnose na nezavisnost i Frechetove grani¢ne kopule su
C; (uq, uy) = minfu; + uy, 1}

Cr(ug,up) = uy +up —uquy
Cy(uy,up) = max{uyg, u,}

2.3.3. FUNKCIONALNA INVARIJANTNOST

Korisnost kopula proizilazi iz Cinjenice da je striktna monotona transformacija
slu¢ajnih promenljivih kopule ili invarijantna ili promenljiva na predvidiv nacin. Sledeca
teorema predstavlja kopule kao zajednicke funkcije raspodele ranga.

Teorema 2.3.3.1

Neka su X; 1 X, neprekidne slucajne promenljive sa kopulom C, a t; 1 t,
neprekidne monotone funkcije:

1) Ako su t; i t, neopadajuce funkcije, tada (t1 X)), t, (Xz)) ima kopulu C.

2) Ako je t; neopadajuda, a t, nerastuéa funkcija, tada (t1(X1), t,(X3)) ima kopulu
u; — C(uy, 1 —uy).

3) Ako je t; nerastuéa, a t, neopadajucéa funkcija, tada (t1(X1), t;(X5)) ima kopulu
u, — C(1 —uq,u,).

4) Ako su t; i t, nerastuce funkcije, tada (tl (X)), t,(X 2)) ima kopulu C.
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Mozemo primetiti da je svaka od formi kopule od (tl X)), t, (Xz)) nezavisna od
pojedinacnog izvora t; 1 t,. U slucaju kada su obe funkcije t; i t, neopadajuce, kopula
(koja je zajednicka funkcija raspodele rangova) je ista za par (X1,X5) i (t,(X1), t2(X2)).
Razlog tome je to Sto se rangovi od X; i X, podudaraju sa rangovima od t,(X;) i t,(X,).
U ostalim sluc¢ajevima kopule su modifikovane prema monotonosti funkcija t; i t,, ali
one stvarno ne zavise od izbora t; 1 t,. Iz ovoga sledi da kopula raCunata za sve zavisne
strukture izmedu neprekidnih sluc¢ajnih premenljivih ocuvava nacin zajednickog
,kretanja“ X; 1 X,, bez obzira na skalu po kojoj su promenljive merene.

Primer 2.3.3.2

Za ilustraciju osobina iz teoreme 2.3.3.1 pretpostavimo da imamo model sa
viSedimenzionalnim raspodelama za zavisne osigurane gubitke raznih vrsta. Ako
odlu¢imo da na$ interes lezi u modeliranju algoritma za ove gubitkem kopula se nece
promenuti. Sli¢no, ukoliko predemo sa modela procentnih povrata nekoliko finansijskih
skupova na model logaritamskih kopula se ni tada neée promenuti, samo marginalne
raspodele ¢e pretrpeti promene.

Iz ponaSanja kopule sa monotonim transformacijama iz prethodne teoreme, a
posebno iz Cinjenice da je kopula invarijanta, dok marginalne raspodele mogu biti
modifikovane po volji, mozemo zakljuciti da se broj posledica smanjuje. Odnosno, bilo
koja funkcionalnost ili osobina zajednicke funkcije raspodele dve slucajne promenljive
je invarijantna pod strogo rastu¢om transformacijom sluc¢ajne promenljive ili osobinom
njihovih kopula.

2.3.4. ZAVISNOST NA REPU

U aktuarstvu, devijacije normalnosti su ¢esto uzrokovane ,,debelim* repom. Kod
viSedimenzionalnih promenljivih problem ,,debelog™ repa moze nastati iz pojedina¢nih
marginalnih raspodela 1 i1z zajedni¢ke verovatnoce velikih gubitaka. Ovaj koncept se
naziva zavisnost na repu.

Kako bismo mogli da opiSemo zavisnost na repu, koristi¢emo verovatnocu
posmatranih neobi¢nih, velikih gubitaka za datu polisu 1 gubitaka koji nastaju iz
neobi¢nih velikih gubitaka iz druge polise. Formalnije, koeficijent (gornje) zavisnosti na
repu Ay za slucajan par (X4, X,) sa kopulom C je definisan kao:

Ay = lif% P{X; > F{' (W)X, > F;'(v)}
v—
P{X, > F1()1X, > F5 1 (v)}
im -
v=0 P{X, > F; ' (v)}

Imenilac mozZemo zapisati i kao:

P, >F, W[ >F, W}=1-P{x <F, }-P{x,<F, 0}
+P{x; < Frl(w),X, < F;l(v)}

Pa odavde sledi,
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S 1-20-v)+Cc1-v,1-v)
Ay = lim
u v-0 v

Sto obezbeduje neprekidnost F; i F,.

Definicija 2.3.3.3
Koeficijent zavisnosti na repu A;; za slucajan par (X;, X,) sa kopulom C je

1 i 1-2v+C(v,v)
U_vl—rg 1—-v

Ako je Ay > 0, tada su X; i X, asimptotski zavisne u gornjem repu, a ako je
Ay = 0, tada su asimptotski nezavisne.

Koeficijent za donju zavisnost na repu se definiSe na slican nacin.

Primer 2.3.3.4
Gaussova kopula se ne izlaze zavisnosti na repu, osim ako je a = 1

1 _{O,akojea<1
U™ |1,akojea =1

Ovo zna¢i da je skoro nemoguée posmatrati ekstremne gubitke za obe
komponente dvodimenzionalnih rizika.
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3. Merenje zavisnosti

Ovo poglavlje razmatra vezu izmedu kopula i mera zavisnosti za kopule
slu¢ajnih promenljivih. Ove mere za cilj imaju da objasne da je verovatnoca da se
dobiju velike (ili male) vrednosti za obe komponente velika, dok je verovatnoc¢a da se
istovremeno dobije velika vrednost za prvu komponentu i mala vrednost za drugu
komponentu, ili obrnuto, mala. U ovom poglavlju ¢emo prouciti Pearsonov, Kendallov 1
Spearmanov koeficijente korelacije. Takode je predstavljeno i nekoliko struktura
zavisnosti, ukljucujué¢i zavisnosti pozitivnog kvadranta 1 njegove multivarijantne
ekstenzije, uslovni rast i totalnu pozitivnost.

Ocigledno je da je konstrukcija kopula usko povezana sa merama zavisnosti.
Kratko ¢emo objasniti veze izmedu ovih koncepata. Marginalne raspodele F; i F, mogu
biti umetnute u bilo koju kopulu, tako da ne nose direktne informacije o uparivanju.
Istovremeno, bilo koji par marginalnih raspodela moze da bude umetnut u C, tako da C
ne nosi direktne informacije o marginalnim raspodelama. S obzirom na to, moZe se
oc¢ekivati da su veze izmedu marginalnih raspodela Fy definisane samo sa C 1 da se bilo
koje pitanje u vezi sa strukturom zavisnosti mozZe objasniti isklju¢ivo znanjem o C.
Medutim, situacija nije ba§ tako jednostavna. Problemi proizilaze iz ¢injenice da kopule
nisu jedinstvene kada je bar jedna marginalna raspodela neprekidna.

Iz narednog primera proizilazi da postoje kopule koje za rezultat daju
Frechetovu gornju granicu za neke parove marginalnih raspodela 1 Frechetovu donju
granicu za druge parove.

Primer 3.1

Razmatramo kopulu C, koja ima masu rasporedenu linijski, u, = u; za 0 <
1 1 2 . 1 2
U < -, Uy =u1+§ za ESu1S§ iU, =u;—3; za ESuls 1. Ova kopula se

podudara sa Frechetovom donjom granicom u oblasti % < u4,u, < 1. Tako da, ako je

oblast raspodela F; 1 F, ograni¢ena na oblast 0 < uq,u, < §9 onda ¢e Fx(xq,x;) =
C(F;(xy),F,(x;)) da bude Frechetova gornja granica. S druge strane, ako je oblast od
F; 1 F, ograni¢ena na oblast %S uq,u,; <1, Fy ¢e biti Frechetova donja granica. U

zavisnosti od marginalnih raspodela, ova kopula moze da da Frechetovu gornju granicu
ili Frechetovu donju granicu.

Ova vrsta ekstremnog ponaSanja se dogada samo zato Sto su ukljucene
neprekidne raspodele. Kopula C je konstruisana da pokaZe razli¢ite osobine na
razli¢itim delovima njenog domena. Zbog ovoga oblast marginalnih raspodela drasticno
utice na osobine zajednickih raspodela.

Sada ¢emo pokazati da ne postoji nekonstantna mera zavisnosti koja zavisi
iskljucivo od kopule.

Teorema 3.2

Neka je n mera zavisnosti i Fy bivarijantna funkcija raspodele sa kopulom C.
Tada je n(Fx) = n(Cx) za svako Fy, pa sledi da je n konstantno.
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Problemi proizilaze iz nekontinuirane prirode slucajnih promenljivih. U ovom
poglavlju ¢emo da vidimo $ta dobijamo ako pretpostavimo neprekidnost.

Svrha ovog poglavlja je dvostruka. Prvo ispitujemo neke klasi¢ne skalarne mere
snage zavisnosti koja postoji izmedu para rizika. U tom smislu, ovo poglavlje za cilj ima
da prikupi 1 razjasni osnovne ideje o merama zavisnosti (linearna korelacija 1 rang
korelacije). Drugo, razmatramo razli¢ite strukture zavisnosti za korelisane rizike,
odnosno, zavisnost pozitivnog kvadranta, uslovni rast i totalnu pozitivnost.
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3.1. SAGLASNOST MERA

Mere saglasnosti ustvari mere povezanost izmedu dve slucajne promenljive, pod
uslovom da promenljive poseduju odredene pozeljne osobine. Intuitivna ideja koja lezi
u osnovi koncepta o saglasnosti je sledeca: dve slucajne promenljive X; i X, su saglasne
kada velike vrednosti od X; idu zajedno sa velikim vrednostima od X,.

Definicija 3.1.1

Funkcionalna dodela realnog broja, r(:,+), bilo kom paru slu¢ajnih promenljivih
realne vrednosti X; 1 X, je mera saglasnosti ako zadovoljava sledece osobine:

Pl) r(X1,X2) = r(X3,X1) - simetrija

P2) —1 <r(X;,X3) <1 -normalizacija

P3) r(X;,X;) = 1 ako i samo ako su X; i X, komonotone

P4) r(X;,X,) = —1 ako i samo ako su X; i X, kontramonotone
P5) Zat:R - R, strogo monotono

_ r(Xy,X,),ako je t rastuce.
r(t(), Xz) = {—T(Xl,Xz), ako je t opadajuce.

Napomena:

Postoje 1 druge poZeljne osobine. One su, medutim najéeS¢e nekompatibilne sa
aksiomima P1 - PS5 iz definicije 3.1.1. Na primer, jedna od interesantnih osobina bi
mogla da bude

r(X1,X;) = 0 ako i samo ako su X; i X, nezavisni. (3.1)

Nazalost, ovo je u kontradikciji sa P5: specijalno, postoji netrivijalna mera
zavisnosti koja zadovoljava P5 i (3.1). Da bismo dokazali ovu tvrdnju, neka (X;,X,)
ima uniformnu raspodelu na jedini¢nom krugu R?, odnosno, (X;,X,) = (cos Z,sin Z),
sa Z:U(0,2m). S obzirom na to da je (—X1, X,) =4 (X1,X>), dobijamo

r(—X1,X2) = r(X1,X3) = —1(X1, X3)

Sto implicira da je (X, X;) = 0idasu X; 1 X, oCigledno zavisni.

Postoje razni nacini da se izdiskutuje i izmeri zavisnost. Prvi i najvazniji je
Parsonov koeficijent korelacije koji pokazuje linearnu zavisnost izmedu kopula
slu¢ajnih promenljivih, ali koja nije invarijantna pod uslovima monotone transformacije
osa koordinatnog sistema. Ustvari, u slede¢em delu ¢emo videti da Pearsonov
koeficijent korelacije zadovoljava samo P1 i1 P2, te s toga nije mera saglasnosti. Kao §to
¢emo videti, druge mere su skalirno invarijantne, odnosno ostaju nepromenjene pod
strogo rastu¢im transformacijama slucajnih promenljivih. U delu 3.1.2. 1 3.1.3. ¢emo
videti da rang koeficijenata korelacije zadovoljava P1 - P5 ako su X; 1 X, neprekidni.
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3.1.1. PEARSONOYV KOEFICIJENT KORELACIJE

Pearsonov koeficijent korelacije je mera povezanosti za dve slucajne
promenljive koja pokazuje stepen linearne veze. Definisan je na slede¢i nacin.

Definicija 3.1.1.1

Za slucajan par (X;,X,) koji ima marginalne sa konanim varijansama,
Pearson-ov koeficijent korelacije 7p je definisan sa

Cov(Xy,X,)

rp(X1,X2) =
\/Var(Xl)Var(Xz)

Napomena:

Varijanse od X; i X, moraju da budu kona¢ne da bi Pearsonov linearni
koeficijent korelacije bio definisan. Ovo je mana mera zavisnosti i izaziva probleme
kada se radi sa raspodelama debelih repova.

3.1.1.1. OSOBINE

Funkcionalna invarijantnost

Velika mana Personovog koeficijenta korelacije je to Sto rp nije invarijantno pod
strogo rastu¢im transformacijama t; i t,, to jest, za dve slucajne promenljive X; 1 X5,
uopsteno dobijamo

rp(t1(X1)’t2(X2)) # 1p (X1, X3) (3.2)

Medutim, rp se ponasa na predvidiv nacin kad su i t; i t, linearni. Specijalno, 7
ispunjava osobinu linearnosti

Tp(a1X1 + by, a,X; + by) = sign(ajay)rp(Xq, X3)

gde je aq,a, # 0,bq,b, € Risign(x) =1 ako je x > 0,1 —1 ako je x < 0. Dakle, 7p
je invarijantno za strogo rastuce linearne transformacije.

Znacaj Pearsonovog koeficijenta korelacije i jaine zavisnosti

Poznato je da postoji moguénost da vrednost 7, ne bude jak indikator jacine
zavisnosti. Prvo, zavisnost dve slu¢ajne promenljive implicira da su one nekorelisane
(odnosno. 7p = 0), ali suprotno generalno ne vazi, kao §to ¢emo pokazati u narednom
primeru.

Primer 3.1.1.1.1 (Dve zavisne promenljive sa korelacijom nula)

Neka je Y slucajna promenljiva koja uzima vrednosti 0,% 17 sa jednakom
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verovatnocom . Tada je lako videti da su X; =sinY 1 X, = cosY nekorelisani

(odnosno. 1p(X;,X;) = 0). Medutim, nisu nezavisni s obzirom na to da su X; 1 X,
funkcionalno povezani (relacijom XZ + X2 = 1).

Za neprekidan kontraprimer, uzimamo da je Z:U(0,2m) i X, =sinZ,X, =
cos Z. Tada je

ElXi| = E|X;| = E|X1X,| = 0

tako da su X; i X, nekorelisani, ali ne i nezavisni posto vazi relacija X2 + X2 = 1.

Prema tome, postoje situacije u kojima su korelacije nula, medutim 1 dalje
postoje jake nelinearne veze izmedu sluc¢ajnih promenljivih. Samo u specijalnim
slu¢ajevima, recimo, dvoparametarske raspodele, nekorelisanost implicira nezavisnost.

3.1.1.2. KOPULEir,

Kao $to smo videli u (3.2), rp nije invarijantno za rastue nelinearne
transormacije. Ova jedinstvenost nije iznenadujuca ako je rp predstavljeno formom

1 1 ,1
e (X1, X,) = f f (C(uq,up) — uguy) dFy(uy)dF;t (uy)
P (X1, X2 TVarlXvari%, o Jo U2 1Uz) aFy ~(ug)dE; = (uy

Tako da rp zavisi ne samo od kopule, ve¢ 1 od marginalnih raspodela.
Primer 3.1.1.2.1

Da bismo objasnili ovaj fenomen, razmatra¢emo Farlie - Gumbel -Morgenstern-
ovu kopulu zadatu sa

C,(u) = u1u2(1 +a(l—u)(1 - uz)), a € [-1,1]

MozZe se pokazati da je granica za rp za ovu familiju [— é, ﬂ 1 da se maksimum
dobija kad su obe marginalne raspodele U(0,1). Sve druge marginalne raspodele ¢e
rezultirati korelacijom manjom od % Na primer, ako umetnemo £(1) marginalne

raspodele u Farlie - Gumbel - Morgensternovu kopulu, granica za rp je |— %,ﬂ.

3.1.1.3. DOPUSTIV SKUP

Kolinearnost
Na osnovu Cauchy - Schwarzove nejednakosti, p se uvek nalazi u granicama

[—1,1] tako da je P2 zadovoljeno. Pearsonov koeficijent korelacije sadrzi informacije o
jacini i pravcu linearne veze izmedu dve slu¢ajne promenljive:
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rp(X1,X,) = sign(a) © P{X, =aX,+b} =1

za neke konstante a (a > 0akorp(Xy,X;) =11a<0akorp(X;,X, =—-1)1 b €ER.
Ako linearna veza izmedu X, i X, nije moguca, dozvoljene granice za rp(X;, X,) su jo§
vise ogranicene.

Cesta zabuna u vezi sa Pearsonovim koeficijentom korelacije i zavisnoi¢u je
slede¢a: za dve proizvoljne marginalne funkcije raspodele F; 1 F, od X; 1 X;, sve
linearne korelacije izmedu —1 1 1 se mogu posti¢i podesnom specifikacijom zajednickih
raspodela. Ovo nije tacno 1 vrlo je jednostavno konsruisati kontraprimere, kao Sto je
pokazano narednom osobinom.

Teorema 3.1.1.3.1
Neka su X; i X, slu¢ajne promenljive sa nosa¢em na R*, odnosno. takve da je
Fi(x) <1iF,(x) <1zasvako x > 0. Tada je rp(X{,X;) > —1.
Dokaz:

Pretpostavimo suprotno da je 7p(X;,X,) = —1, §to implicira da je X, = aX; +
b,a<0,beR.
Sledi da je zasve x, < 0,

X2

b xZ_b — XZ_b
b2pl > 22 =R (2=) >0
a a

jer je krajnja desna tacka nosaca od F; jednaka +o0. Ovo je ocigledno u kontradikciji sa
pretpostavkom da je F,(0) = 0. [ ]

Fy(x;) =P {Xl >

Granice Pearsonovog koeficijenta korelacije

Dalje ¢emo ispitivati koje korelacije su moguce s obzirom na grani¢ne
raspodele. Ukoliko se marginalne raspodele dve slucajne promenljive razlikuju samo u
lokaciji i/ili parametrima veli¢ine, onda su granice Pearsonovog rp manje nego [—1,1] i
zavise od marginalnih funkcija raspodele F; 1 F,.

Teorema 3.1.1.3.2
Zabilo koje X iz R] (Fy, F,), 1,(Fy, F,) je ograniGeno sa
g (Fy, Fy) < 1, (X1, X)) < 1 (Fy, Fy) (3.3)
gde su za neko U: U(0,1)
Cov(F{Y(U),F;*(1- 1))

rp " (Fy, Fp) = JVar(X)Var(X,)

Cov(F71(U), F71(1))

5 (F, Fp) =
JVar(X)Var(X,)

Teorema 3.1.1.3.2. pokazuje da se vrednost +1 za rp generalno ne moze dobiti
na R3 (F;, F,). Sledeéi primer pokazuje da mozemo dobiti korelaciju proizvoljno blizu
nule, kao 1 savrSenu zavisnost.
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Primer3.1.1.3.3

Posmatramo slu¢ajan par X € RI(F, F,) gde X;:LogN (u;,0;), i=1,2.
Koriste¢i teoremu 3.1.1.3.2 1 €injenicu da je

Fl_l(U) — e(ﬂi"'o'iq)_l(U))

Fl_l(l _ U) — e(ﬂi_aid)_l(u))
dobijamo slede¢i rezultat:

1) Ako su X; i X, komonotone, onda je korelacija maksimalna i jednaka je

e%1% — 1

\/e"f—lx/effzz—l

2) Ako su X; 1 X, kontramonotone, onda je korelacija minimalna 1 jednaka je

r;nax —

—0102 __
min _ e 1

T =
g \/e"f—l\/e”zz—l

Specijalno, ako je (u1,01) = (0,1) i (uy, 0,) = (0,0), maksimalan koeficijent
korelacije se dobija za X, = X{ i jednak je

e’ -1
Veo —1/e —1
Dok se minimalni koeficijent korelacije dobija za X, = X{ ¢ i jednak je

e 9—-1

rgnax —

rg)mn —

e’ —1/e—1
Dalje imamo,

lim "% (¢) = lim r""(c) =0
o>+ o>+
Kao posledicu, moguce je imati slu€ajan par gde je korelacija skoro nula iako su
komponente komonotone ili kontramonotone (odatle i1 najjaca vrsta zavisnosti moguca
za ovaj par marginalnih raspodela). Ovo je u kontradikeiji sa intuitivnim stavom da
mala korelacija implicira slabu zavisnost.

Ekstremne vrednosti 1, i savr§ena zavisnost

Slede¢i rezultat pokazuje da kada su granice u (3.3) dobijene, X; 1 X, moraju da
budu komonotone/kontramonotone.

Teorema 3.1.1.3.4
Neka je X € R} (Fy, F,) i U: U(0,1). Tada vazi slede¢a ekvivalencija:
(X1, X)) =" (FL, F,) © X =4 (Ffl(U);Fz_l(U)) (3.4)
i
1p (X1, X2) = Ti"(FL ) & X =4 (F1_1(U)'Fz_1(1 - U)) (3.5)
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Dokaz:

Krenu¢emo od (3.4). Deo ekvivalncije < je jednostavan, tako da ¢emo
razmatrati jedino implikaciju =. Lako se uo¢ava da rp (X1, X,) = ri***(F;, F,) daje

E(X:X;) = E(FT*(WF; 1 (U))

400 400 +0o
Formula E([T-, X;) = |

=0 fx2=0 fxnzo Fx(x) dx,dx, ...dx, tada daje

+oo 400
0= J J (FX(X1, Xz) — Wz(xl,xz)) dxldx2
0 0

Kako je Fx(x) < W,(x), deo pod integralom je nepozitivan za svako x; i x,, tada
zakljuujemo da jednakost Fy(xq,x5) = Wy(xq,x,) uvek vazi, ¢ime zakljucujemo
dokaz za (3.4). Analogno se dokazuje i (3.5) [

3.1.1.4. PERASONOV KOEFICIJENT KORELACIJE 1 FAMILIJE
LOKACIJA - SKALE

U nekim okolnostima, pretpostavka o ne-negativnosti uklju¢ena u teoremu
3.1.1.3.4 moZe da se zanemari. To je slu€aj, na primer, ako su marginalne raspodele F; i
F, pripadaju istoj familiji raspodela lokacija - skale, odnosno ako postoji funkcija
raspodele G, realne konstante p, 1 4, 1 pozitivne realne konstante g 1 o, tako da relacija

Fi(x) = G (=) vazi za bilo koje x € Ri i = 1,2

4

U ovom slu¢aju mozemo da zaklju¢imo da je
Fi(p) =0,67'(0) + i, i=12 i pe (0,1)
tako da je
X =4 (FT'(U),F5' (D) & X =4 (0167 (V) + 1, 026 (V) + i3)
Prema tome,
(X1, X2) =1 X =4 (0,67'(U) + g, 0,67 (U) + ) (3.6)

U ovakvom sluc¢aju, dobija se maksimalna vrednost 1, bez obzira na marginalne
raspodele. Prema tome, X komonotono, implicira da je rp(Xy,X,) = 1. Takode vazi i
obrnuto. Zaista, ako je rp(X;, X;) = 1, onda postoje realne konstante a > 0 i b takve da
je (X1,X3) =4 (X1,aX, + b) §to znaci da je X komonotono. Mozemo da zaklju¢imo da
u Frechetovom prostoru R, (F;, F,), gde F; i F, pripadaju istoj familiji lokacija - skale,
vazi sledec¢a ekvivalencija:

X € R,(F;, F,) je komonotono & 1p(X1,X5) =1
Sli¢no, mozemo da dokazemo da u takvom Frechetovom prostoru vazi

X € R,(F,, F,) je kontramonotono < 1p(X;,X,) = —1
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Primer 3.1.1.4.1

Kao specijalan slucaj, nalazimo da je u Frechetovom prostoru R,(F;, F,) sa
normalnim marginalnim raspodelama F;, komonotonim za X € R, (F,, F,) ekvivalentna
sa1p (X1, X3) = 1. Takode nalazimo i da je

F7'(p) = py + 0;97 1 (p)

gde su y; i 07 odekivane vrednosti i disperzije od F;, respektivno, i ® je kumulativna
funkcija raspodele povezana sa standardnom normalnom raspodelom.

3.1.2. KENDALLOV RANG KOEFICIJENT KORELACIJE

Kovarijansa generalno nece dati informacije o strukturi zavisnosti slucajnog
para. Stoga, treba da budemo svesni drugih koncepata zavisnosti kao Sto je rang
korelacije. Kendallov rang koeficijent korelacije (Cesto nazivan Kendallovo tau) je
neparametarska mera povezanosti bazirana na broju slaganja ili neslaganja na uzorku
uparenih posmatranja. Slaganje se deSava kada parovi posmatranja zajedno variraju, a
neslaganje kada parovi posmatranja variraju razlicito.

Par posmatranja je saglasan ako je posmatranje sa viSom vredno$¢u za X; takode
ima viSu vrednost za X,. Par nije saglasan ako posmatranje sa viSom vredno$¢u za X;
ima manju vrednost za X,. Ako su (X;,X,) i (X', X’,) nezavisni i imaju istu raspodelu,
onda kazemo da su u saglasnosti ako je (X; — X';)(X; — X',) > 0. Kazemo da parovi
nisu saglasni kada obrnuta nejednakost vazi. Od sad koristimo oznake

P{saglasnost} = P{(X; — X')) (X, — X',) > 0}
P{neslaganje} = P{(X; — X'1)(X; — X';) < 0}

Ideja o koriS¢enju verovatnoc¢a saglasnosti 1 nesaglasnosti proizilazi iz ¢injenice
su verovatnoc¢e dogadaja koji uklju¢uju samo veze nejednakosti izmedu dve slucajne
promenljive invarijantne u odnosu na rastuce transformacije ovih promenljivih. Prema
tome, definisanje mera zavisnosti uz pomo¢ ovih verovatno¢a garantuje da ¢e one
zavisiti isklju¢ivo od kupole u osnovi.

Kada smo definisali pojmove saglasnosti i nesaglasnosti, moZzemo da uvedemo
Kendallov rang koeficijent korelacije.
Definicija 3.1.2.1
Kendallov rang koeficijent korelacije za sluc¢ajan par (X3, X,) je definisan kao
rx (X1, X,) = P{saglasnost} — P{neslaganje}

Ako su marginalne raspodele od X; i X, neprekidne, onda rx mozemo da napiSemo i
kao
Tk (X1, X2) = 2P{(X1 — X')D(X2 —X'3) > 0} -1

gde je (X'1,X',) nezavisna kopija od (Xy,X;), odnosno (X;,X;) =4 (X'1,X'5) i dva
slucajna para su medusobno nezavisna.
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3.1.2.1. OSOBINE

Invarijantnost Kendallovog ranga koeficijent korelacije pod strogo monotonim
transformacijama je ocigledna: ako su t; 1 t, neopadajuce neprekidne funkcije na
nosacu od X; 1 X,, respektivno, onda

TK(t1(X1): tz(Xz)) =1 (X1, X3) (3.7)

Ovo direktno sledi iz ¢injenice da t;(X;) — t;(X’;) i X; — X', imaju isti znak.
Isto vaziizat,(X,) —t,(X'5) i X, — X'5.

Ako su X; i X, medusobno nezavisni, onda je rx(X;,X,) = 0. Ovo se lako
uocava iz

Tk (X1, Xo) = 2P{(X; — X'DX2 —X'5) > 0} -1
= Z(P{Xl _X,1 > O’XZ _X,2 > 0} +P{X1 _X’1 < 0,X2 _X,2 < O}) -1
=2(3+3)-1=0
4 4

3.1.2.2. KOPULE i KENDALLOV RANG KOEFICIJENAT
KORELACIJE

Specijalno, (3.7) pokazuje da kada X; ima neprekidne marginalne funkcije
raspodele F; 1 F,, vazi

TK(F1(X1): F, (Xz)) = 1 (X1, X3)

tako da vrednost Kendallovog koeficijent korelacije zavisi samo od ranga od X; 1 X,
stoga i od kopule za (X;,X,). Kako sa (X'{,X’;) oznafavamo nezavisnu kopiju od
(X1,X,) i pod pretpostavkom da ima neprekidne marginalne raspodele Kendallov rang
koeficijenta korelacije se tada moZe zapisati kao

(X1, X)) = 2P{(X; — X' )X, —X',) >0} -1
=4P{X, < X', X, < X'} — 1

Prema tome, rx za slucajan par (X, X;) neprekidnih slu¢ajnih promenljivih sa
kopulom C mozZe da se zapiSe kao

1 1
X =4[ Conw) deu) -1
0 0
=E(C(U,Uy)) -1 (3.8)

gde (Uy,U,) oznacava par od U(0,1) slu¢ajnih promenljivih sa zajedni¢kom funkcijom
raspodele C.
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3.1.2.3. DOPUSTIV SKUP

Za sve raspodele, 1y postoji i uzima vrednosti iz [—1,1]. Maksimalna vrednost 1
se dobija kada X, = t(X;) gde je t rastuce. Kendallov rang koeficijent korelacije je tada
zadat kao

(X, (X)) = 2P{(X; = X' D(t(X) —t(X')) >0} —1=1

posto su X; — X'; i t(X;) — t(X';) o€igledno istog znaka. Sli¢no, vrednost —1 za g se
dobija kada je X, = t(X;) za neku opadaju¢u funkciju t.

Sada ¢emo da pokazemo da je rx(X;,X,) = 1 ako i samo ako se raspodela
slucajnog para X podudara sa jednom od Frechetovih granica.
Teorema 3.1.2.3.1

Neka X € R,(F,F,) gde su F; i F, neprekidne i strogo rastu¢e i neka je
U:U(0,1). Onda vazi slede¢a ekvivalencija:

(X1, Xz) =1 X =4 (FT'(DF; 1 (U)) (3.9)
v (X, Xo) = -1 X =4 (FF*(WF;(1 - 1)) (3.10)

Dokaz:

Smer & i u (3.9) 1 u (3.10) je vrlo jednostavan, tako da ¢emo razmatrati samo
smer =. Neka je C kopula za X i neka je (Uy,U,) slucajan par sa zajedni¢kom
funkcijom raspodele C. Treba da pokazemo da je

1x(X1,X;) = 1= (U, Uy) =4 (U,U)

E(C(Uy,Uy) < E(Cy(Uy, Uy)) vazi posto jeC < Cy. Dalje, kako min{Uy, U} < Uy
oc¢igledno vazi, dobijamo i da je E(CU(Ul, Uz)) < E(CU(U, U)). Kombinujuéi ove
nejednakosti dobijamo da je

E(C(Uy,Uy) < E(Cy(Uy, Uy)) < E(Cy(U, 1))
tako da 1z (3.8) zaklju¢ujemo da je
4 (Uy, Uy) = 1 (U, U) & E(C(Uy,Uy)) = E(Cy(U, 1))
Ovo dalje implicira

E(CU(Ulr U,) —C(U, U)) = j ] (Cu(upuz) - C(upuz)) dC(up,uy) =0
0 Jo

20 Vuq,uy E[O,l]

tako da je C = Cy; Sto nam je dokaz za (3.9).

Da bismo dobili (3.10) dovoljno je da vidimo da E(CL(U, 1- U)) <
E(C,(Uy,Uy)) vazijerje C, < C.
Dalje, posto je max{U; + U, — 1,0} = 0, takode dobijamo da je E(C,(U;,U,)) <
E(C,(Uy,Uy)). Kombinovanjem ovih nejednakosti dobijamo
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E(C,(U,1-1)) < E(C.(U,Uy)) <E(C(UL,UY))
Dokaz tada sledi kao i za (3.9). [

3.1.3 SPEARMANOYV RANG KOEFICIJENT KORELACIJE

Spearmanov rang koeficijent korelacije za par sluajnih promenljivih X; 1 X,
(generalno nazivan Spearmanovo ro) se obi¢no definiSe kao Pearsonovo rp za rangove
F1(X1) 1 Fa(X2).

Definicija 3.1.3.1

Spearmanov rang koeficijent korelacije 73 za par neprekidnih slucajnih
promenljivih X; 1 X, je isti kao i1 Pearsonov koeficijent korelacije za rangove od F; i1 F5:

rs(X1,X3) = rP(F1(X1); F, (Xz))

Spearmanov rang koeficijenta korelacije moZze da se zapise kao
(X1, X2) = 3 (P((X1 — X)X, — X3) > 0) — P((X, — X)) (X, — X$) < 0))

gde je (Xi,X3) nezavisna verzija od (X1, X,), to jest, (X{, X3) je sluajan vektor sa
nezavisnim komponentama, tako da su X; =4 Xi, X, =4 X3 i (X, X,) i (X, X3)
uzajamno nezavisni. To dolazi direktno od
rs(X1,X;) = 3(2P((X; — XD (X, — X3) > 0) — 1)
= 3(4P(X, < X, X, < X3) — 1)
= 12F (XE, X5 — 3 G.11)

1 1
= 12f f C(uq,uy) du;du, — 3
0 Jo

1,1
= 12[ j uluZ dC(ul,uz) - 3
0 Jo
gde (Uy,U,) definisano kao gore, ima istu kopulu C kao X i U(0,1) marginalne
raspodele. Spearmanov rang koeficijent korelacije je prema tome proporcionalan

verovatnoc¢i saglasnosti minus verovatno¢a nesaglasnosti za par slucajnih vektora sa
istim marginalnim raspodelama, gde jedna od njih ima nezavisne komponente.

3.1.3.1. OSOBINE

Ba§ kao 1%, 1 75 je invarijantno pod strogo monotonim transformacijama,
odnosno, ako su t; i t, strogo rastuce (ili opadajuce) funkcije na nosacima od X; 1 X,,
respektivno, onda je

Ts(t1(X1)»tz(Xz)) = 15(X1, X2). (3.12)
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Dalje, ako su X; i X, medusobno nezavisni, onda je r¢(X;,X,) = 0.

Kao $to smo gore ve¢ istakli, Spearmanov rang koeficijent korelacije je prosto
Pearsonovo 7p za rangove. Stoga, pretpostavljaju¢i da su marginalne funkcije raspodele
F; i F, neprekidne i definisu¢i U; = F;(X;) i U, = F,(X,), rs(X;,X;) moze da se
zapiSe kao

E(ULUy)— =
1s(X1, X3) = 1p(Up, Up) = # (3.13)

12

3.1.3.2. KOPULE i SPEARMANOYV RANG KOEFICIJENT
KORELACIJE

Vracaju¢i se na izraz izveden iz Pearsonovog koeficijenta korelacije, nalazimo
daje

rs(X1,X3) = rP(Fl(Xl):FZ(XZ)) = 12j j (C(uy,up) — uguy) du,du,
0 Jo

3.1.3.3. DOPUSTIV SKUP

Sada ¢emo da dokazemo da je Spearmanov koeficijent korelacije analogan tvrdjenju
3.1.2.3.1.
Teorema 3.1.3.3.1

Neka X € R,(F;, F,), sa neprekidnim i strogo rastué¢im F; i F, i U: U(0,1). Tada
vaze sledece ekvivalencije:

rs(X1,X,) =1 X =4 (FF'(U), F51(U)) (3.14)
(X1, X,) = =1 & X =4 (F72(U), Fy (1 - U)) (3.15)

Dokaz:

Smer ekvivalnecije < od (3.14) i1 (3.15) je vrlo jednostavan, tako da ¢emo da
razmatramo samo smer =. Dovoljno je da pokazemo da je

rs(Uy,Upx) = 1= (Uy,Up) =4 (U, V)

gde je (Ui, U,) par U(0,1) slucajnih promenljivih sa istom kopulom kao i (Xq,X,).
Dobijamo da je

rp(Uy, Up) = 1p (Ful(Uﬂ:FUz(Uz)) =15(U,Up) =1

S§to sa (3.6) implicira da je P(U; = U,) = 1. Prema tome, sledi da je (U;,U,) =4
(U, U).
Izraz (3.15) se dokazuje na isti nacin. |
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3.14. VEZE IZMEDU KENDALLOVOG I SPEARMANOVOG
KOEFICIJENTA KORELACIJE

Vrednosti od 75 1 g su Cesto izuzetno razliCite. Slede¢i rezultat odreduje koliko
razli€iti g 1 rx mogu da budu.

Teorema 3.1.4.1
Nejednakost

1+2rK—r,%

- vazizarg = 0

1+3r y -
< <— Kvazizarg <0.

3.1.5 DRUGE MERE ZAVISNOSTI

Ginijev koeficijent korelacije

Ginijev koeficijent se primenjuje u ekonomiji da bi se izmerile razlike prihoda
izmedu dve populacije. Tehnicki, to je vrsta ,,udaljenosti* izmedu strukture zavisnosti
vektora X 1 monotone zavisnosti kao $to je predstavljeno Frechetovim gornjim 1 donjim
grani¢nim kopulama.

Definicija 3.1.5.1
Za dato X € R,(F,;, F,), Ginijev koeficijent korelacije je definisan kao

1,1
16 (X1,X2) = TG(F1(X1)»F2(X2)) = Zf f (lug +uy = 1] = lug —uDdC(uq, uy)
0 Jo

gde je C kopula para (X3, X5).

Teorema 3.1.5.2
Neka je X € R,(F,,F,) 1U:U(0,1). Tada vaze sledece ekvivalncije:
. re(Xy,Xy) =1 X =4 (FF1(U), F; 1)) (3.16)
1 re(X1,Xy) = -1 X =4 (F{Y(U), F;1(1 = U)). (3.17)
Dokaz:

Smer « je trivijalan i za (3.16) i za (3.17). Ostaje da pokazemo da je
16U, Uz) = 1= (U, Uz) =q (U, V)
gde je (U, U,) par sa U(0,1) marginalnim raspodelama i kopulom C. Posto je
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1 1 1 1
16U, Uy) = 4[ J- C(uy,up)dCy(uy,uy) + 4f J- C(ug,up)dCp(uy, up) — 2
o Jo 0o Jo

r¢(Uy, Uy) = 15 (U, U) implicira da je

[ Cotua) = 6 1)) ey ()
0 Y0

=0 Vul,uz E[O,l]

+f f (Cu(ul,uz) — C(ul,uz)) dC, (uy,uy) = 0
0 Jo

=0 Vul,uZE[O,l]

Sto implicira da je C = Cy, ¢ime zaklju¢ujemo dokaz za(3.16).
Dokaz za (3.17) dobijamo na isti nacin. ]

Blomgqvistov koeficijent korelacije

Jo$ jedna mera saglasnosti jeste Blomqvistov koeficijent korelacije, poznat kao 1
prosecni koeficijent korelacije.

Definicija 3.1.5.3

Za dato X € R, (F;, F,), Blomgvistov koeficijent korelacije je definisan kao

rs (X1, X,) = P <(X1 o G)) (Xz o (g)) > 0)
—P <<X1 —F1 (%)) (X2 iy G)) < 0>
an (0 () )-
gde je F{* () medijana od X;, i = 1,2.

Slede¢i rezultat vazi za rp.

Teorema 3.1.5.4,
Neka je X € R,(F,, F,) 1 U:U(0,1). Tada vaze naredne implikacije:
X =4 (FT' (D), ;' (W) = 15(X1, X,) = 1 (3.18)
X=4 (FF*(U),F;'1-0)) = r5(Xy, X,) = -1 (3.19)

X =4 (Xi, X3) = 1r5(X, X,) = 0. (3.20)
Obrnuto od (3.18), (3.19) 1 (3.20), generalno ne vazi.

Dokaz:

Osobine (3.18) - (3.20) su ocigledne. One lako slede iz ¢injenice da je
11
15(X1, X2) = 15(Uy, Uy) = 4C (E'E) -1
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Dakle, Blomqvistov koeficijent korelacije koristi samo jednu vrednost kopule.
Prema tome, lako je dati primere u kojima obrnute implikacije ne vaze. Razmotri¢emo
na primer, parametarsku familiju. Za

( 1 1
max{O,u1 + u, _5}' za 0 < u,uy < 5
C(uq, = 1 1
(w1, u2) %max{z,ul +u, — 1}, za > <u,u, <1
k Cy(uq,uy), inace

vidimo da je r5(U;, U,) = 1, ali C nije saglasno sa Cy, §to je u kontradikciji sa obrnutim
smerom u (3.18). S druge strane, za

( 1 1
max{O,u1 + u, _Z}' za0 < uq,uy < 7’
C(u,, = 1 1
(w1, u2) max{z,u1+u2—1}, zaZSul,uz <1
k Cy(uq,uy), inace

vidimo da je r5 (U, U,) = 0, ali da je C # C;, §to je u kontradikciji sa obrnutim smerom
u(3.20). Kona¢no ¢emo da razmotrimo ¢lan

max{0,u; +u, — 0}, za (uy,u,) € [0,1 — 6] x [0,1],
C(uq,uy) =<smax{u; + 6 —1,u,}, za (u;,uy) € [1—6,0]x[0,60]
C,(uy,uy), inace

Sto odgovara 6 =§. Tada dobijamo da je r5(Uy,U,) = —1, ali C # Cy, §to je u
kontradikciji sa obrnutim smerom od(3.19).
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3.2. STRUKTURE ZAVISNOSTI

3.2.1. POZITIVNA KVADRANT ZAVISNOST

Intuitivno govoreéi, pozitivne vrednosti mera saglasnosti ukazuju na pozitivne
zavisnosti izmedu ishoda X; 1 X,. U ovom poglavlju ¢emo detaljnije razjasniti kocept
pozitivne zavisnosti. Ne¢emo se osloniti samo na generalne skalarne vrednosti, veé
¢emo 1 da ispitamo vrstu zavisnosti koju lokalno pokazuju slu¢ajni parovi.

Koncept pozitivne kvadrant zavisnosti je definisan na slede¢i nacin.

Definicija 3.2.1.1

Za slucajan par X = (X1, X,) kazemo da je pozitivno kvadrant zavistan (PQOD)
ako
X, <g7 (X;1]X, > x,) za svako x, takvo daje F,(x;) > 0

X, <g7 (X5|X; > x,) za svako x, takvo da je F;(x;) > 0

Prvi kocept pozitivne zavisnosti je definisan sa <gr. To pokazuje da svaka
komponenta slucajnog para postaje veca (u smislu <g7) kada druga komponenta prelazi
neki prag. Ovo se podudara sa intuitivnim sadrzajem “pozitivne zavisnosti”.

Definicija pozitivne kvadrant zavisnosti moze da se da na nekoliko ekvivalentnih
nacina.

Teorema 3.2.1.2

Neka je X = (X3, X,) slucajan par u R, (F;, F;). Tada vazi, X je POD ako i samo
ako je ispunjen jedan od narednih ekvivalentnih uslova:

1) Fx(xq,xp) = Fy(x1)F,(x,) za svako x;,x, € R.
2) Fx(x1,x3) = Fy(x1)F,(x3) za svako x4, x, € R.
3) P(X, > x,|X; > x1) = F,(x,) za svako x4, x, € R tako da je F;(x;) > 0.
4) P(X; > x1|X, > xp) = Fi(x;) za svako x;, x, € R tako da je F,(x;) > 0.

Iz ove definicije vidimo da kada je X POD, njegove komponente X; 1 X, imaju
vecu verovatnocu da budu vece zajedno, ili da budu manje zajedno, u poredenju sa
teorijskom situacijom u kojoj su X; 1 X, nezavisni. Uslovi (3) i (4) imaju intuitivou
interpretaciju s obzirom na to da ti uslovi znace da kada je X; vece (odnosno. X; > x;),
to povecava verovatnocu da i X, bude vece.

3.2.1.1. OSOBINE

Pozitivna kvadrant zavisnost ima sledece invarijantne osobine:
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Teorema 3.2.1.1.1
Ako je (X1, X5) je POD, tada je i (t1(X1),t,(X3)) POD za bilo koje neopadajuée
neprekidne funkcije t; 1 t,.
Dokaz:

Zaista,
P(t1(X1) < x1,t,(X3) < xp) = P(X1 < t1_1(x1);X2 < tz_l(xz))
= P(X1 < tfl(xﬂ)P(Xz < tz_l(xz)) = P(t;(X1) < x)P(t,(X3) < x3)
¢ime je osobina dokazana. [

Teorema 3.2.1.1.1 pokazuje da je teorija o pozitivnoj kvadrant zavisnosti
karakteristi¢na za kopulu u osnovi, kao $to je pokazano u narednoj posledici.

Posledica 3.2.1.1.2
Neka je X slucajan par sa kopulom C. Tada je X POD ako i samo ako je
C(u) = C;(u) za svako u € [0,1]?

3.2.1.2. POZITIVNA KVADRNAT ZAVISNOST I KOEFICIJENTI
KORELACIJE

Teorema 3.2.1.2.1
Razmatramo X € R,(F;, F;). Ako je (X1,X;) POD, onda je rp(X1,X;) = 0.
Obrnuto generalno ne vazi, osim u dvodimenzionalnom normalnom slucaju.

Sada ¢emo da ispitamo rang koeficijent korelacije. Implikacija iz teoreme
3.2.1.2.1 1 dalje vazi za ove mere zavisnosti.
Teorema 3.2.1.2.2
AkOje (Xl,Xz) PQD, Ondaje rK(X1!X2) 2 O 1 TS(X1!X2) 2 0

Dokaz:

Iz posledice 3.2.1.1.2 znamo da je pozitivna kvadrant zavisnost osobina kopule u
osnovi. S druge strane, Kendallov i Spearmanov rang koeficijenti korelacije zavise
samo od kopule. Neka je (U, U,) sluCajan par sa U(0,1) marginalnim raspodelama i
istom kopulom kao i (X1, X,). Rezultat tada sledi iz (3.8) za Kendallov rang koeficijent
korelacije kao

rx(X1,X,) = 4E(U,,U,) =1 > 4E(U,)EU,) —1=0

gde nejednakost proizilazi iz Cinjenice da su U; i U, pozitivno korelisani iz teoreme
3.2.1.2.1. Rezultat za Spearmanov rang koeficijent korelacije sledi slicno iz (3.13).

Naredni rezultat pokazuje vezu izmedu nezavisnosti 1 nekorelisanosti u POD.
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Ali pre toga ¢emo definisati pomoc¢no tvrdenje

Lema 3.2.1.2.3

Za date dve slucajne promenljive X 1Y kovarijansa je
+00 400
C(X,Y) = f f (P(x >xY >y) — Fx(x)Fy(y)) dxdy

=[ [ (pxsxy =) -BGRG)) dxay

Teorema 3.2.1.2.4
Neka je X € R, (F;, F,) POD. Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni:

1) X ima nezavisne komponente
2) (X1, X2) =0
3) rk(X1,X3) =0
4) 15(X1,X2) =0

Dokaz:

Ekvivalencija (1) 1 (2) je direktna posledica teoreme 1.6.13. Za ekvivalenciju (1)
i (3) ¢emo bez gubitka opstosti, razmatrati slucaj kada su marginalne raspodele U(0,1).
Re¢i da je (Uy, U,) POD, znaci da njihova zajednicka funkcija raspodele C zadovoljava
C = C,. 1z E(C(Uy,Uy)) = E(C;(Uy,Uy)) = E(C; (UL, UY)) sledi da je E(C(Uy, Uyp)) =
E(C,(Uy,Uy)), jer E(C(Uy, Uy)) = E(C, (Ui, Uy)) vazi po pretpostavci. Stoga,

E(C(Uy,Up)) — E(C (U, Up)) = j j (C(upuz) - Cl(u11u2)) dC(ug,u;) =0
0o Jo

=0 Vul,uZE[O,l]

daje C = (;. Dokaz za ekvivalenciju (1) i (4) je slian. [
Sledeci rezultat sledi iz teorema 3.2.1.1.113.2.1.2.1.

Teorema 3.2.1.2.5
Slucajan par X je POD ako i samo ako
Cov(t;(X1),t,(X,) =0 (3.21)
za bilo koje neopadajuce funkcije t; i t,, pod uslovom da ocekivanja postoje.

Kao $to je pokazano u slede¢em rezultatu, teorija pozitivne kvadrant zavisnosti
mozZe da se iskoristi za razmatranje efekata pretpostavke o nezavisnosti, kada su rizici
ustvari pozitivno zavisni.

Teorema 3.2.1.2.6
Ako su rizici X; 1 X, POD, tada imamo da je
Xi + X5 <gpy X1 + X,

Tvrdenje pokazuje da ako su date marginalne raspodele, i ako su X; i X, POD,
pretpostavka o nezavisnosti ¢e uvek da potceni stvarne stop-loss premije.
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Napomena:

Postoje dva tipa procedura za testiranje pozitivne kvadrant zavisnosti. Prva
procedura je bazirana na specifikaciji kocepata preko funkcija raspodele, dok drugi
istrazuje reprezentacije kopula. Za svaku specifikaciju je razvijen test udaljenosti, kao i
test presek - unija za ograni¢enja nejednakosti, za podatke koji su zavisni od vremena.

Sli¢na teorija, asimptotska zavisnost, je empirijski analizirana i odogovara tacno
pozitivnoj kvadrant zavisnosti, ali za verovatnoce gubitka koje teze nuli. Koncepti
asimptotskih zavisnosti imaju upotrebu u oblastima kao §to su selekcija portfolija i rizik
mendzment, valuacija opcija i analiza kreditnog rizika. Vecina ostaje vazeca u PQD
slucaju, ali za manje ekstremne rizike. Primetimo, medutim, da dve asimptotski
nezavisne promenljive mogu da pokazu POD ponasSanje (sluc¢aj Gaussovske kopule), pa
bi prema tome pozitivne kvadrant zavisnosti trebalo da budu primarni objekat fokusa.
Cak i rizici koji su daleko od ekstrema, mogu da dovedu do ozbiljnih Steta.

3.2.1.3. ZIVOTNO OSIGURANJE

Iz teoreme 3.2.1.2, jednostavno je zakljuciti da kada je X PQD, stohasticke
nejednakosti

min(X{, X3) <sr min(Xy, X,) i max(Xy, Xy) <gr max(Xi, X3) (3.22)

vaze. Formula (3.22) objasnjava koliko je korisna pozitivha kvadrant zavisnost u
velikom broju razli€itih situacija, s obzirom na to da predlaze prirodan nacin generisanja
granica koje mogu da se izra¢unaju za maksimum ili minimum PQD rizika.

Primer 3.2.1.3.1

Razmatramo Zivotne statuse (x1) i (x;) sa preostalim zivotnim vekom T,y i
T(x,), respektivno. Zajednicki Zivotni status (xy,x,) postoji dok god svi pojedinacni
statusi postoje. Ovaj status ima preostali Zivotni vek

Teerxy) = Min{Ty), Toxy) )

Status poslednjeg prezivelog (xq,x,) postoji dok god je bar jedan od
individualnih statusa ziv. Njegov preostali zivotni vek je zadat sa

T = Max{Tee) Teey))
Dalje pretpostavljamo da je T = {T(x Y T(xz)} PQOD. Uves¢emo i sledecu notaciju:
1 _ i (Ll ol
Ty ) = Min{T(z,) Ty}

L
(x1,2x2)

_ L L
= max{Tgz,) Tizp}
1z (3.22) sledi da je
1 : 1
T(xleZ) <S’T T(Xl,XZ) 1 T(xbxz) <ST T(xl,xz)

Sto za uzvrat implicira slede¢e nejednakosti za Cistu premiju Zivotnog anuiteta:

el .. .. ol
a(x1,x2) = Axy,x2) 1 a(xbxz) = a(xpxz)
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gde L sluzi da pokaze da je anuitet baziran na Tém) ili Tm. To znaci da za POD

preostali Zivotni vek, pretpostavka o nezavisnosti (dok marginalne funkcije raspodele
ostaju nepromenjene) dovodi do potcenjivanja neto premije (i rezervi) zajednickog
zivotnog anuiteta. Suprotan zaklju¢ak vazi za anuitet poslednjeg prezivelog. Sli¢ni
zakljucci se mogu izvuci 1 za celokupno Zivotno osiguranje.

3.2.1.4. POZITIVNE STOP - LOSS ZAVISNOSTI

Sada ¢emo da uvedemo drugi koncept pozitivne zavisnosti koji se naziva stop -
loss zavisnost. Ideja je da zamenimo <g; za <gr u definiciji pozitivne kvadrant
zavisnosti.

Definicija 3.2.1.4.1
Za rizike X; 1 X, kaZzemo da su pozitivno stop - loss zavisni (PSLD) ako
X1 <gp (X11X2 > t5) 1 Xy S (X)X > )

zasve ty, t, € R,

Primetimo da su rizici X; 1 X, PSLD ako vaze nejednakosti

E((Xy — t)4|X2 > t3) 2 E((X; — t1)4)

E((Xz — t2) 41X, > t1) 2 E((X; — t3)4)

za sve ty, t, € R*. Ekvivalentan uslov dajemo slede¢im rezultatom.

Teorema 3.2.1.4.2
X1 1 X, su PSLD ako i samo ako nejednakosti

E((X1 — )1, > 1)) = E((X; — t))P(X; > t,)

E(I(X; —t) (X2 —t2)4) = P(X1 — t)E((X2 > t2)4)

vaZzi za sve ty, t, € RY,

Dokaz:

Primenimo uopStenu jednakost E(Y) = E(Y|A)P(A) +E (Y|Z)P(Z) na
sluajnu promenljivu Y = (X; —t1).I(X, —t,) i dogadaj A = (X, —t,). Dalje,
koristimo

E(Y|A) = E((X1 — t1)+|X2 > t3)

da bismo zavrsili dokaz. [
Sada ¢emo uvesti podskup R, (Fy, F,; ¢) skupa R, (F;, F,) koji se sastoji od svih

elemenata R,(F;,F,) sa zadatim kovarijansama c (ili Pearsonovim linearnim
koeficijentom korelacije r). Specijalno, neka je

R, (Fy, Fp;c) = {X € Ry (Fy, F)|Cov(Xy, X,) = ¢}

55



Master rad Teorija kredibiliteta sa zavisnim rizicima

gde je ¢ dopustiva vrednost za kovarijansu izmedu ¢lanova R,(F;, F,) (odnosno. ¢
zadovoljava uslov iz teoreme 3.2.1.2.5). R,(F;, F,;c) nazivamo Frechetovim
potprostorom. Primetimo da ako X i Y oboje pripadaju R, (F;, F,; ¢), tada

Var(X, + X,) =Var(X,) + Var(X,) + c =Var(Y; + Y,)
To znac¢i da je unutar R, (F;, F5; ¢)
X1+ X Sg=N1+th=>X+X =1 +Y;

Prema tome, ni red konveksnosti, ni stop-loss red nije pogodan da bi se
uporedila rizi¢nost agregatnih zahteva u Frechetovom potprostoru.

Primetimo da je Cinjenica da stop-loss red nije pogodan u R, (Fy, F,; ¢) sli¢na
Cinjenici da stohasti¢ka dominantnost nije pogodna u R, (F,, F,). Zaista, u R, (Fy, F,)
vazi da je

X1+ X Sse T+ =X+ X =11+ 1,
jerje E(X; +X,) =E(Y; + Y,).

Zbir dve komponente Frechetovog potprostora mozemo da uporedimo uz pomo¢

reda opreznosti <pryp (za koji su dva prva momenta slucajnih promenljivih jednaka,
odnosno. X <pgyp Y ako i samo ako E(g(X)) < E(g(Y)) za sve funkcije g takve da je
g® > 0, pod uslovom da o&ekivanja postoje).
Red opreznosti pripada klasi reda s-konveksnosti. Za s = 1 imamo da je <gp, za s = 2
imamo da je <g;,- 1 za s = 3 znamo da odgovara redu opreznosti. Red opreznosti je
koristan za uporedivanje raspodela verovatnoc¢a sa jednakim ocekivanjima i
disperzijama.

Teorema 3.2.1.4.3
Ako su rizici X; 1 X, PSLD, tada
Xi + X5 <prup X1+ X,

3.2.1.5. PROSIRENJE DO n RIZIKA

Definicija 3.2.1.5.1

Slu¢ajne promenljive X4, X5, ..., X;, su kumulativno zavisne (CD) ako su slucajne

kopule (XJ=1 X;, X)) POD za j = 2,3, ..., n.

Zainteresovanost za kumulativnu zavisnost u aktuarskoj nauci potice od
narednog rezultata.

Teorema 3.2.1.5.2
Ako je X CD, onda vazi stohasti¢ka nejednakost

n n
1

Dt S ) X

i=1 i=1
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Dokaz:

Bez gubitka opstosti, slu¢ajni vektori X* i X mogu se smatrati nezavisnima.
Nastavljamo indukcijom. Prvo, Xj <g.= X; trivijalno vazi. Sada pretpostavljamo da

Xt + X5+ + X Ssp= X1+ Xo + 4+ Xp

vazi za k=1,2,..,n— 1. Tada, zatvaranjem <g - pod konvolucijom, dobijamo
stohasticku nejednakost

XE 4 XE 4 X A X < Xi+ X+ -+ X + X (3.23)

Sada, postoje X CD 1 X, 1 X7 + X, + -+ X,,_1 su POD, iz tvrdenja 3.2.1.2.6 dobijamo
daje
X1 +X2 + +Xn_1 + XrJl- <SL= X1 + X2 + +Xn_1 +Xn (324)
Kombinujuéi (3.23) 1 (3.23) dobijamo trazeni rezultat osobinom tranzitivnosti za <g; —.
|

Iz teoreme 3.2.1.5.2 sledi da pretpostavka o uzajamnoj nezavisnosti izmedu
komponenata CD rizika X dovodi do potcenjivanja stop-loss premija. To znaci da
osiguravac ustvari ne zasniva svoje odluke na realnim agregatnim zahtevima, ve¢ na
manje rizinim agregatnim zahtevima, $to je, naravno, vrlo opasna strategija.

3.2.2. USLOVNI NIZOVNI RAST

Slede¢a struktura zavisnosti, koju nazivamo uslovnim nizovnim rastom,
dobijamo pod uslovom da uslovne raspodele rastu u smislu <g; sa vrednostima
uslovnih promenljivih. Ovo formalno dajemo narednom definicijom.

Definicija 3.2.2.1

Za slucajan vektor X kazemo da uslovno nizovno raste (CIS) ako za sve
i=23,..,n

XilXy = x1, X3 = %3, ., Xi_1 = %21) o7 KXi| X1 = Y1, X2 = Y2, 0, Xi1 = ¥im1)
zasve X1 < Y1,X3 < Yy, .o, Xi—1 < Yi_1 unosacu od X;.
Teorema 3.2.2.2
AkojeiliXiliY CIS, X; <s7 Y; 1
[XilX1 = x1, 0, Xicg = xq] <s7 [Yi|Y1 = %1, ..., YVimg = x;_4]

zasvakox;, j =1,2,..i — 1, tadaje X <gr Y.

Preostaje nam da definiSemo jaci koncept zavisnosti koji je usko povezan sa
uslovnim nizovnim rastom.
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Definicija 3.2.2.3
Za n-dimenzionalni slucajni vektor X kazemo da uslovno raste (CI) ako je
(Xr1)» X2)s -+ » Xn(ny) CIS za sve permutacije m od {1,2, ..., n}, odnosno. ako je za bilo
koje i
(XilX; = x;, j€)) <sr (XilX; =x], j€]J)
kad god je x; < xj, gde J € {1,2,...,n}ii &].
Primetimo da, suprotno od uslovnog nizovnog rasta, uslovni rast je simetrican
koncept zavisnosti.
Napomena:
Da bismo videli da je implikacija
XjeCI= XjeCIS

uzimamo da X = (X;,X,) ima uniformnu raspodelu na (1,1),(1,2),(2,1) i (2,3). Tada
ie X CIS, ali

1
P(X; =0|X,=1) =§> 0=PX, =2|X,=2)
tako da X nije CL

3.2.2.1. USLOVNI RAST I KOPULE

Proveravanje uslovnog rasta je lako u dvodimenzionalnom slucaju, kada
kompletna karakterizacija CI kopula postoji.

Teorema 3.2.2.1.1

Dvodimenzionalna kopula C je CI ako i1 samo ako je C konkavna u svakoj
promenljivoj kada je druga fiksirana.

Teorema 3.2.2.1.2

Multivarijantan normalan sluc¢ajan vektor X sa matricom varijansi - kovarijansi
X je CI ako i samo ako je £~ M - matrica, odnosno njeni elementi koji nisu na
dijagonali su nenegativni.

3.2.3. VISEDIMENZIONALNA TOTALNA POZITIVNOST REDA 2

3.2.3.1. DVODIMENZIONALNA TOTALNA POZITIVNOST REDA 2

Prvo ¢emo da definiSemo koncept zavisnosti za slucajne parove, poznate kao
totalna pozitivnost reda 2. Cilj je da se formalizuje pozitivna zavisnost koja postoji
izmedu dve komponente slucajnog para (odnosno. ¢injenica da velike vrednosti jedne
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komponente teze da budu povezane sa velikim vrednostima druge).

Definicija 3.2.3.1.1

Za slucajan par X = (X4, X,) kazemo da je totalno pozitivan reda 2 (7P,) ako
vazi (Xp|Xy = x1) <pp (XolXy = x1) za sve x3 S x;p 1 (Xq|Xy = x3) Spp (X | Xz =
x2'za sve x2<x2’.

TP, koncept namece <;p rast jedne komponente sluajnog para za vrednost
druge komponente. Ovaj pojam zavisnosti je, prema tome, viSe intutitivnog karaktera, s
obzirom na to da se vrednost jedne od komponenata povecava za vrednost druge
komponente, u <z smislu.

Primetimo da je par X neprekidnih slu¢ajnih promenljivih 7P,

fx (1, %2) e (1, %2) 2 f (1, %2) fx (X1, %2) za bilo koje xy < x11%, < X7

Primetimo da ova nejednakost poseduje intuitivhu interpretaciju u smislu
verovatnoce. Pretpostavimo da su vrednosti slu¢ajnog para X i njegove nezavisne kopije
X', x1,%5,x1 1 x5. Tada je verovatnije da jedan od dva sluCajna para pretpostavi dve
najveée vrednosti, a drugi da pretpostavi dve najmanje vrednosti. Ovo izrazava
¢injenicu da je verovatnije da su obe komponente od X istovremeno velike ili male. Dve
celobrojne sluc¢ajne promenljive M; 1 M, su TP, ako 1 samo ako nejdnakosti

P(M1 =k, M, = kz)P(M1 = ki:Mz = ké)
= P(M1 =k, M, = ké)P(M1 = ki, M, = kz)

vazi za bilo koje k; < ki i ky < kj. My i M, su TP, ako su njihove diskretne funkcije
gustine 7P,.

3.2.3.2. VISEDIMENZIONALNA PROSIRENJA

Definicija 3.2.3.2.1

Pretpostavimo da slucajan vektor X ima neprekidnu ili diskretnu funkciju
gustine fy. Tada za X kazemo da je viSedimenzionalno totalno pozitivan reda 2 (MTP-)
ako je Infy supermodularno, odnosno. ako nejednakost

@ fx ) < fx(xVy)fx(x Ay)

vazi za bilo koje x, y u R™.

Ova definicija pretpostavlja da slucajan vektor X poseduje raspodelu
verovatnoce koja je apsolutno neprekidna u odnosu na neke sigma - konacne proizvode
u R™. Primetimo da se viSedimenzionalna totalna pozitivnost reda 2 prirodno pojavljuje
u velikom broju primenjenih modela verovatnoce.

Slede¢a fundamentalna osobina viSedimenzionalne totalne pozitivnosti reda 2,

poznata kao osnovna formula za meSovitu raspodelu, ¢e da igra glavnu ulogu u mnogim
dokazima.
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Teorema 3.2.3.2.2
Za date funkcije h: S X T - R 1 hy: T X U = R definiSemo funkciju h; kao

hs;(s,u) =f h,(s,t)h,(t,u) do(t)
TET

Akoje hy MTP,na$S X T ih, MTP;naT X U, onda je hy MTP,na S X U.

Lako je povezati viSedimenzionalnu verziju <;p sa viSedimenzionalnom
totalnom pozitivno$c¢u reda 2.

Teorema3.2.3.2.3
Slucajan vektor X je MTP, ako i samo ako je X <;p X.

Teorema 3.2.3.2.4

Pretpostavimo da je nosa¢ od X mreZa. Tada je X MTP, ako i samo ako je
njegova funkcija raspodele 7P, za svaki par promenljivih za ostalih n — 2 fiksiranih,
odnosno,

fx(xl, ey Xy wees X, ...,xn)fx(xl, s Vir s Vi ...,xn)
> fx(xl, s Vir woer X ...,xn)fx(xl, s Xiy ooy V) ...,xn)

zasvako x; < y;1x; < ;.

Primer 3.2.3.2.5

Ako X: V' (u, X) raspodelu, onda je MTP, ako svaka vandijagonalna komponenta
matrice R = ™1 nije pozitivna.
Ovo sledi iz teoreme 3.2.3.2.3 posto je
2 62

1
Infy(x) =

1
<—§(x W x - H)) =—5Tij

za Vi # j. Svi meSoviti izvodi drugog reda od Infx(x) su ne - negativni zbog 1;; < 0 za

Vi # j.

Ako je X MTP,, tada je za k=12,..,n E(@X, Xy ..., Xi)|Xps1 =
X+ 1Xe+2=xk+2,...Xn=xn neopadajuée v x#+Lxk+2,..,.xn za bilo koju
neopadajuéu funkciju g: R¥ — R. Stavise, vazi implikacija

X MTP, = X CI

Ako je X MTP,, onda je bilo koji slucajan vektor dimenzije k < n formiran uz
pomo¢ komponenata od X takode MTP,. Nezavisni rizici su o¢igledno MTP,.
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4. POISSONOVI KREDIBILNOSNI MODELI

4.1. POISSONOVI KREDIBILNOSNI MODEL ZA
UCESTALOST ZAHTEVA

4.1.1. POISSONOV STATICAN KREDIBILNOSNI MODEL

Pretpostavimo da imamo n polisa i da svaku posmatramo kroz T; perioda. Neka
je Nj; (sa ocekivanjem E(N;;) = A;;) broj zahteva podnetih od strane i-tog osiguranika u
periodu t, za i =1,2,...,n 1 t=12,..,T;. Svaki osiguranik generiSe niz broja
zahteva N; = (Nl-l,Nl-z, ...,Nl-Tl.)'. Razumno je pretpostaviti nezavisnost izmedu
promenljivih Ny, N, ... , N, ali ova pretpostavka je veoma diskutabilna za svako N;.

Neka su N;. = Z:il Ni i 4. = :illit broj ukupnih posmatranih zahteva i
ocekivani broj zahteva za i - tog osiguranika kroz T; perioda. N;. predstavlja izabrane
istorijske podatke. Uobicajeno je pretpostaviti da N;; ima Poissonovu raspodelu. Zaista,
Poisson-ova raspodela je ,,zakon malih brojeva® i dobro opisuje dogadaje kao Sto su
automobilske nesre¢e. Ovo nas vodi do sledeceg modela.

Definicija 4.1.1.1

U Poissonovom staticnom kredibilnosnom modelu polisa i-tog osiguranika,
i =1,2,...,n je predstavljena nizom (0;, N;) gde je O; pozitivna slu¢ajna promenljiva sa
jedini¢nim ocekivanjem koja predstavlja neobjasnjenu heterogenost. Stavise,

Al) Zadato ©; = 0, slucajne promenljive Ny, i = 1,2, ... su nezavisne i imaju
P(A;:0) raspodelu.
A2) Za sve polise se pretpostavlja da su nizovi (0;,N;), i = 1,2, ..., n nezavisni.
Napomena:
Da bi se osigurala identifikacija modela, pretpostavljamo da je E(0;) = 1. Ovo
takode, garantuje da je E(N;;) = A;:E(©;) = A;¢.
Napomena:

U definiciji 4.1.1.1 zavisnost izmedu godiSnjeg broja zahteva je posledica
heterogenosti grupe osiguranika (odnosno, ©;). Ako bismo znali sve karakteristike
polisa, onda bi ©; postalo deterministicko 1 ne bi viSe postojala nezavisnost izmedu N;;
za fiksirano i. Ove istorije modifikuju raspodelu slu¢ajne promenljive ©;, pa samim tim 1
premiju.

Dokazimo sada da u kredibilnosnom modelu u definiciji 4.1.1.1 N;. predstavlja
detaljan pregled istorije podnetih zahteva u proslosti.

Lema 4.1.1.2
Nekasu X = (X1,X,, ,X,)' 1Y = (¥,,Y;, ,Y,)" dva slucajna vektora sa
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funkcijama gustine @y i @y u uslovnim funkcijama raspodele @xy (x|y) 1 @yx(¥|x)
g(xy)
oY)
zajednicke funkcije gustine za Vx € R",y € R™. Tada za Vx € R" takvo da je px(x) >

0 vazi:

@yix(¥|x) koje su definisane na slede¢i nacin: @y = , gde je g(x,y) vrednost

oxy (x1y) oy (¥)
fteRn oxpy (x| @y (t) dt

(PY|X(J’|x) =

Povrh toga, za datu merljivu funkciju ¥: R"*™ — R uslovno océekivanje za
Y(X,Y) za dato Y je definisano kao funkcija slu¢ajnog vektora ¥:

BN =) = [ $00y) gy dx
XERM
Teorema 4.1.1.3

U Poissonovom statiCkom kredibilnosnom modelu iz definicije 4.1.1.1,
preditktivna raspodela slucajne promenljive @; zavisi samo od N;. odnosno, vazi
jednakost u raspodeli

(©;|N;1,Niz, ---;NiTi) =4 (0;IN;)

Dokaz:
Neka je f@(-lnil, Niy, ...,niTl.) uslovna funkcija gustine za 0;, za dato N;; = n;q,
Ni; = Ny, ..., Ni7, = nyp,. Koriste¢i teoremu 1.8.1 imamo:
P{Nil = N1, Niz = Ny, ---:NiTi = niTilei = 9}‘/’9(9)
P{N;; = ny1, Niz = ny, e, Nip, = nm}
_ e—@li.eni.(pe(e)
~ [t - rn:
J, e ttiénipe(§) d¢

1 zavisi samo od n;.. u

f0(9|ni1, Nio, vy niTi) =

Ovaj rezultat ima vaznu prakti¢nu posledicu: Poassonov stati¢ni kredibilnosni
model ne uzima u obzir koliko je star odStetni zahtev podnet od strane osiguranika. Pa
ovo ponekad moze krivo da uti¢e na stvarno stanje.

Kada 0;: Gam(a, a) tako da je E(@®;) = 1, poznato je da posteriorna raspodela
za 0; (odnosno, raspodela za @;data istorijom proslih zahteva) ostaje gama raspodela.
Detaljnije, u ovom sluc¢aju imamo:

(6;IN;.) =4 Gam(a + N;,a + ;)

Za date prosle oCekivane frekvencije zahteva A;q, 43, ..., Ay, vazi da se posteriorna
raspodela povecava u proslim zahtevima, u <;p (red koli¢nika verodostojnosti) smislu,
odnosno, (0;|N;. = n) <.z (0;|N;. = n) kada je n < n'. Ova osobinaje veoma korisna
posto odrazava povecanu opasnost koja je svojstvena osiguranicima koji podnose
zahteve. Dalje ¢emo ispitati da li ova osobina vazi i kada uzmemo druguraspodelu za 0;.
Takode ¢emo pokazati da ova osobina ostaje zadovoljena za bilo koji Poissonov
meSoviti model. Druga korisna karakteristika Poisson - gama modela je to da je teoretski
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bonus - malus koeficijent dat sa
a+ Ni-
a+ Ai-

E(OilNilJ Niz, ey NiTi) =

Ovaj koeficijent je veci od jedan ako je N;. > A;., odnosno ako i-ti osiguranik podnese
viSe zahteva nego Sto se oCekuje. Obrnuto, koeficijent je manji od jedan ako je N;. < 4;.,
odnosno ako je podneto manje zahteva nego §to je ocekivano. MoZemo primetiti da se
bonus - malus koeficijent teoretski ocigledno poveéava u proslim zahtevima N;.. Sa
druge strane, pokazali smo da ovo vazi bez obzira na meSovitu raspodelu. Da sumiramo,
u modelu A1-A2 iz definicije 4.1.1.1 intuitivno, mozemo izvesti sledeca tri zakljucka:

S1) O, ,raste* u proslim zahtevima N;.
S2) N; raste u proSlim zahtevima N;.
S3) Nir,,, 1 N;. supozitivno zavisne.

Tiy1 »

4.1.2. POISSONOV DINAMICNI KREDIBILNOSNI MODELI

Dozvoliti nepoznatim slucajnim parametrima da se razvijaju tokom vremena je
opravdano, posto neuoc€ljivi faktori koji, na primer kod vozaca, uti¢u na sposobnost
vozaca nisu konstanti. Mogli bi se uzeti u obzir i1 Sokovi izazvani dogadajima kao $to su
razvod braka ili nervni slom ili trajne izmene koje nastaju, na primer, usled efekata
ucenja.

Drugi razlog da se dopuste vremenski promelnjivi sluc¢ajni efekti koji se odnose
na moralni hazard. Zaista, individualni napori osiguranika da spreci nesrecu se ne mogu
posmatrati 1 vremenski su zavisni. Osiguranici mogu sprovesti svoje mere kako bi
sprecili nastanak Stete prema svojim iskustvima sa proslim zahtevima, iznosom premije i
svesti 0 budu¢im posledicama nesrece.

Glavni tehnicki razlog da se dozvoli razvijanje slucajnih efekata tokom vremena
je taj §to se u obzir uzima datum podnoSenja zahteva. Ovo se odrazava na €injenicu da
mogucnost predvidanja zahteva zavisi od njegove starosti, odnosno skoriji zahtev je
lo$iji znak za osiguravaca od nekog starijeg. Suprotno od statiCkog modela, ukupan broj
zahteva N;. podnetih u proslosti nije vise potpun pregled osiguranikove istorije. Tacnije,
niz N; godiSnjeg broja zahteva sada treba da bude zapamcen za odredivanje buducih
premija.

Pretpostavicemo da su nepoznate karakteristike i-tog osiguranika u godini ¢
predstavljene slu¢ajnom promenljivom ©;,. Takode, pretpostavimo da su godisSnji

zahtevi Njq, N;3, ... nezavisni za dati niz slu¢ajnih efekata ®; = (0;4, 05, ... ).

Dinamicni kredibilnosni model je definisan na slede¢i nacin:
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Definicija 4.1.2.1

U Poissonovom dinami¢nom frekventnom kredibilnosnom modelu i-ta polisa,
i =1,2,...,n je predstavljena nizom (0;, N;), gde je ©; pozitivan slucajan vektor koji
predstavlja neobjaSnjenu heterogenost. Stavise vazi:

Al) Za dato ©; = 0; sluCajne promenljive N;¢, t = 1,2, ..., T; su nezavisne i imaju
P(A;:6;;) raspodelu, odnosno

T;
A..0:.)kit
e‘liteit( it lt)

P{NiZki|9i=9i}=1_[ ]
i

t=1

, k; € NTi

A2) Za niz (®;,N;), i = 1,2, ...,n pretpostavimo da je nezavisan. Stavie, 0;, su
ne-negativne sluéajne promenljive sa jedini¢nim ocekivanjem (E(0;;) = 1, za
Vi, t). Defini§imo Ty,q, = max{Ty,T,, ..., T,} tako da @; ima istu raspodelu
kao 1 prvih T; komponenti istog stacionarnog slucajnog vektora

(01,0, ..,01 ).

Ako pretpostavimo da je A;; = A;4,p za neki broj 4 stacionarnih slucajnih efekata
definisanih u uslovu A2 definicije 4.1.2.1 implicira:

P{Ni,t+h+1 = kt+1|Ni,h+1 = ky, ---:Ni,h+t = kt}
= P{Ni,t+1 = kt+1|Ni,1 = ky, ---rNi,t = kt}

za bilo koje brojeve kq, ..., k1. Stoga, moguénost predvidanja zahteva ¢e zavisiti samo
od razlike izmedu datuma predvidanja i datuma kada je zahtev podnet, odnosno starosti
zahteva.

U modelu A1 - A2 definicije 4.1.2.1 intuitivho moZemo zakljuciti sledece:

S1) N;; su pozitivno zavisne.

S2) 0; ,raste” u zahtevu N;.

S3) ;441 .raste” u proSlom zahtevu N;.
S4) Nir,+1 »raste” u proSlom zahtevu N;.

4.1.3. ASOCIRANOST

Koncept zavisnosti nazvan asociranost definisan je na sledeci nacin:

Definicija 4.1.3.1

Za slucajne promenljive X;,X,,...,X, kazemo da su asocirane ako vazi
nejednakost

Cov(lpl(XlJ Xz, ey Xn); wZ(Xlr X2r ey XTL)) =0 (4 1)
za sve neopadajuce funkcije Y, 1Y, ¢ija kovarijansa postoji.
Asociranost je prvi put, u aktuarstvu, koriS¢ena da bi se istrazile neke alternative

nezavisnih pretpostavki za viSezivotne statuse u zivotnom osiguranju. Kao i za
odredivanje posledica vezanih za viSeZivotnost polisa osiguranja. Intuitivno znacenje
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asociranosti se retko ¢ini nejasnim. Medutim, ono Sto moze biti upitno prilikom
zakljucivanja je to da skup slucajnih promenljivih, koje su asocirane, ¢ini mnostvo
nejednakosti koje su ¢esto u direktnoj upotrebi u problemima.

Postoji moguénost da ¢e biti nemoguce proveriti uslov (4.1) za direktno datu
funkciju raspodele Fy za X. U slucajevima kada se asociranost slu¢ajnog vektora ne
moze utvrditi, uobiCajeno je koriS¢enje stohasticke prezentacije X-a ili sledecih
pretpostavki:

1) Uzimanje podskupova.
2) Formiranje unija nezavisnih skupova.
3) Formiranje unija neopadajucih funkcija.

Lema 4.1.3.2

1) Cov(Xy,X,) = E(Cov(Xy, X,1Y)) + Cov(E(X,|Y), E(X,|Y))

2) Var(Xy) = E(Var(X,|Y)) + Var(E(X,|Y))

3) Ako su X; i X, uslovno nezavisne za dato Y, Cov(X;, X5|Y) =0

4) Ako jet: R™ - R kvadratno - integrabilno onda je Cov(t(Y),X|Y) =0

Teorema 4.1.3.3

1) Ako je X asocirano, onda je bilo koji podskup (Xil,Xiz, .., Xj, ) od X asociran.

2) Ako su X 1Y asocirane i medusobno nezavisne slucajne promenljive, tada je i
(X,Y) asociran.

3) Ako je X asocirano i ako su Y, ,, ..., ¥,: R™ - R neopadajuce funkcije, tada

su;(X), Y, (X), ..., P, (X) asocirane.
4) Nezavisne sluc¢ajne promenljive X, X5, ..., X, su asocirane.
Dokaz:

1) Sledi iz definicije 4.1.3.1 biraju¢i neopadajuée funkcije Y, 1 Y, tako da zavise
samo od promenljivih x; , X;,, ..., X;
2) Izleme 4.1.3.2.(1) imamo:

Cov(P1 (X, V), 9, (X, 1)) =
= E (Cov(, (X, 1), 1,(X, 1)) ) + Cov(E W (X, V)IX), E(p, (X, V) 1X))
Posto asociranost od Y osigurava da je Cov(1,(x,Y),1,(x,Y)) = 0 za svako

fiksirano x, prvi ¢lan je o¢igledno ne - negativan. Stavise, kako su E (1/)1 (x, Y)) i
E (l/)z(x, Y)) neopadajuce funkcije x - a i1 drugi ¢lan je takode ne-negativan.

k'

3) Ova osobina je ocigledna posto je funkcija x — ‘P(lpl(x),lpz(x),...,lpk(x))
neopadajuca kada je W neopadajuca.

4) Slediiz (2) n

Primer 4.1.3.4 (Pozitivno korelisane normalne slucajne promenljive su asocirane)

Neka je X visedimenzionalna normalno rasporedena slu¢ajna promenljiva sa 0
vektorom kao sredinom i matricom kovarijansi X = {ai j}. Ako je 0;; = 0 za Vi, j, onda
je X; asocirano.
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Pokazimo da je pojam CIS rizika (uslovni nizovni rast) jaCa zavisnost od
asociranosti.

Teorema 4.1.3.5

Neka je dat n-dimenzionalni slucajni vektor X. Ako je X CIS rizik, tada je i
asociran.

Dokaz:

Kako bismo pokazali asociranost, treba da pokazemo da vazi nejednakost (4.1) iz
definicije 4.1.3.1, za svaki CIS sluc¢ajni vektor. Dokaz ¢emo izvesti indukcijom za sve
neopadajuée funkcije ¥, ,: R' > Riza Vi =1,2,...,n.

i=1

Slucajni par (X, X) je pozitivno kvadratno zavistan, iz teoreme 3.2.1.2.5 znamo
da vazi nejednakost Cov(lpl(X),I/JZ (X)) > 0.

i=k

Pretpostavimo da vazi za svako i = k. Pokazimodavazizai =k + 1
i=k+1
Koriste¢i lemu 4.1.3.2.(1) imamo:

COU(lpl(Xl,XZ, "'JXk+1)r lpZ(XerZr er+1))
= E(Cov(y (X1, X2, o, Xics 1)y W2 (X1, X2p oo, Xiy DI X1, Xa o, Xi))
+Cov(E (Wh1(Xy, Xg oo Xix D 1X1, X2, oo, Xi), E@2 (X1, Xoy oo, Xper D1X1, X o, Xi))

Kako je X CIS, defini§imo neopadajuée funkcije 1, i1, na sledeéi nadin:
D1(X1, Xp, o, Xi) = EQDy (X1, Xy oo, Xpea | Ko = X4, oo, Xig = 25), 1= 1,2
Dakle,
COU(E(ll}l(Xl:XZr v Xer D1 X1, Xos oo, Xi), E(W (X1, Xoy oo, X )1 X1, X »Xk))
= Cov (P2 (X1, Xz, e, Xi), Yo (K1, Xz -, i) ) 2 0
Vazi na osnovu hipoteze. Dalje imamo:
Cov(W1(Xy, Xz, o) Xier 1), W2 (X1, Xy oo, X DIX1 = %0, X2 = 25,0, X = 20) 2 0
= E(Cov(y (X1, Xz o X 1), W2 (X1, Xy o, Xiy DI X1, Xoy 0, Xi)) = 0
Sto dokazuje nejednakost(4.1). [
Kako asociranost implicira pozitivnu kvadratnu zavisnost u dvodimenzionalnom
slu¢aju 1 kumulativnu zavisnost i pozitivhu ortrant zavisnost u visedimenzionalnom

slucaju, imamo da se asociranost nalazi izmedu CIS rizika 1 navedenih slabije pozitivno
zavisnih koncepata.

4.1.4. ZAVISNOST KOD MESOVITIH RASPODELA I UOBICAJENI
MODELI SA MESOVITOM RASPODELOM

Uobicajeni modeli sa meSovitom raspodelom ukljucuju uslovno nezavisne
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slucajne promenljive i ¢ine osnovu teorije kredibiliteta.

Intuitivno, uobicajena konstrukcija sa meSovitim raspodelama je spoljni
mehanizam opisan slu¢ajnom promenljivom © i uticajima nekoliko rizika. Za datu
okolinu parametar 0, individualni rizici su nezavisni.

Definicija 4.1.4.1

Slucajni vektor X je zavistan u meSovitoj raspodeli ako se njegova zajednicka
funkcija raspodele moze zapisati na slede¢i nacin:

+oo [T
Fx(X) = f <1_[ Fl(xl|9)> dF@(Q), x € R" (4’2)
~% \i=1
za funkcije raspodele F; (- |0), ..., E,(- 16) i Fg.

Primetimo da je F;(- |8) funkcija raspodele za X;|® = 6, i = 1,2, ..., n. Bezuslovno,
funkcija raspodele za X;, i = 1,2,...,n je

Fi(x) = f (F(x,16))dFo (6) (4.3)

Dalje ¢emo razmotriti sledecu vrstu zavisnosti. Pretpostavimo da postoji n-
dimenzionalni slucajni vektor ® takav da za svako 6O, realizaciju O, slucajne
promenljive X;|0 = 0,X,|0 = 0 ..., X,,|® = 6 su nezavisne i i- ta komponenta X zavisi
od O samo preko 6;, odnosno, X;|0@ = 0 =, X;|0; = 6; .

Definicija 4.1.4.2

n-dimenzionalni slucajni vektor X je zavistan u viSedimenzionalnim meSovitim
raspodelama ako je njegova zajednicka funkcija raspodele:

Fy(x) = j_ :O j_ :O (ﬁ Fi(xl-(ei)> dFo(8),x € R™ (4.4)

za jednodimenzionalne funkcije raspodele F,(:16,),F,(:16,),...,E,(-16,) i
visedimenzionalnu funkciju raspodele Fg(8).

4.1.4.1. ZAVISNOST MESOVITE RASPODELE I ASOCIRANOST

Zavisnost meSovite raspodele je pojam pozitivne zavisnosti pod uslovnim
pretpostavkama za marginalne raspodele. Posebno, ¢ecmo koristiti koncept stohastickog
rasta.

Lema 4.1.4.1.1

Slucajni vektori X 1 Y zadovoljavaju X <sr ¥, ako 1 samo ako postoje dva
slu¢ajna vektora X i ¥, definisana u istom prostoru verovatnoée, vazi X =, Xi¥ =, Y
iP{X<¥V}=1
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Teorema 4.1.4.1.2

Neka je X n-dimenzionalni slucajni vektor sa zajednickom funkcijom gustine
(4.2). Ako je F;(- |0) stohasti¢kirastu 6, za i = 1,2, ...,n onda je X asociran.

Dokaz:

Definisimo funkciju h kao h(6) = E(g(X)|® = 6). Ova funkcija je neopadajuca za
0 za svako neopadajuce g.
Za dato 6 < 8’ imamo:

(X|0 =) =, X, = (E‘ (U110),F; (U, 10), ...,f;1<un|e>>

~ —1 —1 —1
(X]® = 6') =q Xq, = (Fl (U110),F, (U,160"), ..., Fy (UnIH’)>

gde su Uy, Uy, ..., U,, nezavisne slu¢ajne promenljive sa U(0,1) raspodelom, nezavisne
od @. Lako se vidi da je P{Xg < X,} = 1 uz stohasti¢ki rast F;( |9) za 6. Sada, zbog
leme 4.1.4.1.1 koja obezbeduje da je Xy <57 Xg, sledi:

E(gx)10=0)=E(g(Xs)) < E(9(Xs))) = E(9(XI0 = 6")

Odakle sledi da je h zaista neopadajuca.
Sada mozemo da primenimo lemu 4.1.3.2.(1) na date dve neopadajuce funkcije

Yy iy
Cov (1 (1), 1, (0)) = E (Cov(, (X),%,(X19)))

+Cov (E(x (X10)),E(p2 (X10)))

Prvi ¢lan je ne - negativan zbog uslovne nezavisnosti X;, pa na osnovu teoreme
4.1.3.3.(4) koja kaze da su nezavisne sluCajne promeljive asocirane, X; su asocirane.
Drugi &lan moze biti predstavljen kao Cov(h,(0), h,(0)) za neopadajuée h;. Ovo je
takode ne-negativno, pa sledi 1 da je jednodimenzionalna slucajna promenljiva
asocirana. [

Ova osobina pokazuje koja zavisna struktura uopstenog modela sa meSovitom
raspodelom obezbeduje da uslovne marginalne raspodele zadovoljavaju neku od
osobina stohasticke monotonosti.

Vratimo se sada na zavisnost kod viSedimenzionalnih meSovitih raspodela.

Teorema 4.1.4.1.3

Neka je X n-dimenzionalni slu¢ajni vektor sa funkcijom raspodele (4.4), takav
da je X stohasti¢ki rastuce za 6, odnosno vazi X|0@ = 0 <¢;r X|@ =6' za 6 < 6'. Ako
je 0@ asocirana, tada je 1 X asociran.

Dokaz:

Neka su date dve neopadajuée funkcije 1, P,: R?™ — R. Tada iz leme 4.1.3.2.
(1) sledi:
Cov(¥1(X, ©),1,(X,0)) = E(Cov(y:1(X, 0),1,(X, 0)|0))
+Cov(E(1(X, 0)]0),E( (X, 0)]0))
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Prvi ¢lan je ne - negativan zbog uslovne nezavisnosti X; za dato @ i ¢injenice da
su nezavisne slucajne promenljive asocirane. Drugi ¢lan se moze zapisati kao
Cov(hy(@),h,(0)) gde je h;(©) = E(;(X)|® = ), i = 1,2. Stohasticki rast X za 6
osigurava da su h; 1 h, neopadajuce. Stoga vazi da je drugi ¢lan ne - negativan jer je ©
asocirana. Pa je onda Cov(11(X, ©),9,(X,0)) = 0 i (X, ®) je asociran. Posebno, X je
asociran, posto svaki podskup asociranih sluc¢ajnih promenljivih ostaje asociran na
osnovu teoreme 4.1.3.3..(1) ¢ime je ovo tvrdenje dokazano. ]

4.1.4.2. ZAVISNOST MESOVITE RASPODELE I MTP,

Zavisnost meSovite raspodele izaziva jaku pozitivnu zavisnost pod dodatnim
pretpostavkama za marginalne raspodele. Specijalno, koristicemo 1 osobinu rasta
koli¢nika verodostojnosti (ili 7P,).

Teorema 4.1.4.2.1

Neka je X n-dimenzionalni slucajni vektor sa funkcijom raspodele (4.2). Ako
F;(- |@) predstavljaju rast koli¢nika verodostojnosti po 8 za i = 1,2,...,n onda je X
MTP;.

Dokaz:

Zbog teoreme 3.2.3.2.4 dovoljno je da pokazemo da je funkcija raspodele fx TP>
za svaki par promenljivih kada su ostalih n — 2 fiksirane.

Fiksirajmo promenljive x3, Xy, ..., X,. Pretpostavimo da (x;|@ = 0) i (x,|0 =
Arastu po Fu LA smislu, pa imamo da su funkcije /7261 f2¢6 obe TP, £1 6.

Sada posto (4.2) vazi 1 koristec¢i teoremu 3.2.3.2.4 mozemo da zaklju¢imo da je
fx TP> po x4 1 X5. [

Na kraju, imamo slede¢i rezultat, koji bi mogao biti analogni kao teorema
4.1.4.2.1 za zavisnost u uobicajenim viSedimenzionalnim modelima sa meSovitim
raspodelama.

Teorema 4.1.4.2.2

Neka je X n - dimenzionalni slu¢ajni vektor sa funkcijom raspodele (4.4). Ako
F;(- |8) predstavljaju rast koli¢nika verodostojnosti po 8 za i = 1,2,...,n i ako je ©
MTP; onda je X MTP:.

Dokaz:

Zajednicka funkcija gustine za X se moze zapisati kao

peo=[ [ (ﬁﬁ(xiwi)) dFo (6)
- ~® \i=1

Kako je svako preslikavanje (x;, 60;) = fi(x;|0;) TP, po pretpostavci, a na
osnovu teoreme 3.2.3.2.4 sledi da je podintegralna funkcija, funkcija sa osobinom
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MTP;. Dalje, na osnovu leme 3.2.3.2.2 sledi da je i fy MTP-.

4.1.5. ZAVISNOST POISSONOVOG KREDIBILNOSNOG MODELA

Slede¢a teorema formalizuje zakljucke S1 1 S2 izvedene u Poissonovom
staticnhom modelu. Takode, rast pomenut tada, sada posmatramo u <;p smislu.

DefinisSimo prvo pomo¢no tvrdenje

Lema 4.1.5.1
Ako su Xg TP; onda vazi Ay S g Ay = Xj, Spg Xp,, gde Xp, 1 X, imaju

funkciju raspodele Fy, = f::o P{Xg < x}dF),(0), x ER.

Teorema 4.1.5.2
U Poissonovom staticnom ucestalom kredibilnosnom modelu iz definicije
4.1.1.1 vazi:
1) (0;|N;. =n) < g (B;IN. =n")zan <n'
2) (Ni,Ti+1|Ni- = n) <IR (Ni,Ti+1|Ni- = n') zan<n'

Dokaz:
1) Oznac¢imo sa fg(: |n) uslovnu funkciju gustine za (0;|N;. = n), n € N.
Treba da pokazemo da za VO < 6" i Vn < n' vazi:
fo(0In) < fo(0'In) - fo(0'In) < fo(0'In)
fo(0In) ~ fo(0'ln)  fo(8ln) ~ fo(0'In)

Rezultat sledi iz
fo(8'In) _ P{N;. =n|0; = 6'} 9 fo(8")
fo(6ln)  P{N;. =n|0; =0}  f5(6)
< P{N;. =n'|®"; = 0"} y fo(8") _ fo(8'In")
~ P{N.=n'l6; =6}  fo(0) fo(BIn)

Nejednakost sledi iz ¢injenice da je (N;.|0; = 0) rastuce po 6 u <,z smislu.
|

2) Direktna posledica (1) i leme 4.1.5.1

DokaZimo sada da ukupan broj zahteva N;., napravljenih u proSlom periodu i
uCestalost zahteva N; 7, = za sledeci obuhvaceni period jesu MTP,. Ovim se formalizuje

zakljucak S3.

Teorema 4.1.5.3

U Poisson-ovom stati¢nom ucestalom modelu iz definicije 4.1.1.1 N;. i Ny, | su

MTP,.

Ova teorema obezbeduje mnosto korisnih nejednakosti, posto je MTP; jedan od
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najznacajnijih koncepata zavisnosti (on implicira slabije uslove rasta, asociranost,
kumulativnu zavisnost). Posebno, bez obzira na raspodelu 0;, teoretski bonus - malus
koeficijent E(0;|N;. = n) je rastuéi po n.

Slede¢i rezultat je direktna posledica teoreme 4.1.1.2.1:

Teorema 4.1.5.4

U Poissonovom staticnom ucestalom kredibilnosnom modelu iz definicije
4.1.1.1 vazi: N; je MTP,.

4.1.6. ZAVISNOST KOD POISSONOVOG DINAMICNOG
KREDIBILNOSNOG MODELA

Sada ¢emo dopuniti pretpostavke Al 1 A2 iz definicije 4.1.2.1 sa razliitim
strukturama uporedenim sa ogranienjima navedenim u A2. Model A3 je klasi¢an
statican kredibilnosni model.

Model A3

Kao §to je Cest slucaj u aktuarstvu, mozemo da izaberemo da model bude
heterogen, odnosno da ®; = @. U ovom slucaju se vratamo na statican kredibilnosni
model iz definicije 4.1.1.1.

Model A4

Neka W:V(0,%), gde je o = o pw(ls —t]) sa uslovima |py, (h)] <1 i
pw(0) = 1. Funkcija korelacije py, igra centralnu ulogu u analizi prediktivne
mogucnosti proslih zahteva. Sada definiSemo

Wi 2
e’i oW,
0, = mfvlog]\/‘ (—7,JW>,t =1, .., Trax

Dakle, svako ®; ima visedimenzionalnu lognormalnu raspodelu.

Takode, vidimo da ako je funkcija korelacije py,(h) = 1 za Vh zapravo imamo
da je ©; = (0;,...,0,)¢ gde svako ©; ima lognormalnu raspodelu. Na ovaj nacin
dobijamo specijalni slu¢aj modela A3.

Model A5

Ovaj model se dobija specificiranjem modela A4 ako pretpostavimo da W ima
autoregresivnu strukturu reda 1, odnosno

Wt = QWt—l + gt, t 2 2
gde su greske &~N(0,02(1 — Q?)) nezavisne i |Q] <1 i Wy:NV(0,62). U ovom
slu¢aju je py (s — t|) = Q*~*!, tako da funkcija autokorelacije eksponencijalno opada

sa kaSnjenjem izmedu opservacija.
Ovako definisan model je dobar za odredivanje cena.
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Model A6

Kod ovog modela se polazi od pretpostavke da postoji staticna osnovna
heterogenost koja je naruSena nezavisnoS¢u 1 identiCki rasporedenim godiSnjim
efektima. Specijalno, ©®; = RS;, gde su S; nezavisne 1 identino rasporedene

.o . . 0'2 2 0'2
promenljive koje su nezavisne od R. S;:logN (—75,05) a R:log\V (—f,aﬁ)

raspodelu. U ovom slucaju,

o2 + a2
0;:log\ (—%,0}% +052>

Stavise, u ovom modelu funkcija autokorelacije izmedu slu¢ajnih efekata je
konstantna jer zbog leme 4.1.3.2.(1) imamo:

Cov(0y, Or4n) = E(Cov(@y, Br44|R)) + Cov(E(OIR), E(Or1nIR))
= Cov(R - E(St),R - E(S¢n)) = Var(R)

Sada mozemo da navedemo glavne rezultate ovog poglavlja, naime vazi da se
pozitivna zavisnost @; prenosi na N;.

Teorema 4.1.6.1
U modelima A1l 1 A2 iz definicije 4.1.2.1 vazi:

1) O;je MTP, = N, je MTP;,
2) 0; je asociran = N, je asociran.

Dokaz:

1) Ova osobina je direktna primena teoreme 4.1.4.2.2 ako za n-dimenzionalni
vektor X uzmemo bas N;.

2) Ova osobina sledi iz teoreme 4.1.4.1.3. [

PosSto je tip zavisnosti izmedu slucajnih promenljivih N;; indiciran tipom
zavisnosti izmedu O;¢, ko Sto je prikazano u prethodnoj teoremi, ostaje da se prouci
zavisnost slu¢ajnih efekata ©;; u modelim A3 - A6.

Model A3

Posto je ®; komonotono, onda je i MTP,, pa je po svojstvu (1) iz teoreme 4.1.6.1
1 N; MTP,, §to sledi iz teoreme 4.1.5.4. Mozemo da primetimo da N; nije komonotono.

Model A4

Ovaj model je donekle uopsteni model. Tip zavisnosti izmedu O;; je odreden
formom kovarijansne matrice X koja zavisi od W. U ovom modelu u kom se spajaju
modeli Al, A2 1 A4, vaze sledeée osobine:

1) Iz primera 3.2.3.2.5 znamo da je W MTP, ako svi vandijagonalni elementi
inverzne kovarijansne matrice X nisu pozitivni. Posto je MTP, zatvorena pod
rastu¢im transformacijama, svako ©; je MTP,. Sada zbog teoreme 4.1.6.1.(1)
znamo da je i N; MTP:.

2) Iz primera 4.1.3.4 znamo da je W asociran ako su svi elementi kovarijansne
matrice ne-negativni. Stavise, u ovom sluc¢aju i N; je asociran.
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Model A5

U ovom modelu, kovarijansna struktura od W je izrazena u c¢lanovima
autoregresivnog parametra Q. Pod pretpostavkom da je Q ne - negativno, dobijamo jaku
pozitivnu zavisnost izmedu komponenti N;.

Specijalno, u ovom modelu, u kom kombinujemo Al, A2 i AS, imamo da ako je
Q = 0, tada je N; MTP,. Elementi matrice X su dati sa:

Oij = UI/ZV: Ost = Ots = le_tIUI/ZV zals—t| =1
Tada su vandijagonalni elementi matrice R = £~ dati kao:

Q
Teerr = Tevie = = 0o g oy zat=1,..,(Tpax — 1)

irg=0zal|s—t| = 2.

Stavise, svi su ne - pozitivni kada je Q > 0. Iz tog razloga, W je MTP,. Posto je
osobina MTP; funkcionalna invarijantnost, onda je 1 ®; MTP>, pa po teoremi 4.1.6.1.(1)
1N; je MTP,.

Model A6

Vratimo se sada na promenljive slucajne efekte. Kada je lognormalna
specifikacija saCuvana sa R; i Sj;, ne trebaju nam dodatni uslovi za MTP,.

U ovom modelu, u kom kombinujemo Al, A2 1 A6, N; je MTP,. DokaZzimo ovu
tvrdnju:
Neka je zajednicka funkcija gustine za @; data sa

f@ (911» lT) f nfslt lt) fR (r)dr (4.5)

Pokazimo sada da je fs,, (%) TP, po (6;;,7), odnosno treba pokazati da za V8, < 6, i
Vr; < 1, vazi nejednakost:

o (2) 5 (2) 2 1 (2) 5 (2)

Dakle, treba da pokazemo da vazi:

2 2 2 2
1 0, of 0, a2 1 6, of 0, a2
- — = =2 > = L2
202 <<ln o 2 > * <ln r, 2 202 n r, 2 T o 2
2 2 2 2
1 0, o2 0, a2 0, a2 0, o?
R 2 = _2| _ —_ 2] _ £ _ 2 >
202 ((ln T 2 > * <ln r, 2 n r, 2 n T 2 =0
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1 01\> 6,\> 6,\> 6,\>
——2<(ln—1> + (ln—z) - (ln—l) - (ln—z) -
20'5 £ y) b &1

0 0 0 0
—g2 (ln—1 +In=2—In—— ln—2)> >0
n L) ) n
=0

Posle kvadriranja i skra¢ivanja ostaje:

= (Inbyinr,—InO,inr, —Inbynr,+Inb;lnr) =0
S
Odnosno,

1
= ((ln 6,—Inb)(lnr, —In rl)) >0
3

Ova relacija oCigledno vaZi, pa stoga, preslikavanje (6;,7) = fs,, (%) je TP,. Odavde

dalje sledi da je podintegral iz (4.5) MTP; po (8;,7) pa onda sledi i da je fo, MTP..

Pokazimo da imaoci polisa koji su podneli viSe zahteva u proslosti postaju
opasniji po neposmatranim karakteristikama.

Teorema 4.1.6.2
U modelu Al - A2, (0;|N; = k) <z (0;|N; = k') kada god je k < k' sledi da
je @i MTP2
Dokaz:
Uslovna funkcija gustine za ©;, za dato N; = k se moze predstaviti kao:
P{N; = k|®; =0}fo,(6)

Razmotrimo sada dva istorijska zahteva k < k' kao i moguce vrednosti za
slu¢ajne efekte 6 i 6. Krenimo od

P{N; = k|®; =0}P{N; = k'|®; = 0"}
P{N; = k}P{N; = k'}

fo;(0lk) =

fo,(81k)fo,(0'|K) = fo,(8)fe,(6")

T T;
= HP{Nit = k¢|9; =6;} np{Nit = k|0 = 0]} | X
t=1 t=1

L fo(0)o(0)
P{N, = K}P{N, = k'}

Iz prirode osobine MTP, od ®; imamo da je

Ti
fo 010 fo,(0'1) < | | | PNie = ke n K101 = 01 63
t=1

T;

. HP{Nit =k, Vki|®; =0;V6;,}

t=1

fo,(6A0")fe, (VO _
P{N; = kK}P{N; = k'}
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fo,(0NO")fe,(0VE)
=P{N; =kAK'|®0;,=0 NO'}IP{N; =kVEK'|O, =0VO'} — - -
| ! W OV PN = PN = 1)
_ P{Nl = kl@l =60 A 9'}f@i(0 /\0,) P{Nl = kaIIOi =6 VHI}
- P{N; = k} P{N; = k'}
= fo,(0 AO'|Kk) fo,(0 V O'|K)

Razmotrimo sada raspodelu za broj buducih zahteva N; 7,1, za dati broj proslih
zahteva N;. Model A4 je teSko primenljiv na raunanje verovatnoce longitudnih osnova.
Ovo se deSava zbog Cinjenice da funkcija korelacije py, treba da bude neprekidna pod
opservacijskim periodom pre ocenjene oc¢ekivane premije.

U ovom odeljku ¢emo razmotriti modele A5 (sa uslovom Q = 0) i A6. Ovo nam
obezbeduje da je vektor (@il, R G)i,Ti+1) takode, MTP;,.

Teorema 4.1.6.3

Poisson-ov dinami¢ni ucestali kredibilnosni model Al - A2 iz definicije 4.1.2.1
kompletira se ili sa AS (Q = 0) ili sa A6, (0;7,41IN; = k) <z (0;r,41IN; = k') za
vk < k'

Dokaz:

Zbog teoreme 4.1.6.2 znamo da pod AS (Q = 0) ili A6 vazi:

((Oits -, Oire1)IN; = k) <ug (B2, - Oprpas)IN; = K')

kada god je k < k'.
Kako je <;p zatvorena pod marginalizacijom, teorema je dokazana. [

Ovom teoremom smo pokazali da ako imalac polise podnosi viSe zahteva u
proSlosti, to ¢e biti opasnije za neposmatrane karakteristike 0;7, 41 za T;+1 godinu.

Sledec¢a teorema je isti rezultat za broj buducih zahteva.

Teorema 4.1.6.4

Pod pretpostavkom iz teoreme 4.1.6.3 vazi:
(NiTi+1|Ni = k) <LR (NiTi+1|Ni = kl)
zaVk < k'.

Ova osobina je direktna posledica teoreme 4.1.6.3 i leme 4.1.5.1.
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4.2. JOS NEKI STATICNI KREDIBILNOSNI MODELI

4.2.1. UOPSTENI LINEARNI (GLM) MODEL I UOPSTENI
DOPUNJENI MODEL (GAM)

Uopsteni linearni model ujedinjuje regresijske metode za raznovrsnost diskretnih
1 neprekidnih ishoda. Osnova ovih modela je pretpostavka da su podaci uzeti iz uzorka
iz jednoparametarske eksponencijalne familije raspodela. Ovo se deSava, na primer, sa
podacima koji su slicni sa binomnim pravilom, Poissonovim, normalnim sa poznatom
varijansom ili gama pravilom sa poznatim parametrom disperzije.

Specijalno, razmotrimo jednu opservaciju y. GLM modeli primaju log - koli¢nik
verodostojnosti sledece forme:

yn —b(m)
T

(n,Ty) = +c(y, 1) (4.6)

gde n predstavlja kanonski paramatar, a 7> 0 je parametar disperzije (za koji
pretpostavljamo da ga znamo). Lako je videtidajeu = E(Y) = b'(n) idaje Var(Y) =
b"M1 = v(u)t, gde je v(-) funkcija varijanse. Vezna funkcija izmedu sredine u i
linearnog pretkazivaca je onda specificirana. Preciznije, za dati p-dimenzionalni vektor
x objasnjenih promenljivih 1 vektor B koeficijenata regresije, linearni pretkazivac
(takode, zvan i rezultat) dobija formu:

P
B'x = py+ 2 Bjxij
=

Ovo je onda povezano sa sredinom na slede¢i nacin: B'x = a(u). Funkcija a(-) je
vezna funkcija, a u ovom specijalnom sluc¢aju a(u) =71 je kanonska vezna funkcija.

Rezultati utvrdeni u ovom poglavlju se direktno koriste za objaSnjavanje
regresijskih modela konstruisanih iz GLM familije. Najbolji primer za to su uopSteni
dopunjeni modeli (GAM). Ovi modeli se zasnivaju na istoj pretpostavci kao 1 GLM
modeli. Vezna funkcija izmedu sredine u 1 pretkazivaca je i u ovom slucaju
specificirana. Preciznije, za dati vektor (x,®) obja$njenih promenljivih, gde su
komponente x neprekidne, a w binarno meSovite i vektor B ¢ije su komponente
koeficijenti regresije. Dopunjeni pretkazivac ima oblik:

p
D () + @B (4.7)
j=1

gde su ¥P;(),..., P, (-) nepoznate glatke funkcije ,,meSanja“. Tada je rezultat (4.7)
povezan sa sredinom preko funkcije a(+), koja se naziva vezna funkcija kao i kod GLM
modela.

Ucdestalost zahteva

Poissonov zakon je posebno pogodan za modeliranje zahteva. U ovom slucaju,
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diskretna funkcija gustine se moze zapisati kao:

y
e—l %: e(—/1+ylnl—lny!)’ y € N, 1>0

Poistovecujuéi ovaj izraz sa kanonskim log - koli¢nikom verodostojnosti (4.6) sa

prinosomn =1InA, b(n) = e, c(y,t) = —Inyl,t=1,a(§) =Iné&, v(u) = u.
Kako Poissonov zakon spada u GLM klasu, rezultati izvedeni u ovom delu ¢e
prosiriti one dobijene za Poissonov stati¢ni kredibilnosni model iz definicije 4.1.1.1.

Pokazatelji gsubitka

Zakon normalne raspodele cesto obezbeduje prikladan model za pokazatelje
gubitka (odnosno, ukupni zahtevi koji se odnose na riziko klasu ili na ceo portfolio,
podeljeni su odgovaraju¢om ¢istom premijom). Asocirana funkcija gustine je

e
1 _ (y—p)? <_YM62 2 _ 2317 —ln(o‘x/ﬁ))
=e

e 20?2

oV 2T

timamo n =, b(n) = L. 7 = 0%, a(§) = §,v(W) = 1, (3, V) = — 25— In(02x).

Strogost zahteva

Kada nas interesuje raspodele pojedinacnih strogosti zahteva, gama raspodela
nam moze omoguciti prihvatljiv model. U regresijskom postupku, ovaj model je
pozeljan posto spada u rang GLM modela. Stavie, spada u ne-negativne zahteve i
poseduje asimetricnost empirijskih podataka. Asocirana funkcija gustine moZe se
zapisati kao:

va_l (v)v _w e(v(—%—ln#)+(v—1)lny +vlnv—lnF(v)), JERY, v,u>0
rw)

. 1 _ 1 1 1 9 _
kada imamo 7 = 0 b(n) =1In (—5), T=-, a(§) = —7 v(u) = u*, cly,t)=
w—1DIny+vinv—InT(v).

Kanonska veza namece restrikcije na regresor B, kako bi se osigurala
pozitivnost sredine u. Dakle, logaritamska veza je esto preporuéljiva u praksi. Stavise,
kada se kombinuje sa Poissonovim modelom u prikazivanju ukupnog optere¢enja
zahteva koji se odnose na pojedinacne polise, dok gama speciffikacija sa logaritamskom
vezom proizvodi multipikativnu ¢istu premiju koja je takode korisna u praksi.

4.2.2. TEORIJA KREDIBILITETA I UOPSTENI LINEARNI MODELI SA
MESOVITOM RASPODELOM (GLMM)

Nekoliko ekstenzija GLM 1 GAM modela uklju¢uju modele sa sluc¢ajnim
¢lanovima u linearnom pretkazivacu. U takvim slucajevima, govorimo o uopStenim
linearnim modelima sa meSovitom raspodelom (GLMM).
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Za dati neposmatrani slucajni efakat, recimo ©;, T; opservaija Yy, Yy, ..., Vi,
koji se odnose na i-tu polisu u godinama 1,2, ..., T;, pretpostavljamo da je uslovno
nezavisan sa sredinom koja je zavisna sa linearnim pretkazivac¢em preko specificne
vezne funkcije 1 ima uslovnu varijansu koja je specificirana varijansnom funkcijom i
ima faktor razmere u skladu sa (4.6).

Definicija 4.2.2.1

Pretpostavimo da posmatramo n sluc¢ajnih vektora Y;,Y,,..., Y, dimenzija
T, T, ..., T,. Svaki vektor se odnosi na jednu polisu iz portfolija i sumira istoriju proslih
zahteva. Y; su medusobno nezavisni, ali njihove komponente mogu biti u korelaciji
(zbog ponavljanja merenja na istoj polisi). GLMM modeli se oslanjaju na slede¢e dve
pretpostavke:

Al) Za dato O; = 6; odgovaraju¢i Y, t = 1,2,...,T su medusobno nezavisni i
dozvoljavaju koli¢nik verodostojnosti [(n;, T,y;:) iz forme (4.6) kada
tie = pie(0;) = E(Yy|0; = 6;) 1 vy = v3(6;) = Var(¥;|0; = 6,)
zadovoljavaju a(p;; (6;)) = Btx; + 6; i vy = v(Wi)T. Xy Su poznati
vektori , B je vektor nepoznatih koeficijenata regresije, Btx;; je ocena, a(-) i
v(-) su poznata veza i varijansna funkcija.

A2) Slucajni efekti 04, ..., ®, su medusobno nezavisni sa zajedni¢kom osnovnom
raspodelom.

Odsada, ogranicavamo na$ rad na specijalnu veznu funkciju, odnosno na
a(,ul-t(el-)) = 1;:. Ovo ne predstavlja stvaran gubitak (poSto se vecina rezutata oslanja
na monotonost funkcije a(+)), ali nam omoguéava izlaganje. Stavise, uzimamo da je
Btx;; konstatno. Slucajne efekte uzimamo tako da vazi:

E(u:e(0)) = a ' (B xy)

Posebno, ako je a(-) log - veza, onda za Poissonovu i gama raspodelu dobijamo
da je E(e®) = 1. Ovaj uslov je vazan u aktuarskoj praksi. On osigurava da je prose¢no
gledano, priorna raspodela tacna. U svakoj riziko klasi, neki imaoci polisa placaju
previsSe 1 na taj nacin subvencioniSu druge imaoce polisa koji pla¢aju manje od fer cene,
ali kompanija dobija dovoljno premija za celu riziko klasu. Statisticki gledano, takav
uslov je Cesto neophodan za identifikovanje.

GLMM modeli su Siroko koris¢eni kod aktuara, poSto Cine osnovu teorije
kredibiliteta 1 bonus - malus sistema. Teorija kredibiliteta je povezana sa GLMM tako
Sto Y;; predstavlja broj ili iznos zahteva i-tog imaoca polise u godini t. Slu€ajni efekat

0; predstavlja skrivene karakteristike koje utiCu na rizik, a koje su prikrivene od strane
osiguravaca.

Sledec¢a teorema ¢e nam biti veoma korisna u daljem radu. Ona tvrdi da su u
modelu Al - A2 iz definicije 4.2.2.1, sve kovarijanse posmatrane (fiksirane) zbog <;g,
odnosno da promenljive rastu po slu¢ajnom parametru.

Teorema 4.2.2.2

U modelu Al - A2 iz definicije 4.2.2.1, (Y;;|®; = 6;) je rastuée po 6; u <;z
smislu, odnosno vazi:

0; < 0", = (Yi|0; = 6;) <, (Yi|®; = 0';) za Vi, j
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Dokaz:

Ozna¢imo sa f(:;7n;, ) (diskretnu ili neprekidnu) funkciju gustine za Y.
Odnos funkcija gustine ima formu:
fCinie1) Y@ie=1"i)=(b (i) =b (i)
- < = e T
f ( y it T)
koja je o€igledno opadaju¢a po y zbog ;s < 1n';;.
Kako je red koli¢nika verodostojnosti povezan sa ponasanjem odnosa funkcija gustine
pridruZzenih slu¢ajnim promeljivama, za dve slucajne promenljive X 1 Y vazi da je
fx(t)

X <;g Y ako i samo ako 0 opada. Cime je tvrdenje dokazano. ]
Y

Napomena:

Prethodna teorema vazi u u slucaju kada imamo gama raspodelu.

Sledeca teorema je viSedimenzionalni slucaj teoreme 4.2.2.2. Ona se posebno
primenjuje u GLMM modelima.

Teorema 4.2.2.3

U modelu Al - A2 iz definicije 4.2.2.1, (Y;|®; = 6;) je rastuce po 6; u <;p
smislu, odnosno vazi:

0; <6, = (Y0, =0, <,z (¥;|0; =6";) zaVi,j

Dokaz:

Pod pretpostavkama iz modela Al - A2, (Y;|®; = 6;) je slucajan vektor sa
nezavisnim komponentama. StaviSe, na osnovu teoreme 4.2.2.2 stohasticke nejednakosti

(Yi1|9i = 91‘) <LR (Yi1|0i = 9'1‘)
(Yi2|®i = 9i) <LR (Yi2|@i = 9’1')

(YiTiloi = 6;) <tz (Yir,10; = 0';)

vaze za bilo koje 6; < 6';. Kako poredenje u viSedimenzionalnom <;p smislu se
smanjuje na rangiranje komponenti kada oba slucajna vektora imaju nezavisne
komponente, tada imamo da (¥;|0; = 6;) <,z (Y;|®; = ;) vazi kada je 6; < 6';, §to
je 1 trebalo dokazati. [

Kako je slu€ajan efekat konstantan u vremenu, starost zahteva nije uraunata pri
predvidanju. Tehnicki, ovo sledi iz ¢injenice da verovatno¢a od ©;, za prosle zahteve
zavisi samo od sume Y;. od Yj;, a ne od pojedinaénih vrednosti od Y;;. Sledeca teorema
proSiruje teoremu 4.1.1.3, koja se odnosi samo na Poissonovom slucaj, na celu klasu
GLM modela.

Teorema 4.2.2.4

U modelu Al - A2 iz definicije 4.2.2.1, prediktivna raspodela ©; zavisi samo od
T;

Yi' = t=1 Ylt‘
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Dokaz:

Ozna¢imo sa fg (- |y;) uslovnu funkciju gustine od @; za dato ¥; = y;. i sa
fi: (- 16;) uslovnu funkciju gustine od Y;; za dato ®; = 6;. Tada mozemo da zapiSemo:

(2L, fir icl6)) fo (62)
L2 fie 0l ) fo (8 dE

Menjaju¢i svaku funkciju gustine u ovom odnosu, sa njenim stvarnim izraZzenim
dobicima, dobijamo.

fo(6ily) =

Z:il(Yit(ﬁtxit+9i)_b(ﬁtxit*'ei))

T fo(6:)
fo(6ily:) = = L
+oo Yol (vie(Btxi+E)—b(Blx; +£))
fo e T f@(f) df
9i3’i~_Z:=i1(b(ﬁtxit+9i))
e T fo(0;)
= —
§yi—Xit, (b(Btxic+8))
+ 00 t=1
fo e T f@(f) df
Kako ovaj izraz zavisi samo od y;., time je teorema dokazana. ]

4.2.3. POSTERIORNA RASPODELA

Sada ¢emo razmotriti raspodelu od @; za dato posmatrano Y;. = y;.. Sledeca
teorema tvrdi da posmatranjem velikih ishoda ¥; raste broj neposmatranih promenljivih
0; (u < g smislu).

Teorema 4.2.3.1
U modelu Al - A2 iz defeinicije 4.2.2.1, (0;]Y;. = y;.) <.z (0;|Y;. = ¥';.) kada
godjey;. <y';.
Dokaz:

Iz teoreme 4.2.2.4 znamo da posteriornu funkciju gustine od ©; za dato Y;. = y;.
mozemo izraziti kao:

Yi-o;
folBilys) = hy(y:)h,(6)e T g(6;)
; or fo)
esu
g - t
hy (yi) = nec(yit'f)e%
_ t=1
i
T;
b(0i+B xit)
h,(6;) = 1_[ e T
t=1
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Zay;. <y'i.10; < 60'; vazi nejednakost

fo(6ilyDfe(0'ily') = fo(0'ily:) fo (Bily')
Zaista, to dovodi do

(Yi~9i 3”i~9/i) (J’i‘eri J”i-ei)
e T T 2 e T T

= 0:-6)0 . —y.)=0

Sto je ta¢no po pretpostavci. [

U Bayesianovskoj konstrukciji, uobi¢ajeno je da se @; oceni posteriornom
sredinom, odnosno

0;(y) = E(6;]Y;. = y;.)
Ova ocena je optimalna u L, smislu. Specijalno, kada je funkcija g minimum od
E ((91' - g(Y’i.))z), dobijena pomocu g*(y;.) = E(0;|Y;. = y;.). Teorema 4.2.3.1 nam
posebno osigurava da je 0;(y;.) < @i(y’l..) kadajey;, <y’',.

4.2.4. PREDIKTIVNA RASPODELA

Glavni cilj teorije kredibiliteta je da predvidi ponaSanje imaoca polise prikom
podnoSenja budu¢ih zahteva. U tom pogledu, prediktivne raspodele su od velikog
znaaja. One su raspodele karakteristika zahteva za slede¢u godinu, ako su date
prethodne opservacije. Posmatrajuci Y;r .1, dobijamo:

Teorema 4.2.4.1

U modelu Al - A2 iz definicije 4.2.2.1, (Yir+11Y:. = ¥i.) <ig (Yir+1lYe =
y'7-kadaje yi-<y'r-

Ova teorema je direktna posledica leme 4.1.5.1 1 teoreme 4.2.3.1.

4.2.5. LINEARNA KREDIBILNOSNA PREMIJA

Bayesianovska statistika nudi intelektualno prihvatljiv  pristup teoriji
kredibiliteta. Bayesianovsko ispravljanje E(®;|Y;.) heterogenih komponenti je teoretski
zadovoljavajuce, ali cCesto teSko izraCunljivo. Prakticne aplikacije ukljucuju
kompjuterske metode lanaca Markova (kako bi se izvrSila integracija sa posterirnom
raspodelom), tako da se bar moZe izracunati preliminarana aproksimacija razultata. U
vezi sa tim, najpreciznije kredibilnosni pristup, koji je prvi zaceo Bithlmann (1970),
nudi ubedljivu aproksimaciju sloZenih premija. U osnovi, aktuari pribegavaju
kvadratnim funkcijama gubitka, ali smatraju da je oblik kredibilnosnih predvidanja
ograni¢en sa ex ante” da bi bio linearan u pro§lim opservacijama, odnosno ocena ?iTi+1

od Yj7,41 je sledeceg oblika

% Ex ante - onaj koji se odnosi na buduée dogadaje
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Tl
Yir41 =Cio + § CitYie
t=1

Specijalno, trazimo c;y i ¢, t = 1,2, ..., T; takve da oCekivana kvadratna razlika
izmedu Y;r, 41 1 njene ocenjene vrednosti Y;r, 1 bude minimalna

T; 2
Y(c) =E Yir;+1 — Cio — Z CitYit
t=1
Izjednacavanjem aly(.c) sa nulom, dobijamo
10 Ti
cio = E(Viryen) = ) cie E() (48)
aw(c) =
. c .
Dalje, T 0 daje
T
E(YiryeaYis) = CioE (i) + ) i EYig¥is)
t=1
Ubacivanjem u (4.8) dobijamo
T;
Cov(¥ie,Yie) = ) i Covl¥iyYy) (4.9)
t=1

U modelu Al - A2 iz definicije 4.2.2.1, koriste¢i lemu 4.1.3.2.(1), mozemo
napisati, za s # t

Cov(Yy, Yis) = E(Cov(Yye, Y;510))) + Cov(E(Yie]0)), E(Yis]@)))
= Cov(p;t(0)), ui5(0)))
I dalje,
Var(YV) = E(Var(¥;510)) + Var(E (Y;s@))
=7 E(v45(0,)) + Var(u;(8,))
tako da (4.9) postaje
Cov (.uiTi+1(®i);ﬂis(®i)) =

= 7 ¢;5E(v;5(0)) + Z cie Cov(pir(0;), 1is(©))) (4.10)
t=1

Sada ¢emo ispitati Sta dobijamo od (4.10) u tri znac¢ajna primera.

Slucaj sa Poissonovom raspodelom

U ovom slu¢aju, imamo da je y;;(0;) = ePxictbi =1 v;s(6;) = e(B xis+6:)
tako da sistem (4.10) postaje:

t,.
eP XiTir1 6B sy g (291) =
T;

t,. 3 t,. . t,. .
= CiSE(eﬂ xlS+®L) + Z Cit Cov(eﬂ xlt+®l’ eﬂ xls+®l) =
t=1
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T;

t,. ty. . ty.
= Ciseﬁ Xis + eﬁ xLSVaT(eGL)Z Cil’ eﬁ Xit

t=1
T;

t,. i , ty.
= P rirriyar(e®) = ¢ + Var(e®) Z cip eP it
t=1

Ovodaljevodidoc;s =c¢;,zaVs =1, ...,T; 1

ethiTi"'l Var(e@i)

¢ = T; t
14+ Var(e®) Y., !l eBxi
t=1
T.
B'xiT 41 0; :
¢ e it1Var(e®i
Cio = eﬁ XiTi+1 _ 7§ )t E eﬁtxit
0 i .
1+ Var(e®) XL, ef i £
eﬁtxiTi+1

14 Var(e®) Z:il eBxit
Biihlmannova linearna kredibilnosna premija za godinu T; + 1 je jednaka sa
1+ Var(e®) %L, Ve
1+ Var(e®) Z:il eBxit
ﬁt

eﬁtxiTi+1
§to se pojavljuje kao proizvod a priori premije e” *Ti* i aproksimacije teoretskog

.. @ . .. .
bonus - malus koeficijenta E(e 1|Yil, Yio, e, Yl-Tl.). Ova aprokmm;wua pose(iuje
delimi¢no prostu interpretaciju, posto podrazumeva malus koji je X,., Y > eP *it,
odnosno, ako imalac polise podnese vise zahteva onda se o¢ekuje a priori’.

Slucaj sa normalnom raspodelom

U ovom sluéaju imao da je u;(8;) = Btx; + 0;, T = 02 i v(6;) = 1, tako da
sistem (4.10) postaje:

T;
Var(0;) = o?cis + Var(0,) Z Cit
t=1
Odakle sledidajecis =c;zaVs =1, ..., T; 1
B Var(0;)
T ery Var(0,)T;
T;
Var(0;)
Cio = ﬁtxiriﬂ - o2 + Var(@)T, ; ﬁtxit

Biihlmannova linearna kredibilnosna premija za godinu T; + 1 je sada jednaka sa

T;
Var(©;)
ﬂtxiTi+1 + 0-2 + Va,r(@l)Tl tZl(let - thlt)

Ovo se moze posmatrati i kao korelacija a priori premije ﬂtxiTiﬂ koja se odnosi
na vrednost razlike Y;; — B%x;; izmedu posmatranog izlaza i njenog a priori izraza.

3 .. . .
A priori - znanje zasnovano na iskustvu.
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Slucaj sa gama raspodelom

U ovom slu¢aju sa log vezom, imamo da je In y;; = Btx; + 6, T = %, vis(6;) =
e(2B"xis+26;) Dakle, sistem (4.10) postaje:
ethiTi“eﬁtxiSVaT(e@i) —
T
= vl e2B risE(e200) 4 Z cie ePXiceB sy ar(e®) =
t=1
T
= v l¢; 2P s (Var(e®) + 1) + ef *isVar(e®) Z c;p eP e
t=1
Dalje sledi
eniTi+1Var(e®i) —
Ti
= v1c,eP s (Var(e®) + 1) + Var(e®) Z B xit
t=1
Sumiranjem obe strane po s, dobijamo
Tl

z gtx TieF eV ar(e®)
= e v 1(Var(e®) + 1) + T;Var(e®)
Ovo dovodi do
eﬁtxiTiHVaT(e@i)
Cic =
is ethzs(v—l(VaT(e@i) + 1) + TiVar(eGi))
Cin = eﬁtxiTi+1 _ TieﬁtxiTi+1var(e@i)
10

v i(Var(e®) + 1) + T;Var(e®:) -
v‘leﬁtx”i“(Var(e@i) +1)
v i(Var(e®) + 1) + T;Var(e®:)
Dakle, Biihimannova linearna kredibilnosna premija za godinu T; + 1 je sada
jednaka sa

t
eﬂ xiTi+1

X
v 1(Var(e®) + 1) + T;Var(e®)

v (Var(e®) + 1) + Var(e ‘>z i

= eF e[ 1 4 varte ) Z( )
v 1(Var(e®) + 1) + T;Var(e®) eﬂtxlt'

Opet, ovo se moie posmatrati kao korekcija a priori premije ef i koja se
- 1.

odnosi na reziduale Bt
e

Treba napomenuti da u ispitana tri slu¢aja imamo da je ¢; = 0 i da je linearna
kreedibilnosna premija oblika TMrred = Cio + ¢;Y;. (u slucaju gama raspodele, koristimo

pomoc¢nu promenljivu T ))
it

84



Master rad Teorija kredibiliteta sa zavisnim rizicima

Napomena:

Mana kvadratnih funkcija gubitka je da su devijacije u oba smera jednako loSe.
Kada osiguravac fiksira iznos nove premije, mogu se pojaviti dva tipa greski: ili imalac
polise nedovoljno placa svoju polisu pa tada osiguravajuca kopmanija gubi svoj novac
ili pak osiguranik plac¢a viSe nego S$to je bi trebalo a na taj nacin osiguravac rizikuje da
izgubi polisu. Kako bismo, u $to vecoj meri, sankcionisali krupne greske, obi¢no
pretpostavljamo da je funkcija gubitka ne-negativna konveksna funkcija greske. Gubitak
je nula kada nije napravljena greska i strogo je pozitivan kada jeste. U mnogim
radovima uzima se da je funkcija gubitka kvadratna.

Izmedu ostalog, izbori su i apsolutni gubitak i kvadratni gubitak. Asimetri¢ne
funkcije gubitka dozvoljavaju aktuarima da smanje maluse dobijene kvadratnim
gubitkom, odrzavaju¢i finansijski sistem u ravnotezi. Znacajan primer je dobijen sa
eksponencijalnom funkcijom gubitka.

4.2.5.1. RAST U LINEARNOM KREDIBILNOSNOM MODELU

U ovom odeljku ¢emo pokazati da je Bithimannova premija my,..4 zaista dobra
ocena predvidanja karakteristika buducih zahteva (odnosno, broja ili iznosa) u modelu
Al - A2 iz definicije 4.2.2.1. U osnovi, pokaza¢emo da rastom linearne kredibilnosne
premije (odnosno, pogorSanjem zahteva od strane imaoca polise) raste verovatnoca
posmatranih znacajnih gubitaka u buducnosti. Sledeca teorema pokazuje da Y;r .1 zaista

povecava Ty, eq-

Teorema 4.2.5.1.1

U modelu Al - A2 iz definicije 4.2.2.1, (Yir,+1|Tkrea = P) <tk (Yiry+1|Trea =
p’kada je p<p’.

Dokaz:

Direktno sledi iz teoreme 4.2.4.1,posto je

Y. =

p— Cio)

(YiTi+1|7Tkred = p) =d (YiTi+1 P
L

,_C'
Yi- — p lO)
Ci

<LR <YiTi+1

_ o
=a Yir+1|Tkrea =D u
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4.3. JOS REZULTATA ZA DINAMICNI KREDIBILNOSNI
MODEL

4.3.1. DINAMICNI KREDIBILNOSNI MODEL I UOPSTENI LINEARNI
MODELI SA MESOVITOM RASPODELOM

Razmotrimo sada ceo vektor slucajnih efekata umesto samo jednog slucajnog
efekta. Ovo nam dozvoljava da modeliramo zavisnost i da izvedemo korelaciju
kovarijansi koje su izostavljene ili nejednako izmerene.

Definiicija 4.3.1.1

Za dati neposmatrani vektor sluc¢ajnih efekata ©; = (G)l-l, e G)iTi), T;
opservacija Yy, Yy, ..., Yi7, koje se odnose na i-ti subjekat pretpostavljamo da su uslovno
nezavisne. Za n slucajnih vektora ¥,,Y,,..., Y, pretpostavljamo da su medusobno
nezavisni, ali njihove komponente mogu biti korelisane (zbog ponavljanja merenja na
istom vektoru). Dinami¢ni kredibilnosni model zasnovan na GLMM modelima oslanja
se na sledece pretpostavke

Al) Za dato ©; = 6;, odgovaraju¢e promenljive Y;;, t = 1,2, ..., T; su medusobno
nezavisne i dozvoljavaju log-koli¢nik verodostojnosi L(9;to,T; Vi) iz forme
(4.6) gde

tit(0ie) = E(Yie|0; = 6;¢) 1 vy = Var(Yi|0; = 6;)

zadovoljavaju a(,ul-t(Hit)) = Btx;; + 0 i vy = v(ui)7T, gde su a(-) i v(-)
poznata vezna funkcija i poznata funkcija varijanse.

A2) Vektori slucajnih efekata @4, ..., @, su medusobno nezavisni sa zajednickom
viSedimenzionalnom raspodelom.

Odsada, ograni¢avamo na$ rad na specijalan sluc¢aj kanonskih funkcija veze
a(/,tit(el-t)) = 1n;;. Zapravo, ovo ne ograni¢ava opStost naSeg rezultata (velina se
zasniva na monotonosti funkcije a(+)) ali u velikoj meri olak$ava izlaganje. Stavige,
tretiraéemo Bx;, kao konstantu.

Cesto, pretpostavljamo da ®; imaju visedimenzionalnu normalnu raspodelu
N (u, X), gde matrica kovarijansi X ima karakteristiku da je vremenski zavisna. Klasi¢ni
autoregresivni promenljivi prosecni model se Cesto uzima za ;, pa evo i1 nekoliko
primera. Prvi je analogan sa modelom A5 u Poissonovim dinami¢nim kredibilnosnim
modelima, a drugi je proSirenje modela A6 iz Poissonovih kredibilnosnih modela na
slu¢aj GLMM modela.

Primer 4.3.1.2 (Dinamicni kredibilitet sa ARI slucajnim efektima)

Jedinstven i efikasan dinamicni kredibilnosni model je dobijen pretpostavljajuci
da ©; ima autoregresivnu strukturu reda 1, odnosno:

O =0Q0;, 1+t =2
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gde su &, V(0,02(1 — p?)) nezavisne, |Q| <1 i &;:N(0,62). U ovom modelu,
heterogenost 0;; za period t je pod uticajem prethodnog perioda ©;,_,, ali takode ima
svoje karakteristike &;;.

Primer 4.3.1.3 (Dinamicni kredibilitet sa zamenljivim slucajnim efektima)

Drugi model zahteva da postoji stati€na osnovna heterogenost R; za i-tog imaoca
polise, koja je ,,uznemirena* nezavisnos¢u i identi¢nim raspodelama godisnjih efekata
Si1Sizy » Sir;- Specijalno, 0; = R; + S, gde su S;; nezavisne sa identicnom
raspodelom 1 nezavisne od R;. Takode, sve imaju normalnu raspodelu.

Ogranicili smo nasu paznju na ove posebne slucajeve u ovom odeljku, posto su
oni najvazniji za primenu. Vecina rezultata izvedenih u ovom odeljku ipak ostaje vazeca
1 za druge odgovarajuce izbore raspodela.

Teorema 4.3.1.4

U modelu Al - A2 iz definicije 4.3.1.1, (Y;;|9;; = 0;;) je rastu¢e po O;; u <y
smislu, odnosno
Bt <0’y > (YielOy = 0;) <pp (YielOp = 0'3)

za bilo koje i i t.

Teorema 4.3.1.5

U modelu Al - A2 iz definicije 4.3.1.1, (¥;|©; = 0;) je rastuce po 0; u <,z
smislu, odnosno
0, <0;=> (¥;|0, =6, <, (Y;|0, =6")

za bilo koje i.

4.3.2. ZAVISNOST U OSNOVNIM GLMM KREDIBILNOSNIM
MODELIMA

Na$ cilj je da pokaZzemo da u mnogo slu¢ajeva GLMM modeli uzrokuju
pozitivnu zavisnost izmedu Y;;, u smislu da ,,velike* (ili ,,male*) vrednosti slucajnih
promenljivih imaju tendenciju da se pojavljuju zajedno. Formalni zapis je naveden u
sledecoj teoremi koja korist rast uslovnih raspodela u meSovitim raspodelama koje smo
utvrdili u teoremama 4.3.1.414.3.1.5.

Teorema 4.3.2.1
U modelu A1 - A2 iz definicije 4.3.1.1 vazi:

1) Ako je ©; asocirana, tada je 1 ¥; asocirana.
2) Akoje @; MTP,, tadajeiY; MTP,.

Pogledajmo sada korisnost ove teoreme na stvarnom problemu.
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Napomena:

Ako je ©; viSedimenzionalna slu€ajna promenljiva sa normalnom raspodelom sa
matricom kovarijansi X, onda zbog primera 4.1.3.4 znamo da je oy =0 za Vs,t
implicira da je ®; asocirana. Tada iz teoreme 4.3.2.1.(1) sledi da je 1 Y; asocirana.

Dalje, pod uslovom da je X invertibilna (oznac¢imo sa R njenu inverznu matricu,
odnosno R = {rg} = X71), znamo iz primera 3.2.3.2.5 da je o, <0 za Vs # t, $to
implicira da je ®; MTP,. Onda je 1 Y; MTP; zbog teoreme 4.3.2.1.(2).

Kroz slede¢e primere ¢emo pokazati kako se ova teorema odrazava na
pojedinacne slucajeve.

Primer 4.3.2.2 (Kredibilitet sa ARI slucajnim promenljivama)
Iz Poissonovog kredibilnosnom modela A5 znamo da je Q = 0 iz ¢ega sledi da
je ®; MTP,, a to nam zbog teoreme 4.3.2.1.(2) osigurava da i Y; bude MTP,.

Primer 4.3.2.3 (Kredibilitet sa promenljivim slucajnim promenljivama)

Iz Poissonovog kredibilnosnom modela A6 znamo da je ©; MTP, (gde je
0, = R; + S;;). U ovom slucaju. Takode je Y; MTP, zbog teoreme 4.3.2.1.(2).

4.3.3. POSTERIRNA RASPODELA

Ozna¢imo posteriornu raspodelu promenljve 0;, za dato Y; = y;, sa fo( - |y;).
teorema koja sledi ustvari, govori da posmatranjem velikog broja ¥; povecava se broj
neposmatranih, skrivenih promenljivih (u <,z smislu).

Teorema 4.3.3.1
U modelu Al - A2 iz definicije 4.3.1.1 vazi:
O;Y; = y) <,z (O;]Y; =y’ kadajey; <y';

Dokaz:
Posterirorna funkcija gustine od ©; za dato ¥; = y; se moZe zapisati kao:
Yij-0;;
hi(y)h,(6;) < joi€ T >fe(9i)
0;ly) =
JolBily: D)
gde su
T
VijBxij
hi(y:) = 1_[ eyt
j=1
h b(6;+B x;j)
h,(0;) = 1_[ e T
j=1
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Treba da pokazemo da za y; < y'; sledeca nejednakost vazi
fo(8:ly)fe(0'i1y')) < fo(0'; A 0;|y)fe(0'; A 6;]y")

Yij-0;;

Dokaz sada sledi iz osobine TP, funkcije (yij, Bij) —e t© 1iteoreme3.2.3.24. =

U Bayesianovskom sistemu, uobicajeno je da se ©; oceni sa sredinama
posterirne raspodele, odnosno:

0;(y) =E©|Y; =y))
Prethodna teorema nam obezbeduje da ©;(y;) < 0;(y’;) vazikadajey; <y';.

4.3.4. SUPERMODULARNA POREDENJA

Cini se prirodno da oéekujemo da rastom jadine pozitivne zavisnosti izmedu
prikrivenih ©; povecavamo asociranost izmedu posmatranih Y;;. U ovom poglavlju
¢emo formalizovati ovu intuitivnu ideju. Zbog toga pribegavamo supermodularnom
poredenju koje je prikladan alat za poredenje jaCine zavisnosti.

Teorema 4.3.4.1
U modelu Al - A2 iz definicije 4.3.1.1 vazi:
(0;1Y; = yi) <ir (0;]Y; = y') kadajey; <y,
0, <M @, =Y, < Y';

Vracanjem na interpolaciju <g,, kao red zavisnosti, izraz u teoremi 4.3.4.1 se
¢ita kao: ,,veca pozitivna zavisnost izmedu 0;; dovodi do veée zavisnosti izmedu Y;;*.

Pretpostavimo da ©; i ®'; imaju viSedimenzionalnu normalnu raspodelu sa
identi¢nim jednodimenzionalnim maginalnim raspodelama i da vazi Cov(0;,, ©;;) <
Cov(0';5,0';1) za Vs # t. Tada sledi da je ©; <gy O'; a iz teoreme 4.3.4.1 dobijamo da
je Y; <su Y';, §to nam govori da ako povecamo korelacije izmedu svakog para
slucajnih promenljivih , povecava se i zavisnost izmedu godiSnjih zahteva.

Primer 4.3.4.2 (Kredibilnost sa ARI slucajnim promenljivama)

Kako je Cov(0;5, 0;.) = 02Q157tl, teorema 4.3.4.1 zajedno sa primerom 4.3.2.2
osigurava da vazi Q < Q' =Y, <gy Y';. U ovom modelu, koli¢ina zavisnosti se
kontroliSe parametrom @, odnosno, $to je veca vrednost od Q, povecava se vaznost
proslih zahteva prilikom odredivanju buducih premija.

4.3.5. PREDIKTIVNE RASPODELE

Pre uvodenja prediktivnih raspodela ispitacemo monotonost podskupova Y;, za
date druge komponente.
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Teorema 4.3.5.1

Neka je Y;; (Yix) sluCajan vektor sa komponentama Y;;, j € ] (Y, k € K). U
modelu Al - A2 iz definicije 7.4.1 vazi da ako je ©®; MTP,, onda je i (YUIYiK =
VKSLRVYVIK=y'K za svako yA<y KER#A, za svaku particiju 1,2,..,77u skupovima
JiK.

Dokaz:

Iz teoreme 4.3.2.1.(2) znamo da je Y; je MTP,. Oznafimo sa f(yJIyK) uslovnu
funkciju gustine od Y;; za dato Y, = yg. Treba pokazati da vazi:

f(YJ /\37]|3’K)f(3’] V3~’j|3’1() 2 f(YJ’YK)f(JN’j’y'K)

Deljenjem obe strane sa fx (Vi) fx (¥'x), gde je fx funkcija gustine za Y, dobijamo da
vazi zeljena nejednakost. u

Intuitivno objaSnjenje iza ove teoreme je da je kada su komponente od O;
izlozene jakoj pozitivnoj zavisnosti (MTP;) veliki ishodi za neke ¥;; (oni koji su u K)
¢ine ostale (one u J) veéim u < ; smislu.

Sada ¢emo primeniti ove rezultate na prediktivne raspodele. Kako je glavni cilj
teorije kredibiliteta da predvidi buduce ponasanje zahteva, prediktivne raspodele su od
primarnog znacaja, jer su one raspodele karakteristika zahteva za sledecu godinu, za
date prosle opservacije.

Ako je ©; multivarijantna slu¢ajna promenljiva sa normalnom raspodelom, pod
uslovom da matrica kovarijansi X ispunjava uslove iz primera 3.2.3.2.5 koji obezbeduju
da je (G)l-l, iz, -y @iTiﬂ) MTP,, dolazimo do istog zakljucka kao i kod stati¢nih
kredibilnosnih modela. Opet, buduci zahtevi Y;r, ;1 rastu po pro§lim zahtevima Y; u <5
smislu.
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4.4. ZAVISNOST IZAZVANA BONUS - MALUS SKALAMA

4.4.1. BONUS - MALUS SISTEMI U OSIGURANJU MOTORNIH
VOZILA

Sistemi procene koji sankcionisSu osiguranike odgovorne za jednu ili viSe nesreca
putem doplate premije (ili malusima) 1 nagraduju popustima imaoce polisa koji nemaju
podnete zahteve za odStetu, sada su na snazi u mnogim zemljama. Pored toga S$to
ohrabljuju imaoce polisa da voze pazljivije (odnosno, da smanje moralni hazard) njihov
cilj je bolji pristup individualnim rizicima. Takvi sistemi se nazivaju: popust na ne-
zahteve, procena zasluga, procena iskustva, bonus - malus sistemi.

U praksi, bonus - malus sistem se sastoji od skale sa kona¢nim brojem nivoa,
svaki sa svojom relativnom premijom. Novi imaoc polise ulazi na skalu na odredeni
nivo. Posle svake godine, njegova polisa se pomera gore ili dole po skali, prema
pravilima prelaska 1 prema broju zahteva sa prestupima. Ovaj nacin je prili¢no efikasan
za klasificiranje osiguranika prema njihovom riziku.

4.4.2. MARKOVI MODELI ZA BONUS - MALUS SKALE

Bonus - malus skale poseduju fiksiran broj nivoa, recimo s + 1, numerisanih od
0 do s. Novom vozacu se dodeljuje specijalan nivo (Cesto prema upotrebi vozila). U
svakoj godini u kojoj nema odStetnih zahteva, osiguranik se nagraduje bonus premijom
(odnosno, spusta se za jedan nivo na skali). Medutim, osiguranici se sankcioniSu malus
poenima (odnosno, voza¢ se penje odredeni broj nivoa svaki put kada podnese odstetni
zahtev). Pretpostavljamo da je k., kazna za dati broj poena po zahtevu. Ukoliko prode
dovoljan broj godina a imalac polise nije podneo nijedan odsStetni zahtev, on tada
dostize nivo 0 na skali i time dobija povlastice maksimalnog bonusa.

U komercijalnom bonus - malus sistemu, znanje o sadasnjem nivou 1 broju
odstetnih zahteva u trenutnoj godini je dovoljno da se odredi sledeéi nivo. Pod uslovom
da je godis$nji broj zahteva nezavisan, sistem moze biti postavljen preko lanaca Markov-
a: buduénost (nivo za godinu t + 1) zavisi od sadasnjosti (odnosno, nivoa za godinu ¢t 1
broja nesrec¢a prijavljenih tokom te godine) i ne zavisi od proSlosti (odnosno, kompletne
istorije zahteva i nivoa tokom godina 1,2, ...,t — 1). Primetimo da fiktivni nivoi nekad
treba da budu dodati da bi se popunila ova osobina nedostatka ,,pamcenja“.

Ozna¢imo sa Lg(t) nivo koji osiguranik zauzima posle t godina i Cija je
oc¢ekivana godisnja ucestalost zahteva 8. Tada imamo da je
Lo(t) = max {0,min{Ly(t = 1) = 1 + Ny X kpey, s}} = p(Ny, .., Np)

Za neku neopadajucu funkciju 3, gde Ny, ..., N; oznacavaju godiSnje brojeve
zahteva podnetih od strane osiguranika i to su nezavisne slu¢ajne promenljive sa P(6)
raspodelom.
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Matrica prelaska M(8) udruzena sa bonus - malus sistemom je regularna,
odnosno, postoji neki broj &, = 1 takav da su svi elementi iz {M(6)}*° strogo pozitivni.
Prema tome, lanac Markova koji opisuje trajektoriju osiguranika sa ocekivanom
ucestalo$¢u zahteva 6 kroz nivoe je egzodian i ima staticnu raspodelu m(6) =
(nO(H),nl(H),...,ns(H))t, gde je m;(6) stacionarna verovatnoca osiguranika sa
srednjom frekvencijom 6 na novou [.

Neka je Lg sluc¢ajna promenljiva koja uzima vrednosti iz skupa {1,2, ..., s}, takva
da ima raspodelu 7(6), odnosno
P{Lg =1} =m(0),l=12,..,s

Stoga, promenljiva Ly predstavlja nivo koji osiguranik zauzima sa godiSnjom
ocekivanom frekvencijom zahteva 8 jednom kada dostigne stabilno stanje.

Izaberimo sada, na slufajan nacin, osiguranika iz portfolija za koji
pretpostavljamo da je heterogen (u pogledu godisnjih oc¢ekivanih ucestalosti zahteva),
tako da se ta frekvencija razlikuje od jednog do drugog osiguranika. Ozna¢imo sa ©;
(nepoznatu) godiSnju ocekivanu frekvenciju zahteva odredenog osiguranika.
Trajektorija ovog, izabranog osiguranika na bonus - malus skali je opisana stohastickim
procesom {L(t),t = 1,2, ...}, gde L(t) predstavlja nivo koji zauzima u godini t.

StaviSe, neka je L bonus - malus nivo koji zauzima ovaj slu¢ajno izabrani
osiguranik kada je dostigao stabilno stanje. Raspodela od L moze biti zapisana kao

+ oo

P{L=1}= f 1,(0) fo(0) dO (4.11)

0

4.4.3. POZITIVNA ZAVISNOST U BONUS - MALUS SKALAMA

Pocecemo sa teoremom koja je malo jaci uslov od teoreme 4.1.5.4.

Teorema 4.4.3.1
Slucajan vektor (@, Ny, ..., Ny) je MTP,za T = 1.

Dokaz:

Zajednicka funkcija gustine za (0, Ny, ..., N7) (u odnosu na meru proizvoda koja
ukljucuje Lebesgue-ovu meru nula na R* i brojivu meru na ne-negativnim brojevima) je
data sa

T
omnt
P{N; =ny, ...,Np = n|0@ = 0} (0) = (1_[ e”® ﬁ)f@(e)
t=1 t
Kako je logaritam ove funkcije supermodularan, teorema je dokazana. ]

Sada mozemo da ispitamo tip zavisnosti izmedu nivoa u bosnu - malus sistemu.
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Teorema 4.4.3.2
1) Slucajan vektor (G), L(1),L(2),..., L(T)) je asociran za bilo koje T > 1.

2) Slugajni par (@, L(t)) je asociran za bilo koje t.
3) Slucajni par (0, L) je asociran.

Dokaz:

1) Iz teoreme 4.4.3.1 sledi da je (@, Ny, ..., N;) MTP,, pa je takode i asociran. A
kako neopadaju¢e funkcije asociranih slu€ajnih promenljivih ostaju asocirane,
osobina je dokazana.

2) Direktno sledi iz (1), jer podskup asociranih slucajnih promenljivih ostaje

asociran.
3) Ova osobina je posledica osobine (2) poSto je asociranost ocuvana pod
ograni¢enjem u odnosu na konvergenciju u raspodeli. ]
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4.5. TEORIJA KREDIBILITETA I VREMENSKE SERIJE ZA PODATKE
KOJI NEMAJU NORMALNU RASPODELU

Aktuari navode serijske zavisnosti tako S§to dozvoljavaju da karakteristike
godis$njih zahteva za odsStetu (ucestalost ili ozbiljnost nesrece) dele zajednicke slucajne
efekte. Ovi slucajni efekti predstavljaju rezidualnu heterogenost, odnosno korelaciju
izmedu karakteristika godiSnjih zahteva koja nastaje iz izostavljenih varijabli Sto pravi
posteriornu korelaciju iznosa premija. Ako bismo imali kompletno znanje o osiguraniku
onda bi serijska korelacija nestala i prosli zahtevi ne bi otkrivali niSta o slede¢im
nesre¢ama.

4.5.1. MODELI VREMENSKIH SERIJA NASTALI I1Z KOPULA

4.5.1.1. PROCES MARKOVA

Razmotrimo proizvoljan proces stanja E sa sigma - algebrom &. Par (E, &) je
merljiv prostor stanja. Ozna¢imo sa T S R vremenski prostor (t = N ili T = R™).

Definicija 4.5.1.1.1

Stohasti¢ki proces X = {X;,t € 7} sa merljivim prostorom stanja (E,&) je
proces Markova ako vazi

P{X,, € B|X;,, X, .. Xe,_,} = P(X;, € B|X,_,)
zaVt, <t, < <t, €1, k=1iVB EE.

Razmotrimo neprekidne slucajne promenljive X;,X,iX3; sa odgovaraju¢im
funkcijama raspodele F;, F, i F5. Ako su X; 1 X3 uslovno nezavisne za dato X,, onda je

P{Xl < xl,Xg < X3|X2 < xz} = P{Xl < x1|X2 < xZ}P{Xg < x3|X2 < xZ}

tako da je
+00

P{X; < x1,X3 < x3} = ] P{X; < x1|1X, < x,}P{X5 < x3|X, < x5} dF,(x3)

Oznacimo sa C;; kopulu za par (X i X j) i < j. Ovaj identitet moZe bit rastavljen
na nizove kopula na slede¢i nacin

+ o0

C13(F1(X1):F3(X3)) = ] Cfg'l) (F1(x1);F2(x2)) Cz(;'o) (Fz(xz)F3(x3)) dF,(x;)

— 00

1

— [ 8P ) w) €7 (s (x) d
0

gde je Ci(]p.l) = a%zcif(ul’uZ) i Ci(jl'O) = aiul Cij(uq,uz). Uslovna nezavisnost X; i X5 za

dato X, tada implicira relaciju
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1
Cia(ug, uz) = J- C1((2)'1)(u1:u2) Cz(;'O)(uzlus) du,, (ug,u3) € [0,1]2
0

izmedu kopula Cy,, Ci3 i C3. Ovo nas dovodi do pretpostavke uslovne nezavisnosti
realne vrednosti procesa Markova u uslovima kopula koji opisuju dvodimenzionalne
marginalne raspodele procesa.

Sadrzaj Chapman - Kolmogorovljeve jednacine moze biti iskazan u uslovima
kopula procesa na jednostavan nacin.

Teorema 4.5.1.1.2

Neka je X = {X,, t € 1} stohasticki proces i neka C,; oznacava kopulu od X i
X¢, s <t € 7. Sledeca dva tvrdenja su ekvivalentna

1) Prelazna funkcija P{X; € B|X; = x}, s < t zadovoljava Chapman -
Kolmogorovljeve jednacine.
2) ZaVs <u<tiV(x,y) € [0,1]? vaz
1
Cal) = [ €80 0) €36 y) de
0

Nec¢emo dati dokaz ove teoreme, dovoljno je da znamo da kopule oCuvavaju
zavisnu strukturu realnih vrednosti procesa Markova isto kao i Chapman -
Kolmogorovljeve jednacine. Medutim, moZemo primetiti da kopule rade na ocuvanju
zavisnosti bez ikakvih informacija o marginalnim raspodelama procesa.

4.5.1.2. KOPULE I CHAPMAN - KOLMOGOROVLJEVE JEDNACINE

Teorema 4.5.1.1.2 je motiv za slede¢u definiciju proizvoda skupa kopula. Za
kopule C i C definisemo:
1

€ * Cluyup) = f COD(uy, 6) COD (L, uy) dt
0

Operacija * samo definiSe posedovanje slede¢ih osobina:

1) C = C je kopula.
2) =*je asocijativna.

Koriste¢i * proizvod, uslov (2) iz teoreme 4.5.1.1.2 se moze korigovati na slede¢i naéin

Cst = Csy * Cyp zabilokojes <u <t
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4.5.1.3. KONSTRUKCIJA LANACA MARKOVA

Pokazimo kako vremenski diskretan proces Markova (odnosno, lanac Markova)
moze biti konstruisan navode¢i marginalne raspodele 1 kopule. Neka je T=N, a
konstrukcija {X,,,n = 1,2, ... } se formira na slede¢i nacin:

1) Dodeliti kopulu C;, 5,4+ slucajnom paru (X,, X;,,1) na bilo koji nacin.
2) Zak > 1 definisati kopule za (X,, X,+x) kao

Cn,n+k = Cn,n+1 * Cn+1,n+2 * o * Cnyk—1n+k

3) Dodeliti neprekidnu marginalnu funkciju raspodele FE, za X,,.
4) Zahtevati da n-dimenzionalna raspodela za n > 2 zadovoljava uslovnu
nezavisnost procesa Markova.

Primetimo da kopule dodeljene u koracima (1) 1 (2) su kopule procesa Markova,
bez obzira na to koja raspodela je dodeljena u koraku (3).

4.5.2. MODELI MARKOVA ZA SLUCAJNE EFEKTE

U odnosu na Poissonov dinamic¢ni ucestali kredibilnosni model, pretpostavke A4
- A6 su zasnovane na lognormalnim slucajnim efektima. Slicne pretpostavke su
koriS¢ene u dinami¢nom kredibilnosnom modelu zasnovanom na GLM modelima. Sada
bismo takode zeleli da moZemo da odredimo druge raspodele za slucajne efekte, kao Sto
je gama zakon (koji olakSava Bayesianovu analizu podataka). U vezi sa tim,
konstrukcija kopulama je u prvom planu. U ovom odeljku ¢emo razmotriti modele
Markova za proces {04, @5, ... } u dinami¢nom kredibilnosnom modelu.

Na osnovu Sklarove teoreme, zajednicka funkcija raspodele H od (@;_4,0;) se
moze zapisati kao

P{Gt—l <60:-1,0; < 9t} = H(0;-1,0,) = C(Fe(gt—l)rFG(et))

za neke kopule C(-, +). Primetimo da pretpostavka stacionarnosti za @; osigurava da
kopula za slu¢ajan par (@;_;, ®;) ne zavisi od t. U nekim konstruktivnim postupcima
ubacivanje neke funkcije raspodele (na primer, gama) u neku kopulu C(-, -) vodi ka
korelisanoj strukturi za ©;.

Iz teoreme 2.1.3.5 znamo da uslovna funkcija raspodele od @, za dato @;_; je
data sa :

d
h(9t|9t—1) = a_etH(9t|9t—1) = C(F@(Ht_l),F@(Ht))f@(Ht)

Kopule sa dve vrednosti nude mocan alat za konstrukciju autoregresivnih
modela za ne-Gaussovske podatke. Posebno, selektovanjem nekih kopula C i
marginalnih funkcija raspodele Fg racunamo H i zajednicka funkcija gustine od @ je
data sa
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fo(0) = fo(01)h(6,161) ... h(6,]0,_1) = (4.12)

T
= (]_[ f@(et)> C(Fo(61), Fo(62)) .. C(Fo(0r-1), Fo(61))

Napomena:

Uzimaju¢i u obzir da je C(u,v) = min{u,v} dolazimo do komonotonosti
slu¢ajnih efekata koji nas vode do staticnog kredibilnosnog modela.

4.5.3. ZAVISNOST UZROKOVANA AUTOREGRESIVNIM KOPULA
MODELIMA U DUNAMICNOM UCESTALOM
KREDIBILNOSNOM MODELU

U opstim autoregresivnim modelima uzrokovanim kopulama sa dve vrednosti C,
zavisna struktura Y; nastaje pod uticajem osobina od kopule.

Teorema 4.5.3.1

U modelu A1 - A2 iz definicije 4.3.1.1, ako je zajednicka funkcija gustine oblika
(4.12), onda je Y; MTP; sto pobezbeduje da je kopula C tipa TP,.

Dokaz:
Autoregresija tipa 1 strukture (4.12) vodi do

T
fo,(8) = (]_[ f@(eit)) C(Fo(6:1), Fo(8:2)) - € (Fo(Bir-1), Fo6ir))

ako je (u,v) = C(u,v) TP,, tada sledi da je

(eit' 9i,t+1) - C (Fe(eit)rF@(ei,t+1))
takode TP, , paje © MTP,. [ ]
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5. ZAKLJUCAK

U ovom radu smo razmatrali raCunanje premija u osiguranju kada su rizici
zavise jedan od drugog. Modeliranje tipa zavisnosti smo prikazali koriS¢enjem principa
kopula, pri ¢emu smo videli da je najznacajnije kod ovog principa to $to iako nemamo
dovoljno informacija o zajednickoj funkciji raspodele, zavisnost mozZemo izmeriti
znajuci kakve su marginalne raspodele svakog od rizika. Odnosno, iz Sklarove teoreme
smo videli da je celokupna zavisnost opisana sa kopulom i1 odvojena je od marginalnih
raspodela.

Dalje smo razmatrali povezanost kopula sa razli¢itim merama zavisnosti kopula
slu¢ajnih promenljivih. Pa tako, jedan od nacina da se izmeri zavisnost je Pearsonov
koeficijent korelacije, koji prikazuje linearnu zavisnost izmedu kopula slucajnih
promenljivih. Takode, smo prikazali Kendallov i Spearmanov rang koeficijent
korelacije. Kendallov rang koeficijent korelacije meri razliku izmedu verovatnoce
saglasnosti 1 neslaganja, dok Spearmanov rang koeficijent korelacije je usvari
Pearsonov koeficijent primenjen na rangove.

Pored ovih koeficijenata prikazali smo 1 strukture zavisnosti kao $to su pozitivna
kvdrant zavisnost, pozitivhe stop - loss zavisnosti, uslovni nizovni rast, kao i totalnu
pozitivnost reda 2. Uslovni nizovni rast nam ustvari govori da uslovne raspodele rastu
sa vrednostima slucajne promenljive, u smislu stohasticke dominacije. Jaci uslov od
uslovnog nizovnog rasta je totalna pozitivnost reda 2, koja ustvari govori da velike
vrednosti jedne komponente teze da budu povezane sa velikim vrednostima druge.

Kako Poissonov kredibilnosi model predstavlja bitan deo u teoriji kredibiliteta, u
ovom radu smo pokazali da je broj podnetih zahteva od strane osiguranika u svari
rasporeden po Poissonovoj raspodeli. Ovaj princip je veoma koristan u autoosiguranju,
posto Poissonova raspodela dobro opisuje automobilske nesrece. Takode, smo videli da
ti modeli mogu da budu stati¢ni i dinami¢ni. Stati¢ni model ne uzima u obzir starost
zahteva, dok kod dinamicnog polazimo od pretpostavke da se faktori koji uti¢u na
podnoSenje zahteva razvijaju tokom vremana.

Jo§ jedan koncept zavisnosti koji smo obradili je asociranost, koja je veoma
korisna u Zivotnom osiguranju. Takode smo videli da je asociranost slabiji koncept
zavisnosti od uslovnog nizovnog rasta, a jaci od pozitivnih koncepata zavisnosti.

Ono $to ¢ini osnovu teorije kredibiliteta jesu linearni kredibilnosni modeli 1
meSovita raspodela. Videli smo da zavisnost uz meSovitu raspodelu izaziva jaku
pozitivnu zavisnost pod dodatnim predpostavkama za marginalne raspodele.

Takode, bitan deo osiguranja predstavljaju 1 bonus - malus sitemi, koji su usvari
sistemi nagradivanja i sankcionisanja osiguranika. Pa tako, u radu su predstavljeni ovi
sistemi sa razli¢itim tipovima zavisnosti.
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