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Predgovor

Bejzova statistika, nazvana po Tomasu Bejz (1701-1761.), je teorija u oblasti statistike u
kojoj se verovatnoca ishoda nekog dogadaja izrazava u vidu stepena verovanja (uverenja) da ce
se dati dogadaj realizovati, tzv. Bejzovih verovatnoca. Jedna od klju¢nih ideja Bejzove statistike
je da se verovatnoca smatra misljenjem, koje odrazava znanje, informacije i verovanje koje
posedujemo o nekom dogadaju, a da analiza podataka nije niSta drugo no revizija takvog
misljenja u svetlu novih relevantnih informacija. Bejzova analiza je pristup statisticke analize
koji je drugaciji od frekventisticke analize.

Bejzove ideje su predstavljene u aktuarskoj nauci u godinama nakon 1960. u vidu metoda
empirijskog kredibiliteta za uspostavljanje premija za polise osiguranja. Razvoj Bejzove
metodologije je bio spor zbog njegove subjektivne prirode, koja je ujedno jedan od njegovih
osnovnih kvaliteta, i zbog poteSkoca u vezi sa proracunima u Bejzovoj analizi.

Statisticka teorija kredibiliteta obezbeduje metode za ocenjivanje parametara podskupa date
populacije, tako Sto kombinuje rezultate za odredeni podskup sa rezultatima populacije kao
celine, koja je veca, i mnogo statisticki stabilnija. Aktuari retko Koriste teoriju kredibiliteta u
Cistom matematickom maniru. Podskupovi cele populacije imaju karakteristike koje nisu u
potpunosti poznate, stoga je neophodno uvesti rasudivanje aktuara kako bi se odredila upotreba
ovih karakteristika.

U ovom radu zelim da ukratko predstavim osnovnu Bejzovu paradigmu, uz osvrt na Siroku
primenu Bejzove analize. Takode, Zelim da, kroz primere, objasnim teoriju kredibiliteta, kako bi
Citalac imao razumevanje o stvarnoj prirodi kredibiliteta.

Glavna motivacija za obradu ove teme u master tezi, esencijalno lezi u vaznosti obradene
teorije. Naime, teorija kredibiliteta i Bejzova analiza predstavljaju jedan od temelja aktuarske
nauke, bez kog moderno osiguranje ne bi postojalo u obliku u kom ga danas poznajemo. Odatle
sledi i moja licna ambicija da istrazim i bolje razumem teoriju tako Siroke primene. Drugo,
jednako motiviSuce, za mene predstavlja €injenica da, iako je tema veoma popularna u svetu, ne
raspolazemo opseznom literaturom na srpskom jeziku, koja na sveobuhvatan nac¢in obraduje obe
teme.

Rad ¢e biti podeljen u tri tematske celine.
U uvodnom delu bi¢e navedeni osnovni pojmovi Bejzove statisticke analize bazirane na

Bejzovoj teoremi. Takode, bi¢e navedene glavne razlike ,,frekventisticke® i ,,Bejzove® statistike
kao i oblasti primene Bejzove analize.
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Centralni deo rada ¢e biti posveéen primeni Bejzove statistike u aktuarstvu, konkretnije bice
dati osnovni pojmovi teorije kredibiliteta.

Teoriju kredibiliteta u aktuarstvu ¢ini skup alata koji omogucéavaju osiguravacu da, na
osnovu istorijskih podataka, odredi buduc¢u premiju za odredeni rizik ili riziko grupu. Klju¢no
pitanje na koje teorija daje odgovor je koliki znacaj pri odredivanju premije polise osiguranja
ima iskustvo pojedinacnog osiguranika ili jedne riziko grupe u odnosu na prosecno iskustvo date
klase osiguranika. Drugim refima, koliko verujemo licnom iskustvu pojedinac¢nog osiguranika.
Kvantitativno formuliSu¢i gore navedeni problem, bice predstavljene teorija kredibiliteta
ogranicene fluktuacije i teorija kredibiliteta visoke preciznosti.

Ako pretpostavimo da nivo rizika svakog osiguranika karakteriSe parametar rizika 6 sa
raspodelom verovatnoce m(6), onda iskustvo, odnosno stetu osiguranika sa datim parametrom 6
dobijamo iz uslovne raspodele fyjo(x|6). Odredivanje vrednosti parametara u(6) = E(X;|0 =
0), v(0) =Var(X;|0 = 0), u = E[u(®)], v=E[v(0)] i a =Var[u(®)], gde je j=1,...,n
prosli vremenski period, moguce je ukoliko se pretpostavlja da su fye(x|6) i m(6) poznate.
Iako je to zgodno pretpostaviti zarad ilustracije metodologije, u praksi ¢esto nemamo predznanje
o tim raspodelama. Prakti¢na upotreba teorije zahteva da se nepoznati parametri ocene na osnovu
podataka, kako bi model $to bolje oslikavao stvarnost. Stoga ¢e se razmotriti empirijsko Bejzovo
ocenjivanje parametara kroz neparametarsko, semiparametarsko i parametarsko ocenjivanje.

Veliku zahvalnost dugujem svojoj mentorki, Zagorki Lozanov-Crvenkovi¢, na pruzenim savetima
I smernicama tokom pisanja ovog rada.

Takode, zahvalila bih se clanovima komisije, Ljiljani Gaji¢ i Ivani Stajner-Papuga, na svom
prenetom znanju i lepoj saradniji.

I na kraju, najveéu zahvalnost dugujem svojoj porodici, ocu Bosku i majci Radmili, a narocito
sestri Mini, na nesebicnoj podrsci tokom citavog Skolovanja.

Novi Sad, oktobar 2016. Bojana Bobar
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Poglavlje 1

1. Bejzova statistika

Po misljenju velikog broja statisticara, postoje dva medusobno iskljucujuca pristupa analizi
podataka. ,Klasi¢na“ ili ,frekventisticka® teorija, koja se sastoji od intervala poverenja i
testiranja hipoteza, se najvise koristi i najrasprostranjenija je u tipi¢nim statistickim tekstovima.
S druge strane, ,,Bejzova“ statistika, analiza zasnovana na Bejzovoj teoremi, privukla je malu
grupu strastvenih pristalica. Debata se odvija u mnogim radovima, od kojih je jedan ,,ZaSto
nismo svi Bejzovei?*!, i ve¢ godinama ne prestaje da jenj ava.?

Ovo poglavlje predstavlja uvod u Bejzovu statistiku sa osvrtom na oblasti primene.

1.1. Sta je Bejzova analiza?

% znanja.”

“Danasnja predvidanja su sutrasnja priorna
Naucno istrazivanje je iterativni process integracije i akumuliranja informacija. Istrazivaci
ocenjuju trenutno znanje o problem koji se izuCava, sakupljaju nove podatke da bi naslhi
odgovore na preostala pitanja, i potom azuriraju i oplemenjuju svoje razumevanje da bi pripojili i
nove 1 stare podatke. Bejzova analiza daje logic¢an 1 kvantitativan okvir za ovaj proces.

Izraz "Bejzov" se odnosi na svestenika Tomasa Bejza’. Razvoj teorije verovatnoce na
pocetku 18. veka je iznedrio odgovor na pitanja u vezi sa kockanjem, i podupreo nove 1 slicne
ideje u vezi sa osiguranjem. Javio se problem, poznatiji kao pitanje obrnute verovatnoce:
matematicari tog vremena su znali kako da pronadu verovatnocu da ¢e, recimo, ¢etvoro ljudi, iz
skupa od 60 ljudi starosti 50 godina, umreti u datoj godini, ukoliko je poznata verovatnoca
umiranja za svakog od njih. Ali nisu znali kako da izracunaju verovatnoc¢u da ¢e jedan
pedesetogodiSnjak umreti, na osnovu opservacije da je umrlo ¢etvoro od njih 60. Odgovor na ovo
pitanje je dao Tomas Bejz u radu koji je objavljen 1763. godine, godinu dana nakon njegove
smrti. Kao 1 veliki broj obrazovanih ljudi tog vremena, Bejz je bio svestenik i samouki nau¢nik i

L "Why Isn't Everyone a Bayesian?", Efron, 1986

2 Vidi [4].

3 <A priori“ se prevodi kao onaj koji se odnosi na ili je dobijen rasudivanjem iz o&iglednih propozicija.
* Vidi [16].

® Thomas Bayes
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matematicar. Njegovo reSenje, poznato kao Bejzova teorema, predstavlja temelj modernog
Bejzovog pristupa analizi svih vrsta podataka, koje po njemu nosi ime.

1.2. Ko je Bejz?

2l
. g

Slika 1.1 Tomas Bejz (roden u Londonu 1702. — umro u Tanbridz Velsu 1761.)

Tomas Bejzje prvi matemati¢ar koji je induktivno koristio verovatnoéu i ustanovio
matematicku osnovu za analizu verovatnoce (Sredstva analize, verovatno¢u da ¢e se dogadaj
realizovati u budué¢im ponavljanjima na osnovu broja ponavljanja u kojima se dogadaj nije
realizovao).’

Svoje pronalaske u vezi sa verovatno¢om je naveo u eseju ,,Na putu reSenja problema iz
doktrine verovatnoc¢a® (1763), koji je posthumno objavljen u radu ,Filozofske transakcije
Londonskog kraljevskog udruzenja“.

Jedini radovi koje je za zivota objavio su u originalu nazvani ,,Divine Benevolence, or an
attempt to Prove That the Principal End of the Divine Providence and Government is the
happiness of His Creatures (1731) i ,,An Introduction to the Doctrine of Fluxions, and a
Defence of the Mathematicians Against the Objections of the Author of the Analyst “ (1736), koji
je vise puta BiSop Berkli® napadao na logi¢kim osnovama Njutnove analize.

Bejz je bio sin svestenika Dzosue Bejzag, nekonformisti¢kog ministra, a sam je od 1731. bio
prezbiterijanski ministar u Tanbridz Velsu'®. Misli se da je primljen u Kraljevsko drustvo zbog

¢ Vidi [17].

"Vidi [17].

¢ Bishop Berkeley

° Rev. Joshua Bayes
% Tunbridge Wells
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rasprave u kojoj je 1736. branio stavove i filozofiju Sera Isaka Njutna. Sahranjen je u Engleskoj
u poljima Banhil'* londonskog parka.

Doprinosi Tomasa Bejza su dobili status besmrtnosti, nakon $to je fundamentalna propozicija
verovatnoc¢e po njemu nazvana Bejzovo pravilo.

1.3. Bejzova paradigma

Bejzov pristup pretpostavlja da su samo trenutno posmatrani podaci relevantni za analizu i da
je raspodela populacije ta koja je promenljiva. Nepoznati parameter koji posmatramo je 8, a ono
Sto je poznato je funkcija raspodele m(60), koja izrazava naSe trenutno relativno misljenje o
verodostojnosti da su razne moguce vrednosti za 6 stvarne vrednosti. Ovo se zove priorna
raspodela, zato Sto predstavlja stanje naSeg znanja pre nego Sto smo izveli eksperiment ili pre
nego Sto smo videli podatke iz opservacija.

Za ocenu parametara, sledece definicije opisuju proces, a potom Bejzova teorema daje reSenje
za opisani problem.*

mDefinicija 1.1

Priorna raspodela je funkcija raspodele verovatnoca za prostor svih mogucih vrednosti
parametra 6. Oznacava se sa w(0) i predstavlja nase misljenje u vezi sa relativnom Sansom da
razne vrednosti za 6 budu stvarne vrednosti parametra.®™

Kada je nejasno ili ako slu¢ajna promenljiva mozZe biti apsolutno neprekidna, diskretna ili
meSovita, koristimo izraz funkcija raspodele. U formulama, u skladu sa tipom raspodele,
integrale treba zameniti sa sumama.

Odredivanje priorne raspodele je oduvek predstavljalo Siroko rasprostranjenu barijeru za
prihvatanje Bejzovog metoda. Gotovo je sigurno da vase iskustvo daje neki uvid u moguce
vrednosti za parametar, pre nego $to se prvi podatak opazi. Ono Sto je komplikovano, jeste
prevodenje ovakvog znanja u raspodelu verovatnoce.

Zbog poteskoce pronalaska priorne raspodele koja je ubedljiva (moracete ubediti druge da su
vasa priorna miSljenja validna) i mogucnosti da zapravo nemate formirano nikakvo priorno
misljenje, definicija o priornoj raspodeli se moze popustiti.

mDefinicija 1.2
Neispravna priorna raspodela je ona cije su verovatnoce nenegativne, ali im je suma (ili
integral) beskonacan.

11 Bunhill Fields
2 vidi [1].
13 parametar O moze biti skalar ili vektor.
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Velika koli¢ina istrazivanja se bazirala na odredivanju takozvane neinformativne ili nejasne
priorne raspodele. Njena svrha je da reflektuje minimalno znanje. Ne postoji univerzalni dogovor
za formiranje nejasne priorne raspodele. Medutim, postoji dogovor da je odgovarajuca
neinformativna priorna raspodela za skalirni parametar m(8) = 1/6,60 > 0. Primetimo da je
0VO neispravna priorna raspodela.

Drugi pojam je funkcija raspodele f(x|68). Ona opisuje relativnu verodostojnost da ¢e se razne
vrednosti x realizovati izvodenjem eksperimenta, u slu¢aju da je 6 stvarna vrednost parametra.
Ona se jo$ naziva raspodela modela i zajednicka je i za Bejzovu i za klasi¢nu analizu. Treba
napomenuti da je moguée da ix i 6 budu vektori, gde su x vrednosti iz uzorka, a 8 skup
nepoznatih parametara.

mDefinicija 1.3

Raspodela modela je funkcija raspodele prikupljenih podataka, ako je data odredena vrednost
parametra. Medutim, konzistentno sa Bejzovom notacijom, raspodela modela se oznacava sa

fxje (X16),
gde je koris¢ena vektorska notacija za X da nas podseti da se ovde pojavljuju svi podaci.

Dakle, kao i kod ocene maksimalne verodostojnosti, moramo biti u moguénosti da napiSemo
funkciju verodostojnosti za datu situaciju.

Prisetimo se sada koncepta viSedimenzionalne statisticke analize.

Ako vektor sa opservacijama x = (xy,+,x,)T ¢ine medusobno nezavisne, jednako
raspodeljene sluc¢ajne promenljive, onda

fxe(X180) = fxj0(x116) -+ fxjo (x410).

mDefinicija 1.4
Zajednicka funkcija raspodele ima funkciju raspodele

freo(x,0) = fxjo(x|6)m(6).

mDefinicija 1.5
Marginalna raspodela za x ima funkciju raspodele™®

fX(X) = ffx|@(x|9)n(9)d9.

14 v . . . . e e ..
U slucaju da imamo viSe od jednog parametra, ovo ¢e biti viSestruki integral.
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Slede¢a dva pojma su kljucni rezultati Bejzove analize. Posteriorna raspodela nam govori
kako se menjalo nase misljenje o parametru, predstavlja nase revidirano misljenje 0 6, nakon $to
smo videli rezultate tekuc¢eg eksperimenta. Sada ova raspodela sadrzi svo nase predznanje o
nepoznatom parametru, bas kao Sto je i1 priorna raspodela ranije sadrzala nase predznanje.
Prediktivna raspodela nam govori kako moze izgledati sledeca opservacija, uz date informacije
sadrzane u podacima.

mDefinicija 1.6
Posteriorna raspodela je uslovna raspodela od parametara, za date posmatrane podatke.
Oznacava se sa

Tox (0]%).
Od najveceg interesa je buduca vrednost opservacije.

mDefinicija 1.7

Prediktivna raspodela je uslovna raspodela za novu opservaciju y, uz date podatke x. Oznacava
se sa

frix(v1x).

Primetimo da ova raspodela ne mora da se poklapa sa modelom koji je dao vrednosti x, veé
mora da zavisi od istog parametra 6.

U slede¢em koraku koristimo Bejzovu teoremu da izraCunamo posteriornu (prilagodenu)
raspodelu za 6.

mTeoremal.l
Posteriorna raspodela se dobija formulom

fxje x|0)7(6)
e x(0]X) = , 1.1
R PR —
dok se prediktivna raspodela moze izracunati sa
frx 10 = [ frio10) mox(@1)de, (12)

gde je fye(y|6) funkcija raspodele od nove opservacije, za datu vrednost parametra.

Prediktivna raspodela se moze tumaciti kao meSovita raspodela, gde se mesSovito odnosi na
posteriornu raspodelu.

Konaéni korak je upotreba posteriorne raspodele da se izvuku adekvatni zakljucci za
razmatrani problem.

10
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1.4. Analiza i predvidanje

U jednom smislu, analiza je gotova. Pocnemo sa distribucijom koja kvantifikuje nase znanje o
parametru i/ili slede¢oj opservaciji, i zavr$§imo sa revidiranom (prilagodenom) distribucijom. Ali,
pretpostavimo da na$ Sef nece biti zadovoljan ako odredimo raspodelu, kao odgovor na njegov
zahtev. Nema sumnje, trazi se specifican broj, mozda ¢ak i sa marginom za gresku. Uobicajeno
Bejzovo resenje jeste da se uvede funkcija gubitaka(Stete).
mDefinicija 1.8
Funkcija tete 1;(;,6;) opisuje penale koje placa investitor kada je §; ocena a 6; stvarna
vrednost j-og parametra.

Mozemo imati i viSedimenzionalnu funkciju Stete [(8, 8), koja omogucuje da Steta simultano
zavisi 1 od greSaka u raznim ocenama parametara.

mDefinicija 1.9

Bejzova ocena za datu funkciju Stete je ona ocena koja minimizuje ocekivani gubitak, za datu
posteriornu raspodelu razmatranih parametara.

Tri najcesce koriS¢ene funkcije Stete su definisane na sledeci nacin.
mDefinicija 1.10
Za Stetu kvadratne greske, funkcija stete je (Svi indeksi su izostavljeni zbog jednostavnosti)
1(8,0) = (6 —0)".
Za apsolutnu Stetu, funkcija Stete je
1(8,6) = |6 -9
Za nula-jedan Stetu, funkcija stete je
1(9,9) =0akob =0,
a inace je 1.

Sledeca teorema pokazuje Bejzove ocene za tri najcesce funkcije Stete.
mTeorema 1.2

Za Stetu kvadratne greske,Bejzova ocena je sredina posteriorne raspodele;za apsolutnu gresku,
to je medijan; a za nula-jedan stetu, to je mod.

Primetimo da nema garancije da ¢e sredina posteriorne raspodele postojati, niti da ¢e medijan
ili mod posteriorne raspodele biti jedinstveni. Dalje primetimo da, ukoliko se koristi neispravna
priorna raspodela m(6) = 1 i ocena je mod posteriorne raspodele, onda ¢e ocena biti jednaka
oceni maksimalne verodostojnosti. Ukoliko se drugacije ne naglasi, pojam Bejzova ocena ¢e se
odnositi na sredinu posteriorne raspodele.

11
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Cesto se trazi oGekivana vrednost prediktivne raspodele u svrhu prognoziranja. O njoj
mozemo razmiSljati kao o tac¢kastoj oceni za (n + 1). opservaciju za datu priornu raspodelu i za
date prvih n opservacija:

E(Y]x) = f YhrxGIXdy
- f y f fri0Y10) o (01X)dOdy
- f T (01%) f Vo (18)dydo

= f E(Y|0)mex(81x)d6. (1.3)

Jednacina (1.3) se moze tumaciti kao tezinska sredina, gde kao tezine koristimo posteriornu
raspodelu.

Bejzov ekvivalent intervala poverenja se lako racuna uz pomo¢ sledece definicije.
mDefinicija 1.11
Tacke 1| < udefinisu 100(1 — a)% kredibilni interval za 6; za bilo koji par (I, u) koji
zadovoljava®™
Prl<o@;,<ulx)>1-a.

Ovaj kredibilitet ne treba mesSati sa aktuarskim kredibilitetom, o kome ¢emo pricati u
Poglavlju 2.

Nejednakost je prisutna u slu¢aju kada je posteriorna raspodela za 6; diskretna, ali tada postoji
mogucnost da verovatnoca ne bude tatno 1 — a. Ova definicija ne daje jedinstveno reSenje.
Sledeca teorema nam daje nacin za odredivanje jedinstvenog intervala i mozda najpozeljnijeg
izbora za krajnje vrednosti intervala.

mTeoremal.3
Ako je posteriorna slucajna promenljiva 6;|x neprekina i unimodalna'®, onda je 100(1 — a)%
kredibilni interval sa najmanjom razlikom u — [ jedinstveno resenje za:

u
j- ﬂ@]|x(6]|X)d6] =1- a,
l

Tox([[X) = mox (u[X).

Ovaj interval je specijalan slucaj kredibilnog skupa najvece posteriorne gustine (NPG)*.

Y\ potice od reci ,, lower* §to znaci donji, a u potice od ,,upper* §to znaci gornji.
16 Raspodela je unimodalna ako postoji samo jedan mod.
" highest posterior density (HPD)
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Posteriorna
raspodela — Interval NPG

0.7 — — Interval jednake verovatnoce
06—
0.5
04—
0.3 —
0.2
0.1

0 : ]

0 1 2 3 4 5
Alfa

Slika 1.2 Dva Bejzova kredibilna intervala.

—
-

Sledeca definicija nam daje ekvivalentan rezultat za bilo koju posteriornu raspodelu.
mDefinicija 1.12
Za bilo koju posteriornu raspodelu, 100(1 — a)% kredibilnog skupa NPG predstavlja skup
vrednosti parametara iz C takvih da je

Pr(jeC)=1-a (1.4)
C= {Hj: g, x(6;]x) = c} zaneko c,

gde je c najveca vrednost za koju vazi nejednakost (1.4).

Ovaj skup moze sacinjavati i1 unija viSe intervala, §to se moze desiti kod viSemodalne
posteriorne rapodele. Ova definicija daje skup intervala minimalne Sirine koji imaju trazenu
posteriornu verovatno¢u. Skup se konstruiSe tako §to se po¢ne od velike vrednosti za ¢ , koja se
potom smanjuje. Kako se ¢ smanjuje, skup C se povecava zajedno sa verovatno¢om. Ovaj proces
se nastavlja sve dok verovatnoc¢a ne dostigne vrednost 1 — a.

Nekad se moze desiti da je lakSe izraCunati momente posteriorne raspodele, nego njene
verovatnoc¢e. Tada mozemo koristiti Bejzovu centralnu grani¢nu teoremu.

mTeorema 1.4
Ako su m(0) i fxje(x|0) dvaputa diferencijabilne u 6 i ako vaze uobicajeno zadovoljene
pretpostavke, onda je posteriorna raspodela od © za dato X = x asimptotski normalna.

Bejzova centralna grani¢na teorema tvrdi da se, pod odgovaraju¢im uslovima, posteriorna
raspodela moZe aproksimovati sa normalnom raspodelom, pa je kredibilni interval priblizno
: 19

jednak

'8 Berger, J. (1985), Bayesian Inference in Statistical Analysis, 2nd ed., New York: Springer-Verlag.
19\ /i 4;
Vidi [4].
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E(6;]x) ¥ z,_av/Var(6]x).

Kao i kod uobicajene centralne grani¢ne teoreme, aproksimacija se poboljsava kada broj
opservacija raste.

Kada su nam potrebni samo momenti, onda je korisno upotrebiti formule dvostrukog
oc¢ekivanja.
Ako momenti postoje za bilo koje slucajne promenljive X 1 Y, onda su

E(Y) = E[E(Y|X)], (1.5)
Var(Y) = E[Var(Y|X)] + Var[E(Y|X)]. (1.6)

Za prediktivnu raspodelu vazi:
E(Y[x) = Egix[E(Y]0,%)]
= Egx[E(Y[0)]

Var(Y|x) = Eg|x[Var(Y|®,x)] + Vargx[E(Y|0,x)]
= Egx[Var(Y|©)] + Vargx[E(Y[©)].

1.5. Konjugovane (srodne) priorne raspodele i linearno eksponencijalna familija

Sledi definicija velike familije raspodela, koja obuhvata mnoge raspodele znacajne za aktuare
i koja ima svoju primenu u Bejzovoj analizi i teoriji kredibiliteta.

mDefinicija 1.13
Slucajna promenljiva X (diskretna ili apsolutno neprekidna) je ¢lan linearno® eksponencijalne
familije raspodela, ukoliko se njena raspodela moze parametrizovati sa parametrom 0 1 izraziti
na sledeci nacin

p(x)e*

2(0) (1.7)

f(x;0) =

Funkcija p(x) zavisi samo od x (ne i od 6), dok je funkcija q¢@) normalizaciona konstanta.
Takode, oslonac slucajne promenljive ne sme zavisiti od 0. Parametar 0 se naziva prirodan
parametar raspodele.

mPrimer 1.1
Pokazi da eksponencijalna raspodela ima oblik (1.7).

0 linearno* oznagava da je stepen kojim se eksponira zapravo linearna funkcija od x.
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Resenje:
Raspodela je data sa

fB) =p e Fx,
Neka je 8 = 1/, tada je raspodela jednaka
f(x0) =

1e—9x
g1

Sto je oblika (1.7) sap(x) = 1iq(8) = 1/6. m

mPrimer 1.2
Pokazi da je Poasonova raspodela ¢lan linearno eksponencijalne familije.

Resenje:
Raspodela je data sa

ewh  (1/x1)e”Cindx

foid) = x! et
Neka je 8 = —InA, tada je raspodela jednaka
(1/x))e=%*
f(x;0) = T
Sto je oblika (1.7) sap(x) = 1/x!i q(8) = e’ Obratite paznju da je u ovakvoj parametrizaciji
sredina Poasonove raspodele jednaka e ~¢ m
mPrimer 1.3

Pokazi da je normalna raspodela sa sredinom p i poznatom varijansom v clan linearno
eksponencijalne familije.

Resenje:
Raspodela je data sa

1 1
Fi ) = @) Zexp |- (x = 7’|
1 x* u ot
= (2 2 —_— - —
(2mv) exp( 5 + y X 5

! %
~ (2mv) 2 exp (— %) exp (% x)

2
exp (55)

Neka je 8 = —u /v, tada je raspodela jednaka
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(271'1))_% exp —x—z exp(—0x)
f(x;6,v) = ( 9221;> ,
exp (T)
Sto je oblika (1.7) sap(x) = (va)_% exp (— g) ig(B) =exp (ezﬁ) O

Nadimo sada sredinu i varijansu rasopodele zadate sa (1.7).
Primetimo da je
Inf(x;0) = Inp(x) — 8x — Inq(6).
Diferencirajmo sada po 6 da bismo dobili
q'(6)

)
5/ (:0) = [—x ~ @ l f(x; 6). (1.8)

Sada integralimo (ili sumiramo) po vrednostima za x (za koje znamo da ne zavise od 6) da
bismo dobili

9 . _ _ _q'(6) _
fﬁf(x, 0)dx = fxf(x, 0)dx 0 ff(x, 0)dx.

Sa leve strane jednakosti, obrnimo redosled integracije i diferenciranja (ili sumiranja) da bismo
dobili

%U f(x; H)dx] = - f xf (x; O)dx — ZI,((g))ff(x; 6)dx.

Znamo da je [ f(x;0)dx = 1idaje [ xf(x; 8)dx = E(X), stoga je

0 q'(6)
Drugim re¢ima, sredina je
) = u(@) =~ T — _ % 1hac0) (19)
q(6) a6 ' '

Da bismo odredili varijansu, (1.8) moZemo drugacije zapisati

0
=51 (x:6) = =[x — p(O)]f (x: ).

Opet diferenciramo u odnosu na 6 da bismo dobili
02 . 0
552/ (6 0) =W (O)f (x;0) — [x — (@] 55 (x; 6)

=W (O 0) + [x — u(@]*f (x; 6).

Opet integralimo po skupu vrednosti x da bismo dobili
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aZ
[ 57z orax =@ [ rosorax+ [1x - u@Pros o)ax

Ovo drugacije zapisujemo
02
[ w@rrCs 018 = —w @) + 5 [ Fos0)ax

Posto je u(6) sredina, leva strana jednakosti je varijansa (po definiciji), i posto je drugi sabirak
sa desne strane jednakosti jednak nula, dobijamo

2

0
Var(X) =v(0) = —u'(0) = Wlnq(e). (1.10)

mDefinicija 1.14

Za priornu raspodelu se kaze da je konjugovana priorna raspodela za dati model, ako je
rezultujuca posteriorna raspodela iz iste familije kao i priorna raspodela (ali verovatno sa
drugacijim parametrima).

Sledeca teorema tvrdi da, ako je model ¢lan iz linearno eksponencijalne familije raspodela,
konjugovana priorna raspodela se lako pronalazi.

mTeorema 1.5
Neka je dato ® = 0 za medusobno nezavisne i jednako raspodeljene slucajne promenljive
X4, .., Xy, sa raspodelom verovatnoca

( ) —ij
fx;10(x;|6) = %:

gde © ima raspodelu

0 —ke—e,uk
() = 4O ’
c(u, k)
gde su k i u parametri raspodele, a c(u, k) je normalizaciona konstanta. Tada je posteriorna

raspodela g x (6|x) istog oblika kao i 7(8).

Dokaz:
Posteriorna distribucija je

[T p(x)]e 2% [q(0)] *e—Ork

mO) o = gy G )
x [q(0)]"**Mexp I(—H %) (k + n)l

« [q()]7* exp(—6u’k™),
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Sto je istog oblika kao (0) sa parametrima
k*=k+n
. Mkt XX k n
= = u—+ X.
k+n k+n k+n

mPrimer 1.4
Pokazi da je Gama raspodela, konjugovana priorna raspodela za Poasonov model, definisana
kao u Teoremi 1.5.

ResSenje:
Iz Primera 1.2 imamo da je q(0) = e’ iN= exp(—0). Na osnovu teoreme, priorna raspodela
je data sa

m(0) « [exp(e“’)]_k exp(—0uk).
Tada je priorna gustina za A
(1) o« [exp(2)
$to je gama distribucija sa a = uk i 8 = =. lzraz 171 potie od |d8/dA|, §to je potrebno za
smenu promenljive. i

_k/lﬂkﬂ_l — Aﬂk—le—lk'

[E—

Bl

Drugi poznati primeri ¢lanova linearno eksponencijalne familije raspodela uklju¢uju binomnu
I negativnu binomnu raspodelu sa beta konjugovanom priornom raspodelom. Sli¢no, gama je
konjugovana priorna raspodela za eksponencijalnu raspodelu.

1.6. PoteSkoce pri raCunanju

Postoje tri glavna problema u vezi sa Bejzovom paradigmom.

Jedan je odabir priorne raspodele. Ovo je aspekt Bejzove analize koji se najcesée kritikuje, sa
prigovorom da licna priroda ove raspodele uklanja auru objektivnosti, koja se ocekuje oko
naucnog istraZivanja.

Drugo je odabir modela. Ovaj problem nije nista drugaciji od onog sa kojim se susrecu svi
analiticari.

Nakon $to se odrede prethodna dva elementa, analizu €ini evaluacija odgovarajucih izraza kao
Sto je dato u prethodnim odeljcima. lako formule izgledaju jednostavno, koriS¢eni integrali su
¢esto veoma komplikovani za izraCunavanje. Za jednog Bejzovog analiticara je od esencijalne
vaznosti da ume da izvede viSestruku numeri¢ku integraciju. Za ovaj problem, do sada je
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razvijeno veliki broj tehnika, od kojih su neke prezentovane u [4]. Medutim, %'edna tehnika koja
je danas Siroko rasprostranjena se zove Markovi lanci Monte Karlo simulacije.*

1.7. Frekventisticka i Bejzova statistika

U ovom odeljku neéemo favorizovati jedan statisticki pristup u odnosu na drugi, ve¢ ¢emo
predstaviti odredene karakteristike koje odlikuju razlike izmedu ova dva pristupa.

Ako verovatnoéu ishoda nekog dogadaja karakteriSemo kao verodostojnost sa kojom ¢e se taj
posmatrani dogadaj realizovati, onda se osnovna razlika ova dva pristupa ogleda u razli¢itom
tumacenju pojma verodostojnosti.?

Frekventisticko shvatanje pojma verovatnoce daje okvir i smatra se osnovom klasi¢ne
statisticke metodologije. Prema ovom shvatanju, koncept verovatnoce treba da bude objektivan i
osloboden uticaja bilo kakvih subjektivnih faktora i verovatno¢a se moze definisati i primeniti u
situacijama koje se mogu iznova i iznova ponavljati pod identi¢nim uslovima. Frekventisti¢ke
metode su jo§ poznate i kao metode najvece plreciznosti.23 Frekventisticki pristup definise
verodostojnost kao relativnu ucestalost pozitivnih ishoda posmatranog dogadaja, odnosno broj
ponavljanje u n pokusaja (izvodenja eksperimenta).

Prema Bejzovoj statistici pojam verovatnoce se tumaci na subjektivan nacin, gde verovatnocéa
predstavlja stepen uverenja koji se koriguje u trenutku kada informacije ili podaci postanu
raspolozivi. Bejzov pristup pretpostavlja da su samo trenutno posmatrani podaci relevantni za
analizu i da je raspodela populacije ta koja je promenljiva. Ovaj pristup odlikuje upotrebna
priornih informacija i izrazava verodostojnost u vidu stepena verovanja (uverenja) da ¢e se dati
dogadaj realizovati. Priorne informacije postoje u izobilju i poti€u iz prethodnih studija,
objavljenih radova, intuicije istrazivaca, miSljenja nezavisnih eksperata, iz pogodnosti, srodnosti,
neodredenosti itd. Bejzova statistika ima veliku primenu u aktuarstvu, o ¢emu ¢emo viSe pricati u
narednom odeljku.

U tabeli koja sledi navodimo neke opre¢ne stavove, koji odlikuju razli¢ite statistiCke
- 24
pristupe.

Frekventisti¢ki pristup Bejzov pristup

Tradicionalan stav da je uzorkovanje Nepoznati kvantiteti se tretiraju probabilisticki
beskonacno i da pravila odluc¢ivanja mogu biti i stanje sveta se uvek moze azurirati.
precizna.

2 Dobra diskusija o ovom metodu se moze naéi u radu Scollnik, D. (2001), “Actuarial Modeling with MCMC and
BUGS,” North American Actuarial Journal, 5, 96-124.

22 Vidi [12].

2 Vidi [13].

#Vidi [15].
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Nepoznati parametri su fiksni i nepromenljivi
pod svim realnim okolnostima.

Nema a priori informacija za specifikaciju
modela.

Statisticki rezultati pretpostavljaju da podaci
poticu iz kontrolisanog eksperimenta.
Ponavljanje eksperimenta je vazno, bez obzira
na troskove koje iziskuje.

Studije su ponovljive.

Parametri su fiksni i ostaju konstantni tokom
ponavljanja procesa (eksperimenta).
Posmatrani podaci poti¢u iz ponovljenih
sluc¢ajnih uzorkovanja.

Javlja se ucestalost.

Verovatnoce su jednake za svaku studiju.
Kreira se interval poverenja.

Tumacenje 90% intervala poverenja: kolekcija
intervala, od kojih 90% njih sadrzi stvarnu
vrednost parametra.

U ponovljenom uzorkovanju, 90% realizovanih
intervala pokriva stvarnu vrednost parametra.

Svet se pre posmatra probabilisticki, nego kao
fiksan fenomen koji je ili poznat ili nepoznat.
Priorne informacije postoje u obilju, od velike
su pomo¢i i vazno je koristiti ih.

Pretpostavke se postavljaju veoma pazljivo i
¢esto se moraju braniti.

Svaki statisticki model koji je ikada napravljen
od postojanja sveta je subjektivan i to se mora
priznati.

Studije su fiksne.

Pararametri su nepoznati i opisani
probabilisticki.

Posmatrani podaci poticu iz realizovanog
uzorka.

Podaci su fiksni.

Verovatnoce se azuriraju sa svakom studijom.
Kreira se kredibilni interval.

Tumacenje 90% kredibilnog intervala: interval
koji ima 90% Sanse da sadrzi stvarnu vrednost
parametra.

Na osnovu posmatranih podataka, parametar ¢e
biti u intervalu sa verovatno¢om od 90%.

Tabela 1.1 Opreéni stavovi dva statisti¢ka pristupa

Cini se prikladnim da ovde parafraziramo delove diskusije, koju je u svom radu objavio Artur
Bejli®®, o razlikama u filozofiji aktuara 1 statisticara u uobicajenim poljima statisti¢kih studija.
Artur je bio aktuar, koji je viSe od bilo koga drugog doprineo znanju o teoriji kredibiliteta.?®

% Prvo, postoji verovanje da aktuari nezivotnog osiguranja nikada nisu liSeni predznanja
pre nego Sto pristupe statistickoj analizi. Kada se formira nova linija proizvoda
osiguranja, ili se uspostavlja nova klasifikacija, postoje znacajna odstupanja u misljenju
pojedina¢nih aktuara o tome koliko treba da iznosi nova premija, ali na kraju koncenzus
misljenja proizvodi premiju. Ova premija se potom ugraduje u misljenje aktuara kao
prava premija. Kasnije, kada se konac¢no prikupe stvarni podaci o Stetama iz nove klase ili
nove linije proizvoda, problem viSe nije koliko treba da iznosi nova premija, ve¢ na koji
nacin je potrebno izmeniti ve¢ postojec¢u premiju zbog prikupljenih opservacija.

s Statisticke metode, razvijene od strane matemati¢ara, se bave evaluacijom indikacija
grupe opservacija, pod precutnom ili implicitnom pretpostavkom da nije postojalo
nikakvo predznanje koje je prethodilo stvaranju tih odredenih opservacija. Kredibilnosne
procedure, kori§¢ene pri revidiranju premija, su razvili aktuari da bi dali konzistentnu
tezinu dodatnom znanju u kombinaciji sa ve¢ postoje¢im znanjem.

% Drugo verovanje aktuara neZivotnog osiguranja jeste da su oni u kontinualnom poslu.
Rizici nastaju i Sire se stalno. Stoga aktuar ima na hiljade premija koje treba revidirati u

% Diskusija Arthur L. Bailey, Journal of the American Teachers of Insurance, Vol. 17, p. 24 (1950)
26 \ /i A;
Vidi [5].
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relativno kratkim i ¢estim intervalima. Da bi mogao da napravi veliki broj ocena, odrice
se uslova, nametnutog od strane drugih statisti¢ara, da svaka ocena bude nepristrasna.
Umesto njega, moze nametnuti manje restriktivan uslov, da odredena grupa ocena
agregatno bude nepristrasna. Na ovaj na¢in se znacajno smanjuje varijansa u greSkama, u
odnosu na one koje bi nastale primenom prezentovanom metodom statistickog
ocenjivanja.

% Treéa narocCitost jeste da aktuari smatraju da su svi osiguranici medusobno razli¢iti. Na
primer, svaki voza¢ ima odredene navike koje su samo njemu svojstvene, za svaki
kamion se pretpostavlja da ima svoju rutu putovanja koja ga izlaze riziku drugacijem od
ostalih. Posedovanje ove pretpostavke je potvrdeno toliko mnogo puta u praksi, da je
razlika u rizicima postala osnovni koncept ili aksiom.

s Uprkos jedinstvenosti svojstvenih rizika razli¢itih osiguranika, svi su oni izlozeni
¢udljivosti Sanse i1 slucajnoj gresci klasifikacije i mere uobiCajene svim statistikama.
Statisticke metode, generalno poducavane i objavljivane u udZbenicima, se bave
populacijama za koje je ukupna varijacija rezultat ¢udljivosti Sanse i slucajne greske
merenja. Populacije u neZivotnom osiguranju se, medutim, sastoje od individua sa
varijansom u oc¢ekivanoj vrednosti nastalom usled nekih drugacijih razloga od gore
navedenih. Mora se pretpostaviti da se njihovi svojstveni rizici razlikuju, ¢ak i ako je
nemoguce precizno meriti te razlike. Ovo bavljenje heterogenim populacijama daje neke
veoma interesantne rezultate, ¢emu se statistiCari podsmehuju kao da je nemoguce, ali je
bez obzira na to, sasvim ispravno i opravdano.

Bez obzira da li se neko smatra pristalicom jednog ili drugog pristupa, svi su oni statisticari, i
u tom smislu, ¢ini se razumnim da bi za reSenje problema trebalo koristiti sve moguce
raspoloZive alate.

1.8. Primena Bejzove statistike

»Analiza u verovatnoc¢i je fascinantna tema, kojoj je sudeno da igra veliku ulogu u
aktuarskoj nauci; i mozda ¢e do¢i dan kada ¢e se istinski tvrditi da je aktuar uspeo da
spoji teoriju finansija sa teorijom verovatnoée.«?’

Generalno, u istoriji Bejzove statistike mozemo razlikovati odredene revolucionarne periode.
Pre pojave Markovih lanaca Monte Karlo simulacije, krajem osamdesetih i pocetkom
devedesetih godina proslog veka, to je bilo malo filozofsko polje u kome su se ljudi bavili
manjim problemima. Onog momenta kada smo na raspolaganje dobili kompjuterske alate, teorija
je prosto dozivela ekspanziju i primenu u raznim oblastima. Takva situacija se s godinama
menja, kako podaci postaju sve obimniji (upotreba koncepta Big Data), da tradicionalni algoritmi
koris¢eni devedesetih i ranih godina 21. veka viSe nisu toliko korisni. Jedna od veoma
interesantnih stvari u Bejzovoj statistici, jeste pokuSaj da se dizajniraju potpuno novi algoritmi,

27 phillips E. W., A Biometry of the Measurement of Mortality--privately published, p. 5 (1935)
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novi nacini analize i novi tipovi modela za stvarne visokodimenzionalne komplikovane podatke,
uz dozvoljavanje nesigurnosti i oCuvanje teorijskih garancija da su ovi modeli zaista dobri.?®

Bejzova paradigma se ve¢ dugi niz godina smatra najpogodnijom za primenu u analizi
razli¢itih modela iz oblasti aktuarstva, osiguranja i upravljanja rizicima. Po ugledu na aktuarska
drustva, koja su tokom vremena koristila Bejzov i Bulmanov kredibilitet za optimizaciju
preciznog odredivanja premija, i finansijski analiticari su poceli da koriste ovakav kredibilitet
kako bi optimizovali svoje procene beta koeficijenata i kretanja akcija.?®

Kao $to smo ve¢ pomenuli, do pocetka devedesetih godina proslog veka, Bejzovi metodi nisu
bili toliko vidljivi zbog poteSkoca u racunanju vrednosti visestrukih integrala. Medutim, primena
ovih metoda je svakako bila veoma rasprostranjena, S$to potvrduje istrazivanje na internet
pretrazivadu za zdravstvenu zatitu Medlajn®. U istraZivanju je upotreba kljuéne reéi ,,Bejzov*,
pokrivajuéi period od 1966. do 2001., proizvela 2,120 citata. Pretraga sa kombinacijom re¢i
,,Bejzov* sa naslovom Casopisa iz oblasti statisticke medicine je proizvela 178 citata. Ovih 178
citata obuhvala ¢lanke koji se bave klini¢kim ispitivanjem metodologija, rezultata, ekonomskom
evaluacijom troskova, donosSenjem odluka u klinickoj praksi, lekovima, meta-analizom,
sistemom prismotre, ekranizacijom i mapiranjem bolesti i metodama preiivljavanja.31

Treba jo§ pomenuti i primenu u analizi neuronskih mreZza(uz upotrebu brain-imaging
tehnologije) i njihovim vezama sa na¢inom ponasanja i formiranjem li¢nosti.

Po misljenju Dzima Bergera®’(Berger Jim), profesora statistickih nauka sa Djuk univerziteta u
SAD (Duke University), postoje Cetiri vrste problema za koje je primena Bejzove statistike
veoma znacajna:

e Bejzova statistika, sa uvodenjem subjektivnosti pri odredivanju priorne raspodele i
upotrebom njenog priornog znanja, od velike je pomo¢i kada sprovodimo istraZivanje u
oblasti u kojoj nemamo dovoljno raspolozivih informacija o posmatranom problemu.
Dzim se bavio problemom automobilske industrije u Micigenu, gde su pokusali da ocene
koliko je ekonomske dobiti moguce ostvariti u vezi sa efikasnoS¢u goriva 1 regulacijama
koje namece vlada. lzgradili su veliki komplikovani hijerarhijski model ukljucujuci
razliCite proizvodace, razliCita vozila, razlicite delove automobila koji uticu na efikasnost
goriva itd. Ustanovili su da za odredeni deo problema nemaju raspolozive informacije, te
su se obratili inZzenjerima kako bi iz razgovora sa njima, na osnovu njihovog ekspertskog
znanja, prikupili neophodne informacije.

e Druga vrsta problema su oni problemi koji se jednostavnije reSavaju uz primenu
Bejzovog pristupa. Na primer, jedan od strateskih modela za radne masine u industriji,
naime modeli komponenata varijanse. Kod ovog modela, primena Bejzovog pristupa je

% Preuzeto iz intervjua sa Donson Dejvidom(Dunson David), profesorom statisti¢kih nauka sa Djuk univerziteta u
SAD (Duke University). Vidi [12].

% Vidi [13].

%0 Medlajn (Medline) je kreiran od strane Nacionalne medicinske bibliteke u SAD.

¥ Diskusija Rozenberga (Marjorie A. Rosenberg), profesora sa Univerziteta u Viskonsinu u SAD (University of
Wisconsin). Vidi [14].

%2 Preuzeto iz intervjua sa Berger Dzimom. Vidi [12].

22



Master rad: Bejzova statistika i njena primena u aktuarskom kredibilitetu
Bojana Bobar

veoma jednostavna, dok alternative mogu biti veoma komplikovane. Na primer, metoda
maksimalne verodostojnosti je veoma Cesta alternativa koju koriste nebejzovci.

e U tre¢u klasu spada upotreba statistiCkih metoda od strane nestatistiCara. Nestatistic¢ari
nemaju najbolje razumevanje znacenja uobicajenih statisti¢kih testova, kao npr. znacenje
p vrednosti, Cije pogreSno tumacenje u nekim industrijama moze biti veoma skupo i
opasno. Tada je Bejzovo resenje, kao $to je posteriorna verovatnoca da je hipoteza tacna,
mnogo jednostavnije i lakSe za razumevanje. Upotreba Bejzove analize pruza moguénost
nestatisticarima da se s razumevanjem bave statistickom analizom podataka iz svoje
oblasti.

e Zatim postoje cela polja istrazivanja koja su apsolutno Bejzova. Jedno polje, kojim se
Dzim bavio, je klasifikacija nesigurnosti simulacionih modela. Ovaj model nastaje iz
potrebe da se u inzenjerstvu fizi¢ki eksperimenti zamene kompjuterskim modelima.
Upotrebom kompjuterskih modela, na primer u automobilskoj industriji, se na ovaj na¢in
smanjuju troskovi testiranja prototipa. Postavlja se pitanje, koliko dobro ovakav
kompjuterski model predstavlja realnost? Odgovor na ovo pitanje ukljucuje razne vrste
podataka i upotrebu raznih statisti¢kih koncepata, koji se ne mogu izvesti na nebejzovski
nadin.

Kompanija Gugl, koja je speciSjalizovana za servise 1 proizvode u vezi sa internetom, takode
koristi metode Bejzove statistike.*® Bejzov model uproseavanja i Bejzova selekcija promenljivih
ima veliku upotrebu kod uproseCavanja linarnih modela i modela logisticke regresije. Ove
metode se posebno koriste u pozadini Gugl anketiranja potroSaca, kada je potrebno prosiriti
grupu ljudi na koju je anketa primenljiva. Najveca primena ovih modela je u proizvodu Gugl
analitike, koji se koristi za optimizaciju internet stranica.

Bejzov model uprosecavanja (Bayesian model averaging) se primenjuje u odredivanju
nesigurnosti modela, gde se umesto jednog selektovanog modela, u analizi koristi ansambl
modela u vezi sa posmatranim kvantitetom §. Posteriorna gustina se dobija kao tezinska
prose¢na vrednost gustina od &, pod svakim od individualnih modela, gde su tezine zapravo
posteriorne verovatno¢e posmatranih modela.

% Preuzeto iz intervjua sa Skot Stivom (Scott Steve), direktorom departmana za statisticko istraZivanje u kompaniji
Gugl (Google). Vidi [12].
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Poglavlje 2

2. Teorija kredibiliteta

,,U ovom momentu diskusije pojedinac mora da prizna da, iako se ¢ini da iza tvrdnji
aktuara stoji maglovita logika, ovo je previse nejasno za njega da bi razumeo. Iskusni
statisticar vice: ,,Apsurd! To je u direktnoj suprotnosti sa bilo kojom prihvacenom
teorijom statistickog ocenjivanja.* AKtuari sami moraju da priznaju da su otisli izvan
bilo ¢ega Sto je matematic¢ki dokazano, da su sve kori§¢ene vrednosti i dalje birane na
osnovu rasudivanja i da je jedina demonstracija koju mogu da naprave jeste, da u
stvarnoj praksi, to zaista funkcioniSe. Nemojmo zaboraviti, medutim, da su ovu
demonstraciju napravili mnogo puta. Zaista funkcionige!***

Teorija kredibiliteta je jedan od temelja aktuarske nauke, bez kog moderno osiguranje ne bi
postojalo u obliku u kom ga danas poznajemo. Ovo poglavlje sluzi kao uvod u tematiku i ¢ini se
razumnim da zapoc¢nemo sa diskusijom o znacenju reci kredibilitet.

2.1. Znacenje kredibiliteta

Kada je originalno predstavljena u teoriji aktuarstva, re¢ kredibilitet oznacavala je meru vere
koju aktuar veruje da treba dati odredenim istorijskim podacima, radi odredivanja premije polise
osiguranja. Stoga, kada kaZemo da je Steta nastala u okviru nove klase osiguranja “i dalje previse
mala® da bi bila kredibilnosna (verodostojna), impliciramo da iskustvo koje ¢e nastati u
buduénosti moZe biti veoma razli¢ito od onoga $to smo do sada iskusili, te da se viSe uzdamo u
naSe predznanje bazirano na drugim podacima, kao S§to su premije iz sli¢nih klasa. U istom
maniru, kada kazemo da su istorijski podaci automobilskog vozaca jedne regije ,,potpuno
verodostojni za odredivanje premije®, impliciramo da su podaci, prilagodeni za trend faktor,
adekvatni za uspostavljanje premije vazece za celu datu regiju, bez upucéivanja na predhodne
premije ili istorijske podatke iz drugih regija.

Kada koristimo termin kredibilitet, mi ne dovodimo u pitanje tacnost podataka, ve¢ dajemo
parcijalnu statisticku tezinu odredenim podacima u razli¢itim formulama za odredivanje premije.

Cesto je skup istorijskih podataka previse mali da bi bio potpuno verodostojan, ali je pak
dovoljno veliki da bi imao odredeni nivo kredibiliteta. Posledi¢no, uspostavljena je skala

% Bailey, A. (1950), “Credibility Procedures,” Proceedings of the Casually Actuarial Society, XXXVII, 7-23, 94—
115.
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kredibilnosti, koja daje 0 kredibiliteta podacima koji su ,,previse mali“ da bi bili korisni za
odredivanje premije, i koja daje kredibilitet 1 onim podacima koji su ,,potpuno verodostojni“. U
nastavku ovog poglavlja videéete da se teorija kredibiliteta bavi uspostavljanjem mera
verodostojnosti i standarda za potpuni kredibilitet.

Artur Bejli®® je odao posebno priznanje predznanju u teoriji kredibiliteta:

,U ovom momentu, prakti¢no sve metode statistickog ocenjivanja, koje se pojavljuju
u udzbenicima o statistickim metodama ili se predaju na americkim univerzitetima,
se baziraju na pretpostavci da su bilo koja informacija i sve srodne informacije ili a
priori znanje bezvredni. ... Cini se da je samo u polju aktuarstva organizovan revolt
protiv odbacivanja svog predznanja, kada se pravi ocena koriste¢i novosteCene
podatke.*

Medutim, koli¢ina kredibiliteta data istorijskim podacima nije u potpunosti unutrasnja
karakteristika podataka. Na primer, svrha sa kojom se podaci Kkoriste je uvek navedena ili
implicirana u bilo kojoj meri kredibiliteta. Stoga, istorijski podaci voza¢a u jednoj drzavi mogu
imati veéi kredibilitet za uspostavljanje razlic¢itih premija za osiguranja od odgovornosti u datoj
drzavi, dok isti podaci mogu imati manji kredibilitet za odredivanje razli¢itih premija za
osiguranje od odgovornosti u susednoj drzavi.

Za razliku od standardne devijacije, ili neke druge mere efekta slucajne varijacije, kredibilitet
nije jednostavna karakteristika koja se moze izraCunati nekom matematickom formulom. Iako
postoji odredeni nivo korelacije izmedu kredibiliteta i statistiCke varijanse, kredibilitet ima
znacaj samo uz impliciranu svrhu za koju se podaci koriste i uz razmatranje vrednosti dostupnog
predznanja.

Bez obzira $to je re¢ kredibilitet tokom godina znacila razlicite stvari razli¢itim ljudima, 1 $to
se obi¢no bazirala na ograni¢enjima postavljenim datom reSenju, sve kredibilnosne procedure
imaju zajednicki problem koji treba da rese:

»Na osnovu opservacija o ¢lanovima razmatrane klase i opservacija o ¢lanovima
drugih klasa, oceni distribuciju (ili njene karakteristike) buducih zahteva za odstetu
&lanova date klase.«*

2.2. Potreba za matematickim modelom

Teorija kredibiliteta obezbeduje set kvantitativnih alata, koji omogucuju osiguravacu da se
izbori sa slu¢ajnoscu podataka, koji se koriste za predvidanje buducih dogadaja ili Steta. Drugim

* Bailey, A. (1950), “Credibility Procedures,” Proceedings of the Casually Actuarial Society, XXXVII, 7-23, 94—
115.
% vidi [4].
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reCima teorija omogucéuje Osiguravacu da, na osnovu istorijskih podataka, koriguje buducéu
premiju za odredeni rizik ili riziko grupu.

Mnogi faktori ¢e uticati na istorijske podatke, kao na primer, individualne karakteristike
osiguranika, karakteristike vece grupe kojoj osiguranik pripada, ekonomski i drugi spoljni faktori
1 slucajna priroda samog osiguranog dogadaja. Medutim, u ovoj studiji mi ¢emo ignorisati
eckonomske i slicne faktore, i pretpostaviti da su oni uzeti u razmatranje izvan analize
kredibiliteta.

Da bismo stvorili okruzenje za teoriju kredibiliteta, moramo razmotriti razlicite karakteristike
koje razlikuju osiguranike jednog od drugog, klasifikaciju varijabli koje su deo bilo kog procesa.
Ne moramo se fokusirati na same karakteristike, ve¢ na ¢injenicu da se svaki osiguranik moze
svrstati u k razlicitih klasa na osnovu posmatranih karakteristika. Cilj je da se za svaku Kklasu
odredi premija koja je konzistentna sa sklonos¢u te klase da proizvede stetu. Svaka klasa je jedan
osiguranik, gde jedan osiguranik moze biti poslodavac sa vise individua pokrivenim grupnom
polisom osiguranja.

Napomena: kada koristimo izraz ,,rizik“, generalno iste komentare mozemo primeniti i na
grupu rizika, gde je grupa kolekcija rizika sa nekom slicnom karakteristikom. Takode, stvarna
opservacija za odredeni rizik ili riziko grupu tokom vremena t, moze da predstavlja broj zahteva
za odstetu tokom vremena t , racio stete(gubitaka)®’ u godini t, izloZenost riziku u godini t itd.

Ako je posmatrani osiguranik konstantno bolji (ima manje istorijske stete) od pretpostavljene
manualne (teorijske) premije, onda osiguranik moze da trazi umanjenje svoje premije. Ista logika
je primenljiva i u situaciji sa losijim osiguranikom. Ve¢éi rizik trazi povecanje premije, medutim,
u takvoj situaciji osiguranik sigurno neée sam traziti povecanje premije.

Manualna premija® je dizajnirana tako da reflektuje o¢ekivano ponasanje (proslo ili buduée)
cele riziko klase i implicitno pretpostavlja da su rizici homogeni. Medutim, svaki rizik je i dalje
jedinstven i ne sasvim isti kao drugi rizici u klasi, stoga uvek postoji odredeni nivo heterogenosti
medu rizicima. Sledi da ¢e neki osiguranici imati veci, a neki manji, rizik u odnosu na
pretpostavljenu manualnu premiju. Stete osiguranika nastaju kao slucajni dogadaji, te istorisjki
podaci mogu biti 10§ ocenjiva¢ za buduée Stete. Umesto da se oslonimo samo na istorijske
opservacije, bolje ocene mozemo dobiti ukoliko kombinujemo date opservacije sa drugim
informacijama (manualna premija).

U ovom slucaju, osigurava¢ je primoran da odgovori na veoma vazno pitanje: Koliko je
varijacija u iskustvu datog osiguranika objasnjena slu¢ajnom varijacijom Stete (zahteva za
odstetu), a koliko ¢injenicom da je osiguranik zaista bolji ili losiji od proseka? Drugim reCima,
koliko verujemo licnom iskustvu pojedina¢nog osiguranika? Dok trazimo balans, moramo
obratiti paznju na sledece:

%7 prim. prev. Racio gubitaka=gubici/premije (Loss ratio=Losses/Premiums).
% Manualna premija je premija iz priru¢nika osiguravajuée kompanije(manual se sa engleskog prevodi sa priru¢nik).
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e Da li su klase homogene? Ukoliko su svi rizici jedne klase jednaki sa istim ocekivanim
Stetama, da 1i uopste treba razmatrati li¢no iskustvo? U ovom slu¢aju mogli bismo samo
koristiti manualnu premiju za datu klasu. U suprotnom, znacajne varijacije u o¢ekivanim
Stetama za rizik date klase, sugeriSu da bi trebalo dati vecu tezinu(vaznost) istorijskim
podacima za individualni rizik.

e Da li postoji varijacija u istorijskim podacima? Sto je veca varijacija u stvarnim $tetama
za individualni rizik, veca je i razlika izmedu stvarnog posmatranog iskustva i njegove
ocekivane vrednosti, te je manja tezina tih podataka, t.j. manji kredibilitet se pripisuje
individualnom iskustvu.

Nastavimo li dalje, dve ¢injenice se moraju uzeti u obzir:

e Lic¢no iskustvo osiguranika je verodostojnije, ukoliko osigurava¢ poseduje vise istorijskih
podataka o datom osiguraniku. Sli¢no je i u grupi osiguranika, iskustvo vece grupe je
verodostojnije od iskustva manje grupe.

e Uslovi konkurencije mogu prisiliti osigurava¢a da, zarad oCuvanja posla, da nekom
osiguraniku potpun kredibilitet (uzimajuéi u obzir samo istorijske podatke osiguranika i
zanemarujuc¢i manualnu premiju) ili skoro potpun kredibilitet.

Drugo okruzenje za teoriju kredibiliteta je formiranje premija za sistem Klasifikacija. U ovom
problemu svaka grupa je sacinjena od vise individua, na primer, u osiguranju automobila klasu
definiSu odredene Kkarakteristike osiguranika: godine, pol, lokacija, bra¢ni status itd.
Pretpostavimo da smo zainteresovani za osiguranje zastite na radu, gde mogu postojati hiljade
profesija, a samim tim i hiljadu klasa, od kojih neke obezbeduju veoma mali broj podataka. Da
bismo precizno ocenili o¢ekivane $tete, zgodno je kombinovati ograni¢eno stvarno iskustvo sa
drugim informacijama, kao S§to su prosle premije, ili iskustvo blisko povezane profesije. Teorija
kredibiliteta omogucava osiguravacu da kvantitativno formulise gore navedeni problem.

U narednom segmentu predstavi¢emo teoriju kredibiliteta ogranicene fluktuacije, Koja se
drugacije naziva i klasicna teorija kredibiliteta. Originalni rad na ovu temu je 1914. predstavio
Mowbray®. Ova teorija obezbeduje mehanizam za pripisivanje potpunog ili parcijalnog
kredibiliteta iskustvu osiguranika (istorijskim podacima), i posledi¢no pokusava da ogranici
efekat koji ¢e slucajne fluktuacije u opservacijama imati na ocene.

Drugi pristup se zove teorija kredibiliteta visoke preciznosti. Ovaj pristup je formalizovao
Bulman u svom klasi¢nom radu iz 1967, gde je predstavio statisticki okvir u kome je teorija
kredibiliteta dozivela svoj razvoj i procvat. Bulmanov pristup se drugacije naziva kredibilitet
najmanjih kvadrata, zato $to je cilj pristupa da se minimizuje srednjekvadratna greska izmedu
ocene i stvarne vrednosti parametra koji se ocenjuje.

¥ Mowbray, A. H. (1914), “How Extensive a Payroll Exposure Is Necessary to Give a Dependable Pure Premium?”
Proceedings of the Casualty Actuarial Society, I, 24-30.
“0 Biihlmann, H. (1967), “Experience Rating and Credibility,” ASTIN Bulletin, 4, 199-207.
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Ako pretpostavimo da su se n zahteva za odstetu sa Stetama X;,X,,..., X, javili tokom
vremena razmatranja, slede¢e vrednosti mogu biti korisne pri analizi troSkova osiguranja rizika
ili grupe rizika:

Agregatna Steta = X; + X, + -+ X,
Neto premija = (X; + X, + -- + X,,) /1zloZenost riziku
Racio Stete = (X; + X, + -+ + X,,) /Zaradene premije

U nastavku ¢emo raditi sa neto premijom, ali napominjemo da je izvodenje primenljivo i na
druge dve vrednosti. Neto premija se definiSe kao ukupna Steta podeljena sa izlozenoséu*, na
primer ukoliko 300 automobila tokom godine proizvede stetu u ukupnom iznosu od €90,000,
tada posmatrana neto premija iznosi €90,000/300 ili €300 po auto-godini.

Treba primetiti da je neto premija zapravo proizvod ucestalosti i prose¢nog iznosa Stete:

N Ukupna Steta
Neto premija = " = ( "
[zloZenost [zloZenost

(Ucestalost) (Iznos Stete).

Broj zahteva za odétetu) ( Ukupna Steta )
Broj zahteva za odStetu

S obzirom da zavisi od broja i iznosna nastalih steta, neto premija ima viSe razloga da varira
u odnosu na bilo koju od navedenih vrednosti, ucestalosti i iznosa Stete.

Pre nego §to izlozimo teoriju kredibiliteta ograni¢ene fluktuacije, razmotrimo primer koji
demonstrira nacin na koji teorija kredibiliteta proizvodi bolje ocene.

mPrimer 2.1

U posmatranoj populaciji automobilskih vozaca, prosecni vozac dozivi nesrecu na svakih pet
godina, ili ekvivalentno, prosecni vozac¢ godisnje dozZivi nesrecu sa 0.2 ucestalosti.
Pretpostavimo da je slucajno izabrani vozac iz ove populacije imao tri nesrece u proteklih pet
godina, tj. godisnje dozivi nesrecu sa 0.6 ucestalosti. Oceni buducu stopu ucestalosti za ovog
vozaca. Da li ona oznosi 0.2, 0.6 ili nesto izmedu?*

Resenje:

U slucaju da nemamo nikakve informacije o ovom vozacu,, osim ¢injenice da dolazi iz
pomenute populacije, koristili bismo 0.2. Medutim, mi znamo, ha osnovu istorijskih podataka, da
ucestalost nastanka nesre¢e za ovog vozaca iznosi 0.6. Da li ovo treba da bude naSa ocena
buduce ucestalosti nesre¢a za datog vozaca? Verovatno ne. Postoji korelacija izmedu prosle i
buduce ucestalosti, ali one nisu u savrSenoj korelaciji. Nesreca je slucajni dogadaj koji se moze
dogoditi ¢ak i dobrom vozacu sa malom ocekivanom vrednosti za ucestalost nesre¢e. S druge
strane, lo§i vozaci mogu da ucestvuju u saobracaju 1 po nekoliko godina bez da im se dogodi

“! Izlozenost se moZe razli¢ito definisati u razligitim linijama osiguranja, kao na primer, vreme tokom kojeg je
osiguranik izlozen riziku, godina pokrivenosti za auto osiguranje(auto-godina), godina pokrivenosti za kucu, platni
spisak, itd. Godina pokrivenosti za kuéu predstavlja jednu kuéu koja je osigurana za period od cele godine, ili dve
kuce koje su osigurane na period od po pola godine, ili n kuca koje su osigurane za period od po 1/n godine.

“2 Primeri predstavljeni u poglavlju 2 poticu iz [1] i [2].
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nesre¢a. Na osnovu navedene analize, mozemo zakljuciti da je ocekivana buduéa vrednost
najverovatnije negde izmedu 0.2 i 0.6. m

Klju¢ za reSenje ovog problema se nalazi u odgovaraju¢oj ravnotezi izmedu istorijski
posmatranih podataka i drugih informacija. Problem koji posmatramo je formulisan u slede¢em
izrazu sa tezinskim koeficijentima:

Ocena = Z[Opservacije] + (1 — Z)[Druge informacije],0 < Z < 1.

Z predstavlja faktor kredibiliteta i intuitivno izrazava koliko su verodostojni posmatrani
podaci. Posledi¢no, 1-Z predstavlja komplement kredibiliteta. Ukoliko je skup istorijskih
podataka dovoljno veliki i ne varira mnogo iz jednog u drugi period, tada faktor kredibiliteta Z
tezi jedinici. Suprotno, ukoliko su nase opservacije ogranic¢en skup podataka, onda Z tezi nuli i
veca tezina se daje drugim podacima. Izraz ,,druge informacije predstavlja ocenu premije, ili a
priori hipotezu o premiji koja se naplacuje u sluc¢aju nedostatka istorijskih podataka (iskustva,
istorijskog ponaSanja). U momentu kada informacije o iskustvu postanu dostupne, moZemo
izraCunati korigovanu ocenu premije, kombinujuéi istorijske podatke i a priori hipotezu. Ovakva
formulacija nagovesStava da, kredibilitet podrazumeva linearnu ocenu stvarnog ocekivanja, uz
kompromis izmedu opservacija i priorne hipoteze. Ukoliko se setimo prethodnog primera sa
ovim modelom, za posmatranog voza¢a mozemo izracunati ocekivanu ucestalost kao Z0.60 +
(1-2)0.20.

2.3. Teorija kredibiliteta ogranicene fluktuacije

Teorija kredibiliteta ograni¢ene fluktuacije predstavlja prvi pokusaj da se kvantifikuje
problem kredibilnosti, tako $to ¢e se ograniciti efekat koje slucajne fluktuacije u opservacijama
imaju na ocene. Ovu teoriju je predstavio Mowbray*® pocetkom dvadesetog veka u svom radu u
vezi sa osiguranjem za zastitu na radu.

Problem koji posmatramo:

Neka je slucajno izabrani osiguranik imao Stetu Xju godini j, gde je j € {1,2,3,...,n}.
Alternativno neka X; predstavlja Stetu j-te polise iz grupe ili Stetu j-tog ¢lana odredene riziko
klase. Treba napomenuti da, iako izraz ,,Steta” oznacava iznos nastale Stete, a ,,zahtev za odstetu
broj zahteva za odstetu, u vecini slucajeva ideja je podjednako primenljiva, bez obzira da li
brojimo Stete ili zahteve za odstetu.

e Sada pretpostavimo da je srednja vrednost stabilna tokom vremena, ili za ¢lanove iste
grupe(ili klase) E(X;) = ¢. Kada bismo znali srednju vrednost, ona bi bila naSa najbolja
ocena buduce premije (nakon obracunatih troskova, profita i provizije).

e Takode, pretpostavimo da je varijansa jednaka za sve |, Var(X;) = o°.

“ Mowbray, A. H. (1914), “How Extensive a Payroll Exposure Is Necessary to Give a Dependable Pure Premium?”
Proceedings of the Casualty Actuarial Society, 1, 24-30.
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e Istorijsko ponasanje moZemo sumirati sa uzoratkom sredinom X = n~1(X; + --- + X,).
Za X znamo da je E(X) = & , a ukoliko su X; medusobno nezavisni, onda je Var(X) =
0.2

n

Cilj je da se odredi vrednost ¢. Da bismo ocenili o¢ekivanu vrednost ¢, mozemo ignorisati
istorijske podatke (bez kredibiliteta) i koristiti samo druge informacije M za odredivanje premije,
gde je M dobijeno iz iskustva sli¢nih ali ne identi¢nih osiguranika. Ova vrednost se zove
manualna premija zato Sto potice iz priru¢nika(prim. prev. manual se sa engleskog prevodi kao
priruc¢nik) sa premijama. U suprotnom, mozemo ignorisati M i dati potpun kredibilitet istorijskim
podacima, te kao premiju naplatiti prose¢an iznos $tete X. Kona¢no, za premiju mozemo naplatiti
kombinaciju M i X , te dati samo parcijalni kredibilitet istorijskim podacima.

Kao $to smo ve¢ napomenuli u uvodu ovog poglavlja, Sto je iskustvo ,.stabilnije” (manje
varijabilno, o2 je malo), to viSe verujemo X i mozemo ga koristiti kao ocenu rezultata sledeée
godine. Suprotno, §to je iskustvo volatilnije, manje ¢emo koristiti uzoracku sredinu kao ocenu
buducih vrednosti i ima vise smisla verovati da ¢e M odli¢no opisati sklonost ka nastanku Stete.
Dodatno, dajemo veéu tezinu X ukoliko verujemo da postoji velika verovatnoéa da je rizik
posmatranog osiguranika drugaciji od rizika ostalih osiguranika, ¢ije iskustvo je koris¢eno za
odredivanje manualne premije M. S druge strane, postojanje osiguranika sa slicnim srednjim
vrednostima ¢ , implicira da nema svrhe oslanjati se na (mozda ograniceno) iskustvo bilo kog
pojedina¢nog osiguranika.

Napomena: za datu godinu j, Steta X; moze nastati od jednog osiguranika (npr. broj zahteva
za odStetu podnetih u toku jedne godine na osnovu jedne auto polise osiguranja), od klase
osiguranika sa sli¢énim karakteristikama (u braku, zene, ispod 35 godina starosti, zive u urbanoj
zoni, predu preko 10,000km godisnje), ili od grupe nekoliko osiguranika okupljenih zbog nekog
odredenog razloga (prosecan iznos Stete za vozilo iz voznog parka jednog lanca veleprodaje).

Klasi¢na teorija kredibiliteta nam omogucava da odredimo koliko je istorijskih podataka
potrebno da bismo im pripisali verodostojnost od 100%. Koli¢ina neophodnih podataka se naziva
kriterijum za potpuni kredibilitet ili standard za potpuni kredibilitet. Ukoliko koli¢ina podataka
zadovoljava kriterijum za potpuni kredibilitet, onda je Z = 1, u suprotnom, posmatrana koli¢ina
podataka nije dovoljna, te 0 < Z < 1 (parcijalni kredibilitet).

,,Kada aktuar kaze da su odredeni podaci potpuno verodostojni, on ne implicira da, ukoliko je
moguce prikupiti drugi uzorak istog obima pod jednakim uslovima, da ¢e rezultat biti prakti¢no
identian, ve¢ da je obim uzorka adekvatan za odredivanje premije, bez upuéivanja na drugo
iskustvo i druge prethodno naplaéene premije.“** Interesantno je znati koliko je podataka
potrebno da se prode pomenuti test, ali test Cesto zahteva toliko veliki skup podataka, koji realno
nije dostupan, da upit postaje Cisto teorijski.

Podaci iz polja osiguranja su drugaciji u odnosu na podatke nekih drugih studija, gde je
moguce obezbediti uzorak prakti¢no bilo kog obima, kada se utrosi neophodno vreme i novac.
Obicno se razmatraju podaci odredene klase i drugi jednaki podaci nisu raspolozivi. Samo u

“Vidi [5].
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slu¢aju razmatranja podataka jedne kompanije, dostupan je veci skup podataka iz svih kompanija
koje posluju na sli¢an na¢in. Medutim, i u ovom slu¢aju veoma je bitno naglasiti reci ,,posluju na
sli¢an nacin®.

U nastavku poglavlja ¢e se razmatrati dva osnovna koncepta teorije klasicnog kredibiliteta,
t.j. kako odrediti:

e kriterijum za potpun kredibilitet, kada ocenjujemo ucestalost zahteva, iznos Stete ili
izloZenost riziku

e koliko iznosi parcijalni kredibilitet u slu¢aju da raspolazemo sa manje podataka nego $to
je neophodno za potpun kredibilitet.

2.3.1. Potpun kredibilitet

Na momenat razmotrimo sledeci problem.

Pretpostavimo da u toku jedne godine broj zahteva za odStetu prati Poasonovu raspodelu sa
sa parametrom A = 500. Kako su kod Poasonove raspodele srednja vrednost i varijansa jednake
parametru A, posmatrani broj zahteva za odStetu ¢e iz godine u godinu varirati oko srednje
vrednosti 500. Ovaj Poasonov proces mozemo aproksimovati Normalnom distribucijom da bi
ocenili koliko ¢esto ¢e posmatrani rezultat odstupati od srednje vrednosti.

Na primer, Koliko ¢esto ofekujemo da ¢e biti podneto vise od 550 zahteva za odStetu?

Standardna devijacija iznosi V500 = 22.36, te je 550 zahteva za %z 2.24 standardne

devijacije vece od proseka. Stoga ®(2.24) = 0.9875 implicira da postoji priblizno 1.25% Sanse
da ¢emo registrovati vise od 550 zahteva, t.j. postoji 0.0125 verovatnoéa da ¢e posmatrani broj
zahteva biti veéi od ocekivanog broja zahteva za 10% ili vise. Analogno, Sansa da ¢e broj
zahteva biti manji od 450 je priblizno 1.25%. Ovakva formulacija problema ukazuje da postoji
Sansa od 2.5% da registrovani broj zahteva za odstetu bude izvan intervala od -10% ispod do
+10% iznad srednje vrednosti. Drugim re¢ima, verovatnoca da broj zahteva bude u +10%
ocekivane vrednosti od broja zahteva za odstetu, u ovom slucaju, iznosi 0.975.

Pristupimo ovom problemu algebarski.

Da bismo kvantifikovali stabilnost X, mozemo zakljuciti da je X stabilna ukoliko je razlika
izmedu X i & relativno mala u odnosu na & sa velikom verovatno¢om. Da se izrazimo statistickim
terminima, stabilnost moZemo definisati tako §to ¢emo izabrati dva brojar >0i10<p <1 (u
prethodnom primeru ove vrednosti sur = 0.1 i p = 0.975) i dodeliti potpun kredibilitet ako

Pr(-ré <X —&<ré) =>p. (2.1)

Zgodno je prethodni izraz (2.1) zabeleziti kao

Pr< < rfﬁ) =p

g

X-¢
o/\n

Sada definiSimo Y,
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révn
< : )2 p}. (2.2)
o

Ovde 'y, predstavlja najmanju vrednost y za koju funkcija verovatnoce zadovoljava
nejednacinu u viticastim zagradama (2.2). Ako X ima neprekidnu raspodelu, onda se znak > u
(2.2) moze zameniti sa = i Y, zadovoljava jednacinu

(o

Tada je uslov za potpuni kredibilitet dat sa révn/o > Vp »

% —n = \/7 (2.4)

gde je A = (¥p/r)?. Uslov iz (2.4) tvrdi da se potpuni kredibilitet dodeljuje ako koeficijent
varijacije /¢ nije veéi od \/n/A, , $to je intuitivan rezultat.

Interesantno je primetiti da se (2.4) moze drugacije zabeleziti, tako da ukazuje da se potpuni
kredibilitet javlja kada je

—

X- | <

) D, (2.3)

Var(X) = % < (2.5)

»|m
o N

Alternativno, resavaju¢i (2.4) po n , dobijamo neophodan broj za potpuni kredibilitet po
jedinici izlozenost

o 2

n =, (—) : (2.6)
$

Cesto je opravdano aproksimovati X normalnom distribucijom sa sredinom & i varijansom

6?/n. Uz primenu centralne grani¢ne teoreme za veliko n, (X —¢&)/(o/v/n) ima
standardizovanu normalnu raspodelu. Sada (2.3) mozemo napisati kao (gde Z ima
standardizovanu normalnu raspodelu, a ®(y) je njena funkcija verovatnoce)

p =Pr(|Z| <)
=Pr(-y, <Z<y,)
= q)(yp) - q)(_yp)
= CD(yp) -1+ (D(sz)
=20(y,) — 1.

Tada je @(y,) = (1 +p)/2, ay, je (1 + p)/2 kvantil standardizovane normalne raspodele.
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Da sumiramo, ukoliko Zelimo da budemo u +r% sredine sa verovatno¢om najmanje p, onda
standard za potpuni kredibilitet u odnosu na jedinicu za izlozenost riziku glasi

g 2 . .
n = (E) ,gde A9 = (¥,/7)? iy, jetakvoda ®(y,) = (1 +p)/2.

Na primer, ako je p = 0.9, onda iz tablice za normalnu raspodelu znamo da yo ¢ = 1.645. Ako
dodatno znamo da r = 0.05, onda A, = (1.645/0.05)% = 1,082.41i iz (2.6) sledin >
1,082.41 02 /&%, uz pretpostavku da znamo koeficijent varijacije za Xj.

Napomena: kada koristimo (2.6), upotrebljavamo koeficijent varijacije ocenjivaca kojim
ocenjujemo zeljenu vrednost. Na desnoj strani izraza imamo standard za potpuni kredibilitet
izrazen u jedinici za izlozenost riziku. Druge merne jedinice se mogu izracunati, tako Sto ¢e se
obe strane izraza pomnoziti sa odgovaraju¢om vrednosti. Na primer, Cesto se ovaj Standard
prevodi u broj zahteva za odstetu, tako §to se obe strane pomnoze sa (pribliznom) o¢ekivanom
vrednosti uéestalosti zahteva. Dakle, s obzirom da se sve koli¢ine ocenjuju na osnovu podataka,
implicitno vazi da se pitanje kredibiliteta moZze postaviti na vise razli¢itih nacina.

Potrebno je napraviti adekvatan izbor za vrednosti p i r. lako je rasudivanje koristi u ovom
procesu, u praksi se standard za potpuni kredibilitet generalno bira u okviru sli¢nog intervala.
Primecujemo da se isti tip rasudivanja koristi u izboru nivoa greske prve vrste za statisticko
ocenjivanje parametara. Obi¢no se bira +2 standardne devijacije, Sto priblizno odgovara 95%
intervalu poverenja, medutim, to ne zna¢i nuzno da je je takav izbor bolji od, na primer, £1.5 ili
+2.5 standardne devijacije. Cinjenica da je rasudivanje kori$¢eno u teoriji klasiénog kredibiliteta
donekle proizvoljno, nije sprecila njenu visedecenijsku primenu.

Ovde imamo tabelu® sa vrednostima koje oznacavaju standard za potpuni kredibilitet u
odnosu na ucestalost n, za razne vrednosti p i r:

Nivo

verovatno¢e p  r=30% r=20% r=10% r=7.5% r=5% r=25% r=1%
80.00% 18 41 164 292 657 2,628 16,424
90.00% 30 68 271 481 1,082 4,329 27,055
95.00% 43 96 384 683 1,537 6,146 38,415
96.00% 47 105 422 750 1,687 6,749 42,179
97.00% 52 118 471 837 1,884 7,535 47,093
98.00% 60 135 541 962 2,165 8,659 54,119
99.00% 74 166 664 1,18 2,654 10,616 66,349
99.90% 120 271 1,083 1925 4,331 17,324 108,276
99.99% 168 378 1,514 2,691 6,055 24,219 151,367

Tabela 2.1 Standard za potpuni kredibilitet u odnosu na ucestalost (broj zahteva za odstetu)

Vidi [5]
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Sa izborom p=90% i r=5%, mi zelimo da sa verovatnocom od 90% budemo udaljeni najvise
+5% od srednje vrednosti. Drugim rec¢ima, spremni smo da u 5% slu¢ajeva budemo izvan na
svakom repu, a u totalu da sa verovatno¢om 0.1 budemo izvan prihvatljivog intervala.

Standard koji odgovara vrednostima p=90% i r =5%, naime 1,082, se najcesc¢e koristi kao
standard za kredibilitet. Ovakva tablica sa standardima je dostupna i aktuari je koriste ve¢ dugi
niz godina.

Sada pretpostavimo da nas interesuje standard za potpuni kredibilitet izrazen u drugim
mernim jedinicama.

mPrimer 2.2%°

Pretpostavimo da su nam za odredenog osiguranika dostupni istorijski podaci o Stetama
Xy, ., Xy 1 da se ocekivana vrednost E(X;) =& mozZe oceniti uzorackom sredinom. AKO
pretpostavimo da imamo 10 opservacija: 253, 0, 0, 0, 398, 0, 439, 0, 0, 756, odredi standard za
potpuni kredibilitet u slucaju da je r = 0.05,ap = 0.9.

Resenje:
Podsetimo se uslova za potpuni kredibilitet (2.6)

n= A (g)z.

U konkretnom slucaju sredina i standardna devijacija se mogu oceniti iz podataka sa 184.6 i
267.89 (gde za ocenu varijanse koristimo centriranu ocenu sa n — 1). Sa Ao = 1082.41, standard
iznosi
2

> 1082.41 (26 9) = 227951
n= “\1826/) ~ 5

Koli¢ina istorijskih podataka (10 opservacija) ne ispunjava uslov za potpuni kredibilitet. o

U daljem tekstu razmotrimo primer sa opservacijama, koje poticu iz odredenog tipa
raspodele.

mPrimer 2.3
Neka su

e Za odredenog osiguranika dostupni istorijski podaci X, ..., X,
® sVi X; medusobno nezavisni i isto raspodeljeni sa slozenom Poasonovom distribucijom
Xj =Yj; + -+ Yy, gde N; ima Poasonovu raspodelu sa parametrom A, a iznosi Stete Y
]
su raspodeljeni sa sredinom 8y i varijansom o2, .

Odredi standard za potpuni kredibilitet u odnosu na ocekivani broj zahteva za odstetu po polisi
osiguranja i standard za potpuni kredibilitet u odnosu na ocekivani iznos Steta po polisi
osiguranja. Proveri da li podaci iz Primera 2.2 zadovoljavaju ove standarde, s tim da cemo

% Za opsezan skup zadataka za vezbu, pogledajte [1] i [2].
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smatrati da prve tri nenegativne isplate poticu od jednog zahteva za odstetu, a poslednji iznos
potice od dva zahteva, jedan u vrednosti od 129 i drugi 627.

Resenje:
Prvi slucaj: Prvo ¢emo odrediti standard za potpuni kredibilitet u odnosu na ocekivani broj
zahteva za odStetu po polisi osiguranja. Posmatramo N;s, za koje imamo & = E(N;) =4 i

o? = Var(N;) = A. Pozovimo se na uslov za potpuni kredibilitet iz (2.6), i odredimo
1 2
-2 22\ A
nzh|>| =7

Dakle, standard u odnosu na broj polisa (izloZenost) ¢e morati da bude veéi od A,/1 da bi
bio potpuno kredibilnosan, a A se mora oceniti na osnovu podataka. Standard u odnosu na
ocekivani broj zahteva iznosi nA. Ako pomnozimo obe strane sa A dobijamo standard

ni = A,.

Cini se da nije potrebno nikakvo ocenjivanje za ovaj standard, ali potrebno je u odnosu na
ocekivani broj zahteva. U praksi, standard se odreduje u odnosu na stvaran ocekivani broj
zahteva, efektivno zamenjuju¢i nA na levoj strani sa njegovom ocenom Ny, ..., Ny,.

Da li su ovi standardi ispunjeni za raspolozive podatke? U Primeru 2.2 smo imali 5 zahteva
za odStetu, te ocena za ucestalost A iznosi 0.5 po polisi. Standard iznosi

1,082.41
nz———

= 2,164.82,
05

i 10 polisa nisu dovoljne da bi se zadovoljio standard. Ako sada uporedimo 5 stvarnih zahteva sa
Ao = 1,082.41, dolazimo do istog rezultata.

Drugi slucaj: Drugo po redu odredujemo standard za potpuni kredibilitet u odnosu na
prosecnu ukupnu isplatu Stete. Prisetimo se, kada koristimo uslov za potpuni kredibilitet, koristi
se koeficijent varijacije za ocenjivaca kvantiteta koji ocenjujemo. Za sloZenu Poasonovu
raspodelu imamo ¢ = E(X;) = A6y i Var(X;) = A(6y* + 6y%). U odnosu na obim uzorka,
standard iznosi

nZO

e

2120,% A 0y

Da bismo dobili standard u odnosu na ocekivani broj zahteva za odstetu moramo pomnoziti
obe strane sa A
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ni = A,

14 (g_:)zl.

Konacno, da bismo postavili standard u odnosu na ocekivani iznos ukupne isplacene odstete,
mnozimo obe strane sa 6y
oy?
Tl/l@y ZA«O Hy‘l'_ .
By
Ako se prisetimo podataka iz Primera 2.2, pet zahteva imaju sredinu 369.2 i standardnu

devijaciju 189.315, te
1+<oy)2 _1,082.41 1+(189.315)2 73400
o,/ | 05 369.2 I

Ao
>
=7

Sa 10 raspolozivih opservacija, opet nemamo dovoljno podataka da ispunimo standard. Ako
zelimo da postavimo standard u odnosu na broj zahteva (kojih imamo pet), mnozimo obe strane
sa 0.5 i dobijamo standard u iznosu od 1,367.01. Konac¢no, da bismo odredili standard u odnosu
na ukupan iznos isplacene Stete, mnozimo obe strane sa 369.2 i dobijamo standard 504,701.
Primetimo da je racio posmatranog kvantiteta u odnosu na odgovarajuci standard nepromenjen:

10 5 1846
2,734.02 1,367.01 504,701

= 0.003658. O

Videli smo da standard za potpuni kredibilitet nije zadovoljen ni u jednom od tri razmatrana
primera. Posto uzoracka sredina nije dovoljno precizna za ocenu ocekivane vrednosti, potreban
nam je drugaciji metod da se izborimo sa pomenutom situacijom.

2.3.2. Parcijalni kredibilitet

“Koliko ¢e se tezine dati odredenoj koli¢ini podataka u poslovanju nezivotnog
osiguranja, ostaje da bude stvar li¢nog rasucilivanja.”47

Ako osigurava¢ ima najmanje broj zahteva neophodnih za potpuni kredibilitet, onda moze
tim istorijskim podacima pripisati 100% kredibiliteta. Medutim, kada mu nedostaju podaci,
poseduje manje podataka nego $to je traZzeno standardom za potpuni kredibilitet, onda istorijskim
podacima pripisuje manje od 100% kredibiliteta.

Prisetimo se jo§ jednom uslova za potpuni kredibilitet (2.6). Ukoliko prora¢un implicira da
potpuni kredibilitet nije prikladan u datoj situaciji, onda u naSoj oceni buduce neto premije
zelimo da reflektujemo i neke druge informacije. To ¢inimo tako §to kombinujemo istorijsko

7 Arthur L. Bailey — Some Notes on Credibility — Proceedings of Casualty Actuarial Society XIX, p.65, 1932
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ponasanje X sa eksterno dobijenom sredinom, M, Kkoristeéi tezinsku sredinu, odnosno,
kredibilnosnu premiju
P.=ZX+(1-2)M, 0<Z<1 (2.7)

Sada je neophodno izabrati faktor kredibiliteta Z € [0, 1]. Aktuarska literatura nam sugerise
razli¢ite formule za Z, koje se obi¢no viSe zasnivaju na intuiciji nego na teoriji. U odeljku
posvecenom teoriji kredibiliteta visoke preciznosti, pokaza¢emo da je specijalan izbor za Z,

Z= , (2.8)

gde je neophodno odrediti k, teorijski opravdan na osnovu statistickog modela. Ali za sada ¢emo
se fokusirati na pravilo korena, izbor baziran na istoj ideji na kojoj je zasnovan potpun
kredibilitet.

Rezimirajmo da, standard za potpuni kredibilitet ima za cilj da obezbedi da razlika izmedu
neto premije koju posmatramo (X) i one koju bi trebalo da koristimo (&) bude mala sa velikom
verovatno¢om. Drugim re¢ima, cilj je da se kontrolide varijansa predloZene neto premije, X,
imajuci u vidu da je nepristrasan ocenjiva¢ iz normalne raspodele. 1z (2.5) mozemo videti da ne
postoji garancija da ée varijansa od X biti dovoljno mala, ali s druge strane moZemo kontrolisati
varijansu kredibilnosne premije, P..

Neka je )?parcijamo dobijeno iz parcijalno verodostojnih podataka, a Xo¢puno dobijeno iz

podataka koji zadovoljavaju standard za potpuni kredibilitet. U slu¢aju potpuno verodostojnih
podataka,

Ocena = Xy tpunos

dok parcijalno verodostojni podaci uti¢u na ocenu sa tezinom Z:
Ocena = ZXparcijamo + (1 — Z2)M.

Sa svakim izborom Z < 1 varijansa od Z)?parcijamo se moze smanjiti, ¢cime Zelimo da
ograni¢imo ocekivanu varijaciju u Z)?parcijalno varijacijom dozvoljenom u oceni potpunog
kredibiliteta Xp,o¢puno -

Pretpostavimo da Zelimo da ocenimo ocekivani broj zahteva za odStetu po jedinici za
izlozenost riziku. Kao ocene koristicemo uzoracke sredine X, qarcijaino @Nd Xpotpuno, fOrmirane
na osnovu dva razliita uzorka uzeta iz homogene populacije sa sredinom ¢ i standardnom
devijacijom o, gde su X; za svako i medusobno nezavisni. Oba uzorka ¢e imati istu ocekivanu
vrednost, ali zbog manjeg obima uzorka, X,urcijaino €€ imati vecu standardnu devijaciju
Oparcijaino 00 Standardne devijacije opotpuno & 0CENU potpunog kredibiliteta X, otpyuno- Zeleti
da ograni¢imo fluktuacije u X, qrcijaino | Xpotpuno N £ré (r > 0) od sredine populacije, cilj da
ograni¢imo fluktuacije u izrazu ZXpqycijaino S8 ONIM iZ Xp,6¢pyno formuliSemo na slede¢i nacin:
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PI‘(—T‘E = Xpotpuno —-$< T'E) = PI‘(—T‘E = Z)?parcijalno —Z§ < Tf)

Ako podelimo sa odgovaraju¢im standardnim devijacijama, dobijamo:

PI‘< -3 < Xpotpuno —& < ré > _ Pr< —ré < ZXparcijallno A < rg >’

Opotpuno Opotpuno Opotpuno

Zcparcijalno B Zcparcijalno B Zo-parcijalno

gde je Z¢ sredina za ZXpqrcijaimo, @ Njena standardna devijacija je Zoparcijaino-

Ako pretpostavimo da (Xpotpuno - E)/O-potpuno i (ZXparcijalno - Zf)/ZO-parcijalno
mozemo aproksimovati normalnom raspodelom, onda su desna i leva strana izraza jednake ako:

ré ré

O'potpuno Zaparcijalno

Resavajuci ovo po Z dobijamo:
7 = Opotpuno

Oparci jalno

Takva formulacija implicira da je parcijalni kredibilitet Z obrnuto proporcionalan standardnoj
devijaciji parcijalno verodostojnih podataka. Znamo da je (X) = %2 za uzorak obima n, gde su X;
medusobno nezavisni za svako i , i poticu iz populacije sa varijansom o2. Kako oba uzorka
poti¢u iz iste populacije sa varijansom o2, uzoratka sredina za uzorak potpunog kredibiliteta
Xpotpuno Obima ny ima standardnu devijaciju opotpuno = 0/\/71— , @ uzoracka sredina za uzorak

parcijalnog kredibiliteta Xparcijalno obima n ima standardnu devijaciju o,arcijaino = o /\/n. Ako
u formuli uvrstimo vrednosti za oy, ¢puno | Opartial,

7 = Opotpuno O'/\/ Ny 1

Oparcijalno O'/\/ﬁ Ng

dobijamo faktor kredibiliteta za manji uzorak.
Napominjemo da smo usput pretpostavili normalnu aproksimaciju.

Ako je n (ocekivani) broj zahteva za dati obim uzorka, i ako je n, standard za potpuni
kredibilitet, onda je parcijalni kredibilitet koji se pripisuje:

n
Z= |—,
L)

Ako je n = ny, onda je Z = 1, $to se moze izraziti formulom:
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Z=mi —,1¢. 2.9
min e (2.9)

1z o¢iglednih razloga, formula se zove pravilo korena za parcijalni kredibilitet, bez obzira na
mernu jedinicu vrednosti koju ocenjujemo. Takode, primetimo da je Z uvek kvadratni koren
racia stvarnog broja podataka i broja neophodnog za potpuni kredibilitet.

Kako je Cesto ocekivani broj zahteva nepoznat, kao aproksimacija se koristi posmatrani broj
zahteva. Ukoliko, medutim, znamo kolika je izlozenost riziku, kao i ocekivanu ucestalost
zahteva, onda mozemo izracunati o¢ekivani broj zahteva tako §to ¢emo pomnoziti izloZzenost sa
ucestalosti.

Na primer, ako je 1,082.41 zahteva potrebno za potpuni kredibilitet, onda Slika 2.1 prikazuje
koje vrednosti faktora kredibiliteta Z pripisujemo razli¢itom broju raspolozivih zahteva za
odstetu.

0,8
0,6
0,4
0,2

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Broj zahteva

Faktor kredibiliteta Z

Slika 2.1 Parcijalni kredibilitet

mPrimer 2.4
Prisetimo se Primera 2.2 i pretpostavimo da manualna premija M iznosi 225. Odredi
kredibilnosnu ocenu.

Resenje:
Prosecna isplata Stete je 184.6. Koriste¢i pravilo korena, dobijamo faktor kredibiliteta

7= 10 _ 0.06623
©12,27951 '

Sada mozemo izraCunati kredibilnosnu premiju

P. = 0.06623(184.6) + 0.93377(225) = 222.32. O
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mPrimer 2.5
Prisetimo se Primera 2.3 i pretpostavimo da manualna premija M iznosi 225. Odredi
kredibilnosnu ocenu koristeci oba slucaja.

Resenje:
U prvom slucaju, koristeéi standard za ocenjivanje ucestalosti nastanka Stete, dobijamo faktor

kredibiliteta
7= > _ 0.06797
. 1,082.41

koji primenjujemo u kredibilnosnoj premiji
P. = 0.06797(184.6) + 0.93203(225) = 222.25.

Ovaj standard je uspostavljen u odnosu na ocekivanu ucestalost, te se moze Ciniti
neprikladnim da ga koristimo za agregatne zahteve. Cinjenica je da &eSée razlikujemo
osiguranike na osnovu razlika u ucestalosti sa kojom podnose zahteve za odStetu nego na osnovu
razlika u isnosima §tete po zahtevu, dakle, ovaj faktor obuhvata najvazniju karakteristiku.

U drugom slucaju, koriste¢i standard za ocenjivanje iznosa Stete, mozemo koristiti bilo koju
od sledece tri kalkulacije:

- 10 5 | 1,846 — 0.06048
~ 12,734.02  |1,367.01 504,701 '

P. = 0.06048(184.6) + 0.93952(225) = 222.56. O

Dakle,

Koristimo X i pretpostavljamo da varijansa moZe obuhvatiti varijaciju od X u pravom smislu.
Problem je u cilju. lako je X centrirana ocena za &, P, to nije. Jedna od glavnih karakteristika,
koja omogucava teoriji kredibiliteta da funkcioniSe, jeste upotreba pristrasnih ocenjivaca.
Medutim, za pristrasne ocenjivaCe, prihvatljiva mera kvaliteta nije varijansa vec
srednjekvadratna greska, koja zahteva znanje o pristrasnosti i odnosu izmedu ¢ i M. Medutim, mi
ne znamo nista o tom odnosu, a prikupljeni podaci su od male koristi. Ovo nije samo problem
naseg odabira za Z, ve¢ problem koji generalno karakteriSe pristup ogranicene fluktuacije, 0
¢emu ¢emo vise pricati u odeljku 2.3.3.

mPrimer 2.6

U grupnom zdravstvenom osiguranju analiza podataka, u nekoliko godina unazad, je
pokazala da godisnji iznosi Steta po coveku imaju srednju vrednost 175 i standardnu devijaciju
140. Jedna odredena grupa osiguranika je osigurana na dve godine. Tokom prve godine
osigurano je 100 ljudi, a tokom druge godine 110 Jjudi. Tokom te dve godine prosecan iznos
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nastalih Steta po coveku iznosio je 150. Odredi da li se moze primeniti potpuni ili parcijalni
kredibilitet i izracunaj premiju za ovu grupu osiguranika za sledecu godinu, ako ¢e naredne
godine u grupi biti 125 ljudi. U kalkulaciji koristi Ao = 1,082.4.

Resenje:

Odredi¢emo kredibilitet po osiguranoj osobi. Tokom prethodne dve godine imali smo 100 +
110 = 210 jedinica za izloZenost riziku i X = 150. Takode, pretpostavimo da su $tete medosubno
nezavisne za razli¢ite ljude i godine u kojima se javljaju. Sada je M = 175, i pretpostavimo da ¢e
o biti 140 za ovu grupu osiguranika. lako razmatramo situaciju sa agregatnim Stetama (Svaka
osoba ima sucajan broj zahteva sa slucajnim iznosima Steta), nemamo informacija ni o broju
zahteva(ucestalosti) ni o njihovim iznosima. Ovde primenjujemo (2.6), gde ¢ ocenjujemo sa
uzora¢kom sredinom 150 i dobijamo standard za potpuni kredibilitet

2

>108241(14O) — 942.90
n=Lvesti\150) TS

1 raunamo

Prisetimo se da je X srednja vrednost za 210 zahteva, pa se normalna aproksimacija moze
pretpostaviti zarad primene centralne grani¢ne teoreme. Neto premija po jednom osiguraniku
iznosi

P. = 0.472(150) + 0.528(175) = 163.2.

Neto premija za celu grupu osiguranika iznosi 125(163.2) = 20,400. o

mPrimer 2.7

Posmatramo 715 zahteva za odredenu grupu osiguranika i pretpostavimo da koristimo
kredibilitet u odnosu na broj zahteva za odstetu. Ako broj zahteva prati Poasonovu raspodelu i
Ao = 1,082.41, odredi odgovarajuci faktor kredibiliteta.

Resenje:

Prisetimo se prvog dela Primera 2.3. Standard za potpun kredibilitet u odnosu na broj zahteva
sa Poasonovom raspodelom iznosi nA > 1, = 1,082.41. Dakle

7= |5 _ o813
= |Tosza1 oM =
mPrimer 2.8

Za odredenu grupu osiguranika, istorijski podaci su X = (X1, Xa..., Xn)', gde su X;
medusobno nezavisni i jednako raspodeljeni sa slozenom Poasonovom raspodelom, gde su iznosi
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Steta eksponencijalno raspodeljeni. Odredi odgovarajuci faktor kredibiliteta u odnosu na ukupne
Stete, ukoliko se zna da je faktor kredibiliteta u odnosu na broj zahteva 0.8.

Resenje:

Ucestalost zahteva ima Poasonovu raspodelu, a faktor kredibiliteta u odnosu na broj zahteva
iznosi Z = 0.8, Sto implicira da nA/4, = (0.8)% = 0.64, gde je nA posmatrani broj zahteva (iz
prvog dela Primera 2.3). Iznosi §teta imaju eksponencijalnu raspodelu, pa je oy2 = 6y°. Iz
drugog dela Primera 2.3, standard za potpuni kredibilitet u odnosu na broj zahteva iznosi

oy\?
nd =1+ (—) = 22,
Oy
Dakle,
ni
7Z = |— =+/0.32 = 0.566. O
22,

Individualne premije su deo obrasca koji se ne moze ignorisati prilikom revizije premija, i
bas zbog tog razloga se sistem parcijalnih kredibiliteta pokazao kao zadovoljavajuéi u praksi.*®

2.3.3. Teorijske poteskoce pristupa

U aktuarskoj literaturi moZemo na¢i mnoge argumente za odabir i1 odredivanje vrednosti
faktor Z. Svi oni imaju mane, ukljucujuéi i pristup koji je predstavljen u ovom poglavlju. Neke
procedure teorije kredibiliteta su nastale davno, u vremenu kada su proracuni predstavljali ve¢u
poteskocu, pa su zbog toga bile previse pojednostavljene. Metod ogranic¢enih fluktuacija nudi
jednostavno reSenje problema kredibiliteta podataka, ali zato ima i teorijskih poteskoca:

e Metod ignoriSe sve druge uzorke i samim tim i vrednost M. Nejasno je zasto je premija
(2.7) adekvatna i bolja od M, kada ne postoji model koji teorijski opisuje raspodelu
podataka X;. U ovom slu¢aju bi zgodno bilo razmotriti ocenjivanje & na osnovu kolekcije
homogenih osiguranika i svim osiguranicima naplatiti jednaku premiju. Oc¢igledno je da
postoji prakti¢an razlog za koriS¢enje premije iz (2.7), ali bez modela koji opravdava ovu
formulu, izbor Z (a time i izbor P¢) se ¢ini potpuno proizvoljnim.

e Pokusavamo da utvrdimo ,koliko je X pouzdano®, umesto da se pitamo ,koliko je
X pouzdanije od M«.>® Sa (2.7) tvrdimo da je vrednost M ta¢na reprezentacija oekivane
vrednosti, bez raspolozivih informacija o datom osiguraniku. U veéini slucajeva M je
takode ocena, dakle i sama je nepouzdana, a odnos & i M nije ispitan.

o Cak i da je (2.7) opravdano odredenim modelom, ne postoji nikakav vodi¢ za odabir
vrednosti r i p. Dodatno, kako je vrednost r i p proizvoljna, tesko je opravdati rezultate
pred regulatorima i sudijama.

“8 Vidi [5]
* Vidi [9]
0 vidi [1]
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e Ako je broj opservacija, broj podnetih zahteva za odstetu, jednak nuli ili je jako mali,
centralna grani¢na teorema nije primenljiva.”® Pretpostavljamo normalnu aproksimaciju,
a ona ne mora biti dobra pretpostavka u praksi, pogotovo u ovoj situaciji, kada

.....

upotreba Poasonove distribucije.

U narednom odeljku ¢emo predstaviti sistematski modelovan pristup za istorijsko ponasanje
Steta odredenog osiguranika, koji sugeriSe da su istorijski podaci relevantni za odredivanje
buduce premije.

2.4. Teorija kredibiliteta visoke preciznosti

“Odredivanje premija na statistickim osnovama je uvek kompromis izmedu dva
suprotna razmatranja o blagovremenoj reakciji na indikacije o skorom proslom
iskustvu 1 stabilnosti koja je dovoljna da se izbegnu ceste 1 neprikladne smetnje na
terenu.”>

U ovom odeljku predstavicemo drugi oblik teorije kredibiliteta. Ova teorija, zasnovana na
matematickom modelu reSenja problema kredibiliteta, zove se teorija kredibiliteta visoke
preciznosti, a predstavljena je u klasiénom Bulmanovom® spisu iz 1967. Faktor kredibiliteta se
odreduje formulom

gde, kada broj opservacija n raste, faktor kredibiliteta Z tezi ka 1 kao asimptotskoj vrednosti i
nikad je ne dostize. Da bismo mogli primeniti Bulmanov kredibilitet na razne realne situacije,
moramo izracunati ili oceniti takozvani Bulmanov parametar kredibiliteta k, koji zahteva analizu
varijanse: proracun ocekivane vrednosti procesne varijanse i varijanse hipotetickih sredina.
Vratimo se, na momenat, na osnovni problem za pojedina¢nog osiguranika:
e imamo n opservacija o istorijskim Stetama X = (X, -+, X,)7T
e imamo manualnu premiju u primenljivu za datog osiguranika
e iz istorijskih podataka se moze zakljuciti da je p neprikladna, odnosno da su E(X) i
X =n"Y(X; + - + X,,) prili¢no razli¢ite od u
e Koliko treba da iznosi neto premija po jedinici za izlozenost riziku za narednu godinu?
Da li ocenjena vrednost treba da se bazira na u, X ili na kombinaciji obe vrednosti?

51\ /i i
Vidi [10]

52T, 0. Carlson and L. H. Longley-Cook, Multiple Line Insurance, Michaelbacher p.98, McGraw-Hill, 1957

53 Biithlmann, H., “Experience Rating and Credibility,” ASTIN Bulletin, 4, 199-207, 1967
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Osigurava¢ mora da odgovori na sledeée pitanje: Da li je razlika izmedu p i X uzrokovana
slucajnom varijacijom 1ili je dati osiguranik zaista drugaciji od onoga $to je pretpostavljeno
proracunom p?

Jasno je da ni jedan sistem formiranja polisa osiguranja nije savrSen. Bez obzira koliko je
procedura detaljna, nece bas svi rizici u klasi biti homogeni. Dakle, uvek ¢e postojati odredeni
nivo heterogenosti medu karakteristikama rizika jedne riziko klase i1 zaista je moguce da dati
osiguranik bude razli¢it od onoga S§to pretpostavljamo. Dolazimo do pitanja, kako odrediti
odgovarajucu premiju za osiguranika?

Sada nastavljamo sa problemom i pretpostavljamo:
e nivo rizika svakog osiguranika date riziko klase karakteriSe parametar rizika 6
(moguce je da bude vektorska vrednost),
e vrednost 6 varira za svakog osiguranika i moze se posmatrati kao predstavnik
reziduala, neobuhvacenih faktora koji uti¢u na nivo rizika,

e 6 postoji, ali ne znamo njegovu pravu vrednost.

Kako 6 varira za svakog osiguranika, postoji raspodela verovatnoéa zadata sa m(6) za sve
vrednosti iz riziko klase.I1(6) = Pr(® < 0) predstavlja verovatnocu da slucajno izabrani
osiguranik iz riziko klase ima parametar rizika jednak ili manji od 6.

Iako je nivo rizika vezan za pojedina¢nog osiguranika nepoznat, mozemo pretpostaviti da je
struktura karakteristika rizika u populaciji poznata, t.j. ©(6) je poznato.

Dodatno, jasno je da iskustvo slucajnog osiguranika poti¢e iz slozenog procesa i da
sistematski varira sa parametrom 6. Parametar rizika 8 potice iz raspodele m(8), a zatim iznosi
Stete X poticu iz uslovne raspodele za X za dato 6, fx,e(x|8). Stoga raspodela zahteva za odStetu
varira od osiguranika do osiguranika i oslikava razliku u parametrima rizika.

mPrimer 2.9

U posmatranoj populaciji 75% vozaca spada u dobre vozace, a preostalin 25% u lose
vozace. Tokom jedne godine, dobar vozac¢ ima 0 zahteva sa verovatnocom 0.7, 1 zahtev sa
verovatnocom 0.2, i 2 zahteva sa verovatnoc¢om 0.1. Los vozac ima 0, 1 ili 2 zahteva za odStetu
sa verovatnocama 0.5, 0.3, i 0.2, respektivno. Opisi ovaj proces i vezu sa nepoznatim
parametrom rizika.

Resenje:

Kada voza¢ kupuje polisu osiguranja, mi ne znamo da li on spada u dobre ili loSe vozace.
Stoga parametar rizika ® moze uzeti dve vrednosti, ® = D za dobrog vozaca i ® = L za loSeg
vozaca. U Tabeli 2.2 je formulisan zakon verovatnoca za broj zahteva, X, i parametar rizika ©.o

x Pr(X = x|® = D) Pr(X =x|®0 =1L) 0 Pr(0 = 0)
0 0.7 0.5 D 0.75

1 0.2 0.3 L 0.25

2 0.1 0.2

Tabela 2.2 Verovatnoce za Primer 2.9.
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mPrimer 2.10

Iznos zahteva za odstetu ima eksponencijalnu raspodelu sa sredinom 1/60. Parametar @
varira u klasi osiguranika i potencijalnih osiguranika sa Gama distribucijom sa parametrima
a = 4 i = 0.001. Matematicki opisi ovaj model.

Resenje:
Broj zahteva ima uslovnu raspodelu

fxjo(x10) = 8™, x,06 > 0,

a parametar rizika ima raspodelu

636_1'0009 10004
6 )

e (0) =

2.4.1. Bejzova metodologija

Prisetimo se pretpostavke da se distribucija karakteristika rizika u populaciji moze predstaviti
sa raspodelom 7m(0),i da Stete odredenog osiguranika sa parametrom rizika 6 imaju uslovnu
raspodelu fye(x|6) za dato 6.

Za odredenog osiguranika sa nepoznatim parametrom rizika 6 imamo opservacije X = x, gde
X=Xy, X)) i x=(xy,,x,)7. Zelimo da odredimo premiju za pokri¢e Stete X,41.
Pretpostavimo da su istorijski podaci osiguranika Xi,:-, X, X,,4+1, koji odgovaraju razli¢itim
periodima izloZenosti riziku, medusobno nezavisni (pri uslovu ©® = 6), ali ne i nuzno jednako
raspodeljeni sa uslovnim raspodelama

ij|®(xj|9), j=1,..,nn+1

Primetimo da ukoliko bi X; bili jednako raspodeljeni, onda ij|@(xj|9) ne bi zavisilo od j. Da
je parametar rizika © poznat, mogli bismo Kkoristiti fy . 1e(xn+1/0), ali kako znamo x za istog
osiguranika, mozemo odrediti uslovnu raspodelu za X,,; pri uslovu X = x, koja se naziva
prediktivna raspodela.

Prediktivna raspodela za X, pri uslovu X = x predstavlja relevantnu distribuciju za analizu
rizika, menadZzment, donoSenje odluka, zato $to kombinuje neizvesnost u vezi sa brojem nastalih
Steta sa parametrima povezanim sa procesom rizika.
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Kako smo pretpostavili da su X; medusobno nezavisni pri uslovu © = 8, imamo>*
n
fro(,0) = f(ry, -+, 2010070 = || | fiyo(510) | m(®).
j=1
Da bismo dobili zajednic¢ku raspodelu za X, a onda i marginalnu raspodelu, integralimo po 6

fx(x) = f []—[fxﬂe(lee) () do. (2.10)
j=1

Analogno, zajednicka raspodela za X;,---,X, 41 Se dobija kada u izrazu sa desne strane
jednakosti u (2.10) u proizvodu umesto n stavimo n+1. Uslovna gustina za X,,; pri uslovu
X = x je jednaka zajednickoj gustini za (X4, -+, X;,4+1) podeljeno sa zajedniC¢kom gustinom za X,

1 n+1
FrneConnl) = 7= | gfx,m(le@) 7(8) db. (211)

Koriste¢i matemati¢ku strukturu u (2.11) moZemo dobiti posteriornu raspodelu za © pri
uslovu X

frox0) 1 |1
Tox (61%) = X;;(X) = [1[ fi0(%:10) | (0. (2.12)

Ovo drugacije mozemo napisati

n
IH o (110) | 7(0) = Mo B10 fx()
j=1
i ako uvrstimo brojilac u (2.11) dobijamo

fon kG |%) = f Fror 10 (s 18) T (81X 6. 2.13)

Iz (2.13) zaklju¢ujemo da se uslovna raspodela za X,,,; pri uslovu X moze posmatrati kao
mesSovita raspodela, gde je meSovita raspodela posteriorna raspodela g x (6|x), koja kombinuje i
sumira informacije o 6 sadrzane u priornoj raspodeli i verodostojnost.

* Napomena: Ukoliko ® ima diskretnu raspodelu, integrali se zamenjuju sumama.
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Prisetimo se Primera 2.9. Pretpostavimo da, za odredenog osiguranika, imamo dve

Resenje:

Koriste¢i (2.10) dobijamo marginalnu raspodelu

KOD = fr,00010) i, 10(116) 7(6)

= 0?7(0.2)(0.75) +0.5(0.3)(0.25)

= 0.1425.

Analogno, zajednicka raspodela za sve tri varijable je

FrO12) = D fiy10(016)fijo (116) fiy o CralO)(0).
0

Stoga,

fix,(0,1,0) = 0.7(0.2)(0.7)(0.75) + 0.5(0.3)(0.5)(0.25) = 0.09225,
fix, (0,1,1) = 0.7(0.2)(0.2)(0.75) + 0.5(0.3)(0.3)(0.25) = 0.03225,
fix,(0,1,2) = 0.7(0.2)(0.1)(0.75) + 0.5(0.3)(0.2)(0.25) = 0.01800.

Prediktivna raspodela je onda

(0[0,1) = 009225 _ 0.647368

fx,x(010.1) = 7=75==0. '

(1]0,1) = 003225 _ 0.226316

frax(101) = F=75e- = 0. '
. 0

fx,x(210,1) = 0122 = 0.126316.

Sada iz (2.12) dobijamo posteriornu raspodelu

_ fOID)f(1|D)r(D) _ 0.7(0.2)(0.75)

7(D]0,1)

£(0,D) 0.1425
_FOILFAIL)T(L)  05(0.3)(0.25)
m(Ll01) = £(0,1) ~ 01425

= 0.736842,

= 0.263158.

opservacije x; = 0 i x, = 1. Odredi prediktivnu raspodelu za X;|X; = 0,X, = 1 i posteriornu
raspodeluza 0|X; = 0,X, = 1.
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Napomena: od sada pa nadalje ¢emo izostavljati indekse za f i 7, osim u slucaju kada su
nuzni za razumevanje izraza. Takode smo mogli odrediti prediktivnu raspodelu koriste¢i (2.13).
Ovaj metod je obi¢no jednostavniji za raCunanje:

FOI0D) = ) f(0l6)m(8]0,1)
0

= 0.7(0.736842) + 0.5(0.263158) = 0.647368,
f£(1]0,1) = 0.2(0.736842) + 0.3(0.263158) = 0.226316,
f£(2]0,1) = 0.1(0.736842) + 0.2(0.263158) = 0.126316,

Sto se poklapa sa prethodnom kalkulacijom. o

mPrimer 2.12
Prisetimo se Primera 2.10 Sada pretpostavimo da je osiguranik imao Stete u iznosu 100, 950,

1 450 novéanih jedinica. Odredi prediktivnu raspodelu za cetvrtu Stetu i posteriornu raspodelu za
0.

Resenje:
Marginalna gustina za posmatrane opservacije je

® 1,000*
£(100,950,450) :f 38—100938—950996—4509Tese—l,oooedg
0
4 00 4
_ 1,000 f 966_2'500%0:1,000 720 |
6 Jo 6 2,5007
Sli¢no,
* 1,0004
£(100,950,450, x,) :f Qe 1000 g ,—9500 g, —4500 g, —Oxs §3e—1,0000 4p
0
4 o0 4_
_ 1,000 f 07 o~ (2500420 g — 1,000 5,040 |
6 J 6 (2,500 + x,)8

Prediktivna gustina je sada

1,000* 5,040
6 (2,500 +x,)8  7(2,500)7
1,000¢ 720 (2,500 + x,)®
62,5007

f(x4]100,950,450) =

Sto ima oblik Pareto gustine raspodele sa parametrima 7 1 2,500.

Razmotrimo sada posteriornu distribuciju. U imeniocu se nalazi integral koji generiSe broj
koji ¢emo zanemariti u ovom momentu. Brojilac zadovoljava
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100,950,450, 6
7'[(6'100’950,450) (: f]E(100 950 450))> o« §e 10009 ,—9500 g ,—4500

1,000*

3 ,-1,0000
B0°e ,

Sto je izraz koji smo integralili pri odredivanju marginalne gustine. Takode ¢emo zanemariti
konstante i u brojiocu, pa je

7(0]100,950,450) o« H®e 25000,

Da bi ovaj izraz predstavljao gustinu raspodele, neophodno je integraliti izraz i odrediti
konstantu. Medutim, umesto da integralimo, prepoznacemo da je ovo raspodela za Gama
distribuciju sa parametrima 7 i 1/2,500. Dakle,

966_2’5009 2’5007
r'()

7(6]100,950,450) =

Sada ¢emo na alternativan nacin izraunati prediktivnu gustinu i videti da se rezultat poklapa
sa prethodno dobijenim rezultatom

00 o 066_2’50062,5007
£(x,]100,950,450) = j e 0% do

o I'(7)
— 2’5(:0 j 076_(2’500+x4)6d9
6 J,

12,5007 7!
6! (2,500 + x,)8°

Vidimo da je posteriorna raspodela istog tipa (Gama) kao i priorna raspodela. o

Vratimo se sada na originalni problem, gde imamo opservacije X = X za odredenog
osiguranika i zelimo da predvidimo vrednost X,,,,. Kada bismo znali 6, logi¢an izbor bi bila
hipoteticka sredina (ili individualna premija)

b2 (0) = (K1 10 = 0) = [ niafi o ConsalO)d e (214)
Ako zamenimo 6 za 0 u (2.14) i uzmemo ocekivanje, dobijamo
tn+1 = EXuy1) = E[EK4110)] = Epn41(0)],
neto, ili kolektivnu, premiju kao bezuslovno ocekivanje hipotetickih sredina.

Medutim, kako je parametar € nepoznat, nas najbolji pokusaj jeste da iskoristimo prikupljene
individualne podatke (istorijske podatke), x, i Bejzovu premiju (sredinu prediktivne raspodele)

49



Master rad: Bejzova statistika i njena primena u aktuarskom kredibilitetu
Bojana Bobar

E(Xpes X = x) = f Xt s Cons1 X)X, (2.15)

Koriste¢i (2.13) i (2.14), izraz mozemo drugacije napisati

EXpsq X = x) = fxn+1fxn+1|x (Xp411X)d X 41
= [ 2| [ Frusato Conea0) morx(010d0] d
Z.[U. Xn+1fx,, 100 Xn+110) dxn+1] mex(0]x)d0

- f 1 (6) o (B1X) 6. (2.16)

Ovakva formulacija implicira da je Bejzova premija ocekivana vrednost hipotetickih sredina
za posteriornu raspodelu o x(6x).>

mPrimer 2.13
Prisetimo se Primera 2.11. Odredi Bejzovu premiju koristeci (2.15) i (2.16).

Resenje:
Hipotetic¢ke sredine su
usz(D) = (0)(0.7) + 1(0.2) + 2(0.1) = 0.4,
us(L) = (0)(0.5) + 1(0.3) + 2(0.2) = 0.7.

Na osnovu opservacija x; = 0 i x, = 1, mozemo izraunati Bejzovu premiju direktno iz
(2.15)
E(X310,1) = 0(0.647368) + 1(0.226316) + 2(0.126316) = 0.478948,
i bezuslovnu neto premiju

s = E(X3) = z 15(0)m(6) = (0.4)(0.75) + (0.7)(0.25) = 0.475.
0

Da bismo potvrdili (2.16) sa opservacijama x; = 0 i x, = 1, Koristimo posteriornu
raspodelu (6]0,1) ve¢ izra¢unatu u Primeru 2.11 i dobijamo

E(X50,1) = 0.4(0.736842) + 0.7(0.263158) = 0.478947,

sa razlikom nastalom usled zaokruzivanja. m

% Jos jednom napominjemo da se kod diskretnih slu¢ajnih promenjivih, integrali zamenjuju sumama.
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Generalno, drugi pristup koji smo Koristili (2.16) je zgodniji za racunanje od direktnog
pristupa sa uslovnom raspodelom za Xp+1|X = X.

I kao Sto smo ocekivali, ocena vrednosti bazirana na opservacijama je izmedu priorne
vrednosti (u; = 0.475) odredene bez obzira na istorijske podatke, i vrednosti bazirane samo na
istorijskim podacima (X = 0.5).

mPrimer 2.14
Prisetimo se Primera 2.12. Odredi Bejzovu premiju.

Resenje:
Iz Primera 2.12 imamo p,(8) = 8~1. Koristeéi (2.16) dobijamo

() 968_2'50092,5007
E(X,]100,950,450) = f 61 5 de

0
12,5007 120

720 2.5006 = 416.67.

Iz priorne raspodele, koristec¢i formulu za momente Gama distribucije dobijamo

1,000

p=E@1) = =333.33

i opet je Bejzova ocena izmedu priorne ocene i one bazirane samo na istorijskim podacima
(uzoracka sredina od 500). 1z (2.15)

)

0
E(X,[100,950,450) = = 416.67,

dobijamo sredinu prediktivne Pareto distribucije. i

mPrimer 2.15
Za proizvoljni uzorak obima n i proizvoljnu Gama distribuciju sa parametrima o i 5, gde je
p reciprocna vrednost uobicajenog parametra, generalisi rezultat iz Primera 2.12.

Resenje:
Posteriorna raspodela se moze odrediti iz

n

ga—le—ﬂe a
w0 ([ oo | 226
g (@)
]:

o 9n+a—1e—(2x}~+ﬁ)9'

o1
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Gde su izostavljeni svi ¢inioci koji ne sadrze 6. Umesto da integralimo da bismo dobili vrednost
konstante, prepoznajemo da je ova posteriorna distribucija zapravo Gama distribucija sa

. i -1 : e -
parametrima n + o | (Z X; +ﬁ) . Bejzova ocena za X,,; je ocekivana vrednost od 07!
koriste¢i posteriornu raspodelu:

ij+,8_ n _ a—1 B
nta-1 nta—-1" "nta—-1a-1

Napomenimo da je dobijena ocena tezinska sredina istorijskih podataka i bezuslovne sredine,
i da ima oblik kao u (2.7). o

2.4.2. Kredibilnosna premija

Najveci problem Bejzovog sistemati¢nog pristupa je poteSskoca pri numerickoj evaluaciji
Bejzove premije E(X,,., |X = x). Primeri navedeni u prethodnoj sekciji su bili jednostavni i
teSko da mozemo ocekivati da mogu obuhvatiti esenciju karakteristika realnog scenarija u

.....

numeric¢ku integraciju.

Razmotrimo sada alternativu koju je Bulman® predlozio 1967. Da bismo ocenili zahteve za
otetu za narednu godinu, potrebna nam je uslovna raspodela fy ..o (xp+1]6) ili hipoteticka
sredina u,,1(68). Predlog je da se u,,(6) aproksimira linearnom funkcijom istorijskih podataka
X, sa ocenjivatem u obliku @y + X%, a;X; , gde se vrednosti ag, ay, ..., @, Moraju izabrati. Mi
biramo one vrednosti a; koje minimizuju srednjekvadratnu Stetu, odnosno,

2
n

0 =ES |t @ —ao— ) o] ¢, (2.17)

j=1

a kvadratna greska je uproseCena preko zajednicke distribucije svih mogucéih opservacija
X1, -, Xy 1 svih mogucéih vrednosti ©. Q minimizujemo diferenciranjem:

n

aQ
. = E1{ 2 |tns1(0) — ag —Zanj =D
24

j=1

Sa &gy, a,..,0&, ¢emo oznaCiti vrednosti ag,ay,...,a, koje minimizuju (2.17). Sada
izjedna¢avamo dQ/da, = 0 da bismo dobili:

56 Biithlmann, H., “Experience Rating and Credibility,” ASTIN Bulletin, 4, 199-207., 1967
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Blitnss ()] = @+ ) GE(X;).
=1
Ali E(X41) = E[E(Xns1 10)] = Eljtny1(0)] | 9Q/9a = 0, paje

E(X,41) = @ + z GE(X;). (2.18)
j=1

Ova jednacina se naziva jednacina centriranosti, zato Sto zahteva da kredibilnosna ocena
@y + Xj=1@X; bude centrirana za E(X,,;). Medutim, ona moZze biti pristrasni ocenjiva¢ za
Un+1(0) = E(X41 1©), gde prihvataju¢i  pristrasnost moZemo  smanjuti  ukupnu
srednjekvadratnu gresku (MSE). Zasvakoi = 1,...,n, imamo

0Q
S = B2 a0 — g — ) X[ (X

l

n
j=1
Sada iz 0Q/da; = 0 dobijamo:

Blitns (0)Xi] = GECXD + ) GE(XX,).
=1

Ako pretpostavimo nezavisnost X; i Xn+1 uslovno za dato ©, mozemo levu stranu jednacine
drugacije napisati kao
Elun+1(0)X;] = E{E[(X; 11n+1(0)|0)]}
= E{ un+1(0)E[X;]|0]}
= E[E(Xn+1 |©)E(X;|0)]
= E[E(Xn+1X; [0)]

= E(XiXTl+1)I
Dakle, iz 0Q/0a; = 0 dobijamo
n
E(X;X11) = GE(X;) + Z GE(X:X). (2.19)
j=1

Ako sada pomnozimo (2.18) sa E(X;) i dobijenu vrednost oduzmemo od (2.19) dobijamo
n
Cov(X;, Xpi1) = X&jav(Xi,xj), i =1,..,n (2.20)
j=1
Tacno jedan sabirak sa desne strane jednacine predstavlja varijansu, Cov(X;, X;) = Var(X;) a
preostalih n — 1 sabiraka predstavljaju kovarijanse.

53



Master rad: Bejzova statistika i njena primena u aktuarskom kredibilitetu
Bojana Bobar

Jednacine (2.18) i (2.20) zajedno nazivamo sistem normalnih jednacina. Ove jednacine reSene
za &, 4, ..., @, daju kredibilnosnu premiju

n
o + Z &X; . (2.21)
j=1

Primetimo da vrednosti &, &, ..., @, takode minimizuju i

n

01 = E{ B 10 — a0 = ) X, (2.22)
=1
i
2
n
QZ = E XTL+1 - ao - Z a]X] , (223)
Jj=1

S$to se moze pokazati diferenciranjem izraza Q i Q, U 0dnosu na «g, a4, ..., &,. ResSenja i dalje
zadovoljavaju sistem normalnih jednacina, pa zakljucujemo da je kredibilnosna premija najbolji
linearni ocenjivaé za hipoteticku sredinu E(X,;, |©), Bejzovu premiju E(X,, 41 |1X) i za X;,44.

mPrimer 2.16
Odredi kredibilnosnu premiju @, + X}, @X; ako je f E(X;) = u, Var(X;) = 02, i, za
i # J,Cov(X;,X;) = pa?, gde je koeficijent korelacije -1 < p < 1.

Resenje:
1z jednacine centriranosti (2.18) dobijamo

n
j=1
il drugacije zapisano
n ~
a
j=1 #
Jednacine (2.20) postaju, zai = 1, ...,n,

n
P=Z‘7jl)+&i'
=

Jj#i
odnosno
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n
p = Zdjp +d(1—-p)fori=1,..,n
j=1
Stoga, koristeci (2.18)
i - p(1—=Xj1®)  pdy
‘ 1-p u(l—p)

Sumirajuéi ovaj izraz po i od 1 do n

I kombinujuéi ga sa jednac¢inom centriranosti, dobijamo jednacinu za &,

dy  npdy
u o u(l-p)y
Ako reSimo ovo za &, dobijamo
Gy = A-pu
1—-p+mnp
Dakle,
. pdy p

a; = = :
7w -p) 1-p+np
Kredibilnosna premija sada glasi

a+za A=-pu z
0 7%= 1—p+np 1-— p+np

—(1—Z)u+ZX,

gde je Z=np/(1—-p+np)i X=n""%7_1X;. Pa,ako0 < p < 1,0nda0 < Z < 1,i

kredibilnosna premija je oblika (2.7), kao teZinska sredina od u = E(X,,;,) i X.0O

2.4.3. Bulmanov model

Najjednostavniji kredibilnosni model, Bulmanov model, pretpostavlja da je za posmatrani
rizik, svako X; jednako raspodeljeno za svaki vremenski period, odnosno, konstantno je u odnosu
na vremensku odrednicu, kako je to Hans Bulman opisao, pretpostavlja se ,,homogenost u
vremenu®. Drugim reé¢ima, za svakog osiguranika (uslovno za @), istorijske Stete (slucajne
promenljive u proslom posmatranom periodu X;,...,X;) imaju jednaku sredinu i varijansu,
medusobno su nezavisne i jednako uslovno raspodeljene pri uslovu O:
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hipoteticka sredina®": u(6) = E(X; |© = 0)

procesna varijansa: v(6) = Var(X; |® = 0).

Ova pretpostavka se lako moze naruSiti u praksi, poSto se karakteristike rizika mogu
promeniti zbog raznih razloga: inflacija moze povecati iznose Steta; mladi voza¢ sa iskustvom
postaje bolji vozac; gustina saobra¢aja moze narasti u nekoj oblasti $to dovodi do povecanja
broja saobracajnih nesreca; u poslovanju se mogu uvesti procedure za kontrolu rizika i time
smanjiti gubici.

Da bismo primenili Bulmanov kredibilitet, potrebno je odrediti srednje vrednosti ovih
kvantiteta za celu populaciju rizika (preko svih riziko klasa), kao i varijansu hipotetickih sredina
te populacije:

oc¢ekivana vrednost hipoteti¢kih sredina: u = E[u(0)], (2.24)

oCekivana vrednost procesne varijanse: v = E[v(0)], (2.25)
i

varijansa hipoteti¢kih sredina: a = Var[u(0)]. (2.26)

u, se zove kolektivna premija (sredina populacije), i daje ocenu ocekivane vrednosti za X; u
odsustvu bilo kakve a priori informacije o riziku 6 (i posledi¢no u odsustvu bilo kakve a priori
informacije o u(0)). v je mera za heterogenost unutar riziko klasa, dok je a mera za heterogenost
izmedu riziko klasa.

Odredimo sada sredinu, varijansu i kovarijansu za sve X;. Prvi korak je
E(X;) = E[E(X; |0)] = E[w(®)] = 1. (2.27)
U slede¢em koraku odredujemo
Var(x,) = E[Var(x; [0)] + Var[E(X; |6)]
= E[v(©)] + Var[u(©)]
=v+a. (2.28)
Ova formulacija implicira da je
ukupna varijansa =
oCekivana vrednost procesne varijanse + varijansa hipotetickih sredina.

Poslednji korak, za i # j,
Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(X)E(X))
= E[E(X.X; |0)] — u?
= E[E(X; |©)E(X; |0)] — {E[u(0)]}?
= E{[(©)]*} - {E[u(®)]}?

= Var[u(0)]
=a. (2.29)

5" Ogekivana $teta unutar riziko klase ©.
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Ovaj rezultat ima oblik kao u Primeru 2.16 sa parametrima u, 62 = v+aip =a/(v + a),
dakle kredibilnosna premija je

n
@ + Z GX;=ZX+ (1 -2y, (2.30)
j=1
gde
n
Z=— (2.31)

v E[var(x, Jo)]
=% Vara(x, |0)] (232)

Faktor kredibiliteta Z u (2.31) sa k zadatim u (2.32) se zove Bulmanov faktor kredibiliteta.

Kredibilnosna premija formulisana kao u (2.30) daje tezinsku sredinu uzora¢ke sredine X i
kolektivne premije u. Kako n raste, akumuliranjem istorijskih podataka (n — o), Z asimptotski
tezi ka 1 (Z - 1), dajuéi veéi kredibilitet X nego kolektivnoj premiji p. Slika 2.2 pokazuje
Bulmanov kredibilitet (za k=18.5926 iz Primera 2.18) gde Z nikada ne uzima vrednost 1, za razliku od
klasi¢nog kredibiliteta.

0,8
0,6
0,4
0,2

Faktor kredibiliteta Z

0 200 400 600 800 1000
Broj opservacija

Slika 2.2 Bulmanov kredibilitet

Dalje, u populaciji homogenoj u odnosu na parametar rizika @, hipoteti¢ke sredine E(X; |0)
ne variraju puno sa promenom parametra 0, sto implicira da je a malo u odnosu na v, dakle, k je
veliko i Z je blizu nule. S druge strane, u heterogenoj populaciji, hipoteticke sredine E(X; |@) su
vise volatilne, te je a veliko, k je malo i Z je blize jedinici. Ovakve opservacije se slazu sa naSom
intuicijom: za homogenu populaciju, ukupna sredina i je znacajnija za predvidanje buducih Steta
za odredenog osiguranika, ali je zato u heterogenoj populaciji iskustvo drugih osiguranika manje
vazno.

Generalno, da bismo izrac¢unali Bulmanov kredibilitet, neophodno je prvo odrediti ocekivanu
vrednost procesne varijanse i varijansu hipotetickih sredina za jednu opservaciju, pa zatim
uvrstiti broj raspolozivih opservacija n u formulu. Ako se ocenjuju broj zahteva i neto premija,
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onda je broj n u jedinici za izlozenost riziku, a ako se ocenjuje iznos $teta, onda je n izrazeno u
broju zahteva za odstetu (n izraZeno u mernoj jedinici imenioca kvantiteta koji ocenjujemo®®).

mPrimer 2.17 Primer za gadanje mete
Stefan Filbrik (Stephen Philbrick)® je predstavio odli¢an primer sa gadanjem meta, kojim je
ilustrovao ideje Bulmanovog kredibiliteta.

Pretpostavimo:

e postoje Cetiri strelca 1 svaki gada svoju metu, koje su medusobno razlicite.

e pogotci svakog strelca su distribuirani oko njihovih meta, oznaéenih slovima A, B, C, i
D, gde je ocekivana vrednost jednaka lokaciji njihovih meta.

e svaki hitac moze biti ispaljen od strane bilo kog strelca sa jednakom verovatnocom
(ispaljuju isti broj hitaca), pa svakoj meti dajemo istu tezinu.

O A
EII:I a O R A
A B
O A A
. O O & N F 9
O - £ o o
e ° O
e o, ¢ o © ')
e C o ¢D
[ ] ® O o <
Slika 2.3

Ako su mete rasporedene kao na Slici 2.3, hitci svakog strelca ¢e se grupisati oko njihovih
meta. Hitci razli¢itih strelaca su oznaceni razli¢itim simbolima, kao na primer, hitac strelca B je
oznacen sa trouglom itd.

Sredina populacije, t.j. srednja vrednost sve Cetiri mete A, B, C, i D, oznacena je sa E. U
slu¢aju da ne znamo koji strelac je ispalio hitac, ocenili bismo mesto pogotka sa E, odnosno, a
priori ocena u jeE.

Slu€ajnim procesom biramo jednog od strelaca i njegov identitet nam nije poznat. On ce
ispaliti hitac ka svojoj meti sa odredene razdaljine. Na§ zadatak je da, na osnovu lokacije
ispaljenog hitca, napravimo najbolju ocenu lokacije sledeceg pogotka za istog strelca. Koristec¢i
Bulmanov kredibilitet uporedujemo dve ocene lokacije. Jedna ocena bi bila izmedu srednje

*® Neto premija = ukupna Steta/ukupna izloZenost= (ulestalost zahteva)( iznos Stete). UGestalost zahteva= broj

zahteva/izlozenost. Iznos $tete= ukupna Steta/broj zahteva.
¥ Vidi [11]
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vrednosti opservacija i srednje vrednosti meta, a priori sredina E. Sto je veéi kredibilitet pripisan
opservaciji, ocena je blize opservaciji, i suprotno, manji kredibilitet pripisan podacima znaci da
¢e ocena biti bliza E. Kada bismo striktno pratili proceduru Bejzove analize, slede¢i korak bi bio
obracun nove korigovane verovatnoce da je hitac ispalio strelac A, B, C ili D, a potom bismo
rac¢unali novo E na osnovu revidiranih tezina. Medutim, u ovom primeru, nije nam namera da se
bavimo eksplicitnim kalkulacijama, nego da intuitivno opravdamo osnov za kalkulaciju koja bi
bila odradena.

Pretpostavimo da strelci nisu savrSeni, ne pogode uvek svoju metu. Prosecno rasipanje
pogodaka oko meta svakog strelca je oCekivana vrednost procesne varijanse v. Ako su strelci
dobri (precizani), v je malo i hitci su usko rasuti oko meta, s druge strane, za loseg strelca v je
veliko i hitci nisu usko rasuti oko mete. Sto je strelac bolji, hitac sadrzi vise informacija. Sto je
strelac losiji, opservacija o lokaciji pogotka sadrzi viSe slu¢ajnog Suma. Stoga, opservacijama
dobrog strelca dajemo vise tezine (uz sve ostale uslove nepromenjene), u odnosu na opservacije
loseg strelca. Dakle, za boljeg strelca, veéi je kredibilitet:

Ocekivana Kredibilitet
Grupisanje vrednost procesne Sadrzaj pripisan
Strelac hitaca varijanse informacija opservaciji
Dobar Usko Malo Visok Veéi
Lo§ Siroko Veliko Nizak Manji
Tabela 2.3

Kada je strelac bolji, slucajne fluktuacije u hitcima su manje prisutne i uzoracka sredina je
relativno bolja ocena u odnosu na a priori sredinu. Razmotrimo sada Sliku 2.4, gde
pretpostavljamo da su svi strelci bolji u odnosu na slucaj predstavljen Slikom 2.3. Ovde
ilustrujemo da je za manju ocekivanu vrednost procesne varijanse veéi kredibilitet, t..
pripisujemo ve¢i kredibilitet opservacijama. Sada je mnogo lakSe re¢i koji strelac je
najverovatnije ispalio odredeni hitac, samo na osnovu lokacije pogotka.

# 7y
O—ALO “Ei‘
alny A
EJ
® &
ot e % 90
o C O D oC
e_® O
o9 Q
Slika 2.4

Ako su mete blize rasporedene (Uz sve ostale uslove nepromenjene), manja je varijacija u
hipotetickim sredinama, i a priori sredina postaje relativno bolja ocena u odnosu na uzoracku
sredinu. Stoga, §to su mete udaljenije jedna od druge, laksSe je razlikovati hitce razli¢itih strelaca i
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daje se vedi kredibilitet opservacijama. Ako svaka meta predstavlja hipoteti¢ku sredinu hitaca
jednog strelca, onda se rasipanje meta moze kvantifikovati kao varijansa hipotetickih sredina a.

Varijansa Kredibilitet pripisan
Mete hipotetiCkih sredina  SadrZaj informacija opservacijama
Blize Velika Nizak Manyji
Udaljenije Mala Visok Vedi
Tabela 2.4

Pogledajmo Sliku 2.5. gde je ilustrovana ideja da, $to su mete udaljenije jedna od druge, to je
veéi kredibilitet pripisan opservacijama, 0dnosno, za vece a, veéi je i kredibilitet. Uporedimo
sada Sliku 2.5 i Sliku 2.3. Vidimo da je na Slici 2.5 lakSe odrediti koji strelac je ispalio hitac
samo na osnovu lokacije pogotka, drugim refima, kredibilitet pojedinacne opservacije se
povecao.

O O
o g O a .,‘
A A ‘B
O O A A
O A a
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O
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<
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.o C". . og ©
o * o o ©
Slika 2.5

Do sada smo razmatrali rezultate sluc¢aja kada je ispaljen samo jedan hitac. Ako se broj
ispaljenih hitaca poveca, kredibilitet pripisan srednjoj vrednosti veceg broja opservacija
pogodaka je veéi u odnosu na jednu opservaciju. Veéi broj posmatranih pogodaka za nepoznatog
strelca, daje vise informacija i stoga mozemo pripisati vec¢i kredibilitet srednjoj vrednosti
opservacija.

Sve do sada pomenute karakteristike su obuhvac¢ene formulom za Bulmanov kredibilitet:

n na
Z: =
n+k na+v
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gde kada v raste, Z opada i kada a ili n raste, Z takode raste.

Karakteristika primera sa

gadanjem mete Matematicka kvantifikacija Bulmanov kredibilitet
Bolji strelac manje v Vedi
Udaljenije mete vece a Vedi
Vise hitaca vece n Vedi
Tabela 2.5

Ukupna varijansa posmatranih pogodaka jednaka je zbiru ocekivane vrednosti procesne
varijanse v i varijanse hipoteti¢kih sredina a. NesavrSenost strelaca je kvantifikovana sa v, a sa
pretpostavkom da strelci nisu savrieni kazemo da je v pozitivno. Cak i da se sve mete nalaze na
istom mestu, postojala bi varijansa u posmatranim rezultatima. Drugo, varijansa zbog rasutosti
meta je kvantifikovana sa a, i kada su mete rasute, a je pozitivno. Cak i da su strelci savrieno
precizni, i dalje bi postojala varijansa u posmatranim rezultatima kada strelac gada razliCite
mete.o

Sada obratimo paznju i na druge primere.

mPrimer 2.18
Prisetimo se Primera 2.13. Odredi Bulmanovu ocenu za E (X5|0,1).

Resenje:
Iz Primera 2.13 imamo:
u(D) = E(X;|D) = 0.4, u(L) =E(X;|L) =0.7,
n(D) = 0.75, (L) = 0.25,
te je ocekivana vrednost 1 varijansa za hipoteticke sredine

u= Z u()m(0) = 0.4(0.75) + 0.7(0.25) = 0.475,
0

a= Z u(0)*m(6) — u? = 0.16(0.75) + 0.49(0.25) — 0.475% = 0.016875.
6

Ocekivanu vrednost procesne varijanse dobijamo sa:
v(D) = Var(X;|D) = 02(0.7) + 12(0.2) + 22(0.1) — 0.4? = 0.44,
v(L) = Var(X;|L) = 02(0.5) + 12(0.3) + 22(0.2) — 0.7* = 0.61,

v = Z v(0)1(6) = 0.44(0.75) + 0.61(0.25) = 0.4825.
0
Tada iz (2.32)
v 04825

k=—

2~ 0016875 ~ 28926

aiz (2.31)
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Z =37 285926 - 0654

Dakle, sledec¢a ocekivana vrednost je 0.0654(0.5) + 0.9346(0.475) = 0.4766, $to je najbolja
linearna aproksimacija Bejzove premije (dobijene u Primeru 2.13). i

mPrimer 2.19
Koristeci postavku zadatka iz Primera 2.15., odredi Bulmanovu ocenu.

Resenje:
Za ovaj model,
o ey B
u@®© =071  u=E(® 1)——a_1.ﬁ2
v(O)=0"% v =E073?= CEDICEDL
_ 1 B? B\ p?
a = Var(® 1)_(a—1)(a—2)_(a—1) T @-Da-2)
k=2=a—L
a
7 = n _ n
" n+k n+a-1’
n _ a—1 B

= X+ :
C n+a-1 n+a—1la—-1

Sto se poklapa sa Bejzovom ocenom.

Za ovaj primer, mogli smo primeniti i alternativnu analizu. Neka je jedna opservacija
S =X, + -+ X,. Na osnovu pretpostavki problema, S ima sredinu n®~?! i varijansu n®2,
Znamo da S ima Gama raspodelu, ali u ovom trenutku ta informacija nije neophodna, posto
Bulmanova aproksimacija zahteva samo vrednost momenata. Pogledajmo sledec¢u kalkulaciju,
Tlﬁ nﬁz nZ'BZ
'u =—,V = ,aA = ,
a—1 (a—1D(a—-2) (a—1)2(a—2)
1 n

7 = = :
n 1+k n4+a-1

Primetimo da je sada u formuli za Z obim uzorka jednak 1, sto oslikava ¢injenicu da imamo
samo jednu opservaciju S. Kako je S = nX, Bulmanova ocena je
P, = g2t "
‘T hta—-1" "nta—1la-1

Sto je prethodni odgovor uvecan n puta. To je zato Sto sada ocenjujemo sledecu vrednost za S
umesto sledecu vrednost za X. Medutim, faktor kredibiliteta Z je isti, bez obzira da li ocenjujemo
Xp4q 1li sledecu vrednost za S. m
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Mogli smo primetiti da Bulmanov kredibilitet meri relativni odnos korisnosti jednog
ocenjivaca, srednje vrednosti opservacija, u odnosu na drugog ocenjivaca, a priori sredinu. Za
specifi¢an slucaj kada je Z = 50%, dva ocenjivaca su jednako dobri ili jednako losi. Generalno
govore¢i, Bulmanov kredibilitet je relativna mera vrednosti informacija sadrzanih u
opservacijama u odnosu na a priori sredinu.

2.4.4. Bulman-Straubov model

Za Bulmanov model kazemo da je najjednostavniji model kredibiliteta, zato §to dopusta da
istorijske Stete (sluajne promenljive Xi,---,X, za dati rizik) osiguranika budu jednako
raspodeljene za svaku posmatranu godinu. Ova pretpostavka ne dozvoljava varijacije u jedinici
za izlozenost riziku ili veli¢ini §tete, §to se lako moZze narusiti u realnim situacijama. Na primer:

e Broj vozila u vlasniStvu klijenta sa automobilskim osiguranjem se moZe menjati
vremenom.

o Stete tokom prve godine pokri¢a polise osiguranja mogu oslikavati samo deo godine, zato
Sto je polisa zakljucena na neuobicajen datum.

e Koli¢ina radne snage za nosioca polise osiguranja o zastiti na radu, se moze menjati iz
jedne godine u drugu.

e Iznos zaradenih premija jedne riziko klase moze varirati iz godine u godinu.

Dakle, izlozenost riziku za nastanak $tete moze varirati i pretpostavljamo da se moze meriti
sa: koli¢inom premija osiguranja, brojem zaposlenih, platnim spiskom, brojem osiguranih
automobila, brojem zahteva itd.

Da bismo reSili problem pomenutih varijacija, razmotrimo generalizaciju Bulmanovog
modela. Ideja u Bulman-Straubovom modelu (takode se naziva i empirijski Bejzov model®) je
da pretpostavimo da su sredine za slu¢ajne promenljive jednake za posmatrani rizik, ali da su
varijanse obrnuto proporcionalne veli¢ini (t.j. izloZenosti) rizika tokom svakog posmatranog
perioda, na primer, kada je rizik dva puta veci, procesna varijansa je prepolovljena.

Pretpostavimo da su slu¢ajne promenljive X;, -+, X;, nezavisne, uslovno za 0, sa zajedni¢kom
sredinom
u(6) = E(X;|0 = 0)
i uslovnim varijansama

7]
Var(Xj|® = 6) = %,
J

80 vidi [10]
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gde X;61 predstavlja broj zahteva za odStetu, monetarnu Stetu, ili neki drugi kvantitet od interesa
po jedinici izloZenosti riziku, @ m; je poznata konstanta, mera za izloZenost riziku. Primetimo da
je m; proporcionalno samo veli€ini rizika i da procesna varijansa slu¢ajne promenljive opada sa
porastom izlozenosti riziku.

Na koji nacin treba da kombinujemo slucajne promenljive X;,---,X, povezane sa
posmatranim rizikom (ili grupom rizika) da bismo ocenili hipoteti¢ku sredinu ©(60)? Tezinska
aritmericka sredina, koja koristi izloZenosti m;, ¢e dati linearni ocenjiva¢ za x(6) sa minimalnom
varijansom. Prvo defini§imo ukupnu izloZenost

m=my+m,+---+m,
a zatim 1 tezinsku aritmeti¢ku sredinu

— - m]
%= szj, (2.33)
=1

gde m; moze biti broj meseci u godini j tokom kojih je osiguranik bio izlozZen riziku, ili broj
¢lanova grupe u godini J, ili koli¢ina prihoda od premija za polisu osiguranja tokom godine j.
Sada, kao i u Bulmanovom modelu, neka su
u=Eu®)]  v=E[O)]

a = Var[u(©)],
gde je o¢ekivana vrednost uzeta preko svih parametara rizika 6 u populaciji.

Sledec¢e odredujemo bezuslovne momente, iz (2.27) E(Xj) =u,aiz (2.29) Cov(XL-, Xj) =a,
ali
Var(X;) = E[Var(X; |®)] + Var[E(X; |©)]

v(©)
=E|——
™ l + Var[u(0)]
v
=—+a.
m;
Da bismo odredili kredibilnosnu premiju (2.21), reSavamo sistem normalnih jednac¢ina (2.18)
i (2.20) i dobijamo &, &, ..., &,. Sada koriste¢i (2.27), jednacina centriranosti (2.18) postaje

n
U= a +Zdj,u,
j=1

ili kada sredimo izraz

- o
@=1-——. (2.34)
- 2
j=1
Zai= 1,..,n,(2.20) postaje

o Xj mozZe biti broj zahteva za odStetu po godini pokrivenosti za kuéu ili moZe biti racio Stete.
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=1 j=1
j#i
ili drugacije
n ~
5 =2 1_Z~. i i=1,..n (2.35)
@ =—m 2% _v,um“ i=1,..,n .
j=1
Sledece koristimo (2.34) i (2.35), te dobijamo
g - - - _ad - adym
B X EC IR
K j=1 i=1 e K
a potom
- u v/a
(ZO =

14+am/v m+ v/a”’
i kao rezultat imamo
ado mj
= —mj
Uv

&

- m+v/a

Konaéno, kredibilnosna premija (2.21) iznosi

n
@ + z &X; =ZX + (1 - 2Dy, (2.36)
j=1

gdeje Z=—""iX =¥}, ~LX; sak =2 iz (232).

Vidimo da kredibilnosna premija (2.36) jo$ uvek ima oblik (2.7), samo Sto je u ovom slucaju
m ukupna izlozenost za osiguranika, i Bulman-Straubov faktor kredibiliteta Z zavisi od m.
Nastavimo dalje, X je tezinska aritmeti¢ka sredina za X;, sa teZinama proporcionalnim m; i
obrnuto proporcionalnim varijansi za individualno X;, odnosno, slu¢ajna promenljiva sa manjom
varijansom treba da ima vecu tezinu. Sa stanoviSta grupne interpretacije, X; je prosecna Steta m;
¢lanova grupe tokom godine j, pa je m;X; ukupna Steta grupe tokom godine j. Dalje, X je ukupna
prosecna Steta po ¢lanu grupe tokom n godina, stoga je kredibilnosna premija za grupu u n + 1
godini m,1[ZX + (1 — Z)u] za m,,,, ¢lanova grupe u slede¢oj godini.

Posmatrajmo jednu opservaciju X, za koju je procesna varijansa
n

2
Var(X|0) = Z m;~v(®) _v(®)

m2 m; m

j=1
a ocekivana vrednost procesne varijanse je v/m. Varijansa hipotetickih sredina je i dalje a, stoga
je k =v/am, a kako raspolazemo samo jednom opservacijom X, faktor kredibiliteta je kao i
ranije
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_ 1 _ m
~1+v/(am) m+v/a’

z (2.37)

mPrimer 2.20

Pretpostavimo da u godini j imamo N; zahteva za odstetu od m; polisa, j =1,..,n, gde
individualna polisa osiguranja ima Poasonovu raspodelu sa parametrom 0, a parametar © ima
Gama raspodelu sa parametrima a i B. Ako ¢e u godini n + 1 biti m,,, polisa, odredi Bulman-
Straubovu ocenu za broj zahteva u godini n + 1.

Resenje:
Da bismo zadovoljili uslove ovog modela, neka X; = N;/m; za j = 1,..,n i poSto N; ima
Poasonovu raspodelu sa sredinom m;©,

E(X;l0=0) = E(mi

1
N; @=9>=—E(1vj|@=e)=@=u(@)
j m;

_ _ 1 _ _ 1 _ _ Q] _U(@)
Var(X;|0 =0) = Var(ENj 0= 6) = EVar(NA(E) =0)= E = T]

Sada,
u = E(0©) = ap, a = Var(0) = af?, v =E(0) = ap,
m mp

1
k: =} )
m+1/f mp+1

gl

pa je ocena za jednog osiguranika
mpf  _ 1

P. = X+= ,
C mp+1 mﬁ+1a’8

gde X = m™' ¥7_, mX;

Konacno, za godinu n + 1, ocena je m,,,P.. i

Pretpostavke u Bulman-Straubovom modelu su mozda previse restriktivne da bi oslikavale
realnost. Hewitt® je uocio da se veliki rizici ne ponasaju na isti nadin kao agregatni nezavisni
mali rizici. Cak su oni i vise varijabilni, $to ¢emo demonstrirati slede¢im primerom.

mPrimer 2.21

Neka su Xi, ..., X, medusobno nezavisni i uslovno raspodeljeni pri uslovu © sa uslovnom
sredinom E(X;|@©) = u(©) i uslovnom varijansom Var(X;|0) = w(®) + v(0)/m;. Pokazi da
ovaj model podrzava Hewitt-ovu opservaciju i odredi kredibilnosnu premiju.

Resenje:

82 Hewitt, C., Jr. , “Loss Ratio Distributions—A Model,” Proceedings of the Casualty Actuarial Society, LIV, 70—
88., 1967
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Posmatrajmo nezavisne rizike i i j sa izlozenoS¢u m; i m; i sa srednjom vrednosti ©. Kada
agregiramo, varijansa prosecne Stete iznosi

2 2
. m; - m] .
@) = <—mi — m,-) Var(X;|0) + <—mi = m,-) Var(X;]0)

miz + mjz
S L u(0),
(m; + m;) m; +m;
dok pojedinacan rizik sa izlozenoS¢u m; + m; ima varijansu w(®) + v(0)/(m; + m;), sto je
vece.
Sledece odredujemo

m;X; + m;X;
m; + m]

w(0) +';

B(X;) = E[E(x,0)] = Elu@)] =
Var(X;) = E[Var(X;|®)] + Var[E(X;|0)]

”(9)] + Var[u(e)]

=E Q) +
F() m;
V(O
—w@+22 4,

m;
I,zai +# j, Cov(Xi,X-) = a kao u (2.29). I dalje je jednacina centriranosti

n
U= a, +Zdju,
j=1

stoga i

j=1
o\ .
=a(1——)+ai(a)+—>, i=1,..,n
u i
dakle,
' ady/u
Yoot u/m;

Sumirajuéi sa obe strane izraza

n n
adoZ m; _Z~_1 o
u Lavtom L7

i tada
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gde
n
m.
m* = Z—] :
U+ wm;
j=1
Sada
5 am; 1
a] = P
v+om;l+am
i kredibilnosna premija je
U
+
1+am* 1+ am* v + wm]

MozZemo napraviti sumu da bismo definisali tezmsku arltmetlcku sredinu opservacija sa

m.

— . n
_ j=1 v+ a)m 1 m;
X = Z X;.
m* v+ wm;
j=1 v + a)m] j=1
Ako sada postavimo
_am’
~1+am*’
onda je kredibilnosna premija
ZX+ (1 - 2)pu.
Primetimo da kada izloZenost m; teZi beskonacnosti, faktor kredibiliteta postaje
an
Z N i
1+an/w
Dakle, bez obzira na veli¢inu rizika, verodostojnost podataka je uvek ograni¢ena. ]

Dalje mozemo generalizovati problem, tako $to ¢emo pustiti da varijansa od (@) zavisi od
izlozenosti. Ovo ima smisla ako verujemo da je sklonost, sa kojom dati rizik odstupa od sredine,
zavisna od veli¢ine. Na primer, vecéi rizik se pri sklapanju polise osiguranja razmatra sa ve¢om
paznjom, pa su i ekstremna odstupanja od sredine manje verovatna.

mPrimer 2.22

Prisetimo se Primera 2.21 Odredi formulu kredibiliteta ako je Var[u(®)] = a + b/m, gde je
ukupna izloZenost za grupu m = Z —1m.

Resenje:
Sada imamo
E(X;) = E[E(X;|0)] = E[u(®)] = 1,
Var(X;) = E[Var(X;|0)] + Var[E(X;|0)]
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=E [a)(G)) + Ur(n_O)l + Var[u(0)]

]
0 b
—o@+ Pl
I,zai # j,
Cov(X;, X;) = E[E(X;X;|0)] — p?
= E[u(®)?] — p?
b
=a+—.
m

Prime¢ujemo da su sve kalkulacije iz Primera 2.21 primenljive i ovde, kada se a zameni
saa + b/m. Sada faktor kredibiliteta iznosi

(a+ %)m*

1+ (a+ %)m*
a kredibilnosna premija je
X+ (1 -2y,
sa X i m* je definisano kao u Primeru 2.21. o

2.4.5. Tacdan kredibilitet

Kazemo da je kredibilitet tacan, kada je Bejzova premija jednaka kredibilnosnoj premiji. U
Primeru 2.19 je kredibilnosna premija jednaka Bejzovoj premiji. Prisetimo se sada reSenja
sistema normalnih jednacina, &g, &, ..., &, odakle dobijamo kredibilnosnu premiju &, +

}1:1 @;X; koja minimizuje

2
n

0 =E{|kna(® — o~ Y &, b
j=1

2
n

01 = E4 (B 10— ag = ) X,

=1
2
0 =E|( Xni—ato- ) ay; | |
j=1

Primetimo da moZemo utvrditi da li je kredibilitet tacan bez izracunavanja kredibilnosne
premije. Ako je Bejzova premija linearna funkcija od Xj, ..., X,
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n
EXpsq 1X) = ap + Z a;X;,
=1

onda je jasno da u (2.22) kvantitet Q; ima minimalnu vrednost, jednaku nuli, kada je &; = «; za
j=10,1,..,n. Stoga je kredibilnosna premija &, + X7-; @X; = ap + Xj=1 ;X; = E(Xpyq [X) i
kredibilitet je tacan.

Da sumiramo, Bulmanov ocenjiva¢ &, + X7, &X; je , najbolja linearna* aproksimacija
Bejzove premije za funkciju srednjekvadratne greske Q.

Prisetimo se linearne regresije,

Yi = a0+2anj+6i,
j=1
gde
€i~N(0,0%) fori=1,..,m
ay, @4, ..., @, SU izabrani tako da minimizuju

Zel =E Z(Y ZaJX)

Dakle, linija regresije ¥; = &, + Xj-1 @;X; odgovara kl’edlblanSI‘IOJ premiji @, + Xj-; &X; i
opservacija Y; odgovara Bejzovoj premiji E[ 1 X=xl,i=1,.

Q=E

Tacdan kredibilitet se generalno javlja u situaciji kada je Bulmanov (i Bulman—Straubov) model
u vezi sa ¢lanovima linearno eksponencijalne familije raspodela ili sa njihovim konjugovanim
priornim raspodelama.

Neka su X;|® = 6 medusobno nezavise sluc¢ajne promenjlive iz linearno eksponencijalne
familije raspodela sa raspodelom verovatno¢azaj = 1,..,n + 1,

_Qx.
X;)e J
frji0(x;]6) = ply)e ZI)(@) )
i © ima raspodelu
0 —ke—/tkﬂ
() = ¢ C)(]M 5 fe<6<oy (2.38)
gde —0 < 6, < 6; < o inekasu (6, =m(6;) =0. Za sada, u i k posmatramo kao obi¢ne
parametre od 1 (9).

1z (1.9) u odeljku 1.5. znamo da je

q'(9)
q(6)

u@ =E(x;j0=0)=-
Zelimo da nademo E[u(©)]. Iz jednacine (2.38)
In7(0) = —klnq(0) — uk6 — Inc(u, k)
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Sto, kada integralimo po 6, daje
n'(0)  kq'(0)

= — — uk,

w@)  q@) "

ili drugacije zapisano
n'(0) = k[u(0) — pulm(6). (2.39)
Sada integralimo (2.39) od 6, do 6,
01 01
7)) ~ () =k | u@)m(©)do ~ ke | m(@)do,

6o 6o

Sto implicira da 0 = KE[u(®)] — ku, ili ekvivalentno,

E[u(®)] = p, (2.40)
¢ime demonstriramo da izbor za simbol g, u (2.38) nije slucajan.
Sada razmatramo posteriornu raspodelu g x (6]x) za Bulmanov metod. To je proporcionalno
sa

nij|0(xj|9) m(6),
j=1

dakle proporcionalno je i sa

ﬁ ‘= [q(8)] *e#ko
11900

— [q (6)]—(n+k)e—6(uk+nf)

= [q(8)] e k-7, (2.41)
gde
k.=n+k
_pk+nx n k

b=k _n+kx+n+k%

Vidimo da je (2.41) proporcionalno sa gustinom raspodele oblika (2.38) gde su u i k
zamenjeni sa u, i k, respektivno. Dakle,

[Q(H)]_k* e M« k.0
c(p k)

meix(01X) = 0, <6< 6.

Uzmimo u obzir (2.16) i razvijajuci na isti nacin kao i za(2.40), odredimo Bejzovu premiju
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E(Xpsy IX = %) = f 1(0) o (01X)d0
6o
= U,
= 7%+ (1 -2y,
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gde Z = n/(n + k). Primetimo da je premija oblika (2.7), a kako je i linearna funkcija od xj-ova,
kredibilitet mora biti tacan, t.j. kredibilnosna premija je

n
iy + Z X, = 2% + (1 — 2t = E(Xngy [X).
=1

Kako su X;|@ jednako raspodeljeni za j = 1, ...,n, Bulmanov model je primenljiv, stoga je i
(2.30) primenljivo, odnosno k mora da zadovoljava (2.32). Podsetimo se da iz (1.10) u odeljku
1.5. imamo

v(0) = Var(Xj|® = 9) = —u'(6).

Sada diferenciramo (2.39) da bismo dobili

" (68) = kp'(0)(0) + k*[u(8) — ul*n(6)
= kv(O)n(0) + k*[u(0) — ul*m(6),

i integraljenje po 6 , od 6, do 6, daje

n'(6,) — ' (6y) = —kE[v(©)] + k*E{[n(©) — u]*}
= —kv + k?a,

gde u(0) ima sredinu u i E{[u(®) — u]?} = Var[u(©)] = a. Ako je '(68,) = ' (8,) = 0, onda
je implicirano da k = v/a i (2.32) je zadovoljeno.

2.5.Napomene i prakti¢ni problemi

U ovom odeljku ¢emo pokriti razne teme bitne za primenu teorije kredibiliteta.

Da i je greska, koja nastaje kada koristimo kredibilnosnu premiju umesto Bejzove premije,
vredna brige? Videli smo da restrikcije postavljene za linearno reSenje i nisu tako lose, s obzirom
da ¢esto dobijamo tadan kredibilite. Stavise, pristup linearnog kredibiliteta podrazumeva samo
pretpostavku ili ocenu prva dva momenta, dok Bejzov pristup zahteva da raspodela slucajne
promenljive bude potpuno definisana. Stoga, ova neparametarska karakteristika ¢ini linearan
pristup snaznijim, §to moze nadomestiti manjak preciznosti.

Moze se zakljuciti da, inferiorno ponaSanje kredibilnosnog ocenjivaca, u poredenju sa
Bejzovim ocenjivaCem, nastaje zbog debelih repova obe raspodele. Aktuari americke
.. .. 63 e . v .. - o v,
asocijacije™ su predlozili 1990. godine, da se rep raspodele moze stanjiti(olaksati) tako Sto ce se
u radu, umesto originalnih podataka, koristiti logaritam vrednosti podatka. Ideja je da se koristi

8 Casualty Actuarial Society, Foundations of Casualty Actuarial Science, Arlington, VA: Casualty Actuarial
Society, 1990
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logaritam podataka, i na osnovu takvih podataka, koriste¢i linearni kredibilitet, odredi ocena
srednje vrednosti raspodele logaritama, pa se rezultat (kona¢na ocena) eksponira. Konacno,
pristrasnost, koju ova procedura unosi, se moze ispraviti mnozenjem svih ocena sa konstantom,
takvom da se uzoracka sredina ocene poklapa sa uzoratkom sredinom originalnih podataka.

Teorija kredibiliteta pretpostavlja da je proces nastanka Stete slucajan i da su dogadaji
nastanka Stete medusobno nezavisni, $to ne mora uvek biti ta¢no. Na primer, vremenske
nepogode mogu izazvati lavinu zahteva za odStetu, poledica na ulicama moZe izazvati vise
sudara za samo nekoliko dana, ili, tokom kratkog vremenskog perioda, velike hladno¢e mogu
izazvati veliki broj pozara usled koriS§¢enja nebezbednih metoda zagrevanja kuca. Zadatak
svakog aktuara je da pokuSa da izdvoji ove specijalne dogadaje, ali ih nije uvek moguce
identifikovati i napraviti odgovarajuce izmene.

Kod razmatranja stati¢cnog modela, zbog ,,homogenosti u vremenu®, oceniti distribuciju
slede¢e opservacije postaje isto §to i oceniti bilo koju buducu opservaciju, bez obzira koliko
daleko se ona nalazi u budu¢nosti. U Poglavlju 7 u [4] moZete razmotriti model Kalmanovog
filtera, gde rastojanje u buducnosti postaje relevantno pri ocenjivanju. Glavna karakteristika
ovog modela je da dozvoljava uvodenje vremenski zavisnih parametara i ne zahteva integraciju
pri odredivanju posteriorne raspodele. S druge strane, najve¢a mana modela je $to pomenute
rezultate postize uvodenjem restrikcije na posmatranje normalne raspodele.

Rasudivanje Cesto igra veliku ulogu u odabiru parametara kredibiliteta. Kredibilnosni
parametri se Cesto biraju tako da oslikavaju aktuarovu zelju da balansira izmedu adekvatne
reakcije i stabilnosti. Sto se veéa tezina da istorijskim podacima, to tekuéi podaci imaju veéi
uticaj na ocenu, odnosno ocene vise reaguju na promene u teku¢im podacima. Naravno, ovo se
postiZe na ustrb stabilnosti ocena.

Takode, komplement kredibiliteta treba birati tako da bude relativno stabilan i relevantan za
kvantitet koji se ocenjuje.®

Generalno, relativno male razlike u parametrima za kredibilnosnu formulu nemaju veliki
uticaj na ocene. U praksi, nije neophodno precizno odrediti najbolje parametre za kredibilnosnu
formulu®, veé je obi¢no dovoljno oceniti k u okviru dve vrednosti. Kako aktuari esto odreduju
k na osnovu li¢nog rasudivanja, dobra ocena je zapravo najbolja ocena koja se moze dobiti.

Najvaznija razlika izmedu modela klasi¢nog kredibiliteta i Bulmanovog kredibiliteta jeste
da Bulmanov kredibilitet nikada ne dostize vrednost Z = 1, koja predstavlja asimptotu krive.
Oba modela su efektivna u popravljanju stabilnosti i preciznosti ocena i obe formule daju
priblizno iste kredibilnosne tezine, ako je standard za potpuni kredibilitet teorije klasicnog
kredibiliteta ny, 7 do 8 puta veé¢i od Bulmanovog kredibilnosnog parametra k.68

% Boor, “The Complement of Credibility,” Proceedings of the Casualty Actuarial Society LXXXIII, 1996.

% Mahler’s “An Actuarial Note on Credibility Parameters,” Proceedings of the Casualty Actuarial Society LXXIII,
1986.

% Vidi [2]. Ovde pretpostavljamo da je formula Bulmanovog kredibiliteta izraZena u odnosu na broj podnetih
zahteva za odstetu. Ukoliko nije, potrebno je napraviti konverziju.
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Aktuari odlucuju koji ¢e model primeniti na osnovu podataka kojima raspolazu i na
osnovu cilja koji zele da postignu. Ako je cilj da se generiSe Sto preciznija premija polise
osiguranja, gde se za meru preciznosti koriste najmanji kvadrati, onda je Bulmanov kredibilitet
najbolji izbor. Ako su ocene za v i a poznate ali se teSko izracunavaju, onda se moze koristiti
klasican kredibilitet. Vidi [2]. Ako aktuar imam razumnu ocenu priorne raspodele, onda izbor
spada na Bejzovu analizu, ali ovaj metod je najtezi za primenu i izaziva najvise poteSkoca kada
se rezultati metoda Zele objasniti osobama koje nisu aktuari.

Sa ¢vrstom osnovom za odredivanje kredibilnosne premije, jedina prepreka koja ostaje je
da se numeri¢ki ocene kvantiteti @ i v u Bulmanovoj formulaciji, ili da se definise priorna
raspodela u Bejzovoj formulaciji. Ovim pitanjem ¢emo se pozabaviti u narednom poglavlju.
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Poglavlje 3

3. Empirijsko Bejzovo ocenjivanje parametara

Do sada smo bili u prilici da odredimo numericke vrednosti posmatranih kvantiteta, zato Sto
smo pretpostavili da su raspodele fXj|@(xj|9)i m(0) poznate. lako je to zgodno pretpostaviti
zarad ilustracije metodologije, u praksi ¢esto nemamo predznanje o tim raspodelama. Prakti¢na
upotreba teorije zahteva da se nepoznati parametri ocene na osnovu podataka, kako bi model $to
bolje oslikavao stvarnost.

Generalno, nepoznati parametri su oni koji su u vezi sa strukturnom raspodelom m(60), zbog
Cega se zovu strukturni parametri. Terminologija koju koristimo prati Bejzov okvir predstavljen
u prethodnom poglavlju. Striktno govoreéi, u kontekstu Bejzove metodologije pretpostavlja se da
su svi parametri poznati i nema potrebe za ocenjivanjem. Ponekad ovaj potpuni Bejzov pristup
nije zadovoljavajuci (npr. kada imamo malo ili uopste nemamo priorne informacije, kao $to je
slu¢aj u novoj liniji osiguranja) i moramo koristiti raspolozive informacije da bismo ocenili
strukturne (priorne) parametre. Ovakav pristup se zove empirijsko Bejzovo ocenjivanje
parametara. Razmotricemo tri slucaja kroz neparametarsko, semiparametarsko i parametarsko
ocenjivanje.

Prvi slucaj, kada su fX].|@(xj|9) i m(0) neodredeni (kao na primer u Bulmanovom ili Buman-
Straubovom modelu gde je potrebno znati samo prva dva momenta raspodele), zove se
neparametarski slu¢aj. Ako se pretpostavi da je flee(xj|e) parametarskog oblika (npr.
Poasonova, normalna ili neka druga raspodela) ali ne i 7(8), onda se za ovakav problem kaze da
je semiparametarske prirode. Treéi, ujedno i tehnicki najkomplikovaniji slucaj, zove se
parametarski slucaj, kada se za obe vrednosti fy o (%;|6) i 7(8) pretpostavi da su parametarskog
oblika.

Odluka o tome da li da se koristi paramearski oblik ili ne, zavisi delom od date situacije a
delom od procene i znanja osobe koja se bavi analizom. Na primer, analiza bazirana na broju

zahteva za odStetu moze ukljuciti pretpostavku da je fX].|@(xj |9) Poasonovog oblika, dok odabir
za parametarski oblik od (6) ne mora biti razuman.

Sve parametarske pretpostavke koje imamo, treba da budu reflektovane (Sto je vise moguce) u
parametarskom ocenjivanju. Na primer, u slu¢aju Poasonove raspodele, posto je sredina jednaka
varijansi, ista ocena se treba koristiti za oba kvantiteta. Neparametarski ocenjiva¢i normalno ne
moraju biti efikasniji od ocenjivaca za odabrani parametarski model, pod pretpostavkom da je
odabrani model odgovaraju¢i. Ovo moze biti relevantno pri odluci o tome da li izabrati
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parametarski model. Konac¢no, ¢injenica da neparametarski modeli imaju tu prednost da su
odgovaraju¢i za veliki proj razli¢itih situacija, pomaze nam da eliminiSemo dodatni teret
parametarske pretpostavke.

U ovom poglavlju pretpostavljamo da za svakog osiguranika r > 1 imamo opservacije o
Stetama X; = (X1, -+, X l-nl.)T zai=1,..,r po jedinici izlozenosti. Pretpostavimo da su slucajni
vektori {X;,i =1,...,r} statistiCki nezavisni (iskustvo razli¢itih osiguranika je nezavisno).
(Nepoznati)Parametar rizika za i-tog osguranika je 6;, i =1, ...,r, i jo$ pretpostavljamo da su
0., ..., 8, vrednosti medusobno nezavisnih i sluc¢ajno raspodeljenih sluc¢ajnih promenljivih ©; sa
strukturnom raspodelom m(8;). Neka su za fiksno i, (uslovne) slucajne promenljive X;;|6;

medusobno nezavisne sa raspodelama inj|@(xij|9i),j =1,..,n.

Dva uobicajena slucaja daju podatke ovakvog oblika. Jedan je odredivanje klasifikacije
premija, a drugi je ocenjivanje iskustva. U oba slu¢aja, i odreduje klasu ili grupu, a j odreduje
individualnog ¢lana. Drugi slucaj je kao i prvi, kada i i dalje odreduje klasu ili grupu, ali sada j
odreduje godinu a opservacija je proseCna Steta za tu godinu. Bez obzira na potencijalnu
postavku slucaja, sa r oznacavamo broj entiteta (osiguranika).

Moguce je da znamo vektor izlozenosti riziku m; = (m;q, - ,ml-nl.)T za osiguranika i, gde je
i =1, ...,r. Ukoliko nam taj vektor nije poznat (i ukoliko je odgovarajuée), mozemo postaviti da

jem;; = 1zasvakoiij. Neka je
ng
m; =Zmu,l =1,..,r
j=1

ukupna istorijska izlozenost za osiguranika i, i neka je
ng
Fi= ) myKyi=1
i =— ) miiX;;,i=1,..,r
i m; 4 ijaAij
j=1

istorijska prosecna Steta. Dalje, neka je ukupna izlozenost
T

r ni
i=1

i=1 j=1
a ukupna prosecna istorijska Steta je
r r N
S e T 3.1
g m:X; = — m;:Xq:;. .
m . i m s : ijAij ( )
i=1 i=1j=1

Parametri koje treba da ocenimo zavise od pretpostavki u vezi sa raspodelama le.j|®(xi j|9i) i
(0).

Za Bulman-Straubovu formulaciju posmatramo dodatne kvantitete. Hipoteti¢ka sredina (ne
zavisi od j) je
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E(X;;]0; = 6;) = u(8))

a procesna varijansa je
v(8;)
ml-]-

Var(Xijl(Bi = Gl) =

Strukturni parametri su
u=Eu®)], v=E[®)]

a = Var[u(©,)].
Potrebno je oceniti u, v, i a (kada su nepoznati) na osnovu opservacija. Kredibilnosna premija za
Stetu sledeée godine (po jedinici izlozenosti) za osiguranika i iznosi

Zi)?i + (1 - Zl),bl,l = 1, o, T, (32)
gde je
m; v
Zi B m; + k ’ k= a
Ako su ocenjivaci u, v, i a oznaceni sa fI, U, i @ respektivno, onda se kredibilnosna

premija moze zameniti ocenjivacem

2X+(1-2Z)4 (3.3)
gde je
N m; ~ )
Zi == r~] k ==
m; +k a

Primetimo da, ¢ak i kada su 0 i @ centrirani ocenjivadi za v i a isto se ne moze re¢i za ki Z;.
Konatno, kredibilnosna premija za pokri¢e svih jedinica izloZenosti m;, ., za osiguranika i u
sledecoj godini bi bila (3.3) pomnoZena sa My, 1.

3.1. Neparametarsko ocenjivanje

U ovom odeljku razmatramo centrirane ocene za u, v, i a. Da bismo ilustrovali ideju,
pocecemo sa jednostavnim primerom Bulmanovog tipa.

mPrimer 3.1
Neka jen; =n > 1zasveii m;; =1 zasvako iij. Odnosno, za svakog osiguranika i, imamo
vektor sa Stetama
Xi = (Xil,"',Xl'n)T,i = 1, v, I
Dalje, uslovno za @; = 6;, X;; ima sredinu
u(0) = E(X;;l6; = 6,)
I varijansu
U(Hi) = Var(Xijlgl- = gi)'

77



Master rad: Bejzova statistika i njena primena u aktuarskom kredibilitetu
Bojana Bobar

I Xi1,+, Xin SU (Uslovno) nezavisni. Takode, istorijske Stete razlicitih osiguranika su nezavisne,
tako da ako jei # s, ondasu XU | Xg¢ nezavisni. U tom slucaju,

-—n"lzXU lX—T‘_lzX = (rn)” EEXU

i=1 j=
Odredi centrirane ocenjivace za Bulmanove kvantltete.

ReSenje:
Centrirani ocenjivac za [ je

fp=X
zato §to je

B = (rn)™ Z ECYy) = (rm) ™ EE E(Xy10,)]

i=1 l=1j=1
T n n

= ZEu(@) = (rn)~* Zuzu.
i=1j=1 i=1j=1

Za ocenu v i a, koristimo slede¢i rezultat. Neka su Y3, -+, Y, medusobno nezavisne (ali ne
moraju biti jednako raspodeljene) slucajne promenljive sa jednakim sredinama i varijansama
u=E[Y;]]i 0% = Var(¥)).Nekaje ¥ = k™' 3_, ¥, . Tadaje

E(Y) = k-liyj =

j=1
k 2
_ o
Var(Y) = k72 z Var(Y)) = "
j=1
Sledece razmotrimo statistiku Z;‘zl(Y} — Y)? . Drugacije se moze zapisati
k k
D G- = Y (G -w)+ @@= D
j=1 j=1

k
=Z(y W' +2(4 - W=7+ -7

=Z(y /,t) +2(u— Y)Z(Y u)+Z(Y w?

_ Z(yj — )+ 2 — V) (KY — k) + k(¥ — w)?,
j=1

Sto pojednostavljuje
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k k
Z (¥, —7)? = Z — 1) = k(T - w2 (3.4)

Kada uzmemo oéekivanje sa obe strane, dobljamo
K K
2 2 - )
B[ (5-7) = ) B[4 - )] - kELT - 7]
j=1 j=1

= Z Var(Y;) — kVar(Y)

=1
0.2
=ko?—k <7> = (k- 1)c2.
Dakle,
k
—\2
— > (5-7)| =07, (35)
=1

Stoga je Zle(Yj - 7)2 /(k — 1) centrirani ocenjiva¢ za varijansu od Y;.
Da bismo ocenili v, razmotrimo

n

. 1 = \2

v; = mzl(xu _Xl) ) (36)
]:

Prisetimo se da su za svako i slucajne promenljive X;4, -, X;, nezavisne, uslovno za 0; = 6;.
Stoga, 9; je centrirana ocena za Var(X;;|0; = 6;) = v(8;). Bezuslovno,

E(®;) = E[E(®;|0,)] = E[v(0,)] =

i U; je centrirano za v. Stoga, centrirana ocenjivaé¢ za v je
T

0=r‘1;vi T("—l)lzjz(x” %)’ 3.7)

Sada se vratimo ocenjivanju parametra a. Pocinjemo sa
n

E(X;10; =8,) = n_lz E(X;|0; =6;) = n_lzﬂ(ei) = u(6,).
Dakle " "
E(X;) = E[E(X;|6))] = E[u(0)] = u

Var(X;) = Var[E(X;|0;)] + E[Var(X;]|6,)]
= Var[u(0,)] + E lv(r?i)l =a Y

n
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Dakle, X4, ..., X, su nezavisne sa zajednickom sredinom g i varijansom a + % Njihova

v . .= _ = e . . e v
uzoracka sredina je X =r~'Y7_, X;. Posledi¢no, centrirani ocenjiva¢ za at— Je (r—

1)7IY_,(X; — X)?2. Posto ve¢ imamo centrirani iocenjiva¢ za v, centrirani ocenjivac za a je
T

~

1= N E B

=rilzl(¥i—)?)2—m(n;_l)ii(xij_ii)z_ (38) o

i=1j=1

Ovi ocenjivac¢i mogu sli¢no izgledati. Razmotrimo sada jednofaktorsku analizu varijanse, u
kojoj svaki osiguranik predstavlja jedno delovanje. Ocenjiva¢ za v (3.7) je unutrasnja
srednjekvadratna greSka. Prvi sabirak u ocenjivacu za a (3.8) je medu (takode se naziva
delovanje) srednjekvadratna greSka podeljena sa n. Hipoteza da sva delovanja imaju iste srednje
vrednosti je prihvatljiva kada medu srednjekvadratna greska mala u odnosu na unutrasnju
srednjekvadratnu gresku, odnosno kada je @ malo u odnosu na 9. Ovakav odnos implicira da ¢e
Z biti blizu nule i da ¢e se mali kredibilitet pripisati vrednostima X;. Ovako i treba da bude kada
su osiguranici esencijalno jednaki.

Zbog razlike u (3.8) moguce je da @ bude negativno. Ukoliko se to desi, postavljamo da je a
=7 = 0. Ovaj sluéaj je ekvivalentan slu¢aju kada je F test statistika u analizi varijanse manja od
1, slu¢aj koji uvek vodi ka prihvatanju hipoteza o jednakim sredinama.

mPrimer 3.2

Prisetimo se Primera 3.1 Pretpostavimo da kao numericku ilustraciju imamo r = 2 osiguranika
sa n =3 godina iskustva za svakog od njih. Neka su Stete x; = (3,5,7)7i x, = (6,12,9)".
Odredi Bulmanove kredibilnosne premije za svakog osiguranika.

Resenje:
Imamo

1 _ 1
X =33@+5+7)=5 X=3(6+12+9)=9,

pajeX = %(5 +9) = 7. Tada je 4 = 7. Sledeée imamo
1
0, =§[(3—5)2 +(5—=5)2+ (7 -5)?%] =4,
1
—[(6-9)2+(12-9)2+(9-9)?] =9,

ﬁzz

2
pajed = %(4+9) = 12—3 Tada je
35

U =—

Wl =

a=[G-7)2%+©Q-7)? -
3
3k

Sledeée, k =
premije su

D

=§ i ocenjeni faktor kredibiliteta je Z = =z_z_ Ocenjene kredibilnosne
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X+ (1-2)a= (i:) (5) + (E> (7) = %,

2%+ (1-2n= () @+ () =22

za osiguranik 1 i 2, respektivno. m

Vratimo se sada generalnijoj Bulman-Straubovoj postavci opisanoj ranije u ovom
odeljku. Imamo E(X;;) = E[E(XU|G) )] = E[u(0))] = " Dakle,

E(XiI@i)—Z “ZE(xyle)) = 2 Lu@) = u(®),

implicira da
E(X;) = E[E(X;|6)] = E[u(0)] = u

r r
_ 1 _ 1
EXz—E -EX-=—E =
() mllml(l) mllmll’l l’l‘
1= =

Pa je ocCigledno centrirani ocenjivac za p
a=X. 3.9

Konac¢no

Da bismo ocenili v i a u Bulman-Straubovom okviru, potrebna nam je statistika koja je vise
generalizovana u odnosu na (3.5). Vidimo reSenje primera koji sledi.

mPrimer 3.3
Neka su Xj,-- X medusobno nezavisne sa jednakim sredinama p = E (Xj) i varijansom
Var(X ) B + ,a, > 0 isvako m; = 1. Pretpostavljamo da su vrednosti m; poznate. Neka

jem = ijl m; i razmotrzmo ocenjivace

n n

_ 1 1

R=g % Ll =2 %
j=1 ]:1

Pokazi da su oba ocenjivaca centrirana za p i uporedi njihove srednjekvadratne greske. Takode
izracunaj ocekivanu vrednost sume kvadrata Sto se moze iskoristitu za ocenu a i (.

Resenje:
Prvo razmotrimo X:

n n
_ 1 1
B)= ) mE®) =) mu=p

n
_ 1
Var(X) = WZ m;? Var(X;)
j=1
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- (3)
_a mﬁz

Za ocenjivaca fi; se lako pokazuje da je centriran. Takode imamo

Bojana Bobar

n
1
Var(i,) = ﬁz Var(X;)
=

L&
nz <ﬁ+ 1>
Z%

Sada razmotrimo odnos ove dve varijanse (posto su oba ocenjivaca centrirani, njihove
srednjekvadratne greske su jednake njihovim varijansama). Razlika je

n
_ 1 1
Var(X) —Var(f,) = a o ﬁz — Z mj

J
j=
Koeficijent £ je nenegativan. Da bismo to videli, primetimo
2
mZ
Zw— S m) -2
=

(leva strana nejednakosti je kao uzorackl drugi momenat, a desna strana nejednakosti je kao

kvadrat uzoracke sredine) i pomnozimo obe strane sa nm~2. Da bismo pokazali da je «
nepozitivno, primetimo

n
< 2m-
n—

(harmonijska sredina je uvek manja ili jednaka aritmetickoj sredini), kada pomnoZimo obe strane

nejednakosti sa n, i onda uzmemo reciprocne vrednosti obeju strana. Dakle, sa odgovaraju¢im
izborom za a i f3, razlika varijansi moze biti pozitivna ili negativna.

S osvrtom na sumu kvadrata primetimo

Zm,(x X)Z—Xm, —p+ =X

j=1 j=1 j=1

]1m
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= > (% = )’ + 20 - X)Em,(x W)+ m(u K’

j=1

=zmj(x )+2(u X)mX —p) + m(u — X)?

j=1

= my(X = )" = m(% - w?. (3.10)
j=1

Kad uzmemo ocekivanje, dobijamo

n
j=1

)*] = mE[(X — 1)?]

i ;Var(X;) — mVar(X)
ORIGEEONE

dakle

n
Zm](X X) m——z m;% | + a(n — 1). (3.11)

j=1
Jednacina (3.11) daje centrirani ocenjiva¢ u generalnijim situacijama nego u (3.5), koji
dobijamo sa izborom @ = 0 i m; =12zaj=12,..,n, Sto implicira da je m = n. Takode, za
B =0, (3.11) nam dozvoljava da odredimo ocenjivaca za o kada je svako X; aritmeticka sredina

m; nezavisnih opservacija sa sredinama i varijansama a. U svakom slucaju, m; (stoga i m) su
poznati.

Sada se vratimo na problem ocenjivanja vrednosti v u Bulman-Straubovom okviru.
Ocigledno,

E(XLJ|G)L) = ‘Ll(@l) i Var(Xul(:)l) = U(@l)/ml] zaj = 1,..,n;. Razmotrimo

. —\2
XLy my (X = X))
; = —2 1 Ji=1,..,r. (3.12)

Uslovno za 0, , koriste¢i (3.11)sa f = 0ia =v(0;), tada je E(7;|0;) = v(0;), §to implicira
da je bezuslovno

E(D;) = E[E(©;]0,)] = E[v(0;)] =
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pa je D; centrirano zavzai = 1,..,r. Drugi centrirani ocenjiva¢ za v je onda tezinska sredina
0 =)i_,w;0; gde je Yi_; w; = 1. Ako tezine izaberemo proporcionalno sa to n; — 1, tezine uz
X;j sum,;. Odnosno sa w; =

- , dobijamo centriranog ocenjiva¢a za v , naime,
=1 i1

. N2
5 Yo XLy my (X — X)) (3.13)
=i — 1) ' '

Sada se vratimo ocenjivanju a. Prisetimo se da su za fiksno i, slucajne promenljive
Xi1,*+, Xin, medusobno nezavisne, Uz uslov ©;. Dakle,

Var(X;|0,) = i (%) Var(Xx;;]0,) = Z (mu) Ur(nel)]l)
v(@) U(@)

Tada je bezuslovno,
Var(X;) = Var[E(X;|0;)] + E[Var(X;|0;)]

v(0;) v
= Var[u(0,)] + E [TL =a+ E (3.14)
Da sumiramo, , X1, ..., X, su nezavisni sa jednakim sredinama x i varijansama Var(X;) = a +
—. Dalje, X = =Y"_, m;X; . Sada (3.11) moZemo opet iskoristiti sa § = a i @ =v da bismo
dob|I|
r r
E [2 m;(X; —X)?|=a <m — m‘lz mﬂ) +u(r—1).
i=1 i=1

Centrirani ocenjiva¢ za a se moze dobiti kada umesto v uvrstimo vrednost njegovog
ocenjivaca U i re§imo po a. Odnosno, centrirani ocenjivac za a je

a= (m — m‘lsz) [Z m;(X; — X)? —0(r — 1)] (3.15)
i=1 i=1

sa ¥ datim u (3.13).

Jednacine (3.9), (3.13) i (3.15) daju centrirane ocenjivace za vrednosti y, v, I a, respektivno.
Oni su neparametarski i ne zahtevaju pretpostavke u vezi sa raspodelom sluc¢ajnih promenljivih.
Sigurno, ovo nisu jedini (centrirani) ocenjivaci koji mogu da se odrede, i moguée jeda a < 0. U
tom sluéaju, a je vrlo verovatno blizu nule, i ima smisla da se postavi Z = 0. Dalje, Bulmanovi
ocenjivaci iz Primera 3.1 se dobijaju sa m;; = 1 i n; = n. Konac¢no, ovi ocenjivaci su esencijalno
ocenjivaci maksimalne verodostojnosti U slucaju gde su X;;|@; i 6;; normalno raspodeljeni, stoga
ocenjivaci imaju dobre statisticke osobine.
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Pri kori$¢enju razvijenih formula, javlja se jedan problem. U proslosti, Stete i-tog osiguranika
su sakupljene uz izlozenost od m;. Ukupna istorijska Steta (Total Loss) za sve osiguranike je
TL=Y!_, m;X;. Da smo naplatili kredibilnosnu premiju kao $to je prethodno dato, ukupna
premija (Total Premium) bi bila

=1

r r
:Zml(l Zi)(ﬁ_Xl)-I_zlel

i=1 =1

r ~ r

R _

= zg:Tnl /~(ﬂ'_'X})4—:E:7nl i

. i+ k .

i=1 =1

Cesto je pozelino da TL bude jednako TP, zato $to bilo koje povecanje premije, da bi dobilo
odobrenje regulatora, mora da se bazira na ukupnom iznosu zahteva za odStetu iz prosSlog
perioda. lako prilagodeni kredibilitet ima smisla, Sto prakticnog, Sto teorijskog, takode je dobra

ideja da se total odrzi nepromenjen. Dakle, treba da bude
T ~

k _
0= m;——= (A — X;
E i LX)

i=1 t
ili
r T
f Zl:: ZPYL
i=1 =1
ili
r 7X.
A= L;l (3.16)
i=14i

Odnosno, umesto da koristimo (3.9) da bismo izracunali fi, koristimo kredibilnosnu teZinsku
sredinu individualnih uzorackih sredina. Oba metoda proizvode centrirani ocenjivaé (za date Z;),
ali ovaj drugi ima prednost $to ocuvava vrednost ukupnih zahteva za odStetu. Treba primetiti
kada koristimo (3.15), vrednost X iz (3.1) i dalje treba koristiti, §to se moze zaklju¢iti iz
argumenata sa najmanjim kvadratima. Konac¢no, iz Primera 3.3 i1 imaju¢i u vidu oblik varijanse
Var(X;) iz (3.14), tezine u (3.16) daju najmanju bezuslovnu varijansu za .

mPrimer 3.4

U Tabeli 3.1 su dati istorijski podaci za dve grupe osiguranika. Odredi ocenjene kredibilnosne
premije koje treba naplatiti svakoj grupi u cetvrtoj godini.

Grupa Godinal Godina2 Godina3 Godina4
Ukupna Steta 1 - 10,000 13,000 -
Broj osiguranika - 50 60 75
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u grupi
Ukupna Steta 2 18,000 21,000 17,000 =
Broj osiguranika 100 110 105 90
u grupl
Table 3.1 Podaci za primer 3.4
Resenje:

Prvo moramo da odredimo u svakoj grupi prosecan broj zahteva po osiguraniku za svaku
prethodnu godinu. Imamo n,; = 2 godine iskustva za grupu 1 i n, = 3 za grupu 2. Nije bitno iz
koje godine su opservacije za grupu 1, pa za notaciju biramo

. 10,000
m11 - 50 1 X11 - 50 - 200
Sli¢no,
=601 X, = — 0—21667
Tada je
m1 = m11 +m12 = 50 + 60 = 110,
Fan 10,000 + 13,000 — 209.09
te 110 Bihdade
Za grupu 2,
) 18,000
m21 = 100 1 X21 = W = 180,
. 21,000
m22 = 110 1 X21 = W = 19091,
) 17,000
m23 == 105 1 X23 == W == 16190
Tada je

my, = Myq + myo + my3 = 100 + 110 + 105 = 315,

_ 18,000 + 21,000 + 17,000
X, = TTE = 177.78.

Sada, m; + m, = 110 + 315 = 425. Ukupna sredina je

~_ 10,000 + 13,000 + 18,000 + 21,000 + 17,000
p=X= 125 = 185.88.

Alternativnu ocenu (3.16) za u ¢emo izracunati kasnije. Sada,
50(200 — 209.09)% + 60(216.67 — 209.09)? + 100(180 — 177.78)?
+110(190.91 — 177.78)? + 105(161.90 — 177.78)?
2-1D)+3B-1

Y
I
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= 17,837.87,
paje
. 110(209.09 — 185.88)2 + 315(177.78 — 185.88)% — (17,837.87)(1)
“= 425 — (1102 + 3152)/425
= 380.76.
Tada je k = g = 46.85. Ocenjeni faktori kredibiliteta za ove dve grupe su
. 110 . 315
“=Tl0v4a685 07" %2 31512685 097

Po osiguraniku, ocenjena kredibilnosna premija za grupu 1 je
2%, + (1= Z,)a = (0.70)(209.09) + (0.30)(185.88) = 202.13,
pa je ukupna ocenjena kredibilnosna premija za celu grupu
75(202.13) = 15,159.75.
Za grupu 2
Z,X, +(1—2Z,) = (0.87)(177.78) + (0.13)(185.88) = 178.83,
a je ukupna ocenjena kredibilnosna premija za celu grupu
90(178.83) = 16,094.70.

Za alternativnog ocenjivaca bismo koristili

. 070(209.09) +087177.78) _
H= 0.70 + 0.87 - I

Kredibilnosne premije su
(0.70)(209.09) + (0.30)(191.74) = 203.89,
(0.87)(177.78) + (0.13)(191.74) = 179.59.

Ukupna istorijska kredibilnosna premija je 110(203.89)+315(179.59)=78,998.75. Osim greske
zaokruZivanja, ovaj total se poklapa sa ukupnim Stetama 79,000. O

U nastavku analize pretpostavljamo da su parametri u, v i a nepoznati i potrebno ih je
oceniti, §to ne mora uvek biti slu¢aj. Takode, neka je n; > 1 1 r > 1. Ako je n; = 1, tako da
postoji samo jedna jedinica izloZenosti riziku za iskustvo osiguranika i, onda je tesko dobiti
informacije o procesnoj varijansi v(®;), stoga i v. Sli¢no, ako je r = 1, postoji samo jedan
osiguranik i tesko je dobiti informaciju o varijansi hipotetickih sredina a. U ovim situacijama su
potrebne jace pretpostavke, kao $to je znanje o jednom ili viSe parametara (npr. neto premija ili
manualna premija ) ili parametarska pretpostavka koja implicira funkcionalnu zavisnost izmedu
parametara.

Da bismo ilustrovali ove ideje, pretpostavimo da je npr. manualna premija x poznata, ali
je potrebno oceniti a i v. U ovom sluc¢aju (3.13) se moze koristiti za ocenu v posto je centrirana,
bez obzira na to da li je x poznata ili ne. Slicno, (3.15) je i dalje centrirani ocenjivac¢ za a.
Medutim, ako je u poznato, alternativni centrirani ocenjivac za a je

87



Master rad: Bejzova statistika i njena primena u aktuarskom kredibilitetu
Bojana Bobar

r
m; _ r
a= —X; —n)?——79,
Z‘m(l ) —
l=

gde je ¥ dobijeno iz (3.13). Da bismo potvrdili centriranost, primetimo
T

B@ = )~ B~ %] - —E@®)

=1
r

_Zmiv 3 r
= — ar(X;) mv

i=1
r

m; v r
=Z—(a+—)——v =a.
— m m; m
1=
Ako postoje opservacije samo za jednog osiguranika, neophodno je koristiti ovakav

pristup. Ocigledno (3.12) daje ocenjivata za v samo na osnovu istorijskih podataka od
osiguranika i, i centrirani ocenjiva¢ za a samo na osnovu istorijskih podataka od osiguranika i je

~ n; A
o , Do 5 Zj:lmij(xij_Xi)
a; = (X; —w _E—(Xi_.u) T =D
l L L

)

§to je centrirano zato §to je E[(X; — n)?] = Var(X;) = a + mi i E(D,) =v.
l

mPrimer 3.5

Za grupu osiguranika, istorijski podaci su dati u Tabeli 3.2. Ako je manualna premija po osobi
500 na godisnjem nivou, oceni ukupnu kredibilnosnu premiju za trecu godinu.

Godinal Godina2 Godina3

Ukupna Steta 60,000 70,000 -
Broj osiguranika 125 150 200
u grupi
Table 3.2 Podaci za Primer 3.5
Resenje:
Imamo (radi lakSe notacije pretpostavicemo da je ova grupa osiguranik i, m;; = 125, X;; =
60,000/125 = 480, m;, = 150, X = 20 = 466.67, m; = my, + myy = 275, i X; =

150
(60,000 + 70,000)/275 = 472.73. Tada je

_ 125(480 — 472.73)% + 150(466.67 — 472.73)?

9, = 7 = 12,115.15,

i, sa u=500. a; = (472.73 —500)% — (12,115.15/275) = 699.60. Sada ocenimo k sa
0;/d; = 17.32. Ocenjeni faktor kredibiliteta je m;/(m; + 0;/a;) = 275/(275 + 17.32) = 0.94.
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Ocenjena kredibilnosna premija po osobi je onda 0.94(472.73) + 0.06(500) = 474.37, a ocenjena
ukupna kredibilnosna premija za godinu 3 je 200(474.37) = 94.874. o

Treba napomenuti da se ocenjivanje parametara a i v, na osnovu podataka samo jednog
osiguranika (kao Sto je sluc¢aj u Primeru 3.5) , ne savetuje, osim ako ne postoji alternativa zato
Sto ocenjiva¢i 0; 1| d; imaju visoku varijabilnost. Naro¢ito, mi efektivno ocenjujemo a na
osnovu jedne opservacije (X;). U ovakvim situacijama se snazno sugerie da se pokusa sa
prikupljanjem visSe informacija.

3.2. Poluparametarsko ocenjivanje

U nekim situacijama moze biti razumno pretpostaviti parametarski oblik za uslovnu raspodelu
le.J.|@(xl- i |9i). Posmatrana situacija moze sugerisati da je takva pretpostavka razumna ili priorne

informacije mogu implicirati njenu adekvatnost.

Na primer, kada posmatramo brojeve zahteva za odStetu, moze biti razumno pretpostaviti da
broj zahteva m;;X;; za osiguranika i u godini j ima Poasonovu raspodelu sa sredinom m,;6; za
dato 0; = 0;. Dakle E(mUXulﬁ)l) = Var‘(mUXul(ﬂl) = ml-jGi, Sto implicira da je ,U.(@l) =
v(0;) = 0; paje uovom slucaju u = v. Umesto da koristimo (3.13) za ocenu vrednosti v, mogli
bismo Koristiti i = X za ocenu vrednosti v .

mPrimer 3.6

U prosloj godini, distribucija osiguranika sa polisom auto osiguranja je data u Tabeli 3.3 sa
brojem zahteva za odstetu. Za svakog osiguranika, na osnovu istorijskog iskustva odredi
kredibilnosnu ocenu za broj zahteva sledece godine, uz pretpostavku da broj zahteva za svakog
osiguranika ima Poasonovu raspodelu.

Broj zahteva Broj osiguranika
0 1,563
1 271
2 32
3 7
4
U

2

kupno 1,875
Table 3.3 Podaci za Primer 3.6

Resenje:

Pretpostavimo da imamo r = 1,875 osiguranika, n; = 1 po jednu godinu iskustva za svakog, i
izlozenost m;; = 1. Za osiguranika i (gde i = 1,...,1,875), neka X;;|®; = 6; ima Poasonovu
raspodelu sa sredinom 6; tako da je u(0;) = v(0;) = ©; i u = v. Kao u Primeru 3.1,
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1,875

_ 1
X=—— X;
1,875 Z 1

_ 0(1,563)l=+ 1(271) + 2(32) + 3(7) + 4(2)
h 1,875

= 0.194.

Sada je
Var(X;;) = Var[E(X;110;)] + E[Var(X;;10;)]
= Var[u(0,)] + E[v(@)]=a+v=a+pu.

Dakle, centrirana ocena za a + v je uzoracka varijansa

. 1,563(0 — 0.194)2 + 271(1 — 0.194)?
YK — X)? | 4+32(2 — 0.194)% + 7(3 — 0.194)% + 2(4 — 0.194)?
1,874 1,874
— 0.226.

Posledi¢no, @ = 0.226 — 0.194 = 0.032i k = 0.194/0.032 = 6.06 i faktor kredibiliteta Z je
1/(1 + 6.06) = 0.14. Ocenjena kredibilnosna premija za broj zahteva po osiguraniku je
(0.14)X;; + (0.86)(0.194), gde je X;; jednako 0, 1, 2, 3, ili 4, u zavisnosti od osiguranika. O

Primetimo da je u ovom slu¢aju u = v, tako da je potrebna samo jedna godina iskustva
po osiguraniku.

mPrimer 3.7

Neka se posmatra verovatnoca da individua u grupi podnese zahtev za odstetu (npr. u pitanju je
grupno zivotno osiguranje), i pretpostavimo da verovatnoca varira od jednog do drugog
osiguranika. Tada m;;X;; moze da predstavlja broj m;; individua u godini j za osiguranika i koji
je podneo zahtev. Razvij model kredibiliteta za ovu situaciju.

Resenje:

Ako je verovatnoca nastanka Stete @; za osiguranika i, tada je razuman model za opisivanje
ovog efekta m;;X;; sa binomnom raspodelom sa parametrima m;; i 6; za dato @; = 6;. Tada je

E(m;;X;j|0;) = m;;0; i Var(m;;X;;|0;) =m;;0,(1-0)),
paje u(®;) =0;sav(0;) =0;(1—0,). Dakle
nw=E[6;], v=p—E[6)]
a = Var[0;] = E[(0;)%] — pu* = pu —v — p°. O
U ovom primeru postoji funkcionalna veza izmedu parametara u, v, i a koja sledi iz

parametarske pretpostavke, Sto Cesto fasilituje ocenjivanje parametara.
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3.3. Parametarsko ocenjivanje

Ako imamo potpuno parametarske pretpostavke u vezi sa raspodelama fxi].|@(xi ,-|ei) i (6;)

zai=1,..,rij=1,..,n;tada nam je na raspolaganju ceo set tehnika ocenjivanja parametara,
pored ve¢ razmatranih neparametarskih metoda. Sada ¢emo razmatrati ocenu maksimalne
verodostojnosti. Za svakog osiguranika i, zajedni¢ka raspodela za X; = (Xil,---,Xini)T, za
uslovno ©;,zai =1,...,r, data je sa

ni
10 = [ | [FrooCrlon)| mt@odo.. (3.17)
j=1
Funkcija verodostojnosti je data sa
T
L=] [, (318)
i=1

Ocenjivac¢i maksimalne verodostojnosti za parametre se tada biraju tako da maksimizuju
L ili ekvivalentno InL.

mPrimer 3.8
Neka je n; =n zai=1,..,r i m; = 1. Neka X;;|0; ima Poasonovu raspodelu sa sredinom
0;, odnosno
Gixife_ei
fxylo(xi]8:) = T
i neka ©; ima eksponencijalnu raspodelu sa sredinom ,

1
m(0;) = ;e‘ei/", 8, > 0.

) xij = 0,1, very

Odredi ocenjivac maksimalne verodostojnosti za p.

Resenje:
Jednacina (3.17) postaje

(X;) = — |—e u4d6;
le i o xij! u i

j=1
-1

1 _21]'1=1xij—1 o0 9.)%~1,-B0;
) B(B6) a0,

1
=C(x;)— (n + -
Y u 0 I'(a)
gde se C(x;) mozZe izraziti u kombinatorijskom obliku kao

n
S x
_ j=14ij .
C(Xi) = ( ):
Xi1 Xj2 " Xin

B +1
=n -
u
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n
CZ:Z XU+1
j=1

Prepoznajemo da je integral sa gama gustinom sa parametrima « i 1/ 8, stoga je jednak 1,
paje
1 1 —Z;}=1 xij—1
fx) = C(Xi);(n'i';) :
Ako to uvrstimo u (3.18) dobijamo
L(u) cu™ (n + —)
u

T n
—Yi=1 Zj:l Xij=T

Dakle,

T n
1
I(w) =InL(p) = —rlnu— | r+ szij In (Tl + ‘1_1) +c,

i=1j=1
gde je c konstanta koja ne zavisi od u. Diferenciranjem dobijamo

vy = T T Eim iy (-=)
2
u n+ !11 u
Ocenjiva¢ maksimalne verodostojnosti /i za u se dobija kada je I'(fi ) = 0, odakle se dobija

| AT At D
paje
T n
,un+1=1+; qu
i=1 j=1
ili
T n
=2
= Xij
i=1j=1

Ali ovo je isto kao kod neparametarske ocene dobijene u Primeru 3.1. To se desilo zato
Sto imamo da je u(6;) = 6; na osnovu Poasonove pretpostavke i E[u(0;)] = E[0;], koje je isto u
koje smo Koristili u eksponencijalnoj raspodeli 7 (6;).

Dalje, takode je i v(6;) = 0; (na osnovu Poasonove raspodele), pa je v = E[v(0,)] = u.
Takode, a = Var[u(0,)] = Var[®;] = u? na osnovu eksponencijalne pretpostavke za m(8;).
Stoga su za v i a ,ocenjiva¢i maksimalne verodostojnosti /i i 42, usled invarijantnosti ocena
maksimalne verodostojnosti u odnosu na transformacije parametara. Sli¢no, ocenjivaci

maksimalne verodostojnosti za k = z faktor kredibiliteta Z, i kredibilnosnu premiju ZX; +
Q-2 su k=pt=X"1 Z=n/n+aY), iZX;+(1—2)A, respektivno. Jog
napominjemo da je kredibilitet tacan za ovaj model, tako da je Bejzova premija jednaka
kredibilnosnoj premiji. ©

mPrimer 3.9

Neka je n; = nzasve iim;; = 1. Pretpostavimo da je X;;|®;~N(0;,v),
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_ 1 2
inj|®(xij|ei) = (2mv) "2 exp [—5(%’1’ - Gi) ]'_Oo < X <
I ©;~N(u,a), tako da je
n(8;) = (2ma)~ Y% exp [——(6 —,u)z],—oo < 0; < oo,
Odredi ocenjivace maksimalne verodostojnosti za parametre.
Resenje:
Imamo u(@l) = Qi i U(Hi) = Hi- Dakle, u= E[I.l(@l)], v = E[U(@l)] I a= Var[u(@i)], Su
konzistentni sa prethodnom upotrebom u, v i a. Sada treba da odredimo ocenjivac¢e maksimalne

verodostojnosti za parametre p, v i a. Posmatrajmo sada X; = n71Y" j=1Xij- Uslovno za 0,
X;j su medusobno nezavisne sluCajne promenljive sa raspodelom N (@l,v) Sto implicira da je

X;|®;~N (@i,z). Posto je ©®;~N(u, a), moze se pokazati da je bezuslovno X;~N (u,a +E).
. . n — v n
Stoga je gustinaza X;, saw = a + !

_ 1 _
f@) = @ro)y M exp|- 5o (@ - 02|, —w<m<e
S druge strane, za uslovljeno sa ©;, imamo

F0 = [ 2 exp [~ o (xy — 0)°] 2y 2 exp [ o (0~ ] oy

Ignorisu¢i izraze koji ne sadrze u, v ili a, f(x;) je proporcionalno sa
n
_ « B 1 2 B 1
fa = [ ] Jemy e[~ 5 (o - 07| a2 exp [~ o (0 - 2] ao,
~oo | -1
Sto je proporcionalno sa
n
@ 1 2 1
U_"/za_l/zf exp —ZZ(XU —6) - 5g (0~ w?
—o =
Koriste¢i izraz iz (3.4) drugaéij e zapisuj emo

Z(XU 6; ) Z(xij - fi)z +n(x; — 6,)%,

j=1 j=1
Sto znaci da je f(x;) proporcionalno sa

n
B B « 1 N2 _ 1
v M2q=1/2 J_mexp —5 Z(xij_xi) + n(x; — 6,)? —Z(Gi—u)z dae;,

]:

a to je proporcionalno sa
—(n-1)/2 1\ =\ £ex
v exp —ZZ(XU —-%)"|f(®)
j=1

Koristeéi drugi izraz dat gore za gustinu f(X;) od X;. Tada (3.18) daje
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1) 1 r n L, r ]
Lxv™ ™ Z exp —ZZZ(xij—xi) nf(xl-).
i=1

i=1 j=1
Sada ¢emo predstaviti invarijantnost ocenjivaca maksimalne verodostojnosti za
.. . ., . v . .- .
transformacije parametara i koristiéemo ¢, v iw = a + - umesto u, v ia. Ovo znaci da je

L & Ll(U)LZ (.ul 0)),

T n
_r(n-1) 1 .2
Li(v)=v" z exp —52 E(Xij —x;)

i=1j=1

gde je

i=1
Ocenjiva¢ maksimalne verodostojnosti Uza v se dobija maksimizacijom L,(v), a
ocenjiva¢ maksimalne verodostojnosti ({1, @)za (1, w) se dobija maksimizacijom L, (u, w).

Uzimaju¢i logaritme, dobijamo

Ly(u @) = ]L[fom - ﬁ{<2nw>-1/2 exp [—%(@ -w?|}.
i=1

isal'(fi) = 0 dobijamo
=\2
i=1 X (X — Xi)
r(n—1)
Posto je L, (u, w) uobi¢ajena normalna verodostojnost, ocenjiva¢i maksimalne verodostojnosti
su jednostavno empirijska sredina i varijansa. Odnosno,

U=

T T n
ﬁ=T_1Z)?i=(Tn)_1ZZXU=X
i=1 i=1j=1
i
s
b= (B~ By
G=1) Ei=%)
=1

Alia=w— % pa je ocena maksimalne verodostojnosti za a

u _\2

a= EZ(X _ X)z . Z?zl Z?=1(Xij _Xi)
" l rn(n —1) '
=

Treba napomenuti da su dobijeni ocenjiva¢i maksimalne verodostojnosti i i 0 su jednaki
sa neparametarskim centriranim ocenjiva¢ima u Bulmanovom modelu u Primeru 3.1. Ocenjivac
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maksimalne verodostojnosti @ je skoro isti kao neparametarski centrirani ocenjivac, jedina
razlika je u deliocu, r umesto r-1 u prvom izrazu. o
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Zakljucak

,....poslovanje se i dalje suocava sa velikim brojem problema, od kojih ¢e mnoge,
znamo, aktuari kona¢no morati da rese. Pustimo ga -aktuara nezivotnog osiguranja o
kome sam do sada pri¢ao- da nastavi da se rva sa ovim problemima, znajuc¢i dobro da
ima ogromnu prednost u posedovanju nau¢nog uma i nau¢nih metoda; sa ovima on
¢e, sa svojim zaslugama, biti pozvan da igra vecu i najodgovorniju ulogu u
poslovanju nezivotnog osiguranja.*.

Francis S. Perrymana67

Po misljenju velikog broja statisti¢ara, postoje dva medusobno isklju¢ujuéa pristupa analizi
podataka. ,Klasi¢na“ ili ,frekventistiCka“ teorija, koja se sastoji od intervala poverenja i
testiranja hipoteza, se najvise koristi 1 najrasprostranjenija je u tipi¢nim statistickim tekstovima.
S druge strane, ,,Bejzova“ statistika, analiza zasnovana na Bejzovoj teoremi, privukla je malu
grupu strastvenih pristalica.

Prema Bejzovoj statistici pojam verovatnoce se tumaci na subjektivan nacin, gde verovatnoca
predstavlja stepen uverenja koji se koriguje u trenutku kada informacije ili podaci postanu
raspolozivi. Bejzov pristup pretpostavlja da su samo trenutno posmatrani podaci relevantni za
analizu i da je raspodela populacije ta koja je promenljiva. Ovaj pristup odlikuje upotreba
priornih informacija i izrazava verodostojnost u vidu stepena verovanja(uverenja) da ¢e se dati
dogadaj realizovati. Priorne informacije postoje u izobilju 1 poti€u iz prethodnih studija,
objavljenih radova, intuicije istraZivaca, misljenja nezavisnih eksperata, iz pogodnosti, srodnosti,
neodredenosti itd.

Do pocetka devedesetih godina proslog veka, Bejzovi metodi nisu bili toliko vidljivi zbog
poteskoca u raCunanju vrednosti viSestrukih integrala. Medutim, primena ovih metoda je svakako
bila veoma rasprostranjena, npr. u oblastima koje se bave klinickim ispitivanjem metodologija,
rezultata, ekonomskom evaluacijom tro$kova, donoSenjem odluka u klini¢koj praksi, lekovima,
meta-analizom, sistemom prismotre, ekranizacijom i mapiranjem bolesti i metodama
preZiVljavanja.68 Treba jo§ pomenuti i primenu u analizi neuronskih mreZa (uz upotrebu brain-
imaging tehnologije) i njthovim vezama sa na¢inom ponaSanja i formiranjem licnosti.

Bejzova paradigma se ve¢ dugi niz godina smatra najpogodnijom za primenu u analizi
razli¢itih modela iz oblasti aktuarstva, osiguranja i upravljanja rizicima. Po ugledu na aktuarska
drustva, koja su tokom vremena koristila Bejzov i Bulmanov kredibilitet za optimizaciju

®" Presidential Address-CAS XXV, p. 291 (1939)
% Diskusija Rozenberga (Marjorie A. Rosenberg), profesora sa Univerziteta u Viskonsinu u SAD (University of
Wisconsin). Vidi [14].
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preciznog odredivanja premija, i finansijski analitiari su poceli da koriste ovakav kredibilitet
kako bi optimizovali svoje procene beta koeficijenata i kretanja akcija.®

Ono §to se najviSe zamera Bejzovom pristupu, jeste sustinski i njegova najveéa prednost.
Glavni aspekt Bejzove analize koji se najceS¢e kritikuje je odabir priorne raspodele, sa
prigovorom da li¢na priroda ove raspodele uklanja auru objektivnosti, koja se ocekuje oko
naucnog istrazivanja.

Teorija kredibiliteta je jedan od temelja aktuarske nauke, bez kog moderno osiguranje ne bi
postojalo u obliku u kom ga danas poznajemo. Teorija kredibiliteta obezbeduje set kvantitativnih
alata, koji omogucuju osiguravacu da se izbori sa slucajnoséu podataka, koji se koriste za
predvidanje budu¢ih dogadaja ili Steta. Drugim recima teorija omogucuje osiguravacu da, na
osnovu istorijskih podataka, koriguje buduc¢u premiju za odredeni rizik ili riziko grupu.

Predstavljena je teorija kredibiliteta ogranicene fluktuacije, koja se drugacije naziva i
klasicna teorija kredibiliteta. Ova teorija obezbeduje mehanizam za pripisivanje potpunog ili
parcijalnog kredibiliteta iskustvu osiguranika (istorijskim podacima), i posledi¢no pokusava da
ogranici efekat koji ¢e sluc¢ajne fluktuacije u opservacijama imati na ocene.

Drugi predstavljeni pristup se zove teorija kredibiliteta visoke preciznosti. Ovaj pristup je
formalizovao Bulman u svom klasi¢nom radu iz 19677, gde je predstavio statisticki okvir u
kome je teorija kredibiliteta dozivela svoj razvoj i procvat. Bulmanov pristup se drugacije naziva
kredibilitet najmanjih kvadrata, zato $to je cilj pristupa da se minimizuje srednjekvadratna
greska izmedu ocene i stvarne vrednosti parametra koji se ocenjuje.

U praksi Cesto nemamo predznanje u vezi sa raspodelama za posmatrane kvantitete.
Prakti¢na upotreba izloZene teorije zahteva da se nepoznati parametri ocene na osnovu podataka,
kako bi model $to bolje oslikavao stvarnost. Zbog toga smo razmatrali empirijsko Bejzovo
ocenjivanje parametara kroz neparametarsko, semiparametarsko i parametarsko ocenjivanje.

Literatura, koja se bavi temom Bejzove statistike i njene primene, kako u teoriji kredibiliteta
tako 1 u drugim oblastima, veoma je opSirna, prevashodno na engleskom jeziku. Nemoguce je
sve relevantne informacije staviti u okvir jedne knjige, a pogotovo na veoma detaljan nacin
predstaviti teoriju u okviru master rada. U ovom radu je cilj bio da se ukratko predstavi osnovna
Bejzova paradigma, uz osvrt na Siroku primenu Bejzove analize i na razlike u odnosu na
frekventisticku analizu. Takode, cilj je bio da se kroz primere objasni teorija kredibiliteta, kako
bi Citalac imao razumevanje o stvarnoj prirodi kredibiliteta. Nadam se da smo u tome uspeli i da
je predstavljena materija ¢itaocu razumljiva 1 korisna.

% Vidi [13].
"0 Bithimann, H. (1967), “Experience Rating and Credibility,” ASTIN Bulletin, 4, 199-207.
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