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Predgovor

Teorija konveksne analize se primenjuje u mnogim oblastima mate-
maticke teorije, od kojih je jedna svakako 1 teorija optimizacije. Ovaj rad
obuhvata samo jedan deo Sirokog spektra primena konveksne analize, kojima
su se bavili 1 jo§ se bave, mnogi matematicari. On je posvecen konusima
opadanja i njgihovoj primeni pri analiziranju problema konveksne optimizacije.

Na samom pocetku rada uvedeni su osnovni poymovi konveksne analize 1
dokazana je znacajna Karateodorijeva teorema.

Zatim su uvedeni poymovi: pravac opadanja ¢ linealni prostor; oni cine
osnovu za razvoj teorije konusa opadangja, nakon cega je dokazana Teorema
konusa opadanja.

Kljucna osobina, koja se koristi u nastavku rada, je sledeca osobina kom-
paktnih skupova: presek uredene familije nepraznih kompakinih skupova je
neprazan 1 kompaktan. Ta osobina je prosirena razlicitim pretpostavkama da
bi se pokazalo da je i presek uredene familije nepraznih zatvorenih konveksnih
skupova takode neprazan i kompaktan.

U nastavku, koristeéi ¢injenicu da se konveksna funkcija moZe opisati uz
pomoé svog nadgrafa, prikazano je na koji nacin se teorija konusa opadanja
primenjuje pri analiziranju pitanja egzistancije optimalnih reSenja problema
konveksne optimizacije. Razmatrana su dva slucaja: kada je skup optimalnih
reSenja ogranicen i kada je neogranicen.

Na kraju se upoznajemo sa problemima optimizacije. Opisano je neko-
liko specificnih oblika 1 dati su odgovarajuéi primeri primene problema opti-
mizacije u finansijama.

Rad je predviden za citaoce koji su upoznati sa svim osnovnim definici-
jama 1 tvrdenjima 1z oblasti linearne algebre i realne analize konacénodimen-
zionth prostora.

Ovom prilikom bih Zelela da se zahvalim svim profesorima i asistentima
na saradnji 1 ukazanom znanju tokom studiranja. Posebno se zahvaljujem
svom mentoru, dr Nenadu Teofanovu, na pomodéi i motivaciji pri izradi ovog
rada.

Zahvaljujem se i svima koji su mi, na bilo koji nacin pruzili pomoé i
podrsku, prvenstveno svojoj porodici ¢ prijateljima.

Novi Sad, 15.12.2011. Bojana Antonié
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Glava 1

Konveksnost

Na samom pocetku, uvodimo neke osnovne pojmove iz oblasti konveksne
analize. Konveksnost je jedan od najznacajnijih pojmova, kako u raznim
oblastima matematicke teorije (matematicko programiranje, teorija dual-
nosti), tako u i ekonomskoj teoriji (mikroekonomija). U ovoj glavi je ko-
ris¢ena literatura [1], |2], [3], [4], [5], [7] i [19].

1.1 Konveksni skupovi

Definicija 1.1.1. Neka je C C R™. Skup C je afin skup ako prava koja
prolazi kroz bilo koje dve razlidite tacke iz C lezi u C, tj. ako za bilo koje
z,y € Cia€Rwvadidaax+ (1 —a)y e C.

Drugim rec¢ima, C' sadrzi linearnu kombinaciju bilo koje svoje dve tacke,
pri éemu je suma koeficijenata linearne kombinacije jednaka jedinici.

S obzirom da je skup S potprostor u R" ako i samo ako sadrzi nulu i sve
linearne kombinacije svojih elemenata, sledi da je skup C dat sa

C=z+S={z+z|xe€S}

afin, pri ¢emu T € R™. Dati potprostor S se naziva potprostor paralelan sa
C. Primetimo da postoji samo jedan potprostor povezan sa afinim skupom
na ovaj nac¢in. Za proizvoljan skup C' C R", skup vektora koji su ortogonalni
na sve elemente skupa C' je potprostor oznacen sa C:

Ct={yeR" |y"z=0, VzeC}
Kada je S potprostor, tada se S+ zove ortogonalni komplement od S.

Definicija 1.1.2. Neka je C C R". Skup C je konveksan ako za sve
xz,y € C isvea€0,1] vazi da ax+ (1 —a)y € C.

Ocigledno, svaki afin skup je konveksan. Sledeca teorema navodi neke
operacije koje oc¢uvavaju konveksnost skupa. Navodimo je bez dokaza.
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Teorema 1.1.1.

(a) Presek Nic1C; za proizvolinu familiju {C; | i € I} konveksnih skupova
je konveksan.

(b) Vektorska suma Cy + Ca dva konveksna skupa C1 i Ca je konveksna.

(¢) Skup AC je konveksan za proizvoljan konveksan skup C i skalar X.
Stavise, ako je C konveksan skup i A1, A2 su pozitivni skalari, tada vazi

da je (A1 + A2)C = \C + \oC.
(d) Zatvarange i unutrasnjost konveksnog skupa su konveksni skupovi.

(e) Slika i inverzna slika konveksnog skupa pod afinom funkcijom' su kon-
veksni skupovi.

O
0 &
a o

konvekesni slupow nekonwelsnt skupow

Slika 1.1. Primeri konveksnih i nekonveksnih skupova

1.2 Konusi

Pored konveksnih skupova, u teoriji optimizacije vaznu ulogu igraju konusi.

Definicija 1.2.1. Skup K C R" je konus sa vrhom u nuli ako za sve
rz € K 1svea>0vaZi da azr € K.

Prema ovoj definiciji, nula moze ali ne mora da pripada konusu. Ako je
K konus sa vrhom u nuli, onda je skup K, = zo + K konus sa vrhom u zg.
Njegovi elementi su oblika xo + a(y — x0), y € Kz,, @ > 0. Ako je dat afin

'Definicija afine funkcije ée biti data u poglavlju 1.3.
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skup C' = 29+ 5 i konus K, = z¢+ K, pri ¢emu je S potprostor, a K konus
sa vrhom u nuli, tada je skup C takode konus sa vrhom u x.

Konus K ne mora biti konveksan, kao ni otvoren ili zatvoren skup. Po-
drazumeva se da je prazan skup konveksan konus.

Za neka tvrdenja iz Teoreme 1 postoje analogna tvrdenja koja se odnose
na konuse. Dakle, konusi imaju sledeé¢a znacajna svojstva:

(a) Presek proizvoljne familije konusa sa istim vrhom je, ako nije prazan,
konus sa tim vrhom.

(b) Ako su K; i K3 konusi sa vrthom u zg, onda je aK; + K2 konus sa
vrhom u (a + )xg, za sve o, f € R.

(c) Unutrasnjost, zatvaranje i konveksni omota&? konusa je konus.
(d) Suma konveksnih konusa sa zajednic¢kim vrhom je konveksan konus.

(e) Unija konusa je konus (ali unija konveksnih konusa ne mora biti kon-
veksan skup).

U nastavku ¢e se posmatrati konusi sa vrhom u nuli, pa tu ¢injenicu
nec¢emo posebno isticati.

Teorema 1.2.1. Skup K C R" je konveksan konus ako i samo ako za sve
z,y € K isvea,B>0wvazi ax + Py € K.

Dokaz. Neka je K konveksan konus sa vrhom u nuli. Tada za sve z,y € K
isve a, B >0 vazi

o p
a+ﬁx+a+ﬁy

(a—i—ﬁ)( >€K,

odnosno ax + py € K.

Neka sada ax + fy € K, za sve z,y € K isve o, > 0. Ako, za
unapred zadato A > 0, izaberemo da je a = f = \/2 1 y = x, tada dobijamo
da \x € K, tj. K je konus. Ako jo§ pretpostavimo da « € (0,1) i da je
B =1— «, dobijamo da je K konveksan skup. O

0 0
(a) (h) (c)

Slika 1.2. Primeri konveksnih i nekonveksnih konusa

20 pojmu konveksnog omotaca e biti re¢i kasnije.



Konusi opadanja sa primenom 4

Na slici 1.2 dati su neki primeri konveksnih i nekonveksnih konusa. Kon-
veksni konusi su prikazani pod (a) i (b), dok je konus pod (c) nekonveksan.
Takode, mozemo primetiti da konusi pod (a) i (c¢) sadrze nulu, a konus dat
pod (b) je ne sadrzi.

Definicija 1.2.2. Konus K se naziva pravi konus ako zadovoljava sledece:

o K je konveksan.

K je zatvoren.

e K je "pun’, sto znaci da ima nepraznu unutrasnjost.

K je "ostar", $to znaci da ne sadrzi pravu (tj. ako x € K i —x € K
tada je x =0).

Uz pomo¢ pravog konusa mozemo definisati uopstenu nejednakost’ na
slede¢i nacin:
r3xy & y—zxzekK.

Ona je relacija poretka na " i ima mnoge osobine koje ima standardna
relacija poretka na . PokaZzimo da je <k relacija poretka na R”".

refleksivnost: ¥ x € R, © <k x.
r=<gx & r—x e K & 0¢€ K. Dakle, relacija <k jeste refleksivna.

antisimetriénost: Vax,y e R", akox gy N y<gxr = T =y.

T3k Y N ykr & y—xz€K Nz—yec K. Nekajez=y—uz,
odnosno —z = x — y. Kako je K pravi konus, a z € K i —z € K, sledi da je
z =0, odnosno x = y. Dakle, relacija <x jeste antisimetri¢na.

tranzitivnost: Y x,y,z € R", akox gy N y g z = T 3k 2.

T2k yYNy=gz < y—x € K N z—y € K. Sada, na osnovu Teoreme
2, z—y+y—x € K, odnosno z —x € K < z <k z. Dakle, relacija <g
jeste tranzitivna.

Na slican nacin se definiSe uopstena stroga nejednakost povezana sa pravim
konusom K:
r<gy & y—xe K

Definicija 1.2.3. Tacka = oblika v = a1x1 + - -+ + amTm, gde su a; > 0,
i =1,...,m, se naziva konusna kombinacija tacaka x1,...,Ty. Skup svih
konusnih kombinacija tacaka iz C, tj.

{1+ -+ amxm |2, €C, a; >0, i =1,...,m},

naziva se konusni omotacé skupa C.

3 Uopstena nejednakost predstavlja nejednakost medu komponentama vektora.
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Ako su z;, ¢ = 1, ..., m, tacke iz konveksnog konusa K, tada svaka njihova
konusna kombinacija pripada K. Vazi i obrnuto, odnosno skup K je konvek-
san konus ako i samo ako sadrZi sve konusne kombinacije svojih elemenata.
Konusni omota¢ je najmanji konveksni konus koji sadrzi skup C.

0

Slika 1.3. Primeri konusnih omotaca
Neki vazniji primeri konveksnih i nekonveksnih skupova i konusa:

e Prazan skup, skup koji sadrzi samo jednu tatku (singlton) i ceo prostor
R™ su afini, pa stoga i konveksni podskupovi od R". Takode, prazan
skup je konveksan konus.

e Ako dati skup sadrzi vise od jedne tacke i bar jednu izolovanu tacku,
on ne moze biti konveksan.

e Nijedan neprazan i ogranicen skup ne moze da bude konus.
e U R" lopta jeste, a kruznica nije konveksan skup.

e Bilo koja prava je afin skup, pa samim tim i konveksan skup. Ako
prolazi kroz nulu, ona je potprostor, pa je onda takode i konveksan
konus. Dakle, bilo koji potprostor je afin skup i konveksan konus.

e Linijski segment je konveksan, ali nije afin skup (osim ako nije sve-
den na jednu tacku).

e Zrak koji ima oblik {xg + av | @ > 0}, gde je v # 0, je konveksan, ali
nije afin skup. On je konveksan konus ako je njegov vrh zg jednak 0.

Neka je dat skup C' C R™. Presek svih konveksnih konusa koji sadrze
C zove se konveksan konus generisan skupom C' i oznalava se sa K(C). S
obzirom da je konusni omota¢ najmanji konveksni konus koji sadrzi skup
C, zakljuCujemo da je K(C) zapravo konusni omotac¢ skupa C. Konveksan
konus generisan skupom C' ne mora biti zatvoren ¢ak i ako je C' kompaktan
skup. Ovo je ilustrovano primerom na slici 1.4. Medutim, moze se pokazati
da je K(C) zatvoren u nekim specijalnim sluc¢ajevima, kao na primer, kada
se skup C sastoji od kona¢no mnogo elemenata.
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- B

(0.0)
Slika 1.4.

Na slici iznad prikazan je primer u ®?, kada je C konveksan i kompaktan
skup, ali K(C) nije zatvoren. Skup C je dat sa

C={(z1,22) | x% + (zo — 1)2 <1}
Tada je konveksni konus generisan skupom C' jednak
K(C)={(z1,22) | z2 > 0} U{(0,0)}

i on, oCigledno, nije zatvoren skup.

1.3 Konveksne funkcije

Definicija 1.3.1. Funkcija f : R" — R™ je afina funkcija ako predstavija

zbir linearne funkcije i konstante, tj. ako ima oblik f(x) = Az + b, gde
Ae R gbe R™.

Definicija 1.3.2. Neka je C' konveksan podskup od R™ i neka je data funkcija
f:C =R

(a) f je konveksna ako za sve x,y € C i za sve o € [0, 1] vazi
flaz + (1 - a)y) < af(@)+ (1 - a)f(y). (1.1)

(b) f je strogo konveksna ako za sve z,y € C, x # vy, i sve o € (0,1)
vai
flax+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 —-a)f(y)

(c) f je konkavna ako je —f konveksna.
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¥

Slika 1.5.

Naslici 1.5 data je geometrijska interpretacija prethodne definicije. Grafi-
ci (a) i (b) ilustruju konveksnu i strogo konveksnu funkciju, respektivno, dok
je na grafiku (c) ilustrovana konkavna funkcija. Na grafiku (d) mozemo da
vidimo kako izgleda funkcija koja nije ni konveksna ni konkavna.

Nejednakost (1.1) predstavlja specijalan slu¢aj Jensenove! nejednakosti®.
Ako je funkcija i konveksna i konkavna, tada je ona linearna. Iz prethodne
definicije vidimo da je konveksnost domena funkcije preduslov da bi je zvali
"konveksnom". U ovom radu ¢emo se susretati i sa funkcijama ¢iji domen nije
konveksan skup, ali su one konveksne kada posmatramo njihove restrikcije
na konveksan podskup njihovog domena.

Skupovi

{reCl|f@)<ati{zeC]|fz)<q}

*Johan Ludwig Wiliam Valdemar Jensen (1859-1925)
% Jensenova nejednakost u opstem slu¢aju je nejednakost

f(i az‘%‘) < iaif(:m), a; > 0.

=1
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pri ¢emu je f : C — R data funkcija i v proizvoljni skalar, se nazivaju
Lebegovi skupovi funkcije f. Kada je f konveksna funkcija, tada su svi njeni
Lebegovi skupovi konveksni. Ova tvrdnja sledi na osnovu konveksnosti datog
skupa C i posmatrane funkcije f, $to se lako pokazuje. Medutim, konvek-
snost Lebegovih skupova ne implicira konveksnost funkcije. Postoje mnoge
nekonveksne funkcije ¢iji su Lebegovi skupovi konveksni.

Definicija 1.3.3. Neka je dat pravi konus K C R™. KaZemo da je funkcija
f R - R™ K-konveksna ako za sve z, y i a € [0,1] vaZi uopstena
nejednakost:

flaz+ (1 - a)y) 2k af (@) + (1 - a)f(y).

U skladu sa prethodnom definicijom kaZemo da je funkcija f : & — R™
strogo K-konveksna ako vazi

flaz + (1 - a)y) <k af(z) + (1 - a)f(y),

za dati pravi konus K C R™, povezan sa uopstenom nejednakoséu <g, i sve
z,y, v #yiac(0,1).

1.3.1 Prosirene realne konveksne funkcije

Kada su u pitanju funkcije uopste, najradije koristimo realne funkcije
definisane na celom prostoru R". Takav je slucaj i sa konveksnim funkci-
jama - voleli bismo uvek da radimo sa realnim funkcijama definisanim i kon-
veksnim na celom prostoru R”. Medutim, to nije uvek sluc¢aj. U razli¢itim
radovima i knjigama u kojima pojam konveksne funkcije igra znacajnu ulogu,
posmatraju se funkcije koje imaju vrednost oo, kao i funkcije koje su konvek-
sne samo na konveksnom podskupu skupa R”. Iz tog razloga, sada uvodimo
pojam prosirene realne funkcije, odnosno funkcije koja u nekim tackama ima
vrednost —oo, odnosno co.

Definicija 1.3.4. Neka je dat skup X C R™ i neka je data prosirena realna
funkcija f : X — [—o0,00]. Podskup skupa R"*! dat sa

epi(f) ={(z,w) |z € X, we R, f(z) <w},®
se naziva nadgraf funkcije f, dok se skup
dom(f)={x € X | f(z) < oo}

naziva efektivni domen funkcije f.

50znaka epi(f) potice od engl. reci epigraph, koja zna&i nadgraf.
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nadaraf nadgraf

A& £l

% . i
konveksna funkecija nekonveksna funkcya

¥

Slika 1.6. Tlustracija nadgrafa progirene realne konveksne i nekonveksne funkcije

Efektivni domen mozemo definisati i na slede¢i nacin:
dom(f) ={x € X | 3w € R takvo da (z,w) € epi(f)},

tj. dom(f) se dobija projekcijom prostora epi(f) na prostor R". Ako bismo
ograni¢ili funkciju f na skup {z € X | f(z) < oo}, njen nadgraf bi ostao
nepromenjen. Takode, ukoliko bismo progirili domen funkcije f definisanjem

flz) =00 za x ¢ X,

njen nadgraf bi opet ostao nepromenjen. Cesto je neophodno ukljuciti de-
generativni slucaj, kada je funkcija f identicki jednaka sa co. Ovo je ta¢no
ako i samo ako je epi(f) prazan skup. Pored toga, znacajan je i sluc¢aj kada
funkcija f prima vrednost —oo u nekoj tacki. Do ove situacije dolazi ako i
samo ako epi(f) sadrzi vertikalnu pravu.

Definicija 1.3.5. Progirena realna funkcija f je prava funkcija ako je f(x) <
00 za bar jedno x € X 1 f(x) > —o00 za sve v € X. KaZemo da je f neprava
funkcija ako nije prava.

Na osnovu prethodne diskusije zaklju¢ujemo da je funkcija prava ako i
samo ako je njen nadgraf neprazan i ne sadrzi vertikalnu pravu.

Definicija 1.3.6. Neka je C' konveksan podskup skupa R". Proirena realna
funkcija f : C — [—o0, 00| je konveksna ako je epi(f) konveksan podskup
skupa R

Lako se moze proveriti da, prema gornjoj definiciji, konveksnost prosirene
realne funkcije f implicira da su njen efektivni domen i njeni Lebegovi
skupovi konveksni skupovi. Cak sta vige, ako je f(z) < oo za sve x ili
f(x) > —o0 za sve z, tada vazi

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —-a)f(y), (1.2)
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za sve x,y € C isve a € [0,1], pa je prethodna definicija konzistentna
sa definicijom konveksnosti za realne funkcije. U skladu sa definicijom 11,
kazemo da je profirena realna funkcija f : C' — (—o0,o0] strogo konveksna
ako je nejednakost (1.2) stroga za sve z,y € dom(f), x #yisve a € (0,1).
Takode, prosirena realna funkcija f : C — [—o0, 0] je konkavna ako je
funkcija —f : C — [—00, 00} konveksna prema definiciji 11.

Posmatrajmo sada slucaj kada progirena realna funkcija postaje konvek-
sna ukoliko je ograni¢ena na podskup svog domena. Neka su dati skupovi
C CR"i X C R” takvi da je C neprazan, konveksan i C' C X. Progirena re-
alna funkcija f : X — [—00, 00| je konveksna nad skupom C' ako ona postaje
konveksna kada je njen domen ograni¢en na C, odnosno ako je funkcija
f:C — [—o00, 0] konveksna, pri ¢emu je f(z) = f(z) za sve z € C.

Na kraju ovog odeljka, vazno je da napomenemo da zamenjujué¢i domen
prosirene realne prave konveksne funkcije njenim efektivnim domenom, moze-
mo datu funkciju pretvoriti u realnu. Iako iz toga zaklju¢ujemo da se svi do
sada izvedeni rezultati izrazeni u terminima realnih funkcija mogu koristiti i
da se moze izbeéi racunanje sa vrednoséu oo, zbog teorije kojom se bavimo
u nastavku rada bilo je neophodno uvesti pojam progirene realne funkcije.

1.3.2 Zatvorenost i poluneprekidnost sa donje strane

Definicija 1.3.7. Neka je X C R". Funkcija f : X — R, odnosno prosirena
funkcija f: X — [—00,00], je poluneprekidna sa donje strane (odozdo)
u tacki x € X ako vazZi

f(z) <Tim inf f(zy)

za svaki niz {x}rken, C X kogi konvergira ka x.

Poluneprekidnost sa gornje strane (odozgo) se definige analogno. Nave-
dena je upravo definicija za poluneprekidnost sa donje strane jer ée se u ovom
radu uglavnom ona koristiti.

Kada je funkcija f poluneprekidna odozdo u svakoj tacki skupa X, tada
kazemo da je f poluneprekidna sa donje strane na skupu X.

Sada ¢emo navesti i dokazati teoremu koja povezuje poluneprekidnost
odozdo date funkcije sa zatvorenoséu njenog nadgrafa i njenih Lebegovih
skupova.

Teorema 1.3.1. Neka je data funkcija f : R" — [—o0,00]. Tada su sledeéi
iskazi ekvivalentni:

(a) Lebegov skup {x € R" | f(z) <~} je zatvoren za svaki skalar .
(b) f je poluneprekidna sa donje strane na R"™.

(c) epi(f) je zatvoren skup.
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Dokaz. Ako je f(x) = oo za sve z, dokaz je trivijalan. Zbog toga pret-
postavljamo da je f(z) < oo za bar jedno x € R", pa tada epi(f) nije prazan
skup i postoje Lebegovi skupovi funkcije f koji nisu prazni.

Prvo pokazujemo da iz (a) sledi (b). Neka je Lebegov skup

{zeR" | f(z) <~}

zatvoren za svaki skalar . Sada pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji =
koje je granica niza {xj}ren, takvo da je f(Z) > liminfy_,o f(xy). Biramo
skalar v takav da vazi

f(Z)>vy> limki_r>1f f(zg).

Tada postoji podniz {xy, }ien, takav da je f(xy,) < v za sve | € Ng. Pogto
je skup {z € R" | f(x) < v} zatvoren,  mora da pripada tom skupu, pa je
f(&) <, 8to je kontradikeija.

Zatim pokazujemo da iz (b) sledi (c). Pretpostavimo da je f polunepreki-
dna odozdo na R™ i neka je (Z,w) granica niza {(zx, wk) }ren, C epi(f). Tada
vazi f(xg) < wyg, a ako pustimo k da tezi oo i iskoristimo poluneprekidnost
odozdo funkcije f u tac¢ki Z, dobijamo da je

f(z) < hmkii)lf f(zp) < w.

Dakle, (z,w) € epi(f), pa je epi(f) zatvoren skup.

Na kraju pokazujemo da iz (c) sledi (a). Pretpostavimo da je epi(f)
zatvoren skup i neka je {zy } ren, niz koji konvergira ka nekoj tacki z i pripada
Lebegovom skupu {z € R" | f(z) < v} za neki skalar 7. Tada (xg,v) €
epi(f) zasve ki (z,7y) — (Z,7), pasada, posto je epi(f) zatvoren skup, sledi
da (z,7v) € epi(f). Dakle, Z pripada Lebegovom skupu {x € R" | f(x) < v},
odakle sledi da je ovaj skup zatvoren. O

Definicija 1.3.8. Neka je X C R" i neka je data funkcija f : X — [—00, 00].
Ako je nadgraf funkcije f zatvoren skup, tada kaZemo da je f zatvorena
funkcija.

Pokusa¢emo malo detaljnije da objasnimo na koji naéin su povezane po-
luneprekidnost odozdo posmatrane funkcije i njena zatvorenost. U slucaju
kada je domen posmatrane funkcije ceo skup ", na osnovu Teoreme 3 i
definicije 13 zaklju¢ujemo da iz poluneprekidnosti odozdo date funkcije sledi
njena zatvorenost. Posmatrajmo sada funkciju f : X — [—o0, 00|, pri ¢emu
je X ¢ ®". Zelimo da progirimo domen funkcije f na ceo prostor ®” i to
¢inimo definisanjem funkcije f : R — [—00, 00] na sledeéi nacin:

= ) f(x) akoxe X
f(m)_{oo ako z ¢ X.
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Ono §to odmah mozemo primetiti je da funkcije f i f imaju isti nadgraf.
Sada, na osnovu prethodne teoreme, sledi da je f zatvorena ako i samo ako
je f poluneprekidna sa donje strane na R".

Medutim, ako je funkcija poluneprekidna odozdo na svom efektivnhom
domenu, tada ona ne mora biti zatvorena. Takode, efektivni domen date
funkcije ne mora biti zatvoren u slucaju kada je ona zatvorena. Sa druge
strane, ako je efektivni domen posmatrane funkcije zatvoren skup i ona
poluneprekidna sa donje strane na svom efektivnom domenu, tada je data
funkcija zatvorena jer je njen nadgraf zatvoren skup. Ova diskusija je for-
malno zapisana u narednoj teoremi.

Teorema 1.3.2. Neka je dat skup X C R"™ i neka je data funkcijo f: X —
[—00,00]. Ako je dom(f) zatvoren skup i funkcija f poluneprekidna odozdo
na dom(f), tada je f zatvorena funkcija.

Za kraj napomenimo sledece: zatvorena konveksna funkcija koja nije
pravae ne moze ni u jednoj tacki da primi konacnu vrednost, odnosno ona
ima oblik

RN B ako x € dom(f)
f(@) {oo ako x ¢ dom(f).

Ova tvrdnja se lako pokazuje, koris¢enjem definicija za konveksnu funkciju,
pravu funkciju i zatvorenu funkciju.

1.3.3 Prepoznavanje konveksnih funkcija

Da bismo objasnili na koji nacin prepoznajemo osobinu konveksnosti kod
funkcije, krenué¢emo od jedne osobine funkcije koju svi poznajemo iz mate-
maticke analize - neprekidnosti. Kako znamo da je neka funkcija neprekidna?
Naravno, postoji definicija neprekidnosti funkcije izrazena u terminima € i 9:
"za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svako x iz domena vazi ...". Medu-
tim, kada bismo svaki put kada Zelimo da proverimo da li je neka funkcija
neprekidna morali to da dokazujemo uz pomo¢ pomenute definicije, to bi
nam oduzimalo previge vremena. Iz tog razloga menjamo pristup reSavanju
problema. Umesto koriséenja standardne definicije kod svake pojedinatne
funkcije, mi izdvajamo standardne operacije koje oCuvavaju neprekidnost
(kao §to su sabiranje, mnozenje, oduzimanje, deljenje i sli¢no), primenjujemo
ih na osnovne elementarne funkcije ¢iju smo neprekidnost prethodno dokazali
i time dobijamo brojne primere neprekidnih funkcija. Tada je dovoljno da
pokazemo da se posmatrana funkcija moze dobiti iz osnovnih elementarnih
funkcija kona¢nom primenom standardnih operacija, da bismo zakljucili da
je ona neprekidna.

Potpuno je isti slucaj sa osobinom konveksnosti. Ako krenemo od funkcije
za koju znamo da je konveksna, primenjujuci uobicajene algebarske operacije
koje oCuvavaju konveksnost mozemo generisati druge konveksne funkcije.
Teorema 5 obezbeduje neke od neophodnih alata za to.
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Nekoliko funkcija sa kojima se Cesto susre¢emo su konveksne, kao §to
su afine funkcije i norme. Dokazimo da je proizvoljna norma konveksna
funkcija. Neka je || - || : R" — R, neka x,y € R" i neka a € [0, 1]. Na osnovu
nejednakosti trougla dobijamo da je

lez + (1 — a)yl| < [laz| + [I(1 - )yl = affzll + (1 = )yl

pa zaklju¢ujemo da je norma || - || konveksna funkcija.

Teorema 1.3.3.

(a)

()

Neka su date funkcije f; : R" — (—o0,00], i = 1,...,m, neka su
ALy ooy Ay pozitioni skalari i neka je funkcija g : R — (—o0, 00| data
sa

9(x) = Mfi(@) + -+ A fn (@)

Ako su fi1,..., fm konveksne, tada je i g konveksna, a ako su f1,..., fm
zatvorene, tada je i g zatvorena.

Neka je data funkcija f : R"™ — (—o0, 0], neka je A matrica reda
m X n i neka je funkcija g : R — (—o0,00] data sa g(z) = f(Ax).
Ako je f konveksna, tada je i g konveksna, a ako je f zatvorena, tada
je 1 g zatvorena.

Neka su date funkcije f; : R — (—o0,00| za i € I, pri demu je I
proizvoljan skup indeksa i neka je funkcija g : R — (—o0, 00| data sa
g(x) = sup;c; fi(z). Ako su funkcije f;, i € I, konveksne, tada je i g
konveksna, a ako su funkcije f;, i € I, zatvorene, tada je i g zatvorena.

Dokaz.

(a) Neka su fi, ..., fm, konveksne funkcije. Koristimo definiciju konveksnosti:
za bilo koje z,y € R" i a € [0, 1], vazi

glaz + (1 —a)y) =Y Nifi(az + (1 - a)y)
i=1

NE

<) Ailafi(x) + (1 —a)fi(y))
i—1
=ad Nfilx)+ (1 =) Aifiy)
=1 =1

=ag(z) + (1 — a)g(y).

Dakle, g je konveksna.
Neka su sada funkcije fi, ..., f zatvorene. Tada su one poluneprekidne
odozdo u svakom z € R™ (prema Teoremi 3 i definiciji 13), pa za svaki niz
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{2k }ren,, koji konvergira ka x, vazi da je fi(z) < liminfy_, fi(xy) za svako
i =1,...,m. Stoga sledi da je

glz) <> N\ lim inf f;(xy) <lim inf > Nifila) = lim_inf g(xy),
=1 =1

pri ¢emu smo koristili pretpostavku da je A; > 0 i slede¢u ¢injenicu:
lim inf zj 4 lim inf yi <lim inf (25 + yx).
k—o0 k—o0 k—o00

Sada vidimo da je g poluneprekidna sa donje strane u svim x € R", pa je
(prema Teoremi 3 i definiciji 13) g i zatvorena.

(b) Ovaj dokaz sledi direktno iz dokaza pod (a).

(c) Par (z,w) pripada skupu epi(g) ako i samo ako je g(z) < w, §to je tatno
ako 1 samo ako je fi(x) < w za sve i € I, ili ekvivalentno, ako i samo ako
(x,w) € Nicrepi(fi). Zbog toga vazi

epi(g) = Nicrepi(fi)-

Ako su f;, ¢ = 1,...,m, konveksne funkcije, tada su nadgrafi epi(f;),

i =1,...,m, konveksni (na osnovu definicije 9), pa je epi(g) konveksan skup
i g je konveksna funkcija. Ako su f;, ¢ = 1,...m, zatvorene funkcije, tada
su, prema definiciji, nadgrafi epi(f;), ¢ = 1,...,m, zatvoreni, pa je epi(g)
zatvoren skup iz Cega sledi da je g zatvorena funkcija. O

1.3.4 Karakterizacija diferencijabilnih konveksnih funkcija

Za diferencijabilne funkcije postoje alternativni korisni kriterijumi za
odredivanje konveksnosti. O tome ¢emo govoriti u ovom odeljku.

Teorema 1.3.4. Neka je C konveksan podskup od R™ i neka je f: R" — R
diferencijabilna na R".

(a) f je konveksna na C ako i samo ako vazi

f(2)> fx)+ (z —2)'Vf(z), Y,z (1.3)

(b) f je strogo konveksna na C ako i samo ako je nejednakost (1.3) stroga
kad god je x # z.

Dokaz. Dokazujemo (a) i (b) istovremeno. Pretpostavimo da nejednakost
(1.3) vazi. Biramo proizvoljne z,y € C'i o € [0,1] i neka je z = azx+(1—a)y.
Koris¢éenjem nejednakosti (1.3) dobijamo

f(x) 2 f(2) + (z = 2)TVf(2),

f(z) +
F) 2 f(2) + (y = =)V f(2).
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Sada mnozimo prvu nejednakost sa «, drugu sa (1 — «) i sabiramo ih. Time
dobijamo

af(z)+ (1 —a)f(y) > f(2) + (ax + (1 - a)y — 2)"Vf(2) = f(2),

¢ime je dokazano da je f konveksna. Ako je nejednakost (1.3) stroga (kako
je navedeno pod (b)), i ako izaberemo = # y i a € (0, 1), tada tri prethodne
nejednakosti postaju stroge, ¢ime se dobija da je f strogo konveksna.

Obrnuto, pretpostavimo da je f konveksna. Neka su x i z vektori iz
skupa C' takvi da je z # z i neka « € (0,1). Posmatrajmo funkciju

flz+alz—x)) - f(z)

(0%

g(a) = , ac(0,1].
Pokazacemo da je g(a) monotono rastuca funkcija po a i strogo monotono
rastuca funkcija ako je f strogo konveksna, odakle sledi:

(z =)'V f(z) = limg(e) < 9(1) = f(2) - f(2),
pri ¢emu je nejednakost stroga ako je g strogo monotono rastuca. Time ¢e biti
pokazano da nejednakost (1.3) vazi, kao i da vazi sa strogom nejednakoscéu
ako je f strogo konveksna.
Biramo proizvoljne ai, as takve da je 0 < a1 < ag < 11 definiSemo
aq

a=—,
Qa2

Y

=z + az(z —z). (1.4)

Tada je

ili

f(:B—l—O_é(f;él")) — f(z) < f(2) - f(a). (1.5)

Gornje nejednakosti su stroge ako je f strogo konveksna. Ako u nejednakost
(1.5) uvrstimo (1.4) dobijamo

floton(z =)~ fla) _

an a2

[z + as(z —z)) = f(x)

9

ili
g(a1) < g(az),
pri ¢emu je nejednakost stroga ako je f strogo konveksna. Dakle, g je

monotono rastuca po « ako je f konveksna i strogo monotono rastuca ako
je f strogo konveksna. O
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Na slici 1.7 prikazana je nejednakost (1.3) iz prethodne teoreme. Prime-
timo da je afina funkcija promenljive z, data sa

f@) + (z = 2)'V f(2),

zapravo Tejlorova’ aproksimacija prvog reda funkcije f u tacki z. Stoga,
prethodna teorema zapravo kaze sledece: ako je posmatrana diferencija-
bilna funkcija konveksna, tada je Tejlorova aproksimacija prvog reda glob-
alno potcenjuje (3to se vidi sa slike), i obrnuto, ako Tejlorova aproksimacija
prvog reda date funkcije globalno podcenjuje tu funkciju, tada je posmatrana
funkcija konveksna.

F)+(z- 20" Flx)

foy
=

X z

Slika 1.7. Karakterizacija konveksnosti pomocu prvog izvoda

Dakle, nejednakost (1.3) pokazuje da iz lokalnih informacija o nekoj kon-
veksnoj funkciji (odnosno, iz njene vrednosti u nekoj tacki i njenog izvoda
u istoj toj tacki) mozemo dobiti globalnu informaciju o toj istoj funkciji
(odnosno, njen globalni "podcenjiva¢"). Ovo je jedna od najvaznijih osobina
konveksnih funkcija, koja objasnjava neke veoma korisne osobine problema
konveksne optimizacije. Na primer, ako je f : R — R konveksna funkcija i
Vf(z*) = 0, tada na osnovu (1.3) sledi da tacka z* minimizira funkciju f na
R™. Ovo je klasi¢ni dovoljan uslov za optimalnost kod problema optimizacije
bez ogranicenja.

Geometrijska interpretacija ideja koje su osnova dokaza prethodne teo-
reme data je na slici 1.8.

"Brook Taylor (1685-1731)
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(a)

s f(x+o:(z;x))—f(x)

FE)+z-xvFE

I
|
L ' ;
b4 Z+x(z-%) 2

(b

Slika 1.8.

Na osnovu Teoreme 6 mozemo uvesti i odgovarajucu karakterizaciju kon-
kavnih funkcija: ako je C' konveksan podskup od R" i ako je f : R" — R
diferencijabilna na R", tada je funkcija f konkavna ako i samo ako vaZi

f(z) < f(x)+ (2 —:C)TVf(a:), Vz,zeC.

Za dva puta diferencijabilne konveksne funkcije postoji jos jedna karak-
terizacija konveksnosti, koja je data u vidu sledece teoreme.

Teorema 1.3.5. Neka je C' konveksan podskup od R" i neka je f: R — R
dva puta neprekidno diferencijabilna na R™.

(a) Ako je V2f(x) pozitivno semidefinitna za sve x € C, tada je f konvek-
sna na C.

(b) Ako je V2f(x) pozitivno definitna za sve x € C, tada je f strogo kon-
veksna na C.
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(c) Ako je C otvoren i f konveksna na C, tada je V2 f(x) pozitivno semide-
finitna za sve x € C.

Dokaz.

(a) Prema Tejlorovoj teoremi, za sve z,y € C vazi

F) = @)+ (g~ )T VI@) + 5o~ ) VA (@ 4 aly - )y — ),

za neko « € [0,1]. Koristeéi ¢injenicu da je V2 f(z) pozitivho semidefinitna
dobijamo da je

f) > f@)+ (y—2)"Vf(z), Va,yeC.

Sada na osnovu Teoreme 6 pod (a) sledi da je f konveksna.

(b) Sli¢no kao u dokazu pod (a), vazi da je f(y) > f(z) + (y — )TV f(z) za
sve x,y € C takve da je x # y, pa tvrdenje sledi iz Teoreme 6 pod (b).

(c) Pretpostavimo da postoji neko x € C i neko z € R", tako da je
2TV2f(x)z < 0. Posto je C otvoren skup i V2 f neprekidna, mozemo izabrati
takvo 2, ¢ija je norma dovoljno mala, da z+2z € Cidaje 2T V2 f(z+az)z <0
za svako a € [0, 1]. Tada, prema Tejlorovoj teoremi, vazi da je

flz+2) < f(z) + 2"V f(),

§to je prema Teoremi 6 pod (a) kontradikcija sa konveksnoscu funkcije f na
skupu C. O

Na osnovu prethodne teoreme mozemo uvesti i odgovarajucu karakte-
rizaciju konkavnih funkcija: ako je C' konveksan podskup od R™ i ako je
f : R" = R dva puta neprekidno diferencijabilna na R", tada je funkcija f
konakvna ako je zadovoljen uslov

Vif(z) <0, VazeC,

odnosno ako je matrica njenog drugog izvoda negativno semidefinitna.
Moze se pokazati da tvrdenje Teoreme 7 pod (c) vazi i ako se umesto
otvorenosti skupa C' pretpostavi da on ima nepraznu unutragnjost.

1.3.5 Kvazikonveksne funkcije

Pored konveksnih funkcija, u teoriji optimizacije vaznu ulogu imaju i
kvazikonveksne funkcije.

Definicija 1.3.9. Neka je data funkcija f: C — R, pri demu je C' C R™.

(a) Funkcija f je kvazikonveksna ako su njen domen i svi njeni Lebegovi
skupovi konveksni.
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(b) Funkcija f je kvazikonkavna ako je funkcija —f kvazikonveksna.

Nustracija kvazikonveksne funkcije data je na slici 1.9, pri ¢emu je njen
Lebegov skup oznacen sa L.

f

fix)

N/

¥

Ly
Slika 1.9.

Kada je funkcija i kvazikonveksna i kvazikonkavna, tada je ona kvazili-
nearna. Primetimo da je konveksna funkcija takode i kvazikonveksna. Medu-
tim, obrnuto ne vazi. Sada ¢emo navesti jedan primer kvazilinearne funkcije
koju ¢emo koristiti kasnije u radu (glava 4).

Primer 1. (Linearna razlomacka funkcija)
Funkcija data sa
T
ax+b
o) =T ra
cii je domen skup
D={zeR"|clz+d>0}

je @ kvazikonveksna i kvazikonkavna. Njeni Lebegovi skupovi
{zreD|ad"z+b<~y(c"z+d)},
pri éemu v € R, su, kao $to vidimo, konveksni.

Kvazikonveksne funkcije zapravo predstavljaju uopstenja konveksnih fun-
kcija. One su u mnogo ¢emu sli¢ne konveksnim funkcijama, ali medu njima
postoje i bitne razlike. Neke od karakteristika konveksnih funkcija koje pose-
duju i kvazikonveksne funkcije su:

e Funkcija je kvazikonveksna ako i samo ako je njena restrikcija na bilo
koju pravu, koja je sadrzana u domenu posmatrane funkcije, kvazikon-
veksna.
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e Funkcija f je kvazikonveksna ako i samo ako je njen domen konveksan
i ako, za sve z,y iz njenog domena i svako « € [0, 1], vazi modifikovana
Jensenova nejednakost:

flaw+ (1= a)y) <maz{f(z), f(y)}-

e Neka je skup C' C R™ konveksan i neka je funkcija f : R — R dife-
rencijabilna na R". Funkcija f je kvazikonveksna na C ako i samo ako
vazi

f(2) < flx)= (z—2)TVf(x) <0, Vz,zeC.

Pored navedenog, kao i kod konveksnih funkcija, postoje operacije koje
oc¢uvavaju kvazikonveksnost funkcije. Dakle, ako je funkcija f kvazikonvek-
sna, tada su kvazikonveksne i sledeée funkcije:

.Oéf, 0420,

° f(Ax + b),

. f(ffis), na clz+d >0,

e g(f(z)), g monotono rastuca, itd.

Jedna znacajna razlika koja se pojavljuje kada uporedujemo karakteri-
zacije diferencijabilnih konveksnih i kvazikonveksnih funkcija jeste zakljuc¢ak
koji donosimo u sluc¢aju kada je ispunjen uslov V f(z) = 0. Ako je funkcija f
konveksna, tada znamo da je tacka x globalni minimizator funkcije f. Medu-
tim, ako je funkcija f kvazikonveksna, tada tacka x nije globalni minimizator
funkcije f.

1.4 Konveksni omotaci

Definicija 1.4.1. Neka je dato m tacaka x1,..., Xy vektorskog prostora X.
Tacka r = a1x1+- - -+ ayxy, je afina kombinacija tacaka x1, ..., xy, ako je
a1+ +apm = 1. Skup svih afinih kombinacija tacaka iz nekog skupa C C X
se naziva afin omotadé skupa C i oznacava sa af f(C):

af f(C)={a1x1+ -+ amxm | 21,.cc,zm € C, a1+ -+ + ayy, = 1},

Moze se pokazati (pomoc¢u matematicke indukcije) da iz definicije afinog
skupa sledi da on sadrzi svaku afinu kombinaciju svojih tac¢aka. Takode, afin
omotac je najmanji afin skup koji sadrzi skup C, odnosno ako je D bilo koji
afin skup takav da je C' C D, tada je af f(C) C D.
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Definicija 1.4.2. Neka je dato m tacaka x1, ..., xm vektorskog prostora X.
Tacka x = c1x1+ - - -+ amTy, je konveksna kombinacija tacaka x1, ..., T,
akojea; >0 zasveti=1,..m i+ -+ aym = 1. Skup svih konveksnih
kombinacija tacaka iz nekog skupa C C X se naziva konveksni omotac
skupa C i oznacava se sa co(C):

co(C) ={a1z1+ - +amam |z, € C, a; >0, i =1,....m, g+ -+, = 1}.

U nastavku ¢emo, radi jednostavnosti, uvek posmatrati slucaj kada je
X = R". Kao kod afinih skupova, za konveksne skupove se, takode, moze
pokazati da je skup konveksan ako i samo ako sadrzi svaku konveksnu kom-
binaciju svojih tacaka.

Alternativni nacin definisanja konveksnog omotaca je sledeci: presek svih
konveksnih skupova koji sadrie skup C C R" naziva se konveksni omotac
skupa C.

Konveksni omota¢ nekog skupa je, naravno, konveksan skup, a ako je
posmatrani skup konveksan, tada je on jednak svom konveksnom omotacu.
Konveksni omotac je najmanji konveksan skup koji sadrzi skup C: ako je D
bilo koji konveksan skup koji sadrzi skup C, tada vazi da je co(C) C D.

Za proizvoljne skupove C, D C R™ moze se direktno pokazati da vaZzi:

1. C Cco(0),
2. C C D= co(C) Cco(D),
3. co(co(C)) = co(C).

A B B

Slika 1.10. Primeri konveksnih omotaca

Teorema 1.4.1. Konveksni omotac otvorenog skupa je otvoren skup.

Dokaz. Neka je C neprazan otvoren skup u R". Naravno, vazi da je C C
co(C), pa je C = C° C (co(C))°. Dakle, otvoren skup je sadrzan u unutra-
gnjosti svog konveksnog omotada. Sa druge strane, (co(C))° je konveksan
skup (sledi iz Teoreme 1). Posto je co(C) presek svih konveksnih skupova
koji sadrze skup C, sledi da je co(C) C (co(C))?. Obrnuta inkluzija uvek
vazi, pa je co(C) = (co(C))?, odnosno co(C) je otvoren skup. O



Konusi opadanja sa primenom 22

Medutim, konveksni omotaé zatvorenog skupa ne mora biti zatvoren
skup, §to se moze videti u slede¢em primeru.

Primer 2. Neka je skup C zatvoren podskup od R?, dat sa
C={0,0)}U{(z1,22) | z1292 > 1, 1 >0, 29 > 0}.
Njegov konveksni omotac je skup
co(C) ={(0,0)} U {(x1,z2) | 1 >0, 22 > 0},
a on nije zatvoren.

Ako je posmatrani zatvoren skup ogranicen (tj. kompaktan) u R”, tada
je njegov konveksni omota¢ takode zatvoren i ograni¢en skup u £". Ova
tvrdnja ¢e biti dokazana nesto kasnije.

Pored toga, moze se pokazati da vazi sledece:

aff(C) = aff(co(C)) = af f(C),

odnosno da su afin omota¢ nekog skupa, afin omota¢ njegovog konveksnog
omotacda i afin omota¢ njegovog zatvaranja jednaki. U sluc¢aju kada 0 € C,
af f(C) je potprostor generisan skupom C. Dimenzija konveksnog skupa C
je definisana kao dimenzija skupa af f(C).

Sada navodimo i dokazujemo teoremu koja predstavlja osnovnu kara-
kterizaciju konveksnih omotaca.

Teorema 1.4.2. (Karateodorijeva® teorema) Neka je C' neprazan pod-
skup od R". Tada se svaka tacka x € co(C) moZe prikazati kao konveksna
kombinacija najvise n + 1 tacaka iz skupa C.

Dokaz. Izaberimo proizvoljno x € co(C). Neka je x = Zle Ai%;, pri ¢emu
x; € C, N > 0zasvei € {1,....k} i Zle)\i = 1. Ako je k < n+1,
tada tvrdenje vazi. Pretpostavimo da je k > n+ 1. Tada tacaka zo — 21, ...,
xr—T1, koje pripadaju prostoru ", ima vige od n, zbog ¢ega su one linearno
zavisne. Dakle, postoje skalari pso, ..., ttx, koji nisu svi jednaki nuli, takvi da
je Z?:z pi(x; —x1) = 0. Neka je pup = — Zf:g wi. Tada je Zle wiz; =0,
pri ¢emu je Ele @i = 01 bar jedno pu; je pozitivno. Stoga sledi da je, za
bilo koje v > 0,

k

k k k
xTr = Z )\11'1 = Z )\ﬂ}l — Oéz,uiﬂfi = Z()\Z — oz,ui);v@-.
=1 =1 =1

i=1
Za « biramo

by A
a:min{—zz,ui>0}:—].
1<i<k Ly ey

8Constantin Carathéodory (1873-1950)
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Primetimo da je a > 0 posto je A; > 0. gtaviée, za bilo koje i € {1,...,k},
vazi \; —ap; > 0 ako je pu; < 0, a ako je p; > 0, tada je A\j—ap; = )\i—/\jﬁ—; >

0. Takode, vazi
k

Z()\Z — a,ui) =1.

i=1
Dakle, dobili smo da je = konveksna kombinacija tacaka x1, ..., g, ali je pri
tom A\j—apu; = 0. Zbog toga x moze biti izrazeno kao konveksna kombinacija
k—1 tacaka iz skupa C. Ako je k—1 =n+1, dokaz je zavrSen. U suprotnom
se postupak ponavlja dok se ne dobije da = moze biti izrazeno kao konveksna
kombinacija n + 1 tacaka. O

Karateodorijeva teorema se moze koristiti za dokazivanje nekoliko vaznih
tvrdenja. Jedno od njih je formulisano u vidu sledeée teoreme.

Teorema 1.4.3. Konveksan omota¢ kompaktnog podskupa od R" je kompak-
tan.

Dokaz. Neka je C kompaktan podskup od R". Kako je C ograni¢en, co(C)
je takode ogranicen. Da bismo pokazali da je co(C) kompaktan, uzeéemo
niz iz co(C) i pokazati da on ima konvergentan podniz ¢ija je granica u
co(C). Prema Karateodorijevoj teoremi, svaki niz iz co(C') moze biti izrazen
u obliku konveksne kombinacije

n+1

k_k
{E ai%} )
; keNg
=1
n+l k 1

pri ¢emu, zasve k € Ngii=1,...,n+1, vazi af >0, :r:f eCi) o=
Posmatrajmo niz

k k k k
{(O[l, ceey Ozn+1,x1, 7‘Tn+1)}keN0

Posto je on ogranicen, ima grani¢nu tacku {(aq, ..., ¥nt1, 21, ..., Tny1)}, koja
mora da zadovoljava Z?:ll o =1, 0;>0ix; € Czrasvei=1..,n+1
Dakle, vektor Z?Jrll a; i, koji pripada co(C), je granitna tatka niza

n+1

{Z afl'?}kENo )
i=1

¢ime je pokazano da je co(C) zatvoren. Na pocetku dokaza smo utvrdili da
je on i ograniCen, stoga je co(C') kompaktan skup. O
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1.5 Relativna unutrasnjost, zatvaranje i neprekid-
nost

U ovom poglavlju ¢emo se baviti nekim osnovnim topoloskim osobinama
konveksnih skupova i funkcija. Pojam zatvaranja (skupa), kao i osobina
neprekidnosti (funkcije) su nam poznati od ranije. Mnoge konstrukcije u
optimizaciji imaju lepe osobine u unutrasnjosti datog skupa, ali gube ta
svojstva ukoliko posmatramo tacke ruba istog skupa. Iz tog razloga nas,
u vedini sluc¢ajeva, posebno zanimaju unutrasnje tacke skupa i zelimo da
unutragnjost posmatranog skupa bude §to "veca". Medutim, §ta ako ne po-
stoji ni jedna unutrasnja tacka? U tom sluc¢aju, mozemo koristiti tzv. za-
menu "obi¢ne" unutrasnjosti - relativnu unutrasnjost. Dok unutragnjost kon-
veksnog skupa moze biti prazna, ispostavlja se da upravo iz osobine kon-
veksnosti posmatranog skupa sledi da postoje unutragnje tacke relativne u
odnosu na afin omota¢ tog skupa. Ovo je veoma znacajna osobina konvek-
snih skupova, koja je formulisana narednom definicijom.

Definicija 1.5.1. Neka je C neprazan konveksan podskup od R"™. KaZemo
da je z relativna unutradnja tacka skupa C ako x € C i postoji otvorena
lopta L sa centrom u x takva da vazi

LNaff(C)cC.

Skup svih relativnih unutrasngih tacaka skupa C se naziva relativna unutra-
gnjost skupa C i oznacava se sa ri(C).

Iz teorije realne analize su nam poznati pojmovi otvoren skup, rubna
tacka, rub skupa i sl. Na analogan nacin se definiSu pojmovi: relativno
otvoren skup, relativna rubna tacka i relativni rub skupa. Da bismo bolje
objasnili pojam relativne unutra$njosti sada navodimo jedan jednostavan
primer.

Primer 3. Posmatrajmo skup C € R dat sa
C={zeR®| —1<x <1, -1<z3<1, 23=0}.

Vidimo da je skup C' zapravo kvadrat u (x1,x2)-ravni. Njegova unutrasnjost
je prazna, ali je relativna unutrasnjost skup

ri(C)={zeR¥| —1<a <1, -1 <29 <1, 23 =0}
Rub skupa C je sam skup C, dok je njegov relativni rub skup

{z € 3 | maz{|z1],|z2|} =1, x3 = 0}.



Konusi opadanja sa primenom 25

Sada ¢emo dokazati jednu veoma znacajnu teoremu za teoriju kojom
¢emo se baviti u nastavku rada. Ona se odnosi na osnovne osobine rela-
tivnih unutrasnjih tacaka. Kroz naredna poglavlja ¢emo videti da je kon-
veksna optimizacija prozeta pojmom relativne unutrasnjosti. 1z tog razloga,
u nastavku, kao primer navodimo teoremu koja predstavlja karakterizaciju
skupa optimalnih resenja u slucaju kada je funkcija cilja konkavna (Teorema
12).

Teorema 1.5.1. Neka je C neprazan konveksan podskup od R™.

(a) (Princip linijskog segmenta) Ako x € ri(C) i & € C, tada sve tacke
linigskog segmenta koji povezuje x 1 T, osim moZda T, pripadaju skupu

ri(C).

(b) (Nepraznost relativne unutrasnjosti) ri(C) je neprazan konvek-
san skup 1 ima isti afin omotaé kao skup C. U stvari, ako je m di-
menzija skupa af f(C) i m > 0, tada postoje vektori xg, ..., Ty, € 1i(C)
takvi da je span{xi — o, ..., Tm — 20 }° potprostor paralelan sa af f(C).

(c) z € ri(C) ako i samo ako svaki linijski segment iz skupa C' kojem je x
jedna krajnja tacka moze biti produZen iza x bez napustanja skupa C
(tj. za svako T € C, postoji~y > 1 takvo da vazi z+(y—1)(x—z) € C).

Dokaz.

(a) Prvo posmatramo slucaj kada z € C. Posto = € ri(C), postoji otvorena
lopta L = {z | ||z — z|| < €} takva da je LNaff(C) C C. Neka je, za sve
a€ (0,1, zo =ax+ (1 —a)T ineka je Lo, = {z | ||z — 24| < ac}. Na slici
1.11 vidimo da je svaka tacka iz Lo, Naf f(C) zapravo konveksna kombinacija
tatke Z i neke tacke iz LNaf f(C). Zbog toga, iz konveksnosti skupa C sledi
da je Lo Naff(C) C C, odakle dalje sledi da z,, € ri(C).

Eo=oE+1l-o)E

l

Slika 1.11. Tlustracija dokaza principa linijskog segmenta u slu¢aju kada z € C

9Span ili lineal konac¢ne kolekcije {x1,...,m} elemenata iz R™ je potprostor koji se
sastoji od svih vektora y oblika y = > ;" | arTk, pri Gemu oy € R, za svako k.
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Sada posmatramo slucaj kada & ¢ C. Da bismo pokazali da, za bilo koje
a € (0,1], zq = az + (1 — a)z € ri(C), posmatrajmo niz {zj}ren, C C
koji konvergira ka Z i uzmimo da je z o = ax + (1 — o)z Sada je, kao
i naslici 1.11, {2z | ||z — 214l < ac} Naff(C) C C za svako k € Ny, pri
¢emu je ¢ takvo da otvorena lopta L = {z | ||z — z|| < €} zadovoljava da je
Lnaff(C)cC C. Posto xy,q — xa, za dovoljno veliko k vazi da je

{z [ Iz = zall <ae/2} C{z | ||z = zpall < ac}.

Sada sledi da je {z | ||z — z4|| < ae/2} Naff(C) C C, ¢ime je pokazano da
zq € 1ri(C).

(b) Konveksnost skupa ri(C') sledi iz principa linijskog segmenta koji je
dokazan pod (a). Bez gubitka opstosti pretpostavljamo da 0 € C. Sada je
afin omotac¢ skupa C' podprostor ¢iju ¢emo dimenziju oznaditi sa m. Ako je
m =0, tada se C'i af f(C) sastoje od samo jedne tacke, koja je jedinstvena
relativna unutragnja tacka. Ako je m > 0, tada moZemo naci m linearno
nezavisnih vektora zi, ..., zp, iz C takvih da je span{zi,...,zm} = aff(C);
inace bi postojalo r < m linearno nezavisnih vektora iz C' ¢iji lineal sadrzi
C, sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je dimenzija skupa af f(C) jednaka
m. Stoga, 21, ..., Zy, formiraju bazu prostora af f(C).
Posmatrajmo sada skup

m m
X:{x ‘ x:Zaizi, Zai<l, a; > 0, izl,...,m}
=1 =1

koji je prikazan na slici 1.12.

Slika 1.12. Konstrukcija skupa X

Pokazac¢emo da je ovaj skup relativno otvoren u odnosu na af f(C), tj. za
svako £ € X postoji otvorena lopta L sa centrom u Z, takva da £ € L i
Lnaff(C) Cc X. Fiksirajmo Z € X i neka je x drugi vektor iz af f(C).
Sada je * = Za i * = Za, pri ¢emu je Z matrica reda n X m ije su
kolone vektori 21, ..., zm, a a i & su odgovarajuéi m-dimenzioni vektori, koji
su jedinstveni jer zip,...,2p, ¢ine bazu za aff(C). Posto Z ima linearno
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nezavisne kolone, matrica Z7 Z je simetri¢na i pozitivno definitna, pa znamo
da postoji pozitivni skalar v, nezavisan od x i Z, takav da vazi

lz = z|* = (a = )T 2" Z(a — @) > Hlla — a|]*. (1.6)

Posto € X, odgovarajudi vektor & lezi u otvorenom skupu
m
A= {(al,...,am) ‘ Zai <1, a; >0, 1= 1,...,m}.
i=1

Iz nejednakosti (1.6) vidimo da ako x lezi u odgovarajucoj maloj lopti centri-
ranoj u =, tada odgovarajuci vektor « lezi u skupu A, iz ¢ega sledi da x € X.
Zbog toga X sadrzi presek skupa aff(C) i otvorene lopte sa centrom u Zz,
pa je X relativno otvoren u odnosu na af f(C). Sada sledi da su sve tacke iz
X relativne unutragnje tacke skupa C, pa je skup ri(C) neprazan. Takode,
posto prema konstrukeiji vazi da je af f(X) = aff(C) i X C ri(C), ri(C) i
C imaju isti afin omotag.
Posmatrajmo sada vektore

m
To =« g Zi, Ti=1x9+ oz, t=1,....,m,
i=1

gde je «a pozitivan skalar takav da je a(m + 1) < 1. Vektori zg, ..., Zm
pripadaju skupu X, a kako je X C 7i(C), takode pripadaju skupu ri(C).
Stavise, posto je x; — zg = az; za sve i, a span{zi, ..., zm} = af f(C), sledi
da je i span{z1 — zg, ...,xm — x0} = af f(C).
(c) Ako z € ri(C), koris¢enjem definicije relativne unutrasnje tacke, dati
uslov vazi.

Obrnuto, neka = zadovoljava dati uslov. Treba pokazati da x € ri(C).
Iz dokaza pod (b) znamo da postoji vektor z € ri(C). Pretpostavljamo da
je T # x, jer je u suprotnom dokaz zavrgen. Prema datom uslovu, posto
z € C, sledi da postoji v > 1 takvo da y =z + (v — 1)(z — z) € C. Sada je
x=(1-a)Z+ ay, pri temu o = 1/v € (0,1), pa prema principu linijskog
segmenta dobijamo da z € ri(C). O

Teorema 1.5.2. Neka je X C R" neprazan konveksan skup, neka je data
konkavna funkcija f : X — R i neka je X* skup vektora u kojima f dostiZe
minimum na skupu X, tj.

X* = {x e X ‘ Fa*) = xig)f(f(:c)}.

Ako X* sadrzi tacku relativne unutrasnjosti skupa X, tada f mora biti kon-
stantna na skupu X, tj. X* = X.
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1.5.1 Operacije sa relativnim unutra$njostima i zatvaranjima

Pri analiziranju problema konveksne optimizacije javljaju se razne skupo-
vne operacije kao §to su presek, suma vektora, linearne transformacije i
slicno. Da bismo uspesno analizirali zadati problem, trebaju nam alati za
izracunavanje odgovarajucih relativnih unutrasnjosti i zatvaranja. Iz tog ra-
zloga sada navodimo (bez dokaza) tri teoreme koje nam obezbeduju potreban
alat.

Teorema 1.5.3. Neka je C neprazan konveksan podskup od R". Tada vaZi:

(¢) Neka je D jos jedan neprazan konveksan skup. Tada su sledeéa tri
uslova ekvivalentna:

1. C i D imaju istu relativnu unutrasnjost.
2. C' i D imaju 1sto zatvarange.
3. ri(C)c D cCC.

Teorema 1.5.4. Neka je C neprazan konveksan podskup od R™ i neka je A
matrica reda m X n. Tada vaZi:

(a) A-ri(C) =ri(A-C).
(b) A-C c A-C. Stavise, ako je C uz to i ogranicen, tada je A-C = A - C.

Teorema 1.5.5. Neka su C i D neprazni konveksni podskupovi od R". Tada
vazi:
(a) 7i(C)Nri(D) Ccri(CND), CNnDcCND.
Stavige, ako je ri(C) Nri(D) # 0, tada vazi:

ri(CN D) =ri(C)Nnri(D), CND=CND.

(b) ri(C + D) =ri(C) +ri(D), C+DcC+ D.
Stavise, ako je bar jedan od skupova C i D ogranicen, tada vazi:

C+D=C+D.
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1.5.2 Neprekidnost konveksnih funkcija

Do sada smo, u ovom poglavlju, ispitivali svojstva konveksnih skupova.
U ovom odeljku navodimo znacajno svojstvo konveksnih funkcija, a to je
neprekidnost.

Teorema 1.5.6. Ako je f : R" — R konveksna funkcija, tada je ona i
neprekidna. Opstije, ako je f : R" — (—o0, 0] prava konveksna funkcija,
tada je njena restrikcija na dom(f) neprekidna na relativnoj unutrasnjosti

skupa dom(f).

Dokaz. Bez gubitka opStosti pretpostavljamo da je 0 unutrasnja tacka skupa
dom(f) i da je jedinitna kocka X = {z | ||z|lec < 1} sadrzana u dom(f).
Dovoljno ¢e biti da pokazemo da je f neprekidna u 0, tj. da za svaki niz
{zk}ren, C R" koji konvergira ka 0 vazi da f(zx) — f(0).

Neka su e;,7 = 1,...,2" ivice kocke X, tj. svako e; je vektor ¢ije su
komponente ili 1 ili —1. Moze se pokazati da se bilo koje x € X moze
izraziti u obliku x = 21221 age;, gde je svako a; nenegativan skalar i vazi
21221 a; = 1. Neka je M = max; f(e;). Iz Jensenove nejednakosti sledi da je
f(z) < M za svako x € X.

Sada pretpostavljamo da xp € X i da je zp # 0 za sve k. Posmatrajmo

nizove {yx }ren, 1 {2k }ren, date sa
Tk _ Tk

Yk = s k=
[P (B[R

Konstrukcija ovih nizova u R? prikazana je na slici 1.13.

£ Fie £

g

-
Hpyl

£y Zy 1

Slika 1.13.

Primenjujudi definiciju konveksnosti funkcije na linijski segment koji povezuje
Yk, Tk 1 0 dobijamo da je

flar) < (1= l[zrlloc) £(O) + [k oo f (yr)-
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Posto [|zk]lcc = 01 f(yx) < M za sve k € Ny, ako pustimo da k — oo sledi

lim sup f(zx) < f(0).

k—o0

Ako sada primenimo definiciju konveksnosti funkcije na linijski segment koji
povezuje zg, 0 i 2z dobijamo da je

[EZYE 1

> W f(z),

a ako pustimo k& — oo sledi
£(0) <lim inf f(z).
k—o00

Dakle, vazi da je limg_,o f(zx) = f(0), tj. f je neprekidna u 0. O

Sumirajuc¢i sve do sada receno o konveksnim funkcijama, mozemo da
zakljuc¢imo sledece: ako je realna funkcija konveksna, ona je neprekidna pa
su njen nadgraf i njeni Lebegovi skupovi zatvoreni i konveksni, iz ¢ega sledi
da je takva funkcija zatvorena. Dakle, realna konveksna funkcija je zatvorena
funkcija.



Glava 2

Konusi opadanja

U prethodnoj glavi smo definisali §ta je konus. Sada ¢emo svoju paznju
usredsrediti na jednu specijalnu vrstu konusa - konuse opadanja. U ovoj glavi
je koriscena literatura [1],[12] i [19]. Radi jednostavnosti, iako to ponekad
ne¢emo posebno isticati, posmatra¢emo prostor R”. Opstija situacija kada
je X Banahov prostor moze se naci u [6].

2.1 Pravci opadanja

Kako bismo definisali konuse opadanja, uvodimo najpre pojam pravca
opadanja.

Definicija 2.1.1. Neka je dat neprazan konveksan skup C' C R". KaZemo da
je vektor y pravac opadanja skupa C' ako vaZi da x+ay € C za sve x € C
i« > 0. Skup svih pravaca opadanja skupa C' se naziva konus opadanja
skupa C' i oznacava se sa Re.

Drugim re¢ima, y je pravac opadanja skupa C ako vazi sledece: ako
se krecemo, pocev od proizvoljnog vektora z iz skupa C, beskona¢no duz
pravca ¥y, nikada nec¢emo preci relativni rub skupa C, tj. nikada nec¢emo doci
do tacaka izvan skupa C. Primetimo da je konus opadanja konus koji sadrzi
svoj vrh. Ilustracija pravca i konusa opadanja data je na slici 2.1.

Slika 2.1.

31
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Sada ¢emo dokazati jednu, za ovaj rad, veoma vaznu teoremu - teoremu
konusa opadanja. Ona se odnosi na osobine konusa opadanja i koristi¢e nam
pri dokazivanju nekih znacajnih rezultata.

Teorema 2.1.1. (Teorema konusa opadanja) Neka je C neprazan zatvo-
ren konveksan podskup od R".

(a) Konus opadanja Rc je zatvoren konveksan konus.

(b) Vektor y pripada konusu opadanja Rc ako i samo ako postoji vektor
x € C takav da x + ay € C za sve a > 0.

(¢) Rc sadrzi ne-nula pravac opadanga ako i samo ako je C neogranicen.

(d) Konusi opadanja skupa C' i njegove relativne unutrasnjosti su jednaki,
t.
Re = Ryi(c)-

(e) Ako je D jos jedan zatvoren konveksan skup takav da je C N D # 0,
tada vazi
Renp = Re N Rp.

Opstije, za proizvoljnu familiju zatvorenih konveksnih skupova C;, i € I,
gde je I prizvoljan skup indeksa, a presek N;c1Cy neprazan, vazi

Rﬂiejci — m’iEIRCi .

Dokaz.

(a) Ako y1,y2 € R 1 ako su A1, A9 pozitivni skalari takvi da je Aj + Ao = 1,
tada za bilo koje x € C'i a > 0 vazi

x4+ a(Ay1 + Aoy2) = Az + ayr) + Ae(x + aye) € C,

jer je C konveksan skup i vektori z + ay; i  + ays pripadaju skupu C' prema
definiciji konusa opadanja Rc. Stoga A1y1 + Aay2 € Re, ¢ime je dokazano
da je R¢ konveksan.

Neka je y tacka iz zatvaranja skupa R¢ i neka je {yx}ren, C Re niz koji
konvergira ka y. Za bilo koje x € C'i o > 0 vazi da = + ayi € C za sve
k € Ny, pa zbog zatvorenosti skupa C' sledi da = + ay € C. Odavde sledi da
Yy € Rc, time je dokazano da je Rc zatvoren.

(b) Ako y € R¢, tada svaki vektor z € C ima trazenu osobinu prema definiciji
konusa opadanja R¢.

Obrnuto, neka je y takav da postoji vektor x € C takav da z+ay € C za
sve a > 0. Bez gubitka opstosti pretpostavljamo da je y # 0. Sada fiksiramo
vektor T € C'i @ > 0 1 ho¢emo da pokazemo da Z + ay € C. Dovoljno je
pokazati da Z+y € C, tj. mozemo pretpostaviti da je a = 1 (jer opsti slucaj
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kada je a > 0 moze da se svede na slucaj kada je « = 1 zamenjujuéi y sa
y/a). Neka je dat niz

z=x+ky, k=1,2,..

zr € C za sve k € N, s obzirom na pocetnu pretpostavku. Ako je T = zi za
neko k, tada £+y = v+ (k+ 1)y € C i time je dokaz zavrSen. Iz tog razloga
pretpostavljamo da je T # z; za sve k € N i defini§emo niz
2L — X
Yk = m”y”, k=1,2,..
tako da Z + yi lezi na pravoj koja pocinje u tacki Z i prolazi kroz z; (kao $to
je prikazano na slici 2.2).

Slika 2.2.
Sada vazi
v -zl m—a -7 fa—zl y  x-Z
Iyl lze =2 llzx =2l lze =20 llze =2l lyll - llzx — 2

Posto je {zx}ren neogranifen niz, sledi da

|2k — x| -z

— 1, — 0,

Iz — 2| Iz — 2|

pa dobijamo da yr — y. Vektor T + yi lezi izmedu Z i z; na linijskom
segmentu koji povezuje T i z;, za sve k € N tako da je ||z — Z|| > ||y||, pa
prema konveksnosti skupa C sledi da & + yi € C za svako k dovoljno veliko.
Posto T+ yr — T + vy, a C je zatvoren skup, sledi da & 4+ y mora pripadati
skupu C. Dakle, y € R¢.
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(c) Pokazacemo da R¢ sadrzi ne-nula pravac pretpostavljajuci da je C neogra-
nic¢en skup. (Obrnuta implikacija je jasna.) Biramo proizvoljno z € C' i neki
neogranicen niz {zx }ren, C C. Posmatrajmo niz {y }ren,, dat sa
2L — X
Ye = - =1

Iz, — Z|
i neka je y granica niza {y}ren,. Za bilo koje fiksirano a > 0, vektor
Z + ayy lezi izmedu 7 i 2z na linijskom segmentu koji povezuje T i zi za sve
k € Ny tako da je ||zr — Z|| > «. Stoga, zbog konveksnosti skupa C, vazi
da T 4+ ay, € C za svako k dovoljno veliko. Kako je T + ay granica niza
{Z + ayi tren, 1 C zatvoren skup, sledi da =+ ay € C. Ako sada iskoristimo
dokaz pod (b), dobijamo da je ne-nula vektor y upravo pravac opadanja.

(d) Ako y € R,i(c), tada za fiksiran vektor z € 7i(C) i svako o > 0 vazi
da x + ay € ri(C) C C. Stoga, na osnovu dokaza pod (b) zaklju¢ujemo da
y € Re.

Obrnuto, ako y € R¢, za bilo koje x € ri(C) vazi da z + ay € C
za sve a > 0. Iz principa linijskog segmenta (Teorema 11 (a)) sledi da
T+ ay € ri(C) za sve a > 0, pa y pripada skupu R,;)-

(e) Prema definiciji pravca opadanja, ako y € Ronp tada z+ay € CND za
svex € CNDisve a>0. Iz dokaza pod (b) sadaslediday € Roiy € Rp,
pa je Ronp C Rc N Rp.

Obrnuto, prema definiciji pravca opadanja, ako y € ReNRpix € CND,
tada vazi da z + ay € C N D za sve a > 0, pa sledi da y € Renp. Dakle,
RcNRp C Renp.-

Analogno se pokazuje uopstena jednakost Rn,_,c, = NicrRc;- ]

Vazno je primetiti sledece: tvrdenje navedeno u prethodnoj teoremi pod
(¢) zapravo kaZe da je zatvoren konveksan skup C ogranicen ako i samo ako je
Rc = {0}. Ova ¢injenica ¢e biti veoma znacajna u nastavku ove glave, kada
¢emo pokazati na koji nacin se neke osnovne osobine kompaktnih skupova
prodiruju na zatvorene konveksne skupove. Sada navodimo jedno uopStenje
pomenutog tvrdenja.

Teorema 2.1.2. Neka je C' neprazan zatvoren konveksan podskup od R",
neka je W neprazan konveksan kompaktan podskup od R™ i neka je A matrica
reda m X n. Posmatramo skup

V={zxelC| Az e W}

1 pretpostavijamo da je neprazan. Tada je V zatvoren, konveksan 1 njegov
konus opadanja je Rc NN (A), pri cemu je N(A)' jezgro matrice A. Stavise,
V' je kompaktan ako 1 samo ako vazi da je

Re N N(A) = {0}.

'Oznaka N(A) poti¢e od engl. redi nullspace, koja znaéi jezgro.
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Dokaz. Skup V mozemo zapisati u obliku preseka skupova C' i V, pri ¢emu
je skup V dat sa V = {z € R" | Ax € W}, zatvoren i konveksan (jer je on
inverzna slika zatvorenog konveksnog skupa W pod neprekidnom linearnom
transformacijom A). Sada sledi da je i skup V zatvoren i konveksan.

Pokazimo da je konus opadanja skupa V skup N(A). Inkluzija N(A) C
Ry je jasna. Pretpostavimo da y € Ry, ali y ¢ N(A). Tada, za sve z € V,
vazi da

Az 4+ aAy e W, Ya >0,

8to je kontradikcija sa pretpostavkom da je W ogranicen skup, jer je Ay # 0.
Dakle, posto je V.= CNV neprazan skup i kako su C'i V zatvoreni i konveksni
skupovi, na osnovu Teoreme 17 (e) sledi da je Rc N N(A) konus opadanja
skupa V. Kako je V zatvoren i konveksan, iz Teoreme 17 (c) sledi da je V
kompaktan ako i samo ako je Rc N N(A) = {0}. O

2.2 Linealni prostor

Jo§ jedan pojam, pored pravca opadanja, usko povezan sa konusima
opadanja, jeste linealni prostor.

Definicija 2.2.1. Neka je dat neprazan konveksan skup C. Skup pravaca
opadanja skupa C' ¢iji su suprotni pravei takode pravcei opadanja datog skupa
naziva se linealni prostor skupa C i oznacdava se sa L¢.

Zapisano u obliku formule, linealni prostor se definige sa
Lo =RcN (—Rc).

Iz definicije pravca opadanja sledi da ako y € L¢, tada prava {z+ay | a € R}
pripada skupu C, za svako x € C. Kako je linealni prostor zapravo presek
dva konusa opadanja, on "nasleduje" neke od njihovih osobina, dokazanih u
prethodnom poglavlju.

Teorema 2.2.1. Neka je C neprazan zatvoren konveksan podskup od R™.
(a) Linealni prostor skupa C je potprostor od R™.

(b) Linealni prostori skupa C' i njegove relativne unutrasnjosti su jednaki:
Lo = Lyic)-

(¢) Ako je D jos jedan zatvoren konveksan skup takav da je C N D # (),
tada vazi da je
Loap =LoNLp.
Opstije, za proizvoljnu familiju zatvorenih konveksnih skupova C;, i € I,
gde je I proizvoljan skup indeksa i presek N;crC; neprazan, vazi

Lﬂielci - niGILCZ' .
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(d) Neka je W konveksan i kompaktan podskup od R™ i neka je A matrica
reda m x n. Ako je skup V = {x € C | Ax € W} neprazan, onda je
on zatvoren, konveksan i njegov linealni prostor je Lc N N(A), gde je
N(A) jezgro matrice A.

Dokaz.

(a) Neka y; 1 y2 pripadaju linealnom prostoru L¢ i neka su ag i ag ne-nula
skalari. Treba pokazati da ajy; + a2y € Lo. Dakle,

a1y1 + aoyz = |ai|(sgn(a1)yr) + |ae|(sgn(az)yz)

= (Jaz| + |ao])(agy + (1 — @)Pa), (2.1)

gde je

o]
(0%

= Y1 =sgn(a1)yi1, Y2 = sgn{az)ya.
o] =+ [oa] (1) (a2)

Primetimo da je L konveksan konus, jer je on presek konveksnih konusa R¢ i
—R¢. Dakle, posto 41 i ¢2 pripadaju skupu L¢, sledi da bilo koja konveksna
kombinacija pravaca ¢ i 2 pomnozena pozitivnim skalarom pripada Lc.
Sada na osnovu jednakosti (2.1) zaklju¢ujemo da a1y1 + a2y2 € Lc.

(b) Znamo da vazi

Lyicy = Ryic) N (= Ryic)) = Re N (=Re) = Le,

pri ¢emu druga jednakost sledi iz Teoreme 17 pod (d).

(¢) Pokaza¢emo odgovarajucu jednakost u opstem sluc¢aju. Vazi

Laic,c; = (Rmielci) n (_Rﬁielci)
= (NierRe;) N (= Nier Re,)
= Nier(Re; N (—Re,))
= NierLc;,

pri ¢emu druga jednakost sledi iz Teoreme 17 pod (e).
(d) Vazi sledece:
Ly =Ry N (—Rv)
= (Rc N N(A)) N (=Rc N N(A))
= (Rc N (=Rc)) NN(A)
=LcN N(A),
pri ¢emu druga jednakost sledi iz Teoreme 18. O

Dokazacemo jo§ jedno korisno tvrdenje, koje se odnosi na dekompoziciju
konveksnog skupa s obzirom na njegov linealni prostor.
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Teorema 2.2.2. (Dekompozicija konveksnog skupa) Neka je C nepra-
zan konveksan podskup od R". Tada za svaki potprostor S koji pripada
linealnom prostoru Lo vazi da je

C=S+(Cnsh.

Dokaz. Prostor R" moZemo rastaviti kao sumu podprostora S i njegovog
komplementa S+. Neka je z € C takvo da je x = y + 2z za neke y € S i
z € St. Posto —y € S,a S C L¢, vektor —y je pravac opadanja skupa C,
pa vektor z — y, koji je jednak sa z, pripada skupu C. Stoga z € C NS+ i
vaiidajex =y+z pricemuy € Siz € CNSL. Dakle, C C S+ (CNSL).

Obrnuto, ako z € S+ (CNSY), tada je x = y + 2z pri Cemu y € S i
2z € CNS*. Dakle, vazi da z € C. Pored toga, posto je S C L¢ vektor y je
pravac opadanja skupa C, §to implicira da y + z € C. Stoga x € C, ¢ime je
pokazano da je S+ (CNS+) c C. O

Slika 2.3. Tlustracija dokaza Teoreme 20

2.3 Nepraznost preseka zatvorenih skupova

Kao 8to smo ve¢ ranije pomenuli, konus opadanja i linealni prostor se
mogu iskoristiti za uopstavanje nekih osnovnih osobina kompaktnih skupova
na zatvorene konveksne skupove. Jedna takva osobina je da je presek ure-
denog niza nepraznih kompaktnih skupova neprazan i kompaktan. Ova
osobina ne vazi za op$te zatvorene skupove ali, ispostaviée se da vazi pod
odredenim pretpostavkama koje uklju¢uju konveksnost i pravce opadanja.
Upravo time ¢emo se baviti u ovom poglavlju.

Teorema 2.3.1. Neka je {Cytren, niz nepraznih zatvorenih konveksnih pod-
skupova od R™ takvih da je Cyxy1 C Cy za sve k € Ng. Neka su Ry, 7 Ly, konus
opadanga i linealni prostor skupa Cy, respektivno, i neka je

R=N2,Re, L=n20Ly.
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Pretpostavimo da je R = L. Tada je presek N;2,Cy neprazan i ima oblik
QEOZOC]C = L + é)
gde je C neki neprazan 1 kompaktan skup.

Dokaz. Posto su skupovi Cy uredeni, linealni prostori Ly su takode uredeni
(prema Teoremi 19 (c)). Kako je svaki Ly potprostor sledi da je, za svako k
dovoljno veliko, Ly = L. Dakle, bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti
da je

Ly=L, Vk>ko.

Dokazimo kontradikcijom da je
R, N Lt = {0},

za dovoljno veliko k € Np. U suprotnom, a s obzirom da su Ry uredeni
(Teorema 17 (e)), sledilo bi da za svako k € Ny postoji yx € R N L*, pri
Cemu se moze izabrati ||yx|| = 1. Niz skupova

{tyew Iyl =1y nRinLt]

je opadajuéi niz kompaktnih nepraznih skupova (svaki sledeéi je sadrzan u
prethodnom) pa iz Kantorovog? principa sledi da je

{yeR" | lyl =13 N5 Re N LT #0.

S obzirom da je N*>YR, = L i LN L+ = {0}, dobili smo kontradikciju.
Dakle,
Ri.NL*+={0}, YV k> k.

Prema teoremi konusa opadanja, za svako k € Ny, konus opadanja skupa
Cj, N Lt je dat sa
RCkﬁLl =R, NRy.,

a kako vazi da je R;1. = L+ i Ry N Lt = {0}, sledi da je
RC}J“ILJ— = {0}, V k’ Z ko.

Sada, iz Teoreme 17 (c) sledi da su skupovi Cy N L+ kompaktni i uredeni,
pa je njihov presek )
C=nZ(Cpn L) (2.2)

neprazan i kompaktan, odakle sledi da je presek N7~ ,C) neprazan. Stavise,
posto je L linealni prostor svih skupova Cj, on je takode linealni prostor

2Georg Cantor (1845 - 1918)



Konusi opadanja sa primenom 39

preseka NP2 C} (na osnovu Teoreme 19 pod (c)). Ako sada iskoristimo
osobinu dekompozicije iz Teoreme 20, dobijamo da je

N2 oCr = L+ (N2,Cx) N LT,

pa sad iz jednakosti (2.2) sledi da je N2 Cr = L + C, sto je i trebalo
pokazati. O

Teorema 2.3.2. Neka je {Ch}ren, niz zatvorenih konveksnih podskupova od
R™ i neka je X podskup od R™ odreden ogranidenjima tipa linearne nejed-
nakosti, tj.

X={zeR"|ala<b;, j=1,.,r} (2.3)

gde sua; €N, b; €N, j =1,...,r. Pretpostavimo da vazi:
(a) Cr+1 C C za sve k € Ny.
(b) Presek X N Cy je neprazan za sve k € Ny.

(c) Rx "R C L, gde je Rx konus opadanja skupa X, R = N2 Ry,
L = N3 gLy, pri cemu Ry @ Ly oznacavaju konus opadanja i linealni
prostor skupa Cy, respektivno.

Tada je presek X N (Ng2,Ck) neprazan.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po dimenziji skupa X.

1) Pretpostavimo da je dimenzija skupa X jednaka 0. Tada se skup X
sastoji od samo jedne tacke. Prema pretpostavci pod (b), ova tacka pripada
preseku X N Oy za svako k € Ng, pa onda pripada i preseku X N (N2 Cy).

2) Sada pretpostavljamo da je, za neko | < n, presek Xﬂ(ﬂi":OCk) neprazan
za svaki skup X koji zadovoljava sledece:

e Ima dimenziju manju ili jednaku sa .
e Odreden je ograni¢enjima tipa linearne nejednakosti.
e Presek X N C} je neprazan za sve k € Ny.
e Vazidaje R¢ N R C L.
Neka je skup X oblika (2.3) i neka zadovoljava sledece:
e Presek X N C} je neprazan za sve k € Np.
e Vazidaje RyNR C L.

e Njegova dimenzija je | + 1.
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3) Pokazac¢emo da je presek X N (N32,C}) neprazan.

Ako je LxNL = RxNR, tada primenjujuci Teoremu 21 na skupove XNC},
dobijamo da je presek X N (N2 ,C}) neprazan i time je dokaz zavrSen. Zato
sada pretpostavljamo da je Lx N L # Rx N R.

Kako uvek vazi da je Ly N L C Rx N R, na osnovu pretpostavke da je
Rx N R C L sledi da postoji ne-nula pravac opadanja §y € Rx N R takav da

y ¢ Lx, tj.
y€Rx, —y¢ Rx, yeclL.

Koris¢enjem definicije pravca i konusa opadanja dobijamo da je konus opadanja
skupa X oblika

Rx ={yeR" | a;‘-FySO, j=1,..,71},
pa posto y € Ry sledi da je
ajg<0, Vji=1,.,r
a kako —y ¢ Ry sledi da je skup indeksa
J={jlajy<0}

neprazan.
Sada, na osnovu pretpostavke pod (b) moZzemo izabrati niz {z}ren,
takav da
rz, € XNCL, VkeN.

Tada vazi da je
alzy <bj, Vji=1,.,r VkeN,.
Pretpostavimo da je
alzp <bj, YjeJ, VkeNy;

inace bi mogli zameniti zy sa x;+7, koji pripada preseku XNCy, (jery € Ry i
y € L). Pretpostavimo sada da, za svako k € Ny, krecemo od z, i pomeramo
se duz pravca —¢y koliko god je moguée, a da ne napustimo skup X, pa sve
do tacke u kojoj se susre¢emo sa vektorom

Ty =z — BrY,
gde je B pozitivan skalar dat sa
T
a: T — b;
B = min 4——— T d
i€l a;y

Posto je a;—.Fg =0zasve j ¢ J, vazi da je af:ﬁk = ajrxk za sve j & J, pa je
broj linearnih nejednakosti skupa X koje Zx zadovoljava u vidu jednakosti
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strogo veéi od broja onih koje zadovoljava xp. Dakle, postoji jo € J takvo

da je ajTojjk = bj, za sve k € Ng. Menjanjem redosleda linearnih nejednakosti

(ako je neophodno) mozemo pretpostaviti da je jo = 1, tj. da je
alZy =by, alxy <by, VEkeN.
Da bismo primenili indukcijsku hipotezu sada posmatramo skup

X={zeR"|ale=0b, a;frx <bj, j=2,..,r}

i primecujemo da {Zy }ren, C X. Posto je T, = @ — B, pri cemu x, € Cy,
iy € L, vazi da Ty € Cy, za sve k € Ny, §to implicira da Ty € X NCy za sve
k € Ng. Dakle, X N Cy, # 0 za sve k. Kako su skupovi Cy, uredeni sledi da
su uredeni i skupovi X N Cy. Staviée, konus opadanja skupa X je

Ry ={yeR"| aly =0, a]Ty <0, j=2,..,1},
i on pripada konusu opadanja Rx, pa vazi da je

RXQRCR)(QRCL.

Na kraju dokazujemo da je dimenzija skupa X manja od dimenzije skupa
X.
Koristi¢emo slede¢u ¢injenicu:

Lema 2.3.1. Svaki neprazan afin skup C je paralelan sa jedinstvenim potpro-
storom S, pri cemu je S dat sa

S=C-C={z—-y|z,yeC}

Prvo primetimo da skup {z € R" | al'z = b1} sadrzi skup f(, pa je ay
ortogonalan vektor na potprostor S¢ koji je paralelan sa af f(X), odnosno
potprostor S¢ se definiSe kao

SX:{x—y\af,yéaff(X)},

pa je
af (v —y) =ajz —ajy =b — b =0,

jer je af f(X) najmanji afin skup koji sadrzi X, pa vazi
aff(X)C{z eR" | alz=b}.

Posto je al g < 0, sledi da 7 ¢ S5 . Pretpostavimo suprotno, tj neka § € Sg.
Tada je g =x — y, gde x,y € af f(X), pa tada vazi



Konusi opadanja sa primenom 42

§to je kontradikcija sa ang < 0. Sa druge strane, y pripada Sx, potprostoru
koji je paralelan sa af f(X), jer zasve k € Ny vazi dax, € X iz — Oy € X.
Zaista, kako xp € X 1z — Bry € X, sledi da

a1rptos(xp—LFry) = arxptosry—afry = (cn+a2)rr—aefry = vr—a2fky

pripada af f(X), pri ¢emu je a1 + a2 = 1. Potprostor Sx definise se analogno
kao i potprostor Sy, odnosno

sz{x—y\x,yEaff(X)},

pa T — Tk + asfry € Sx. Sada za asfy = 1 sledi da § € Sx.

Na osnovu svega prethodno rec¢enog mozemo iskoristiti indukcijsku hipote-
zu, pa sledi da je presek X N (N3 yCk) neprazan. Posto je X C X, sledi da
je i presek X N (N22,C}) takode neprazan. O

Slika 2.4 . Konstrukceija korigéena u dokazu Teoreme 22

Naredna slika ilustruje probleme vezane za nepraznost preseka XN (N2 Ck)
pod pretpostavkom da je Rx N R C L (Teorema 22).

Civa Cy Crea Ty
(&) ()

Slika 2.5.
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Presek N2 ,C} je prikazan tamnije obojenom trakom. Na grafiku pod (a)
X je odreden linearnim ogranicenjima i presek X N (Ny2,Ck) je neprazan,
dok je na grafiku pod (b) X odreden nelinearnim ograni¢enjima i presek
X N (N32,Ck) je prazan.

Teorema 2.3.3. Neka je {Cy}ren niz podskupova od R" datih sa
Cr={zeR" | 27Qx +a"z+b < w},

gde je Q) simetriéna pozitivno semidefinitna matrica reda n X n, a € R",
b e R, a{wgltren, je nerastuéi niz skalara koji konvergira ka 0. Neka je
X CR"™ dat sa

X={zeR"|[2"Qz+aja+b; <0, j=1,.,r}, (2.4)

gde je Q; simetricna pozitivno semidefinitna matrica reda n x n, aj € 1",
bj € R, j =1,...,r. Pretpostavimo jos da je presek X N Ci neprazan za sve
k. Tada je presek X N (N2 Cx) neprazan.

Dokaz. Prvo primetimo da su X i svi skupovi Cy zatvoreni i da su, zbog
pozitivne semidefinitnosti matrica @ i @, takode i konveksni (na osnovu
Teoreme 7 pod (a)).

Dokazimo da svi skupovi C) imaju isti konus opadanja R i isti linealni
prostor L, koji su dati sa:

R={yeR"|Qy=0,a"y<0}, L={yeR"|Qy=0, a’y=0}.

Znamo da je y pravac opadanja skupova Cy ako i samo ako z + ay € Cy,
zasve x € Cp i a > 0, ili ekvivalentno,

(. + )T Q(x + ay) + o (z + ay) + b < wy,
odnosno
2TQr 4’z + 22T Qy+ aTy) + 2y Qy +b < wy, Va >0, Vel

Posto je @ pozitivno semidefinitna matrica, iz ove relacije sledi da je
y"Qy = 01 da y pripada jezgru matrice @, pa takode mora da vazi da
je a’y < 0. Dakle, y € R. Obrnuto, neka y € R. Tada gornja relacija vazi i
pravac y pripada konusu opadanja skupova Cp.

Sli¢no se pokazuje da je konus opadanja skupa X dat sa

Rxy ={yeR" | Q;y =0, a;fpy <0, j=1,..,7}
Tvrdenje dokazujemo indukcijom po broju kvadratnih funkcija koje defi-
nisu skup X i taj broj ¢emo oznaciti sa 7.

1) Zar =0 vaz da je X NCy = Cy za sve k € Ny, a iz pretpostavke da je
X NCy # 0 sledi da je Cy, # 0 za sve k € Ny. Pored toga, posto je {wg }ren,
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nerastuci niz, skupovi C} su uredeni. Ako je R = L, na osnovu Teoreme
21 sledi da je presek N2 ,Cy neprazan i time je dokaz zavrSen. Zato sada
pretpostavljamo da je R # L. Kako uvek vazi da je L C R, postoji ne-nula
vektor y takav da y € R, tj.

Posmatrajmo sada tacku oblika x + oy za neko z € R" i @ > 0. Vazi da je
(z+ap)TQ(z + af) +a’ (z + af) = 2T Qz + oz + aal 7.
Posto je a5 < 0, mozemo izabrati a > 0 tako da je
2TQr +a’z 4+ aa§+ b < wy,

a kako je {wy}ren, nerastuci niz sledi da « + ay € N2 Cy.

2) Pretpostavimo da je presek X N (N3 oCx) neprazan kada god je skup X
dat u obliku (2.4) sa najviSe r konveksnih kvadratnih funkcija i takav da je
presek X N Cy neprazan za sve k € Ny.

3) Pretpostavimo sada da je skup X dat sa (2.4), ali sa  + 1 konveksnih
kvadratnih funkcija. Ako je Rx N R = Lx N L, na osnovu Teoreme 21 sledi
da je X N (N2,Ck) # 0 i time bi dokaz bio zavrSen. Zato pretpostavljamo
da postoji pravac § takav da § € Rx N R, ali —y ¢ Rx N R. Tada, za bilo
koje z € X, bilo koje y € Rx N Ria >0, vazi da

r+ay e X,
(z+ap)"Q(x + ag) + a’ (z + ag) = 27 Qz + "z + aad’ 7.
Ako -7 ¢ R, tj. a’y < 0, tada za neko a dovoljno veliko vazi da je
2TQr+ alz + aalj + b < wy,

Sto implicira da = + ay € NF2Ck. Posto x + ay € X za sve a > 0, sledi da
r+4ay € X N(NZ,Cr). Dakle, ako § € Rx N R, ali —y ¢ R, tada je presek
X N (Ng2yCk) neprazan.

Pretpostavimo sada da § € Rx N R, ali —y ¢ Rx. Tada je Q;5 = 0 i
a?g < 0 za sve j, pri ¢emu je a?g < 0 za bar jedno j. Radi jednostavnosti,
promeni¢emo redosled nejednakosti koje odreduju skup X tako da je sada

Qiy=0, ajg=0, Vji=1,..,r, (2.5)
Qig=0, aly<0, Vji=r+1,.,7r+1, (2.6)

gde je 7 ceo broj za koji vazi da je 0 <7 < r 4+ 1.
Posmatrajmo sada skup

X={zech"| xTQja:—i-aij—i-bj <0, j=1,..,7},
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priéemujeX:%”akojeF:O. PoétojeXC)N(iXﬁC’k#@zasve
k € Ny, skup X N C}, je neprazan za sve k € N. Stoga, prema indukcijskoj
hipotezi sledi:

X N (N2,Cr) # 0.

Neka Z € X N ( 2 oCr)- Posto 2 € N2 (Ck i g € R, sledi da za sve a > 0,
z+ ay € N2yCr.
Pored toga, posto Z € X, iz (2.5) sledi da je za sve o > 0,
(Z+ay) Qi+ ay)+a) (T+ay)+b; <0, V=17

Na kraju, s obzirom na (2.6), mozemo izabrati dovoljno veliko & > 0 takvo
da je

(z+ap)"Qj(z+ay) +a) (T+ay)+b; <0, Vj=r+1,.,r+1

Iz prethodne tri relacije sledi da z 4+ ay € X N (Ng2,Cy), ¢ime je pokazano
da je presek X N (N32,Cy) neprazan. O

2.4 Zatvorenost pod linearnim transformacijama

Jog jedna osobina kompaktnih skupova koja se moze uopstiti na zatvorene
konveksne skupove jeste zatvorenost slike pod linearnom transformacijom.
Uslove koje smo dobili u prethodnom poglavlju ¢emo iskoristiti da bismo
pokazali da zatvoreni konveksni skupovi imaju i to svojstvo.

Teorema 2.4.1. Neka je C neprazan zatvoren konveksan podskup od R™ i
neka je A matrica reda m x n sa jezgrom N(A).

(a) Ako je Re N N(A) C L¢, tada je skup AC zatvoren.

(b) Neka je X neprazan podskup od R" odreden ogranicenjima tipa linearne
nejednakosti, tj.

X={zeR"| a;fpx <bj, j=1,..,1},
pri cemu a; € R", b; € N, 7 =1,...,r. Ako vaZi:
RxNRcNN(A) C L,
onda je skup A(X NC) zatvoren.
(¢) Neka je C odreden konveksnim kvadratnim nejednakostima, tj.
C={zxeR"| xTQj:L‘+a]Tm+bj <0, j=1,...,1},

gde je Q; simetricna pozitivno semidefinitna matrica reda n X n,
a; € R" 1 b; € N. Tada je skup AC zatvoren.
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Dokaz.

(a) Neka je {yi}ren, niz tacaka iz skupa AC koji konvergira ka nekom y €
R". Dokazacemo da je AC zatvoren time §to ¢emo pokazati da § € AC.
Uvodimo skupove

Wi={zeR" | lz—gll <lye—ull}, Cr={zecC|Azec W}

Da bismo pokazali da i € AC, dovoljno je da pokazemo da je presek N2 ,Cy
neprazan, posto svako T € N2 ,Cy, zadovoljava da = € C'i da je AT = g (jer
Yk — Y.

Svaki skup C} je neprazan (jer yr € AC iy € Wy), pa je (na osnovu
Teoreme 18) konveksan i zatvoren. Mozemo pretpostaviti da su skupovi Cj,
uredeni. MoZe se pokazati da svi skupovi Cj, imaju isti konus opadanja, koji
¢emo oznagciti sa R, kao i isti linealni prostor, koji ¢emo oznaciti sa L. Prema
Teoremi 18 i Teoremi 19 pod (d), konus opadanja i linealni prostor skupova
C. su dati sa

R=RcNN(A), L=LcNN(A). (2.7)

Kako je ReNN(A) C L¢, vazi da je ReNN(A) C LcNN(A), pas obzirom
na inkluziju Lc N N(A) C Rc N N(A), koja uvek vazi, sledi da je

Re N N(A) = Lo N N(A).

Na osnovu ove jednakosti i (2.7) sledi da je R = L, pa je prema Teoremi 21
presek N2 ,Cy neprazan. Dakle, y € AC.

bl

-

Fhaa Ty

[l

AC

Slika 2.6.

Na slici 2.6 prikazana je konstrukcija korig¢ena u dokazu pod (a), pri ¢emu
je za linearnu transformaciju uzeta projekcija tacaka iz ravni na horizontalnu
osu.

(b) Koristimo sli¢nu pretpostavku kao pod (a), osim §to pretpostavljamo da
je {yk}ken, € A(X NC) i koristimo Teoremu 22 da pokazemo da je presek
X N (NFZ,C) neprazan.
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Neka su skupovi Wy i C}, definisani kao pod (a). Prema nagem izboru
niza {yr}tren, skupovi Cy su uredeni, pa je pretpostavka (a) Teoreme 22
zadovoljena. Posto yx € A(XNC) iy, € W, sledi da je X NCy, neprazan za
sve k € Ny. Time je pretpostavka (b) Teoreme 22 takode zadovoljena. Kako
je

RxﬂRcﬂN(A) C L¢,
vazi
RxﬂRcﬂN(A) C LcﬂN(A).
Na osnovu ove inkluzije i (2.7) sledi da je Rx N R C L, §to implicira da je
pretpostavka (c¢) Teoreme 22 zadovoljena. Sada, primenjujué¢i Teoremu 22
na skupove X NCy, zaklju¢ujemo da je presek X N (N2 ,C%) neprazan. Svaka

tacka ovog preseka je takva da z € X i z € C, pri ¢emu je Ax = g. Time je
pokazano da g € A(X NC).

(c) Sli¢no kao pod (a), pretpostavljamo da je {yx}ren, niz iz AC koji kon-
vergira ka nekom g € R". Pokazacemo da § € AC. Neka je

Cr={z € C | Az —gI* < llyw - 711°},
ili ekvivalentno,
Cr={z € C | a" AT Ax = 2(AT9) x + ||5]* < llye — 5l*}-
Dakle, C} je istog oblika kao u Teoremi 23, pri ¢emu je
Q=ATA, a=-24"g, b=|7* wp =y -7 wp—0.

Ako sada primenimo Teoremu 23, pri ¢emu uzmemo da je X = C, mozemo
zakljuciti da je presek X N (Np2,Ck) neprazan. Za bilo koje = koje pripada
ovom preseku vazi da x € C'i Az = g (jer yr — ¥), ¢ime je pokazano da

y € AC. Dakle, skup AC je zatvoren. O
c c
f / \ A /| \
B4 N(a)
A(ENC) ) Y amEnc i

Slika 2.7.
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Na slici 2.7 prikazana su dva razli¢ita sluéaja - sa leve strane je ilu-
strovana situacija kada je skup X (iz prethodne teoreme pod (b)) zadat
linearnim nejednakostima, dok je sa desne strane ilustrovana situacija kada
skup X nije zadat linearnim nejednakostima. Za linearnu transformaciju A
je u oba slucaja, kao i na slici 2.6, uzeta projekcija tacaka na horizontalnu
osu. Vidimo da je skup A(X N C) u situaciji sa leve strane zatvoren, a u
situaciji sa desne strane nije zatvoren.

Teorema 2.4.2. Neka su C4, ..., Cy, neprazni zatvoreni konveksni podskupovi
od R" i neka y; € Re,, i = 1,...,m. Ako iz y1 + -+ + Ym = 0 sledi da je
yi = 0 za sve i = 1,...,m, onda je vektorska suma C1 + --- + Cp, zatvoren
skup.

Dokaz. Neka je C' Dekartov proizvod C1 X -+ x Cy,, koji posmatramo kao
podskup od R™" i neka je A linearna transformacija koja pretvara vektor
(1, ey Tm) € R™ u x1 + -+ + x,,. Tada se moZe pokazati da je skup C
zatvoren i konveksan i tada vazi:

RC - RC1 XX RCm7 N(A) = {(y17)ym) | y1+ "‘?Jm - 07 Yi S §RTL}7
pa pod datim uslovima dobijamo da je Rc N N(A) = {0}. Posto je
AC =C + -+ 4 Cyy, tvrdenje sledi iz Teoreme 24 pod (a). O

Da bismo utvrdili potrebu za pretpostavkama prethodne teoreme, navodi-
mo sada jedan jednostavan primer. On predstavlja specijalan slucaj, kada
posmatramo samo dva zatvorena konveksna skupa.

Primer 4. Neka su dati zatvoreni konveksni skupovi Cy 1 Cs:
Cy={(z1,22) | ®1 >0, 22 >0, xy29 > 1}, Cy = {(x1,22) | 1 = 0}.
Skup C1 + Csq je tada otovoreni poluprostor
{(z1,22) | x1 > 0}.

MozZemo primetiti da skup C1 ima ne-nula pravac opadanja koji je suprotan
praveu opadanja skupa Co. Ilustracija ovog primera data je na slici 2.8.

b

O () [0, 220, %21}

Cy= {3y 1) =0}

Slika 2.8.



Glava 3

Konveksnost 1 optimizacija

U ¢ovekovoj je prirodi da uvek tezi boljem i kada se nade u situaciji da
bira izmedu nekoliko alternativa, trazi¢e onu najbolju - optimalnu. Da bi je
izabrao mora prethodno da odredi najmanje ili najveée znacenje te veli¢ine,
tj. da odredi minimum ili maksimum. Jednom recju treba da resi problem ek-
strema. Ovakvim problemima se bavi teorija optimizacije. Ve¢ smo pomenuli
da je pojam konveksnosti veoma znaCajan za optimizaciju. Sve §to je re¢eno
i dokazano u prethodne dve glave sada ¢e nam posluziti da reSimo jedan
od osnovnih problema u ovo]j teoriji - postojanje optimalnog reSenja. Kroz
ovu glavu ¢emo pokazati na koji nacéin se teorija konusa opadanja razvijena
u drugoj glavi primenjuje pri analiziranju egzistencije optimalnog resenja
zadatog konveksnog problema. U ovoj glavi je koris¢ena literatura [1], [5],
[6] 1 [19].

3.1 Globalni i lokalni minimum

Grubo govoredi, problem optimizacije zapravo podrazumeva minimizaciju,
odnosno maksimizaciju, neke funkcije na zadatom skupu. Ukoliko je taj skup
¢itav prostor R”, tada je re¢ o optimizaciji bez ograni¢enja. Medutim, u
praksi se retko nailazi na probleme bez ogranicenja. Posmatrajmo na primer,
jedno proizvodno preduzece. Logi¢no je da ono Zeli da maksimizira svoj pri-
hod, ali u toku poslovanja ono nailazi na razne vrste troskova - troskove
radne snage, troskove nabavke sirovina, troskove skladiStenja, amortizacione
trogkove i sli¢no. Dakle, kada zelimo da reSimo problem maksimizacije pri-
hoda nekog proizvodnog preduze¢a moramo pri tom da uzmemo u obazir i
sve troskove koje preduzece ima, odnosno moramo da uzmemo u obzir odgo-
varajuca ogranicenja.

Definicija 3.1.1. Neka je dat skup X C R"™ i neka f : R" — (—o0,00].
Vektor x* € X koji zadovoljava

f(@®) = inf f(x)

zeX

49
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naziva se minimum funkcije f na skupu X. Vektor x* takode se maziva
minimizirajuéa tacka ili minimizator funkcije f na skupu X. U slucaju kada
je skup X = R" ili kada je domen funkcije upravo skup X, vektor x* se
naziva globalni minimum.

Na analogan nacin definiSemo (globalni) maksimum funkcije na zadatom
skupu. Osnovno pitanje vezano za probleme optimizacije jeste da li op-
timalno reSenje postoji, odnosno da li postoji minimum (maksimum) po-
smatranog problema. Iz definicije globalnog minimuma funkcije mozemo
zakljuciti da je skup minimuma posmatrane funkcije na zadatom skupu jed-
nak preseku tog skupa i nepraznih Lebegovih skupova date funkcije. Ako
iskoristimo ovu ¢injenicu, mozemo dokazati da je skup minimuma neprazan
ukoliko su skupovi oblika {z € X | f(z) < v}, pri ¢emu je « proizvoljan
skalar, zatvoreni i ako je bar jedan od njih neprazan i kompaktan. Ovo ¢&ini
sustinu klasi¢ne teoreme Vajerstrasa'. U ovom radu ¢emo navesti uopstenu
verziju ove teoreme, ali da bismo to uéinili moramo se upoznati sa pojmom
prinudne funkcije.

Definicija 3.1.2. Funkcija f : R — (—o00, 0] je prinudna nad skupom
X koji je podskup od R ako za svaki niz {xgtren C X, takav da ||zg|| — oo,
vazi da je limg_o f(xr) = 00. U sluéaju kada je X = R™ kaZemo da je f
prinudna.

Teorema 3.1.1. (Vajerstrasova teorema) Posmatramo zatvorenu pravu
funkciju f : R™ — (—o0,00] i pretpostavljamo da vazi jedan od sledecéa tri
uslova:

(a) dom(f) je ogranicen.

(b) Postoji skalar v takav da je Lebegov skup {x € R™ | f(x) < v} neprazan
1 ogranicen.

(¢) f je prinudna.

Tada je skup minimuma funkcije f na R, oznacen sa X*, neprazan i kom-
paktan.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi uslov (a). Posto je f prava funkcija dom(f)
je neprazan. Posmatrajmo niz {zy}reny C dom(f) takav da je

Jim f(z) = it f(z)

Kako je dom(f) ogranifen, ovaj niz ima bar jednu tacku nagomilavanja x*.
1z zatvorenosti funkcije f sledi da je ona poluneprekidna sa donje strane na
R™, pa samim tim i u tacki 2* (na osnovu Teoreme 3), pa je

) < Jim f(o) = inf 1)

'Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)
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i * je minimum funkcije f. Odavde sledi da je skup minimuma funkcije
f na skupu R", oznafen sa X*, neprazan. Kako vazi da je X* C dom(f),
a dom(f) je ogranicen, sledi da je X* ograni¢en. Takode, vazi da je X*
presek svih Lebegovih skupova funkcije f, {x € R" | f(z) < ~}, gde je
v > infyeqpn f(z). Ovi Lebegovi skupovi su zatvoreni jer je f zatvorena
(prema Teoremi 3), pa je X* zatvoren i stoga, kompaktan skup.
Pretpostavimo sada da vazi uslov (b) i zamenimo funkciju f sa funkcijom

fz) =

z f(z) ako je f(z) <7,
00 inace.

Domen funkcije f je skup {x € R" | f(x) < ~}, koji je na osnovu pret-
postavke ogranicen i na osnovu zatvorenosti funkcije f zatvoren. Prema Teo-
remi 4, iz zatvorenosti funkcije f sledi da je i funkcija f zatvorena. gtaviée,
skup minimuma funkcije f jednak je skupu minimuma funkcije f. Dakle,
sve §to je pokazano da vazi pod uslovom (a) vazi i sada.

Sada pretpostavimo da vazi uslov (c). Posto je f prava funkcija, ona
ima neprazne Lebegove skupove. Pokazac¢emo da su oni ograniceni. Pret-
postavimo suprotno, odnosno neka postoji niz {z }ren,

zp €{zeR" | f(z) <~v}, VkeN,

za koji vazi limg_o ||2k]| = oo0. S obzirom da je f prinudna, tada je i
limg o0 f(21) = 00, pa sledi da, za dovoljno veliko & € N, z; ne pripada
Lebegovom skupu funkcije f, $to je kontradikcija. Dakle, zadovoljen je uslov
(b), pa sada sledi tvrdenje. O

Prethodnu teoremu lako mozemo preformulisati u sluéaju kada zelimo da
reSimo problem maksimizacije. Ako je data realna funkcija, poluneprekidna
sa gornje strane u svim tackama zadatog kompaktnog skupa, tada je skup
maksimuma posmatrane funkcije na datom skupu neprazan i kompaktan.

Kada zelimo dobijene rezultate da primenimo u praksi, uglavnom smo
zainteresovani za globalni minimum. Ipak, Cesto se pri reSavanju problema
optimizacije susre¢emo sa slabijim oblikom ekstrema, koji je optimalan samo
kada se uporedi sa tackama koje su "u blizini".

Definicija 3.1.3. Neka je dat skup X C R" i neka je data funkcija f : R" —
(—o00,00]. KaZemo da je vektor z* € X lokalni minimum funkcije f na
skupu X ako postoji neko € > 0 takvo da vazi f(x*) < f(x), za sve x € X,
pri éemu je ||z — x| < e.

U slucaju kada je skup X = R" ili kada je domen funkcije f upravo
skup X, tada z* zovemo lokalni minimum funkcije f (bez kvalifikatora "na
X"). Za lokalni minimum x* kaze se da je strogi ako ne postoji drugi lokalni
minimum unutar okoline od z*. Lokalni maksimum se defini§e analogno.
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Postoje slucajevi u kojima moramo da se zadovoljimo sa lokalnim mi-
nimumom, jer mnogi uslovi optimalnosti i algoritmi ne mogu da naprave
razliku izmedu lokalnog i globalnog minimuma. To je glavna poteskoca pri
reSavanju konkretnih problema optimizacije u praksi. Medutim, ovaj rad se
bavi konveksnim funkcijama i konveksnim skupovima, a za njih vazi sledece:
svi lokalni minimumi konveksne funkcije nad konveksnim skupom su takode
i globalni minimumi. Ova tvrdnja je formalno zapisana u sledec¢oj teoremi i
ilustrovana na slici 3.1.

Teorema 3.1.2. Neka je dat konveksan skup X C R™ i neka je data prava
konveksna funkcija f : R — (—o0,00|. Tada je lokalni minimum funkcije
f na skupu X takode i globalni minimum. Ako je funkcija f jos i strogo
konveksna, tada postoji najvise jedan globalni minimum funkcije f na skupu

X.

Dokaz. Neka je f konveksna funkcija. Pretpostavimo suprotno, neka je z*
lokalni minimum funkcije f na skupu X koji nije globalni. Tada mora da
postoji neko z € X takvo da je f(z) < f(2*). Iz konveksnosti funkcije f
sledi da je, za svako « € (0, 1),

flaz® + (1= a)z) < af(z) + (1 - a)f(z) < f(a7).

Dakle, f ima strogo manju vrednost od f(x*) u svakoj tacki linijskog seg-
menta koji povezuje x* sa T, ali ne sadrzi x*. Kako je X konveksan, linijski
segment pripada skupu X, §to je kontradikcija sa pretpostavkom da je x*
lokalni minimum. Dakle, sledi tvrdenje.

Neka je sada f strogo konveksna. Pretpostavimo suprotno, tj. neka
postoje dva razli¢ita globalna minimuma funkcije f na skupu X, oznacena
sa x i y. Tada sredisnja tacka (z + y)/2 mora da pripada skupu X jer je on
konveksan. gtaviée, zbog stroge konveksnosti funkcije f mora da vazi:

T+y 1 1
1(552) < 3@ +51@),
pa je vrednost funkcije f manja u srediSnjoj tacki nego u tackama x i y.
Posto su = i y globalni minimumi, dobijamo kontradikciju. Dakle, sledi

tvrdenje. O

f(XJ“

o Fix*) + (1 - o) AT
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3.2 Pravci opadanja i egzistencija reSenja

Na pocetku ove glave smo pomenuli da se pitanje egzistencije optimalnih
reSenja problema konveksne optimizacije moze analizirati koriS¢enjem teorije
konusa opadanja. Sada ¢emo to detaljnije objasniti. Klju¢na ¢injenica je da
se konveksna funkcija moze opisati pomocu svog nadgrafa, koji je konvek-
san skup. Takode, konus opadanja nadgrafa se moze iskoristiti za dobijanje
pravaca duz kojih funkcija monotono opada.

Teorema 3.2.1. Neka je f : R" — (—o0, 00| zatvorena prava konveksna
funkcija i neka su Lebegovi skupovi funkcije f dati sa

Vy={z eR" [ f(x) <9},
gde je v skalar. Tada vazi:

(a) Svi neprazni Lebegovi skupovi Vy imaju isti konus opadanja dat sa

RV«/ = {y e R" | (ya 0) € Repi(f)}a
gde je Repiyy konus opadanja nadgrafa funkcije f.

(b) Ako je jedan neprazan Lebegov skup V-, kompaktan, tada su svi Lebego-
vi skupovi V., kompaktni.

Dokaz.

(a) Neka je v fiksirano tako da skup V, nije prazan. Neka je y vektor koji
pripada konusu opadanja Ry,. Tada je f(z + ay) < v za sve x € V, i
a > 0, odakle (z + ay,~) € epi(f) za sve a > 0. Na osnovu Teoreme 17
pod (b) (koju mozemo da primenimo jer je funkcija f zatvorena) sledi da
(¥,0) € Repi(y) i daje

Ry, C {y € R" | (y,0) € Repip)}-

Pretpostavimo sada da (y,0) € Rep(y) i izaberimo vektor (x, ) € epi(f)
(takav vektor postoji jer je V. neprazan). Tada vazi da (z + ay,v) € epi(f)
zasve a > 0, paje f(x+ay) <yixz+ay €V, zasve o > 0. Na osnovu
Teoreme 17 pod (b), koju mozemo primeniti jer je V. zatvoren skup (zbog
zatvorenosti funkcije f), sledi da y € Ry, . Dakle,

Ry, D {y € R" | (y,0) € Repi(p)}-

Dakle, zakljucujemo da je Ry, = {y € R" | (y,0) € Repi(p)}-

(b) Prema Teoremi 17 pod (c), neprazan Lebegov skup V, je kompaktan
ako i samo ako konus opadanja Ry, ne sadrzi ne-nula pravce. Na osnovu
dokaza pod (a) vidimo da svi neprazni Lebegovi skupovi V,, imaju isti konus
opadanja, pa ako je jedan od njih kompaktan, sledi da su svi kompaktni. [
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Definicija 3.2.1. Neka je data zatvorena prava konveksna funkcija f : ™ —
(—00,00]. Tada se (zajednicki) konus opadanja njenih nepraznih Lebegovih
skupova naziva konus opadanja funkcije f 1 oznacava se sa Ry. Elementi
skupa Ry se nazivaju pravcei opadanja funkcije f.

opadaiéi konus R,

/

Lebegown slupow konvelesne funkcye F

Slika 3.2. Tlustracija konusa opadanja R prave zatvorene konveksne funkcije f

Uslov da funkcija f bude zatvorena je neophodan (pri definisanju konusa
opadanja date funkcije, kao i u prethodnoj teoremi) da bi Lebegovi skupovi
posmatrane funkcije imali zajednicki konus opadanja. Da bismo ovo prover-
ili, posmatrajmo sledeéi primer.

Primer 5. Neka je f : R? — (—o0, 0] konveksna, ali ne i zatvorena funkcija
data sa
—x1  ako je x> 0, To > 0,

f(x1,22) = S 2o ako je 1 =0, 29 >0,
00 ako je x1 < 0 ili 9 < 0.

Za v <0 vazi
Vy={(z1,22) | 21 = —v, 22 2 0},

pa vidimo da (0,1) € Ry,. Medutim, vaZi i
Vo = {(z1,22) | z1 >0, 22 >0} U{(0,0)},

pa zakljuéujemo da (0,1) ¢ Ry,.
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3.2.1 Egzistencija reSenja konveksnih problema

U ovom odeljku éemo obrazloziti kako se pravci opadanja mogu isko-
ristiti pri utvrdivanju postojanja optimalnih resenja konveksnih problema,
pri ¢emu ¢emo posmatrati specijalan sluc¢aj kada je skup optimalnih resenja
ograni¢en. Analogno intuitivnom shvatanju pojma pravca opadanja skupa,
pravac opadanja funkcije mozemo shvatiti na ovaj nacin: ako se kre¢emo,
pocev od proizvoljnog vektora x € R", beskona¢no duz pravca y, osta¢emo
unutar svakog Lebegovog skupa koji sadrzi «, odnosno "susreta¢emo" iskljudi-
vo tacke z za koje vazi

1(2) < f(a).
Sada nas zanima kako se ponasSa zatvorena prava konveksna funkcija ako

se kre¢emo duz proizvoljnog pravca opadanja. Njeno ponasanje je ilustrovano
na slici 3.3.

4 Az+ay) 4 Azvay) 4 Azray)
Az Az J)
(a) (b} (c)
& Aty R At ey } Azt oy
Az Az HAx)
= —* —
(d) (&) (f)
Slika 3.3.

Sa slike zakljuc¢ujemo sledece:
e ako je y pravac opadanja funkcije f, tada postoje dve mogucénosti:

— funkcija f monotono opada ka kona¢nim vrednostima ili ka —oo
(slike (a) i (b), respektivno),
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— funkcija f dostize vrednost koja je manja ili jednaka sa f(x) i
ostaje u toj vrednosti (slike (¢) i (d), respektivno).

e ako y nije pravac opadanja funkcije f, tada funkcija f vremenom
monotono raste ka oo (slike (e) i (f)).

Teorema 3.2.2. Neka je dat zatvoren konveksan skup X C R™ i neka je data
zatvorena konveksna funkcija f : R" — (—o0, 00| takva da je XNdom(f) # 0.
Skup tacaka koje minimiziraju funkciju f na skupu X je neprazan i kompak-
tan ako i samo ako X i f nemaju zajednicki ne-nula pravac opadanja.

Dokaz. Neka je sa X™* oznacCen skup tac¢aka koje minimiziraju funkciju f
na skupu X. Prvo ¢emo dokazati tvrdenje u specijalnom slucaju, kada je
X = R", pa ¢emo taj dokaz iskoristiti da bi pokazali da tvrdenje vazi i u
op$tem slucaju, kada je X # R™.

Neka je X = R". Treba da pokazemo da je X™ neprazan i kompaktan
ako i samo ako f nema ne-nula pravac opadanja. Zaista, ako pretpostavimo
da je X* neprazan i kompaktan, tada je

X*={zeR"| f(z) < inf f(x)},
zeRn"

pa se konusi opadanja skupa X ™ i funkcije f podudaraju i sastoje se samo od
nula vektora, jer je X* kompaktan (prema Teoremi 17 pod (c)). Obrnuto,
ako f nema ne-nula pravce opadanja, svi njeni neprazni Lebegovi skupovi
{r € R" | f(z) < v} su kompaktni, pa je X* neprazan i kompaktan na
osnovu Vajerstrasove teoreme.

Posmatrajmo sada opsti slucaj, kada je X # R". Uvodimo funkciju
f:R" = (=00, 0] koja je definisana sa

fla) = {f(x) ako r € X,

o0 inace.
Ova funkcija je zatvorena, konveksna i prava, jer je njen domen X Ndom(f)
prema pretpostavci neprazan. StaviSe, skup tacaka koje minimiziraju funkci-
ju f na skupu R" je skup X*. Iz dokaza specijalnog slucaja, kada je X = R",
sledi da je X* neprazan i kompaktan ako i samo ako f nema ne-nula pravce

opadanja. Poslednji iskaz je ekvivalentan sa tim da skup X i funkcija f
nemaju zajednicki ne-nula pravac opadanja, jer za bilo koji skalar v vazi

{zeR" | flz) <y} =Xn{z eR"| f(x) <7},
pa su konusi opadanja funkcije f , skupa X i funkcije f povezani na slededi
nacin:
R]; =RxnN Rf
(na osnovu Teoreme 17 pod (e) i Teoreme 28 pod (a), koje mozemo da pri-

menimo jer je X zatvoren i konveksan, a f i f su zatvorene prave i konveksne
funkcije). O
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Zakljucak: ako zatvoren konveksan skup X i zatvorena prava konveksna
funkcija f iz prethodne teoreme imaju zajednicki pravac opadanja, tada je
ili skup optimalnih reSenja prazan ili je neprazan i neogranicen.

3.2.2 Neograniceni skupovi optimalnih reSenja

Do sada smo se pri analizi egzistencije optimalnih resenja problema kon-
veksne optimizacije trudili da izvedemo uslove pod kojima je skup optimalnih
reSenja ne samo neprazan, nego i kompaktan. U ovom poglavlju ¢emo pret-
postaviti da taj skup moze biti neogranicen. Dakle, i dalje ¢emo posmatrati
minimizaciju zatvorene prave konveksne funkcije na zatvorenom konveksnom
skupu, ali je osnovna ideja naseg novog pristupa da pitanje egzistencije opti-
malnog reSenja suzimo na pitanje o nepraznosti preseka zatvorenih skupova
(kojim smo se bavili u poglavlju 2.3).

Iz druge glave znamo §ta je linealni prostor proizvoljnog zatvorenog
konveksnog skupa. Na analogan nadin se definiSe linealni prostor konusa
opadanja date funkcije.

Definicija 3.2.2. Skup svih vektora y € R" takvih da su y i —y pravci
opadanja funkcije f, tj. skup

Ly = Ry 0 (=Ry),
naziva se linealni prostor konusa opadanja R; funkcije f.

Drugim recima, y € Ly ako i samo ako su y i —y pravci opadanja svakog
nepraznog Lebegovog skupa funkcije f. PoSto u ovom radu posmatramo
iskljucivo konveksne funkcije, mozemo da zaklju¢imo da y € Ly ako i samo
ako je f(x + ay) = f(z), za svako = € dom(f) i za svako a € R. 1z tog raz-
loga, proizvoljno y € Ly se naziva pravac u kojem je funkcija f konstantna,
a Ly se jos naziva i stalni prostor funkcije f. Da bi pojam stalnog prostora
funkcije bio jasniji, sada navodimo jedan jednostavan primer.

Primer 6. Neka je f linearna funkcija data sa
fa)=ca,
gde ¢ € R". Tada su njen konus opadanja i stalni prostor dati sa:
Ry={yeR"|cy<0}, Ly={yeR"|cy=0}
Neka je sada f kvadratna funkcija data sa
f(z)=2TQz+ Tz +1b,

gde je QQ simetricna pozitivno semidefinitna matrica reda n X n, ¢ vektor iz
R i b skalar. Tada su konus opadanja i stalni prostor funkcije f dati sa:

Rp={yeR" | Qy=0, c'y<0}, Ly={yeR" | Qy=0, c'y=0}.
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Sada navodimo teoremu koja obezbeduje razli¢ite uslove pod kojima je
skup minimuma zatvorene konveksne funkcije na zatvorenom konveksnom
skupu neprazan, ali pri tom moze biti neograni¢en. Dokaz ove teoreme je
direktna primena teorema 21 — 23, koje obezbeduju uslove na osnovu kojih
je presek zatvorenih skupova neprazan.

Teorema 3.2.3. Neka je X zatvoren konveksan podskup skupa R", neka je
f:R" = (=00, 0] zatvorena konveksna funkcija takva da je X Ndom(f) # ()
ineka je f* = infyex f(x). Skup minimizirajuéih vektora funkcije f na skupu
X je neprazan ako vazi neki od sledeéih uslova:

(a) RxﬂRf :LxﬂLf.

(b) Rx N Ry C Ly i skup X je odreden ogranicenjima tipa linearne nejed-
nakosti, tj.
X={zeR"| a;‘-Fm <bj, j=1,..,1},

pri cemu su a; € R™ 1 b; € N.
(c) f* > —oo, funkcija f je oblika f(z) = 2T Qx+ 'z, a skup X je oblika
X ={xeR"| a:Tij+aij+bj <0, j=1,...,7},

pri cemu su @ 1 Q; simetricne pozitivno semidefinitne matrice reda
nxn,ca; €RN”1b; €N,

Pod uslovom (a) skup minimizirajuéih vektora je oblika
X+ (Lx N Lf),
gde je X neki neprazan 1 kompaktan skup.

Dokaz. Biramo niz skalara {yx}ren takav da v — f* i posmatramo (nepra-
zne) Lebegove skupove funkcije f:

Vi ={z e R" | f(z) < w}.
Tada je skup minimizatora funkcije f na skupu X jednak sa

Neka vazi uslov (a). Skupovi X NV su neprazni, zatvoreni, konveksni i
uredeni. Stavise, imaju isti konus opadanja, Rx N Ry, i isti linealni prostor,
Lx N Ly. Dakle, zadovoljene su pretpostavke Teoreme 21 pa sledi da je X*
neprazan i da je oblika

X* :X—i-(LxﬂLf),

gde je X neki neprazan kompaktan skup.
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Neka sada vazi uslov (b). Skupovi Vj su uredeni, a presek X NV je
neprazan za sve k. étaviée, skupovi V} imaju isti konus opadanja, Ry, i
isti linealni prostor, L. Dakle, zadovoljene su pretpostavke Teoreme 22, pa
sledi da je X* neprazan skup.

Na kraju, pretpostavimo da vazi uslov (c). Skupovi Vj su dati sa:

Vi ={z e R | 2" Qe+ T <},

pri ¢emu g, konvergira ka skalaru f*. gtaviée, skup X je odreden konveksnim
kvadratnim nejednakostima i presek X N Vi je neprazan za svako k. Na
osnovu Teoreme 23 sledi da je X™* neprazan skup. 0

Jo§ ¢emo malo diskutovati o prethodnoj teoremi, tacnije o tvrdenju
datom pod (b). Uslov da skup X bude odreden linearnim ograni¢enjima
je neophodan da bi optimalno reSenje postojalo. Da bi to bilo jasnije, po-
gledajmo sledeéi primer.

Primer 7. Neka je funkcija cilja data sa
f(z1,x9) = ™.
(a) Neka je skup X odreden linearnim ogranicengima, odnosno neka je
X ={(z1,22) | 1 = 0,22 > 0}.
Tada vazi

Rx ={(y1,%2) | y1 =0, y2 > 0},
Ry ={(y1,52) | y1 <0, y2 € R},
Ly ={(y1,52) | y1 =0, y2 € R},
pa je Rx N Ry C Ly. Sada moZemo zakljuciti da optimalno resenje
postoyi.
(b) Neka je skup X odreden kvadratnim nejednakostima, odnosno neka je
X = {(a1,22) | 27 < w2},
Tada, kao i pod (a), vazi

Rx ={(y1,92) | 11 =0, y2 = 0},
Ry ={(y1,92) [ 41 <0, y2 € R},
Ly ={(v1,92) | 11 =0, y2 € R},
pa je opet zadovoljen uslov Rx N Ry C Ly. Medutim, sada vazi da je

f(x1,22) > 0 za sve (x1,x2), dok za v1 = —\/T2, gde je xo > 0, vaZi
da (x1,22) € X, pri cemu je

lim f(=y/@3,9) = lim e™V™ =0,

To—r00

odakle sledi da je f* = 0. Dakle, u ovom slucaju funkcija f ne moze
da dostigne minimalnu vrednost f* na skupu X.



Konusi opadanja sa primenom 60

Lehegowi skupovi Lehegowi skupovi
lonwelksne funkcije F lonwelksne funkcije §
A A

X X

Linealni prostor L Linealni prostor L \ /

0 H 0 el

(@ ]

Slika 3.4 . Ilustracija primera 7

U specijalnim slu¢ajevima problema linearnog i kvadratnog programi-
ranja, ograni¢enost funkcije cilja sa donje strane na skupu ogranic¢enja garan-
tuje egzistenciju optimalnog reSenja, kao §to je dokazano u prethodnoj teo-
remi pod uslovom (c). Sada navodimo teoremu koja daje alternativni dokaz
ove Cinjenice.

Teorema 3.2.4. (Egzistencija reSenja kvadratnih problema) Neka je
f R = R kvadratna funkcija oblika

flz)=2"Qx+ "=,

pri cemu je @ simetricna pozitivno semidefinitna matrica reda nxn i c vektor
iz ", Neka je X neprazan skup oblika

X ={xeR"| Az < b},

pri cemu je A matrica reda m xn i b € ™. Tada su sledeéi iskazi ekviva-
lentni:

(a) Funkcija f dostize minimum na skupu X .
(b) f*> —o0.
(¢) Za sve y takve da je Ay <0 iy € N(Q) vazi da je c'y > 0.

Dokaz. Jasno je da iz (a) sledi (b), pa to ne pokazujemo.
Pokazimo da iz (b) sledi (¢). Zasve z € X iy € N(Q), pri ¢emu je
Ay<0ia>0,vazidaz+ay € X ida je

flx+ay) = (x+ ay)TQ(:c + ay) + cT(a: +ay) = f(x) + acly.
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Ako je ¢y < 0, tada je limg 500 f(2 + ay) = —o00, pa je f* = —oo, &to je
kontradikeija sa iskazom pod (b). Dakle, iz iskaza (b) sledi da je ¢’y > 0 za
sve y € N(Q) takve da je Ay <0, tj. sledi iskaz (c).

Sada pokazujemo da iz (c) sledi (a). Konus opadanja skupa X je

Rx ={y e R" | Ay < 0}.

Ako y € Ry, tada mora da vazi day € N(Q) (zbog pretpostavke o pozitivno]
semidefinitnosti matrice Q) i da je ¢’y < 0 (jer za y € N(Q) funkcija f
postaje linearna duz pravca vy, tj. vazi da je

flz+ay) = f(z) +acly,

za sve © € R" i o € R). Dakle, Ry = N(Q) N {y € R" | Ty < 0}, pa vazi
da je

RxNRy={yeR" | Ay<0}nN@Q)N{yeR"| Ty <0}.

Pretpostavimo da vazi iskaz (c). Tada sledi da za y € Rx N Ry vazi da
je ¢y = 0, pa je funkcija f konstantna u pravcu y. Dakle, vazi da je
Rx N Ry C Ly, pa na osnovu Teoreme 30 funkcija f dostize minimum na
skupu X. O

Prethodna teorema zapravo obezbeduje potreban i dovoljan uslov za dos-
tizanje minimuma kvadratne funkcije na linearnom skupu ogranicenja.



Glava 4

Problemi konveksne
optimizacije

Do sada smo se bavili uslovima pod kojima problemi konveksne opti-
mizacije imaju optimalno resenje. U ovoj glavi ¢emo se baviti primenom
ovog tipa problema optimizacije u praksi. Zbog svog specificnog oblika,
oni se koriste pri reSavanju mnogih problema iz raznih oblasti kao Sto su:
modeliranje i analiza podataka, statistika, finansije, sistemi automatskog
upravljanja, dizajniranje elektronskih kola i sli¢no.

Na pocetku ¢emo uvesti osnovne pojmove vezane za probleme optimizaci-
je uopste, pri ¢emu ¢emo istaéi prednosti konveksnih problema. Zatim
¢emo se osvrnuti na neke specijalne oblike problema konveksne optimizacije.
Za svaki od njih naveséemo po jedan primer primene u praksi, u oblasti
ekonomije, odnosno finansija. U ovoj glavi je kori§¢ena literatura [2], [5], [7],
8], [91, [10], [11], [17], [18] i [19].

4.1 Uvodni pojmovi
Problem dat sa

minimizirati fo(z)

uz uslove fi(x) < s ey ML (4.1)

pri ¢emu f; : R* = R, i =1,...mih; : R — R, i = 1,...,p, naziva
se problem optimizacije standardnog oblika. = € R" je promenljiva op-
timizacije, funkcija fo oznacava funkciju cilja ili funkciju troskova, nejed-
nakosti f;j(z) < 0 predstavljaju ogranicenja tipa nejednakosti, dok jednacine
hi(z) = 0 predstavljaju ogranicenja tipa jednakosti. Skup tacaka za koje su

62
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funkcija cilja i sve funkcije ograni¢enja definisane,

m p
D= ﬂ domen(f;) N ﬂ domen(h;),

i=0 i=1
naziva se domen problema optimizacije (4.1). Tacka x € D je dopustiva ako
zadovoljava ogranicenja f;(z) <0,i=1,...m1i hj(x) =0,7=1,...,p. Skup
svih dopustivih tacaka se naziva dopustivi skup. Problem je dopustiv ako
postoji najmanje jedna dopustiva tacka; inace je nedopustiv. Ako problem
nema ograni¢enja (tj. m = p = 0), tada je neogranicen. Optimalna vrednost
problema (4.1), oznacena sa f*, definiSe se sa

[F=inf{fo(x) | fi(z) <0, i =1,....,m, hi(x) =0, i =1,...,p}.

f* moZze da prima vrednosti £00. Ako je problem nedopustiv, tada je f* = oo
(pri ¢emu koristimo standardnu konvenciju da je infimum praznog skupa co).
Ako postoje dopustive tacke zy takve da fo(xr) — —oo kada k — oo, tada je
f* = —o0iutom slucaju kazemo da je problem neogranicen sa donje strane.

U prethodnoj glavi smo definisali pojam (globalnog) minimuma, koji za-
pravo predstavlja optimalno reSenje problema minimizacije. Dakle, kazemo
da je z* (globalno) optimalna tacka problema (4.1), ako je ona dopustiva i
ako je fo(z*) = f*. Skup svih optimalnih tacaka se naziva optimalni skup i
oznacava se sa

Xopt ={x e R"| fi(z) <0,i=1,....m, hi(z) =0, i =1,...,p, folz) = f"}.

Analogno definiciji lokalnog minimuma, dopustiva tacka x je lokalno opti-
malna ako postoji € > 0 takvo da je

fo(z) =inf{fo(2) | fi(z) <0,i=1,....m, hi(z) =0,i=1,...,p, ||[z—z| < e}.

Grubo govoreci, ovo znaci da x minimizira funkciju fo u odnosu na dopustive
tacke koje su "blizu". U nastavku ¢emo podrazumevati da "optimalno" znaci
"globalno optimalno".

Ogranicenje f;(x) < 0 je aktivno u tacki x ako je x dopustiva tacka i vazi
da je fi(x) = 0. Ako vazi da je f;(x) < 0, tada kazemo da je ogranicenje
fi(x) < 0 regularno u tacki x. Ogranifenja tipa jednakosti su, naravno,
aktivna u svim dopustivim taCkama. OgraniCenje je suvisno ako se nje-
govim brisanjem ne menja dopustiv skup. Sada navodimo jedan jednostavan
primer.

Primer 8. Posmatrajmo problem minimizacije dat sa
minimiziratt x1 + 9
uz uslove —x1 <0
—x22<0

1-— A/ L1T9 S 0.
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Punkcija cilja ovog problema je fo = [1,1]7x, optimalna vrednost je f* = 2,
a jedina optimalna tacka je x* = (1,1). Ilustracija ovog primera data je na
slict 4.1, pri cemu je dopustivi skup prikazan u boji.

wh

Slika 4.1.

Ovaj rad je usmeren na probleme konveksne optimizacije. 1z tog razloga
¢emo sada reéi nesto viSe o njima. Problem optimizacije (4.1) je konvek-
san ako su funkcije f;, ¢ = 0,...,m, konveksne, a funkcije h;, i = 1,...,p,
afine. Konveksne probleme optimizacije u standardnom obliku zapisujemo
na slede¢i nacin:

minimizirati fo(z)
uz uslove fi(z) <0, i=1,..,m (4.2)
=1,..,p.

T . .
a; T =0b;, 1

Primetimo da se ogranicenja az-Tx = b;, ¢ = 1,...,p, mogu zapisati u matri-

¢nom obliku Ax = b, gde je A € RP*" a b € RP. Takode, primetimo da je
kod problema (4.2) dopustiv skup konveksan. Naime, on je presek sledec¢ih
konveksnih skupova:

e D =" domen(f;),
e m Lebegovih skupova - {x € R"| f;(z) <0} i
e p hiperravni - {x € R" | alz = b;}.

Dakle, kada je re¢ o problemima konveksne optimizacije, radi se o opti-
mizaciji konveksne funkcije nad konveksnim skupom. Jo§ jedna vazna
osobina konveksnih problema je ta da u sluc¢aju kada je funkcija cilja strogo
konveksna, tada optimalni skup sadrzi najvige jednu tacku (na osnovu Teo-
reme 27).

Postoje tri ¢injenice zbog kojih se konveksni problemi bitno razlikuju od
nekonveksnih, a to su:

1. Svaki lokalni optimum konveksnog problema je i globalni optimum.
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2. Algoritmi za reSavanje konveksnih problema se lako definisu pomocu
teorije dualnosti.

3. Postoje efikasne numericke metode koje mogu da rese konveksne pro-
bleme c¢ak i ako su oni velikih dimenzija.

U ovom radu nije obradena teorija dualnosti niti se bavimo algoritmima
za reSavanje problema optimizacije. Ukoliko ¢italac Zeli detaljnije da se in-
formige ili bavi ovim temama, moZe pogledati u [1] i [2]. Sto se ti¢e nu-
meric¢kih metoda za reSavanje konkretnih problema u praksi, njima se bavi
posebna oblast matematike zvana operaciona istrazivanja.

4.1.1 Uslov optimalnosti ako je funkcija cilja diferencijabilna

Posmatrajmo problem konveksne optimizacije (4.2) i pretpostavimo da
je funkcija cilja diferencijabilna. Tada, na osnovu Teoreme 6, za sve tacke
x, z koje pripadaju domenu funkcije fy vazi uslov (1.3), odnosno

fo(2) = fol@) + (z = 2)"V fo().
Neka je sa X oznacen dopustivi skup, odnosno
X={zeR"| filz)<0,i=1,...,m, hi(z) =0, i=1,...,p}.
Tada je z optimalna tacka ako i samo ako x € X i ako vazi da je
(z— )TV fo(z) >0 za sve z € X. (4.3)

Uslov (4.3) se naziva uslov optimalnosti.

Slika 4.2. Geometrijska interpretacija uslova optimalnosti (4.3)

Na slici 4.2 dopustivi skup je oznacen sa X, dok su neki Lebegovi skupovi
funkcije fo prikazani u vidu isprekidanih krivih. Optimalna tacka je oznacena
sa z. Vidimo da —V fo(z) definise potpornu hiperravan (prikazanu punom
linijom) za skup X u tacki z.
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4.1.2 Ekvivalentni problemi optimizacije

Kazemo da su dva problema optimizacije ekvivalentna ako je na osnovu
reSenja jednog problema reSenje drugog problema veé¢ nadeno, i obrnuto.
Posmatrajmo problem

minimizirati f(z) = agfo(z)
uz uslove ﬁ(x) =aq;fi(z) <

hi(z) = Bihi(z) <

) (4.4)

pri cemu je a; >0,i=1,...mif; #0,i=1,...,p. OCgledno je da je ovaj
problem dobijen iz problema standardnog oblika (4.1), tako Sto su funkcija
cilja i funkcije ogranicenja tipa nejednakosti pomnozene pozitivhom konstan-
tom, a funkcije ogranicenja tipa jednakosti pomnoZene nenula konstantom.
Zbog toga su dopustivi skupovi problema (4.4) i pocetnog problema (4.1)
identi¢ni. Tacka z je optimalna za pocetni problem (4.1) ako i samo ako je
optimalna za problem (4.4), pa stoga kazemo da su ova dva problema ek-
vivalentna. Medutim, ova dva problema nisu jednaka. Oni imaju razli¢ite
funkcije cilja, kao i razli¢ite funkcije ogranicenja.

Postoji mnogo transformacija koje se koriste za dobijanje ekvivalentnih
problema, kao na primer: smena promenljivih, transformacija funkcije cilja
i funkcija ogranicenja, definisanje problema u obliku nadgrafa, eliminisanje
ogranicenja tipa jednakosti, eliminisanje linearnih ogranicenja tipa jednakosti,
uvodenje ogranic¢enja tipa jednakosti, uvodenje pomo¢nih promenljivih, op-
timizacija samo po nekim promenljivima, itd.

Kada su u pitanju konveksni problemi optimizacije, zanima nas koje od
pomenutih transformacija o¢uvavaju konveksnost problema. To su:

e climinisanje ogranicenja tipa jednakosti,
e uvodjenje pomoé¢nih promenljivih,
e uvodenje ogranicenja tipa jednakosti,

e optimizacija samo po nekim promenljivim,

definisanje problema u obliku nadgrafa, itd.

4.1.3 Specijalni oblici problema optimizacije

Sada ¢emo navesti pojedine specijalne oblike problema optimizacije. Neki
od njih su dobijeni transformacijama pomenutim u prethodnom odeljku.
Takode, prokomentarisa¢emo kako se menja uslov optimalnosti u slucaju
kada je funkcija cilja diferencijabilna, zavisno od posmatranog oblika pro-
blema.
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Problemi dopustivosti

Specijalan slu¢aj problema u standardnom obliku jeste problem dopu-
stivosti koji definiSemo na sledeéi nacin:
naéi x
ey T (4.5)

Dakle, problem dopustivosti podrazumeva ili pronalaZzenje tacke koja zado-
voljava ogranicenja ili dokazivanje nekonzistentnosti ogranic¢enja.

Problemi maksimizacije
Problem maksimizacije se definiSe sa

maksimizirati fo(x)
uz uslove fi(x) <0,i=1,...m (4.6)
hZ(IL‘) = O, 1= 1, ceey P

Ovaj problem mozemo resiti minimiziranjem funkcije — fo zavisno od datih
ogranicenja. Na osnovu ove €injenice, svi pojmovi prethodno definisani kod
problema minimizacije (4.1) mogu se, analogno, definisati za problem mak-
simizacije (4.6). Posmatrajmo sada problem maksimizacije oblika

maksimizirati fo(z)
uz uslove fi(z) <0, i=1,..,m (4.7)

T .
a;x=2"b;, i=1..p.

Uz malu zloupotrebu notacije, ovaj problem se takode naziva problem kon-
veksne optimizacije, ako je funkcija cilja fo konkavna i ako su funkcije ograni-
Cenja tipa nejednakosti fi, ..., fmm konveksne. Kod problema maksimizacije
funkciju cilja nazivamo jos i funkcija korisnosti.

Problemi u obliku nadgrafa

Mnogi algoritmi za reSsavanje problema konveksne optimizacije pretpo-
stavljaju da je funkcija cilja linearna, zbog ¢ega je veoma vaZna ¢injenica da
se svaki konveksan problem moze pretvoriti u problem sa linearnom funkci-
jom cilja. Taj postupak se naziva "stavljanje" problema u oblik nadgrafa i
njime se dobija problem

minimizirati ¢

uz uslove fo(x) — 0

fi(z)

IN

<
0,i=1,...m
0,2=1,...,p,
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sa promenljivima z € R" it € R.

t.il

epi()

(=%t

¥

Slika 4.53.

Na slici iznad data je geometrijska interpretacija problema u obliku nad-
grafa koji nema ograni¢enja. U tom slucaju problem se reSava pronalaze-
njem "najnize" tacke nadgrafa funkcije cilja. Optimalnu tacku smo oznagcili
sa (z*,t%).

Mozemo primetiti da je problem (4.8) ekvivalentan sa (4.1) i da je on
dobijen uvodenjem pomoéne promenljive t.

Problemi bez ograni¢enja

Kao §to smo ve¢ pomenuli, problem (4.1) je bez ogranicenja ako je m =
p = 0. Dakle, reSavamo problem

minimizirati fo(x).

Pretpostavimo da je funkcija fy diferencijabilna. Tada se uslov (4.3) svodi
na

V fo(z) = 0. (4.9)
Postoji nekoliko moguéih situacija, zavisno od broja resenja jednacine (4.9).
Ako ona nema reSenja, tada nema ni optimalnih tac¢aka, odnosno optimalna
vrednost problema nije dostignuta. Do toga dolazi u sluc¢aju kada je:

1. problem neogranicen sa donje strane i
2. optimalna vrednost konac¢na, ali nije dostignuta.

Sa druge strane, jednadina (4.9) moze imati vise od jednog resenja. U tom
sluc¢aju je svako reSenje minimizator funkcije fo.
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Problemi koji imaju samo ograni¢enja tipa jednakosti

Posmatrajmo problem

minimizirati fo(z) (4.10)

uz uslov Az =b.

Vidimo da je dopustiv skup ovog problema afin skup (pretpostavljamo nepra-
zan). Sada pretpostavimo da je funkcija cilja diferencijabilna. Uslov opti-
malnosti (4.3) za dopustivu tatku z je tada dat sa

(z—2)IVfo(x) >0, za svako z koje zadovoljava Az = b.

Posto je x dopustiva tacka, svaka dopustiva tacka z ima oblik z = x + v, za
neko v € N(A). Iz tog razloga se uslov (4.3) moze izraziti kao

vI'V fo(x) >0, zasvewv e N(A).

Znamo da linearna funkcija mora biti nula nad jezgrom ako je ona nenega-
tivna nad jezgrom (jer je jezgro potprostor), pa sledi da je

vIVfo(z) =0, zasvewv € N(A).
Ako iskoristimo ¢injenicu da je N(A)+ = R(AT), gde je sa R(A) oznacena
slika (engl. image) matrice A, onda uslov optimalnosti moze biti izrazen kao
V fo(z) € R(AT), odnosno
postoji v € RP takvo da je Vfo(x)+ ATv =0.

Kada spojimo ovaj uslov sa uslovom Az = b dobijamo klasi¢an uslov opti-
malnosti Lagranzovog! mnozitelja (pogledati [1] i [2]).

Problemi minimizacije nad nenegativnim oktantom
Jog jedan specijalan oblik problema optimizacije jeste problem

minimizirati fo(z) (4.11)

uz uslov z > 0,2

u kojem su jedina ograni¢enja nenegativna ograni¢enja promenljivih. Ako
pretpostavimo da je funkcija cilja diferencijabilna, tada uslov (4.3) postaje

x>0, (z—x)TVfo(z) >0 za sve z = 0.

! Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
2Simbol > u ovom slucaju predstavlja nejednakost medu komponentama vektora.
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Izraz 27V fo(x) je neograni¢en odozdo na z >= 0, osim ako vazi V fo(z) > 0.
Uslov optimalnosti se, stoga, svodi na

—2TV fo(z) > 0.

Medutim, kako vazi: x = 0 i Vfo(x) = 0, mora da bude z”V fo(z) = 0,
odnosno

> 2i(Vo(x))i =0.
=1

Svaki izraz u ovoj sumi je proizvod dva nenegativna broja, pa sledi da svaki
izraz mora biti jednak nuli, tj. x;(Vfo(x)); =0zai=1,...,n.
Sada uslov (4.3) moze biti izrazen na slede¢i nacin:

x =0, Vfo(x) =0, z;(Vfo(z));i=0, i=1,...n (4.12)

i naziva se uslov komplementarnosti.

Problemi sa uops$tenim nejednakostima

Veoma korisno uop$tenje problema konveksne optimizacije standardnog
oblika (4.2) jeste problem kod kojeg funkcije ograni¢enja tipa nejednakosti
imaju vektorske vrednosti. Dakle, problem sa uopstenim nejednakostima se
definise sa

minimizirati fo(x)
uz uslove fi(z) <k, 0, i=1,....,m (4.13)
Ax = b,
pri ¢emu fo : R" — R, K; € R% su pravi konusi, f; : R" — RF su K;-
konveksne funkcije, A € RP*™ i b € RP.

Mnogi rezultati dobijeni za obi¢ne probleme konveksne optimizacije vaze
za probleme sa uopstenim nejednakostima. Neki od njih su:

e Dopustiv skup i optimalni skup su konveksni.

e Bilo koja lokalno optimalna tatka za problem (4.13) je i globalno opti-
malna.

e Ako je funkcija cilja diferencijabilna, onda vazi uslov optimalnosti (4.3).

Kvazikonveksni problemi
Problem kvazikonveksne optimizacije standardnog oblika je problem

minimizirati fo(z)
uz uslove fi(z) <0, i=1,...m (4.14)
Az = b,
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pri ¢emu su funkcije ograni¢enja tipa nejednakosti fi, ..., fi, konveksne, a
funkcija cilja fo kvazikonveksna. Osnovna osobina problema konveksne op-
timizacije, koju smo dokazali u odeljku 3.1, jeste da je bilo koja lokalno
optimalna tacka takode i globalno optimalna (Teorema 27). Medutim, za
probleme kvazikonveksne optimizacije ova osobina ne vazi, tj. kod takvih
problema lokalno optimalna tacka ne mora biti globalno optimalna.

Na osnovu karakterizacije diferencijabilne kvazikonveksne funkcije date
u odeljku 1.3.5, uslov optimalnosti (4.3) postaje

(z—2)TVfo(z) >0, YzelO\{z}, VzeC. (4.15)

Ovaj uslov jeste analogon uslova (4.3), ali postoje dve bitne razlike izmedu
njih. Jednu smo ve¢ pomenuli ranije, a to je da kod kvazikonveksnih pro-
blema ispunjenost uslova Vfy(z) = 0 ne garantuje optimalnost tacke z.
Druga vazna razlika jeste ta da je uslov (4.15) samo dovoljan, ali ne i potreban
uslov za optimalnost.

4.2 Linearni problemi

Literatura kori$¢ena u ovom poglavlju je [2], [16] i [17],pri ¢emu se primer
moze naéi u [17]. Kada su u problemu optimizacije funkcija cilja i funkcije
ograniCenja sve afine, tada se radi o jednom specijalnom slucaju problema
konveksne optimizacije, problemu linearne optimizacije. Njega nazivamo jos
i linearni program (oznacavaGemo ga skrac¢eno sa LP). Uopsteni oblik LP je
problem oblika

minimizirati ¢’z + d
uz uslove Gx < h (4.16)
Ax =0,

pri ¢emu G € R™™ i A € RP*™, Geometrijska interpretacija linearnog
programa data je na slici 4.4.

Slika 4 .4 .
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Poliedar P predstavlja dopustiv skup, dok je linearna funkcija ¢’ = funkci-
ja cilja. Njeni Lebegovi skupovi su hiperravni ortoganalne na ¢ (prikazane
isprekidanim linijama). Optimalna tacka je oznacena sa z* i mozemo da
vidimo da je to najudaljenija tacka iz P u pravcu —c.

Problem maksimizacije

maksimizirati ¢z + d
uz uslove Gz <X h
Azxr = b,

pri Cemu G € RM*" i A € RP*™ takode nazivamo linearnim programom, jer
ga mozemo rediti minimiziranjem funkcije —c’x — d.

LP je matematicki model koji se veoma uspesno koristi za resavanje ve-
likog broja prakti¢nih problema optimizacije. On se koristi za optimizaciju
poslovnih aktivnosti na nivou preduzeca, kao i ljudskih aktivnosti uopste. Na
primer, kada su u pitanju problemi sa kojima se susre¢e odredeno preduzece,
uz pomo¢ LP se mogu modelirati: planiranje proizvodnje, planiranje inve-
sticija, planiranje transporta proizvoda, optimalno rasporedivanje kadrova,
maksimiziranje dobiti, minimiziranje obima zaliha, maksimiziranje izvoza uz
odgovarajuci devizni efekat i sli¢no.

4.2.1 LP standardnog oblika

Specijalan slu¢aj problema (4.16), sa kojim se Cesto susrec¢emo u praksi,
jeste standardni oblik LP

minimizirati ¢!z
uz uslove Azx =1b (4.17)
xz =0,

pri ¢emu A € RP*™. Ponekad je korisno transformisati uopsteni LP (4.16) u
LP standardnog oblika (4.17). Iz tog razloga sada ¢emo pokazati postupak
kojim se transformacija vrsi.

Prvo §to treba da uradimo, jeste da uvedemo vestacke promenljive koje
"ubacujemo" u ogranifenja tipa nejednakosti. Dakle, ako uvedemo novu
promenljivu, oznacenu sa s = (1, ..., Sy, ), tada dobijamo problem oblika

minimizirati ¢’z +d
zavisno od Gr+s=h
Ax=b
s = 0,
pri cemu G € R™*"™ i A € RP*™. Sledeci korak je izrazavanje promenljive x

na slede¢i nadin:
z=a"—27, zt, 2”7 = 0.
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Sada dobijamo problem
minimizirati ¢’ 2t —cfa™ +d
zavisno od GxT — Gz~ +s=h
Azt — Az~ = (4.18)
2t >0, 27 =0, s> 0.

Vidimo da je problem (4.18) upravo LP u standardnom obliku, pri ¢emu su
njegove promenljive 1, 27 i s.

Ova tehnika manipulacije problemima, kao i mnoge druge, se moze isko-
ristiti za formulisanje raznih problema optimizacije u obliku linearnog pro-
grama. Uz malu zloupotrebu terminologije, uobic¢ajeno je problem koji se
moze formulisati kao LP, nazivati linearni program, ¢ak i kada on nema ob-
lik (4.16).

Sada ¢emo navesti jedan od najpoznatijih primera primene linearnih
problema u praksi.

Primer 9. Transportni problem

Posmatramo preduzecée koje u svom posedu ima m objekata za skladistenje
robe © n prodajnih objekata. Problem koji preduzece treba da resi jeste kako
da preveze robu iz skladisnih objekata do prodajnih objekata, a da troskovi
transporta budu minimalni. Da bismo matematicki formulisali ovaj problem,
uwvodimo sledece oznake:

o S; - i-ti skladisni objekat, 1 =1,....m

Pj - j-ti prodajni objekat, j=1,....n

e s; - kolidina robe na zalihama u objektu S;

® p; - koli¢ina robe potrebna objektu P;

® c;; - cena transporta robe od objekta S; do objekta P;

e x;; - kolicina robe koju treba prevesti od objekta S; do objekta P;

U slucaju kada je ukupna kolicina zaliha u skladisnim objektima jednaka
ukupnoj kolicini proizvoda potrebnih prodajnim objektima, odnosno kada je

m n
E S; = E by,
i=1 j=1

radi se o zatvorenom transportnom problemu. Ukoliko te dve velidine
nisu izjednacene, tada je u pitanju otvoreni transportni problem.
Prvo formulisemo funkciju troskova, tj. funkciju cilja naseg problema

folz) =D iy,

i=1 j=1
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koju Zelimo da minimiziramo. S obzirom da su vrednosti s;, © = 1,....m
i pj, 7 = 1,..,n konacne, ovaj problem minimizacije 1ma odgovarajuca

ogranicenja

n m
E T = Si, 1= 1,...,m 1 E Ti5 = Py, j = 1, sy T
=1 =1

Jos jedno neophodno ogranicenje jeste ogranicenje nenegativnosti promenljivih
problema,

Lij > 0, 1= 1, ceey T, j = 1, NN
s obzirom da kolicina robe ne moZe biti negativna velicina. Sada kada smo
definisali funkciju cilja 1 uveli sva potrebna ogranicenja, dobijamo problem

sledeéeg oblika:

m n
minimaizirats E E CijTij

i=1 j=1
m n
uz uslove Z 8; = ij
i=1 j=1
n
Zl’ij = Sy, 1= 1,...,m (4.19)
i=1

m
Za?ij :pja ] = 1,...,7’L

=1

Lij > O, 1= 1, ceey T, ] = 1, ey T

Dakle, problem ovog oblika spada u probleme linearne optimizacije i naziva
se zatvoreni transportni problem. Owaj oblik LP se, pored reSavanja problema
optimalnog transporta, mozZe koristiti 1 za pronalaZenje optimalnog razme-
Staja masina u pogonu, pronalaZenje optimalnog razmestaja sluzbi u okviru
preduzeca, pronalaZenju optimalnog izbora radnika za obavljanje odredenog

posla, 1 slicno.

Primetimo da se na problem oblika (4.19) moZe primeniti Teorema 30 iz
prethodne glave. Naime, on se moZe zapisati na slede¢i nacin:

minimizirati f(z) = ¢’z

uz uslove a;x =b;, j=1,...m+n
ajr>bj, j=m+n+1,...,m+n+mn,

gde su z,c € ™", a; vektori vrsta matrice A € Rlmtntmn)xmn o b; € R,

odnosno
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1 1 . 0
1 1 0 0
. 1 . 1
1 1 0 1 0
1 0 1 0 010 0
A= ,
.01 0 01 0 0 01
1 0 .

010 0
| 0 0 1|
[ 11 ] I C11 1
x12 r bl 7 C12
bo
Tin ' Cin

€r = R b: bm0+n R Cc =
0
Tl Cm1
Tm2 . Cm2
- O -
L Tmn | L Cmn |

Dopustiv skup ovog problema dat je sa
X ={z e R™ajz =bj,j =1,..,m+n,ajx > b;, j = m+n+1,..,m+n+mn}.

Vidimo da skup X i funkcija f zadovoljavaju pretpostavke Teoreme 30. Sada
¢emo pokazati da je ispunjen uslov (b) te teoreme, odnosno da vazi

Rx ﬂRf - Lf.
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Na osnovu definicije konusa opadanja skupa, konusa opadanja funkcije i
linealnog prostora dobijamo:

Rx={yeR™ |aqjy=0, j=1,...m+n,
ajy>0, j=m+n+1,..,m+n+mn},
Rp={y e R™ | 'y <0},
Ly ={yeR™ | 'y =0}.
Neka y € Rx N Ry. Tada y zadovoljava uslove:
Ay=0, y>=0, fy<o.

Pretpostavimo suprotno, neka je ¢’y # 0, tj. neka je ¢’y < 0. Kako je c
vektor cena transporta, njegove komponente su uvek nenegativne, pa sledi
da postoji bar jedna komponenta vektora y koja je negativna. Dobijamo
kontradikciju sa pretpostavkom da y € Rx. Dakle, y € Ly. Sada vaZi uslov
(b) Teoreme 30, pa sledi da je skup minimuma funkcije f nad skupom X
neprazan (i moze biti neogranicen).

4.3 Linearno-razlomljeni problemi

Pri razli¢itim primenama problema optimizacije, ¢esto je potrebno mi-
nimizirati (odnosno, maksimizirati) razlomak dve funkcije. Takvi problemi
optimizacije se nazivaju racionalni ili razlomljeni problemi. U nekim sluca-
jevima funkciju cilja ¢ni vige takvih razlomaka. Tada se radi o uopstenom
ractonalnom problemu. Medutim, mi ¢emo ovde obratiti paznju na jedan
specijalan sluc¢aj problema racionalne optimizacije kada funkciju cilja ¢ini
samo jedan razlomak - na linearno-razlomljen problem. Ono §to je za njega
karakteristi¢no jeste da je funkcija cilja afina funkcija i da je skup ogranicenja
zapravo konveksan poliedar. Dakle, problem linearno-razlomacke optimizaci-
j€e zapisujemo sa

minimizirati fo(x)
uz uslove Gx < h (4.20)
Ax = b,
pri emu G € R A € RP*™ funkcija cilja je data sa
T
crx+d
fo(z) = m7
i njen domen je skup
{zeR | ele+ f>0)

Vazno je napomenuti da je funkcija cilja ovog problema kvazikonveksna
(odnosno, kvazilinearna), pa zaklju¢ujemo da linearno-razlomljeni problemi
spadaju u grupu problema kvazikonveksne optimizacije.
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4.3.1 Transformisanje u LP

S obzirom da se, u odnosu na ostale probleme optimizacije, linearnim
problemima nauc¢nici najduze bave zbog njihove Siroke primene, logi¢no je
da za njihovo reSavanje postoji najvise algoritama i metoda. Iz tog razloga je
korisno objasniti postupak transformisanja linearno-razlomljenog problema
u linearni problem.

Neka je dat problem oblika (4.20). Dopustiv skup ovog problema je skup

{zeR" |Gz =<h, Az =0, Tz + f >0}

Pretpostaviéemo da je neprazan. Sada uvodimo smenu

1
Z_eTx—l—f

Y = 2T.

(4.21)

Funkcija cilja tada postaje

dv+d  Idy+d 2 Ty+dz

e+ f LeTy+f 2 ely+fz

fO(y? Z)

Iz (4.21) sledi da je e’y 4+ fz = 1, pa je nova funkcija cilja
foly,2) = cTy + dz.

Sada ubacujemo smenu i u ogranic¢enja polaznog problema (4.20) i dobijamo

ke

GY=<h AL =b
1Gy=<h 1Ay =10
Gy—hz=<0 Ay—-bz=0.

Moramo dodati jos i ogranicenje
z >0,
zbog pretpostavke da je dopustiv skup neprazan. Dakle, dobijamo problem
minimizirati ¢’y + dz
zavisno od Gy —hz <0
Ay —bz=0 (4.22)

ely+ fz=1
z >0,

¢ije su promenljive y i z. Problem (4.22) je ekvivalentan sa pocetnim i
on spada u probleme linearne optimizacije. Ovu metodu transformacije su
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definisali Karne® i Kuper? 1962. godine u ¢asopisu "Naval Research Logi-
stics".

Sada navodimo jedan primer primene linearno-razlomljene optimizacije
u praksi.

Primer 10. Analiza aktivnosti u cilju maksimiziranja stope prihoda

Svako preduzeée tezi maksimizaciji prihoda uz minimizaciju troskova, radi
ostvarenja Sto veceg profita. Da bi uspelo u tome, ono mora na Sto bolji
(optimalniji) nacin da iskoristi sve raspoloZive resurse (sredstva za rad, pre-
dmete rada i radnu snagu). Dakle, preduzeée preduzima niz odgovarajucih
aktivnosti, koje obavlja uz pomoé raspoloZivih resursa, u cilju maksimiziranja
prihoda, odnosno odgovarajuce stope. Da bismo matematicki formulisali
problem, uvodimo odgovarajuce oznake:

o Aj - j-ta aktivnost , j =1,...,n
o R, -i-ti resurs, i =1,....m
e b, - dostupna kolicina zaliha resursa R;

® a;; - iznos resursa R; koji se koristi pri aktivnosti Aj, po jedinici in-
tenziteta

e c; - neto iznos prihoda preduzeéa od aktivnosti Aj;, po jedinici inten-
ziteta

e ¢; - vreme potrebno za izvrsavanje aktivnosti A;, po jedinici intenziteta

o d - neto iznos prihoda od aktivnosti za koje se ne koriste resursi

Ry,.., R’
e f - vreme potrebno za obavljanje ostalih aktivnosti

Sada, na osnovu uvedenih oznaka, sledi da preduzece Zeli da maksimizira
stopu prinosa, koja ima oblik

cle4d
eTo+ f’

zavisno od ogranicenja koje se mamecée s obzirom mna ogranicenost resursa
preduzeca, datog sa
Ax <b

1 od ogranicenja nenegativnosti promenljive optimizacije

z =0,

3Abraham Charnes
4William W. Cooper
®Ove aktivnosti ¢emo zvati ostalim aktivnostima.
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koje predstavlja meru "kolicine” odgovarajuée aktivnosti, po jedinici inten-
ziteta. Dakle, treba resiti sledeéi problem linearno-razlomljene optimizacije:

e +d

ele+ f

uz uslove Az <b
x>~ 0.

maksimizirats

Moze se primetiti da je dopustiv skup ovog problema neprazan ako je b = 0
1 da je u opStem slucaju ogranicen. Takode, potrebno vreme

ele+f

je pozitivno na dopustivom skupu, ako vazi e = 01 f > 0.

4.4 Kvadratni problemi

U ovom poglavlju je korisc¢ena literatura [2] i [11], pri ¢emu se primer
moZe naci u [2]. Pored problema linearne optimizacije, jos jedan specijalan
oblik problema konveksne optimizacije jesu kvadratni problemi. Oni se, kao i
linearni problemi, ¢esto koriste pri reSavanje konkretnih problema u praksi,
naro¢ito u finansijama pri reSavanju problema optimizacije portfolia.

Problem konveksne optimizacije se naziva kvadratni program (skraceno
oznacen sa QP) ukoliko je funkcija cilja kvadratna, a funkcije ogranicenja
afine. Dakle, to je problem oblika

1
minimizirati §xTPx +qlz+r
uz uslove Gz <h (4.23)
Az = b,

pri cemu P € S7, gde je sa S} oznacava skup simetri¢nih pozitivno semidefi-
nitnih matrica, G € R™*" i A € RP*". Geometrijska interpretacija kvadra-
tnog programa prikazana je na slici 4.5.

Slika 4.5.
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Poliedar P je dopustiv skup, a konturne linije konveksne kvadratne funkci-
je cilja prikazane su u vidu isprekidanih krivih. Optimalna tacka je oznacena
sa z*.

Problem konveksne optimizacije oblika

1
minimizirati 5:cTPOgc +qlxz+ro

1
uz uslove QmTPia: +qdz+r<0,i=1,...,m, (4.24)

Ax =b,

pri cemu P; € S%,i=0,1,...,m, odnosno konveksni problem ¢ije su funkcija
cilja i funkcije ograni¢enja tipa nejednakosti kvadratne, naziva se kvadratno
ograniceni kvadratni program (skraceno oznacen sa QCQP). Primetimo da
je QP specijalan sluc¢aj od QCQP (za P, =0, 7 =1,...,m), a LP specijalan
sluc¢aj od QP (za P =0).

Sada navodimo jedan primer primene kvadratnog problema, veoma znaca-
jan u finansijskoj teoriji i praksi.

Primer 11. Optimizacija Markovicovog® portfolia
Posmatramo klasican problem optimizacije portfolia

m(x) = 21 A1+ - 4 2 A,

sa n aktiva koje posedujemo tokom odredenog vremenskog perioda. Sa x;
oznacavamo deo ukupnog kapitala uloZen u i-tu aktivu, a sa p; éemo oznaciti
stopu prinosa aktive i tokom datog perioda, odnosno
_ Si— Si—1
bi = ;
Si—1
pri cemu je sa S;—1 oznacena cena aktive i na pocetku, a sa s; cena aktive i
na kraju posmatranog perioda. Prinos od portfolia je

r=p

dok je promenljiva optimizacije vektor portfolia x € R".

Za modeliranje kretanja cena biramo stohasticki model, s obzirom da
nam promene cena aktiva tokom vremena nisu unapred poznate. Kako je
stopa prinosa izvedena iz cene aktive, sledi da je 1 stopa prinosa takode slu-
cajna promenljiva. Njenu ocekivanu vrednost ocenjujemo na osnovu srednje
vrednosti stopa prinosa iz nekog ranijeg perioda. Medutim, stvarni bududci
prinost mogu odstupati od te ocekivane vrednosti, pa to odstupanje merimo
varijansom, odnosno standardnim odstupanjem. Dakle, p € R" je slucajna
promenljiva éiju éemo océekivanu vrednost oznadciti sa p € R", a kovarijansu

SHarry Markowitz
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sa ¥ € S%. Stoga je, za portfolio x € RN", prinos r (skalarna) slucajna
promenljiva ¢ija je ocekivana vrednost pLx i varijansa Xz, Da bismo
naslt optimalan portfolio, moramo uzeti u obzir i ocekivanu vrednost prinosa
1 NJegovy varijansi.

Sto se tic¢e ogranicenja portfolia, postoji Sirok spektar ogranicenja koja se
mogu posmatrati. Najjednostavniji skup ogranicenja je dat sa:

Xy 2 07
17z = B.

Prvo ogranicenje podrazumeva da nema kratkih pozicija, a drugo da je ukupni
budzet koji se investira jednak B (¢esto se uzima da je B =1).

Na osnovu svega do sada recenog, dobijamo klasican problem optimizacije
portfolia koji je uveo Markovic:

minimizirati =l Yx
uz uslove ﬁTx > Toin (4.25)
1Tz =1
x > 0.

Vidimo da je to kvadratni problem. U ovom slucaju trazZimo portfolio koji mai-
nimizira varijansu prihoda (koja meri riziénost portfolia) i pri tom zavisi
od: minimalne prihvatljive ocekivane vrednosti prinosa koja se moze dostici
(rmin ), ogranicengja koje se odnosi na zadovoljavanje budzZeta portfolia i ograni-
cenja kojim se iskljucuje mogucnost postojanja kratkih pozicija.

Primetimo da se na problem (4.25) moZze primeniti Teorema 31 iz pretho-
dne glave. Naime, on se moze zapisati na sledec¢i nacin:
minimizirati f(z) = 27 Sz
uz uslove a;x > by
ajr>bj, j=2,...,n+1
A2 = bpya,

pri ¢emu z € RN", ¥ € ST, a;, j = 1,...,n + 2, su vektori vrsta matrice
A e ROADxn 4 b; € R, odnosno:

2 T T
10 . . . 0 [y ] "62”
0 1 0 . . 0 xT9

A: ’ T = I b: ’
0 0 1 | Zn | (1)
! 1 ] - -

"Dokaz se moze naci u [11].
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o1 012 - - Oln

Onl On2 . . Onn

gde je sa 0;; oznaCena kovarijansa ¢-te i j-te aktive, a sa 0y = 022 varijansa
i-te aktive. Dopustiv skup ovog problema dat je sa:

X={zeR" | a1z >b, ajo >b;, j=2,...,n+1, apyor = bpi2}.

Vidimo da skup X i funkcija f zadovoljavaju pretpostavke Teoreme 31.
Pokazacemo da vazi uslov (c) te teoreme, tj. da

za sve 1 takve da je Ay <0iy e N(Q) vazi ¢l y > 0.

U naSem primeru je ¢ nula vektor i Q = ¥, pa sledi da je ¢y = 0, za svaki
vektor y. Dakle, vazi iskaz (¢) Teoreme 31, pa sledi da je skup minimuma
funkcije f nad skupom X neprazan.

4.5 Problemi oblika konusa drugog reda

Problem konveksne optimizacije, opstiji od linearnog i kvadratnog pro-
grama jeste program oblika konusa drugog reda (skra¢eno ¢emo ga zapisivati
sa SOCP). Da bismo matematicki formulisali ovaj problem, prvo ¢emo defi-
nisati pojam konusa drugog reda. Dakle, konus drugog reda je zapravo konus
povezan sa euklidskom normom, odnosno skup oblika

K ={(z,a) € " | VaTz < a, a > 0}.

SOCP je zapravo problem sa linearnom funkcijom cilja i ograni¢enjima
koja su delom linearna, a delom su u obliku konusa drugog reda. Dakle,
SOCP je problem dat sa

minimizirati f7
uz uslove || Az +billa <clz+d;, i=1,...,m (4.26)
Fz =g,

pri ¢emu je x € R promenljiva optimizacije, A; € R™*" i F € RP*",
Vidimo da je ogranicenje tipa nejednakosti upravo ogranicenje oblika konusa
drugog reda.

Da je SOCP problem koji obuhvata §iru grupu problema optimizacije, u
odnosu na LP i QP, vidimo iz sledeceg:

e Ako kod problema (4.26) pretpostavimo da je ¢; = 0,7 =1, ..., m, tada
kvadriranjem svakog ogranicenja dobijamo QCQP.
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e Ako kod problema (4.26) pretpostavimo da je A; = 0, i = 1,...,m,
tada dobijamo uop§teni LP.

Sada ¢emo pokazati na koji nacin LP sa sluajnim ograni¢enjima mozemo
izraziti u obliku SOCP. Posmatrajmo problem oblika

minimizirati ¢’z
uz uslov P{alz <b}>n, i=1,..,m. (4.27)
Pretpostavi¢emo da su parametri a; nezavisne Gausove® slu¢ajne promen-
ljive, sa sredinom a; € %" i kovarijansom X; € S”. Zatim, namec¢emo uslov

da svako ogranicenje aiTx < b; treba da vazi sa verovatno¢om koja je veca
od vrednosti 7, pri ¢emu je 7 > 0.5, odnosno

P{als <b} >n. (4.28)

Pokaza¢emo da ovo ograni¢enje moze biti izrazeno u obliku konusa dru-
gog reda. Ako izaberemo da je u = a;fpzr, pri ¢emu je o2 varijansa od w,
ograni¢enje (4.28) moze biti zapisano kao:

P{u—uS bi_u}Zn-
g g

Posto je standardizovana Gausova slu¢ajna promenljiva, sledi da je

prethodna verovatnoca jednaka sa

o)

Dakle, ogranicenje (4.28) moze biti izrazeno u obliku

b, —u

> o (n),

o
ili, ekvivalentno,
i+ ® Y n)o < b;.

Iza=alzio=(z"%x)"/? dobijamo

alz+ o ()5} %xl|2 < by.

Sada, zbog pretpostavke da je n > 1/2, vazi da je ®~!(n) > 0, pa je ovo
ograniCenje upravo ogranicenje oblika konusa drugog reda.
Dakle, problem (4.27) moze biti izrazen kao SOCP oblika
minimizirati ¢’z
uz uslov @’z + q)_l(n)HZil/Qng <b, i=1,..,m.

Sledi jedan primer primene prethodno opisane transformacije linearnog
problema ¢ija su ogranic¢enja slu¢ajna u problem oblika konusa drugog reda.

8Jochann Karl Friedrich Gauss (1777-1855)
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Primer 12. Minimizacija portfolia sa ograni¢enjima rizika gubitka
Ponovo posmatramo Markovicov portfolio opisan uw primeru 11. QOuvde
éemo pretpostaviti da je wvektor stope prinosa p € R"™ Gausova slucajna
promenljiva, sa ocekivanom vrednoséu p € R" i kovarijansom ¥ € S. Tada
je prinos portfolia r takode Gausova slucajna promenljiva sa ocekivanom
vrednoséu pl i varijansom x! L.
Posmatrajmo ogranicenje rizika gubitka oblika

P{r<a}<pg, (4.29)

gde je o dati neZeljeni nivo prihoda (tj. veliki gubitak), a B data maksimalna
verovatnoca. Kao Sto je prethodno pokazano, ovaj uslov moZemo izraziti preko
funkcije raspodele standardizovane Gausove slucajne promenljive. Naime,
nejednakost (4.29) je ekvivalentna sa

Pz + 3 (B alls > a

Ako izaberemo da je 8 < 1/2 (tj. ®71(B) < 0), tada je ovo ogranicenje rizika
gubitka upravo ogranicenje oblika konusa drugog reda. (Kada bi bilo 5 > 1/2,
tada bi ogranicenje rizika gubitka postalo nekonveksno u x.)

Problem maksimiziranja ocekivanog prinosa zavisno od ogranicenja rizika
gubitka (pri cemu je B < 1/2), stoga, moZe biti zapisan kao SOCP sa jednim
ogranicenjem oblika konusa drugog reda, tj.

maksimizirati P’ x
uz uslove plz+®H(B)|=Y2z|y > a (4.30)
x =0, 172 =1.

Postoje mnoga prosirenja ovog problema. Na primer, moZemo nametnuti
nekoliko ogranicenja rizika gubitka, tj.

P{T § Oéi} S ,BZ‘, 1= 1,...,]€,

pri ¢emu su fB; < 1/2. Ova ogranicenja izraZavaju rizike (B;) koje smo
spremni da prihvatimo za razlicite nivoe gubitka (o).

Primetimo da se na problem (4.30) moze primeniti Teorema 30 iz pretho-
dne glave. Naime, on se moze zapisati na sledeé¢i nacin:
minimizirati f(z) = —p’ x
uz uslove ajz > by
a;x > bj, j = 2,...,n—|— 1
Apt2® = bpya,
pri ¢emu p, x € N", aj, j = 1,...,n+2 su vektori vrsta matrice A € R(+2)xn
a bj € R, odnosno
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B b
1 0. .. 0 [z ] 01
O 1.0 . . O To
A: 7.1:: ,b: )
.. . 0 1 | Tn | (1)
R L

gde je by = a — ®~1(3)||X/22||2. Dopustiv skup ovog problema dat je sa
X={zeR" | a1z >b, aje >b;, j=2,...,n+1, apnyor = bpia}.

Vidimo da skup X i funkcija f zadovoljavaju pretpostavke Teoreme 30. Sada
¢emo pokazati da je ispunjen uslov (b) te teoreme. Po definiciji dobijamo:

Rx ={yeR" | a1y >0, ajy>0,j=2,..,n+1, appoy = 0},
Ry={ye®R"|p'y >0},
Ly={yeR"|p'y=0}

Neka y € Rx N Ry. Pretpostavimo suprotno, neka y ¢ L¢, odnosno neka
je pl'y > 0. S obzirom da je stopa prinosa p;, i = 1,...,n, veli¢ina koja
moze biti kako pozitivna tako i negativna, mozemo pretpostaviti da su sve
komponente vektora prinosa p negativne. Tada ¢e i vektor ocekivanih vre-
dnosti p imati sve negativne komponente. Kako y € Rx sledi da je a;y > 0,
7 =2,...,n+1, sto je ekvivalentno sa y; > 0, ¢+ = 1,...,n. Dakle, sledi da je
za izabrani vektor stope prinosa p’y < 0. Dobili smo kontradikciju. Stoga,
y € Ly, tj. zadovoljen je uslov (b) Teoreme 30, na osnovu Cega sledi da je
skup minimuma funkcije f nad skupom X neprazan i moguce neogranicen.

4.6 Semidefinitni problemi

Semidefinitni problemi obuhvataju linearne, kvadratne i probleme oblika
konusa drugog reda. Oni predstavljaju specijalan sluc¢aj jednog od najjed-
nostavnijih problema konveksne optimizacije sa uopstenim nejednakostima
- problema oblika konusa (ili konusnog programa). Konusni programi imaju
linearnu funkciju cilja i jednu funkciju ograni¢enja tipa nejednakosti koja je
afina (i stoga K-konveksna), odnosno to su problemi oblika

T

minimizirati ¢ x
uz uslove Fz+ g <k 0 (4.31)
Ax =b.

U slucaju kada je konus K nenegativan oktant, problem konusnog oblika se
svodi na LP, a u sluaju kada je K = i, tj. kada je K konus pozitivno
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semidefinitne matrice reda k x k, tada se problem konusnog oblika naziva
semidefinitni program (skraceno ¢emo ga oznacavati sa SDP) i ima oblik

minimizirati ¢’z
uz uslove z1Fy + - 4+ ax,F, +G =<0 (4.32)
Ax = b,

pri ¢emu G, F,...,F, € S¥ i A € RP*". Kod ovog problema ogranicenje
tipa nejednakosti predstavlja matri¢nu nejednakost i naziva se linearna ma-
tricna nejednakost (skraceno LMI). U slu¢aju kada su matrice G, Fi,...F),
sve dijagonalne, tada je LMI iz problema (4.32) ekvivalentna sa skupom od
n linearnih nejednakosti i SDP (4.32) se tada svodi na LP.

Za kraj navodimo jo$ jedan primer iz oblasti finansija, pri ¢emu ¢e nam,
za razliku od prethodna dva primera, sada promenljiva optimizacije biti ko-
varijansna matrica. Pri reSavanju ovog problema koristi se jedan od oblika
SDP.

Primer 13. Ogranic¢avanje rizi¢nosti portfolia uz nepotpune infor-
macije o kovarijansi

Opet posmatramo klasican problem optimizacije Markovicovog portfolia,
opisan u primeru 11. Dakle, portfolio se sastoji od n aktiva ili akcija, pri
cemu x; oznacava iznos aktive i koju posedujemo tokom nekog investicionog
perioda, p; oznacava stopu prinosa aktive i tokom tog perioda, a prinos port-
folia je pTx. Vektor stope prinosa p je modeliran tako da bude slucajna
promenljiva, sa ocekivanom vrednoséu i kovarijansom:

p=E@p), S=E(p-p-p").

Prinos portfolia je stoga slucajna promenljiva sa ocekivanom vrednoséu p’ x i
standardnom devijacijom o = (mTEx)l/Q. Rizik od velikog gubitka, t5. prinos
portfolia koji je znatno ispod njegove ocekivane vrednosti, je u direkinoj vezi
sa standardnom devijacijom o i raste proporcionalno sa njom. Iz tog razloga
se standardna devijacija o (ili varijansa 0?) koristi kao mera rizika vezanog
za portfolio.

U klasicnom problemu optimizacije portfolia, vektor portfolia x je promen-
ljiva optimizacije, a minimizira se rizik zavisno od minimalne ocekivane vre-
dnosti prinosa @ drugih ogranicenja. Statistike prinosa p © X su poznati
parametri problema. U ovom slucaju, kada posmatramo problem ogranica-
vangja rizika, preformulisaéemo problem na sledeéi nacin: pretpostavicemo da
je vektor portfolia x poznat, ali su informacije vezane za kovarijansnu ma-
tricu X poznate samo delimicno. Na primer, moZemo imati gornju i donju
granicu za svaku komponentu
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gde su L 1 U date matrice. Sada se postavlja pitanje: Sta je maksimalni
rizik za nas portfolio, medu svim matricama koje su konzistentne sa datim
ogranicenjima? Najgori slucaj varijanse portfolia definisemo sa

o2, =sup{a"Sx | Lij < Sy < Uy, i,j=1,..,n, ¥ = 0}.

Dodat je uslov ¥ > 0, koji kovarijansna matrica mora da zadovoljava.
Owe MoZemo naci reSavanjem SDP

minimizirati =’ Sz
zavisno od L;j < 3;; < Uy, 1,5 =1,..n (4.33)
3 =0,

sa promenljivom ¥ € S™ i parametrima r € R, L,U € R™"™. Optimalna
matrica X je najgora kovarijansna matrica konzistentna sa datim ogranicen-
Jima komponenti matrice, pri cemu "najgora” znaci najveéi rizik za (dati)
vektor portfolia x. Iz optimalnog resenja SDP, 3, lako moZemo konstruisati
raspodelu za p koja je konzistentna sa datim ogranicenjima i dostiZe varijansu
najgoreg slucaja. Na primer, moZemo izabrati

p=p+3%"?v,

pri ¢emu je v bilo koji slucajni vektor za koji vazi E(v) =0 i E(vw?) = E.



Dodatak A

A.1 O strukturi R"

U ovom, kao i u naredna dva odeljka, kori§c¢ena je literatura [5]. Element
x prostora R™ je uredena n-torka (x1,...,x,), pri Cemuz; € R, i =1,...,n. U
nastavku navodimo neka korisna svojstva prostora R”. Izlaganje podinjemo
apstraktnim pojmom metrickog prostora.

Definicija A.1.1. Uredeni par (X, d) je metri¢ki prostor ako je X neprazan
skup, a d: X x X = R funkcija za koju vazi:

Prostor R™ je metricki prostor u kojem se metrika d moze definisati
slede¢im funkcijama:

Sl

.dp(l’,y) = (wl_yl)p_'_”'—i_(xn_yn)p ) 1Sp§007

o do(z,y) := man=1,...,n{|33k — ykl},

za sve ,y € R™. Najcesce se koristi metrika da(x, y) koja se naziva euklidska
metrika. U metrickom prostoru se pojam konvergentnog niza definiSe na
slede¢i nacin:

lim z, =z < lim d(z,,z) =0,

pri ¢emu se pretpostavlja da je poznata definicija konvergentnog niza u 3.
Definicija A.1.2. Niz {xy, }nen u metrickom prostoru (X, d) je Kosijev ako
vaZL

lim d(zp, xm,) = 0.
m,n—o00

88
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Definicija A.1.3. Metricki prostor (X, d) je kompletan ako je u njemu
svaki Kosijev niz konvergentan.

Neka je dat metricki prostor (X, d). Otvorena lopta sa centrom u zg € X,
polupre¢nika r > 0, data je sa:

L. (zg) ={z € X | d(z,z0) < r}.

Definicija A.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor. Skup O C X je otvoren
skup ako za element x € O postoji v > 0 tako da je L.(x) C O. Zatvoren
skup je, po definiciji, komplement otvorenog skupa.

Definicija A.1.5. Neka je 7 kolekcija otvorenih skupova O metrickog pro-
stora (X, d). Tada vazi:

1. X,0er.
2. OkGT,kzl,...,njﬁzzlokET.
3.0y eT, A€ A= UyepOrer.

Struktura (X, T) sa navedenim svojstvima zove se topologki prostor.

1

Dakle, metricki prostor (X,d) definige topologiju 7.* Topologija u R"

definisana pomocu lopti zove se uobic¢ajena topologija.

Definicija A.1.6. Prostor (X, | -||) je normiran ako preslikavanje dato sa
|| : X = R zadovoljava sledeée uslove:

1. ||lz|| > 04 ||z|| = 0 ako i samo ako je x =0,
2. e +yll < llzll + llyll, v 2,y € X,
3. ozl = la|lz|l, Vae R, V2 e X,

Prostor R™ je i normiran prostor, sa normom:

n 1

ol = (3 l2f) .

k=1

Svaki normiran prostor je metricki, jer normom moZzemo definisati metriku
na sledeé¢i nacin:
d(.%',y) = H$ - y”? v T,y € X.

Kazemo da je ta metrika indukovana normom || - ||.
Kada je normiran prostor kompletan, on se zove Banahov prostor. S
obzirom da prostor R" jeste kompletan, on je i Banahov prostor.

LU opstem slucaju, topologki prostor (X,7) je struktura u kojoj kolekcija skupova 7
ispunjava gore navedene uslove, pri ¢emu se otvoren skup ne definiSe metrikom, nego
pripadnoséu kolekciji 7.
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Definicija A.1.7. U vektorskom prostoru X nad proizvoljnim poljem skalara
P, preslikavange (-,-) : X x X — P za koje vazi:

1. (x,z) > 04 (x,x) =0 ako i samo ako je x =0,
2. (ax + By, z) = alx,z) + B{y,2), Vo, € P,V z,y,z € X,
3. (x,y) = (y,z), V o,y X.

naziva se skalarni proizvod.

Radi jednostavnosti, posmatracemo slu¢aj P = R. Skalarni proizvod
indukuje normu na slede¢i nacin:

lz|| .= /{x,z), v € X.

Vektorski prostor (X, (-,-)) zove se predHilbertov prostor (ili unitarni vek-
torski prostor), a ako je jo§ i kompletan, onda se zove Hilbertov prostor.

Dakle, prostor (R", (-,-)) je Hilbertov, normiran, metricki vektorski pro-
stor sa skalarnim proizvodom:

(x,y) = T191 + T2Y2 + ... + TnYn,

za sve & = (1,22, ....;Tn), Yy = (Y1,Y2, -, Yn) € R™.

A.2 Kompaktnost

Sada ¢emo, na nekoliko razli¢itih nacina, definisati svojstvo kompaktnosti.
Podsetimo se, familija skupova ima svojstvo konacnog preseka ako svaka
njena kona¢na podfamilija ima neprazan presek.

Teorema A.2.1. Neka je C C R". Sledeéi iskazi su ekvivalentni.

e Svaki otvoreni pokriva¢ skupa C sadr# konacan potpokriva¢ (Hajne?-
Borelova® osobina,).

e Svaki beskonacan podskup skupa C' ima tacku nagomilavanja i ona pri-
pada skupu C (Bolcano*-Vajerstrasova osobina,).

o Svaki niz elemenata skupa C sadrzi konvergentan podniz i granica tog
podniza je element skupa C.

o C je zatvoren i ogranicen.

e Svaka familija zatvorenih podskupova skupa C koja ima osobinu ko-
nacnog preseka ima neprazan presek (barem jednu zajednicku tacku).

*Heinrich Eduard Heine (1821 - 1881)
3Feélix Edouard Justin Emile Borel (1871 - 1956)
“Bernard Bolcano (1781 - 1848)
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Skup C koji ima neku od gore navedenih osobina zove se kompaktan skup.

U beskonacéno-dimenzionim topologkim prostorima navedena teorema ne
vazi, pa se kompaktnost ne definife kao zatvorenost i ogranicenost, nego
najcesce preko sledecée definicije.

Definicija A.2.1. Topoloski prostor (X,T) je kompaktan ako i samo ako
svaki otvoren pokrivac skupa X sadrzi konacan potpokrivac.

Jasno, R™ sa uobic¢ajenom topologijom nije kompaktan prostor.

A.3 Hiperravni

Definicija A.3.1. Hiperravan u R" se definise sa
Hoy = {z €% | aTz =},

za fiksiran ne-nula vektor a € R™ i skalar v € R.

Skup H, ~ nije prazan. Kako je a = (a1, ..., a,) # 0 sledi da postoji indeks
Jj € {1,...,n} takav da je a; # 0. Definisimo sada vektor = (x1,...,2,) na
sledec¢i nadin:
xj = l, =0, k#j.
aj
Jasno, x € H,,. Ako sada pretpostavimo da xog € H,, onda vazi

Hyn = Hyzo = {z €R" | (x — 20)Ta = 0}.

Izraz (z —x9)"a = 0 oznacava ortogonalnost vektora z — xg i a, pa se vektor
a zove i normalni vektor hiperravni H, .

Skupovi
{zeR|adlz>~) i {zeR"|alz <y}

se zovu otvoreni poluprostori (ili gornji, odnosno donji poluprostor respek-
tivno). Njihova zatvaranja

{reR |alz >} i {zeR"|dlz<y)
se zovu zatvoreni poluprostori.

Definicija A.3.2. Hiperravan H,, je potporna hiperravan za skup C u
tacki xg € R™ ako je a’x > v za sve x € C i a’xg = . Vektor a se naziva
potporni vektor za skup C u tacki xg.
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A.4 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

U ovom odeljku je korii¢ena literatura [13]. Osnovni model u teoriji
verovatnoce jeste eksperiment kod koga ostvarivanje odredenih uslova ne
dovodi do jednoznac¢nog rezultata. Skup svih (logic¢ki) mogucih ishoda nekog
eksperimenta oznaci¢emo sa ). Elemente skupa 2 nazivamo elementarnim
dogadajima i oznacavamo sa w.

Definicija A.4.1. Slucajan dogadaj A (ili samo dogadaj A) je podskup
skupa elementarnih dogadaja Q). On se sastoji od onih elementarnih dogadaja
w koji 1tmaju svojstvo kojim se dogadaj A definise.

Aksioma 1. (Aksioma o-polja) Podskup F partitivnog skupa P () je o-
polje (o-algebra) nad Q ako vaze uslovi:

1. Qe F,
2. ako A€ F, onda A® € F?,
3. ako {A;}ien C F, onda J;=, Ai € F.

Primer o-polja definisanog nad skupom R je Borelovo o-polje B = B(R),
koje se formira pomocu familije poluotvorenih intervala [a, b),a,b € R. Bore-
lovo o-polje B(R) sadrzi sve skupove koji se dobijaju kao kona¢ne ili prebro-
jive unije ili preseci te familije, kao i skupove koji se dobijaju uzimanjem
komplemenata.

Aksioma 2. (Aksioma verovatnocée) Neka je Q skup elementarnih do-
gadagja i F o-polje nad Q. Funkcija P : F — [0,1] se zove verovatnoéa na
prostoru (2, F) ako zadovoljava sledeée uslove:

L PO =1,
2. ako {A;}ien CF, AiNA;j=0,i#j,14,j €N, onda vazi

P(iA,-) - iP(Ai).

Prostor verovatnoca je uredena trojka (2, F, P), gde je Q skup svih ele-
mentarnih dogadaja, F o-polje nad 2, a P verovatnoca na (€, F).

Definicija A.4.2. Familija A1, Ao, ... dogadaja iz F je nezavisna u parovi-
ma ako vazi

Sa A° je oznacen dogadaj suprotan dogadaju A.
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Familija Ay, Aa, ... dogadaja iz F je nezavisna u ukupnosti (ili samo neza-
visna) ako vazi

P(Ag, .. Ay,) = P(Ag,) - -- P(Ag,,),
za svaki konacni niz indeksa k1, ..., ky, takvih da je k1 < ... < ky.

Definicija A.4.3. Preslikavanje X : Q — R je slu¢ajna promenljiva nad
prostorom verovatnoéa (Q, F, P) ako X1(S) € F za svako S € B, gde je
B = B(R) Borelovo o-polje. Slucajnu promenljivu zovemo jos i F-merljivo
preslikavange.

Kako je u prostoru verovatnoca (€2, F, P) verovatnoca definisana za svaki
skup iz F i kako je X ~1(S) € F za svako S € B(R), sledi da je za svako
S € B(R) definisana funkcija

Px(S)=P{we Q| X(w) € S} = P(X1(9)).
Funkcija Px(S), S € B(R), naziva se raspodela verovatnoéa slucajne promen-
ljive X.
Definicija A.4.4. Funkcija Fx(z): R — [0,1] definisana sa
Fx(z) = Px((—00,7)) = P{lw e Q| X(w) <z},
naziva se funkcija raspodele slucajne promenljive X.

Funkcija raspodele postoji i jedinstvena je za svaku slu¢ajnu promenljivu.
Slu¢ajne promenljive mogu biti proste (primaju kona¢no mnogo vrednosti),
diskretne (primaju prebrojivo mnogo vrednosti) i apsolutno neprekidne (pri-
maju neprebrojivo mnogo vrednosti).

Definicija A.4.5. Slucajna promenljiva X je diskretna (diskretnog tipa)
ako postoji prebrojiv skup brojeva Rx takav da je P{X € Rg;} =0, odnosno
ako je skup slika od X najvise prebrojiv skup.

Ako je Rx = {x1,z2,...} skup razli¢itih vrednosti slu¢ajne promenljive
X diskretnog tipa, tada ¢emo sa p(x;), ¢ € N, oznaciti verovatnoc¢u dogadaja
{X=2;} ={we Q| X(w) =2}

p(z)) =Plwe Q| X(w) =2} = P{X =x;}, ieN.
Definicija A.4.6. Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog
tipa ako postoji nenegativna integrabilna funkcija px(z), x € R, takva da
je:

P{X €S} = / ox(z)dz, V S € B(R).
S

Funkcija px(x) zove se gustina raspodele verovatnoéa (ili samo gustina
raspodele) slucajne promenljive X .
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U svakoj tacki u kojoj je funkcija ¢ x neprekidna vazi:

Fy(2) = px(2).

Apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima normalnu (Gausovu)
raspodelu N'(m,0?), gde m € Ri o > 0, ako je njena gustina raspodele data
sa:

1 (x—m)?
T) = e 22 [ reRn
ox(@) =~
U sluéaju kada su parametri normalne raspodele m = 0 i 02 = 1 do-

bijamo normalnu A(0,1) raspodelu koja se naziva standardizovana nor-
malna raspodela. Funkcija raspodele standardizovane normalne raspodele
se obelezava sa ®(x), odnosno:

t2

O(z e~ 2dt.

1 x

=7

Funkcija ®(x) se naziva Laplasova® funkcija i ona ima sledece osobine:
1. ®(0) = 0.

2. &(z) = 0.5, za svako = > 5.

4. Za slu¢ajnu promenljivu X : N'(m, o?) vazi:

Fy(z) = 0.5+ @(x - m).

g

5. Verovatnoc¢a da slucajna promenljiva X : N'(m,0?) uzme vrednost na
intervalu (a, b) se moze izraziti pomocu Laplasove funkcije, tj.

P{a<X<b}:Q>(b_Tm> —@(“_m).

o

U nastavku definiSemo n-dimenzione slu¢ajne promenljive.

Definicija A.4.7. Preslikavanje X = (X1,...,Xp), X : @ — R", jeste n-
dimenziona slu¢ajna promenljiva na prostoru verovatnocéa (0, F, P) ako
za svako S € B(R™) vazi

{weQ | Xw)eSt={XeSt=Xx49)eF,

pri éemu je B(R™) Borelovo o-polje dimenzije n.

fPierre-Simon, Marquis de Laplace (1749 - 1827)
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Teorema A.4.1. Preslikavanje X = (X1,...,X,), X : Q@ = R", jeste n-
dimenziona slucajna promenljiva ako i samo ako je svaka koordinata X,
1 =1,...,n, jednodimenziona slucajna promenljiva.

Definicija A.4.8. Funkcija raspodele n-dimenzione slucajne promenljive X =
(Xl, ceay Xn) je

Fx(z1,..,xn) = P{X1 <x1}N..0{X, <zp}), —00 < 21,0, Ty < 00.

Definicija A.4.9. Slucajna promenljiva X = (X1, ..., X,) je n-dimenziona
diskretna slucajna promenljiva ako postoji prebrojiv skup tacaka u R"

RX:{<ﬂh%mﬂﬁm)‘hwwkn€N}

takav da P{X € R$} = 0. Skup Rx je skup svih moguéih vrednosti za X .

Definicija A.4.10. Slucajna promenljiva X = (X1, ..., Xp,) je n-dimenziona
slucajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa ako postoji integrabilna fun-
keija px (1, ...y xn) >0, —00 < X1, ..., Ty, < 00, takva da je, za svaki Borelov

skup S € B(R"),

P{(X1,...X,) €S} = / .../@X(ml,...,:L“n)dxl...d:nn.
S

Funkcija o x (x) zove se gustina raspodele verovatnoca (ili samo gustina raspo-
dele) slucajne promenljive X.

U svakoj tacki u kojoj je funkcija ¢ x neprekidna vazi

O"Fx(w1,...,Tn)
ory.0r, P

Definicija A.4.11. Slucajne promenljive X1, Xo,... su nezavisne ako su
dogadagi X;(S1), X5 (S2), ... nezavisni, za sve Borelove skupove S; € B(R),
i=1,2, ...

Teorema A.4.2. Neka su X1, ..., X, slucajne promenljive na prostoru verova-
tnoéa (0, F, P). Potreban i dovoljan uslov da sluc¢ajne promenljive X1, ..., X,
budu nezavisne je da vazi

F(Xl,...,Xn)(l“l, oy Tn) = Fxy (21). Fx,, ().

Neka je data raspodela Px (S), S € B(R"), n-dimenzione slu¢ajne promen-
ljive X = (X1, ..., X,,) i Borelova funkcija’ f : R — R™ definisana pomocu

Tf:R® = R™ je Borelova funkcija ako zadovoljava sledece:

F7H(S) € B(R™), za svako S € B(R™).
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m funkcija fr : R" = R, k = 1,...,m. Transformacija slu¢ajne promenljive
X je m-dimenziona slu¢ajna promenljiva Y = (Y1, ..., Y,,) data sa

Yk = fk(X17 '--7Xn), k= 1, ey m,

pri ¢emu se njena raspodela Py (S), S € B(R™), odreduje na osnovu sledece
Cinjenice: Za svaki Borelov skup S € B(R™) dogadaji

{vesy i {Xef ()
su ekvivalentni, pa je
P{Y € S} = P{X € f7}(9)}, SeB®R").

Definicija A.4.12. Oc¢ekivanje FE(X) diskretne slucajne promenljive X
sa raspodelom p(xy), k € N, definise se sa

B(X) = arp(ar)
k=1

1 postoji ako 1 samo ako je zadovoljeno

[e.o]

Z |z |p(zr) < 0.

k=1

Definicija A.4.13. Ocekivanje F(X) apsolutno neprekidne slucajne
promenljive X, sa gustinom px(x), definise se sa

E(X)= /00 rox(x)dz

—00

1 postogi ako 1 samo ako gornji integral apsolutno konvergira, odnosno ako je
zadovoljeno

/ |z|ox (z)dr < oo.

—00

Definicija A.4.14. Momenat reda k, k € N, slucajne promenljive X je
E(X*). Centralni momenat reda k, k € N, slucajne promenljive X je

E((X — B(X))").

Definicija A.4.15. Centralni momenat reda 2 slucajne promenljive X zove
se disperzija ili varijansa slucajne promenljive X i oznacava se sa D(X)
ili o%(X).

Definicija A.4.16. Standardna devijacija ili standardno odstupanje
slucagne promenljive X se definise sa
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Definicija A.4.17. Neka je X slucajna promenljiva sa ocekivanjem E(X)
i disperzijom D(X). Standardizovana (normalizovana) sluéajna promenljiva
X* je tada

_X-EX) X-EX)

D(X) o(X)

*

Teorema A.4.3. Neka je X* standardizovana slucajna promenljiva. Tada

" E(X*)=0iD(X*) = 1.

Definicija A.4.18. Kovarijansa slucajne promenljive (X,Y) se definise sa

cou(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = B(XY) — E(X)E(Y).

A.5 Neki pojmovi matematicke statistike

U ovom odeljku je korisc¢ena literatura [14]. Matematicka statistika pred-
stavlja opStu teorijsku osnovu za planiranje i tumacenje rezultata eksper-
imenta sa sluc¢ajnim ishodima. Osnova matematicke statistike je teorija
verovatnoce.

Definicija A.5.1. Skup svih elemenata na kojima se proucava neka pojava
naziva se statisticki skup ili populacija. Broj elemenata u populaciji
naziva se obim populacije i obeleZava se sa N.

Populacija mora biti homogena, odnosno njeni elementi moraju imati bar
jednu zajedni¢ku osobinu.

Definicija A.5.2. Osobine po kojima se elementi populacije razlikuju nazi-
vaju se statisticka obelezja ili kratko obelezja. Ako je E = {e;}icr popu-
lacija, obelezZje je preslikavanje X : E — S, gde je S skup vrednosti obeleZja.

Primetimo da obelezje odgovara pojmu sluc¢ajne promenljive u teoriji
verovatnoce. Osnovni zadatak statistike je odredivanje raspodele posma-
tranog obelezja na datoj populaciji. U nekim situacijama je mogucée ovaj
zadatak izvrSiti ispitivanjem cele populacije, ali to najces¢e nije slucaj.

Definicija A.5.3. Metod uzorka podrazumeva biranje podskupa populacije
na odredeni nacin i ispitivangje vrednosti obeleZja X na njegovim elementima.
Taj podskup se naziva uzorak, konacan je, a broj njegovih elemenata se
naziva obim uzorka i obicno se obeleZava sa n.

Osnovna ideja metode uzorka je da se zakljucci o obelezju X koji su
dobijeni za uzorak prenesu, tj. generalizuju na celu populaciju. Uslov koji
se pri tom postavlja je da je uzorak reprezentativan.

Definicija A.5.4. Uzorak je reprezentativan ako u najvecoj meri odraZava
karakteristike populacije.
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Jedan od nacina da se postigne reprezentativnost je da se elementi u
uzorak biraju slu¢ajno i po odredenim pravilima teorije verovatnoce.

Definicija A.5.5. Slucajan uzorak je onaj uzorak koji se dobija postu-
pkom kod kojeg svaki element populacije ima istu Sansu (verovatnoéu) da
bude izabran u uzorak.

U skladu sa pojmovima teorije verovatnoce, populaciju £ mozemo po-
smatrati kao skup svih mogucéih ishoda nekog eksperimenta, a samo obelezje
X kao sluc¢ajnu promenljivu X : E — R. Kada smo izabrali uzorak obima,
n, na svakom elementu populacije izabranom u uzorak se posmatra obelezje

X.

Definicija A.5.6. Registrovanje vrednosti obelezja X na svakom elementu
uzorka naziva se statisticki eksperiment. Niz dobijenih vrednosti

(T1, ey Tp)
naziva se realizovani uzorak.

Za neki drugi izabrani uzorak elemenata populacije, dobili bismo drugi
niz vrednosti obelezja X, odnosno neki drugi realizovani uzorak. Zato je
prirodno posmatrati slu¢ajne promenljive X1, ..., X,, pri ¢emu slucajna pro-
menljiva X;, ¢ = 1,...,n, predstavlja vrednost obelezja na i-tom elementu
populacije izabranom u uzorak. Svaka od ovih slu¢ajnih promenljivih ima
istu raspodelu kao i osnovno obelezje X, a ako je uzorak pravilno izabran,
smatramo da su slucajne promenljive X1, ..., X,, nezavisne.

Definicija A.5.7. Neka se na populaciji E posmatra obeleZje X. Prost
sluéajan uzorak obima n za obelezje X je n-torka nezavisnih slucajnih
promenljivih (X1, ..., Xy) od kojih svaka ima istu raspodelu kao 1 obeleZje X .

Definicija A.5.8. Neka je (Xi,...,X,) prost slucajan uzorak obima n za
obelezje X i neka je f : R — R® Borelova funkcija. Slucajna promenljiva
Y = f(X1,...,X,) je statistika ako u njoj ne figuriSu nepoznati parametri.

Neke od statistika koje se Cesto koriste su:

e sredina uzorka

e momenti uzorka

e disperzija uzorka
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— kada je srednja vrednost obelezja, m, poznata:

i=1
— kada srednja vrednost obelezja, m, nije poznata:

n

_ 1 1< _
S=iy X = LYo R
=1 =1

e standardna devijacija uzorka

o=/ S.= /52
itd.

Prilikom ispitivanja obelezja X, ¢esto su poznate neke informacije o
raspodeli tog obelezja, odnosno poznato je da njegova raspodela pripada
nekoj familiji raspodela {F(z,\), = € R, A € A}, gde je skup A skup
parametara. Ova familija raspodela naziva se dopustiva familija raspodela za
obelezje X, a skup A se naziva dopustiv skup parametara.

Neka je (X1, ..., Xp) prost slu¢ajan uzorak. Postavlja se pitanje kako na
osnovu njega oceniti nepoznati parametar i na taj nacin potpuno odrediti
raspodelu obelezja X. Ocenjivanje parametara moze biti tackasto i inter-
valno.

Definicija A.5.9. Ako obelezje X ima dopustivu familiju raspodela
{F(z,\), ze R, e A},

tackasto ocenjivanje parametara vrsi se izborom neke statistike U =
f(X1,..., Xy) 1 za ocenu nepoznatog parametra se uzima realizovana vrednost
te statistike. Statistika U se naziva tackasta ocena parametra .

A.6 Pojam stohastickog procesa

U ovom odeljku je korig¢ena literatura [15].

Definicija A.6.1. Neka je dat proizvoljan neprazan skup indeksa I i neka je
(Q, F, P) prostor verovatnoéa. Familija {X (t), t € I} slucajnih promenljivih
koje uzimaju vrednosti iz skupa R" se zove stohasti€ki ili slu¢ajni proces
sa parametarskim skupom I i sa vrednostima iz R".

Ako je I konacan skup, onda jednostavno radimo sa konafno mnogo
slu¢ajnih promenljivih. Ako je I = Z ili I = N, tada govorimo o sto-
hastickom (slu¢ajnom) nizu ili stohastickom (slu¢ajnom) redu. U nastavku
¢emo podrazumevatida je I interval [to, T| na realnoj osi R.
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Na osnovu definicije vidimo da stohasti¢ki proces {X(t), ¢t € [to,T]}
zavisi od dve promenljive: ¢t € [tg,T] i w € Q. Ako je {X(t), t € [to,T]}
stohasticki proces sa vrednostima iz R", tada je, za svako fiksirano t € [to, T,
X:(+) jedna slu¢ajna promenljiva sa vrednostima iz R™. Ukoliko fiksiramo
w € ), tada je X.(w) funkcija Cje su vrednosti iz skupa R" i koja je defi-
nisana na intervalu [tg,T]. Ova funkcija se naziva trajektorija ili realizacija
stohastickog procesa {X(t), t € [to,T]} sa vrednostima iz R".

A.7 Optimizacija portfolia

U ovom odeljku je koris¢ena literatura [16]. Portfolio je finansijski pojam
koji predstavlja kolekciju finansijskih aktiva (akcija, obveznica ili novca) u
posedu investicione kompanije, finansijske institucije ili fizickog lica. Mate-
matickim jezikom, portfolio je funkcija data sa

m(x) =x1 A1+ -+ 2 A,

pri Gemu je sa A;, ¢ = 1,...,n, oznafena i-ta aktiva koju poseduje neko
pravno, odnosno fizicko lice, a sa z;, ¢+ = 1,...,n, je oznafen deo ukupnog
kapitala uloZen u ¢-tu aktivu. Svaka od aktiva donosi odredeni prinos, ali i
sadrzi odredeni rizik. Glavni cilj pri upravljanju portfoliom jeste ostvarenje
maksimalnog profita od aktiva uz minimalni rizik. Postoje mnogi rizici sa
kojima se investitori susrecu, a neki od njih su: trzi8ni rizik, valutni rizik,
politicki rizik, kreditni rizik, rizik likvidnosti, itd. Na neke od njih se moze
uticati, dok na neke ne moze.

Pod upravljanjem portfoliom se zapravo podrazumeva reSavanje sledeceg
problema optimizacije: pronaéi optimalnu raspodelu kapitala na odgovarajuce
aktive (optimalan portfolio), tako da prinos bude maksimalan, a rizik od
ulaganja minimalan. Dopustiv skup ovog problema optimizacije definiSe se
sa

n
Dz{xé?ﬁ"| inzl, x; >0, izl,...,n}.
i=1

Ogranicenje Y ; x; = 1 podrazumeva da je ukupan kapital koji se investira
jednak 1, dok drugo ogranicenje z; > 0, ¢+ = 1,...,n, podrazumeva da ni
jedna investicija nema negativan kapital. Situacija kada je dozvoljeno da za
neko ¢ vazi x; < 0 naziva se kratka pozicija i podrazumeva da je deo ukupnog
kapitala z; pozajmljen.

Kako je kretanje cena aktiva kroz vreme nepoznato, ono predstavlja
slu¢ajnu promenljivu koja ima o¢ekivanu vrednost (matematicko ocekivanje)
i u sebi nosi odredeni rizik koji merimo varijansom, odnosno standardnim
odstupanjem. Iz tog razloga se za modeliranje kretanja cena aktiva najcesce
koriste stohasticki procesi, odnosno tzv. stohasticki models.

Teorija portfolia je prvi put detaljnije razvijena od strane Harija Markovi-
ca 50-tih godina proslog veka.
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