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Predgovor 

U master radu posmatramo numeričke postupke za rešavanje nelinearne 

jednačine sa jednom nepoznatom. Za izabrane postupke, pod odreĎenim 

pretpostavkama, dokazujemo da vaţi nejednakost zaustavljanja. Pored poznatih teorema 

koje se odnose na Njutnov iterativni postupak, postupak sečice, Halejev postupak, 

Stefensenov postupak i celu jednu klasu iterativnih postupaka trećeg reda 

konvergencije, definisanih u [19], posmatraćemo i dokazati i nove teoreme koje se 

odnose na nejednakost zaustavljanja za postupak Potra&Ptak iz [17] i jednu familiju 

postupaka, nastalu modifikacijom Hansen-Patrikove familije iz [7]. Modifikovana 

familija i dokazi ovih teorema su originalni rezultat autora. 

Master rad je podeljen u četiri dela. U prvom delu rada dajemo oznake definicije 

i teoreme koje ćemo koristiti u daljem radu. Drugi deo sadrţi teoreme, i dokaze za neke 

teoreme, koje se odnose na izlazni kriterijum poznatih postupaka. Posmatrani su 

Njutnov postupak, postupak regula falsi, Stefensonov postupak, familija postupaka 

trećeg reda konvergencije iz [10] i familija postupak iz [19]. U ovom delu opisujemo i 

numerički tok iterativnog postupka, prema [11]. Sagledavanje numeričkog toka 

iterativnog postupka je značajno sa stanovišta postavljanja praktičnog izlaznog 

kriterijuma, jer pri radu sa kompjuterom nije moguće postići proizvoljnu tačnost 

izlaznog rezultata. Naime, zbog osobina kompjuterske aritmetike izlazni kriterijum 

mora sadrţavati i član koji zavisi od odgovarajuće mašinske preciznosti.  

Treći deo rada sadrţi kao originalan rezultat tvrĎenja koja se odnose na 

nejednakost zaustavljanja postupka Potra&Ptak i jedne familije postupaka, koja je 

nastala modifikacijom postupka Hansen&Patrik iz [7]. Pored toga u trećem delu 

posmatrani su Hansen-Patrikova familija postupaka i njeni specijalni slučajevi. 

U poslednjem delu rada prikazaćemo numeričke eksperimente uraĎene u 

programskom paketu Mathematica. Primeri su uzeti iz radova navedenih u literaturi, 

koja je navedena na kraju. 

Koristim ovu priliku da se zahvalim svim profesorima i asistentima sa kojima 

sam saraĎivala tokom svojih osnovnih i master studija. Posebno bih se zahvalila 

profesoru i mentoru dr Dragoslavu Hercegu. 

 

Novi Sad, avgust 2012.                                                                        Biljana Radošević 
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1. Uvodni deo 

1.1 Oznake 

  ,D a b  

   0fD x D f x     

   0fD x D f x     

        ,  , 0D x D x D            

  ,kC a b  -  skup k  puta neprekidno diferencijabilnih funkcija 

  kx niz brojeva 0 1, ,x x  

  
( )

 
( )

f x
u x

f x



 

  
   

 
2

f x f x
t x

f x





 

   rešenje jednačine   0f x  , odnosno sa njom ekvivalentne jednačine  x x  

 
   

 
, 2,3,

!

j

j

f
C j

j f




 


  

  
   
 

, 1,2,3,
!

j

j

f x
A x j

j f x
 


  

 jednačina greške  1

1

p p

k k ke Ce e 

   ,  

gde je lim k
k

x


 ,  

k ke x   ,  

p  je red iterativnog postupkа 

C  asimptotska konstanta greške 
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1k

p

k

e

e

 , 1,2,k   aproksimacije asimptotske konstante greške  

1.2 Definicije 

Definicija 1. Jednačina nepokretne tačke je jednačina oblika  

𝑥 = 𝜑 𝑥 . 

Definicija 2. Broj 𝛼 je nepokretna tačka funkcije 𝜑 ako je 

𝛼 = 𝜑 𝛼 . 

Neka je 𝑥0 proizvoljan broj iz intervala  𝑎, 𝑏 . Formirajmo niz brojeva 

𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … prema 

𝑥𝑘+1 = 𝜑 𝑥𝑘 , 𝑘 = 0,1,2, … 

Ovaj niz je moguće formirati samo ako 𝜑 𝑥𝑘 ∈  𝑎, 𝑏 , 𝑘 = 0,1,2, … zbog 

definisanosti funkcije 𝜑 na intravalu  𝑎, 𝑏 . Očigledno, ako funkcija 𝜑 preslikava 

interval  𝑎, 𝑏  u samog sebe, vaţi 𝜑 𝑥𝑘 ∈  𝑎, 𝑏 , 𝑘 = 0,1,2, …. Ako je niz 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … 

dobro definisan i ima graničnu vrednost, tj. za neko  ,a b vaţi  

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝛼, 

onda je 𝛼 rešenje jednačine 𝜑 𝑥 = 𝑥, ako je funkcija 𝜑 neprekidna na intervalu  ,a b . 

Naime, iz 𝜑 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 , za svako 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  sledi, zbog zatvorenosti intervala  𝑎, 𝑏 , da 

tačka 𝛼 ∈  𝑎, 𝑏 , a zbog neprekidnosti funkcije 𝜑 sledi 

𝛼 = lim
𝑘→∞

𝑥𝑘+1 = lim
𝑘→∞

𝜑 𝑥𝑘 = 𝜑  lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝜑 𝛼 . 

Dakle, ako niz 𝑥0 , 𝑥1, 𝑥2 , … konvergira ka 𝛼, tada je njegova granična vrednost, 

𝛼, rešenje jednačine 𝜑 𝑥 = 𝑥, a članovi tog niza aproksimiraju to rešenje. 

Ovaj postupak, u kome računamo vrednosti 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … prema 𝑥𝑘+1 = 𝜑 𝑥𝑘 , 

je primer iterativnog postupka (postupak sukcesivnih aproksimacija), gde je 𝑥𝑘+1 =
𝜑 𝑥𝑘  iterativno pravilo, funkcija 𝜑 funkcija koraka, a niz 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 , … je iterativni 

niz. Prvi član tog niza 𝑥0 je početna aproksimacija (startna vrednost). Kada iterativni 

niz konvergira za proizvoljnu početnu vrednost iz nekog skupa, kaţemo da iterativni 

postupak konvergira. 

Iterativne postupke moţemo podeliti u dve grupe na osnovu podataka koji oni 

koriste u jednom iterativnom koraku. Tako razlikujemo iterativne postupke sa i bez 

memorije, [19]. 

Definicija 3. Ako se nova aproksimacija 𝑥𝑘+1 izračunava samo pomoću 𝑥𝑘 , tj. 

ako je 𝑥𝑘+1 = 𝜑 𝑥𝑘 , onda je posmatrani postupak bez memorije.  
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Njutnov postupak je najpoznatiji iterativni postupak bez memorije. Kod ovog 

postupka je  

𝜑 𝑥 = 𝑥 −
𝑓(𝑥)

𝑓 ′(𝑥)
 . 

Definicija 4. Ako je u jednom iterativnom koraku za izračunavanje nove 

aproksimacije 𝑥𝑘+1 potrebno koristiti 𝑥𝑘  i nekoliko prethodnih aproksimacija, 

na primer, 𝑥𝑘−1, … , 𝑥𝑘−𝑛 , tj. ako je  

𝑥𝑘+1 = 𝜑 𝑥𝑘  , 𝑥𝑘−1, … , 𝑥𝑘−𝑛 , 

onda je posmatrani iterativni postupak sa memorijom.  

Najpoznatiji postupak sa memorijom je postupak sečice. Ovaj postupak se moţe 

posmatrati kao modifikacija Njutnovog iterativnog postupka 

 1

( )
,       0,1,2,  k

k k

k

f x
x x k

f x
    


 

kada se prvi izvod funkcije zamenjuje prvim izvodom interpolacionog polinoma prvog 

stepena. Interpolacioni polinom funkcije f odreĎen tačkama   ,k kx f x  i 

  1 1,k kx f x  , pod pretpostavkom 𝑥𝑘 ≠ 𝑥𝑘−1 𝑖 𝑓 𝑥𝑘 ≠ 𝑓(𝑥𝑘−1) je  

     1 1 1, ( )k k k kp x f x f x x x x      

gde 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘  predstavljaju dve uzastopne aproksimacije rešenja 𝑓 𝑥 = 0 a 𝑓 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘  
je podeljena razlika prvog reda. Sada je 

   
  1

1

1

( )
,

k k

k k

k k

f x f x
p x f x x

x x








  


. 

Zamenjujući  kf x  sa  kp x  dobijamo iterativni postupak 

   
 1

1

1

,       1,2,k k
k k k

k k

x x
x x f x k

f x f x







   


. 

Ovaj postupak nazivamo postupkom sečice. Teoreme o njegovoj lokalnoj i 

globalnoj konvergenciji slične su odgovarajućim teoremama za Njutnov postupak. 

Definicija 5. Neka je dat konvergentan niz 0 1, ,x x  čija je garnična vrednost 

 . Kažemo da je  1,p   red konvergencije tog niza ako je  

1

1

lim
k

pk
k

x
C

x














, 
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a C  je konstanta različita od nule. Ako je 1p  , onda dodatno pretpostavljamo 

da je 1C  . 

TakoĎe, kaţe se da je red konvergencije niza 0 1, ,x x  najmanje p  ako 

dozvolimo da konstanta C  moţe biti jednaka nuli.  

Ekvivalentan zapis prethodne definicije je sledeći. 

Definicija 6. Konvergentan niz 0 1, ,x x  čija je garnična vrednost  , ima red 

konvergencije  1,p   ako postoje konstanta C  različita od nule i prirodan broj 

0n  takvi da je  

1 0,
p

k kx C x k n     
.  

Ako je 1p  , onda dodatno pretpostavljamo da je 1C  . 

1.3 Teoreme 

Iterativni postupak se moţe koristiti i kod rešavanja jednačina oblika 𝑓 𝑥 = 0. 
Ako traţimo nule funkcije 𝑓 na intervalu  𝑎, 𝑏  potrebno je odrediti funkciju 𝜑 tako da 

su jednačine 𝑥 = 𝜑 𝑥  i 𝑓 𝑥 = 0 ekvivalentne na intervalu  𝑎, 𝑏 . Uslov 

ekvivalentnosti ovih jednačina nam daje sledeća teorema. 

Teorema 1. Neka je funkcija 𝑔 ograničena na intervalu  𝑎, 𝑏  i neka je 

𝑔(𝑥) ≠ 0 za 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 . Tada su jednačine 𝑓 𝑥 = 0 i 𝑥 = 𝜑(𝑥) sa 𝜑 𝑥 = 𝑥 −
𝑔 𝑥 𝑓(𝑥) ekvivalentne na intervalu  𝑎, 𝑏 . 

Pod pretpostavkama da je iterativni postupak  1n nx x   konvergentan, da je 

lim n
n

x 


  i da je funkcija   dovoljan broj puta neprekidno diferencijabilna, vaţi 

sledeća teorema, [18]. 

Teorema 2. [18] Red konvergencije jednokoračnog postupka 

 1n nx x  ,         0,1,n   ,
 

je pozitivan ceo broj. Ovaj postupak ima red konvergencije p ako i samo ako je  

    ,     
    0, 1,2, , 1

j
j p     ,     

    0
p

   . 
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2. Izlazni kriterijum 

Pošto se izračunava samo konačan broj aproksimacija, a pribliţno rešenje 1kx   je 

potrebno izračunati sa odreĎenom tolerancijom  , odnosno treba da vaţi 

1
x
k

 


  

treba odrediti uslove pod kojima je zadovoljena nejednakost  

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1  

U slučaju kada je ova nejednakost zadovoljena postupak se prekida ako je za datu 

toleranciju  

 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 < 𝜀. 

Uslovi koje je potrebno ispuniti da bi se aproksimacija 1kx   prihvatila kao rešenje 

posmatrane jednačine nazivaju se pravila zaustavljanja ili izlazni kriterijumi. Sledeće 

teoreme opisuju neke postupke kod kojih je relacija  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 < 𝜀 izlazni kriterijum. 

Definicija 7. [11] Nejednačinu 

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1  

nazivamo nejednakost zaustavljanja. 

Ako za iterativni postupak vaţi nejednakost zaustavljanja, onda se kao izlazni 

kriterijum tj. kao kriterijum za prekidanje računanja prihvata  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 < 𝜀 jer to 

obezbeĎuje 

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 < 𝜀 

Zadovoljavanje nejednakosti zaustavljanja je dovoljno da se vrednost 𝑥𝑘+1 

prihvati kao konačan rezultat. 

Uslovi pod kojima je zadovoljena nejednakost zaustavljanja zavise od 

iterativnog postupka. Ako se posmatra postupak  
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𝑥𝑘+1 = 𝜑 𝑥𝑘  

nejednakost zaustavljanja se moţe dobiti i iz aposteriorne ocene greške 

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤
𝛾

1 − 𝛾
 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1  

Naime, ako je 𝜑 kontrakcija sa konstantom kontrakcije 𝛾 onda za 𝛾 = 0.5 sledi 

nejednakost zaustavljanja. Kada je o funkciji koraka 𝜑 iterativnog postupka poznato 

nešto više mogu se dati uslovi pod kojima vaţi nejednakost zaustavljanja. Tako da 

imamo sledeće teoreme. 

Teorema 3. [11] Neka za funkciju 𝑓 ∈ 𝐶2 𝐷 , 𝐷 𝑎, 𝑏 , važi 𝑓 ′(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ 𝐷 

i neka je 𝛼 rešenje jednačine 𝑓 𝑥 = 0. Neka je  

𝜑 𝑥 = 𝑥 − 
𝑓 𝑥 

𝑓 ′ 𝑥 
𝑔(𝑥) 

pri čemu je  

𝑔 ∈ 𝐶1 𝐷 , 𝑔 𝛼 = 1 

Tada postoji interval  

𝐷𝜌 𝛼 =  𝑥 ∈ 𝐷  𝑥 − 𝛼  ≤  𝜌 ,    𝜌 > 0 

takav da za svako 𝑥0 ∈ 𝐷𝜌 𝛼  iterativni postupak 𝑥𝑘+1 = 𝜑 𝑥𝑘 , 𝑘 = 1,2, … 

konvergira ka 𝛼 i važi za 𝑘 = 1,2, … 

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 . 

Dokaz. Neposredno se dobija 

𝜑′ 𝑥 =
𝑓 𝑥 

𝑓 ′ 𝑥 
 
𝑓 ′′  𝑥 

𝑓 ′ 𝑥 
 𝑔 𝑥 − 𝑔′ 𝑥  + 1 − 𝑔 𝑥  

Očigledno je da je 𝜑′ neprekidna funkcija na 𝐷 i vaţi 𝜑′ 𝛼 = 0. Tada postoji 

interval 𝐷𝜌 (𝛼) takav da vaţi 

 𝜑′(𝑥) ≤  𝛾 ≤ 0.5,    𝑥 ∈ 𝐷𝜌(𝛼) 

i 

 0 < 𝑔 𝑥 ,   𝑥 ∈ 𝐷𝜌(𝛼) 

Na osnovu  

 φ′ x −  α =  φ x − φ(α) ≤ γ x − α < 𝜌,   𝑥 ∈ Dρ(α). 
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Sledi da je 𝜑 kontraktivno preslikavanje intervala 𝐷𝜌(𝛼) u samog sebe, pa 𝜑 

ima jedinstvenu nepokretnu tačku u tom intervalu i to je 𝛼. Iterativni niz  𝑥𝑘  
konvergira ka 𝛼 i vaţi 

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤
𝛾

1 − 𝛾
 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1  

budući da je 𝛾 ∈  0, 0.5 . 

Uslov g α = 1 nije suviše strog. Taj uslov ispunjavaju svih osam postupaka 

bez memorije iz [19] i svi postupci generisani inverznom interpolacijom prikazani u [4]. 

Imamo sledeće specijalne slučajeve: 

   1g x  , Njutnov postupak 

  
   

 
2

1
2

f x f x
g x

f x


 


, metod Čebiševa reda 3 

  
   

 
2

1

1
2

g x
f x f x

f x







, Halejev metod. 

Teorema 4. [8] Neka za funkciju 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) i 𝐷 =  𝑎, 𝑏  važi 

𝑓 𝑎 < 0,   𝑓 𝑏 > 0, 

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 > 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓 ′ 𝑏 ≤ 2𝑓 ′ (𝑎) 

 1

fg C D ,   1, fg x x D   

  0, fx x D     

Tada za svako
0 fx D , iterativni postupak  1  k kx x   gde je  

 
 
 

  ( )
f x

x x g x
f x

  


 

konvergira ka jedinstvenom rešenju 𝛼 jednačine 𝑓 𝑥 = 0 i važi za 0,1,k    

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 . 

Za Njutnov postupak je   1g x   i  
   

 
2

f x f x
x

f x



 


. Očigledno za 

 2f C D  vaţi  
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 1

fg C D ,   1, fg x x D   

i  

  0, fx x D    . 

Prema prethodnoj teoremi, za Njutnov postupka vaţi nejednakost zaustavljanja.  

Teorema 5. [8] Neka za funkciju 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) i 𝐷 =  𝑎, 𝑏  važi 

𝑓 𝑎 < 0,   𝑓 𝑏 > 0, 

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 > 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓 ′ 𝑏 ≤ 2𝑓 ′ (𝑎) 

 1

fg C D ,  
1

,
2

fg x x D   

  0, fx x D     

Tada za svako
0 fx D , iterativni postupak  1  k kx x   gde je  

 
 
 

  ( )
f x

x x g x
f x

  


 

konvergira ka jedinstvenom rešenju 𝛼 jednačine 𝑓 𝑥 = 0 i važi za 0,1,k    

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 . 

Teorema 6. [8] Neka za funkciju 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) i 𝐷 =  𝑎, 𝑏  važi 

𝑓 𝑎 < 0,   𝑓 𝑏 > 0, 

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 > 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓 ′ 𝑏 ≤ 2𝑓 ′ (𝑎) 

Tada za svako
0 fx D , iterativni postupak  1  k kx x   gde je  

 
   

  ( )
x b

x x f x
f x f b




 


 

konvergira ka jedinstvenom rešenju 𝛼 jednačine 𝑓 𝑥 = 0 i važi za 0,1,k    

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 . 
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Dokaz. Pod pretpostavkama teoreme, dati postupak  1  k kx x   predstavlja 

klasičan postupak regula falsi. Sa  

 
   

( )
x b

g x f x
f x f b





 

imamo  

   
 
 

  ( )
f x

x x x g x
f x

   


. 

Za neko 
fx D  na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti dobijamo da za neko  ,x b   

vaţi 

 
 
 

f x
g x

f 





. 

Sada je  

 
 
 

 
 

1
,

2
f

f x f a
g x x D

f f b


 

   
 

. 

Kako je  

 
   

   
 

 
1

1 0, f

f x
x f x f b x D

f b f x f





 

      
  

, 

na osnovu prethodne teoreme sledi da za postupak regula falsi vaţi nejednakost 

zaustavljanja. 

Teorema 7. [8] Neka za funkciju 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) i 𝐷 =  𝑎, 𝑏  važi 

𝑓 𝑎 < 0,   𝑓 𝑏 > 0, 

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 < 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓 ′ 𝑎 ≤ 2𝑓 ′ (𝑏) 

 1

fg C D ,   1, fg x x D   

  0, fx x D     

Tada za svako 0 fx D , iterativni postupak  1  k kx x   gde je  
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 
 
 

  ( )
f x

x x g x
f x

  


 

konvergira ka jedinstvenom rešenju 𝛼 jednačine 𝑓 𝑥 = 0 i važi za 0,1,k    

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 . 

Teorema 8. [8] Neka za funkciju 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) i 𝐷 =  𝑎, 𝑏  važi 

𝑓 𝑎 < 0,   𝑓 𝑏 > 0, 

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 < 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓 ′ 𝑏 ≤ 2𝑓 ′ (𝑎) 

 1

fg C D ,  
1

,
2

fg x x D   

  0, fx x D     

Tada za svako
0 fx D , iterativni postupak  1  k kx x   gde je  

 
 
 

  ( )
f x

x x g x
f x

  


 

konvergira ka jedinstvenom rešenju 𝛼 jednačine 𝑓 𝑥 = 0 i važi za 0,1,k    

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 . 

2.1 Izlazni kriterijum Stefensenovog postupka 

U ovom delu prvo ćemo dati dokaz konvergencije Stefensenovog postupka pod 

uslovima koji su praktično isti kao uslovi za konvergenciju Njutnovog postupka iz [11]. 

Potom, navodimo dovoljne uslove pod kojima za Stefensenov postupak vaţi 

nejednakost zaustavljanja. 

Familija iterativnih postupaka za izračunavanje jednostrukog rešenja nelinearne 

jednačine  posmatra se pod pretpostavkama  

,      0, ,f x x a b   ,     0f a f b  . 

Pod ovim pretpostavkama funkcija  ima jednu i samo jednu nulu  ,a b . 

Stefensenov postupak za izračunavanje aproksimacije za  je 

  0f x 

 2 ,f C a b

f


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 
    

 

1

k

k k

k k k

k

f x
x x

f x f x f x

f x

  
 

   0,1,k    

za neku odgovarajuću početnu vrednost . U [11] je dokazana konvergencija 

Njutnovog postupka pod istim uslovima iz sledeće teoreme, s tim da je četvrti uslov 

glasio  0 ,x a b je takvo da vaţi    ''

0 0  0f x f x  . 

Teorema 9. [15] Neka je  2 ,f C a b .
 
Ako su zadovoljeni sledeći uslovi 

1)    0f a f b   

2)    0, ,f x x a b    

3)    '' 0, ,f x x a b   ili    '' 0, ,f x x a b   

4)  0 ,x a b
 
je takvo da važi    ''

0 0  0f x f x   i 

a.  0 0x f x b   ako je  '' 0f x   

b.  0 0a x f x   ako je  '' 0f x   

onda Stefensenov iterativni postupak konvergira ka jedinstvenom rešenju 

 ,a b
 
jednačine 𝑓 𝑥 = 0. Pored toga, ukoliko se postupak ne prekine zbog 

𝑓 𝑥𝑘 = 0, važi za 𝑘 = 0,1, … 

1k kx x   ako je  '' 0f x         i       1k kx x   ako je  '' 0f x  . 

Koristeći rezultate ove teoreme moţemo dokazati sledeću teoremu, koja daje 

dovoljne uslove za vaţenje nejednakosti zaustavljanja kod Stefensenovog iterativnog 

postupka. 

Teorema 10. [15] Neka je  2 ,f C a b .
 
Ako su zadovoljeni sledeći uslovi 

1)    0f a f b   

2)    0, ,f x x a b    

3)    '' 0, ,f x x a b   

4)  0 ,x a b
 
je takvo da važi  0  0f x   i  0 0x f x b   

5)    2f b f a   

onda za Stefensenov postupak važi nejednakost zaustavljanja 

. 

0x

1 1n n nx x x   
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2.2 Postupak Hercega 

U radu [10] prikazana je familija postupaka trećeg reda konvergencije za 

rešavanje nelinearnih jednačina. Pokazano je da ovoj familiji pripadaju neki već poznati 

postupci: Halejev postupak i postupak iz rada [2] i super Halejev postupak iz rada [5]. 

TakoĎe je dokazano da za svaki član ove familije vaţi nejednakost zaustavljanja pod 

istim pretpostavkama. 

Familija iterativnih postupaka za izračunavanje jednostrukog rešenja nelinearnih 

jednačina 𝑓 𝑥 = 0 posmatra se pod pretpostavkama  

 2 ,f C a b ,    0, ,f x x a b   ,    0f a f b  . 

Pod ovim pretpostavkama funkcija f  ima jednu i samo jednu nulu  ,a b . 

Prvo je posmatran Njutnov postupak za izračunavanje aproksimacije za    

 

 
1 ,

n

n n

n

f x
x x

f x
  


 0,1,n    

za neku odgovarajuću početnu vrednost 0x . Ako je   0f x   ili   0f x   za 

 ,x a b , biramo 0x  tako da je    0 0 0f x f x  , tj.  0 ,x a   ili  0 ,x b . 

Njutnov postupak kvadratno konvergira u nekoj okolini od   ako je   0f   , .  

Halejev klasičan postupak  

 
 

 
   

 

1 ,

2

n

n n

n n

n

n

f x
x x

f x f x
f x

f x

  


 


  

moţe se zapisati i na sledeći način 

 
 

   
1

2
,

2

n

n n

n n

f x
x x

f x t x
   

 
  

gde je  

  
   

 
2

.
f x f x

t x
f x





  

Pod pretpostavkama koje su slične onim koje postavljamo za Njutnov postupak, 

u radu [10] dat je dokaz globalne monotone konvergencije trećeg reda za jednu familiju 

postupaka. Familija postupaka se definiše na sledeći način. 

Neka je  
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 1n k nx F x  , 0,1,n   , 

gde su funkcije kF  oblika  

 
 

 
  k k

f x
F x x t x

f x
 


, 1,2,k   

sa 

 
   

 
2

f x f x
t x

f x





 

i funkcijama k  definisanim sa 

 0 1,s    
 1

2

2
k

k

s
s s


 


 

, 1,2,k  . 

Funkcije k  se lako računaju. Navodimo prvih osam  k s , 1,2, ,8k   : 

2 2

2 2 2 3

2 2 4 4 4 6 2(4 8 3 )
, , , ,

2 2(1 ) 4 6 4 8 3 8 20 12

s s s s s s

s s s s s s s s s

     


         
 

2 3 2 3 2 3 4

2 3 2 3 4 2 3 4

8 20 12 8( 2 6 5 ) 16 56 60 20

4( 2 6 5 ) 16 56 60 20 16 64 84 4
,

5
,

0

t t t s s s s s s s

t t t s s s s s s s s

           

           


 

Lako se vidi da su Njutnova i Halejeva iterativna funkcija specijalni slučajevi sa 

0F  i 1F  respektivno. Njutnov postupak ne pripada ovoj familiji postupaka trećeg reda, 

ali se moţe posmatrati kao granični slučaj kada 0s  . 

Za opisane postupke vaţi sledeća teorema. 

Teorema 11. [10] Neka za funkciju    3 , ,f C D D a b  , važi  

   0f a f b   

  0f x  ,   0f x  ,   0f x  , x D .  

Tada za svako 0x D  takvo da je  0 0f x   iterativni postupak  1n k nx F x   

monotono konvergira ka rešenju   jednačine   0f x  .  

Ako je dodatno ispinjen uslov 

   2f a f b   
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onda nejednakost zaustavljanja 

1 1n n nx x x     

važi za svako 0,1,n   , i sve 1,2,k  . 

2.3 Postupak Trauba 

U ovom delu ćemo posmatrati iterativnu funkciju generisanu inverznom 

interpolacijom. 

Neka je α ∈ 𝐷 rešenje jednačine 𝑓 𝑥 = 0. Pretpostavimo da je 𝑓′ različit od 

nule u 𝐷 i da je 𝑓(𝑠) neprekidna funkcija u D. Tada funkcija 𝑓 ima inverznu funkciju 𝐹 i 

funkcija 𝐹(𝑠) je neprekidna u D.  

Neka je 𝑄𝑠 Tejlorov polinom funkcije F stepena 1s   dobijen Tejlorovim 

razvojem u tački 𝑦 = 𝑓(𝑥). Tada je 

𝐹 𝑡 = 𝑄𝑠 𝑡 +
 𝐹 𝑠 (𝑧 𝑡 )

𝑠!
 (𝑡 − 𝑦)𝑠 

i 

𝑄𝑠 𝑡 =  
𝐹 𝑗  

𝑗!

𝑠−1

𝑗=𝑜

(𝑡 − 𝑦)𝑗  

Gde 𝑧(𝑡) leţi u intervalu definisanom sa 𝑦 i 𝑡, tj. 𝑧(𝑡) ∈  𝑚𝑖𝑛 𝑦, 𝑧 , 𝑚𝑎𝑥 𝑦, 𝑡  . 

Definišimo 

𝐸𝑠 = 𝑄𝑠 0  

Kako je  

𝐸𝑠 =  
(−1) 𝑗  

𝑗!

𝑠−1

𝑗 =1

𝐹(𝑗 )𝑓𝑗   

ili 

𝐸𝑠 = 𝑥 −  
(−1) 𝑗−1 

𝑗!  𝐹′ 𝑗

𝑠−1

𝑗 =1

𝐹(𝑗 )𝑢𝑗 . 

 

Ako uvedemo oznaku 
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𝑌𝑗  𝑥 =  
 −1  𝑗−1 𝐹 𝑗  (𝑦)

𝑗! (𝐹′(𝑦)) 𝑗  
 
𝑦=𝑓 𝑥 

 

moţemo da napišemo 

𝐸𝑠 = 𝑥 −  𝑌𝑗

𝑠−1

𝑗=1

𝑢𝑗  

i 

𝛼 = 𝐸𝑠 +
 −1 s𝐹 𝑠 (𝑧(0))

𝑠! (𝐹′)(𝑠)
𝑢𝑠 

Kako 𝐹 nije lako odrediti, 𝐸𝑠  ćemo prikazati pomoću funkcija 𝑓 𝑖 𝑓′ i 𝑌𝑗  𝑥 . 

Dobijamo 

𝐸𝑠 = 𝑥 − 𝑢(𝑥)𝑔(𝑥), 

gde je  

𝑔 𝑥 =  𝑌𝑗 𝑢
𝑗−1

𝑠−1

𝑗=1

 

Sa početnom vrednošću 𝑥0 ∈ 𝐷 formiramo iterativni niz 

𝑥𝑛+1 = 𝐸𝑠 𝑥𝑛 ,      𝑛 = 0,1,2, ….   

Za ovaj postupak ćemo dati dovoljne uslove za vaţenje nejednakosti 

zaustavljanja.  

Specijalni slučajevi posmatranog postupka su Njutnov postupak za 2s  , i 

postupak Čebiševa za 3s  . Ove postupke moţemo zapisati i na sledeći način 

𝐸2 = 𝑥 − 𝑢 

𝐸3 = 𝐸2 − 𝑌2𝑢 = 𝑥 − 𝑢 − 𝑌2𝑢 

Teorema 12. [10] Neka funkcija 𝑓 ∈ 𝐶𝑠(𝐷), 2s  , zadovoljava sledeće uslove 

𝑓 𝑎 < 0,    𝑓 𝑏 > 0 

𝑓 ′ 𝑥 > 0, 𝑓 ′′  𝑥 > 0, 𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓 ′ 𝑏 ≤ 2𝑓 ′ (𝑎) 

𝑠𝑖𝑔𝑛  𝑓𝑗  𝑥  = (−1)𝑗  , 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑗 = 2,3, … , 𝑠. 
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Tada za svako 
0x fD  iterativni postupak  

𝑥𝑛+1 = 𝐸𝑠(𝑥𝑛) 

konvergira ka jedinstvenom rešenju 𝛼 ∈ 𝐷 jednačine 𝑓 𝑥 = 0 i za sve 

 0,1,2,n  važi nejednakost zaustavljanja 

 𝑥𝑛+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1 . 

Dokaz. Iz 𝑓 ′ 𝑥 > 0 za 𝑥 ∈ 𝐷 sledi da funkcija 𝑓 ima inverznu funkciju 𝐹 i da 

je 𝐹(𝑠) neprekidna funkcija u okolini nule. U [19] je dato 

𝐹(𝑗 ) = (𝑓 ′)−𝑗   −1 𝑟 𝑗 + 𝑟 − 1 !  
 𝐴𝑖 

𝛽𝑖

𝛽𝑖!
,

𝑗

𝑖=2

 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑠 

pri čemu se suma uzima za sve nenegativne brojeve i  takve da je  

  𝑖 − 1 𝛽𝑖 = 𝑗 − 1

𝑗

𝑖=2

 

gde je 

𝑟 =  𝛽𝑖

𝑗

𝑖=2

, 𝐴𝑗  𝑥 =
𝑓 𝑗  (𝑥)

𝑗! 𝑓 ′(𝑥)
,   𝑗 = 1,2,3, … , 𝑠 

Za 𝑗 = 1 uzima se da je 𝛽𝑖 = 0 za sve 𝑖.  

Kako je 𝑓 ′(𝑥) > 0 sledi 

𝑠𝑖𝑔𝑛  𝐴𝑗  𝑥  = 𝑠𝑖𝑔𝑛  𝑓 𝑗   𝑥  = (−1)𝑗 , 𝑗 = 2,3, … , 𝑠 

i 

𝑠𝑖𝑔𝑛( −1 𝑟 𝑗 + 𝑟 − 1 !  
 𝐴𝑖 

𝛽𝑖

𝛽𝑖!
 )

𝑗

𝑖=2

=  −1 𝑟   𝑠𝑖𝑔𝑛  𝐴𝑖 
𝛽𝑖   

𝑗

𝑖=2

=  −1 𝑟   −1 𝑖𝛽𝑖

𝑗

𝑖=2

 

Primetimo da je  

 −1 𝑟   −1 𝑖𝛽𝑖
𝑗
𝑖=2 =  −1 𝑟 −1  𝑖𝛽𝑖

𝑗
𝑖=2 =  −1 𝑟 −1 𝑗−1 −1 𝑟 =  −1 𝑗−1. 

Prema tome 

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐹 𝑗   𝑓 𝑥  =  −1 𝑗−1, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑠. 

Ovo implicira 
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𝑠𝑖𝑔𝑛  𝑌𝑗  𝑥  =  −1 𝑗−1 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐹 𝑗   𝑓 𝑥  =  −1 𝑗−1 −1 𝑗−1 = 1. 

Kako je 

𝑔 𝑥 =  𝑌𝑗 𝑢
𝑗−1

𝑠−1

𝑗=1

 

i 𝐹′ 𝑓 𝑥  = (𝑓 ′ 𝑥 )−1 imamo 𝑌1 𝑥 = 1, 𝑔 ∈ 𝐶1(𝐷) i 

𝑔 𝑥 = 1 +  𝑌𝑗 𝑢
𝑗−1 ≥ 1 ,      𝑥 ∈ 𝐷𝑓

+

𝑠−1

𝑗 =2

. 

U [19] je dokazano da je 

𝐸𝑠+1 = 𝐸𝑠 −
𝑢

𝑠
𝐸𝑠

′ . 

Odatle sledi 

𝐸𝑠
′ =

 −1 s−1𝐹 𝑠 𝑢𝑠−1

(𝑠 − 1)! (𝐹′) 𝑠 
. 

Za 𝑥0 ∈ 𝐷𝑓
+ vaţi 𝑢(𝑥)𝑠−1 ≥ 0 i 

𝑠𝑖𝑔𝑛  𝐸𝑠
′  𝑥  =  −1 s−1 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐹 𝑠  𝑓 𝑥  = 1,  

tj.  𝐸𝑠
′  𝑥 ≥ 0, 𝑥0 ∈ 𝐷𝑓

+ .  

Kako je 𝑓 ′′  𝑥 > 0 za 𝑥 ∈ 𝐷 i iz 𝑔 𝑥 ≥ 1 tvrĎenje teoreme sledi na osnovu 

teoreme Teorema 4. 

2.4 Numerički tok iterativnog postupka 

Sa povećanjem broja iteracija greška se smanjuje ili teţi nuli, što se vidi iz ocene 

greške itrativnog postupka. Naravno, to je tačno pod pretostavkom da nema grešaka 

nastalih zaokruţivanjem, koje su neizbeţne pri radu sa računarom, ili aproksimacijama 

funkcija koje se pojavljuju u iterativnom postupku. 

Pri konkretnom izračunavanju članova iterativnog niza definisanog pravilom 

𝑥0 ∈ 𝐷,   𝑥𝑘+1 = 𝜑 𝑥𝑘 ,   𝑘 = 0,1, … 

javljaju se greške zaokruţivanja usled rada sa mašinskim brojevima i greške nastale 

zamenom funkcije 𝜑 nekom računarskom aproksimacijom 𝜑∗. Tako se umesto niza 

 𝑥𝑘  izračunava niz mašinskih brojeva  𝑥𝑘
∗  po pravilu 

𝑥𝑘+1
∗ = 𝜑∗ 𝑥𝑘

∗ ,   𝑘 = 0,1,2 … 
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Za neki broj 𝑥0
∗ ∈ 𝐷. Skup mašinskih brojeva M i računarska aproksimacija 𝜑∗ 

funkcije 𝜑 zavisi od konkretnog računara, ali postoje opšta pravila koja omogućavaju 

analizu implementacije iterativnog postupka.  

Pretpostavimo da je funkcija 𝜑 kontrakcija na nekom intervalu 𝐷 sa konstantom 

kontrakcije 𝛾, tj. da za svako 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 vaţi 

 𝜑 𝑥 − 𝜑(𝑦) ≤ 𝛾 𝑥 − 𝑦   

gde je 𝛾 < 1. 

Neka je 𝜑∗ računarska aproksimacija funkcije 𝜑 tj. 𝜑∗ je funkcija koja se koristi 

pri efektivnom izračunavanju vrednosti funkcije 𝜑 pomoću računara. Pretpostavimo da 

vaţi 

 𝜑 𝑥 − 𝜑∗(𝑥) ≤ 𝜌,   𝑥 ∈ 𝐷 

Pri tom je 𝜌 ≥ 𝑒𝑝𝑠, a eps zavisi od računara i programa koji se koristi. Dalje, 

definišemo 

𝛿 =
𝜌

1 − 𝛾
. 

Očigledno je 𝛿 >  𝜌 ≥ 𝑒𝑝𝑠. Sada je potrebno oceniti grešku aproksimancije tačnog 

rešenja 𝛼 jedančine 𝑥 = 𝜑 𝑥  pomoću 𝑥𝑘
∗ . Sledeća teorema, koju dajemo bez dokaza, 

daje odgovor na postavljeno pitanje. 

Teorema 13. [10] Neka je 𝜑 kontrakcija na intervalu 𝐷 sa konstantom 

kontrakcije 𝛾 i neka je 𝛼 rešenje jednačine 𝑥 = 𝜑 𝑥 . Neka su nizovi  𝑥𝑘  i  𝑥𝑘
∗  

definisani sa, 𝑥0, 𝑥0
∗  ∈ 𝐷, 

  𝑥𝑘+1 = 𝜑 𝑥𝑘 ,       𝑥𝑘+1
∗ = 𝜑∗ 𝑥𝑘

∗ ,    𝑘 = 0,1, …. 

Ako funkcije 𝜑 i 𝜑∗ zadovoljavaju uslov  

 𝜑 𝑥∗ − 𝜑∗(𝑥∗) ≤ 𝜌,    x M  

i ako je 𝜑 i 𝜑∗ preslikavaju 𝐷 u samog sebe onda važi: 

 Iz  𝑥𝑘
∗ − 𝛼 > 𝛿 sledi  𝑥𝑘+1

∗ − 𝛼 <  𝑥𝑘
∗ − 𝛼  

 Postoji 𝑁 ∈ ℕ tako da važi  𝑥𝑘
∗ − 𝛼 < 𝛿 za sve 𝑘 ≥  𝑁 

 Postoji 𝑁1 ∈ ℕ i neko 𝑝 ∈ ℕ tako da važi 𝑥𝑘+𝑝
∗ = 𝑥𝑘

∗  za sve 𝑘 ≥ 𝑁1  

 Za svako 𝑘 ≥ 0 važi  

 𝑥𝑘+1
∗ − 𝛼 ≤

𝜌 + 𝛾 𝑥𝑘+1
∗ − 𝑥𝑘

∗ 

1 − 𝛾
. 
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Iz dokaza se vidi da greška  𝑥𝑘
∗ − 𝛼  monotono opada kada 𝑘 raste sve dok ne 

postane manja od  𝛿. Posle toga  𝑥𝑘
∗ − 𝛼  ostaje manje ili jednako sa 𝛿. Iterativni 

postupak ili stoji (𝑝 = 1) tj. dobijaju se samo isti mašinski brojevi kao članovi niza 

 𝑥𝑘
∗ , ili se ciklički ponavljaju (𝑝 ≥ 2). Ovakvo ponašanje iterativnog niza moţe se u 

skupu mašinskih brojeva uzeti kao analogon konvergenciji u skupu realnih brojeva. 

Zbog toga niz  𝑥𝑘
∗   mašinskih brojeva koji ima osobine iz prethodne teoreme sa nekim 

𝑥∗ ∈ ℝ i nekim 𝛿 >  0 kaţemo da numerički konvergira ka 𝑥∗. 

Problem odreĎivanja rešenja moţe se sada posmatrati kao odreĎivanje niza 

numeričko konvergentnog ka pravom rešenju 𝛼 sa što je moguće manjim 𝛿. Na osnovu 

tvrĎenja teoreme vaţi 

 𝑥𝑘+1
∗ − 𝛼 ≤ 𝜀  

ako je 

 𝑥𝑘+1
∗ − 𝑥𝑘

∗ ≤
𝜀 1 − 𝛾 − 𝜌

𝛾
. 

I ova implikacija se naziva izlazni kriterijum. 
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3. Izlazni kriterijum za neke postupke 

3.1 Postupak Potra-Ptak 

U radu [17] definisan je iterativni postupak 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑓 𝑥𝑘 + 𝑓  𝑥𝑘 −

𝑓(𝑥𝑘)
𝑓 ′ (𝑥𝑘)

 

𝑓 ′(𝑥𝑘)
    𝑘 = 0,1, …. 

Za ovaj postupak, postupak Potra&Ptak, ćemo dokazati teoremu analognu teoremi 

Teorema 4.  

Funkcija koraka postupka Potra&Ptak moţe se prikazati na sledeći način 

𝜑 𝑥 = 𝑥 −
𝑓 𝑥 + 𝑓  𝑥 −

𝑓(𝑥)
𝑓 ′ (𝑥)

 

𝑓 ′ (𝑥)
= 𝑥 −

𝑓(𝑥)

𝑓 ′ (𝑥)
  𝑔(𝑥)  

gde je  

𝑔 𝑥 = 1 +
𝑓  𝑥 −

𝑓(𝑥)
𝑓 ′ (𝑥)

 

𝑓(𝑥)
 

Teorema 14. Neka za funkciju 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) i 𝐷 =  𝑎, 𝑏  važi 

𝑓 𝑎 < 0,   𝑓 𝑏 > 0, 

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 > 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

onda za postupak Potra&Ptak 𝑥𝑘+1 = 𝜑(𝑥𝑘) gde je  

𝜑 𝑥 =  𝑥 −
𝑓(𝑥)

𝑓 ′(𝑥)
  𝑔(𝑥)  

i 
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𝑔 𝑥 = 1 +
𝑓  𝑥 −

𝑓(𝑥)
𝑓 ′ (𝑥)

 

𝑓(𝑥)
 

 

važi  

𝑔 ∈ 𝐶1 𝐷𝑓
+  , 𝑔 𝑥 ≥ 1 , 𝑥 ∈ 𝐷𝑓

+ 

𝜑′ 𝑥 ≥, 𝑥 ∈ 𝐷𝑓
+  . 

Dokaz. Na osnovu pretpostavki teoreme sledi da za svako x ∈ Df
+   vaţi 

 
 

f x
x x

f x
   


, pogledati dokaz globalne konvergencije Njutnovog postupka u [11]. 

Kako je na osnovu Tejlorovog razvoja 

 
 

   
 
 

 
 
 

2

f x f x f x
f x f x f x f

f x f x f x


  

   
      

   
 

za neko 
 

 
, x

f x

f x
x

 
  

 
, dobijamo  

 
 

 
 

 

 
2

f x

f

f x
f x

f x
f

f x x


 
 

 






 

i  

   
 

 
2

1
f x

fg x
f x




  . 

Očigledno je   1g    i   1g x   za 
fx D . TakoĎe je  1

fg C D . Iz 

 

 
 

     
 
 

 
 3

f x f x
f x f x f x f x f x

f x f x
x f x

f x


    
                


 

sledi   0, fx x D    , jer je f   rastuća funkcija i 
 
 

f x
x x

f x
   


, tj.             

 𝑥 −
𝑓(𝑥)

𝑓 ′ (𝑥)
, 𝑥 ∈ 𝐷𝑓

+. Time je teorema dokazana. 
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Sada moţemo dokazati teoremu o nejednakosti zaustavljanja postupka 

Potra&Ptak. 

Teorema 15.  Neka za funkciju 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) i 𝐷 =  𝑎, 𝑏  važi 

𝑓 𝑎 < 0,   𝑓 𝑏 > 0, 

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 > 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓 ′ 𝑏 ≤ 2𝑓 ′ (𝑎) 

Tada za svako
0 fx D , iterativni postupak  1  k kx x   gde je  

 
 
 

  ( )
f x

x x g x
f x

  


 

𝑔 𝑥 = 1 +
𝑓  𝑥 −

𝑓(𝑥)
𝑓 ′ (𝑥)

 

𝑓(𝑥)
 

konvergira ka jedinstvenom rešenju 𝛼 jednačine 𝑓 𝑥 = 0 i važi za 0,1,k    

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 . 

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme je  

 1

fg C D ,   1, fg x x D   

i 

  0, fx x D    . 

To znači da su ispunjene pretpostavke teoreme Teorema 4, pa neposredno sledi i 

tvrĎenje ove teoreme. 

Teorema 16. [8] Neka za funkciju 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) i 𝐷 =  𝑎, 𝑏  važi 

𝑓 𝑎 < 0,   𝑓 𝑏 > 0, 

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 < 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓 ′ 𝑎 ≤ 2𝑓 ′ (𝑏) 

 1

fg C D ,   1, fg x x D   

  0, fx x D     

Tada za svako 0 fx D , iterativni postupak 𝑥𝑘+1 = 𝜑(𝑥𝑘) gde je  
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 
 
 

  ( )
f x

x x g x
f x

  


 

konvergira ka jedinstvenom rešenju 𝛼 jednačine 𝑓 𝑥 = 0 i važi za  

 𝑥𝑘+1 −  𝛼 ≤  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 . 

Dokaz. I u ovom slučaju se lako dokazuje da za  g x  i neko 
 

 
,

f x
x x

f x


 
 

 


vaţi 

   
 

 
2

1
f x

fg x
f x




   

i  1

fg C D ,   1, fg x x D  . Na osnovu pretpostavki teoreme sledi da za svako 

fx D  vaţi 
 
 

f x
x x

f x
  


, pogledati dokaz globalne konvergencije Njutnovog 

postupka u [11]. Sada je   0, fx x D    , gde je 

 

 
 

     
 
 

 
 3

f x f x
f x f x f x f x f x

f x f x
x f x

f x


    
                


 

jer je f   opadajuća funkcija i 𝑓 ′′ (𝑥) < 0. TvrĎenje teoreme sledi direktno na osnovu 

teoreme Teorema 7. 

Posmatrali smo dva slučaja 

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 > 0,   𝑥 ∈ 𝐷  

i  

𝑓 ′ 𝑥 > 0,   𝑓 ′′  𝑥 < 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

i dokazali teoreme o nejednakosti zaustavljanja. Druga dva slučaja  

𝑓 ′ 𝑥 < 0,   𝑓 ′′  𝑥 < 0,   𝑥 ∈ 𝐷  

i  

𝑓 ′ 𝑥 < 0,   𝑓 ′′  𝑥 > 0,   𝑥 ∈ 𝐷 

0,1,k  
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svode se na prethodna dva ako se umesto jednačine   0f x   posmatra jednačina 

  0f x  . Tada zahtevamo još u prvom slučaju   2 ( )f b f a  , odnosno, u drugom 

slučaju,   2 ( )f a f b  . 

3.2 Varijante nekih poznatih postupaka 

3.2.1 Ojlerov postupak 

Ojlerov iterativni postupak je jednostavna varijanta Njutnovog postupka. Njegov 

red konverencije je 3. Zasnovan je na Tejlorovom razvoju funkcije 𝑓 𝑥  u 𝑥𝑛  

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥𝑛 + 𝑓 ′ 𝑥𝑛  𝑥 − 𝑥𝑛 +
1

2
𝑓 ′′  𝑥𝑛  𝑥 − 𝑥𝑛 2 + ⋯ 

Tejlorov polinom drugog stepena funkcije f je 

𝑝 𝑥 = 𝑓 𝑥𝑛 + 𝑓 ′ 𝑥𝑛  𝑥 − 𝑥𝑛 +
1

2
𝑓 ′′  𝑥𝑛  𝑥 − 𝑥𝑛 2 

Ovaj polinom moţe imati dva, jedan ili nijedan koren. Sledeću aproksimaciju 𝑥𝑛+1 koja 

je blizu 𝑥𝑛  dobijamo iz 𝑝 𝑥 = 0. Tako dobijamo 

𝑥 − 𝑥𝑛 =
−𝑓 ′ 𝑥𝑛 ±  𝑓 ′ 𝑥𝑛 2 − 2𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′′  𝑥𝑛 
 . 

Aproksimaciju x obeleţavamo sa 𝑥𝑛+1. Postoje dva problema sa ovim izrazom. 

Prvi problem je koji znak da odaberemo. Znak treba odabrati tako da brojilac bude što je 

bliţe moguće nuli, što zavisi od znaka 𝑓 ′ 𝑥𝑛 . Ovaj problem se otklanja deljenjem 

brojioca i imenioca sa 𝑓 ′ 𝑥𝑛 . Pri tome dobijamo 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 =

−1 ±  1 −
2𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 2

𝑓 ′′  𝑥𝑛 
𝑓 ′ 𝑥𝑛 

, 

a odatle i rešenje 𝑥 koje je blizu 𝑥𝑛  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 +

−1 +  1 −
2𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 2

𝑓 ′′  𝑥𝑛 
𝑓 ′ 𝑥𝑛 

 =      𝑥𝑛 −

1 −  1 −
2𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 2

𝑓 ′′  𝑥𝑛 
𝑓 ′ 𝑥𝑛 

    

Drugi problem se pojavljuje kada je 𝑥𝑛  blizu rešenje jednačine   0f x  . Tada 

je  𝑓 𝑥𝑛  skoro nula, stoga, brojilac u prethodnom izrazu je zbir dva broja sa gotovo 

indentičnim apsolutnim vrednostima ali sa drugačijim znakom. Što će prouzrokovati 



28 

  

veliki gubitak značajnih cifra pri numeričkom računanju. Ovaj problem se otklanja 

mnoţenjem imenioca i brojioca sa  

1 +  1 −
2𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 2
. 

Koristeći se identitetom 

 1 −  1 − 𝑢  1 −  1 − 𝑢 = 𝑢 

dobijamo 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −

2𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 
𝑓 ′ 𝑥𝑛 2

𝑓 ′′  𝑥𝑛 
𝑓 ′ 𝑥𝑛 

 1 +  1 −
2𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 2  

 

odnosno, 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
2𝑓 𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛  1 +  1 −
2𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 2  

. 

Sada Ojlerov iterativni postupak moţemo zapisati u obliku  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 

2

1 +  1 −
2𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 2

  .   

3.2.2 Halejev postupak 

Ojlerov postupak neki autori nazivaju Halejev iracinalni postupak, [19]. Naime, 

aproksimacija 

 1 − 𝑡 𝑥 = 1 −
𝑡(𝑥)

2
  

daje 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

2𝑓 ′ 𝑥𝑛 

. 
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3.2.3 Hansen-Patrikova familija i neki njeni specijalni slučajevi 

Polazeći od Ojlerovog postupka 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 

2

1 +  1 −
2𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 2

   

dobijena je u radu [7] jednoparametarska familija iterativnih postupaka 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 

 𝑎 + 1 

(𝑎 +  1 −  𝑎 + 1 𝑡 𝑥𝑛 
. 

Ova familija ima red konvergencije 3. Isti red imaju i njeni specijalni slučajevi, sem 

Njutnovog postupka, koji kao granični slučaj kada 𝑎 → ∞ ima red konvergencije 2.  

Specijalni slučajevi ove familije su 

3.2.3.1 Ojlerov postupak 

Ovaj postupak se dobija direktno za 𝑎 = 1. 

3.2.3.2 Halejev postupak 

Ovaj postupak se dobija za 𝑎 = −1, jer iz  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 

 𝑎 + 1 

(𝑎 +  1 −  𝑎 + 1 
𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 2

 

sledi 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
 𝑎 + 1 𝑓 𝑥𝑛 

(𝑎𝑓 ′ 𝑥𝑛 +  𝑓 ′ 𝑥𝑛 2 −  𝑎 + 1 𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 
 

i 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
 𝑎𝑓 ′ 𝑥𝑛 −  𝑓 ′ 𝑥𝑛 2 −  𝑎 + 1 𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛  𝑓 𝑥𝑛 

(𝑎 − 1)𝑓 ′ 𝑥𝑛 2 + 𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 
, 

a za 𝑎 = −1 dobija se 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
−2𝑓 ′ 𝑥𝑛 𝑓 𝑥𝑛 

−2𝑓 ′ 𝑥𝑛 2 + 𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 
 

tj. 
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𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 

1

1 −
𝑓 𝑥𝑛 𝑓 ′′  𝑥𝑛 

2𝑓 ′ 𝑥𝑛 2

. 

Lepota Halejevog postupka se sastoji u tome što nije potrebno računati kvadratni 

koren. Nijedna druga vrednost parametra 𝑎 ne daje postupak sa ovom osobinom. 

3.2.3.3 Postupak Ostrovskog 

Ovaj postupak se dobija direktno za 𝑎 = 0. 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 

1

 1 − 𝑡 𝑥𝑛 
, 

odnosno 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 

 𝑓′ 𝑥𝑛 2 − 𝑓 𝑥𝑛 𝑓′′ 𝑥𝑛 
. 

3.2.3.4 Njutnov postupak 

Ovaj postupak se dobija kao granična vrednost kada 𝑎 → ∞. 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛 

𝑓 ′ 𝑥𝑛 
. 

3.2.4 Familija modifikovanih postupaka 

U radu [4] dati su Tejlorovi razvoji za sledeće iterativne postupke 

 Halejev postupak 

𝐻 𝑡 =  1 −
1

2
𝑡 

−1

= 1 +
1

2
𝑡 +

1

4
𝑡2 + ⋯. 

 Ojlerov postupak 

𝐻 𝑡 = 2(1 +  1 − 2𝑡 )−1 = 1 +
1

2
𝑡 +

1

2
𝑡2 + ⋯. 

 Hansen-Patrikov postupak  

𝐻 𝑡 =  𝑎 + 1  𝑎 +  1 −  𝑎 + 1 𝑡  
−1

= 1 +
1

2
𝑡 +

𝑎 + 3

8
𝑡2 + ⋯, 

a je realan broj. 

 Postupak Ostrovskog 

𝐻 𝑡 = (1 − 𝑡)−0,5 = 1 +
1

2
𝑡 +

3

8
𝑡2 + ⋯. 

 Postupak inverzne interpolacije 

𝐻 𝑡 = 1 +
1

2
𝑡. 
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U svim postupcima je  

 
   

 
2

.
f x f x

t t x
f x


 


 

Na osnovu Tejlorovog razvoja funkcije koraka Hansen-Patrikovog postupka, 

moţemo izraziti i ostale Tejlorove razvoje posmatranih funkcija kao njene specijalne 

slučajeve. Neka je 

  23
1 .

2 8

t a
t t


  

 

Posmatrajmo iterativni postupak  1n k nx F x  , gde je 

 
 
 

  .
f x

F x x t x
f x

 


 

Funkcija F sadrţi i parametar a, te je moţemo posmatrati kao familiju 

postupaka. Ova familija sadrţi modifikacije nekih poznatih iterativnih postupaka. Za 

1a    dobijamo modifikaciju Halejevog postupka, za 1a   dobijamo modifikaciju 

Ojlerovog postupka, a za 0a   i 3a    modifikaciju postupka Ostrovskog i postupak 

inverzne interpolacije.  

Neposrednim diferenciranjem funkcije F dobijamo da vaţi  

 F  ,     
    0, 1,2,

j
F j        

    2

3

2 3
6

(1 )

2

aF
c c

 
 

 

što znači da je postupak  1n k nx F x   reda konvergencije 3 sa asimptotskom 

konstantom greške  

2

2 3

1 )

2

( a
c c


. 

Za postupak vaţi sledeća teorema. 

Teorema 17. Neka za funkciju    3 , ,f C D D a b  , važi  

   0f a f b   

  0f x  ,   0f x  ,   0f x  , x D .  

Tada za svako 0x D  takvo da je  0 0f x   iterativni postupak  1n k nx F x  , 

sa 
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 
 
 

  
f x

F x x t x
f x

 


 

i 

  23
1 ,

2 8

t a
t t


    

konvergira monotono ka rešenju   jednačine   0f x   za svako  3,1a  . 

Ako je ispinjen uslov 

   2f a f b   

tada nejednakost zaustavljanja 

1 1n n nx x x     

važi za svako 0,1,n   , i sve 1,2,k  . 

Dokaz. Na osnovu pretpostavki teoreme sledi da jednačina   0f x   ima u D 

jedinstveno rešenje  . Za svako 
fx D  vaţi 

 
 

f x
x x

f x
  


, pogledati dokaz 

globalne konvergencije Njutnovog postupka u [11]. Dokazaćemo da je  ' 0F x   za 

fx D  i da vaţi 1k kx x   . 

Diferenciranjem dobijamo 

    
      

 

      

 
2

1
f x t x t x f x t x f x

F x t x
f x f x

 


  
    

 
. 

Kako je 

 

 
 

   

 

   

 

   

 

2 2 2 (3)

2 4 3

2f x x x x x xf f f f f f

f f f

x
t x

f x x x x
 

 
 

  
 

dobijamo 

 

 
     

   

 

2 (3)
2

3
2

f f
t x t x

f x x x
t x

f x xf






 . 

Sada je  
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 
   

 

2 (3)

2 2

3

3 1 3
1 (1 ) 1 2

2 8 2 4

f x f xt a a
F x t t t t t

f x

     
                  

 

i 

   
   

 

2 (3)

2

3

(2 (3 ) )1
3 15 ( 3 5 )

8 4

a t f x f x
F x t t a t

f x

 
      


. 

Očigledno, za  3,1a   oba sabirka su pozitivna, pa je  ' 0F x   za fx D . Za 

0 fx D  je 1 0x x , jer je  0 0f x   i   0 1t x  . Pošto je funkcija F rastuća i 

0x  , sledi da je  

   1 0x F x F     . 

Znači, 0 1x x   , a odatle sledi 1k kx x    za svako 0,1,k   . Zbog monotonosti i 

ograničenosti iterativnog niza sledi njegova konvergencija. Granična vrednost ovog niza 

je, zbog neprekidnosti funkcije F, upravo  . 

TvrĎenje da vaţi izlazni kriterujum dajemo na način koji je prezentovan u [8]. 

Za neko k  iz intervala odreĎenog sa kx  i  , vaţi 

𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 = 𝐹 𝑥𝑘 = −
𝑓 𝑥𝑘 

𝑓 ′ 𝑥𝑘 
𝜑 𝑡(𝑥𝑘) = −

𝑓 𝑥𝑘 − 𝑓 𝛼 

𝑓 ′ 𝑥𝑘 
𝜑 𝑡(𝑥𝑘)  

 

= −
𝑓 ′ 𝛼𝑘 

𝑓 ′ 𝑥𝑘 
𝜑 𝑡(𝑥𝑘) (𝑥𝑘 − 𝛼) 

 

i 

𝑥𝑘+1 − 𝛼 = 𝑥𝑘 − 𝛼 −
𝑓 𝑥𝑘 − 𝑓(𝛼)

𝑓 ′ 𝑥𝑘 
𝜑 𝑡(𝑥𝑘) =  1 −

𝑓 ′ 𝛼𝑘 

𝑓 ′ 𝑥𝑘 
 𝜑 𝑡(𝑥𝑘) (𝑥𝑘 − 𝛼) 

 

Iz poslednje dve relacije sledi 

𝑥𝑘+1 − 𝛼 = (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)  1 −
𝑓 ′ 𝑥𝑘 

𝑓 ′ 𝛼𝑘 
  

 

Sada vidimo da iz 
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 1 −
𝑓 ′ 𝑥𝑘 

𝑓 ′ 𝛼𝑘 
 ≤ 1 

sledi tvrĎenje teoreme. Poslednja nejednakost je ekvivaletna sa 

0 ≤
𝑓 ′ 𝑥𝑘 

𝑓 ′ 𝛼𝑘 
≤ 2 

Kako je f' rastuća funkcija i   0f x  , za 𝑥 ∈ 𝐷, dobijamo 

0 ≤
𝑓 ′ 𝑥𝑘 

𝑓 ′ 𝛼𝑘 
≤

𝑓 ′ (𝑎)

𝑓 ′ (𝑏)
≤ 2. 

Ovaj uslov je pretpostavljen, te je time teorema dokazana. 
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4. Eksperimenti 

U ovom delu prikazujemo rezultate naših eksperimenata sa opisanim 

postupcima. Sva računanja su uraĎena u Mathematica-i 8. Preciznost je povećana na 

20000 cifara sa SetPrecision funkcijom. Koristili smo sledeći izlazni kriterijum: 

kx     i  kf x   gde je   tačno rešenje posmatrane jednačine. U slučajevima 

kada tačno rešenje nije dostupno, koristili smo njegovu aproksimaciju * , koja je 

računata sa 20000 cifara, ali smo prikazali samo 20 cifara. Rešavali smo jednačinu 

  0f x   koristeći sledeće test funkcije i za njih odgovarajuće startne vrednosti 0x  i 

tačna rešenja   ili aproksimacije tačnih rešenja 𝛼∗: 

 1

1
sin

2
f x x  , [10, 18], 1* 0.5235987755982988731  , 0 0.7x  , 

  3

2 10f x x  , [12], 2* 2.1544346900318837218  , 0 2x  ,  

  3 2

3 4 10f x x x   , [12], 𝛼3
∗ ≈ 1.365230013414096845, 0 2x   

   2

4 sin ln 1xf x e x x   , [12], 𝛼4
∗ = 0, 0 2x  , 

   
3

5 1 1f x x   , [12], 𝛼5 = 2 , 𝑥0 = 1.5 ,  

   
3

6 1 2f x x   , [12], 
*

6 2.259921049894873  , 0 2.0x  ,  

  2

7 sin cosf x x x x  , [13], 𝛼7
∗ ≈ 0.8952060453842319 , 0 1.5x  , 

 
2 7 30

8 1x xf x e    , [12], 8 3  ,𝑥0 = 3.1 , 

 9 cosf x x x  , [12], 
*

9 0.7390851332151606  , 0 2x  , 

Prikazujemo samo neke od dobijenih rezultata za postupke koje smo posmatrali 

kao poznate modifikacije Njutnovog postupka: Halejev, Ojlerov, postupak Potra&Ptak, 

postupak Ostrovskog, postupak inverzne interpolacije, postupak Trauba za 𝑠 = 4, 
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postupak Hansen-Patrika za različite vrednosti parametra 𝑎 i modifikovanu Hansen-

Patrikovu familiju za iste vrednosti parametra a . 

U sledećoj tabeli prikazane su vrednosti za  𝑥6 − 𝛼  za navedene postupke. Pri 

tome 2.6(−72) označava broj 2.6 × 10−72 , itd.  

Postupak 𝒇𝟐 𝒇𝟑 𝒇𝟔 𝒇𝟖 𝒇𝟗 

Njutnov 2.6(-72) 7.5(-39) 1.1(-40) 5.3(-20) 5.6(-96) 

Halejev 1.2(-887) 1.2(-476) 9.7(-533) 6.9(-326) 6.2(-318) 

Ojlerov 6.1(-1008) 1.0(-578) 1.0(-669) 6.4(-126) 1.5(-351) 

Potra -Ptak 1.8(-698) 1.6(-358) 7.7(-300) 4.7(-155) 3.7(-912) 

Ostrovskog 5.9(-4854) 1.9(-2608) 3.6(-2830) 1.2(-1627) 7.4(-3850) 

Inverzne interpolacije 3.5(-730) 2.5(-175) 6.7(-341) 1.6(-188) 4.9(-290) 

Traub za s=4  1.5(-53) 6.7(-21) 1.5(-21) 1.3(-9) 1.4(-30) 

Hansen&Patrika 

a = 5 3.6(-725) 2.7(-241) 1.0(-411) 8.8(-77) 2.7(-453) 

a = 9 1.2(-644) 1.1(-204) 2.8(-338) 5.2(-57) 1.4(-351) 

a = 15 1.4(-581) 1.4(-178) 1.4(-273) 3.5(-53) 5.9(-315) 

a = 25 3.8(-524) 2.9(-160) 5.5(-208) 9.3(-50) 2.0(-284) 

Hansen&Patrika 
modifikovan 

a = 5 3.3(-651) 5.2(-453) 3.1(-232) 2.1(-297) 8.8(-556) 

a = 9 4.4(-588) 8.8(-310) 1.4(-153) 1.1(-113) 2.6(-501) 

a = 15 1.9(-477) 3.4(-206) 1.5(-29) 5.5(-8) 6.6(-385) 

a = 25 4.6(-397) 4.7(-108) 1.4(-19) 4.2(-1) 4.0(-202) 

Tabela 1. Vrednosti za  𝑥6 − 𝛼  

Iz rezultata prikazanih u tabeli moţemo da vidimo da su rezultati Hansen-

Patrikove familije i modifikovane Hansen-Patrikove familije slični, za izabrane 

vrednosti parametra a. Za ovu drugu familiju smo dokazali da vaţi izlazni kriterijum 

pod uslovima datim u teoremi 17.  

Za posebne vrednosti parametra a dobijamo sledeće postupka: za 1a    

Halejev postupak, za 1a   Ojlerov postupak, a za 0a   i 3a    postupke Ostrovskog 

i inverzne iterpolacije respektivno. 

U tabeli 2. prikazujemo rezultate koji se odnose na izlazni kriterijum. Posmatrali 

smo funkciju   

  3 2

3 4 10f x x x  
 

interval  1.3,2  i početnu vrednost 0 2x  . Za ovu funkciju na izabranom intervalu vaţi  

    23 8 0, 6 8 0,f x x x f x x        

        15. 8 22 ,47, f bf a f f ab    . 

Vidimo da su ispunjeni uslovi teoreme 15 i da za postupak Potra&Ptak vaţi izlazni 

kriterijum. Ovo potvrĎuju i rezultati prikazani u tabeli 2. 
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  3 2

3 4 10f x x x   ,      𝑝𝑟𝑒𝑐 = 10000,     𝜀 = 10−1000 ,     0 2x   

 Njutnov postupak postupak Potra&Ptak 

n 
1 *nx    1n nx x   1 *nx    1n nx x   

0 1.34770(-1) 5.00000(-1) 4.99486(-2) 5.84821(-1) 

1 8.10332(-3) 1.26667(-1) 5.49215(-5) 4.98936(-2) 

2 3.20015(-5) 8.07132(-3) 7.96250(-14) 5.49215(-5) 

3 5.02050(-10) 3.20010(-5) 2.42669(-40) 7.96250(-14) 

4 1.23569(-19) 5.02050(-10) 6.86920(-120) 2.42669(-40) 

Tabela 2. 

U tabeli 3. prikazujemo rezultate koji se odnose na izlazni kriterijum. Posmatrali 

smo funkciju  

 1

1
sin

2
f x x   

interval  0.2,1.2  i početnu vrednost 0 0.7x  . Za ovu funkciju na izabranom intervalu 

vaţi  

           cos 0, sin 0, cos 0f x x f x x f x x          

       0.980067..., 20.362358...,f b f bf a f a      . 

Vidimo da su ispunjeni uslovi teoreme 17 i da za sve postupke modifikovane Hansen-

Patrikove familije vaţi izlazni kriterijum. Ovo potvrĎuju i rezultati prikazani u tabeli 3. 

 1

1
sin

2
f x x  ,      𝑝𝑟𝑒𝑐 = 10000,     𝜀 = 10−1000 ,     0 0.7x   

 Postupak Ostrovskog ( 0a  ) Postupak inv. inter. ( 3a   ) 

n 
1 *nx    1n nx x   1 *nx    1n nx x   

0 1.30242(-3) 1.75369(-1) 2.81600(-3) 1.73585(-1) 

1 2.29302(-10) 1.30242(-3) 7.48913(-9) 2.81600(-3) 

2 2.51178(-30) 2.29302(-10) 1.40015(-25) 7.48913(-9) 

3 3.30144(-90) 2.51178(-30) 9.14952(-76) 1.40015(-25) 

4 7.49668(-270) 3.30144(-90) 2.55313(-226) 9.14952(-76) 

 Ojlerov postupak ( 1a  ) Halejev postupak ( 1a   ) 

n 
1 *nx    1n nx x   1 *nx    1n nx x   

0 4.37895(-4) 1.75963(-1) 1.62695(-3) 1.74774(-1) 

1 1.39875(-11) 4.37895(-4) 1.07848(-9) 1.62695(-3) 

2 4.56106(-34) 1.39875(-11) 3.13596(-28) 1.07848(-9) 

3 1.58141(-101) 4.56106(-34) 7.70994(-84) 3.13596(-28) 

4 6.59152(-304) 1.58141(-101) 1.14576(-250) 7.70994(-84) 

Tabela 3. 
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5. Zaključak 

U master radu posmatrani su numerički postupci za rešavanje nelinearne 

jednačine sa jednom nepoznatom. Za izabrane postupke dokazano je da vaţi 

nejednakost zaustavljanja. Pored poznatih teorema koje se odnose na Njutnov iterativni 

postupak, postupak sečice, Halejev postupak, Stefensenov postupak i celu jednu klasu 

iterativnih postupaka trećeg reda konvergencije, definisanih u [19], dokazane su i nove 

teoreme koje se odnose na nejednakost zaustavljanja za postupak Potra&Ptak iz [17] i 

jednu familiju postupaka, nastalu modifikacijom Hansen-Patrikove familije iz [7]. 

Modifikovana familija i dokazi ovih teorema su originalni rezultat autora. 

Treći deo rada sadrţi kao originalan rezultat tvrĎenja koja se odnose na 

nejednakost zaustavljanja postupka Potra&Ptak i jedne familije postupaka, koja je 

nastala modifikacijom postupka Hansen&Patrika. U ovom delu posmatrani su Hansen-

Patrikova familija postupaka i njeni specijalni slučajevi. 

U poslednjem delu rada prikazani su neki rezultati numeričkih eksperimenata, 

koji su uraĎeni u programskom paketu Mathematica. Primeri su uzeti iz navedenih 

radova, a najviše iz [10], [12], [13] i [18]. Numerički rezultati su u skladu sa teorijskim 

razmatranjima.  
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