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PREDGOVOR

Difuzija (latinski: diffusio- Sirenje, rasprostiranje) predstavlja spontano kretanje molekula ili
Cestica u gasu, tecnosti ili Cvrstom telu sa mesta viSe koncentracije prema mestu nize
koncentracije, tj. meSanje bar dva sredstva kroz njihovu dodirnu povrsinu.

Mnoge reakcije i procesi koji su vazni za dobijanje materijala zasnivaju se na prenosu mase
(molekula, atoma, jona) kroz ¢vrstu materiju. Materija koja se ovim procesom prenosi kroz
sredinu moZe poticati iz ¢vrste, gasovite ili te¢ne faze. Ovaj prenos mase kroz materiju se naziva
difuzija. Difuzija je pojava uzajamnog prodiranja jedne supstance u drugu. To je mehanizam
kojim se jedna vrsta materije transportuje kroz drugu vrstu materije. Kretanje svakog
individualnog atoma ili Cestice je ograni¢eno susednim atomima ili ¢esticama, pa je zato ovo
kretanje niz slucajnih preskoka i sudara. Medutim, krajnji rezultat velikog broja dogadaja moze
da bude ukupno specific(no pomeranje materije. Difuzija u datoj smeSi se odvija ako
koncentracija date komponente nije ista u celom prostoru. Dakle, uslov za nastanak difuzije je
razlika u koncentraciji, odnosno postojanje gradijenta koncentracije. Difuzija prestaje kada
nestane gradijenta koncentracije, tj. kada se izjednaci sastav supstance u rastvaracu.

Svaki proces difuzije odvija se pod uticajem odgovarajuceg gradijenta. Recimo difuzija materije
se odigrava pod uticajem gradijenta koncentracije a difuzija toplote pod uticajem gradijenta
temperature.

Ako je u nekoj smeSi koja se sastoji najmanje od dve molekulski razli¢ite komponente,
koncentracija obe komponente ista u celom prostoru u kojem se smesa nalazi, tada do difuzije ne
dolazi. Uzrok difuzije kod gasova i te¢nosti je termicko kretanje molekula, jona i koloidnih
Cestica. Kod ¢vrstih tela difuzija nastaje usled slucajne Setnje Cestica u prostornoj reSetki.
Difuzija se najbrze odvija u gasovima, sporije u te¢nostima, a najsporije u Cvrstim telima.
PojacCava se s povecanjem temperature jer raste kineticka energija Cestica. Takode, difuzija raste
sa povecanjem dodirne povrSine Cestica. Primenjuje se za razdvajanje izotopa (termodifuzija) i
za razdvajanje smeSa gasova (frakcijska difuzija). Difuzija je vaZzan proces u hemiji, tehnologiji i
bioloSkim procesima.

Difuzija je posledica drugog principa termodinamike, koji kaze da entropija nekog
neravnoteznog sistema moze samo da raste, sve dok sistem ne dode u ravnotezu. Obzirom da
materija difunduje iz oblasti vece koncentracije u oblast manje koncentracije, sistem prelazi iz
uredenijeg u manje ureden sistem, tj. entropija raste. Drugi princip termodinamike je statisticki
zakon i ima veliku primenu u svakodnevnom Zzivotu. Njime se odreduje smer toplotnih procesa:
toplota nikada ne prelazi spontano sa tela koje ima nizu temperaturu na telo koje ima visu
temperaturu.


https://sh.wikipedia.org/wiki/Drugi_princip_termodinamike
https://sh.wikipedia.org/wiki/Entropija
https://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=Statisti%C4%8Dki_zakoni&action=edit&redlink=1
https://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=Statisti%C4%8Dki_zakoni&action=edit&redlink=1

Entropija je veli¢ina odredena kolicnikom toplote i apsolutne temperature. Drugi princip
termodinamike opisuje posledice entropije: ne moze se dobiti rad prenosom toplote sa hladnijeg
na toplije telo. Sa entropijom se sreCemo u svakodnevnom zivotu. Ako predmet padne sa neke
¢vrste povrSine na pod njegova kineticka energija se pretvara u toplotu i malo ugreje podlogu na
koju je pao. Ne postoji slucaj da se predmet sam vrati u prvobitni polozaj uz spontano hladenje
poda. U prvom slucaju entropija sistema raste, a U drugom opada. Svi spontani procesi se
odigravaju u smeru porasta entropije. Niko nas ne sprecava da predmet podignemo i vratimo u
njegovo prvobitno stanje. Ali tada smo smanjili entropiju na racun rada koji je izvrSen
podizanjem predmeta. A da bi se dosSlo do te energije morala je da poraste entropija ha nekom
drugom mestu pri ¢emu je ukupan rezultat porast entropije u svemiru.

Osmoza predstavlja difuziju molekula rastvaraca kroz polupropustljivu membranu koja propusta
molekule rastvaraca ali ne propusta molekule rastvorene supstance. Osmoza se javlja kada su
koncentracije rastvora sa dve strane membrane razliCite. PoSto polupropustljiva membrana
propusta samo molekule rastvaraca ali ne i Cestice rastvorene supstance, dolazi do difuzije
rastvaraca kroz membranu tj. molekuli rastvaraca prolaze kroz membranu kako bi se izjednacile
koncentracije sa obe strane membrane. Molekuli rastvaraca se krecu iz sredine sa manjom
koncentracijom u sredinu sa ve¢om koncentracijom rastvorenih supstanci. Predstavlja vrstu
pasivnog transporta.

Pritisak koji nastaje usled sudara Cestica rastvora i membrane nazivamo osmotskim pritiskom
jer nastaje pod uticajem osmoze. Pri difuziji molekula rastvara¢a kroz membranu dolazi do
porasta nivoa te¢nosti na jednoj strani membrane i smanjenja nivoa te¢nosti na drugom nivou.
Porast nivoa te¢nosti na jednoj strani stvara hidrostaticki pritisak koji se suprotstavlja osmozi {j.
osmotskom pritisku koji deluje na membranu. Kada se ova dva pritiska izjednace doc¢i ¢e do
ravnoteze i proces difuzije ¢e se zavrSiti tj. nee vise do¢i do podizanja nivoa te¢nosti. Pritisak
pri kome se uspostavlja ova ravnoteza se naziva efektivni osmotski pritisak. Osmotski pritisak je
veci §to je koncentracija rastvora veca i obrnuto. Vant Hof je zakljucio da je osmotski pritisak u
nekom razredenom rastvoru jednak pritisku koji bi postigle otopljene Cestice kada bi se nalazile u
stanju gasa, pri datoj temperaturi i zapremini.

* * *

Posebnu zahvalnost dugujem mentoru dr Marku Nedeljkovu i ¢lanovima komisije za odbranu
master rada. Zahvaljujem se svojim roditeljima i sestri Zlati.


https://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=Polupropustljiva_membrana&action=edit&redlink=1
https://sh.wikipedia.org/wiki/Pasivan_transport
https://sh.wikipedia.org/wiki/Osmotski_pritisak

1. Parcijalne diferencijalne jednacine

Literatura za ovo poglavlje je koristena iz: [1], [2], [3], [4], [5].

Parcijalne diferencijalne jednacine se dobijaju u raznim problemima fizike, geometrije i tehnike
kada funkcije koje se posmatraju zavise od dve ili viSe nezavisnih promenljivih. Te promenljive
mogu biti vreme sa jednom ili sa viSe prostornih koordinata.

Samo prostiji problemi mogu da se opiSu obi¢nim diferencijalnim jednac¢inama. Dok problemi u
oblasti mehanike fluida, prostiranja toplote, mehanike ¢vrstog tela i elektromagnetizma opisuju
parcijalne diferencijalne jednacine.

Teorija parcijalnih diferecijalnih jednacina jedan je od bitnih primera uzajamne povezanosti
matematike sa drugim nauc¢nim oblastima. ReSavanje ovih jednacina predstavlja ne samo
formalno matemati¢ko reSenje nego i uslov spoznavanja procesa u prirodnim i drugim naukama.
Sa aspekta matematike, resenje jednadine predstavlja broj ili funkciju. Sa aspekta fizicara ili
biologa, reSenje opisuje proces.

Parcijalne diferencijalne jednacine su veza izmedju zavisne promenljive dve ili vise nezavisnih
promenljivih i njenih izvoda po nezavisnim promenljivim. Nezavisne promenljive su prostorne i
vremenske koordinate (x,y, z; t). Zavisna promenljiva u zavisi od procesa koji se opisuje (kao
Sto su temperatura, koncentracija, gustina...). Uz parcijalne diferencijalne jednacine se
postavljaju pocetni i grani¢ni uslovi koji treba da zadovolje reSenje.

Za parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda ne postoje opSte metode za reSavanje, za
razliku od obi¢nih diferencijalnih jednacina i parcijalnih diferencijalnih jednacina prvog reda sa
jednom nepoznatom funkcijom. ReSavanje ovih jednaCina svodi se na integraljenje obicnih
diferencijalnih jednacina. Razlog toga potice iz cinjenice da su se parcijalne diferencijalne
jednacine drugog reda pojavile u okviru matematic¢ke fizike i mehanike gotovo u samom pocetku
stvaranja matemati¢ke analize. Sem toga, reSenja ovih jedna¢ina morala su da zadovolje i
pocetne i grani¢ne uslove, pa su reSenja razlicita od problema do problema. [1]

Definicijal

Neka je u funkcija promenljivin  x;, x,,...,x, Ciji su svi parcijalni izvodi, do m-tog reda
zakljucno, neprekidni na posmatranoj oblasti Q € R™.

Bilo koja relacija izmedu promenljivih x; (Vi, i = 1,...,n), funkcije u i njenih parcijalnih
izvoda naziva se parcijalna diferencijalna jednacina (PDJ).

Ako je najvisi izvod u datoj definiciji redam (m < n), tada se data jednacina naziva parcijalna
diferencijalna jednacina reda m.



Definicija 2
Linearna nehomogena parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda je jednacina oblika:

%u ou
Lu = 7.‘._ a;;: ———+ 7:1_ a: +bu:C
( ) Lj=1"Y 6xl-6xj =11 dx;

gde L oznacava linearni operator, u = u(xy, ..., x,) je nepoznata funkcija, a
koeficijenti su funkcije oblika:

ajj = (X1, 0, Xn); @3 = @ (Xq, s Xp);

b = b(xq,....,xp); ¢ = c(Xxq, -, Xp)

pri cemu je aij = aj;.

Primeri vaznijih PDJ-a drugog reda sa dve i tri nezavisne promenljive su:

(1) 0%u 2 0%u

=5 jednodimenzionalna talasna jednacina;
ou 2 0%u . . . . ve .
@) il ey jednodimenzionalna toplotna jednacina;

3) =T 3 = 0 dvodimenzionalna Laplasova® jednacina;
0%u . 0%u . . 2. ve .

4) =T 3 = f(x,y) dvodimenzionalna Poasonova“ jednacina;
9%u  9%u . 9*u . . . ve .

(5) Pl 57 t o= 0 trodimenzionalna Laplasova jednacina;

! Pjer-Simon Laplas (1749 - 1827), francuski matematicar

2 Siméon Denis Poason (1781 — 1840), francuski matematicar



U ovim jednacinama c je konstanta, t je vreme, a x,y,z su koordinate. Za f(x,y) # 0
jednacina (4) je nehomogena, dok su sve ostale homogene.

Primenjujuéi Furijeov® red dobijamo periodi¢nu funkeiju kao sumu jednostavnih oscilatornih
funkcija u sinusa i kosinusa. Furijeove redove koristimo kako bi reSili toplotnu jednacinu u
metalnoj plo¢i. Pre Furijeovog rada nije postojalo poznato resenje toplotne jedna¢ine u opStem
sluéaju, iako su pojedinacna reSenja bila poznata ako se izvor toplote ponaSao tako da je toplotni
izvor bio sinusni ili kosinusni talas. Furijeova ideja je bila da se uzme sloZeniji izvor toplote
kao linearna kombinacija jednostavnih sinusnih i kosinusnih talasa, tako da se reSenja napisu kao
linearna kombinacija. Ova linearna kombinacije naziva se Furijeov red.

lako je prvobitna ideja bila resiti toplotnu jednacinu, kasnije se ista tehnika primenjivala na Sirok
spektar matematickih 1 fizickih problema. Furijeovi redovi imaju mnogo primena u
elektrotehnici, analizi vibracija, akustici, optici i kvantnoj mehanici.

Slikal.1 Joseph Fourier

% Joseph Fourier (1768-1830), francuski matematicar i fizicar


https://bs.wikipedia.org/wiki/Sinusoida
https://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Toplotna_jedna%C4%8Dina&action=edit&redlink=1
https://bs.wikipedia.org/wiki/Sinus
https://bs.wikipedia.org/wiki/Kosinus
https://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Linearna_kombinacija&action=edit&redlink=1
https://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Linearna_kombinacija&action=edit&redlink=1
https://bs.wikipedia.org/wiki/Elektrotehnika
https://bs.wikipedia.org/wiki/Oscilovanje
https://bs.wikipedia.org/wiki/Akustika
https://bs.wikipedia.org/wiki/Optika
https://bs.wikipedia.org/wiki/Kvantna_mehanika

1.1 Uvod u Braunovo kretanje

Difuzija obuhvata sve oblasti Zivota. Uti¢e na svaki aspekat osnovnih nauka- biologije, hemije,
geologije, fizike i matematike. Polaze¢i od Furijeove analize difuzije i posmatranjem Sirenja
toplote u Stapu (1807) difuzija je dozivela evoluciju u fizickom i stohasti¢kom smislu.

Stohastiku u difuziju je uveo francuski matemati¢ar Laplas (1809). Laplasov rad je doveo do
otkri¢a slucajnog hoda. Ajnstajnovi® doprinosi iz 1905. godine su objedinili fizicku i
stohasticku difuziju, koriste¢i kontekst Braunovog® kretanja (1828).

1.2 Furijeova jednacina

Furije je istraZivao visinu temperature T jednodimenzionalne Sipke koja se menjala sa promenom
poloZaja x u vremenu t. On je posmatrao ¢vrsta tela kao predmete u kojima toplota tece po putu
provodenja. Uz pretpostavku da gubitak zratenja moZe da se zanemari i da je stopa prenosa
toplote izmedu dve tacke na Stapu proporcionalna njihovoj razlici temperature i obrnuto
proporcionalna njihovoj udaljenosti, napisao je slede¢u jednacinu:

aT a%T
pca(x, t) = Kﬁ(x, t) (1.1
U jednacini p, c i K su fizicki parametri oznaceni gustinom, specifiénom toplotom i toplotnom

provodljivosti ¢vrstih tela, respektivno. Furije je zanemario curenje zracenja i slabu zavisnost
temperature T od c i K u cilju snizavanja reda jednacine na resiv, linearni oblik.

Kombinovanjem fizickih koeficijenata u obliku:
D= E (1.2)

gde je D toplotna difuzija. Jednacina (1.1) moze biti zapisana u obliku difuzije jedna¢inom:

aT 02T
—(x t) = D (x t). (1.3)
Ubrzo Furije predstavilja trodimenzionalnu jednacinu:

oT 5
E(x,y,z; t) = DV°T(x,y,z;t) (1.4)

* Albert Einstein (1879-1955), nemacki fizicar

® Robert Brown (1773-1858), engleski botanicar



gde je V nazvan Laplasijanom. Jednacina (1.4) ima oblik parabole parcijalne diferencijalne
jednacine i potpuno zavisi od prirode grani¢nog stanja. Uz pretpostavku da je u pocetnom
trenutku t = 0, temperatura lokalizovana na proizvoljnim tackama x jednodimenzionalnog
Stapa vazi:

T(x=0,t=0)=Ty6(x — xp) (1.5)

gde je T, konstanta i delta § je Dirakova delta funkcija. Uz pretpostavku da temperatura padne
na nulu, sa obe strane beskonacno dugog Stapa, granicni uslov glasi:

T(x = +oo,t)=0. (1.6)

Prema tome, resenje jednacine (1.3) se moze zapisati kao:

T(x, t)=— ‘(’“‘—"0)2] (1.7)

(4mDt)1/2 exp[ 4Dx

Sa druge strane, ako se uzme u obzir konafan Stap duzine [ i posmatra grani¢ni uslov da
temperatura ne iscuri na granici, odnosno, da je njegov gradijent (nagib) nula vazi:

)
> T(x,t)|x=0. = 0. (1.8)

U tom slucaju, i sa istim pocetnim uslovima kao u jednacini (1.5), reSenje jednacine (1.3) glasi:

T(x,t) =T, %Z;’fz_w exp [_n(er)lth] cos (nLﬂ) cos (@) (1.9)
U svom radu Furije je izucavao Sirenje toplote u ograni¢enim domenima i postavio reSenja koja
su trigonometrijske funkcije, kao u jednacini (1.9). Budu¢i da tada konvergencija geometrijskog
niza nije dobro uspostavljena, Furijeovi zapisi su odbijeni od strane francuske Akademije nauka.
Vazno je napomenuti da se temperatura u tacki (sada na trodimenzionalnom Stapu) odnosi na
koli¢inu toplote VH sadrzane u osnovnoj zapremini V'V oko tacke, a data je sa:

T = 1 v 1.10
"~ pc WV (110)
Temperatura T daje odnos koli¢ine: sadrzaj toplote ukupnog toplotnog kapacitet (p.VV) na
zapreminu VV. Dalje, jednacina kontinuiteta toplote preko zapremine je koncept iz jednacine
(1.3). Zaista princip ofuvanja je suStina drugih primera fizicke difuzije poput molekularne
difuzije. [3]



1.3 Slucajan hod

Ubrzo nakon Sto je Furije postavio teoriju Sirenja toplote u ¢vrstim telima, Laplas je razmatrao
stohasticku difuziju.

v

N J N

m-—1 m m+1
Slikal.2 Slu¢ajna $etnja na liniji

Laplasove ideje su objasnjene kroz analizu jednodimenzionalnog slu¢ajnog hoda. Pretpostavka je
da Setnja podrazumeva uzastopne korake na desno ili levo, nasumice. Nakon ukupno N koraka,
naci ¢e se na mestu m: —N < m < N. Sa Py(m) se oznaCava Verovatno¢a pronalazenja
polozaja promenljive m nakon N koraka. Neka je n; broj koraka na desno i n, broj koraka na
levo. U formulaciji:

m=n;, —n,
m=2n,—N

Pretpostavka je da su uzastopni koraci iz proSlosti statisticki nezavisni. Verovatnoc¢a bilo kog
odredenog redosleda, n, koraka u desno i n, koraka u levo je:

W(p,q) = p™ q™ (1.12)
gde p ( odnosno q) oznacava osnovnu verovatnocu broja koraka u desno (odnosno levo).

Stoga sledi formula:

N!
Py(m) = . W(p,q). (1.13)

Ovde, mnozenjem sa W dobija se ukupan broj moguc¢ih nac¢ina uzimanja N koraka, tako da su
n, koraci na desnoj, a n, koraci na levoj strani. Kombinovanjem jednaéina (1.11) i (1.13)
dobija se:

Py(m) = N p(N-I-Tm) q(N_Tm) (1.14)
Y | |




Ako se pretpostavi da je verovatnoc¢a normalizovana, tj.

Z%:oPN(nﬂ =1 (1.15)
i primeni binomna, formula koja glasi:
N
N _— Z N! ny ,N—-nq 1.16
p+9)" = mIN—ng P4 (1.16)
n,;=0
I vazi:
p+q =1 (1.17)

moze se izraCunati srednja vrednost od n; sa slede¢im koracima.

Prvo, srednja vrednost n je data sa:

N! N!

7] !
ny N2 — Y NN n
p q p ap Zn1=0 1 n1!n2!

fy = XN, —oM1 " p™ q"2. (1.18)

Pretpostavka je da su p i g dve nezavisne promenljive. Desna strana jednacine (1.18) se moze
zapisati pomoc¢u binomne formule (1.16) kao:

n = p% @+a" =pN p+" " (1.19)
Potom, koristeéi jednacinu (1.17) da bi se doslo do
fi, = pN (1.20)
srednja vrednost kvadratne vrednosti n, je data sa
%> = n;2 +pNq (1.21)
I Koristeci
n2 — n,% = pNq (1.22)

iz jednacina (1.21) i (1.22) mozemo proceniti srednju vrednost i disperziju m pomeranja u
desno. Koris¢enjem jednacina (1.11), (1.20) i izraza



1
M = 2, -N = 2N (p - E) (1.23)
dobija se:
(m —m)?=4(n,? — n;)? = 4Npq. (1.24)

Od posebnog znacaja je slucaj kada su jednake verovatnoce za levi i desni korak, odnosno, nema
pristranosti. Tada je

1
p=q= 5 (1.25)
m=0, m?> =N (1.26)
Tada iz jednacine (1.14) se dobija:
N! 1\"
Py(m) = (N+m)'(N_m)|(§) . (1.27)
2 : 2 :
Uzimajuéi logaritam leve strane i primenom Stirlingove ° formule:
1 1 1
In(n!) = (n + 5) In(n) —n+ > In(2m) + 0 (H) (1.28)

dobija se izraz (za veliko N,n, i ny)

® James Stirling (1692-1770), engleski matematicar

N N n
In(N)) =In1+ -+ InN = Zln 0 = ZAi In (i) zf 1di In (i)
i=1 i=1 1

r N
ln(N!)zfldx Inx = NlnN—(N—l)lenN—N=Nln;
1

=

(ND) ~ (E)N NI

e

N
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In(Py(m)) = In jg + <N + %) In(N) —% (In(N +m) —In(N — m)]

(N+1)
2

[In(N +m) +In(N — m)] (1.29)

Zbog pretpoistavke da se desni i levi koraci pojavljuju sa jednakom verovatnoc¢ama, moze se
re¢i da razlika u broju desnih i levih koraka ima veli¢inu m koja ¢e biti mnogo manja od
ukupnog broja N koraka. Dakle, moze se iskoristiti formula:

ln(l im) z+m— m__|_

Koriste¢i jednac¢inu (1.29), dobija se:

’ 2 m?
PN(m) = W exp <— W ) (130)

jednacina (1.30) ima istu strukturu kao i jednacina (1.7). Problem sluc¢ajnog hoda u smislu
stvarnog polozaja i vremena ¢e pokazati da postoji difuzija koja je sadrZzana u reSenju jednacine
(1.30). [3], [4]
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1.4 Slu¢ajan hod po reSetci

Posmatra se jednodimenzionalna reSetka sa korakom [ na kojoj slucajni Seta¢ pocinje kretanje iz
sredine (Slika 1.3). U bilo kom trenutku sa proizvoljnog mesta i nakon nekog vremena ¢ekanja
(1/4) Seta¢ moze skociti do najblizeg susednog mesta na desno ili na levo. Verovatnoca
mirovanja (odnosno kretanja) za Setaca sa mesta m data je sledecom jednac¢inom:

k.

B ysaha
- . A .
L 4 L L
- . - W
- . .. W

L
A
L H N
W0
L
W

(Slika 1.3) Jednodimenzionalna reSetka

0

apm = _2/1 Pm + /1 (Pm+1 + Pm—l ). (1.31)
Ovaj izraz na desnoj strani predstavlja verovatnoéu za mogucénost kretanja na dva proizvoljna
mesta. Jednacina (1.31) je u obliku diferencijalne jednacine. Prelaz iz diskretnog u grani¢ni
slu¢aj se moze dobiti pretvaranjem diferencijalne jednacine (1.31) u diferencijalnu jednacinu sa
zanemarljivo malim korakom reSetke [, koristeci identitet:

a%p o1
57z 6 0) = 1im 75 (P2 () + Py () = 2 P (D). (1.32)
Jednacina (1.31) sada daje jednacinu difuzije:

2

0 0
a—tP(x, t) = DSﬁP(x, t) (133)

sa koeficijentom difuzije Dy.
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D, = limli A 1=221 1.34
=imim\z) A= (139
gde je 2 ~* vreme trajanja zadrzavanja u mestu. Cinjenica je da se posmatra stohasti¢ka difuzija
umetanjem indeksa s u D. Ova dva pristupa mogu posmatrati N i n u Furijeovoj jednacini kao
kontinuirane promenljive i slede iz izraza (1.30) na parcijalne diferencijalne jednacine:

aP()—1 azP() 1.35
Nm—2 om2 nim). (1.35)
Jednac¢ina (1.35) je upravo istog oblika kao i stohasticka difuzija jednacine (1.33), dajuci
slede¢i izraz:

t
N = 2D, 5. (1.36)

Osim toga, matematic¢ka svojstva jednacine (1.33) su ista kao ona u Furujeovoj fizickoj difuziji
jednac¢ine (1.3) i svi raniji grani¢ni uslovi jednako vaZze i ovde. Bitno je napomenuti da je
jednodimenzionalna slucajna Setnja identiCan problem kao bacanje novc¢ica kod koga je
verovatnoc¢a da padne "glava" m puta veca nego da padne "pismo" od ukupnog broja N bacanja
i zadovoljava istu jednacinu kao jednacina (1.35).

Osim toga, stohasticka difuzija karakteriSe jedan parametar Dy, dok toplotna difuzija zavisi od
dva fizicka parametra, a to su specifi¢na toplota c i toplotna provodljivost K koji su nezavisni.

[31.[5]
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1.5 Ajnstajn i Braunovo kretanje

Ajnstajnova teza o Braunovom Kkretanju stvara interesovanje za novi pristup u utvrdivanju
Avogadrovog’ broja (N,;) i veli¢ine molekula (a) u vreme kada hemicari i fizi¢ari nisu mogli
posti¢i sliku o postojanju molekula. Ajnstajn je bio usmeren na procenu broja N,. Njegova
analiza temelji se na dve odvojene ideje koje su dovele do dva razli¢ita odnosa brojeva N, i a.

On je izveo jednacinu za koeficijente difuzije i viskozinost u kojima se pojavljuje Avogadrov
broj. Za fenomen Braunovog kretanja kao "drhtavog kretanja™ polenovih zrna koja lebde u vodi
Ajnstajn daje metod za odredivanje N, ali joS uvek ne konkretnu vrednost.

Iz eksperimentalnih vrednosti koeficijenata difuzije i viskoznosti Secera rastvora u vodi Ajnstajn
je procenio N, = 2,1x102%. U kasnijem radu je dao bolju procenu uz poboljsane
eksperimentalne podatake: N, = 4,15 * 1023, Kasnije (1911) je otkriveno da je Ajnstajn
napravio algebarske greske u tezama i u radu. Kada je to ispravljeno isti eksperimentalni podaci
sudali N, = 6,6 * 10%3.[3]

" Amedeo Avogadro (1776-1856), italijanski fizicar
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1.5.1 Viskoznost®

Ako se posmatra izuzetno razredena koncentracija rastvorenog (otopljenog) molekula, kao Sto je
Secer u rastvaracu- vodi. Rastvorene Cestice ¢e biti puno vece od Cestica rastvaraca, Sto dovodi
Braunovo kretanje do vaznog aspekta pri posmatranju te¢nosti. Ajnstajn je pretpostavio da sa
dodavanjem rastvora o¢ekujemo da ¢e se smanjiti pokretljivost rastvaraca. Nova viskoznost n*
mora biti ve¢a od pocetne, originalne viskoznosti rastvaraca 5. Razlika izmedu n*i n mora biti
mala zbog razredenog rastvora i proporcionalna je zapremini rastvora po jedinici zapremine
rastvaraca. Sledi:

*

7 —1+4 i 1.37
. 3 P (1.37)

gde je %na3 zapremina svakog rastvora Cestice (pretpostavljamo sferne) polupre¢nika a, dok je
p masena gustina rastvora. M je molekulska masa rastvora tako da N /M meri masu svake

v . . N . .y . TR .
Cestice rastvora. Prema tome, proizvod wP odreduje broj Cestica rastvora po jedinici zapremine

rastvaraca.

Ajnstajn je pretpostavio da ¢e svernost rastvorene cestice kao grani¢ni uslov za protok rastvaraca
rastvora pojednostaviti pristup problemu i radi jednostavnosti dodaje konstantu od 5/2
mnoZenjem drugog ¢lana. Tada se jednac¢ina (1.37) moZe zapisati kao:

5 N
— =1l+4+=-=-nma’—=p (1.38)

Stoga su ograni¢enja za N i a poznata. AjnStajn je Kkoristio raspoloZive podatake i uspeo da
proceni veli¢inu Na3. Kako bi pojedina¢no odredio vrednosti N i a, trebala mu je jo$ jedna
jednacina za povezivanje ta dva parametara. [2]

8 Viskoznost (unutrasnje trenje) je osobina tecnosti i gasova da pruzaju otpor medusobnom
kretanju njihovih slojeva.

Jaca viskoznost uti¢e da fluid deluje lepljivo i tesko se preliva. Ulje ima veéu viskoznost od
vode, ali je manje gustine. Grejanjem ulje znatno gubi na viskoznosti, dok se viskoznost vode
smanjuje manje pri zagrevanju. Viskoznost fluida opisuje koeficijent viskoznosti n i meri se u
Paskal-sekundama (Pa - s).
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1.5.2 Medudelovanje termodinamike i kinetike

Na osnovu Braunovih zapazanja slucajnog cik-cak kretanja cestica polena pod mikroskopom,
Ajnstajn je shvatio da kretanje nikad ne prestaje, iako su tegla koja sadrzi vodu i polen u
Braunovom eksperimentu bile u ravnotezZi pri konstantnoj temperaturi i pritisku. On je tada
postavio merenje trenutne sile F na oznacenom rastvoru, zbog jednostavnosti u X-smeru. Tada ¢e
sila F biti proporcionalna gradijentu pritiska dm / dx. Proporcionalni faktor ¢e biti potreban da
bi se obe strane dimenzionalno usaglasile. Sila je data sa:

F—M 1.39
_N (' )

gde je faktor zapremine p ve¢ uveden u vezu U jednacini (1.37). AjnStajn se oslonio na
holandskog hemicara Vant Hofa ° koji je postavio hipotezu da kinetikom rastvora u rastvaradu
vladaju zakoni idealnog gasa. Idealni gas je takav gas cije Cestice (atomi ili molekuli) imaju
ukupno zanemarljivo mali obim. Takode, izmedu njih ne postoje medumolekularne sile, pa se
idealni gas ne moze pretvoriti u te¢no ili ¢vrsto stanje. Idealni gas je teorijski pojam, a stvarni
gasovi mu se priblizavaju tek pri niskom pritisku i visokoj temperaturi. Uvode¢i formulu:

ox M ox (140)
gde je R je gasna konstanta. Kombinovanjem jednacina (1.39) i (1.40) dobija se:
RTy 1 0p
F=——— 1.41
N p ox ( )

Ajnstajn je u narednim koracima koristio dve klju¢ne ideje hemijskog inzenjerstva. Prva je bila
prepoznati da sila F nije ni spoljasnja, ni mehanicka. Sila F sa unutrasnjim izvorom je bila u vezi
s viskoznim trenjem rastvora Cestica zbog neprekidnih sudara sa Cesticama rastvaraca. Prema
Stoksovom™ zakonu:

F = —6mnav (1.42)

% Jacobus Hendricus vant Hoff (1852 —1911), nemacki fizidar

19 Georg Gabriel Stoks (1819-1903), irski matematicar
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negativni predznak pokazuje da su sila trenja F i trenutna brzina v rastvora cestice U suprotnom
smeru, 1 je dinamicka viskoznost fluida, dok je a - radijus sferi¢cnog predmeta.

Brzinu &estice v je formulisao Fik™, to dovodi do Fikovog zakona prema kome se tok &estica
kre¢e od podrucja visoke koncentracije ka podru¢jima niske koncentracije, sa velicinom koja je
proporcionalna koncentraciji gradijenta ili pojednostavljeno, koncept da ¢e se otopljene Cestice
premestati iz regije visoke koncentracije u regije niske koncentracije preko koncentracijskog
gradijenta:

=-D 9p 1.43

po=-D,5C. (1.43)

Za idealne meSavine p je koncentracija, u polozaju x. Broj D,, je koeficijent difuzije. U indeksu

p naglasava cCinjenicu da predstavlja fizicku difuziju (Furijeovog tipa). Kombinovanjem
jednacina (1.42) i (1.43), dobija se:

6mna dp
=D,————. 1.44
Kombinacijom jedanacina (1.43) i (1.44) Ajnstajn odreduje fiktivnu silu F:
RT
P emman - (1.45)

Jednacina (1.45) je tada davala konstantan rezultat koji se dobija i sa dugim brojevima (aN) iz
eksperimenata. Ajnstajn je tada eliminisao promenljivu a odredenu faktorom Na® i dobio
Avogadrov broj. Njegova procenjena vrednost N je 6.6 x 1023 koji se priblizno i danas
koristi. [3]

1 Adolf Eugen Fik (1829 -1901), nemagki fizicar
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1.5.3 Braunovo ketanje i stohasti¢ka difuzija

Ajnstajn je objavio rad u kome je posmatrao molekule pod mikroskopom. Osnovna pretpostavka

je da se istovremeno sa difuziojom u rastvoru neprekidno obavlja sluc¢ajna Setnja. U jednoj
dimenziju u kojoj n (x, t) oznacava broj Cestica rastvora po jedinici zapremine rasvaraca 0ko x u
vremenu t. Broj n (x, t) je proporcionalan verovatno¢i prostiranja (rastvora) oko x:

n(x,t) =nP(x,t) (1.46)

gde je n srednja gustina data sa:

n= J- dxn (x,t) (1.47)
u skladu sa o¢uvanjem verovatnoce:

fP (x,t) dx = 1. (1.48)

1z jednacine (1.33), broj n (x, t) ispunjava stohasti¢ku difuziju jednaéine:

2

0 0
an (x,t) =D ﬁn(x, ). (1.49)

U skladu sa tim, reSenje jednacine (1.49) je analogno reSenju jednacine (1.7), ¢ime se dobija
grani¢ni uslov:

6 = —" —@) 1.50
= G, oz P ap, ¢ | (1.:50)
Jednacina (1.50) je uskladu sa pocetnim stanjem:

n(x,0) = ndx). (1.51)

U eksperimentu ako se posmatra rastvor Cestica u trenutku ¢t = 0 U pocetnoj tacki, cestica se
kre¢e cik-cak i pomera se ka tacki x u trenutku t. Ako se nastavi eksperiment i uporedi sa
velikim brojem unosa za x, tada ¢e x Dbiti srednja vrednost razli¢ita od nule za nezavisne slucajne
Setnje. Srednja kvadratna vrednost od x ¢e biti:

X% = jdx % (x)2. (1.52)
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1z jednacine (1.50) sledi da je

X% = 2Dg t. (1.53)
Uporedivanjem jednacina (1.53) i (1.36) primecuje se da na reSetci vazi:

x2 =N (1)? (1.54)

Ajnstajn je dokazao da su fizicka i stohasticka difuzija sinonimi kod Braunovog kretanja. Zbog
toga sledi izjednacavanje koeficijenata Ds i D, i dolaska na:

X2 KT t (1.55)
xX° = ) .
3mnaN

Bilo da je molekul Secera u vodi ili kuglica stiropora u fluidu, pomeranje srednje kvadratne
vrednosti je linearno proporcionalno vremenu t. Jednacina (1.55) osigurava univerzalno
izraCunavanje Avogadrovog broja. Leva strana jednadine (1.55) meri svojstvo fluktuacija
(pomeranja), dok desna strana zavisi od viskoznosti n koja karakteriSe rasipanje.

Ova jednakost je osnova za vezu fluktuacija-rasipanje u teoremi neravnotezne statisticke
mehanike koju je kasnije razvio Okubo.*?

Ajnstajnov rad na difuzionim procesima ima ogromnu primenu u industriji gde se koriste zrnasti
materijali za izgradnju, tehnologiji mleka (koloidna svojstva cestica razmucenih u mleku) i
ekologiji (Braunovo kretanje ¢estica u atmosferi ). [3], [5]

12 Akira Okubo (1924 - 1996), japanski hemidar
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2. Lanci Markova

Literatura za ovo poglavlje je koristena iz [3].
2.1 Poreklo lanaca Markova

U svom radu Ajnétajn je dao matematicku osnovu za svoju tezu i zastupao ideju Markovljevog*®
stohastiCkog procesa. AjnStajnova analiza Braunovog kretanja zavisi od pretpostavke da se
Cestice kre¢u nezavisno jedna od druge na potpuno slucajan nain. On je dokazao da je
koncentracija rastvora bila veoma niska, a time je i meducelijska interakcija zanemarljiva. Prema
tome, ako je gustina rastvorene Cestice unutar domena x ix + dx , gustina ce rasti od n (x,t)
uvremenu t za n(x,t+ 7) u vremenut + t pri ¢enu vazi (7 « t). Rast gustine prati
gustinu iz prethodnog koraka (x— A) (za 4 <K x) mereno sa n (x — A4,t). U skladu sa tim
konceptom je posmatran sluc¢ajni hod.

Zavisnost n (x,t) samo od gustine iz prethodnog koraka je glavna pretpostavka Markovljevog
procesa n (x — A4,t). Ajnstajn je pretpostavio da:

o]

n(xt+ 1) = jn(x— A4,0)P(4)dA, T KLt (2.1

—00

gde je @(4)dA verovatnoca da ¢e sferna oblast iscuriti kroz tacku koja se nalazi izmedu
Ai A+ dA. A moze biti bilo gde u posmatranom domenu. Odnos n i @ je dat u obliku prizvoda,
Sto podrazumeva nezavisnost procesa. @(4) mora da zadovolji uslov normalizacije:

o0

f(D(A) dA = 1. (2.2)

—0o0

Osim toga, posto postoji neprestano nasumic¢no hodanje, skokovi na levo i desno su jednako
verovatni. Stoga vazi uslov simetrije:

®(4) = d(-4). (2.3)

Sada primenom Tejlorovog razvoja sa obe strane jednacine (2.1) u skladu sa jednakosti:

0
n(x,t+T)zn(x,t)+ran(x,t)+--- (2.4)

3 Andrey Andreyevich Markov (1856-1922), ruski matematicar
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0
n(x—A,t)zn(x,t)—Aan(x,t)+7ﬁn(x,t)+--- (2.5)

uvrstavanjem jednacina (2.4) i (2.5) u (2.1) i pomoc¢u jednacina (2.2) i (2.3), dobija se:

lnnt) = 2 nt)+ 2 Lo da (2.6)
at ’ dx? ’ -0 2 ' ’

Jednacina (2.6) je identi¢na jednacini difuzije (1.49). Ako je stohasticki koeficijent difuzije:
1 o0
D = > fAZ(D(A) dA. (2.7)

Jednacina (2.7) je analogna formuli (1.53).

2.2 Definicija lanaca Markova i uslovne verovatnoce

Stohasticki proces moze znaciti staticnost ili pomeraj (ili kombinaciju oba). U slu¢ajnom procesu
&(t), vrednost & je zavisna od vremena t, nezavisne promenjive, suprotno od deterministicke
situacije. Razli¢itim pristupima jedna promenljva se dobija preko druge funkcijom & (t).

Slede¢i skup zajednickih verovatnoca gustine u potpunosti odreduje stohasticki proces & (t).
P; (&, t1)dé; je verovatnoca pronalazenja é u rasponu é;, &; + d&; i vremenu t;.

P, (&5, t4; &,t,)dE dE, je zajedniCka verovatnoca pronalazenja & u rasponu &;, & +d&;, u
vremenu t; iurasponu &,, &, + d&, uvremenu t,.

P; (&, tq; &ty; E5t3)dEdE, dé5 je zajedniCka verovatnoca pronalaZzenja skupa od tri vrednosti &
urasponu dé;, dé&,, déz uvremenu t;, t,i ts.

Tada Pg zadovoljava uslove:
e nenegativnosti: B, = 0
e simetrije: B, (&, t4; &ty .. Epty) je simetricna  funkcija  skupa  promenljivih

(&1, t1), (§2t2), o, (§nty), tako davazi P, (&y,ty; &xty) = Pp(&a,tn5€1ty),
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e projekcije: Pp(&q,t1 o & tm) = [ déppr o dEqP (6t & ty)Za m<n.  (2.8)

Uslovne verovatnoce se definiSu Koriste¢i zajednicke verovatnoce. Tako na primer, tre¢i red
zajednickih verovatnoca se moze zapisati kao:

P3 (&1, ty; &ata; &3, t3) = Po(&y, t1; &2, t2) P (&1, ty; &2t2| €5, t3). (2.9)

Drugi ¢lan na desnoj strani predstavlja uslovnu verovatnoc¢u da stohasticki proces {&, t} uzima
vrednost izmedu &5 1 &5 + d&; u trenutku t5, s obzirom da je imala vrednost &; na t; 1 &, nat,
(t3 > t, > t;). Vertikalna linija u izrazu se Kkoristi za defisanje uslovne verovatnoce. Uopsteno
govoreéi P, (&1, t1; &5, 05 s ety tho1|€nty) odreduje uslovnu verovatnocu da € leZi u intervalu
&, 1 &, +d&, uvremenu t,, s obzirom da je & formulisano sa &;,¢,, ..., &,-1 U trenucima
ti,ty, v thog Qdejet; <t, < - < tp_q.

Distribucija verovatnoce izrazena u jednacini (1.30) ili jednacini (1.50) je prisutna u prirodi i
smatra se Gausovom™ distribucijom. Time povezujemo stohasticku difuziju i Gausov stohasticki
proces. Jednacina (1.30) predstavlja gustinu verovatnoce jedne slucajne promenljive m Sto
Gausovom osobinom pripisujemo samo jednoj tacki verovatno¢e P;(&;,t;) U smislu jednacine
(2.8). Slucajna promenljiva je Gausova ako je iz domena od —oo do + o, a ako je distribucija
verovatnoc¢a van tog domena, onda je Gausova funkcija sa srednjom vrednosti & i varijansom o

P(¢) = Eexp( 252

Ako u Markovski proces i Gausov stohasticki proces uklju¢imo Braunovo kretanje nalazimo
klasu Gausovog procesa koji su Markovski i stacionarni. [3]

14 Johann Carl Friedrich Gauss (1777 —1855), nemadki matematidar
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3. Matematicka difuzija u prirodnim naukama

Literatura za ovo poglavlje je koristena iz [6], [7], [8], [9].
3.1 Istorija istrazivanja difuzije u ekologiji

Matematicki pristup pri posmatranju odnosa organizama i njihovog staniSta je kljuan u
problemima ekologije. Matematic¢ka ekologija ima korene u ekoloSkoj populaciji koja obuhvata
poveéanje i migracije stanovnistva. Lotka’ i Volter*® su u svojim radovima ustanovili pojam
‘plen-predator’ konkurentskih vrsta pomocu nelinearnih diferencijalnih jednacina, Sto je bio prvi
ulazak u savremenu matematicku ekologiju. Cilj ovog modela je brojanje interakcija unutar i
izmedu vrsta. Uzimali su u obzir vremenske varijacija unutar grupa, medutim prostorne varijacije
se nisu razmatrale. Samo kada populaciju organizama posmatramo i u vremenu i u prostoru
mozemo razumeti ekolosku situaciju. Cinjenica da se veéina modela matemati¢ke ekologije
posmatra samo kroz vremensku varijaciju je uzrokovana teSkocama dobijanja preciznog

matematickog izraza. Brzina promene stope jedinki N u populaciji moze se izraziti preko odnosa

aN . : : .. y : . .
e Jednacinu ekosistema utvrdujemo izjedna¢avanjem ovog odnosa sa drugim odnosom Kkoji
izrazava uticaj interakcije vrsta na populaciju. Medutim, takva analiza nije moguéa ako se

posmatraju i prostorne varijacije.

Ono $to je u direktnoj vezi sa interakcijom vrsta je fluks (tok) populacije kroz proizvoljne
beskonaéno male delove prostora. Sto je bolje nego promena prostorne stope stanovnistva a time
je i taCan izraz nedostizan bez poznavanja nacina kretanja organizama. Ako posmatramo
neorganski svet, tamo se pojavljuje prostorna nehomogenost temperature. Tokovi toplote se
krecu iz podrucja visoke temperature u podrucje niske temperature i pojavljuje se nehomogenost
u koncentraciji materije. Materija tece od viSe do nize koncentracije difuzije. lako prelazak
populacije organizama predstavlja proces drugaciji od protoka toplote ili mase, treba iskoristiti
tehnike neorganskog sveta kao temelj za matematiku prostornih promena u populaciji. Takvo
razmi$ljanje se ve¢ pocelo razvijati u teorijama slucajnog hoda organizama. Dalji razvoj su
omogucili modeli Sirenja gena i epidemija. IstraZzivanja su pokazala da se u odredenoj meri ¢ak i
ljudi mogu posmatrati kao skup neorganskih cestica i da se na njih mogu primeniti metode
statisticke fizike.

15 Alfred James Lotka (1880-1949), americki biolog

18 vito Volterra (1860 — 1940), italijanski matematicar
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U radu Skelama®’ osnove teorije stohastickih disperzija bioloskih populacija su dobile svoj oblik.
Skelamov model ukljucuje primenu analitickih izraza molekularne difuzije direktno u ekoloske
probleme, Sto se odnosi na interakciju unutar i izmedu vrsta. Njegova rasprava predstavlja jednu
od klasi¢nih radova u bioloskoj disperziji. Skelam smatra da se za proces bioloske difuzije ne
moze re¢i da je Gista stohasti¢ka. Cesto se kod Zivotinja moZe videti da biraju posebni deo
prostora za upotrebu. Zivotinje se &esto nalaze u grupama formirajuéi roj péela, jata ptica, jata
riba, stada goveda itd. Jedan od vaznih osobina koja razlikuje kretanje Zivotinja od slu¢ajnog
kretanja neorganskog materijala je ravnoteza izmedu razmnoZavanja i naseljenosti u stanistu.
Iako slu¢ajna Setnja ¢ini polaznu tacku, nec¢e se na tome zadrzati. RazmnoZavanje vrste se krece
u smeru stvaranja prostorno-naseljenih modela organizama. Bakterije u vazduhu, gljivice i polen
su bili nastavak istraZivanja botaniCara. Prenos vetra i atmosferska difuzija su smatrani
procesima koji doprinose rezultatu difuzije spora. Moguce je odrediti broj spora difuzije.

Istrazivanja u meteorologiji i mehanici fluida se odnose na atmosfersku difuziju. Kretanje
organizama kao S$to su planktoni koji lebde u vodi kontrolisani su tokovima vode. Time se
disperzija jezera ili okeana ne moZe zanemariti u razmatranju disperzije organizma. Cak i kada
neorgansko okruzenje okeana postane homogeno, gustina planktona postoji. Takva osobina
planktona je predmet izu¢avanja bioloskih okeanografa.

Eksperimentalna istrazivanja disperzije zivotinja su se prvo razvila kod insekata, jer ih je lako
dobiti u velikom broju. Ukljudeni su radovi Japanskog insektologa Ita*® koji je doprineo razvoju
bioloSke difuzije ukljucujuci sile izmedu jedinki u disperzije zavisnih gustna. On je naglasio da
model disperzije mora uzeti u obzir sile koje deluju izmedu populacija jedinki i one se ne mogu
ograniciti na slucajni hod.

Postoje dva aspekta pomoéu Kkojih istrazujemo kretanje populacije. Lagranzovo®® glediste
ukljucuje obeleZavanje svake jedinke. Dok Ojler®® posmatra prolazak populacije jedinki pored
posmatrane fiksirane tacke. LagranZov protok Cestica fluida je sloZeniji nego Ojlerov tok i moze
biti nemogu¢i u nekim slucajevima. LagranZovo posmatranje je pogodnije za proucavanje
bioloSkih organizama. Izucavanje difuzije kod Zivotinja se moze primeniti na proucavanje
ekologije, jer ¢e se zasnivati na takvim eksperimentalnim istraZivanjima. Za to su bili zasluzni
Jensen # i Sinif % koji su izucavali kretanje Zivotinja, o emu ée biti kasnije reé. [6]

17 John Gordon Skellam (1914-1979), engleski statisticar i ekolog

8 Kiyosi It6 (1915 —2008), japanski insektolog i matematicar

19 Giuseppe Lodovico Lagrangia (1736-1813), italijanski matematicar
%0 |_eonhard Euler (1707 -1783) , $vajcarski matemati¢ar

21 C. R.Jessen (1933-), americki biolog
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3.2 Pojam matemati¢kog modela

Matematicki pristup je neophodan ako kretanje u ekosistemima treba analizirati ili predvideti.
Postupak je isti kao u podrucjima kao Sto je molekularna biologija i biofizika. Ako se posmatra
difuzija prime¢ujemo da iako molekularna difuzija izvrSava Fikov zakon, difuzija u delu
ekosistema poznata kao prirodno staniste nije pronasla ¢vrstu osnovu primene Fikovog zakona.

Kvantna mehanika je bila nejasna u svojim ranim fazama. Postojale su dve metode:
1. izgradnja modela koji se temelji na poredenju;

2. formulisanje i reSavanje hipoteze koja karakteriSe pojam razmatranja i pruza vrlo koristan
pristup ka izucavanju.

Sama cinjenica da se matemati¢ki model podudara sa malom koli¢inom podataka nije dovoljna,
jer bi sli¢nost mogla biti slu¢ajna. Modeli se ne smatraju zakonima, ve¢ samo hipotezama koje su
ispitane puno puta. Prakti¢ni modeli se temelje na realnim pretpostavkama i na taj nacin
ukljucuju meduodnose velikog broja promenljivih. U takvim slucajevima analiticko racunanje
postaje nemoguée i mora se oslanjati na rad ra¢unara. Sto je viSe parametara ukljuéeno, model
postaje sloZeniji. Kako modeli postaju sve sloZeniji, to je sve teZe statisticki dokazati da oni
zapravo ne opisuju stvarnost. Svaki put kada se novi parametar uvodi u model gubi se stepen
slobode, dok je postojanje greske u statistickim testovima zanemarljivo. [6]

3.2.1 Deterministi¢ki i stohasti¢ki modeli

Matematicki modeli mogu biti predstavljeni u deterministi¢koj ili stohasti¢koj prirodi. Modeli
edukativnog tipa su Cesto deterministicke prirode, a prakticni modeli imaju tendenciju da se
predstave stohasticki. Gotovo svi bioloski procesi su stohasticki.

Na primer, stanovnistvo je sklono eksponencijalnom rastu broja ljudi. Prema teoriji
e . : . oN
deterministickog modela, stopa rasta stanovniStva je proporcionalna broju osoba u vremenu t: e

Ako A oznacava koeficijent rasta populacije (tj.nataliteta), tada sledi:

N _

—- = AN. (3.1)

%2 Donald B. Siniff (1936-), americki biolog
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ReSavanjem (3.1) sa pocetnim stanjem N = N, itrenutkom ¢t = 0 dobija se:
N = Nye?t. (3.2)

Promena u populaciji je data sa jednac¢inom (3.2) i A4 konstantom, za svaku vrednost se dobija
isti deterministicki rezultat. Medutim, proces rasta populacije nije uvek deterministicki. U
odredenom trenutku rast se ne mora striktno odvijati po stopi AN, kao Sto je prikazano u
eksperimentima. Dakle, mora se uzeti u obzir verovatno¢a p(N,t) da ¢e u nekom trenutku t
stanovnistvo biti N. Prema Pilou® koja je znacajno doprinela razvoju matematicke ekologije i
matematickog modeliranja prirodnih sistema postoji formula:

(N -1)!
(Ny — 1)! (N — Ny)'e Not(1 — e~ At)N-No

p(N,t) = (3.3)

koja predstavlja verovatnocu da ¢e se u malom vremenskom intervalu At roditi osoba. U tom
smislu A treba smatrati prose¢énom stopom rasta. Prema (3.3), stanovniStvo u odredenom
trenutku varira od eksperimenta do eksperimenta, iako su A i N, ostale konstante.

Resenje se moze razmatrati po deterministickom 1 stohastickom modelu. Budu¢i da funkcija
gustine daje verovatnotu datu izrazom (3.3), moZe se izraCunati ocekivana vrednost N
(verovatnoca srednje vrednosti populacije) a to se podudara s deterministickom vrednosti:

N = Z Np(N,t) = N, et
N=0

Deterministicki nacin izrazava prose¢nO stanje stohastiCkog procesa, Sto je ta¢no u slucaju
eksponencijalnog rasta, ali nije tatno uvek. Da bi se dobila srednja vrednost stanja koja
predstavlja stvarne eksperimentalne rezultate treba izracunati standardnu devijaciju od N oko
svoje prosecne vrednosti:

o = /eAt_l\/ﬁz\/N_Oe’“\/m

Postavljaju¢i proporciju standardne devijacije sa prose¢nom vrednosc¢u dobija se:

V(1 —e 1) . 1
N Ny

kada t — oo. (3.4)

=l Q

2 Evelyn Chrystalla Pielou (1924- ), engleska biologi¢arka
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To je relativna greSka deterministicke metode koja obrnuto proporcionalna sa \/N_O nakon
dovoljno vremena. Sto je veéa poletna populacija, bolji je odnos izmedu eksperimentalnih
vrednosti (koje nisu nuzno jednake prose¢noj vrednosti) i vrednosti dobijene iz deterministicke
metode. Ovaj rezultat se ne odnosi samo na jednostavan eksponencijalni rast, ve¢ vazi u opstem
slucaju.

Medutim, postoje slucajevi u kojima je velika razlika izmedu ove dve metode. Ako se procesi
rodenja i smrti javljaju istovremeno, stopa nataliteta je A a stopa smrtnosti p. Prema
deterministi¢koj teoriji vaZzi: N = N, e*t~Ht, tako da se uvek poveéa populacija.

Sa druge strane, prema teoriji stohasticnosti, postoji mogucnost da stanovni§tvo izumre.

. . . . No
Verovatnoca izumiranja nakon dovoljno dugo vremena data je izrazom: (%) :

Budu¢i da je A > y, za dovoljno veliko N, dobija se vrlo mala verovatnoc¢a, ali ona nije nula.
Postojanje mogucnosti izumiranja Se ne moze ni na koji nacin dobiti iz deterministicke teorije.
Ovde se pojavljuje osnovna razlika izmedu dve metode. U nekim slucajevima deterministicka
metoda mora biti odbacena. Stohasticka metoda je znatno manje tolerantna.

Difuzija je dakle stohasti¢ki proces u kome se posmatra verovatnoc¢a funkcije gustine p(S, x, t),
za pronalaZzenje gustine naseljenosti S u vremenu t, i mestu x. Medutim, procena ove funkcije za
difuziju ekosistema je izuzetno sloZzena. U sustini to podrazumeva deterministicki pristup. Na
Zalost, susre¢emo mnogo slucajeva u kojima gustina populacije jedinki nije dovoljno velika da se
potvrdi upotreba deterministicke metode. U posmatranju deterministicCkog modela stanovnistva,
pretpostavka je da je rast populacije stalan proces i da postoji preklapanje generacija.
Za mnoge vrste, kao Sto su insekti, rast populacije se odvija u diskretnim vremenskim
intervalima pa se ne posmatraju preklapanja generacija. Odgovarajuc¢i matematicki opis za ovaj
proces rasta je nelinearna diferencijalna jedna¢ina. Takve nelinearne jednacine pokazuju
dinami¢ko ponaSanje kao $to su slu¢ajne haoti¢ne fluktacije. Dinamicke fluktacije sistema se u
mnogim aspektima razlikuju od uzorka slu¢ajnog procesa. Ova dinamicka struktura nelinearnih
diferencijalnih jednacina je postala predmet posmatranja u matematici i ekologiji. [6]
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3.3 Teorija difuzije u prirodnim sredinama

Difuzija se moze posmatrati kao tendencija da se grupa cestica koncentrisana u jednoj tacki Siri u
prostoru i vremenu. Zauzimajuéi sve veée podruéje oko pocetne tacke. Pojam Cestice Se ne
odnosi samo na fizicke Cestice ve¢ i na biolosku populaciju jedinki. Termin prostora se odnosi
kako na obi¢an Euklidski prostor, tako i na apstraktni prostor kao Sto je ekoloSka sredina.
Medutim, tako definisana difuzija mozZe dovesti do konfuzije. Na primer, u slucaju Cestica
pustenih istovremeno iz aviona, tako da svaka leti svojom brzinom i u svom smeru. Cestice ée se
Siriti iz pocetne tacke 1 zauzimati sve vece podrucje, medutim takav se proces ne zove difuzija.

Difuzija je fenomen kojim se grupa cestica u celini Siri nepravilnim kretanjem svake Cestice.
Pomak (kada su mikroskopski nepravilna kretanja cestica) dovodi do pravilnosti kretanja ukupne
grupe cCestica ¢ine¢i fenomen difuzije. Razmatranje nepravilnog kretanja jedne cestice takode
dovodi do koncepta difuzije. Iz ovog modela sledi pojam slucajnosti.

Slika 3.1 Tok fluida:

a) slojeviti tok _— e
- 5 >
_— —_—

b) turbulentnitok | — _—> f

Kada fluid te¢e po nekom redu i poretku, njegov tok je slojevit (Slika 3.1a)). Kada je tok fuida
nepravilan, protok se naziva turbulentnim (Slika 3.1b)). Tokovi u atmosferi i u okeanima su
uglavnom turbulentnog karaktera.

Turbulencije se posmatraju kao slucajni pokreti jer se sastoje od puno (malih i velikih) virova
koji se kreéu na nacin koji je prostorno i vremenski komplikovan. Kretanje male cestice
smestene u te¢nost je pod uticajem turbulencije i zbog toga je sluc¢ajano. Kada pokret sadrzi
slu¢ajnost, on je pracen difuzijom. Razlikujemo turbulentnu i molekularnu difuziju koja je
povezana sa sluc¢ajnim pokretima molekula Kkoji emituju toplotu. Prose¢no vreme pokreta
molekula je 10 ~1° sekundi u vazduhu i 10 ~12 sekundi u vodi. Molekularna difuzija ispunjava
Fikov zakon, ali i pored toga turbulentna difuzija je efikasnija od molekularne difuzije. Difuzija
ekoloskih sistema je zasebna vrsta difuzije. Zbog slucajnog kretanja samih organizama javlja se
kao dopuna turbulentne difuzije i naziva se biodifuzijom.
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Pored opisanog fenomena difuzije cestica, u stvarnosti postoje i drugi procesi koji uti¢u na
Cestice. Na primer, u slucaju vertikalne raspodele polena u atmosferi osim atmosferske
turbulentne difuzije, mora se uzeti u obzir i efekat taloZenja Cestica na osnovu sopstvene tezZine.
Na taj nacin difuzija je pod uticajem zemljine gravitacije. Postojanje sila koje deluju na pojedine
organizme je vazan aspekt biodifuzije. Takve sile ukljucuju uticaj prirodne sredine na jedinke,
privlacnost ili odbijanje izmedu jedinki, pritisak populacije i sile unutar polja koje odreduju
ponasanje cestica. U principu, sila se moze rastaviti na sluc¢ajne i neslucajne komponente.
Slucajne sile se odnose na slucajna kretanja jedinki i mogu biti ukljuéene u proces difuzije. [6]

3.3.1 Fizi¢ka difuzija

U fizici i hemiji postoje mehanizmi prenosa neke fizicke veli¢ine sa jednog mesta na drugo.
Osnovni mehanizmi prenosa su:

e provodenje (difuzija),
e prenoSenje (konvekcija)
e zracenje (radijacija).

Osnovne veli¢ine koje se posmatraju U procesima prenosa su: prenos toplote, prenos mase i
prenos koli¢ine kretanja.

Difuzija je spontani transport materije ili energije pod uticajem odgovarajuceg gradijenta iz zone
viSe u zonu nize energije ili koncentracije. Kao i ostali spontani procesi, difuzija je proces u
kome se energija ili materija rasporeduje u raspolozivom prostoru. Svaki proces difuzije se
odvija pod uticajem odgovarajuc¢eg gradijenta. Tako se difuzija materije odvija pod uticajem
gradijenta koncentracije, dok se difuzija toplote deSava pod uticajem gradijenta temperature.
Difuzija je direktna posledica drugog principa termodinamike koji govori da entropija nekog
neravnoteznog sistema moze samo da raste sve dok sistem ne dode u ravnotezu. Entropija je
teznja sistema da spontano prede u stanje vece neuredenosti, dakle, entropija je merilo
neuredenosti sistema. S obzirom da se materija krece iz oblasti vec¢e koncentracije u oblast manje
koncentracije, sistem prelazi iz uredenog u manje uredeni sistem pa entropija raste. Najveca
uredenost sistema je temperatura apsolutna nula. PoSto ona ne moze da se postigne, uzima se da
entropija asimptotski tezi nuli kada temperatura sistema prilazi apsolutnoj nuli. Difuzija se
opisuje Fikovim zakonima.
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Prvi Fikov zakon ukazuje na to da je fluks @ proporcionalan gradijentu koncentracije:

© = dc
N ox’

Drugi Fikov zakon se izvodi iz jednacine kontinuiteta. U jednodimenzionalnom sistemu:

ac_ 0P
ot dx

Kada postoji gradijent temperature, do¢i ¢e do transporta energije:

AT
AQ = —A — ASAt
Ax

gde je A koeficijent toplotne provodljivosti. Toplota se prenosi u pravcu opadanja temperature.

Prenosenje toplote

Prema drugom principu termodinamike toplota prelazi spontano sa tela viSe temperature na telo
nize temperature. PrenoSenje toplote moze se vrsiti: provodenjem, konvekcijom i zracenjem.

Provodenje toplote

Provodenje toplote se odvija medu telima bez njihovog kretanja. Ako se uzme primer metalnog
Stapa, poznato je da ako se jedan kraj Stapa zagreje toplota ¢e se preneti i na ostale delove Stapa.
Ovakav nacin prenoSenja toplote objaSnjava se kinetickom teorijom. Kineticka energija molekula
se prenosi sa molekula na molekul, pa se na taj nacin javlja protok toplote kroz telo. Kod metala
ulogu prenosioca toplote imaju elektroni. Ako se deo bilo kog materijala zagreva na jednom
mestu, tada sledi zagrevanje i ostalih delova tog materijala. Toplota se kod metala prenosi
provodenjem, putem slobodnih elektrona tj. atoma koji prenose svoje vibracije susednim
atomima. Ustanovljeno je da su metali najbolji provodnici toplote.

Ako je na jednoj strani metalne ploce debljine d i povrSine S temperatura T,, a na drugoj T;, pri
¢emu je T, > Ty, tada Ce stalno proticati neka koli¢ina toplote sa toplije strane na hladniju stranu.
Ovakvo stanje se naziva stacionarno stanje. Eksperimentalno je dokazano da je koli¢ina toplote
koja prode kroz tu plocu u odredenom vremenskom intervalu srazmerna povrsini te ploce S,
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temperaturnoj razlici T,-T; i koeficijentu toplotne provodljivosti koji zavisi od vrste materijala A.
Dok je obrnuto srazmerna debljini ploce d.

Neka je Q koli¢ina toplote koja proteke za neko vreme, onda je protok toplote u jedinici
vremena.:

Q _ AT =TS _ (T, =TS

T d d

A

gde je g protok toplote, a A koeficijent toplotne provodljivosti.

Ako je izolator sastavljen od dva razli¢ita materijala debljina d, i d, sa koeficijentom toplotne
provodljivosti A. Tako da su materijali naslonjeni jedan na drugi. Neka je T; temperatura jedne
strane, T, temperatura druge strane, a T, temperature na zajedni¢koj (dodirnoj) povrsini. Tada ¢e
protok toplote kroz povrsinu S biti:

_Q_(T—-T)S
TG 4
LA

Odatle sledi formula za protok toplote kroz zid sastavljen iz n slojeva

_Q_(1-T)S
=7 . 4
=17,

Konvekcija

Konvekcija podrazumeva prenos toplote putem strujanja (kretanja) nekog fluida. Strujanjem se
prenose molekuli sa mesta na mesto, a sa njima i njihova kineticka energija, tj.toplota. Za primer
se moze uzeti fen.

Konvekcija je prenos toplote koja se vrSi na osnovu zakona kretanja fluida. Obi¢no se za ovakav
nac¢in prenoSenja toplote koriste prirodna strujanja fluida koja se javljaju usled gravitacije ili
drugih uzroka. Ove konvekcije pokazuje primer centralnog grejanja. Topla voda sa manjom
specificnom tezinom ide naviSe cevovodom do radijatora i tu odaje toplotu. Rashladena voda sa
ve¢om specificnom tezinom ide cevovodom nanize pod uticajem gravitacije i ulazi u donji deo
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kotla. Tako voda cirkuliSuci od radijatora prenosi toplotu po celom objektu. U samoj prostoriji
toplota se odvodi od radijatora takode putem konvekcije vazduha. Vazduh koji zagreje radijator
ima manju specificnu tezinu, pa ide naviSe, dok hladan vazduh odlazi na dole. Na taj nacin se
obrazuje prirodno strujanje vazduha pomocu koga se toplota od radijatora rasporeduje po
prostoriji.

Vetrovi u atmosferi su takode vrsta konvekcije kojom se topao vazduh prenosi sa jednog dela

Zemljine povrSine ne drugi. Golfska struja toplotu sa Ekvatora prenosi na velike daljine pomoc¢u
povrsinskog strujanja morske vode, dok se hladna voda kre¢e po dnu okeana u suprotnom smeru.

Toplotno zracenje

Zracenje je nacin prenoSenja toplote posredstvom elektromagnetnih talasa. Toplota prvo prelazi
u energiju zracenja koja se prenosi brzinom svetlosti do tela u kome se ona apsorbuje 1 ponovo
prelazi u toplotnu energiju. Najrasprostranjenije zracenje predstavlja zracenje Sunca.

Od ranije je poznato da sva tela, na svim temperaturama emituju zracenje koje ¢e Se najcesce
naziva toplotno zracenje. Ono zavisi od temperature i od osobina samog predmeta.

Toplotno zraCenje je elektromagnetno zraCenje emitovano sa povrsine tela. Poznato je da
naelektrisane Cestice koje se kre¢u ubrzano emituju elektromagnetno zracenje. S obzirom da su
sva tela sastavljena od naelektrisanih Cestica, sva tela emituju elektromagnetno zracenje. Na
veéim temperaturama kretanje naclektrisanih Cestica je intenzivnije, pa je veca i emitovana
toplotna snaga. Toplotno zracenje se generiSe kada se energija pokretnih naelektrisanih Cestica u
okviru atoma transformiSe u elektromagnetno zracenje. Emitovanjem i apsorbovanjem toplotnog
zraCenja Se VISi razmena toplote izmedu dva tela. Ljudi takode emituju zracenje u infracrvenom
delu spektra. Toplotno zracenje je sinonim za infracrveno zraCenje koje zrace objekati na
temperaturama koji se ¢esto sre¢u na Zemlji. Toplotno zrac¢enje se ne odnosi samo na zracenje,
vec 1 na proces u kome neka povrsina zraci svoju toplotnu energiju u vidu zraenja crnog tela.
Infracrveno ili crveno zraCenje iz obi¢nog radijatora ili elektriénog grejaca su primer toplotnog
zracenja. Kao i toplota koju emituje obi¢na uzarena sijalica.

Na primeru zice u grejacu, na pocetku zagrevanja kada su temperature niske, toplotno zracenje je
nevidljivo tj. nalazi se u infracrvenoj oblasti elektromagnetnog spektra. Sa porastom temperature,
Zica postaje crvena, a na dovoljno visokim temperaturama emituju se sve boje iz spektra pa
Zica postaje bela. Cak i toplotno zraéenje niske frekvencije moze izazvati toplotnu jonizaciju kad
god skladisti dovoljno toplotne energije da podigne temperaturu na dovoljno visok nivo.
Uobicajeni primeri za to su jonizacija koja se vidi u obi¢nom plamenu, kao i molekularne

32


https://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=Radijator&action=edit&redlink=1
https://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=Elektri%C4%8Dni_grija%C4%8D&action=edit&redlink=1
https://sh.wikipedia.org/wiki/Inkandescentna_sijalica
https://sh.wikipedia.org/wiki/Plamen

promene koje izazivaju ,,zatamnjivanje" tokom pecenja hrane $to je hemijski proces koji pocinje
sa velikim koli¢inom jonizacije.

Sva tela koja se zagrevaju prolaze kroz iste faze, ali kvantitativno odredivanje datog zracenja je
otezano zbog razlic¢itih osobina tela. Bilo je potrebno pronaci neko telo ¢ije ¢e zracenje moci da
bude opisano samo pomocu veliine za toplotu, a to je temperatura. Samo na taj nacin je bilo
moguce formulisati zakon zracenja koji ¢e biti primenljiv na sva tela, bez obzira na materijal,
strukturu i povrSinu. Usvojeno je da se posmatra zraCenje tzv. apsolutno crnog tela.
Apsolutno crno telo je telo koje potpuno apsorbuje zracenje svih talasnih duZina. Takvo telo ne
postoji u prirodi, ali moze se dobro zameniti kutijom sa hrapavim zidovima i malim otvorom.
Kada se zracenje pusti u takvu kutiju, dolazi do visestruke refleksije i zra¢enje biva uhvaéeno
unutar kutije. Crno telo je predmet koji emituje na bilo kojoj temperaturi maksimalnu mogucu
koli¢inu zracenja na bilo kojoj talasnoj duzini. Ono ¢e takode apsorbovati maksimalno moguce
zraCenje na bilo kojoj talasnoj duzini. Telo sa temperaturom oko ili ispod sobne temperature ¢e
izgledati apsolutno crno, jer nece odbijati nikakvu upadnu svetlost, niti ¢e emitovati dovoljno
zracenja na vidljivim talasnim duzinama da bi ljudske o¢i to primetile. Osobine slicne osobinama
apsolutno crnog tela imaju ¢ad, crna hartija i crni somot.

Plankov®* zakon opisuje intenzitet zratenja nepolarizovanog elektromagnetskog zracenja, kojeg
emituje idealno crno telo, zavisno od termodinacke temperature T

2hv3 1
I(v,t) = =z — : (3.5)
e kT —1

Gde su:

e | intenzitet zraCenja,

e v frekvencija [Hz];

e ] talasna duZina, podrazumeva najmanju udaljenost izmedu dve tacke istog pokreta
jednog talasa. Talasna duzina odgovara razmaku izmedu dva brega ili dve doline. Talasi
se periodi¢no ponavljaju. Vazi formula:

A== [m]

pri ¢emu je ¢ brzina prostiranja i f frekvencija talasa.

T temperatura idealnog crnog tela [K];
h Plankova konstanta, h=6.6260693*10~3* [Js];

# Max Ernst Ludwig Planck (1858-1947), nemacki fizicar
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e ¢ brzinasvetlosti u vakuumu [m/s];
e k Bolcmanova konstanta, k =1.38065*10~23 [J/K].

Funkcija data formulom (3.5) prestavlja snagu emitovanog zracenja idealnog crnog tela.
Plankova raspodela intenziteta zraCenja je jedinstvena raspodela, koja moZe postojati u
termodinamickom ravnoteZznom stanju. Buduc¢i da idealno crno telo upija sve talasne duzine, ono
takode emituje sve talasne duZine bez gubitaka, zavisno samo o termodinamickoj temperaturi tog
tela.

Plankov zakon vazi ako se zracenje posmatra normalno na supljinu idealnog crnog tela. Ako se
promatra pod bilo kojim drugim uglom, onda je intenzitet zracenja dat formulom:

I(v,t)cos (0)

gdje je ugao 8 izmedu normale i pravca posmatranja. [8]

3.3.2 Difuzija atmosferskog grani¢nog sloja

Atmosferska regija se proteZe od visine terena 10 metara do 100 metara iznad Zemljine povrSine
I poznata je kao atmosferski povrSinski grani¢ni sloj. U atmosferi se prose¢na brzina vetra
povecava sa visinom. Mnogi organizmi nastanjuju delove ovog grani¢nog sloja kada je
atmosfera u stanju neutralne stabilnosti. Temperatura Zemljine atmosfere se menja sa visinom.
Izmedu razlicitih atmosferskih slojeva menja se matemati¢ki odnos temperature i visine.
Ispod visine od 100 km Zemljina atmosfera ima uglavnom jednoli¢an sastav (osim vodene pare).
Iznad 100 km Zemljina atmosfera pocinje imati sastav koji se menja sa visinom. To je bitno jer u
odsustvu meSanja, gustina gasa pada eksponencijalno sa porastom visine ali po stopi koja zavisi
od molekulske mase. Stoga cestice vece mase (kiseonik i azot) padaju brze nego lakse Cestice
(helijum, vodonik). Precizna visina slojeva od kojih je sastavljena atmosfera menja se zna¢ajno s
temperaturom.

Svi slojevi Zemljine atmosfere imaju znacajan uticaj na prostiranje elektromagnetnih talasa, pa
zato od njihovih fizickih svojstava zavisi kvalitet prijema. Zemljina atmosfera se moze podeliti
na tri osnavna sloja:

e troposfera;

e stratosfera;
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e jonosfera.

Troposfera je sloj atmosfere uz Zemljinu povrSinu koja se proteZze do oko 8-11 km nadmorske
visine. U troposferi nastaju gotovo sve meteoroloske pojave i ona sadrzi oko 75% ukupne
materije atmosferskog omotaca. Uslovi u troposferi (pritisak, temperatura, vlaznost vazduha)
uti¢u na svojstva emitovanja elektromagnetnih talasa. Podrucje troposfere najvaznije je za Sirenje
ultra-kratkih talasa.

Stratosferski sloj proteZe se na visinama od 11-80 km i to je sloj bez uobi¢ajenih meteoroloskih
pojava. Za stratosferu je bitno da uopSte ne sadrzi vodenu paru.

Za prostiranje elektromagnetnih talasa najznacajnija je jonosfera koja po svojim fizickim
svojstvima nije homogena. Utvrdeno je da pojedini delovi imaju razli¢ite osobine, odnosno da
postoje slojevi koji nejednako uti¢u na prostiranje elektromagnetnih talasa. Jonosfera se prostire
iznad 80-ak km Zemljine povrSine do 1000 km. Jonosfera je spoljasnji sloj atmosfere sa¢injen od
gasovite plazme koji zbog prisutnih jonizacija uzrokovanim Suncevim i kosmic¢kim zra¢enjem
sadrzi veliki broj jona i slobodnih elektrona, pa je to vidljiv sloj atmosfere. Jonosfera ima
svojstvo da reflektuje elektromagnetne talase odredenih frekvencijskih podruéja. [6]

Izvori disperzije

Postoje dva izvora disperzije svetlosti:
1) materijalna disperzija
2) disperzija u talasnim cesticama.

Materijalna disperzija je zavisna od talasne duzine nekog materijala na svetlosne talase. Ta
materijalna disperzija moze biti nezeljan efekat u optickim uredajima. Disperzija svetla u
staklenim prizmama moze biti korii¢ena u spektrometrima®®. Medutim, disperzija svetlosti u
fotografskim objektivima i so¢ivima uzrokuje hromatsku aberaciju. Hromatska aberacija je
opticka mana zbog koje se svetlosni zraci razliCite talasne duzine fokusiraju na razliitim
tackama duz opticke ose soCiva. Razlog tome je razli¢iti indeks prelamanja za razlicite talasne
duzine. Fazna brzina talasa, v racuna se izrazom:

Slo

% 7a posmatranje i analizu spektra upotrebljava se uredaj koji se zove spektroskop. Ako spektroskop ima dodatni
deo pomocu koga se odreduje talasna duzina pojedinih linija, onda se zove spektrometar.
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gde je c brzina svetlosti u vakuumu, a n indeks prelamanja.

Prilikom razlaganja bele svetlosti kroz prizmu, ugao prelamanja svetla u prizmi je zavisan od
indeksa prelamanja materijala od kojeg je saCinjena prizma. PoSto indeks prelamanja zavisi od
talasne duzine svetlosti, sledi da ¢e ugao pod kojim je svetlost prelomljena varirati zajedno sa
talasnom duzinom, $to stvara ugaonu disperziju. Za vidljivu svetlost, indeks prelamanja opada sa
poveéanjem talasne duzine. U ovakvom slucaju se kaze da u raspodeli postoji normalna
disperzija. Ukoliko se indeks prelamanja povecava povecavanjem talasne duzine ($to je slucaj sa
x-zracima), postojace nepravilna disperzija.

Disperzija u talasinim_¢esticama se najc¢eSce javlja u optickim vlaknima. Disperzija u ovim
vlaknima je jedan od limitiraju¢ih faktora koji odreduju kolika se koli¢ina podataka moze preneti
jednim vlaknom.

Disperzija se javlja i u ostalim uslovima. Tako se disperzija javlja i u meduzvezdanim
prostorima. Astronomi veruju da se impulsi emituju istovremeno u velikom pojasu talasnih
duZina. Gledano sa Zemlje, komponente svakog pulsa emitovane na visim talasnim duzinama
dolaze pre onih sa nizim talasnim duzinama. Disperzija se javlja zbog jonizovane komponente
medusazvezda, zbog koga grupna brzina postaje zavisna od talasne duZzine. [6]

3.3.3 Okeanografska i hidroloska difuzija

Covecenstvu je potrebno sve vise energije, budu¢i da potrosnja energije znatno raste. Jedan od
obnovljivih izvora energije je svakako energija okeana. Okeani pokrivaju vise od 70% Zemljine
povrsine te time predstavljaju vrlo bitan izvor energije koji bi u buduc¢nosti mogao davati
energiju kako domacinstvima, tako 1 industrijskim postrojenjima. Postoje tri osnovna tipa koja se
koriste u iskori§¢avanju energije okeana. Moze se koristiti energija talasa, okeanska energija
plime i oseke, kao i temperaturna razlika vode kako bi se dobila energija.

Energija talasa je oblik kinetiCke energije koja postoji u kretanju talasa u okeanu, a njihovo
kretanje uzrokuje duvanje vetrova po povrsini okeana. Ta energija moze biti iskoriS¢ena da
pokrene turbine, te postoji dosta mesta gde su vetrovi dovoljno snazni da proizvedu stalno
kretanje talasa. Ogromne koli¢ine energije Kriju se u energiji talasa, pa joj to daje ogromni
energetski potencijal. Talasi nastaju usled interakcije vetra i vodene povrsine. Sve dok se talasi
prostiru sporije od brzine vetra, vetar predaje energiju talasu. Na visinu i snagu talasa uticu
mnogi faktori. Najvazniji su: brzina, vremensko trajanje vetra, povrSina koju vetar zahvata i
dubina vode. Oscilatorno kretanje talasa je najveée na povrSini vode i eksponencijalno se
smanjuje sa povecanjem dubine. Energija talasa zavisi od visine talasa, ali utiu i drugi faktori
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kao Sto su talasna duZina i gustina vode. U dubokoj vodi, gde je dubina vode veca od polovine
talasne duZine, energija talasa se izracunava po formuli:
2
b9
P = ——HT;
64n
P —snaga talasa po jedinici duzine [W /m];
p —gustina vode p = 1025 kg/m3;
g — zemljino ubrzanje; g = 9,81 m/s?;
m — konstanta 7 = 3.1415926;
H —visina talasa [m];
T — vremenski period talasa [s].

Drugi tip energije okeana je energija plime i oseke. Energija plime i oseke je ustvari forma
hidroenergije koja iskori$¢ava kretanja vode, a koja se dogada zbog spusStanja i dizanja u nivou
mora. Energija plime i oseke se stvara zahvaljujuci generatorima koji su ustvari velike podvodne
turbine, dizajnirane tako da uhvate kineticko kretanje kako bi se stvorila elektricna energija.
Energija plime i oseke ima potencijal za buduce energetske projekte, najvise zbog ogromnih
povrsina svetskih okeana.

Razredivanje ili Sirenje talasa podrazumeva smanjenje gustine, suprotno od kompresije ili
skupljanja talasa. Kod kompresije su sile usmerene u samo jednom pravcu. Kompresije mogu
putovati u talasima, tako da one deluju u pravcu smanjenja duzine objekta. Razredenost talasa je
podrucje niskog relativnog pritiska nakon udara talasa. Razredenost talasa se Siri tokom vremena.
U vecini fluida razredenost talasa zadrZi isti oblik u svakom trenutku kroz pokret talasa. Svaki
deo talasa putuje svojom brzinom.

Profesor Atangana®® je opisao probleme toka podzemne vode pomocu koncepta frakcionog
derivata. Problem podzemnih voda je mozda jedan od najtezih stvarnih problema koji se reSavaju
matematicki. Da bi se precizno modelirao ovaj problem mora se znati ponaSanje medija kroz koji
se voda kre¢e. Medutim, ovaj medij kroz koji se javlja moze promeniti tok od jedne do druge
tacke. Atangana je ispitaivao reSenje jednacine toka podzemne vode preko Frobenijusovih
metoda. Rezultati dobijeni iz njegovih radova su se pokazali kao dobri. On je dalje proSirio
jednacine podzemne vode na frakcijsko-varijacioni koncept podzemnih voda. Do tada, nije
postojao priblizan analiticki izraz koji se moze koristiti za opisivanje reSenja frakcijske jednacine
toka podzemne vode. Test pumpanja se izvodi za procenu pumpe na "stimulisanje™ kroz stalno
pumpanje, a zatim se posmatra "odgovor" pumpe na povlacenje vode u bunaru. U slozenijim
slu¢ajevima, numericko modeliranje se moze koristiti za analizu rezultata testa pumpe i
osigurava precizne rezulte.

% Abdon Atangana, University of the Free State, Juzna Afrika (1985-)
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Frakciona difuzija talasne jednacine (fractional diffusion wave equation: FDWE) je nedavno
generalizovana difuzijom i talasnom jedna¢inom posmatraju¢i vreme i prostor frakcionih
derivata. Jednadina je u osnovi slucajan hod i Braunovo kretanje. Pre svega je vazna u
matematickoj fizici, finansijama, racunarskoj biologiji i akustici. Za FDWE je utvrdeno da
odrazava anomaliju zakona rasturanja. Nedostatci procesa difuzije u slozenim medijima se mogu
zanemariti koriste¢i frakcioni model difuzije jednacine. Interpretirae se FDWE za nove podatke
0 vremenu i prostoru talasne jednacine koja frekvencijski zavisi od rasipanja. Sto ukazuje da je
difuzija suprotan proces od zakona rasipanja frekvencije u stvarnom svetu. Standardni
matematicki pristupi su fizicki teski za izvodenje jednacine difuzije iz talasne jednacine.

Frakciona difuziona talasna jednacina je oblika:

dPu a
o7 = ~K(D7u; 0<af<2 (3.6)

gde je A operater Laplasijana; k oznacava konstantu; « i § su proizvoljni realni brojevi.
e Za a =pf = 2,jednaéina (3.6) je normalna talasna jednacina oblika:

0%u
W = kAu.
e Zaa=2, B =1 jednatina (3.6) je normalna difuziona jednacina oblika:

au_ A
at_Ku'

Za necelobrojne aif, jednacinu predstavljaju frakciono vreme derivata i frakcioni
Laplasijan. [6], [7]
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3.4 Difuzija u ekosistemu

Razmotricemo aspekat pasivne difuzija u prirodnom okruzenju. Pasivna difuzija obuhvata
abioticke objekte koji nisu u stanju da obavljaju slucajne pokreta bez pomoci prirodne
turbulencije. Aktivna difuzija je definisana kao difuzija objekata, uglavnom Zivotinja, koje vrse
kretanje samostalno. Takode, kada se transport odvija sa energijom iz organizma disperzija je
aktivna, a kada se snabdeva od energije izvan tela disperzija se zove  pasivna.
Manji organizam je viSe podlozan uticaju turbulencije staniSta. Zbog toga difuziju malih
zivotinja treba razmotriti i pasivnim i aktivnim delom. Na primer, bakterije i polen u
vazduhu i fitoplanktoni u vodi se kre¢u pasivno. Insekti lete i menjaju sredinu i pasivno i aktivno
u neravnomernim proporcijama. Teorija turbulentne difuzije se odnosi na organizame koji su
difuzno pasivni. U zavisnosti od veli¢ine organizama, kratke distance kretanja u stanistu nece biti
od znacaja. Pad ili rast lebdeceg organizma se odvija kada se gustina organizma znacajno
razlikuje od gustine sredine u kojoj lebdi.

Ako posmatramo odgovore u ponaSanja malih organizama, ukljucujuci fototaksije i geotaksije,
mozemo dobiti disperzije koji su na neki na¢in usmerene. Fototaksija je vrsta putujuceg pokreta,
koji se javlja kada se citav organizam krece prema ili od izvora svetlosti. To je prednost za
fototropi¢ne organizme jer se mogu sami najefikasnije orijentisati da prime svetlost za
fotosintezu. Fototaksija je pozitivna ako je pokret u pravcu povecanog intenziteta svetlosti, a
negativna ako je pravac suprotan. Geotaksija daje reakciju na kretanje pod uticajem gravitacije.
Primer je leteéi insekt koji je u mogucnosti da leti gore ili dole.

Medutim, disperzije turbulentnih fluida su istovremeno i usmerene i slucajne:
1) usmerene u smeru kretanja fluida;

2) slucajne ili haoti¢ne — u virovima povezanim sa turbulencijom. [6]

3.4.1 Brzinatalozenja

U antici su ljudi verovali da vetrovi raznose bolesti kod ¢oveka, Zivotinja i poljoprivrednih
kultura. Ovaj koncept uzima svoj moderni oblik u smislu problema difuzije i transporta malog
broja organizama u vazduhu. Ovi mikrobi su spore, kao Sto su endospore bakterija, gljiva,
paprati, polen cvetnica, semena i plodovi biljaka.

Spora je posebna tvorevina koju grade pojedini organizmi kako bi preziveli nepovoljne Zivotne
uslove kao Sto su: manjak hrane ili vode, previsoka ili preniska temperatura.
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Spore imaju bakterije, alge, gljive, praZzivotinje i necvetajuce biljke poput paprati. Spore se
javljaju prvenstveno kod jednocelijskih organizama. OkruZzene su debelim omota¢em, $to im
omogucava da prezive dugo vremena. Kada nastupe povoljni uslovi, iz spora se razvije

organizam. Bakterijske spore su vrlo otporne.

Za reSavanje pod uticajem gravitacije, spore se krecu pasivnom difuzijom u atmosferi.

Proces disperzije spora ima Cetiri glavna stanja:
1) oslobodenje spore;
2) disperzija u vazduhu ili u vodi;
3) taloZenje;

4)klijanje.

Razmatra se prvenstveno druga faza tj. disperzija u vazduhu.
Faze 1) i 3) su vazne da bi se nasli pocetni i grani¢ni uslovi.

Disperzija spora se moze sastojati od jedne ili viSe ¢elija. Njihova specifi¢na tezina je malo teza
od vode.Veli¢ina spora varira. Gljive i polen su najmanje, potom slede bakterije. Semenke i
plodovi, poznate kao dijaspore su znatno vece. Spore su teZze od vazduha, one imaju tendenciju

da padaju u mirnom vazduhu.

Prema Stoksovom zakonu mala sfera radijusa a se kre¢e brzinom v u viskoznom fluidu sa

viskoznoséu n. Sila otpora je data izrazom:
F = 6mnav.

Kada je sila otpora u vodi, tezina sfere opada sa konstantnim brzinom.
Pod pretpostavkom da postoji ravnotezna sila, dobija se:

4 4

4
6mmav = - ma’prg — 3 ma’pg = ma’(py —p)g

3 3 3
tj.
otpor = apsolutna tezina - sila potiska

gde je p; gustine sfere, p gustina fluida, a g je ubrzanje gravitacije.

Brzina taloZenja Cestica vy je:
_ 2(p1 —p)ga’
9

S
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Budu¢i da je gustine spore oko 1-2- a vazduha je oko 1073 % uticaj potiska sile se moze

cm3 3
zanemariti za spore koje padaju u atmosferi. Ovo nije tatno za spore u vodi jer je tamo p; = p.

Spore mogu polako pasti u vodu ili ¢ak plutati po povrsini.

Stoksov zakon vazi za spore polupre¢nika a od 1 do 100 um koje padaju u atmosferi, za koje je
izradunata brzina taloZenja od 0.01 do 100 %

U vodi, Stoksov zakon obuhvata mikrobe polupre¢nika a od 1 do 250 um, za koje je brzina
taloZenja od 107° do 0.1 % . Stoksov zakon se ne primjenjuje u uslovima inercije zbog
turbulencije. Inercija je jedno od osnovnih osobina svih Cestica koje imaju masu, tj. masa je mera
inercije tela. Ta se osobina manifestuje kao suprotstavljnje tela promeni stanja kretanja. To znaci

da bi se telu promenio intenzitet brzine ili smer brzine na to telo mora delovati sila.
MozZemo proceniti vg pre pocetka turbulencije koriste¢i slede¢i odnos:

D)

Vg = T

V3

gde je K; dimenzionalna konstanta, a a, je relativni radijus dat sa: a, = a — A.

¢ je konstanta (iznosi 0,4 za sfere), a A je najveci radijus koji zadovoljava Stoksov zakon.
Odnos izmedu oblika ¢estica i njihovih brzina taloZenja je bila podruéje velikog interesovanja.
Izvedena je jednacina za brzinu talozenja elipsoidnih i cilindri¢nih Cestica u vodi. Te brzine su
nize od onih koje je predvidao Stoksov zakon. Razlog tome su samo neposredno izmerene
gustine taloga Cestica. [6]

3.4.2. Difuzioni model spora

Utvrdeno je da nema znacajne razlike u oceni potapanja embriona u bilo koje vreme
tokom embrionalnog razvoja. Ovaj rezultat ukazuje na to da dok voda povecava gustinu na
ve¢im dubinama, gustina embriona se takode povecava ¢ime se odrzava ista razlika u gustini.
Ovi podaci su koris¢eni za analizu pokreta i ispitivanje efekata saliniteta na rast jaja jedinki.
Utvrdeno je da su najviSe pokretljivi embrioni u srednjim nivoima salinitetima, dok su nesto
manje zastupljeni pokreti u kasnijim fazama embrionalnog razvoja.

Kada je koncentracija Cestica veéa od kriti¢ne vrednosti, nastaje novi fenomen grupe cestica koja
se nastani kao celina formirajici vertikalni sloj.
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Ispitivanjem taloZenja dve pomeSane komponente ¢vrstih Cestica zapaZzeno je da kada je ukupna
koncentracija lebdecih deli¢a u nekoj sredini manja od 10%, komponente ¢e se nastaniti sa
manjom stopom. Dok sa koncentracijom veé¢im od 10%, relativno kretanje izmedu cestica
dovodi do nestabilnosti. U tom kontekstu, opisani su delovi vertikalnih lebdec¢ih pokreta dobijeni
razilaZzenjem dve razliCite vrste sitnih Cestica na jedinstven nacin U te¢nosti i njihovo taloZenje na
0snovu gravitacije.

Uvedena je metoda merenje stope potapanja koja je bila pogodna za analizu prirodnih skupova
jedinki. Rezultati ove metode pokazuju da:

e U grupi potopljenih ¢estica dominiraju velike ¢elije;
e smanjena je stopa potapanja nakon prehrane Cestica;
e plutanje se javlja kao odgovor na svetlost.

To bi znacilo da brzina talozenja fitoplanktona zavisi od uslova u kojima su c¢elije. Kod starih
¢elija potapanje je brze nego kod mladih ¢elija. Analiza eksperimentalnih podataka o disperziji
spora i polena sa stanovista atmosferske teorije difuzije pruzila je uvid u disperziju biljaka i
drugih nepokretnih organizama.

U odnosu na epidemiologiju, odnosno Sirenja bolesti putem lete¢ih Cestica izu¢avani su teorijski
aspekti disperzije spora u atmosferi koriste¢i jednostavan model turbulentne difuzije.

Problem se smatra samo u dvodimenzionalnom prostoru, gde je x —0sa usmerena nanize, a
z —0sa usmerena vertikalno navise. [6]

Pocetak koordinatnog sistema se postavlja u srediSte kretanja spora. Pod pretpostavkom
konstantnog prenosa protoka i difuzije, koncentracija S ravnoteznog stanja distribucije spora
zadovoljava jednacinu:

oS os 0 oS
(5)

Yox "oz 0z\"7 0z

e u brzina vetra;

e W, je brzina taloZenja spora;

e S je koncentracija spora u vazduhu;

e K, je vertikalna rasprsenost tj. difuzivnost (konstanta).
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3.5 Difuzija Zivotinja u staniStu

StaniSte zivotinja ili populacija se definiSe kao podrucje ili zapremina na kojoj se svakodnevno
kre¢u u cilju postizanja svojih svakodnevnih aktivnosti. StaniSte obuhvata i gnezda, sklonista,
mesta za odmor i prikupljanje hrane. Kopneni i vodeni sisari imaju svoja utvrdena staniSta. Ta
staniSta se kod nekih vrsta u manjoj ili ve¢oj meri mogu preklapati. Svako staniSte ima vise i
manje naseljenu teritoriju. Vise naseljeni delovi ¢ine gnezda, dok su udaljeni i manje naseljeni
delovi ispunjeni skloniStima.

S obzirom na vaznost lokacije Zivotinja, bilo je potrebno izuditi je. Kretanje zivotinja je u
pocetku bilo ograni¢eno na pojedinacno ucrtavanje staniSta. Polozaj staniSta moze uticati na
pojedinacni status Zivotinje. Posmatrala se promena staniSta u razli¢itim Zivotnom fazama.
Izraz aktivno staniSte se primjenjuje prilikom razmatranja pokreta u odredenom vremenskom
periodu. Centralna oblast je onaj deo povrSine najéesée koris¢en od strane pojedinca, Sto
odgovara sigurnoj verovatno¢i da ¢e na tom podrucju pojedinac boraviti. Metoda koja se koristi
za lociranje polozaja zivotinja je koriStenje rasipanja i uzimanja u obzir i najmanjeg podrucja
koje ¢ini neki procenat boravka zivotinje. Zbog statistickog problema u proceni, veli¢ina staniSta
se odreduje preciznije distibutivnim merenjem. [6]

Veli¢ina staniSta i njegova veza sa tezinom Zivotinja

Prirodna staniSta se Siroko razlikuju medu Zivotinjskim vrstama. Gustina podrucja naseljena
Zivotinjama mogu varirati u zavisnosti od kolicine hrane potrebne jedinki ili populaciji. Postoji
jedinstveni odnos izmedu veli¢ine staniSta i stope unosa potrebne energije po Zivotinji.

Poznati ljubitelj ptica Armstrong?’ je istraZivao odnos izmedu veli¢ine stanista ptica i njihove
telesne tezine. Sli¢ne studije Su imali naucnici sa gusSterima, sisarima i primatima. Svi ovi
rezultati mogu se sazeti u sledecoj formuli:

R = aW? (3.7)
gde je R veliCina staniSta, W je telesna tezina, dok su a i b konstante. Vrednost b zavisi od
zivotinjskih vrsta i krece se od 0,63 do 1,23.

Sa druge strane, postoji uopsten odnos izmedu stope baznog metabolizma M i telesne tezine W'

M = cW07 (3.8)

" Edward Allworthy Armstrong (1900-1978), britanski biolog
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gde je c konstanta.
Za velike sisare eksponent se znacajno razlikuje od 0.75, na nivou poverenja od 95%. On
obuhvata interval [0.8,1.24] za biljojede, [0.57,1.26] za svaStojede i [1.04,1.68] za mesojede.

Za sisare konkretno, priblizna srednja vrednost konstante b u jednacini iznosi 0.75, tako da je iz
jednacina (3.7)1(3.8) velicina stanista priblizno proporcionalna bazalnoj stopi metabolizma,
odnosno:

R =kM (3.9)

gde je k konstanta.

Ipak, joS uvek je nedostajala veza izmedu veli¢ine StaniSta i stvarno potroSene energije E u
prirodnom okruzenju. Postavljena je hipoteza da stvarno potroSena energija E treba da bude
proporcionalna stopi baznog metabolizma M. Tada je veli¢ina staniSta R linearno
proporcionalna sa E.

Pojedine Zivotinjske vrste kao $to su pcele, mravi, SiSmisi, foke, morski lavovi i ptice su smeSteni
u fiksna staniSta. Sa njih su se Zivotinje razilazile i vracale svaki dan da bi obezbedile hranu. U
obrazac ove disperzije treba uvesti ravnoteZzu izmedu dva medusobno suprotna efekta.
Prvi efekt je bio povoljan kod viSe izraZenih disperzija, smanjenjem pritiska na potrosnju resursa.
Drugi efekt je nedostatak vremena i povecanje potroSnje energije kod viSe udaljenih resursa.
Naucnici su koristili ove podatke da bi analizirali disperziju potrage ¢vorka za hranom. Nesto
kasnije se javila radoznalost za kretanje gustera iguane. ReSenja su dobijena difuzijom pomocu
parcijalne diferencijalne jednacine za gustinu Zivotinja u prostoru i vremenu. [6]

Matematic¢ki modeli disperzije Zivotinja u prirodnim stanistima

Posmatra se uticaj modela slu¢ajne Setnje na matematicki model disperzije. Pokreti jedne
Zivotinje u svom staniStu se mogu smatrati Stohastickim procesom u prostoru, tj. slu¢ajnom
Setnjom. Medutim, hod nije isklju¢ivo nasumic¢an. On mora biti posmatran kao usmerena Setnja.
Verovatnoce koracanja ka srediStu staniSta su vece od verovatnoce da se ide ka mestima
udaljenih od centra. Takva nasumi¢na Setnja se moze nazvati centralno usmerena. Verovatnoce
mogu da budu date na razli¢ite nacine. Radi jednostavnosti, moze se analizirati hod u
jednodimenzionalnom prostoru, tj. x — osi, uzimanjem za centar aktivnosti mesto koordinatnog
pocetka x = 0.

Postoje dva slucaja.

44



Slucajl:

Pretpostavlja se da kretanje ka centru zavisi samo od memorije Zivotinje i poznavanja stanista.

Pretpostavka je da je verovatnoc¢a centralno usmerenog koraka opada sa udaljenoséu od centra.
Dakle, verovatnoca Zivotinje da se kre¢e od x ka x — 1ika x + 1 moze biti data respektivno:

(l) (1 + i) i (%) (1 — i) gde je & konstanta i vazi € < 1.

2

Neka je p(xg|xq,t) verovatnoéa da ¢e zivotinja koja kreée iz x, sti¢i u x; U trenutku t,
verovatnoca Zivotinje koja se locira na m u trenutku t + 1 je zbir:

e verovatno¢e da se zivotinja nalaziti na m + 1 u trenutku ¢t pomera na m tokom
narednog vremenskog intervala;

e Verovatnoée da se zivotinja nalazi se na m—1 u trenutku t pomera na m u
narednom vremenskom intervalu.

Prema tome, jednacina

1 1
p(xolm,t+1) = 5{1 +ﬁ}p(x0|m +1,¢t) +§{1 +ﬁ}p(x0|m -1,t)

daje formulu za generalizaciju slucajne Setnje.

Ova jednacina se moze reSiti u skladu sa pocetnim uslovom da je zivotinja pocela kretanje u
nekoj poznatoj tacki x, u trenutku t = 0. Nakon dobijanja p(xy|m, t + 1), moZe se izraCunati na
primer verovatno¢a da se zivotinja vraéa U pocetno stanje prvi put nakon 2n koraka.
Dobija se procenat koji predstavlja koliko je Zivotinja udaljena od centra. lako ovaj model

ukljucuje centralnu usmerenost ka sredini, tendencija kretanja ka centru se smanjuje sa
udaljenosti.
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Slucaj 2
Zivotinja je privucena svojim gnezdom u kojem su mladuci koji cekaju hranu

U ovom slucaju postoji veca tendencija za kretanje u pravcu stanista a ne daleko od njega. Jer se
Zivotinja pomera jos dalje od gnezda tragajuci za hranom.

Dakle, verovatnoca Zivotinje da se kre¢e od x ka x — 1ikax + 1 moze biti data respektivno sa:

G)(1+3)i(5)(1-3) gdeje ~L<x <L

Ako se sada, kao u prvom sluc¢aju pasmatra verovatnoéa p(x,|x;, t) kojom se Zivotinja kre¢e od
Xo do x; u vremenu t = 0. Tada je verovatnoca da se zivotinja nade na mestu m posle vremena
t + 1 datasa:

1 m
}p(x0|m +1,t) + 5{1 —T}p(x0|m - 1,t).

m+1

1
p(xoIm,t +1) = 5{1 +

Dobijeno je reSenje za ovu jednacinu, uz pocetni uslov da se Zivotinja nalazi u poznatoj tacki x,

u trenutku t = 0. Ustanovljeno je da je prose¢na duZina kretanja od pocetne tacke: VLm u
jednodimenzionalnom prostoru, odnosno Lm u dvodimenzionalnom prostoru.

Vidimo razliku izmedu ova dva modela. U modelu prvog slucaja, centralna usmerenost hoda
slabi sa udaljenosti od centra. Difuzivna tendencija podrazumeva beskonaéni obim stanista zbog
faktora slu¢ajne Setnje. Zivotinje su sklonije razilaZenju nego povratku u prvobitno boraviste.

Sa druge strane, u modelu drugog slucaja, povratak u pocetno boraviste Se povecava Ssa
udaljenos$¢u, a samim tim je tendencija razilaZzenja manje izrazena. Tada veliCina stanista postaje
konac¢na. U slucajnoj Setnji se pretpostavlja da je kretanje diskretno. Ograni¢enjem broja koraka,
jednacina za verovatnocu postaje generalizovana difuzijom koja opisuje stalne pokrete.

Proces difuzije je funkcionalni model za proucavanje staniSta zivotinja. Model se odlikuje
svojstavima kao sto su aktivnost u stanistu i raseljavanje. Potom se javio problem teritorijalnih
interakciju izmedu dve ili viSe zivotinja unutar iste populacije i izmedu razlicitih populacija
posmatrajudi jelene, lisice, vukove i ptice, $to ¢e biti opisano u daljem tekstu.[6]
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3.5.1 Model kretanja zivotinja u stanistu

Sinif i Jesen (1969) su pokuSali da modeliraju kretanje Zivotinja sa mati¢nog stanista na osnovu
uzetih podataka putem senzora za crvenu lisicu, polarnog zeca i rakuna. Telemetrijski podaci su
dobijeni sa univerziteta u Minesoti automatskim sistemom pracenja, Koji kontinuirano prati
kretanje zivotinja noSenjem minijaturnih radio-odasiljaca. Zabelezen je primer pokreta crvene
lisice dobijene telemetrijom (Slika 3.2).

Slika 3.2 Primer kretanja crvene lisice dobijeno telemetrijom [6]

Opisi su ograni¢eni na kretanje crvene lisice, iako je na¢in posmatranja kretanja drugih Zivotinja
u sustini isto.[6]
Sinif i Jesen su analizirali podatke po sledece tri elementarne stavke:

1) Odredena je udaljenost od pocetne lokacije do mesta gde se snima naredna lokacija.
Srednja vrednost brzine kretanja je izracunata deljenjem predene razdaljine proteklim
vremenom izmedu dva mesta.

2) Relativni ugao je meren u smeru kazaljke na satu. Ako bi Zivotinja menjala svoj smer
kretanja, relativni ugao bi bio 0°. Preciznost merenja relativnog ugla je bila 0.5°.

3) Odredeno je relativno trajanje mirovanja i kretanja.

Poredene su raspodele brzina predenih razdaljina u metarima po minuti za odrasle zenke,
muZjake i mladunéad crvene lisice. Svi slucajevi kod kojih je doSlo do menjanja smera, su
eliminisani iz distribucije. Za sve tri grupe u ¢oporu, distribuciona kriva u po¢etku naglo raste i
opada polako na desno. Sporije kretanje mladunaca pokazuje da su u tom periodu bili i dalje pod
uticajem roditeljskog staranja.
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Posmatrana distribucija brzine moZze biti predstavljena uz pomo¢ gama distribucije:

bl
% B ; (3.10)

fO) =i Ta+n ¥

gde je v brzina, a i § su konstante koje zadovoljavaju ograni¢enja: a« > —1 A 8 > 0.
Gama funkcija je data u oznaci I'(a + 1).

Podaci za odrasle muzjake i Zenke crvene lisice su sli¢ni i prikazani su normalnom raspodelom.
Sa maksimumom na sredini oko 180°, dok su podaci za mladunce crvene lisice prikazani
uniformnom distribucijom.

Distribucije ugla 6 su aproksimirane kruznim normalnim distribucijama:

(0 = %nlo(c)eccos (6-m), (3.11)

Gde je I,(c) modifikovana Beselova®® funkcija reda nula. Oblika diferencijalne jednadine:

ik 9]
e anpcd

2 _ 2V, —
922 6x+(x a“)y=0

sa kanoni¢kim reSenjima y(x), reda @« = 0. Koristimo je zbog cilindri¢nih svojstava funkcije.

Ugao m je ugao za maksimalnu verovatnocu, a c je parameter distribucijske koncentracije. Kako
se ¢ povecava, Sirenje distribucije se smanjuje a distribucija postaje uniformna kako se vrednost
c priblizava nuli.

Telemetrijski podaci su potvrdili da je crvena lisica no¢na vrsta. Kre¢e se tokom no¢i a tokom
dana ostaje relativno stati¢na. 1z tog razloga, jedino podaci uzeti tokom noci su uzeti u obzir u
izraCunavanju aktivnosti lisice. Najces¢a duzina odmora je oko 60 minuta, odmor se retko
produzi na vise od 4 sata. Trajanje kretanja razlikuje se izmedu mladunaca i odraslih. Za
mladunce aktivnosti su obi¢no kra¢e od 3 sata, ali za odrasle moze da bude duze od 10 sati.

Za kompijuterske simulacije Sinif i Jesen su prvi put pokusali trivijalnim modelom koristeci
zakone distribucije (3.10),(3.11) kao i distribuciju trajanja odmora i kretanja dobijene od
posmatranog uzorka sa navedene tri elementarne stavke.

28 Eriedrich Bessel (1784-1846), nemacki matematiar
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U ovom modelu, pretpostavlja se da je pokret u svakom trenutku nezavisan od svakog proslog
pokreta. Relativni ugao izabran za kretanje od jednog do drugog poloZaja nije bio pod uticajem
izabranog puta ili lokacijom u stanistu. Ukupna slika se moZe menjati variranjem distribucije
relativnog ugla i predenog puta.

Statisticka preciznost simuliranih pokreta u uzorku u odnosu na telemetriju posmatranih pokreta
uzorka je ista. Kriterijum preciznosti je potreban za ovaj uzoracki test Sto predstavlja tezak
problem.

Sinif i Jesen primenjuju metodu kvadratnih jedinica uzimanja uzorka. Sto se Gesto koristi
u ekologiji uzoraka za merenje razlike pokreta Zivotinja. Tako je staniSte podeljeno u kvadratne
jedinice, a broj zivotinja u jedinici, u oznaci n, predstavlja aproksimaciju negativne binomne
distribucije.Vrednosti disperzije parametra k su koriS¢ene da uporede kretanja uzorka. Negativna
binomna distribucija je data sa:

(k+n—-1)/ m" m~k
fn) = =D (m+k)(1+ - ) n=012..

gde m predstavlja aritmeti¢ku (srednju) vrednost. Broj k > 0, male vrednosti k oznacavaju
izrazenu disperziju, dok velike vrednosti k ukazuju na znacajne slu¢ajnosti u distribuciji.

Vrednosti od k za model kretanja lisice dobijen telemetrijski u stanistu se kre¢e od 0,1 do 0,7. To
znaCi da Kretanje lisica u svom staniStu nije sasvim sluéajno i da se odredeni delovi stanista
probirljivo koriste.

Sa druge strane, vrednost k dobijen simuliranim podacima predstavljaju uzorak koji je mnogo
vise slucajan nego stvarni podaci. Takav raskorak moze biti prvenstveno zbog dva razloga:

1) Simulaconi model se eksplicitno ne raduna za grani¢nu oblast. Zivotinja obi¢no
prepoznaje granice svog staniSta sa koje se retko udaljava.

2) Zivotinja koja se kre¢e unutar stanista nastoji da ponovo Koristi Zeljenu oblast,
ukljucujuéi i mesta mirovanja i prikupljanje hrane. Dok su i nepoZeljna podrucja bila
ukljucena u simulaciju modela.

Sinif i Jesen zatim predstavljaju poboljsan simulacijski model u kojem se definiSu i pokreti
prema ponderisanim verovatno¢ama. Vrednosti k u stanistu postaju precizniji u domenu od 0,12
do 3,6.
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Zbog toga u simulaciju modela moraju biti ukljuceni slede¢i elementi:

1) Zaneke vrste Zivotinja granice stanista variraju iz dana u dan. MozZe postojati viSe od
jednog mesta preferencije i njegove lokacije se mogu razlikovati iz dana u dan.

2) Kiretanja jedinki u zajednici mogu uticati na prisustvo drugih pojedinaca. Efekat
napustanja stanista pod pritiskom populacije bi trebao uzeti u obzir.

3) Odnos izmedu zivotinje i staniSta koje ima razli¢ite vrste vegetacije, treba da bude
razli¢it i obuhvacen istraZivanjem.

4) Simulaciju modela treba razvijati kao instrument poboljSavanja hvatanja Zivotinja u
cilju popisa njihovog broja.

Kako racunar povec¢ava mogucnosti, obim simulacije se moze povecavati za izgradnju realnog
modela. Proucavanje bioloskih sistema putem simulacije moze biti prvi korak ka razumevanju
uloge razlicitih elemenata ukljucenih u sistem.

Radio telemetrija omogucava evidenciju i pojedinacno obelezavanje zivotinja i pokazala se kao
izuzetno mocan alat za osnovna proucavanja zivotinjskih kretanja. Zajedno sa istovremenim
merenjima ekoloskih faktora i fizioloSkih podataka, telemetrija poseduje neprocenjiv potencijal.

Medutim, ¢ak i telemetrija ima odredena znaCajna ograni¢enja. Ne sme se pretpostaviti da
simulacije mogu dati odgovore na sva postavljena pitanja. Pre svega, efekat odasiljaca na
Zivotinju se mora dobro ispitati. Pored toga, iako se trenutna pozicija Zivotinje moZe pratiti,
telemetrija obezbeduje samo indirektne nagovesStaje Sta zivotinja ustvari radi. Takode, mnoge
jedinke moraju biti prac¢ene istovremeno u cilju proucavanja interakcija zivotinja.

Za vrlo male zivotinja kao Sto su insekti koriséenje telemetrija moze biti teSko. U proucavanju
distribucije leta pcele, pricvrséen je komadi¢ metala sa brojem na poledini svake pcele.
Hvatanje i registrovanje je postignuto sa malim magnetima postavljenim na ulazu koSnice
i neposredno iznad cveéa koje pcele mogu posetiti. Nakon Sto je zarobljena, zabelezena je
relacija kretanja péele i ona je pustena. [6]
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3.5.2 Disperzija zivotinja u novim stanistima

Proces disperzije seobe zivotinje sa pocetnog stanista radi osnivanja novog doma ima sustinsku
ulogu u opstanku vrste. Tokom seobe, pojedinci mogu umreti od faktora kao $to su nedostatak
hrane, pogor3anje ekoloskih uslova i napada predatora. Cak i ako jedinka dode u odgovarajuée
staniSte, ono moze biti ve¢ zauzeto ostalim Zivotinjama koje odbijaju uljeza. Predstavicemo dva
modela koji se odnose na ovaj proces.

Model1:

Slucajan setac koji skuplja hranu (energiju) jer je udaljen od stanista.

Problem jednodimenzionog slu¢ajnog hoda se smatra problemom u kome se Zivotinja krece
nasumicno jer prikuplja hranu i locirana je u svakoj tacki mreze, Sto ¢ini model skitanja.

Pretpostavimo da je Zivotinja na pocetku u ishodistu x = 0.
Neka su parametri [, t,m(x) redom: duZina koraka, vremenski interval izmedu uzastopnih
koraka, koli¢ina hrane locirana u ishodistu x.

U svakom trenutku Zivotinja trosi koli¢inu hrane f(m) u zavisnosti odkoli¢ine prikupljene hrane
m(x). Neka je p(x,Q,t)dx dQ verovatno¢a da je nakon vremena t Zivotinja u ishodistu x i
prikupila je koli¢inu hrane Q. Izves¢emo jednacinu za p.

U trenutku t — 7 Zivotinja se nalazi na mestu x — [ ili x + 1 i ima skupljenu koli¢inu hrane
Q — f(m), pa se dobija:

p(x,Q,t) = %'p{x —1,Q — f(m(x)),t - T}+%p{x +L,Q—f(m),t—t}. (3.12)

Izraz (3.12) pokazuje da se slucajni hod ponasa na isti nacin i da ¢e verovatnoca ostanka
Zivotinje u istoj tacki reSetke u uzastopnim vremenskim intervalima biti nula.

Razvijanjem desne strane (3.12) u Tejlorov?® red, dobijamo:

 Brook Taylor (1685-1731), engleski matematicar
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dp  fop 11°9%p
E— ;%+E?ﬁ+0(x,@t) (3.13)

gde je odbacen ¢lan viSeg reda od dva koji je proSiren u odnosuna [, ti f.

Ako ograni¢imo (3.13) tako da [,z i f teze nuli u slede¢im oblicima:

2

- f P
flflm)? = F(m(x)) l’lTl_T)r(l)Z =D. (3.14)

Clan viSeg reda od dva tada konvergira nuli, pa (3.13) postaje:

a%p  a(F K
p__0Up , 0P (3.15)

dp _
ax? 0Q dx?

dp
Fri —F(m(x))% +D

Ova jednaina je ekvivalent jednacini difuzije. Stoga se F (m(x)) = F(x) moze smatrati
brzinom kretanja u pravcu Q. Osim toga, ova brzina zavisi i od poloZzaja x. Tako da kod

Tejlorov polinom za neku funkciju f(x) i datu tacku a je definisan na slede¢i nadin:

(@) m(a) n)
To(x) = f(a) +f1! (x—a)+f2! (x—a)z—i----—i-f (a)

LIS
:Zf (@) (x — a)k

k!
k=0

x—a)" =

n!

Posto se pri takvoj aproksimaciji funkcije polinomom pravi nekakva greska, deo za koji se razlikuje funkcija i
polinom se zove ostatak polinoma i on iznosi: O(x) = % f; (x — OO (t) dt.

Tako se svaka funkcija moZe predstaviti kao zbir odgovarajuceg Tejlorovog polinoma (za tatku a koja se
proizvoljno bira) i greSke koja se pravi tom aproksimacijom: f(x) = T,(x) + 0(x).
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pojedinacnih difuzija u pravcu x, difuzivnost D se prenosi odgovaraju¢im protokom F u pravac
Q. Kao rezultat toga, uzorak je rasprSen u prvcu x — Q ravni sa verovatnocom p (Slika 3.15).

Jednagina (3.15) moZe da se resi po p ako je f(m(x)) je pozitivno. Dakle, verovatnoca
prezivljavanja nakon vremena t se moze izracunati postavljanjem ograni¢enjana x i Q.

Ako integralimo (3.15) po Q, jednacina za gustinu populacije se dobija sa:

(% . v - as ﬂ
S(x,t) = [__ pdQ ivaZi jednakost Z=D>="

Model 2: Kompijuterska simulacija

Izvrsena je simulacija disperzije zivotinja konstruisanjem mreze u x — y oblasti u kojoj su
locirana staniSta zivotinja. StaniSta zivotinja su smeStena u koordinatni centar. Od trenutnih
kretanja uzoraka i stope mortaliteta, ocenjuje se uspeh disperzije. Simulacija prestaje kada svaka
zivotinja dode u jedno od dostupnih stanista ili ugine. Detalje kompjuterskog rada predstavio je
Kitging®™ 1971. Kitging na graficima predstavlja duZinu hoda po jedinici vremena, odnosno
duzinu staze. Udvostru¢avanjem duzine staze DS, disperzija raste.

Odstupanje od pravca kretanja Zivotinja odredena je sa S2. Veée vrednosti S? podrazumevaju
vecéu tendenciju kruznog kretanja oko stanista i manju sklonost za disperzijom.

M oznacava stopu smrtnosti. Simulacija omogucava da se dobije gustina distribucije Zivotinja
oko centra rasipanja. Kit¢ing je pokuSao da uporedi distribucije simulirane na racunaru sa
postoje¢im empirijskim zakonima. Dobio je sledece rezultate:

e Za iste vrednosti duzine staze DS i iste stope smrtnosti M, a razli¢itog odstupanja od pravca
SZi SZ, biée veca disperzija za manju vrednost odstupanja od pravca.

e Za iste vrednosti S2i iste stope smrtnosti M, a razlicite duZine staze DS; i DS, biée veca
disperzija za vecu duzinu staze.

e Zaiste vrednosti stope smrtnosti M, a razlicite duzine staze DS; i DS,, i razlicitog odstupanja
od pravca SZ i SZ, biée veéa disperzija za veéu duzinu staze i manje odstupanje od pravca
kretanja. [6], [9]

Roger L. Kitching Ecological and Entomological Society of Australia; Griffith university

53


http://www.researchgate.net/profile/Roger_Kitching

4. Model disperzije i rasta populacije Zivotinja

Literatura za ovo poglavlje je koriStena iz [10], [11],[12], [13],[14], [15],[16],[17],[18].

Potreba za poznavanjem veliCine populacije, kao 1 promena broja te populacije je verovatno stara
koliko i ljudska civilizacija. Modeliranje rasta populacije je staro oko dve stotine godina i vezano
je za engleskog demografa Maltusa®’. Njegov model rasta, tzv. Maltusov model, se moZe
smatrati pocetkom vazne oblasti matematickog modeliranja - populacione dinamike. Danas je
to veoma razvijena i kompleksna nauka, koja zahteva dobro poznavanje raznih matematickih
disciplina pre svega diferencijalnih i diferencnih jednadina, zatim verovatnocée i statistike i
biologije. Pocetkom 19. veka se ljudska populacija stalno povecavala, pa se moglo postaviti
pitanje da li ¢e se dugoro¢no ljudi mo¢i prehraniti ako se rast nastavi. Da bi dao odgovor na ovo
pitanje, Maltus je krenuo od nekoliko pretpostavki koje su dovele do jednog veoma upros¢enog i
globalnog modela rasta svetske populacije. Radi jednostavnosti, on je pretpostavio da se broj
stanovnika na svetu menja na isti nafin, ne uzimajuci u obzir razlike izmedu ljudi kao §to su
podela prema starosti, polu, podneblju, ekonomskom i kulturnom razvoju. Model koji je uveo je
prvi matematicki model rasta jedne populacije u okviru nekog ekosistema. Ta populacija moze
biti stanovniStvo jednog grada, regije, drzave ili cak c¢itavog sveta, ali moze biti i neka
zivotinjska ili biljna populacija unutar jednog ekosistema.

Sustina Maltusove teorije se sastoji u Cinjenici da se populacija razmnoZava brze nego $to raste
proizvodnja hrane. Populacija raste geometrijskom progresijom, a koli¢ina hrane uz
najpovoljnije uslove raste po aritmetickoj progresiji. Shodno tome, u odredenom trenutku mora
do¢i do prenaseljavanja, tj. veli¢ina populacije ¢e biti veca od raspolozivih resursa za zZivot.

Pretpostavka je da se populacija menja samo zbog radanja i umiranja. Rast populacije je
prekidna pojava, ali kad posmatramo dovoljno veliku populaciju, uvecanje ¢e biti vrlo malo u
odnosu na ¢itavu populaciju pa ¢emo smatrati da se rast populacije neprekidno menja. Neka je N
veli¢ina populacije koja se neprekidno menja. Tada je N(t) diferencijabilna funkcija vremena, tj.
veli¢ina populacije u vremenskom trenutku t. Stopa rasta (opadanja) populacije je konstantna, tj.
da je promena u populaciji proporcionalna veli¢ini populacije. Tada se dobija najjednostavniji
model rasta populacije na slede¢i nacin koji je koriSten u (3.1):

2 N (4.1)

*! Thomas Robert Malthus(1766- 1834), engleski demograf
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gde je r stopa rasta (opadanja) i vazi:
zar < 0 populacija opada,
zar > 0 populacija raste.

Pocetno stanje N,, predstavlja veli¢inu populacije u pocetnom trenutku t, i vazi N(t,) = N,.
Vazi da je za r > 0 kriva rasta linearna, pozitivnog nagiba i prolazi kroz koordinatni pocetak.

RavnoteZa se postize kada je veli¢ina populacije nula, §to sledi iz uslova Z—IZ = 0. Ako je N > 0,

tj. ukoliko je veli¢ina populacije ve¢a od nule Z—IZ je vece od nule pa ¢e populacija rasti tokom

vremena.

Analogno zar <0 je Z—IZ je manje od nule pa ¢e populacija opadati tokom vremena sve dok ne
nestane. Ova situacija se moze ilustrovti slede¢im grafikom (Garfik 4.1):

dN/ot

‘n

No

‘I':\Il"

/
/
s
/

I
- - e - — — - — - — - -

Grafik 4.1 Opadanje populacije tokom vremena

i s aN .
AKko se uzme u obzir ve¢ videni model (4.1): Fri rN sa poCetnim uslovom N(t,) = Ny,

reSavanjem pocetnog problema integracijom obe strane jednacine i dolazi se do reSenja pocetnog
problema:
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N = cge™
koristeéi pocetni uslov dobijamo ¢, = Nye "t , reSenje ¢e imati slede¢i oblik:
N = Nye"(t-to) (4.2)

Zakljucuje se da veli¢ina populacije raste ili opada eksponencijalno u zavisnosti od stope k.
Opisani model naziva se Maltusov model rasta populacije. [14]

Ako se posmatra vreme potrebno da se populacija udvostruci, primenjujué¢i Maltusov
model zakljucuje se da trazeni period zavisi samo od stope rasta r, a ne i od veli¢ine populacije
N. Neka je u pocetnom trenutku ¢, veli¢ina populacije Nj.

t; Je trenutak u kome ¢e se populacija N, udvostruCiti, pa je potrebno vreme da se
posmatrana populacija udvostruci t; — ¢,.

Kako je N; = 2N, dobijase: 2N, = Nye"(t17t0) |
pasledi:In2 = r(t; — ty)
1 konacno:

20,6931

t —tg =— .
1 0 r r

To znaci da ako je uzeto da je stopa rasta r = 7% godiSnje, tada ¢e se populacija udvostruciti za
otprilike 9,9014, tj. za 10 godina bez obzira na pocetnu veli¢inu populacije.

Diskretni oblik ovog modela je:

N1 =N, +7N,. (4.3)

Opste resenje ove rekurentne jednacine je:

N, = (1+71)N,. (4.4)

Primer 4.1

U prikazanoj tabeli se nalaze podaci 0 broju zeceva u Vojvodini od 1997. do 2011. godine.
Parametar r se racuna na slede¢i nacin: Ny=263.570 je veli¢ina populacije na pocetku perioda
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koji se posmatra, tj. za godinu koja predstavlja trenutak t, = 0. 1z ovog podatka i podatka da je
1999. godine broj zeceva je bio 215.554, odakle se dolazi do sledeceg:

t; =2 =1t; —ty pricemu je N(2)=215.554.
Sada se iz poznatih podataka:
Ny = 263.570;

N(2) = 263.570 * e?" = 215.554

dObija: r= ln[215.554];ln[263.570] — 12.28096674;12.482074—27 — _ 0.201210753 — —0.100553765
Godina Brojnost Maltusov model-vrednosti
(poznato) (predvideno)

1997 263.570 263.570

1999 215.554 263.570+(-0.100553765)*263.570=237.067
2001 204.528 237.067+(-0.100553765)*237.067=213.229
2003 254.786 213.229+(-0.100553765)*213.229=191.788
2005 285.806 191.788+(-0.100553765)*191.788=172.503
2007 289.897 172.503+(-0.100553765)*172.503=155.157
2009 275.909 155.157+(-0.100553765)*155.157=139.555
2011 272.760 139.555+(-0.100553765)*139.555=125.522

Tabela 4.1: Populacija zeCeva u periodu od 1997. do 2011. godine [15]
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Grafik 4.2 Populacija zeCeva u periodu od 1997. do 2011. godine po Maltusovom modelu

Maltusov model daje priblizne podatke do odredenog momenta, a kasnije su greske sve vece.
Jedan od nedostataka koji je uzrok ovome jeste to $to se r rac¢una na osnovu prva dva perioda pa
kako vreme prolazi razlika izmedu stvarnih i aproksimiranih vrednosti je sve veca. JoS jedan
nedostatak jeste to $to se pretpostavlja da populacija raste istom stopom neograni¢eno, tj. §to se
ne uzima u obzir ogranicenost raspolozivih resursa koji usporavaju rast populacije i zbog kojih

populacija tezi ka grani¢cnom zasi¢enjum

Modeliranje promene populacije se moze posmatrati i iz druge perspektive. Na populaciju u
nekom momentu se moze gledati kao na zalihe ¢iji nivo zavisi od razlike izmedu priliva i odliva
tih zaliha. Zavisno od populacije koja se posmatra razlikovaée se faktori koji uticu na prilive
(povecanja) i odlive (smanjenja) populacije. Kao tipi¢an primer povecanja populacije se
posmatra natalitet i imigracije, a smanjenja mortalitet i emigracije. Ako se posmatra populacija
insekata, postoje periodi zapraSivanja kada se populacija naglo smanjuje 1 periodi koji uticu na
njihovo povecano razmnozavanje.

Neto promena populacije = povecanje — Smanjenje =
= (natalitet + imigracije) - (mortalitet + emigracije).

58



Posmatrajuci natalitet i mortalitet kao unutrasnje promene populacije, a imigracije 1 emigracije
kao spoljasnje promene, moZe se drugacije zapisati neto promena populacije:

Neto promena populacije = unutrasnje promene + spoljasnje promene =
= (natalitet - mortalitet) + migracije.

Gde je priraStaj razlika nataliteta i mortaliteta, a migracija razlika imigracija i emigracija.
Ovakva interpretacija je posebno korisna za otvorene sisteme, kao na primer, Zivotinje u
Vojvodini, gde moZemo posmatrati sve gore navedene faktore. Medutim, ako se posmatraju sve
Zivotinje na Zemlji to predstavlja zatvoreni sistem, jer se ne mogu posmatrati migracije, tj. ne
postoji priliv ni odliv, pa se mogu posmatrati samo procenti nataliteta i mortaliteta.
Zanemarujuci karakteristike populacije kao Sto su godine, pol, plodnost, moze se posmatrati
veli¢ina koja doprinosi smanjivanju ili poveéavanju neto promene populacije, a u kojoj su
zapravo sadrzane sve navedene karakteristike. Ta veli¢ina deluje na neto promenu populacije
posredstvom unutrasnjih promena. Oznacavacemo je sa n. Neka je veli¢ina populacije u nekom
trenutku N (t), i oznacava broj jedinki u trenutku t. UnutraSnja promena u populaciji je data sa
nN(t). Neka je m(t)oznaka za migracije tokom nekog perioda u kom posmatramo unutrasnje
promene. Tada m(t) zapravo oznacava veli¢inu spoljasnje promene.

Prema tome, promena populacije:

dN(t)
ot

je data sa:

%—IZ = nN(t) + m(t).

e U Maltusovom modelu rasta populacije se pretpostavlja da ne postoje migracije pa je bilo
m(t) = 0.

e Takode, pretpostavka da se populacija menja po konstantnoj stopi r tj. doprinos jedinke
rastu populacije je bio r. Dakle, bilo je n(t) = r.

Sada za: n(t) =r im(t) = 0, posmatrajuéi gornji pristup, dobija se:

N
= = nN(t) + m(t) = rN(t) (4.5)
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Sto je upravo Maltusov model. [14]

Primer 4.2

Disperzija zeeva u odnosu na stopu nataliteta, mortaliteta i temperaturu prirodnog stanista.

e Divlji zeCevi Zive u prostoru gde disperzija direktno zavisi od koli¢ine hrane. Oni
obelezavaju svoju teritoriju i teritoriju svojih potomaka. Sada se razmatraju klju¢ni

faktori koji uti¢u na prirodno staniSte zeca. Moze Se primeniti prethodno receno
disperziju ze¢eva u odnosu na njihov natalitet i mortalitet.

U ovom slucaju broj rodenih je uzro¢no povezan sa dinamikom naseljavanja teritorije. Kako b

na

roj

rodenih raste, veli¢ina populacije zeCeva raste. AKo broj rodenih opada, broj zec¢eva opada. Sledi
da su direktno proporcionalne ove dve promenljive. Kako broj zeceva raste, broj mladunaca

takode raste. Sli¢no tome, ako stepen smrtnosti raste, broj ze¢eva pada. Treba uzeti u ob

Zir

Cinjenicu da je smrt jednog zeca obrnuto proporcionalno stotini potomaka. Ove dve promenljive

su obrnuto proporcionalne. S obzirom na porast stope nataliteta, rast populacije

je

eksponencijalna. Ako se zanemare prirodni predatori i pretpostavi se da postoji izobilje hrane,

neée pro¢i puno vremena do prenaseljenosti zeceva.
Ovaj ekoloski problem se moze modelirati matematickim jednacinama.

AKo je broj zeceva koji se radaju i umiru u odredenom periodu proporcionalan ukupnom broju
zeCeva tog perioda, promena u njihovoj populaciji je data izrazom:

oN N
ot =TIN.

Gde je N broj zeCeva u trenutku t, a r je stopa rasta populacije zeca tj. razlika stope nataliteta i
mortaliteta.

ReSavanje diferencijalne jednac¢ine daje, kao u (3.2) dobija se:
N = NO ert

gdje je N, veli¢ina populacija zeCeva U trenutku t = 0. Jednacina je eksponencijalna funkcija,
zbog Cega je ovaj model zove eksponencijalnim modelom rasta. Ovde postoje dva moguca

ishoda. Ako ima viSe rodenih nego umrlih zeceva, onda je stopa rasta je pozitivna i populacija
raste eksponencijalno. Ako je stopa rasta negativna, populacija zeCeva ¢e poceti izumirati. [13]
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e Temperatura je jedan od vaznijih faktora koji utiCe na staniSte zeCeva. Zecevi imaju
stalnu temperaturu tela tako da promena temperature vazduha mora uticati na odrzavanje
telesne temperature (Tabela 4.2). Oni Kkoriste tri nacina za odrzavanje toplote: polozaj
tela, disanje i temperatura uha.

Ako je temperatura vazduha niska (ispod 10 °C) zivotinja se sklupca kako bi se smanjila ukupna
povrsina gubitka topline i smanjiti njihovu temperaturu uha. Ako postoji visoka temperatura
(iznad 25°C do 30 °C), Zivotinje se ispruzi kako bi izgubila viSak toplote zracenjem i
konvekcijom, i intenzivira svoju temperaturu uha. Oba slucaja su nepovoljna za staniSte belog

Zeca.
Ukupan gubitak Gubitak toplote Temperatura tela Temperatura uha (°C)
Temperatura toplote (W/kg) tela (W/kg) °C
okoline (°C)
5 5.3+0.93 0.54+£0.16 39.3+0.3 9.6+1.0
10 45+0.84 0.57+£0.15 39.2+£0.2 141+0.8
15 3.7x0.78 0.58 +0.17 39.1+£0.1 18.7+0.6
20 3.5+£0.76 0.79+£0.22 39.0+£0.3 23.2+0.9
25 3.2+0.32 1.01+£0.23 39.1+04 30.2+25
30 3.1£0.35 1.26 £ 0.38 39.1+£0.3 37.2+£0.7
35 3.7%£0.35 2.00+£0.38 405+0.8 39.4+£047
Tabela 4.2
Gubitak toplote, temperature tela i temperature uha odraslih belih ze¢eva na Novom Zelandu,
prema temperaturi okoline [11]
Disperzija zeceva u odnosu na temperaturu
45
40
35
30
25
20
15
10
5
0
Nepovoljni Nepovoljni  Zadovoljavajuc¢i  Dobri uslovi Dobri uslovi Nepovoljni Nepovoljni
uslovi, zima uslovi, zima uslovi uslovi, vruc¢ina uslovi, vruéina
W Ukupan gubitak toplote (W/kg) ® Gubitak toplote tela (W/kg) Temperatura tela (° C)
B Temperatura uha (°C) M Temperatura okoline (°C)

Grafik 4.3 Gubitak toplote, temperature tela i temperature uha odraslih belih zeceva
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Dakle, idealna situacija za naseljavanje belog zeca je na stanistima temperature od 10-25°C.

4.1. Logisticka kriva

Za razliku od prethodnog modela sada se prati rast populacije pretpostavljaju¢i da rastom
populacije njeni ¢lanovi dolaze u konkurenciju za hranom i drugim ograni¢enim resursima.
Pretpostavlja se da postoji:

N(N —-1)
2
interakcija u populaciji veli¢ine N koje ¢e dovesti do nekih smrti Sto ¢e narusiti rast populacije.

Shodno tome rast populacije ¢e se smanjiti proporcionalno tom faktoru ¢ime se dolazi do
slede¢eg modela:

ON mN(N —1) +mN mNZ_( +m)N mN? L6
at 2 T T2 TUTR 2 (4.6)
koji se naziva logisti¢ka jednacina rasta. [14]
Kada se uvede smena u (4.6) jednacinu:
m
(T + ?) =a
Zob
> =
dobija se slede¢i oblik:
oN .
E=aN—bN2=N(a—bN)La>0,b>O (4.7)

Parametar b je mali u odnosu na parametar a, pa se deo - bN? &esto zanemaruje. Medutim, kako
se veli¢ina populacije menja (raste) i konkurencija postaje sve ve¢a deo —bN? postaje znacajan
pa se time redukuje rast populacije. Logisticka jednacina rasta

ON
EzN(a—bN)a,b>O

je diferencijalna jednacina koja se moze eksplicitno resiti. Prvo se razmatraju neke njene
osobine pomocu sledeceg grafika:
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Grafik 4.4 Logisti¢ka jednacina rasta

Ravnotezna tacka se dobija za nulti rast populacije, tj. tamo gde je N=0.

% . a v . . . . v e .
To se deSava u N;*= 0 i Nz*:;- Prvo reSenje zanemarujemo jer nas ne zanima slucaj kada je
N=0.

e Za Ny< %, gde je N, veli¢ina pocetne populacije i Z—IZ > 0, pa N raste tokom vremena.
e ZaN,> %vaii Z—]Z < 0 pa N tokom vremena opada.

e Tatka N* = % je privlacna ravnotezna tacka.

Sada se reSava eksplicitno po N jednacina (4.7): Z—IZ =N(a—bN)a,b>0

N aN N
—_— = dt.
fNO N(a — bN) fNO

Posto je:

sledi
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1 (NdN 1 (Y —bdN _ftd
aly, N aly, (a—DN) ‘

0

Tako se dobija:

[llnN —1(—b)ln (a— bN)(—l)] N =t—t
a a b’ 'No 0

i (o= omy)

= a(t - to)
Ny(a — bN)e®t=t) = N(a — bN,)

ReSavanjem jednacine po N dobija se:

aN,
bNy + (a — Ny)eat—to)

N(t) =

Uocava se da ova jednacina zavisi od tri parametra a, b i N,. [14]
Gornja granica je:

limi,., N(t) = % i nulti rast populacije se nikad ne dostize.

Logisticka funkcija ima tacku prevoja N = % koja se moze dobiti i kao maksimum logisticke
funkcije rasta

f(N) = aN — bN?

F'(N)=a—2bN =0

N_a
2b°
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Oblik logisticke krive zavisi od toga da li je pocetna populacija ispod ili iznad vrednosti
populacije u prevojnoj tacki i da li je ispod ili iznad granice

a
b

4.2 Disperzija za dve Zivotinjske vrste
Dosad je posmatrana samo jedna populacija jedinki u staniStu. Medutim, mogu se posmatrati
vise populacija, na pimer dve vrste. Te dve vrste mogu imati razli¢ite medusobne odnose:

e da su nezavisne jedna od druge;

e da su u sukobu (konkurenciji) jedna sa drugom;

e jednavrsta je lovac, a druga plen;

e da se medusobno pomazu.

Ako su vrste nezavisne jedna od druge, populacija ¢e rasti u skladu sa ve¢ razmatranim
modelima. Ako se viSe paznje posveti njihovom medusobnom odnosu, prvo ¢ée se definisati
problem. Oznaka za prvu vrstu je x(t), a za drugu y(t). Tada ¢e rast svake vrste pojedinacno
(ako pretpostavimo da nema migracija) biti:

dx _ R
¢~ Fx©
dy B

Frin Qy(t)

pri ¢emu je R doprinos svake jedinke rastu populacije koja ¢ini x —vrstu, a Q doprinos svake
jedinke rastu populacije koja ¢ini y —vrstu. Stepen u kome svaka jedinka jedne populacije
doprinosi rastu populacije ne zavisi samo od broja radanja 1 umranja, ve¢ i od odnosa sa drugom
vrstom. Sto se moze pratiti sa formulama:

R=a + Bx(t) + yy(t)i Q = § + ey(t) + &x(t)

e Zaobe vrste parametri a i § oznacavaju koeficijent prirodnog prirastaja vrsta.

e Drugi sabirak u obe jednacine predstavlja koeficijent prenaseljenosti ili koeficijent
samoograni¢avanja svake od vrsta. Ukoliko su S i € negativni tada postoji prenaseljenost
1 ¢lanovi vrste dolaze u sukob sa drugim ¢lanovima iste vrste.
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e Ukoliko su £ i € pozitivni, mozemo primetiti da sa porastom populacije rastu i R i Q.
MozZe se zakljuciti da sa porastom populacije raste i sposobnost radanja. Tada se moZe
re¢i da jedinke u te dve vrste Zive u simbiozi.

e Akosuy i ¢ jednaki nuli onda su dve date vrste nezavisne jedna od druge.

e Ako su y i & negativni, onda dve date vrste dolaze u sukob zbog ograni¢enih Zivotnih
resursa. Rast jedne populacije dovodi do smanjenja druge i obratno.

e Ako su pak y i & pozitivni, tada je moguca zajedni¢ka egzistencija dve vrste i one se
uzajamno pomazu. Rast jedne vrste doprinosi rastu druge i obratno.

e Konacno, ako su y i ¢ razlicitog znaka, tada vazi lovac-plen odnos.

e Ako je y pozitivno a ¢ negativno, onda je x —vrsta lovac a y —vrsta plen.

e Ako je y negativno a & pozitivno, onda je x —vrsta plen, y —vrsta lovac. [14]

Predator-plen model u slué¢aju nepostojanja prenaseljenosti (model Lotka-Voltera)

Ovaj problem se razlikuje u zavisnosti od stanista. Zivot u prirodnom stanistu je stalna borba za
opstanak. U naseljima glavna opasnost za mele Zivotinje mogu biti psi. Glodari su takode opasni
predatori jer napadaju mladunce i prenose bolesti. Zmije u zemlji i ptice grabljivice u vazduhu
mogu da uti¢u na populaciju ze¢eva. Biljojedi kao Sto su zecevi moraju izbegavati zveri koje ih
love. Na poljima i Sumama najcescée zec postaje zrtva lisice.

Kako broj zeCeva konstantno raste, povecavace se broj naseljenih lisica, sto ¢e dovesti do
smanjenja broja zeceva. U mnogim drzavama ova prenaseljenost lisica ima nezeljene posledice.
Sve vedi broj lisica ugrozavace lokalno stanovnistvo i njihove uzvore hrane. Tada, ako lov na
lisice poraste i dovede do toga da broj lisica opadne broj smrtnih slu¢ajeva zeca ¢e opasti. [13]

Predator-plen ciklusi se ponavljaju periodi¢no. Predator je vrsta mesozdera, a plen je vrsta
biljojeda. Klasi¢no objasnjenje ovog modela je da predator pokre¢e promene u populaciji plena,
a plen kao zaliha hrane predatora uti¢e na veli¢inu populacije predatora. Modeli su korisni jer se
promene mogu oc¢ekivati sa odredenim ocekivanjem. Postavku predator-plen modela je bio vazan
pokuSaj matematickog modeliranja u ekologiji. Alfred Lotka i Vito Volter su razvili
matematicki model. [17]

Logisticki model je dobar opis jedne populacije Zivotinja, ali u stvarnom Zivotu zecevi nece biti
jedina populacija u Sumi. Cak i male naseljene povriine ekosistema mogu sadrZavati stotine
razli¢itih Zivotinja. Polaziste je predator-plen model, koji opisuje interakciju izmedu jedne vrste i
plena. Veliki broj zeCeva ¢e ugroziti i najmanja populacija lisica. Tada natalitet nije jedini faktor
koji odreduje populaciju zeca, ve¢ se uzima u obzir i lov lisice. U ovom modelu y-vrsta je
predator, a x-vrsta je plen.
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0x
E=ax—bxy;a>0,b>0

dy
E=—cy+dxy;c>0,d>0.

Ako nema lisica tj. y = 0, prva jednacina se svodi na:

0x
— = ax

ot

Sto predstavlja jednostavan eksponencijalni model. PoSto plen ne zavisi od predatora u smislu
materije kojom se hrani, koeficijent a je pozitivan tj. ako nema predatora dolazi¢e do rasta
populacije x —vrste. Kako x —vrsta predstavlja plen za y-vrstu, povecavanjem predatora

smanjice se broj jedinki x —Vvrste, Sto je predstavljeno sa — bxy.

Ovaj dodatni ¢lan —bxy predstavlja broj zeceva koje je uhvatila lisica i time je smanjena ukupna
populacija zeceva.

Druga jednacina je posledica prve. dxy predstavlja porast populacije lisica usled lova na zeceve,
Sto su vece zalihe hrane veca je vrednost populacije x — vrste, pa ¢e se povecati broj predatora.
Negativna stopa rasta —cy znaci da bi lisice izumrle da se ne hrane zeCevima, u slu¢aju da nema
dovoljno zeceva ili da ih nema uopste x = 0.

Kao Sto se moze videti u modelu predator-plen populacija raste i pada u ciklusima. Kako se
populacija zeceva povecava ima visSe hrane za lisice, pa ¢e se i populacija lisica povecavati. U
jednom trenutku lisica ¢e biti previSe, neée dobiti dovoljno hrane i poceée da izumiru
dozvoljavaju¢i populaciji zeCeva da ponovo raste.

RavnotezZna tacka se dobija reSavanjem sistema:

ax_o
ot
dy
E_O

po x i y. Tada se dobija:

0x a
——(a—by)x=0—>y=5ilix=0

ot
dy c ..
a—(—c+dx)y—0—>x—allly—0.
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Dakle, stacionarne tacke za ovaj sistem su (x;",y;") = (0,0) i (x;%y,") = (0,0) u oznaci Ej i
E;, respektivno.

x/t=0 oyer=0
y
predator IV I
ab El Wdbied
I Im
Eo cil plen x av/at=0

Grafik 4.5 Model Lotka-Voltera

e | kvadrant —» x<§/\y<bi—c+dx<0/\a—by>0;
dy 0x

y=E<OAx=6t>O

J IIkvadrant—>x>§/\y<§—c+dx>0/\a—by>0;
. 0Oy . 0x
y=a>0/\x=a>0

J IIIkvadrant—>x>§/\y>bi—c+dx>0/\3'c=a—by<0;
. _ 0y . Ox
y=E>O/\x=E<O

. IVkvadrant—>x<§/\y>b£—c+dx<0/\a—by<0;
. _dy . Ox
y=E<0/\x=E<O

Ono §to mozemo zakljuciti jeste da bi trajektorije trebale da imaju smer obrnut od kazaljke na
satu, $to zakljucujemo na osnovu strelica. [14]
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Logisticki model za rast populacije

Eksponencijalni model je lako shvatiti, ali on nije sasvim realan. Uz pozitivnu stopu nataliteta i
dovoljno vremena, zecevi ¢e zauzeti sav prostor i nastaviti da se Sire u beskona¢nost. Medutim,
to se nece dogoditi, jer ¢e u jednom trenutku zecevi ostati bez hrane i slobodnog prostora. Bilo
koje naseljeno podrucje ima nivo zasic¢enosti. MoZze podrzati maksimalan broj zeceva. Ako se
uvede pojam kapaciteta primljenih jedinki na stanite u oznaci K, u eksponencijalni model rasta,
diferencijalna jednacina postaje:

ON _rN(K —N)
ot K '
Ova jednac¢ina predstavlja logisticki model rasta populacije koji je bio baza za model predator-
plen Lotka-Voltera. U kojem je:

oN
ot

promena veli¢ine populacije N sa vremenom t. Na desnoj strani jednacine, r je stopa rasta
populacije pod idealnim uslovima. Ukupan broj svih ekoloskih faktora koji ugrozavaju rast
populacije ili otpor prirodne sredine rastu populacije:
(K—=N)
T

Vaze sledece relacije:

e Zazanemarljive vrednosti parametra N, broj (K — N) / K konvergira jedinici, tako da
nema promene u jednacini.

e Ako je N priblizne vrednosti sa K, broj (K — N) / K konvergira nuli, tako da populacija
jedinki prestane rasti.

e Ako je broj N veéi od broja K, s$to znaci da je populacija jedinki ve¢a od kapaciteta
terena, veli¢ina (K — N) / K postaje negativna. [10]

Jednacina ovog modela ne izgleda isto kao logisticka jednacina zbog pretpostavke da:
(1) Velic¢ina populacije plena u potpunosti zavisi od hvatanja predatora.

(2) Velicina populacije predatora u potpunosti zavisi od dostupnosti hvatanja plena.
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Svi ostali aspekti otpora prirodne sredine smatraju se nevaznim. S obzirom da je ovo model za
samo jednu vrstu predatora i samo jednu vrstu plena, model se sastoji se od dve jednacine. Jedna
jednacina za rast populacije za predatora i jedna za plen. [17]

Ako se te dve vrste Zivotinja obeleze kao vrsta 1 i vrsta 2, svaka ¢e imati veli¢inu populacije
N, i N, , stopu rasta r; i r, i kapacitet stanista K; i K,. Ukupan broj ekoloskih faktora koji
ugroZavaju rast populacije:

(K1 — Ny)
Ky

(K2 — N7)
K, '

Iz tih podataka dobijamo sistem:

oN, _ r1N1 (K; — Np)
ot K,

aN, _ 7,N, (K; — N3)
ot K, '

Efekat druge vrste-lisice, na rast populacije prve vrste-zeceva zavisiti od dva faktora:
(1) Velicine populacije predatora N,;

(2) Intenzitet lova predatora na plen (oznaceno kao A,; koeficijent uticaja predatora na rast
populacije plena). Sto ¢e biti negativan faktor jer usporava rast jedne vrste populacije, tj.plena.
Dakle, jednacina za modeliranje rasta populacije plena suocenog sa predatorskom vrstom
postaje:

dNy _ 1N (Ky — Ny — Ay Np)
ot K, ’

Ista logika se koristi za modeliranje rasta populacije predatora suocenog sa moguéno$éu
nedostupnosti plena (A;, je koeficijent merenja uticaja dostupnosti plena na predatora):

oN, _ 1Ny (Ky; — N, — Ag,Ny)
ot K, '
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Da bi se graficki prikazao rast populacije, reSavaju se ove dve jednacine tako da populacija plena
bude x-0sa, a populacija predatora bude na y-osi. Sto ¢e biti detaljno prikazano u daljem tekstu.

Primer 4.3

Zecevi prema starosti i aktivnosti naseljavaju prostor. Mladi zecevi zauzimaju viSe prostora nego
odrasli. Najmanja povrsina za jednog zeca je oko 2 m?, §to eksponencijalno raste sa brojem
zeceva.

Minimum zauzete povrsine (m?)
Broj zeceva

2.00

2.00

2.25-2.40
3.00-3.20
3.75-4.00
4.50-4.80
4.75-5.05
5.00-5.30

Tabela 4.3 Naseljena povrsina u zavisnosti od broja zeceva [12]

XN B [WIN|F-

1 2 3 4 5 6 7 8

E Minimum zauzete povrsine u odnosu na broj zeCeva

Grafik 4.6 Naseljena povrsina u zavisnosti od broja ze¢eva
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Ako bi se zadrzali na povrsini od 5.3 m? maksimalni broj ze¢eva pre nego sto bi poceli da
izumiru od nedostatka hrane usled prenaseljenosti je dat u tabeli:

(K—N) | 081 | 0.62 | 043 | 024 | 005 | -013 | 032 | 051 | -0.7 | 09 | -1.1 | -1.3 | -1.45 | -1.64

K

oN 003 |0 -0.07 | -0.09 | -0.08 | -0.10 | -0.18 | -0.28 | -0.43 | -0.62 | -0.82 |-1.06 | -1.32 | -1.60
at
rN(K — N)

K

K 53 |53 |53 |53 |53 |53 |53 |53 |53 |53 5.3 53 |53 |53
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
g r % |7% | 7% |[7% | 7% [ 7% | 7% [ 7% | 7% | 7% | 7% 7% | 7% | 7%
D

Tabela 4.4 Maksimalni broj zeéeva do prenaseljenosti [12]

Za zanemarljive vrednosti parametra N = 1, broj 0.81 = (K — N) / K konvergira
jedinici, tako da nema promene u jednadini.

Ako je N = 5 pribliZzne vrednosti sa K = 5.3, broj 0.05 = (K — N) / K konvergira nuli,
tako da populacija jedinki prestane rasti.

Ako jebroj N = 6, ...,14 veci od broja K = 5.3, to znaci da je populacija jedinki veca
od kapaciteta terena, veli¢ina (K — N) / K postaje negativna.
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P=5.3 m? P=5.3 m?

Broj zeCeva: m1 m2 m3 W4 W5 Broj zeceva:
H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7

H8 W9 w10 W11 w12 w13 wi4

19% 2%

Grafik 4.7 Taéno 5 ze&eva na povrsini od 5.3m’ Grafik 4.8 Tagno 14 ze¢eva na povrsini od 5.3m’

Na grafiku 4.7 se posmatra slucaj kada ne bi bilo prenaseljenosti zeCeva, §to se vidi iz tabele
(4.4). Za 5 zeceva je na teritoriji povrSine 5.3m? tj. obelezava se sa 100% popunjene
povrSinene da ne bi bilo medusobne konkurencije izmedu jedinki zbog teritorije i hrane. Slucaj
sa 5 zeCeva je grani¢ni i poslednji gde nema sukoba.

Kada bi broj zeCeva nastavio da raste bez obzira na pun kapacitet povrSine, nastaju slucajevi za
viSe od 5 zeCeva. Grafik (4.8) pokazje da u sluCaju prenaseljenosti jedna jedinka koja je
zauzimala 7% povrSine, sada zauzima 1%. Dve jedinke koje su zauzimale ukupno 20%
povrsSine, sada zauzimaju 3%; tri jedinke od 40%, sada su na 6%; cetiri jedinke od ranijih 67%
sad su na 10%; i najzad 5 jedinki od prvobitnih 100% prostora bez konkurencije sada zauzimaju
svega 15% teritorije.

Sve ostale vrednosti od 6, 7, ..., 14 jedinki ¢ine visak i prenaseljenost.
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4.3 Konkurentski modeli u slu¢aju prenaseljenosti

Razmatran je konkurentski model prema kome su jedinke dveju razli¢itih vrsta bile suparnici u
prisvajanju ograniCenih resursa, uzimajuci za primer lisicu i zeca. Medjutim, postoje slucajevi
kada i jedinke iste vrste imaju suprotne interese, tj. kada i u okviru iste vrste postoji borba radi
dobijanja Sto vece koli¢ine neophodnih sredstava. Posmatra se slede¢i model:

x = (a—by —ux)x
y = (c —dx —vy)y.

Parametri a i c predstavljaju stopu rasta prve i druge populacije, respektivno. Njihovu
prenatrpanost oznacavaju -ux? i -vy?, dok - by i - dx oznacavaju medusobni uticaj medu
dvema vrstama.

Ovaj sistem je nelinearan i mnogo sloZeniji od prethodnog modela, ali se i dalje moze dobiti
ravnotezna tacka sistema. Stacionarne tacke datog sistema su x = 0 i y = 0 tj. ravnotezna tacka
je koordinatni pocetak. Da bi se utvrdilo ponaSanje trajektorija datog sistema treba primeniti
pravilo o izvodu, pa sledi:

dy (c—dx—vy)y
dx (a—by —ux)x’

Izokline predstavljaju dve prave u ravni, gde Cetiri poloZaja zavisi od vrednosti Sest parametara
a,b,c,d,uiv. Odavde vidimo da je prva izoklina :

dy
—Z =0
dx
kada (c—dx—vy)=0.
U slucaju druge izokline:
dy
—Z =0
dx
kada (a—by —ux) =0.

Dakle, da bi se videle osobine trajektorija neophodno je posmatrati sledece dve prave:
a—by—ux ic—dx—vy.
Vazi:
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x=0kadaje a—by—ux =0 tadaje y = (a/b) — (u/b)x i 3—1—)00;

y=0kadaje c—dx—vy=0 tadajey = (c/v) — (d/v)x i Z_i/:o

Ispod i znad datih izoklina postoje sledece situacije:
x>0akojea—by—ux>0 tadaje y< (a/b)— (u/b)x;
x<0akojea—by—ux <0 tadaje y> (a/b)— (u/b)x;
y>0akojec—dx—vy>0 tadaje y<(c/v)— (d/v)x;
y<Oakojec—dx—vy <0 tadaje y> (c/v)— (d/v)x.

Razlicite situacije se mogu videti na slede¢im graficima.

e Na Grafiku 4.9 se primecuje da postoje tri ravnotezne tacke oznacene sa Ey, Eq, E,. Vidi
se da ravnotezna tacka E, nece biti stabilna jer ako se izabere tacka iz neke njene okoline
trajektorija ¢e se kretati od date tacke. Na osnovu usmerenih strelica se zakljucuje da ¢e
se nakon proteka odredenog vremena sistem nac¢i u tacki E;, Sto znaci da ¢e x-vrsta
izumreti.

e U drugom slucaju analogno se zakljucuje da se sistem krece iz E, ka ravnoteznoj tacki
E,, pa ¢e y-vrsta izumreti. (Grafik 4.10)

e Trecii Cetvrti slucaj se razmatra na osnovu grafika 4.11 i grafika 4.12.

Ono $to ova dva slucaja razlikuje od prethodna dva je moguénost koegzistencije dveju vrsta.
Takva situacija se pojavljuje se u tacki Es. Ta tacka se nalazi u preseku dve izokline i ona ima
koordinate date sa :

(x*, y*) :(av—bc uc—ad)'

uv—bd’ uv-bd

Medutim postavlja se pitanje kada ¢e ta tacka biti stabilna ravnotezna tatka. Na osnovu silnica
mogli bismo zakljuciti da u slucaju grafika 4.11 tacka Es nije stabilna ravnotezna tacka, dok na
grafiku 4.12 jeste satabilna ravnoteZna tacka.
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Zakljucuje se sledece:

u/a je veli¢ina uzajamnog uticaja imedu jedinki x-vrste a u odnosu na vrednost
prirodnog rasta x-vrste;

b/a je veli¢ina uticaja jedinki y-vrste na jedinke x-vrste a u odnosu na vrednost
prirodnog rasta x-vrste;

v/c je veli¢ina uzajamnog uticaja jedinki y-vrste a u odnosu na vrednost prirodnog rasta
y —Vrste;

d/c je veliCina uticaja jedinki x-vrste na jedinke y-vrste a u odnosu na vrednost
prirodnog rasta y-vrste.

Na grafiku 4.9 se vidi da je % < % i Z > E To prakti¢no zna¢i da je veli€ina uzajamnog
uticaja izmedu jedinki x —vrste veca od veli¢ine uticaja te vrste na y —vrstu i da je
veliCina uticaja y —vrste na x —vrstu veca nego veliina uticaja te vrste na samu sebe.
Usled toga, moze se zakljuciti da dolazi do izumiranja x —Vvrste.

U obrnutoj situaciji, tj. kada je prava u kojoj je x = 0 iznad prave u kojo je y = 0 kao na
grafiku 4.10 doslo bi do izumiranja y-vrste.

Neka je na grafiku 4.11: % > % i E < g. Drugim re¢ima, uticaj jedinki x-vrste na jedinke
y-vrste je ve¢i nego medusobni uticaj jedinki u okviru x-vrste, a uticaj jedinki y-vrste na
jedinke x-vrste je veéi nego medusobni uticaj jedinki u okviru y —vrste. U ovom slucaju

ne postoji stabilan ekvilibrijum, a prema analizi koja od vrsta ¢e opstati zavisi samo od

pocetnih uslova.

Grafik 4.12 je slucaj kada je = > i 2> 2 Dakle, relativni uzajamni uticaj jedinki

x —vrste je ve¢i od relativnog uticaja na jedinke y —vrste i relativni uzajamni uticaj
jedinki y —vrste je veéi od relativnog njihovog uticaja na jedinke x —vrste. Analizom se
zakljucuje da je u ovom sluc¢aju moguce da date vrste koegzistiraju, tj. da postoji stabilan

ekvilibrijum koji ne lezi na jednoj od osa $to znacCi da nijedna od vrsta nece izumreti.
[14]
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Primer 4.4

Ako tacka u preseku dve izokline ima ravnotezne koordinate: (x*,y*) = (900, 50),
diskutovati reSenja.

e Broj zeceva je ta¢no 900, a broj lisica je ta¢no 50.

Tada je postignuta ravnoteZa. Lisice imaju dovoljno hrane za opstanak i reprodukciju.
Uzimajuci u obzir i njihovu smrtnost, nece im se narusiti broj. Sa druge strane, postoji
dovoljno zec¢eva da bi se omogucila njihova dalja reprodukcija, iako su ugrozeni od
strane predatora to na njih nece uticati.

® Broj zeceva je veéi od 900, broj lisica je manji od 50.

Postoji obilje zeceva, koji raste velikom brzinom koji za sada nisu ugrozeni previse od
strane malog broja lisica. Postojece lisice se hrane zecevima i imaju tendenciju stvaranja
velikog broja mladunaca. Vise lisica se rada nego $to umire. Sve dok je broj lisica ispod
50 populacija zeCeva Ce rasti istim intenzitetom.

® Broj zeCeva je veéi od 900, broj lisica je veéi od 50.

Postoji veliki broj lisica. One imaju dovoljno hrane da prezive, ali ¢e im vremenom
ponestati. Populacija zeceva se smanjuje, ali lisice joS uvek nisu gladne. Lisice jedu vise
zeCeva nego Sto se reprodukuje. Sledi izumiranje populacije zeCeva. Na smanjenje
populacije zeCeva utiCe populacija lisica ve¢a od 50. Kada je smanjenje postignuto,
populaciju lisice treba smanjiti na 50.

® Broj zeceva je manji od 900, broj lisica je veéi od 50.
Ovde se nalazi veliki broj lisica, a mali broj zeceva. Lisice gladuju i njihova stopa

nataliteta je mala. Kada je broj zeceva manji od 900, tada ima premalo hrane za lisice.
Stopa mortaliteta postaje veca od stope nataliteta. Sledi izumiranje lisica.

® Broj zecCeva je manji od 900, broj lisica je manji od 50.
U staniStu sa malim brojem lisica i malim brojem zeceva, ostavljajucéi lisice sa oskudnim

resursom hrane i niskom stopom nataliteta ze¢eva, a samim tim i lisica. I u ovom slucaju
sledi izumiranje lisica.
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U ovom sluc¢aju kada je broj ze¢eva manji od 900, ima dva slucaja broja lisica: moZe ih biti
manje ili vise od 50. Dva razlic¢ita slucaja ilustruju dve situacije, ali zakljucak je isti. Da lisice ne
bi gladovale, treba da bude veci broj zeceva od 900. U slucaju veceg broja gladnih lisica sa
oskudnom brojem zeceva, kao i u slucaju sa samo nekoliko lisica, mali broj zeceva ukazuje na
izumiranje lisica usled nedostatka hrane. [18]
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Zakljucéak

Zakone difuzije za gasove formulisao je Graham (1829), a za rastvore Adolf Fik (1855).
U biologiji difuzija podrazumeva Sirenje ili rasprostiranje (poljoprivredne kulture, lokacije
Zivotinja i njihova stanista). U fizici difuzija se posmatra kroz rasprsivanje svetlosti.

Difuzija atoma nastaje u metalnim ¢vrstim telima odredenim mehanizama. Prema Prvom
Fikovom zakonu difuzije, difuzija nastaje zbog razlike koncentracije atoma od jednog mesta do
drugog i moze se primeniti za uslove stacionarnog stanja (tj.uslovi koji se ne menjaju sa
vremenom). Gradijent koncentracije se menja sa promenom vremena i odreden je drugim
Fikovim zakonom.

Difuzija se izucava ve¢ dva veka. Teoriju difuzije su razvili prvenstveno Furije i Laplas, koji nas
je upoznao sa dve razlicite teorije difuzije: fizicke i slucajne. Difuzija je tema koja preplice
matematika sa uocenim pojavama. Braunova analiza slucajnih cik-cak pokreta polena Cestica u
vodi na fiksnoj temperaturi. Tako je skoro sto godina nakon Sto su Furije i Laplas razgovarali o
fizickim 1 slucajnim difuzijama,

Ajnstajn je ujedinio ova dva razli¢ita koncepta kroz njegov pojednostavljen rad u odnosu na
Braunovo kretanje. Teorija verovatnoce je razvijena uz Gausov proces i lance Markova. Lanci
Markova primenjuju se u razli¢itim oblastima jer vazi da pored datog trenutnog stanja, buduce
stanje sistema ne zavisi od proslih stanja. Prirodne nauke pokrivaju razli¢iti spektar nau¢nih
studija o zivotu, po¢ev od meducelijskih procesa na molekularnom nivou do globalnog Sirenja
zaraznih bolesti kod ljudi. Difuziju molekula predstavlja se trodimenzionalnom jedna¢inom, uz
pomo¢ Stoksove formule.

Grana matematike pod nazivom stohastika je napredovala uz Plankov pristup difuzije.
Matematicki modeli su neophodan alat za razumevanje slozenih prirodnih fenomena. Da bi se
opisao vremenski kontinuiran razvoj datog sistema, praktikuju se deterministicki modeli jer oni
omogucavaju relativno jednostavne simulacije. Takvi modeli ne obuhvataju sluc¢ajnosti osnova
dinamike i zbog toga se ispostavlja da su neadekvatni u primeni. Stohasticko modeliranje u
prirodnim pojavama kao Sto je rast vrsta populacije, Sirenje epidemije ili mutacije gena su
podlozne slu¢ajnim varijacijama. Njihova evolucija nije predvidiva. Medutim, primenama
matematiCkih modela omogucava se uvid u takve slozene procese. Primena stohastiCkih
diferencijalnih jednacina daje reSenja, stoga je difuzija postala vazno sredstvo za statistic¢ku
analizu. Parcijalne diferencijalne jednacine su najpogodnije za opis ovakvih procesa.,a uz rubne i
pocetne uslove, dobijaju se modeli.

Osnovne pretpostavke Maltusovog populacionog modela su odgovarale za populacije bakterija
ili zivotinja u idealnim uslovima, odnosno populaciju kod koje postoje neograniceni resursi,
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odgovarajuca ishrana, nepostojanje bolesti, nepostojanje prirodnih neprijatelja... Maltusov model
ima bitan nedostatak: nijedna realna sredina ne moze da odrzava neograniceno veliki broj ljudi.
Kako Maltusov model ima manu, tj. neograniCen rast, ovaj nedostatak moguce je ispraviti
modelom koji ogranicava rast do neke maksimalne fiksne vrednosti specificne za sistem koji se
posmatra. Maltusov eksponencijalni populacioni model nije realan jer ograniceni resursi (hrana,
voda, vazduh) usporavaju rast populacije. Populacija tezi teritorijalnom zasi¢enju.

Drugi nedostatak je taj S$to linearne brzine radanja i umiranja nisu konstantne. Na osnovu
navedenog, model logistickog rasta kod koga postoji granica do koje vrednost veliine
Posmatraju¢i model Lotka-Voltera utvrdeno je da postoji ravnotezna tacka i da ni u kom slucaju
ne dolazi do nestanka vrste koja predstavlja plen, Sto opet ne odgovara realnoj slici. Primeceno je
da su ovi modeli izuzetno pojednostavljeni, tj. u obzir uzimaju mali broj okolnosti. Da bi se
dobile kvalitetnije procene moramo uvaziti veci broj pretpostavki.

Maltus u jednom od svojih eseja objaSnjava kako se moze posti¢i idealna ravnoteza izmedu
broja stanovnika i koli¢ine hrane:

'Sva deca koja se rode iznad broja potrebnog za odrzavanje broja stanovnika na Zeljenom nivou,
neizbezno bi morala nestati, osim ako se za njih napravi mesta smréu odraslih osoba... Treba
podsticati delovanje prirode u stvaranju tog mortaliteta umesto da ga glupo i uzaludno
sprecavamo. A ako se bojimo precestih poseta strasnog oblika gladi, trebamo pobunama
potaknuti druge oblike prisilnog i prirodnog unistenja. Umesto preporucivanja cistoce
siromasnima potaknuti suprotne navike. U naSim gradovima trebamo praviti uZe ulice,
nagomilavati vise ljudi u kuce i izazivati povratak kuge. Na selu trebamo graditi naselja blizu
stajacih voda i posebno ih razvijati u svim mocvarnim i nezdravim uslovima. Ali iznad svega
trebamo strogo osudivati specificne lekove protiv harajucih bolesti i one dobronamerne ljude,
koji su u zabludi, a koji misle da su covecanstvu ucinili uslugu time sto su doveli do istrebljenja
odredene bolesti'*

% Thomas Robert Malthus, An Essay on the principle of population, [16]
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