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Uvod

Proces donosenja odluka spada u najznacajnije aktivnosti ljudi. Tokom vremena, donosenje
odluka se razvilo u bogatu i znacajnu oblast istraZzivanja. U ovom radu ¢e biti predstavljena uloga
fazi skupova u procesu donosenja odluka s posebnim osvrtom na rangiranje objekata tako sto ¢e
biti prikazano nekoliko fazi modela odludivanja.

Rad se bazira na teoriji fazi skupova. Re¢ fazi (eng.fuzzy) je engleskog porekla i oznacava
neodreden, neprecizan pojam, a prvi put se kao takav javlja u delu ,,Fuzzy sets”— Lofti Zadeh-a
1965.godine (videti[18]).

Fazi skupovi se razlikuju od klasi¢nih skupova kod kojih je granica skupa precizna, tj. kod kojih se
za dati element nedvosmisleno moze reci da li jeste ili nije unutar skupa. Zahvaljujuéi fazi
skupovima i fazi logici omoguéeno je modelovanje vrednostima koje ne moraju samo da
pripadaju ili ne pripadaju skupu veé¢ mogu samo u odredenoj meri da pripadaju. U kojoj meri
pripadaju odredene vrednosti fazi skupu pokazuje funkcija pripadnosti koja moze uzeti
vrednosti iz celog zatvorenog jedini¢nog intervala.

U prvom delu predlozenog rada bié¢e dat pregled osnovnih pojmova potrebnih za razumevanje
rada u celini. Bi¢e predstavljeni fazi skupovi, fazi relacije, trougaone norme, operacije na fazi
skupovima zasnovane na trougaonim normama, OWA uredeni operatori usrednjavanja sa
tezinama, fazi brojevi i trougaoni fazi brojevi, L-R interval, sabiranje L-R fazi brojeva. Literatura
kori$¢ena priizradi ovog dela je iz [1,2,4,6,7,14].

U drugom delu rada biée predstavljeno donosenje odluka u fazi okruzenju. Donosenje odluka se
modeluje uz pomo¢ probabilistickih teorija odluivanja i teorija igara, pokusavajuéi da se izade
na kraj sa neodredeno$éu i nespecificnoséu. Bice razmatrano pojedinaéno odludivanje i
odlucivanje sa vise donosioca odluke.

Kod pojedina¢nog odlucivanja bitni su ciljevi i ograni¢enja izrazeni kao fazi skupovi, a odluku
odreduju odgovarajuéi zbirovi fazi skupova. Kada se donese odluka u formi fazi skupa, iz fazi
skupa ¢e biti potrebno izabrati najbolji pojedinacni izbor. To se postize biranjem onog izbora
(objekta) koji postize maksimalan stepen pripadnosti u tom fazi skupu (proces defazifikacije).
Kada imamo rangiranje objekata kod odludivanja sa viSe donosioca odluke tada imamo vise
ciljeva jer svako drugacije rangira svoje izbore.

Funkcija zajedni¢kog izbora se tada mora naéi tako da prikaze najprihvatljivije grupno rangiranje
preferencija. Ovaj model daje mogucnost svakom donosiocu odluke pojedina¢no da ima razli¢ite
ciljeve i vrednosti ali celokupna sustina je da se donese zajednicka prihvatljiva odluka(videti[7]).

Poslednji deo rada se bavi ulogom fazi skupova pri viSekriterijumskom odlucivanju. Kod
odlucivanja sa viSe kriterijuma izbore (objekte) procenjujemo na osnovu vise kriterijuma. Dakle,
imamo skup izbora i skup kriterijuma koji karakteriSu situaciju odlucivanja. Svaki kriterijum
podstiCe rangiranje svakog izbora pojedinacno pa se tek onda vrSi ukupno rangiranje
preferencija. Ocita je slicnost izmedu ovih problema odlucivanja i problema odludivanja sa vise
donosioca odluka, a razlika je u tome Sto viSestruko rangiranje predstavlja ili preferencije
razli¢itih ljudi ili klasifikovanje na osnovu drugih kriterijuma.
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Problem odludivanja sa vise kriterijuma najcesce se u praksi koristi za problem angaZovanja i
biranja kadra na mnogim poslovnim funkcijama. Takode ¢e biti predstavljena primena OWA
operatora kroz primer. Literatura kori$¢ena pri izradi ovog dela je iz [5,7].
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Izuzetnu zahvalnost dugujem svom mentoru, prof. dr Ivani Stajner-Papuga, na ukazanom poverenju,
pruZenom znanju, poZrtvovanosti, velikom strplienju i pomoci, kao i na korisnim sugestijama i
primedbama bez kojih ne bih uspela da zavrsim ovaj rad. Takode, zahvaljujem se dr Mirjani Strboja
kao i dr Aleksndru Takaci clanovima komisije.
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Citavih studija.
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1. Uvodni pojmovi

U prvom delu rada bi¢e prikazani osnovni pojmovi o fazi skupovima i funkciji pripadnosti. Kako
bi izlaganje bilo jasnije i potpunije biée predstavljeni fazi brojevi, trougaone norme i konorme,
faziintervalii fazi relacije(videti [1,2,4,6,7,14]).

1.1. Fazi skupovi

Karakteristi¢na funkcija X, kod klasi¢nih skupova uzima samo dve vrednosti ukazujuéi dali je ili

nije x eU elemenat skupa A:
1, za xe A,
Zi7\0, za x4
Svaki skup je jedinstveno odreden sa karakteristicnom funcijom.

Univerzalni skup U ima za karakteristi¢nu funciju x1 (x)Cija vrednost je 1 za svaki element skupa
U

U, tj. z, (=172 svako x. Jasno, karakteristi¢na funkcija praznog skupa je 0.

Primerl.1. Neka je univerzalni skup U skup voéa i povréa,
U={banana, krompir, jabuka, kruska, paprika, luk}, a neka je njegov podskup A skup povréa
A={krompir, paprika, luk}.

Koristeci se karakteristicnom funkcijom dobijamo:

X, (banana) = 0, X, (jabuka) =0, X, (paprika) =1,
X, (krompir) =1, X. (kruska) =0, X, (luk) =1.

Odnosno, karakteristi¢na funkcija skupa A je slede¢e forme:

_{ 1, za x = krompir ,paprika, luk,
ZA(X) | 0, za x = banana,jabuka, kruska.

Skup A, odnosno skup povréa, moze biti predstavljen kao
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A = {(banana, 0), (krompir, 1), (jabuka, 0),
(kruska, 0), (paprika, 1), (luk, 1)}.

Pripadnost elementa nekom skupu je precizan i jasan concept.Objekat pripada ili ne pripada
skupu, ¢lan je ili nije, pa funkcija pripadanja moZe uzeti samo dve vrednosti 1 ili O.
Problem se javlja kada su termini koje posmatramo neprecizni.

Mnogi pojmovi u kojima su neprecizno definisane granice koristimo u svakodnevnom Zivotu.
Neki takvi pojmovi su: mrsav, nizak, mnogo, visok, tezak, ...

U sledec¢em primeru biée prikazan jedan od takvih nejasnih pojmova.

Primer 1.2. Potrebno je opisati tezinu ljudi srednjeg rasta uz pomoé klasiénog skupa.
Pretpostavicemo da je covek tezak ili debeo ako ima preko 90kg a inace je mrsav
(pretpostavicemo da je pocetna tezina ljudi od 55kg).

Znaciskup A je A={debelji ljudi}, a njegova karakteristi¢na funkcija ima sleded¢i oblik:

_ 1, za x =90kg,
X —{ 0, za 55kg < x < 90kg.
Po ovom nacdinu razmisljanja dolazimo do logicki pogresnih zakljuéaka. Osoba koja je teska
89,5kg bi bila okarakterisana kao mrSava osoba i ako je to samo 0,5kg manje od osobe koja je
okarakterisana kao gojazna.

U nastojanju da se izbegnu oStre granice i da se sacuva fleksibilnost prisutna u ljudskoj
komunikaciji uveden je pojam fazi skupa.Za razliku od iskljuCive pripadnosti i iskljuive ne
pripadnosti elemenata klasicnom skupu, elementi pripadaju fazi skupu sa odredenom merom.
Zbog toga bi na primer osoba sa 89,5kg imala stepen pripadnosti 0,95.

Problem opisan u prethodnom primeru, tj.problem koji podrazumeva rad sa lingvistickim
promenljivim, kao i problemi sli¢ni ovima moraju se posmatrati na drugi nacin.

Za ovakve pojmove se kaze da su neprecizni (eng.vague) ili fazi. Teorija koja omogucava rad sa
ovakvim pojmovima naziva se teorija fazi skupova.
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Pojam fazi skupa je 1965.godine uveo dr. Lofti Zadeh' u svom radu pod nazivom ,Fuzzy sets”
(videti[18]) i to predstavlja matematicki aparat koji omogucéava rad sa nepreciznim podacima i
informacijama.

Koncept karakteristicne funkcije pripadanja kakav poznajemo u klasiénim skupovima se
prosSiruje na nacin da se sada meri ,,stepen pripadnosti” skupa tj. svim elementima se dodeljuje
odredjena vrednost iz intervala [0,1], $to pokazuje sledeéa definicija.

Definicija 1.1. [1] Neka je U univerzalni skup. Fazi podskup skupa U, u oznaci A, je odreden
funkcijom pripadnosti u4: U — [0,1].

Svaki element iz skupa U pripada posmatranom fazi skupu sa odredenim stepenom izmedu
0il.

Primer 1.3. [11] Potrebno je iskazati koja starosna dob izmedu 10 i 30 godina spada u
,,mladice”.

Kada univerzalni skup ima najvise prebrojivo mnogo elemenata imamo diskretan slucaj funkcije
pripadanja, $to je i slu¢aj u ovom primeru.

Vrednosti funkcije pripadanja su date slede¢om tabelom (Tabela 1.1.) a zatim i slikom
(Slika 1.1.).

Godine 10 11 12 13 14 15 25 26 27 28 29 30
Stepen 0 01| 02| 04| 038 1 1 08 | 06 | 04| 0.2 0
pripadanja

Tabela 1.1. Prikaz diskretnog slu€aja funkcije pripadanja za pojam ,,mladié¢’’.

! Lotfali Askar Zadeh (1921- ) je poznati matematicar, elektroinzenjer, istraziva¢ u oblasti vestatke inteligencije i
raCunarskih nauka. Definisao je fazi skupove kao matematicki formalan pojam kojim se modelira neodredenost u
lingvistici.

7
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1,2

0,8 \ 4 \ ¢

0,6

04 L 4 ¢

0,2 \ 4 \ 4

Slikal.1. Diskretan slu¢aj funkcije pripadnosti za pojam ,,mladi¢”.

Sada moZemo odrediti fazi skup A koji ée odgovarati nasoj predstavi pojma ,,mladic¢”.
U posmatranom primeru, funkcijom pripadnosti odredeno je podrudje fazi skupa za pojam
,,mladi¢” od 10 do 30 godina. Pri tome p4(x) = 1 vazi od 15 do 25 godina, $to znaci da su ljudi
te starosti potpuno kompatibilni sa pojmom,, mladi¢”. Ljudi od 13, odnosno od 28 godina mogu
se smatrati mladi¢ima sa merom 0.4 dok se ljudi ispod 10, odnosno preko 30 godina nikako ne
ubrajaju u mladice.

Napomena 1.1.

Funkcija pripadnosti moze biti i neprekidna, pa ako je u prethodnom primeru univerzalni skup
R* ceo problem se moZe predstaviti slede¢om slikom i neprekidnom funkcijom pripadnosti.
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m(x)

0.8

0.6

0.4

0 / AN
N ~L

10 11 12 13 14 15 25 26 27 28 29 30 X

Slika 1.2. Neprekidan sluéaj funkcije pripadnosti u odnosu na pojam ,,mladi¢”.

Vrlo ¢esto fazi skup poistoveéujemo sa odgovaraju¢om funkcijom pripadnosti.
Fazi skupovi ée se oznacavati velikim pisanim slovima: A, B,C, ...
Odgovarajuce funkcije pripadnosti ¢e se oznacavatisa t 4 , Us , e, -

Diskretan fazi skup moZiemo zapisati (xq,us(x)), dok neprekidan sluc¢aj zapisujemo
odgovaraju¢om funkcijom pripadnosti.

Za razliku od skupa A koji je podskup unuverzalnog skupa U, skup A to nije.

Pored pomenutog zapisa diskretnog fazi skupa, postoji jos nekoliko nacina predstavljanja fazi
skupova koje pojedini autori koriste:

A= {uy(x)/x, x €A, py(x) €[0,1]}, gde simbol ,,/” nije znak deljenja ve¢ pokazuje da je
U4 (x) vrednost funkcije pripadanja za element x.

Primer 1.4. Neka je dat slededi fazi skup:
A ={(x1,0.3),(x,,0.5),(x3,0.2),(x4,0.8), (x5,1)}

koji se moze zapisati ina sledeéi nacin:
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A ={(0.3/x1),(0.5/x;),(0.2/x3) ,(0.8/x4), (1/x5)}.

To je primer diskretnog fazi skupa sastavljenog od pet uredenih parova. Elementi x;, i =
1,2,...5 ne moraju da budu brojevi, oni pripadaju klasi¢cnom skupu A = {x;, x5, X3, X4, X5}

Funkcija pripadnosti na skupu A uzima vrednosti iz jedini¢nog intervala:
‘u,cﬂ(xl) = 03, ‘u,cﬂ(xz) = 05, ‘u,cﬂ(x?)) = 02,

ta(xy) =08,  pulxs) =1

Dakle iz priloZzenog se vidi da elemenat x5 u potpunosti pripada skupu, dok elemenat x; jako
malo pripada fazi skupu A jerje 0.2 jako blizu nule.

Fazi skup <A moze biti dat i narednom tabelom

0.3 0.5 02 |08 1

Definicija 1.2. [1] Visina fazi skupa A, u oznaci hgt(A), je supremum funkcije pripadnosti, tj.

hgt(A) = sup Ha(x).

xeU

U slucaju da fazi skup A broji konaéno mnogo elemenata visina se definiSe kao maksimum
funkcije pripadnosti tj.

hgt(A ) = max Halx).

xeU

Definicija 1.3. [2] Fazi skup A je normalizovan ako je hgt(A ) = 1, odnosno ako postoji bar
jedan elemenat iz univerzalnog skupa, takav da je vrednost funkcije pripadnosti jednaka jedinici.

U suprotnom fazi skup se naziva subnormalizovan.

10
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1
notmalizovan
B ' vqx ____________
£ L subnormalizovan
/ J—
/ / \ /
[ J
F . |
I £
i v\
} | | \
0 X

Slika 1.3. Normalizovan i subnormalizovan skup.

Definicija 1.4. [1] Jezgro fazi skupa A, u oznaci corecA, je Kklasi¢an skup svih elemenata
x € U takvih da je vrednost funkcije pripadnosti jednaka jedinici t;.

coreA = {x€U| uya(x)=1}>

To je skup svih onih elemenata koji u potpunosti pripadaju datom skupu.

Definicija 1.5. [1] Nosa¢ fazi skupa A, u oznaci suppA, je klasican skup svih elemenata
x € U Cija je vrednost funkcije pripadnosti ve¢a od nule t;.

suppA ={x € U | uy(x) > 0}.

Definicija 1.6. [1] a — presek (eng.a — cut) fazi skupa A, u oznaci A%, je klasi¢an skup
elemenata x € U koji pripadaju skupu A sa stepenom pripadnosti bar «, tj.

A ={x€eU|uyux)=a} a€[01].

11
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A
Ha(x)

-
R R

v

Slika 1.4. a — presek fazi skupa.

Sada moze da se definiSe granica stepena pripadnosti i da se recimo svi elementi Ciji je stepen
pripadnosti strogo manji od @ recimo ne uzmu u obzir.

Primer 1.5. Neka je dat sledeéi diskretan fazi skup

A ={(1,0),(2,0.5),(3,1),(4,0.5),(5,0)}

L 4

Slika 1.5. Fazi skup A.

Za a = 0.5 jedan a — presek fazi skupa A je klasi¢an skup elemenata, odnosno A%° ={2,3,4}.

12
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Primer 1.6. Ako se vratimo na (Primer 1.3) sa neprekidnom funkcijom pripadnosti, gde je data
funkcija pripadnosti u odnosu na pojam ,,mladi¢” za ¢ = 0,2, jedan a — presek fazi skupa A

je A%?={x €U | p,(x) =02} = [12,29].

m(x)

0.8 /
0.6

0.4

0 7 AN

10 11 12 13 14 15 25 26 27 28 29 30 X

Slika 1.6. a — presek fazi skupa.

1.2. Operacije sa fazi skupovima

Sledi pregled definicija osnovnih operacija nad fazi skupovima u skladu sa [2].

Operacije sa fazi skupovima su date preko operacija nad njihovim funkcijama pripadnosti.
Neka je U univerzalni skup, a skupovi A i B fazi skupovi dati svojim funkcijama pripadnosti

toa () 1 pig ().
Jednakost dva fazi skupa se definise preko odgovarajuéih funkcija pripadnosti.

Definicija 1.7. [2]Neka su fazi skupovi A4 i B dati svojim funkcijama pripadnosti u4(x) i
ug(x). Tada

A=B <=> uux)=ug(x) VxelU.

| ostale pojmove karakteristicne za klasicne skupove je moguée primeniti i na fazi skupove
prelaskom na odgovarajuée funkcije pripadnosti.
13
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Definicija 1.8. [2] a) Fazi skup A je podskup fazi skupa B, u oznaci A S B, ako za svako

x € U vazi daje:

pa(x) < pug(x).

b) Fazi skup A je pravi podskup fazi skupa B, A c B, ako je A podskup od B i A # B, ;.
ako vaze sledeca dva uslova istovremeno:

(1) ua(x) < ug(x), zasvakox € U,

(i) pqa(x) < pg(x), za bar jedno x € U.

Definicija 1.9. [2] Fazi skupovi A i A¢ su komplementi ako vazi:

pac(x) = 1—pa(x) 4. pa(x) + pge(x)=1.

Funkcije su simetricne u odnosu na pravu u = 0,5.

Halx)

Ha"(x)

H{X)

Slika 1.7. Funkcije pripadnosti fazi skupova (levo) i njihovih komplemenata (desno).

Definicija 1.10. [2] Za data dva fazi skupa A, B < U sa funkcijama pripadnosti pu4(x) i
ug(x), funkcija pripadnosti u4n(x) preseka, u oznaci A N B, je

14
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.u'cﬂﬂB(x) = mln(.u'c/l(x)l ,U,B(x)), Vx€eU.

Definicija 1.11. [2] Unija dva fazi skupa A4 i B, u oznaci A U B, je takode fazi skup dat
sledecom funkcijom pripadnosti

taus(x) = max(pq(x), up(x)), Vxe€U.

Slikal.8. Presek i unija dva fazi skupa.

Funkcija pripadnosti preseka fazi skupova predstavljena je tamnijom bojom na slici levo, a unije
na slici desno.

1.3. Trougaone norme i trougaone konorme

Trougaone norme i trougaone konorme (eng. Triangular norms and triangular conorms)
generalizuju operacije sa fazi skupovima. Predstavljaju specijalne operacije na jediniénom
intervalu koje se mogu koristiti za uopStavanje operacija preseka i unije kod skupova, odnosno
konjukcije i disjunkcije u logici.

U matematickoj literaturi, trougaone norme i konorme, prvi put su se javile 1942.godine u radu
Karl Mengera®. Danas se najvie koristi definicija koju su dali Berthold Schweizer® i Abe Sklar®
koriste¢i ideje Mengera (videti[16]).

Rezultati prikazani u ovom poglavlju su iz [5,12,13].

2 Karl Menger (1902-1985) je bio austrijsko-ameritki matematitar. Bavio se matematickom algebrom i

geometrijom. Dao je veliki doprinos za teoriju igara i drustvene nauke.

® Berthold Schweizer (1929-2010) roden je u Nemactkoj u Jevrejskoj porodici koja je emigrirala u SAD
1937.godine.Osnivac je teorije verovatnoce i metrickih prostora.

* Abe Sklar (1910-1996) je ameritki matematicar koji je studirao ranih 1960-ih i bavio se t-normama. Svajcer-Skalar
t- norme su dobile po njima ime.
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Definicija 1.12. [12] Trougaona norma (t-norma) je binarna operacija T na jedini¢énom intervalu,
T: [0,1]>? > [0,1] takva da za svako x,y,z € [0,1]slede¢a c&etiri uslova moraju biti
zadovoljena:

(T1) T(x,y) =T(y,x) komutativnost
(T2) T(x,T(y,2))=T(T(x,y),z) asocijativnost
(T3) T(x,y) <T(x,z) gdejey <z monotonst

(T4) T(x,1)=x granicni uslovi .

Posto su t — norme algebarske operacije na intervalu [0,1], takode je moguce koristiti oznaku
x *y umesto T (x,y). Uslovi (T1) — (T4) se mogu drugadije zapisati na sledeci nacin:

(T1) x*xy=y=xx

(T2) xx(y*z)=(x*y)*z
(T3) x+*y < kadaje y <z
(T4) x*1=x.

Cetiri elementarne t-norme su: minimun T,, algebarski proizvod Tp, Lukasijeviceva
(Lukasiewicz) T, i norma drasti¢nog preseka (eng. Drastic intersection) Tp:

1. Ty (x,y) = min(x,y)
2.Tp (x,y) =x"y

3.T,(x,y) =max (0,x+y—1)

X, y=1,
4.T, =3y, x=1,
0, inace.

Pored elementarnih postoji veliki broj trougaonih normi koje se uspesno koriste u razli¢itim
oblastima, videti [11].

Grafi¢ki prikaz elementarnih t-normi je dat Slikom1.9. preuzetom iz [10].
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Slika 1.9. Grafik za Cetiri osnovne t — norme.

Definicija 1.13. [13] Trougaona norma T; je slabija od trougaone norme T, , uoznaci T; < T,
,akoje Ty (x,y) < T,(x,y) zasvako (x,y) € [0,1]? . Isto se moZe reéi da je t — norma T, jaca
odt —normaT, .

Trougaona norma Ty, je najjaa a trougaona norma T, je najslabija, Sto se vidi u narednom
tvrdeniju.

Teoremal.l.[12] Za svaku t —normu T vazidaza Vx,y € [0,1]

TD(x:)’) < T(x:)’) < TM(x'y)

Dokaz: Neka je x,y € [0,1] i neka je T(x,y) proizvoljna t — norma. Koriste¢i daje y <1 i
osobine (T2) i (T1) dobijamo T(x,y) < T(x,1) = x < x . Ako se iskoristi ¢injenicadajeix <1
kao i osobine (T3), (T2)i(T1) redom, dobija se

Tx,y)=T@x)<Ty,1D=y=<y.
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Dakle, T(x,y) <x i T(x,y) <y a odatle sledi daje T(x,y) < min(x,y) a to je t-norma
minimuma tj. T(x,y) < Ty (x,y).

Za x = 1sedobijaT(x,y) =T(,y) =y =Tp(x,y), aza y=1 T(x,y) =T(x, 1) =x=
Tp(x, y).

Znaci u oba slucajaje T(x,y) = Tp(x,y) pa samim tim vazi da je T(x,y) = Tp(x,y), jer s
druge strane ako x,y € (0,1) sledi Tp(x,y) =0 < T(x,y).m

Takode za elementarne trougaone norme vatzi:

Tp <T, <Tp <Ty.

Definicija 1.14.[13] Trougaona konorma S, ili krace re¢eno t— konorma, je funkcija
S:[0,1]?> - [0,1] takva da vaze sledece osobine:

(S S(x,y) =S,x) komutativnost
(52) S(x,S(y, z)) =5(8(x,y),2) asocijativnost
(S3) S(x,y) <S(x,z)zay <z monotonost
(54) S(x,0) =x,5(x,1) =1 rubni uslovi

za svako x,y,z € [0,1].

Cetiri elementarne konorme su:

a) Sy(x,y) = max(x,y)
b) Sp(x,y)=x+y—x-y
c) S.(x,y) =min(1,x +y)

max(x,y) , za min(x,y) =0
d) Spley) = { 1 G inaée( g

Grafi¢ki prikaz elementarnih t-normi je dat Slikom1.10. preuzetom iz [10].
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Slika 1.10. Konturni grafik za Cetiri osnovne t — norme.

Trougaona norma i trougaona konorma razlikuju se samo po rubnim uslovima.

Teorema 1.2.[12] Funkcija S:[0,1]?> — [0,1] je trougaona konorma ako i samo ako postoji
trougaona norma T takva da za sve (x,y) € [0,1]? vazi S(x,y) =1—-T({1 —x,1 —y).

Dokaz: (=>) Neka je S trougaona konorma i neka je preslikavanje T: [0,1]?> - [0,1] definisano
sa T(x,y)=1—S(1—x,1—y).Treba pokazati da je ovako definisano preslikavanje
trougaona norma (pokazati da su zadovoljene osobine (T1)-(T4) iz Definicije o trougaonim
normama:

1. (T Tx,y)=1-SA—-x1-—y)=1-SA—-y,1—x)=T(y,x)-vaii
zbog pretpostavke da je S trougaona konorma, a ona ima osobinu komutativnosti.
2. (T2) T(x,T(y,2))=1-S(1-x1-T(y,2)) =
=1-5(1-%1-(1-5S1-y,1-2))=
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=1-S(1-x1-14+S(1-y,1-2)) =
=1-S(1-xSA-y,1-2))=1-SE1-x1-y),1-2) =
=1-S1-1+SA1—-x1-y),1-2)=1-SA-T(x,y),1—2) =
= T(T(x,y),z) — ovo sve vazi jer S kao trougaona konorma ima osobinu asocijativnosti.
3. (T3)Nekajey <z.
OndavaZiidajel—y=>1—2z (*).
Iz (*) i iz osobine monotonosti za trougaone konorme, vazi da je:
S1—-—x,1-y)=>S(A—x,1—2z)izlegasledidaje:
1-S(1—-x,1-y)<1-S(1—x,1—2)itadaimamo:
Tx,y)=1-SA—-x1-y)<1-SA—-x,1-2)=T(x,2).
4, (T4) T(x,1)=1-SA—-x1-1)=1-SA—-x,0=1-(1—-x)=x
T(x,00=1-S1—-x,1-0=1-S1-x,1)=1-1=0.

(<=) Sada se pretpostavlja da je T trougaona norma takva da za svako x,y € [0,1] vaii
S(x,y)=1—T(1—x,1—y). Na analogan nacin kao $to je pokazano da vazi smer (=>),
pokazuje se da je preslikavanje S trougaona konorma m

Za trougaonu konormu S definisanu u Teoremi 1.2 kaze se da je dualna trougaonoj normi T,
i obrnuto,t —normaT je dualna t — konormiS. Uporedujuéi odgovarajuce elementarne
trougaone norme i konorme, vidi se da su jedne drugima dualne.Upravo zbog dualnosti, menja
se poredak koji vaZi za trougaone norme, pa za elementarne t — konorme vaii da je:

Sy < Sp < S, < Sw.

U skladu sa tim, dualnost utice i na jac¢inu t —konormi. Pa tako sledi teorema:

Teorema 1.3. [12] Za svaku trougaonu konormu S i svako x,y € [0,1] vazi:

SM(x:J’) S S(xry) S SD(xry)

Dokaz: Kako je S trougaona konorma za koju vazi S(x,y) =1—-T(1 —x,1—y) tj. dualna
trougaonoj normi T imamo:

1-Ty(A=-x1-y)<1-TA-x1-y)<1-Tp(1—-x,1-y).
Ako i levoj i desnoj strani dodamo (-1) dobijamo:
—Ty(1-x1-y)<-T(1—x,1-y) < -Tp(1—x,1—y),odnosno

Ty(1—x1-y)>2T(1—x,1—y)=>Tp(1—x,1—y)Sstoje dokazano u Teoremi1.1. m
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1.3.1. Operacije na fazi skupovima zasnovane na t —normamai t— konormama

U ovom poglavlju bi¢e predstavljene definicije preseka i unije fazi skupova koje se baziraju na
trougaonim normama i trougaonim konormama.

Definicija 1.15. [13] T — presek fazi skupova A i B, u oznaci A N; B, definiSe se kao
tans() =T (uy(x),up(x)), zasvakox € U.

Primer 1.7. Neka su dati fazi skupovi A4 i B, neka su date njihove funkcije pripadnosti
Us(x) =1 —x? koja je definisana za x € [—1,1],i pug(x) = 1 — (1 — x)? koja je definisana
za x € [0,2], i neka je data trougaona norma Tp(x,y) = x -y, onda sledi da je funkcija
pripadnosti preseka fazi skupova A i B:

Hangs(0) = (o) - pup(x) = 1 —x%) - (1 - (1 - x)?.

Na sledeéoj slici je prikazan crvenom bojom presek fazi skupova A i B.

L 4

1
15

—_

-0.5 0=

Slika 1.11. T — presek fazi skupova A iB.

Definicija 1.16. [12] Neka je S proizvoljna trougaona konorma. S — unija fazi skupova A i B, u
oznaci A Ug B, definiSe se kao p 4y 5(x) = S(,ucﬂ(x),yg(x)), za svako x € U.

Na sledecoj slici (Slika 1.12.) bi¢e prikazana unija fazi skupova A i B crvenom bojom.
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v

Slika 1.12. S — unija fazi skupova.

Primer 1.8. Neka su dati fazi skupovi A i B, i ako su njihove funkcije pripadnosti definisane
kao u prethodnom primeru, i ako je data trougaona konorma Sp(x,y) = x +y — x -y, onda
je funkcija pripadnosti unije fazi skupova A i B:

tauss () = g (x) + pg(x) — pa(x) - up(x)
=1-x?4+1-(1-2)?-(1-x)-A-A-x))=—x*+2-x3—x2+1.

1.3.2. OWA- uredeni operatori usrednjavanja sa teZinama

Teorija fazi skupova pruza mnostvo agregacijskih veza za predstavljanje vrednosti funkcije
pripadnosti. U procesu odluke ideja kompromisa odgovara globalnoj proceni koja tezi izmedu
najboljih i najgorih ocena [6,7,11].

Operatori proseka realizuju kompromise izmedu ciljeva.

Definicija 1.17. [7] Operator proseka M je funkcijaM : [0,1] X [0,1] - [0,1] koja zadovoljava
sledeée uslove

o

idempotentnost M(x,x) =x Vx € [0,1]
° komutativnost M(x,y) = M(y,x) Vx,y € [0,1]
° granicni uslovi M(0,0)=0 M(1,1)=1

monotonost M(x,y) < M(x',y") ako x <x' i y<y'

° M je neprekidno.
22
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Kakva god da je definicija proseka M globalna ocena ¢e biti izmedu najgore i najbolje lokalne
ocene.

Lema 1.1. [7] Ako je M operator proseka onda min{x,y} < M(x,y) < max{x,y} Vx,Vy €
[0,1].

Dokaz: Iz idempotencije i monotonosti M sledi da je
min{x,y} = M(min{x, y}, min{x,y}) < M(x,y) i
M(x,y) < M(max{x,y}, max{x,y}) = max{x,y} =
Operatori proseka imaju sledeée interesantne karakteristike:

- Strogo rastuci operator proseka ne moze biti asocijativan.
- Jedini asocijativni operator proseka definisan je sa

v, ako x <y <a,
M(x,y,a)zmed(x,y,a)z{ a, ako x<a<y,
X, ako a <x <y,

gde je a € (0,1).

Vazina familija operatora proseka je formirana u kvazi-aritmetickom znacenju

1 n
M(a11a21 ---:an) = f_l <;Z f(al))

Primer 1.9. Kvazi-aritmeticko znafenje za a, i a, je definisano sa

—1fla)+f
M(ay,az) = -1 (210D

Sledeca tabela prikazuje najcesce koriséena znacenja operatora.
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Ime M(x,y)
Harmonijska

Sredina 2xy [/ x+y
Geometrijsa

sredina Jxy

Aritmeticka
Sredina (x+y) /2

Dual-geometrijska 1- \/(1 —x)(1—y)
Sredina
Srednja med(x,y,a) , a € (0,1)

Vrednost
Uopstena (xP+y?)/2)YP, p=1
p-srednja vrednost
Tabela 1.2. Znacenje operatora.

Yager® je uveo novu tehniku agregacije koja se oslanja na ponderisano osrednjavanje (OWA)
operatora (videti[15]).

Definicija 3.18. [6] OWA operator dimenzije n je preslikavanje F:R™ — R koji ima sli¢an vektor
ponderisanja W = (wy,ws, ...,w,;)T kao$tosuw; € [0,1],1<i<ni w;+w, + - +w, = 1.

Pored toga,
F(ay,ay, ...,ay) = wiby + -+ wyb, = ¥, wib;,
gde je bj Jj — ti najvedi elemenat iz < aq, ..., a, >.
Primer 1.10. Pretpostavimo daje W = (0.4,0.3,0.2,0.1 )7 ondaje
F(0.7,1,0.2,0.6) =04 x1+03x0.7+0.2x0.6+0.1x0.2=0.75.

Definicija 1.19. [11] Moze se definisati kvazi-uredena ponderisana funkcija OWA,;: I" >R
koja je definisana sa:

5 IR V. v . . .. . .
Ronald Robert Yager —americki istrazivac u uslovima neizvesnosti i fazi logike.
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OWA,, r(x) = f~1 <Z Wif(xi)).

gde je generator f: 1 — R neprekidnai strogo monotona funkcija.

IstiCu se tri vaZzna specijalna slu¢aja OWA agregacije:
e F*: Uovomslutaju W =Ww*=(1,0,..,00T i

F*(aq,ay, ...,a,) = max{a,,a,, ..., a,}

e F : Uovomsluéaju W =W, =(00,..,007 i
F.(ay,ay,...,a,) = min{a,,a,, ..., a,}

e F, : UovomslutajuW =W, = (%, L1/m)T

a,ay, ...,y

FA(all a‘ZI ---:an) = n

Za sve OWA operatore F vaii:

E(a;,a,,...,a,) < F (ai,a,,...,a,) < F*(a;,a,, ..., a,).
Iz navedenog jasno je da za VF vazi:
min{a,, a,, ..., a,} < F (a,a,, ..., a,) < max{a,,a,, ..., a,}.

Moze se videti da je OWA operator komutativan. Neka je < a4, a,, ...,a,, > skup agregata i
nekasu{d,, ...,d,} permutacije od a; . Tada za svaki OWA operator vazi

F(ay,ay, ...,a,) = F(dy, ..., d,).

Treda karakteristika u vezi sa ovim operatorima je monotonost. Pretpostavimo da su a; i ¢;
kolekcije agregata,i = 1, ...,n, takve dazasvakoi a; = c;. Tadaje

F(ai,ay,...,ay) = F(cq, ..., cy), gde je F neki neki fiksiran mera¢ OWA operatora.

Sledeéa karakteristika u vezi sa ovim operatorima je idempotencija. Ako je a; = a za svako i
onda za svaki OWA operator vaZi

F(aq,a,,..,a,) =a.
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Da bi se klasifikovali OWA operatori u smislu njihove lokacije da li je (izmedu,i,ili) data je
mera za orness , povezana sa bilo kojim vektorom W, na sledeci nacin

orness(W) = ni ri(n—Dw;. (1.1.1)

-1
Lako je uoditi da za svako W, orness(W) je u jediniénom intervalu.

Lema 2.2. Za sledece vektore
1 1
w*=(1,0,..,0)7, W, =(00,...D)T, w,= (;, ...,;)T,

se moze dokazati daje orness(W*) = 1,orness(W,) =0 i orness(W,) = 0.5.
Mera andness se definiSe kao
andness(W) = 1 — orness(W). (1.1.2)

Kod OWA operatora ako na vrhu nema puno nula onda je orness = 0.5 i naziva se orlike
operator, a ako na kraju nema puno nula onda andness = 0.5 i OWA operator ¢e biti andlike
operator.

Primer 1.11. [7] Neka je W = (0.8, 0.2,0.0)7. Tada ako iskoristimo formulu (1.1.1) dobijamo

orness(W) = %(2 x 0.8+ 0.2) =0.6,
i ako iskoristimo (1.1.2) dobijamo
andness(W) =1 —orness(W) =1—-0.6 = 0.4.
To znaci da OWA operator definisan sa
F(a,aya3) = 0.8b; + 0.2b, + 0b; = 0.8b; + 0.2b,,

je jedna orlike agregacija, gde je b; j — ti najveci elemenat skupa < ay,a,,az >.
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1.4. Fazi brojevi

Fazi brojevi su specijalni fazi skupovi koji predstavljaju uopstenje klasi¢énih brojeva. U ovom
poglavlju dat je pregled elementarnih pojmova vezanih za fazi brojeve koji se mogu pronaci u
[4,9,13].

Definicija 1.20. [9] Za fazi skup A nad skupom realnih brojeva, kaZze se da je fazi broj A ako su
zadovoljeni sledeci uslovi:

1. A je konveksan
2. Postojita¢no jedno X € R takvo daje u4(x) = 1, tj. core(A) = X
3. Funkcija pripadnosti p4(x) za x € R je bar po delovima neprekidna.

Definicija 1.21. [9] Vrednost X koja pokazuje maksimalni stepen pripadnosti, u4(%X) =1, se
naziva modalna vrednost fazi broja A.

Fazi brojeve éemo oznacavati velim kosim masnim slovima: A, B, C, ... a njihove funkcije
pripadnosti sa: puys(x), ug (%), uc(x), ...

Definicija 1.22. [9] Fazi broj A iz prethodne definicije je simetri¢an ako njegova funkcija
pripadnosti zadovoljava (X + x) = us(X — x), za svako x € R.

A
il

| ‘
a X+b X

Slika 1.13. Funkcija pripadnosti simetricnog fazi broja.
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Treba primetiti da su a — preseci klasicni zatvoreni intervali.

Definicija 1.23. [9] Fazi broj je strogo pozitivan,tj. A > 0 , ako je nosa¢ tog fazi broja,
supp(A) < (0, ), odnosno strogo negativan, tj. A< 0, ako je supp(A4) < (—x,0).

A
u

<

X 0

Slika 1.14. Funkcija pripadnosti strogo negativnog fazi broja.

Na Slicil.13. pored toga Sto je predstavljena funkcija pripadnosti simetricnog fazi broja,
istovremeno je dat i primer funkcije pripadnosti jednog strogo pozitivhog fazi broja, dok je na
(Slici 1.14.) data funkcija pripadnosti strogo negativnog fazi broja.

U literaturi se ¢esto pojavljuju i fazi intervali kao proSirenje fazi broja. Fazi interval nema samo
jednu vrednost nego ceo modalni interval, odnosno

pa(®) =1 za x € [xy,%,].

Sledi pregled nekih vaznih oblika fazi brojeva

1.4.1. Trougaoni fazi brojevi

Trougaoni fazi broj A ili jednostavnije trougaoni broj sa funkcijom pripadnosti t,4(x) je definisan
funkcijom pripadanja sledeéeg oblika:
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X—a —
—L, za a; <x <X,
X—aq
— xX—a —
pa(x) = —2, za ¥ < x < a,,
X—Qay

, inace,

gde je interval [a,, a,| nosac a X je modalna vrednost.

\

Slika 1.15. Trougaoni fazi brojevi.

a;+
2

v — . .. v R a . P . ev . .
Ako se tacka x € (a;,a,) nalazi na sredini nosaca tj. X = Z u pitanju je simetri¢ni trougaoni

broj ¢ije funkcije pripadnosti imaju sledu¢u formu:

x-a _
2=—2, zaa, <x<Z%,
X—aq
— xX—a —
) =9 2X%2 zax<x<a,,
X—ay
0, inace.
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0 al al+a2 a2 X -a 0 a X

Slika 1.16. a) Centralni trougaoni broj  b) Centralni trougaoni broj simetrican u odnosu na u

Trougaoni brojevi imaju funkciju pripadnosti koja se sastoji od dva linearna segmenta, A’(levo)
i A"(desno), koja se spajaju pri vrhu (x, 1), Sto Cini operacije sa trougaonim brojevima veoma
jednostavnim.

Trougaoni broj moZe biti konstruisan na osnovu tri vrednosti a;, X i a,, a pomocu tih vrednosti
se moze napisati i njegova funkcija pripadnosti . Zato se trougaoni broj oznacava i kao:

A = (al,f,az).

Desni segment fazi broja A = (—a,0,a),(Slika 1.16.b) ,opisuje pozitivno malo, npr. mlade
godine, mali profit, mali rizik... , i moZe se tumaciti kao novi fazi broj A" = (0,0, a).

Levi segment A! opisuje pozitivno veliko, npr. stare godine, veliki profit, visok rizik,... Znag¢i
imamo:

Al = (a,,x,x) i A" = (¥ x,a,) $toje predstavljeno Slikom 1.15.

1.4.2. L-R fazi brojevi

L-R fazi brojevi predstavljaju nadogradnju trougaonih brojeva. Osnovna ideja L-R reprezentacije
fazi brojeva je da se funkcija pripadnosti ps(x) fazibroja A podelinadvadela y;(x)i u,(x),
levo i desno od modalne vrednosti X, odnosno preko funkcija oblika,
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X—X _
L[ ], zax <X,
a

R [ ], zax = X,
B
gde a i f predstavljaju odstupanja u levu, odnosno desnu stranu od X, a L i R su funkcije koje
diktiraju  oblik posmatranog fazi broja i nazivaju se referentne funkcije.

L-R fazi broj se u skracenoj formi moze zapisatisa A =< x,a, f > r.

Da bi funkcije L(u) i R(u), u € R§, bile referentne funkcije za L-R fazi brojeve treba da
zadovoljavaju sledece uslove:

1. L(u) €[0,1] zasvakou i R(u) € [0,1] za svako u.
Vrednosti funkcije pripadnosti su u interval [0,1] pa onda LiR koje figurisu u
funkcijama pripadnosti, moraju biti u istom interval.

2. L(0) =R(0) =1.

3. L(u) = R(u) su opadajuée na intervalu [0, ).

4. L(1)=0 ako min,L(u) =0,lim,_,L(u) =0 ako L(u) >0 zaVu,

R(1)=0 ako min,R(u) =0,lim, ,, R(w) =0 ako R(u)>0 zaVu.

Definicija 1.24.[9] L-R fazi broj je semi-semitri¢an ako su funkcije L i R jednake, tj. L(u) = R(u)
za svako u € R§. Ako su odstupanja od modalne vrednosti a i 8 jednaka, L — R fazi broj je
simetrican.

Trougaoni fazi brojevi su specijalan slucaj L-R fazi brojeva, a dobijaju se kada su L i R linearne
funkcije.

1.5. L-R fazi intervali

Ako neki fazi skup A ne zadovoljava jedan od tri uslova iz definicije fazi broja, on se ne moze
smatrati fazi brojem. Ukoliko je narusen drugi uslov, odnosno ako postoji vise od jedne modalne
vrednosti onda se takvi fazi skupovi nazivaju fazi intervali ([9,12]).

Definicija 1.25. [13] Neka su L i R referentne funkcije. Fazi L-R interval, u oznaci
Z =< l, r, a,ﬂ >L,R'
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se definiSe preko funkcije pripadnosti date sa:

( 0, r+f<x <l—-a,
| l—x
L( p ) l—a <x <1,

| R(x;r>, r<x <r+8p.

Ako su L iR linearni, u pitanju je trapezoidni interval ¢esto zvan i trapezoidan fazi broj.

Napomena 1.2.

S obzirom da su svi fazi skupovi uopstenje klasi¢nih skupova na isti nacin se i klasi¢ni brojevi
mogu predstaviti kao fazi brojevi. Neka je X “obi¢an” broj, tada se on mozZe zapisati kao fazi
broj preko funkcije pripadnosti na sledeci nacin:

0, x <X,
px)=41 x=%
0, x> X,
za svako x € R. Kada se broj u klasicnom smislu posmatra kao fazi broj, tada fazi broj predstavlja
jednoclan fazi skup kao na Slici 1.17.

N

\ 4

Slika 1.17. Fazi broj A.
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Takode i klasican interval se moze smatrati specijalnim slu¢ajem fazi intervala sa funkcijom

pripadnosti
0, x<l|
H(x) = 1: X € [l,T],
0, x>r,

pri ¢emu x prolazi kroz ceo skup realnih brojeva.

1.6. Sabiranje L-R fazi brojeva

Osnovne operacije na skupu fazi brojeva se zasnivaju na primeni uopstene verzije Zadehovog
principa prosirenja. Ovaj princip je osnovni koncept u teoriji fazi skupova jer omogucava da se
klasi¢cna matematicka relacija prosiri tako da moZe da se primenjuje na fazi skupove. Izlaganje u
ovom poglavlju zasnovano na [7,9,4].

Sledi formulacija Zadehovog principa prosirenja:

Definicijal.26. [9] Neka su Aq, ..., A, fazi podskupovi klasi¢nih skupova X3, ..., X;, respektivno i
neka je dato preslikavanje f:X; X .. X X, = Y takvo da za svaku n-torku (xq,...,x,)€ X; X
oo X Xy vaii f(xq,...,x,) =y € Y.Tada je B= f(Ay, ..., A,) fazi podskup od Y ¢ija je funkcija
pripadnosti:

_ {supymin{ucﬂl(xl), ...,ucﬂn(xn)}, ako postoji y = f(xq, ..., Xn),
B 0, inace,

tj. princip prosirenja kaZze da je slika nekog fazi skupa opet fazi skup cija je funkcija pripadnosti
upravo ova gore navedena.

Definicijal.27.[7,9] Neka su Ay, ..., A, fazi podskupovi klasi¢nih skupova X3, ..., X, respektivno
i neka je dato preslikavanje f: X; X ...X X, = Y takvo da za svaku n-torku (xq, ..., x,)€ X; X
X Xy vazi f(xq,..,x,) =y €Y. Za neku proizvoljnu trougaonu normu T kao rezultat
uopstenog principa prosirenja dobija se fazi podskup B € Y, B= f(Ajy, ..., Ay), sa funkcijom
pripadnosti:

_ {supyT{,ucﬂl(xl), ...,ucﬂn(xn)}, ako postoji y = f(xq, ..., Xp),
? 0, inale.
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Ovaj princip prosirenja se zove jo$ i Zadehov sup — T princip prosirenja. Ukoliko se za
trougaonu normu iz definicije uzme bas t — norma minimuma T),,, dobija se originalni Zadehov
princip prosirenja.

Primenom uopStenog principa prosirenja, mogu se dobiti formule za izraCunavanje zbira fazi
brojeva pomocu odredjenih t — normi:

Teorema 1.3. [4] Neka su A; =<[,r,a,f >,r,i = 1,..,n, n L-R fazi interval. Njihov zbir u
oznaci ®r,, A (ukoliko se posmatra trougaona norma Ty,) je dat sa:

n
GBTMi:T{Ai: (Z lir i a;,

n n n
=1 =1 =1 =1

Bi)Lr.

Ukoliko se umesto najjace trougaone norme T, posmatra najslabija Tp, formula za
izracunavanje zbira daje naredna teorema:

Teorema 1.4. [4] Neka su A; =< I,r,a, B >, r,i = 1,...,,n, n L-R fazi interval. Njihov zbir u
oznaci EBTMiqui je dat sa:

GBTMi:T{Ai: ( L, Ty, max;ta;, max ;1B )i r.

n n
i=1 i=1

Potrebno je napomenuti da fazi intervali dobijeni primenom prethodne dve teoreme i dalje
ostaju L-R fazi intervali.

Primer 1.12. Neka su dati fazi brojevi 4; =<0,1,3>,x i A; =<-1,1,2 >, . Njihov zbir
A, D A jefazibroj B =<—-1,2,5>p.

1.7. Fazi relacije

Fazi relacije imaju Siroku primenu u prakti¢nim problemima, jer za razliku od klasi¢nih relacija
koje pokazuju da li su neki elementi u relaciji ili ne, fazi relacija omoguéava da elementi budu u
odredenoj meri u relaciji ([2,9]).

Definicija 1.28. [2] Neka je dat Dekartov proizvod:

A><B={(x,y) | xEA,yEB},
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gde su skupovi A i B podskupovi univerzalnih skupova U; i U, respektivno. Fazi relacijana A X B
u oznaci R(x, y) se definise kao skup:

R= {(x:J’):.UR(x:J’) | (x:J’) € A X Br .UR(xJ’) € [011]}1

gde je puxr(x,y) funkcija dve promenljive koja se zove funkcija pripadnosti.
Ova funkcija daje stepen pripadnosti uredenog para (x,y) u R, pridruzujuc¢i svakom paru
(x,y) u A X B jedan realan broj iz intervala [0,1].

Stepen kojim je x u relaciji sa y pokazuje stepen pripadanja.

Definicija 1.29. [2] n — arna fazirelacija R je ureden par:
R = ((ay,ay, ..., a,), ug (ay,a,, ..., a,)) gdeje
(a,,a5,..,a,) € Ay XAy, XA, , i ug(as,a,, .., a,) € [0,1].

Za razliku od obi¢nih relacija, fazi relacije u vecoj meri povezuju elemente koji su u relaciji kao
na primer x je mnogo vete od y ,x,y su jako daleki, ...

Primer 1.13. Neka postoje dva skupa privatnih skola: A = {a;,a,} i B = {b;,b,, b3} ineka je
R fazi relacija izmedu ta dva skupa koja predstavlja jezicku promenljivu velika udaljenost
koja se zapravo odnosi na udaljenost medu privatnim $kolama skupa A i B, i koja je data sa:

R = {((all bl)l 012)1 ((all bZ)I 019)1 ((all b3), 1)1 ((az, bl)l 015)1 ((az, bZ)I 011)1 ((az, b3), 016)}'

Ovo ce biti predstavljeno i tabelom:

Skola b, | Skola b, | Skola b,
Skola a, 0.2 0.9 1
Skolaa, | 0.5 0.1 0.6

Slika 1.18. Fazi relacija R iz primera predstavljena kao graf.
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Funkcija pripadnosti pokazuje koliko su skole udaljene jedna od druge, pa se tako moze utvrditi
da su Skola a, i Skola b; na velikoj udaljenosti (vrednost funkcije pripadnosti je 1), dok Skola
a, i Skola b, nisu na velikoj udaljenosti (vrednost funkcije pripadnosti je 0,1).

Udaljenost izmedu skola je prikazana i grafom Slika 1.18.

1.7.1. Operacije na fazi relacijama

Nekasu R, i R, dve fazirelacije definisane nad A X B, takve da
Rl = {((x'y)hu'ﬂl(x'y))} ’ (x,y) EAX Br

RZ = {((x'y)hu'ﬂz(x'y))} ’ (x,y) € AXB.
Dakle koristice se funkcije uz, (x,y) i uz,(x,y).

Definicija 1.30. [2] Dve fazi relacije su ekvivalentne, u oznaci R; = R,, ako i samo ako za svaki
par (x,y) € A X B,vazi pg, (x,y)= piz,(x,¥).

Definicija 1.31. [2] Unija dve fazi relacije R; U R, definiSe se kao:

.u'R1UR2 (X, }’) = max{.u'ﬂl(xr }’):.szz(xr y)}' (X, }’) € AXB.

Definicija 1.32. [2] Presek dve fazi relacije R; N R, definiSe se kao:

.u'RlﬂRZ (X, }’) = min{.u'ﬂl(xr }’):.Ujez(x. y)}' (x:}’) € AXB.

Definicija 1.33. [2] Fazirelacija R¢ je complement fazi relacije R i definiSe se na slede¢i nacin:
za svaki par

(x:Y)EAXB vazi .URC(x:Y)Zl_ﬂR(x:Y)-

36



ULOGA FAZI SKUPOVA U RANGIRAN]JU OBJEKATA | Biljana Basic

1.8. Rangiranje fazi brojeva

Kod mnogih fazi problema odlucivanja konacni rezultati predstavljeni su kao fazi brojevi.
Potrebno je da nademo metodu za konstrukciju jasnog ukupnog rangiranja fazi brojeva( [8]).

Nazalost, reSetka fazi brojeva nije linearno poredana pa neki fazi brojevi nisu direktno uporedivi.

Postoje brojne metode za ukupno rangiranje fazi brojeva. Svaka metoda ima neke mane | vrline ,
i jedna je uvek vise prihvatljivija od druge. Da bi bio prikazan problem ukupnog rangiranja fazi
brojeva , bi¢e opisane tri metode koje ¢e biti ilustrovane primerima ([8]).

Prva metoda se bazira na definiciji Hamingove dinstance na skupu R svih fazi brojeva.

Definicija 1.34. [8] Za sve fazi brojeve Ai B, Hamingova distanca, d(A, B) se definise
formulom

dAB) = [ |ua@) —pp) | dx. (3.1.1)

Za bilo koje fazi brojeve A i B koje Zelimo da uporedimo, prvo utvrdujemo njihovu najmanju
granicu, odnosno max (4, B).

Zatim, izratunavamo Hamingovu distancu d(max(A,B),A) i d(max(4,B),B) pa
definiSemo

A<B ako d(max(A,B),A) = d(max(A,B),B).
Ako je A~ B (tj, fazi brojevi su direktno uporedivi) ondamax(Ai B) = B i stoga A < B.

To znaci da je rangiranje definisano Hamingovom distancom kompatibilno sa rangiranjem
uporednih fazi brojeva u skupu realnih brojeva R. Takode , sliéno se definiSe rangiranje fazi
brojeva Ai B putem najveée donje granice min(4, B) .

Druga metoda se zasniva na @ — presecima.
Dati fazi brojevi A i B se porede, bira se vrednost a € [0,1] i odreduju se a — preseci
A% = [aq,a;], B* =[by,b,].

Zatim se definiSedaje A< B ako a, < b,.
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Ova definicija zavisi od izabrane vrednosti «. Obi¢no treba da je @ > 0,5. Ova metoda sabira
adekvatno definisane stepene koji iskazuju dominaciju jednog fazi broja nad drugim za sve
a — preseke.

Tre¢a metoda se zasniva na principu ekstenzije. Ova se metoda moZze primeniti za rangiranje
nekoliko fazi brojeva, recimo A;,A, A,. Osnovna ideja je da se formira prioritetni skup P na
{A,A,, ..., A,} tj. P(A;) koji ¢e predstavljati stepen na kom se A; rangira kao najvedi fazi broj.
Koristeci se principom ekstenzije dobijamo sledecu definiciju.

Definicijal.35. [8]Prioritetni skup P se definiSe za  svako i€EN, sa
P(A;) = supmingey,Ax(ri) gde supremum preuzima sve vektore {ry, ..., 7.} € R tako da je
r; = 1jzasvakoj € Ny.

Primer 1.14. U ovom primeru ¢ée biti uporedene tri fazi metode rangiranja. Neka su Ai B fazi
brojevi Cije funkcije pripadnosti su prikazane na Slici 1.19. preuzete iz [8].

1 A s
0 1 15 2 225 3 4 R
(a)
A
. A B
0.5
0 1 15 2 2753 35 4 5 R

(b)

Slika 1.19. Rangiranje fazi ¢lanova.
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max (A, B) je fazi broj ¢ija je funkcija pripadnosti prikazana podebljano na Slici 1.19.

Hamingove distance d(max(A,B),A) i d(max(A,B),B) su iskazane oblastima
horizontalno i vertikalno na slici.

Uz pomoc¢ (3.1.1) dobijamo:

d(max(A,B) ,A)

Jz[ 1 x d

= x—1—2|dx

1.5 3
2.25

+J [—x+3—— dx+J

2.25
1 1
12+24

2l
8 - .

1.5 1.5
d(max(A,B) ,B) = J % dx — J [x — 1] dx
0 1

= 0.25.

o] W
Q|

Posto je d(max(A,B),A) > d(max(A,B),B) zaklju¢ujemo da je prema prvoj metodi
rangiranja A < B.

Kada primenjujemo drugu metodu na isti primer uvidamo sa slike, da je
A<B zasvako «a € [0,1].

Prema tre¢oj metodi formiramo prioritetni skup P na {4, B} na slede¢i nacin:
P(A) = supmin [A(ry),B(r,)] = 0.75 =

P(B) = supmin [A(r;),B(r;)] =1 =Ty,

Pa zaklju¢ujemo daje A < B.

Sada razmatramo fazi brojeve Ai B <(ije su funkcije pripadnosti date na Slicil.19. pod b).
Horizontalno i vertikalno postavljene oblasti imaju isto znacenje.

Vidimo da je
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d(max(A4,B),A) =1 i d(max(A,B),B) = 0.25,
paje A < B prema prvoj metodi.
Druga daje isti rezultat samo kada je « > 0.5. Znaci druga metoda je nedosledna.
A prema trecoj metodi opet dobijamo da je

P(A)=075 i P(B)=1 paje A<B.
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2. Uloga fazi skupova u donesSenju odluka

Donosenje odluka je nesumnjivo jedna od najznacajnijih aktivnosti ljudi. U svakodnevnom Zivotu
se svi mi suo¢avamo sa razli¢itim alternativnim akcijama koje su nam na raspolaganju i makar u
nekim sluéajevima moramo da odlué¢imo koju od aktovnosti, koje su na raspolaganju, ¢emo
preduzeti. Zacetak donosenja odluka, kao predmeta izucavanja, vuée korene s kraja XVIII veka

(I8D).

Predmet izucavanja odludivanja je bas kao i sto sam naziv kaze - proucavanje nacina na koji se
odluke zapravo donose. Najveca paZznja tokom razvoja ove oblasti je zapravo oblast upravljanja
gde je proces odluivanja najvazniji za funkcije poput kontrole zaliha, investicija, aktivnosti
zaposlenih, razvoja novog proizvoda i raspodele svih sredstava kao i mnoge druge.

Zbog izuzetnog znacaja u radu, problem odlucivanja biée definisan slede¢om definicijom.

Definicija 2.1.[13] Problem odluéivanja je petorka ( A, 6, ¢, X, = ) u kojoj je:

A: skup alternative ili akcija, medu kojima donosilac odluke mora da bira;

X: skup posledica ili rezultata koji dolaze na osnovu izbora alternative;

O: skup stanja sveta: zavisno od, obi¢no nepoznatog, stanja sveta 8 € O, posledice izbora

alternative a € A mogu se razlikovati;

e @: AXO — X odreduje za svako stanje sveta 8 i svaku alternativu a rezultuju¢u
posledicu x = ¢(a, 8);

e >:relacija slabog poretka na X, tj. binarna relacija koja ispunjava uslove:

(i) x=yiliy=x, Vx,y €X

(i) = jetranzitivna,tjx =y, y>=z=>x > z.

Relacija = je relacija preferencije koja karakterise donosioca odluke.

Primena fazi skupova u okviru polja odlucivanja najve¢im delom obuhvata fazifikaciju klasi¢nih
teorija odluéivanja. Dok se donoSenje odluka u wuslovima rizika modeluje uz pomoc
probabilistickih teorija odlucivanja i teorija igara, fazi teorije odlucivanja pokusavaju da izadu na
kraj sa neodredenoscu i nespecifiénoséu.

Klasiéno odlucivanje se bavi skupom alternativnih stanja prirode i skupom alternativnih akcija
koje su donosiocu odluke na raspolaganju. Odluka se donosi u uslovima izvesnosti kada se ishodi
svake aktivnosti mogu precizno odrediti i rasporediti. Bira se izbor koji ée dovesti do ishoda koji
donosi najvec¢u korisnost.
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Kada verovatnodéa ishoda nije poznata i kada se ishodi svake akcije opisuju samo priblizno,
kazemo da se odluke donose u uslovima neizvesnosti. Ovo je glavni domen fazi odlucivanja.

Odlucivanje u uslovima neizvesnosti je mozda i najvaznija kategorija problema odlucivanja koju
je okarakterisao britanski ekonomista Sekl (Shakle, 1961):

,» U unapred predodredenom svetu, odluka bi bila iluzorna. U svetu sa savrSenim predznanjem,
isprazna. U svetu bez prirodnog poretka, slaba. Nas intuitivni odnos prema Zivotu podrazumeva
neiluzornu, smislenu, snaznu odluku. S obzirom da odluka u ovom smislu isklju¢uje i savrseno
predznanje i anarhiju u prirodi, mora se definisati kao izbor suocen sa neizbeZnom neizvesnosti. ”

Ovo pokazuje znacaj teorije fazi skupova kod odluéivanja.

Problemi odlucivanja se klasifikuju na one koji podrazumevaju jednog donosioca odluke i one
koji podrazumevaju nekoliko njih. Ove klase problema se nazivaju pojedinaéno odlucivanje i
odlucivanje sa viSe donosioca odluka.

2.1. Pojedinacno odlucivanje

Kod pojedinacnog odlucivanja gde imamo mnogo ciljeva i ogranicenja pojedinac je taj koji
donosi odluku. Bellman i Zadeh (1970) predlozili su fazi model odlucivanja u kojem su bitni
ciljevi i ograniéenja izrazeni kao fazi skupovi a odluka se donosi na osnovu odgovarajucih zbirova
fazi skupovi (videti[17]).

U ovom modelu skup A ¢e predstavljati skup svih mogucih aktivnosti odnosno alternativa,
Gi(i € N,,) ¢e predstavljati skup ciljeva od kojih ¢e svaki biti predstavljen kao fazi skup iskazan sa
A, iskup C; (j € Ny,) koji e predstavljati ograniCenja takode ce biti predstavljen fazi skupom
definisanim sa A.

Ponekad fazi skupovi koji iskazuju ciljeve i ograni¢enja u formulaciji nisu definisani direktno na
skupu aktivnosti vec¢ indirektno kroz druge skupove koji karakterisu relevantna stanja prirode.

Napomena 2.1.
Funkcijom g; skup alternativa A se prebacuje u skup nov€anih vrednosti u zavisnosti od cilja.
Funkcijom ¢; skup alternative A prebacuje se u skup kilometara i skup sati, tj.

gi A~ X
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G A=Y,
(gde g; i ¢j predstavljaju ¢ iz definicije 2.1.).

Sa G; (ieN,) i (:’;-(j € N,,) bice oznaceni fazi skupovi izrazeni preko novéane vrednosti
odnosno kilometraZe i sati.

Kompozicija funkcija g; i G; iskazuje cilj G; a kompozicija ¢;i C} iskazuje ograni¢enje Cj, tj.
G:(a) = Gi(g:(a)) (2.1.)
e(a) = € (¢(a)) (2.2)
zasvako a € A.

U datoj situaciji odluCivanja koju karakterisu fazi skupovi G; (i € Ny) i C; (j € Np),
fazi odluka D se dobija kao fazi skup na A koji u isto vreme ispunjava date ciljeve G; i
ogranicenja Cj, odnosno

D(a) = min[infgi(a), infC; (a)] (2.3.)
zasvea € A.

Sto znadi da za n ciljeva G, i=1,..,n, i m ogranicenja C;, j=1,..,m, odluka je

Kada se jednom donese fazi odluka mozda ce biti potrebno odabrati ,,najbolju” pojedinacnu
alternativu iz ovog fazi skupa. To se postize direktnim putem biranjem alternative a* € A koja
postize maksimalni stepen pripadnosti u D.

Primer 2.1.
Pretpostavimo da pojedinac treba da izabere jedan od Cetiri moguca posla a,, a,, as, a,.

Njegov cilj jeste da izabere posao koji nudi veliku platu ali pod uslovom da je posao ima kratko
radno vreme i da nije mnogo udaljen od mesta stanovanja.

U tom slucaju, A = {a,, a,, as, a,} a fazi skupovi kojim su opisani ciljevi i ograni¢enja odgovaraju

licnim shvatanjima pojedinca i mogu se lingvisticki opisati kao velika plata, kratko radno vreme i
mala udaljenost.
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Izrazi poput (velika plata , kratko radno vreme i mala udaljenost) su subjektivne prirode
pa ih pojedinac mora jasno definisati.

Oznacimo cilj koji iskazuje veliku platu sa G'. Kako bi iskazali cilj u smislu skupa A potrebna je
funkcija A - R* koja svakom poslu dodeljuje odredenu platu. Pretpostavicemo sledece:

g(a;) =40000din
g(a,) = 45000din
g(as) = 50000 din

g(ay) = 60000 din.

1,2
1
0,8 /
G' 06 /
04 /
0,2 /
0 /
37 40 45 50 60 64 65
al a2 a3 a4

Slika 2.1. Plata koju svaki od poslova nudi (vrednosti na vertikalnoj osi predstavljaju plate u
hiljadama dinara).

Posao a, pruza platu od 40 000 dinara, posao a, pruza platu od 45 000 dinara, posao a; pruza
platu od 50 000 dinara i posao a, platu od 60 000 dinara.

G' =0.11/40000 + 0.3/45000 + 0.48/50000 + 0.8/60000
Spajanjem funkcije g i G' prema (2.1) dobijamo fazi skup

g = 011/a1 + 0.3/a2 + 048/a3 + 0.8/a4
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koji iskazuje cilj u smislu poslova u skupu A.

Imamo dva ogranicenja, posao treba da ima kratko radno vreme i da je mala udaljenost izmedu

mesta stanovanja i posla.

Za prvo ograni¢enje €}, da posao ima kratko radno vreme, na Slici2.2. prikazano je radno vreme

sva Cetiri posla.

1,2

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

T~

2 4 6 8

ad a3 a2 al

10

Odnosno,

Slika 2.2. Radno vreme koje svaki od poslova nudi.

c¢1(a,) =8h
c,(a,) =5h
c3(az) = 4,5h
ci(a,) = 4h.

Fazi skup izrazen preko sati provedenih na poslu:

Iz (2.2.) imamo:

1 =0.2/8+0.5/5+ 0.7/4.5 + 0.8/4.

CI = 0.2/a1 + O.S/az + 0.7/a3 + 0.8/a4.
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Drugo ogranicenje izrazeno je u vidu vozZnje od kuée do posla. Fazi skup koji iskazuje ovo
ogranic¢enje bi¢e oznacen sa €. Na Slici 2.3. prikazana je udaljenost sva Cetiri radna mesta.

1,2

0,8 \

0,6 \

o4 T~

o ~

0 5 10 15 20 25 30 35
a4 a2 a3 ad

Slika 2.3. Udaljenost ponudenih poslova.

Konkretno,
cy(ay) =27 km
c,(a,) =75km
cy(az) =12 km
c,(ay) = 2,5 km.
C, =0.2/27km+09/7.5km+ 0.7/12km + 1/2,5km.
Spajanjem funkcija ¢, i €, , odnosno na osnovu (2.2), dobijamo fazi skup
C, =02/a; +09/a, +0.7/a; + 1/a,,
koji iskazuje ograni¢enje u vidu skupa A.
Fazi odluku tj fazi skup dobijamo primenom formule (2.3.)

odnosno
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koji predstavlja fazi karakterizaciju koncepta pozZeljnog posla. Posao koji ¢e biti izabran je
a® = a,. Ovo je najpozeljniji posao medu &etiri dostupna posla sa datim ciliem G i ograni¢enjima
C4,C, pod uslovom da se sjedine cilj i ograni¢enja bas kao $to je i uradeno.

2.2. Odlucivanje sa vise donosilaca odluke

Odluke koje se formiraju na osnovu misljenja viSe ljudi razlikuju se od slu¢aja kada imamo samo
jednog donosioca odluke. Ciljevi pojedinaénih donosioca mogu se razlikovati po tome da svaki
drugacije rangira alternative (izbore).

U fazi modelu grupnog odlucivanja svaki ¢lan grupe od n pojedinaénih donosilaca odluka
smatra se da ima refleksivno, antisimetri¢no i tranzitivno rangiranje preferencija P,k € N,, $to
u potpunosti ili delimi¢no rangira skup izbora X. Potrebno je naéi funkciju ,,zajedni¢kog izbora”
koja ¢e uzeti u obzir rangiranje pojedinacnih preferencija, i koja ¢ée dati najprihvatljivije grupno
rangiranje preferencija. Dakle, ovaj model daje moguénost pojedina¢nim donosiocima odluka da
imaju razliCite ciljeve i vrednosti ali je i dalje poenta da se donese zajednicka prihvatljiva odluka.

Napomena 2.2.

Kako bi se resio problem razli¢itih miSljenja u grupi, grupna preferencija F, Ce biti definisana

kao fazi binarni odnos
P XXX - [0,1],

pri emu se meri stepen preferencije x; u odnosu na x;. Da bi dosli do ove grupne preferencije
potrebna su nam odgovarajuca sredstva za zbrajanje pojedinacnih preferencija.

U ovoj metodi broj osoba koje daju prednost x; u odnosu na x; (N (x;, x;)) deli se sa ukupnim
brojem donosilaca odluke.

Ovom metodom dobijamo odgovor o vec¢inskom glasanju.
Pa je:

N(xixj)

By(xi, %)) = ——,

gde jen — broj donosilaca odluke.
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Druge metode sabiranja pojedinacnih prioriteta se koriste kada postoji razli¢iti uticaj koji imaju
pojedinci u grupu. Na primer,diktatorsku situaciju moZze odlikovati odnos grupne preferencije F,
za koju je

ako je x; =¥ Xj za nezavisno k,

11
Rq(xi'xj) B { 0, inace,

gde znak >* predstavlja preferirano rangiranje jednog pojedinca k koji ima potpunu kontrolu
nad grupnom odlukom.

Kada se jednom definiSe fazi veza F,, konalna grupna preferencija se moZe utvrditi
pretvaranjem P, u formu odluke

Rg = UocE[O,l] Pga

koja predstavlja uniju veze Pg“ koja obuhvata a —preseke fazi relacije F;. Svaka vrednost «
predstavlja stepen slaganja izmedu pojedinaca.

Sa O ée biti oznacena ukupna rangiranja koja su kompatibilna sa parovima u jasnim relacijama.

Na kraju kada izvrSimo preseke ukupnih rangiranja koja su kompatibilna sa parovima u jasnim
relacijama dolazimo do jednog jasnog ukupnog rangiranja.

Ova metoda odlucivanja sa viSe donosilaca odluke biée prikazana u slede¢em primeru koji je
raden po ugledu na primer iz [4].

Primer 2.2.

Pretpostavimo da svaki pojedinac u grupi od osam donosilaca odluke daje sledeéu listu
rangiranja prioriteta P; iz skupaizbora X = {w,x,y,z}:
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Odlucilac P; na prvo mesto stavlja w i bira pre nego x zatim na drugo mesto stavlja x, na tre¢e y
na poslednje mesto z.

Uz pomoc¢ funkcije pripadnosti koja je data formulom u gore navedenoj metodi (Pg(xi, x]-) =

NCeaxy) ), gde je n=8, dolazimo do sledede fazi relacije zajednickog izbora:

025 025 0 0375
0.375 0.625 0.625 0 |

w x y z
w [ 0 05 075 0625]
clos o 075 0375l
P, = | | (2.2.1)
Yo
z |

U matrici p;; smo dobili 0 jer niko od odlucilaca nije odabrao w pre w, a to je zapravo
indukovano njihovim sistemon P;.

Na isti naCin posmatranja dosli smo i do drugih vrednosti koje su date u fazi relaciji F;.
Sada odredujemo a — preseke ove relacije:

P,

gl = (.Prazan skup je zato sto nijedan ureden par nije u relaciji jedan sa drugim.

Pgo'75 ={(w,y), (x,y)} - zbog preglednosti u nastavku ce se koristiti ovaj zapis.

Ako pogledamo fazi relaciju F; (2.2.1.) vidimo da je w u relaciji sa y i da je x u relaciji sa y,
odnosno to su uredeni parovi iz a — preseka relacije F; gde je a = 0.75.

Isto uradimo i za ostale —preseke:

PO = {(w,2), (2., (2,Y), W,7), (x, )}

Pgo'5 = {(x, W), (W, X), (W, Z), (Z: X), (Z, y)r (W, J’), (xr y)}

P 0.375 _ {(x, W), (x, Z), (Y: Z), (x, W), (W, .X'), (W, Z), (Z, X)}
7 (2,y), (W, y), (x,y)

P 0.25 — {(Y: W), (Y: x), (Z, W), (x, Z), (Y: Z), (x, W), (W, .X'),}
g w,2),(z,%),(z,y), W, y), (x,y)
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Sada mozemo primeniti proceduru kako bi dobili jasno rangiranje koje Cini grupni izbor.

Sva ukupna rangiranja 0! su kompatibilna sa praznim skupom odnosno 0! su sva moguca
uredenja na skupu od 4 elemenata (w, x, y, z).

0! = 0.

Ukupna rangiranja 0%7> koja su kompatibilna sa parovima u jasnim relacijama Pgo'75 su

00.75 — {(ZI WI xl y)l (WI xl y, Z)I (WI ZI xl y)l (WI xl ZI Y),}
(z,x,w,y), (x,w,y,2),(x,z,w,y),(x,w,z,y) )’

pa je 01 N 00.75 — 00.75.

Rangiranja kompatibilna sa Pgo'625 su

0025 = {(w,z,x,y),(w,z,y,x)} i
0% N 0%75 1 0%625 = {(w, 2.x,y)}.

Vrednost 0.625 predstavlja grupni stepen saglasnosti vezano za grupni izbor koji ima ukupno
rangiranje {w,x,y,z}.

2.3. Rangiranje izbora pojedinaca

Slede¢a metoda koja ée biti predstavljena je slicna predhodnoj, s tim Sto ¢e se sad porediti
parovi izmedu datih izbora.

f(x;,x;) oznalava Ce stepen poZeljnosti kojim pojedinac rangira x; u odnosu na x;. Ove
procene prave pojedinci za sve parove izbora u datom skupu. One se zatim konvertuju u
stepene relativnih prioriteta F(x;, x;) prema formuli

fxjxi)
flexp]

F(xi,xj) = min [1, (2.3.)
za svaki par (x;,x;) € X2

Kada je F(xi, x]-) = 1, x; se smatra jednako pozeljnim kao i x;.
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Funkcija F koja se moZe posmatrati i kao funkcija pripadnosti fazi relacije gde svaki par (x;, x;)
€ X? ima svojstvo

max[F(xi,xj), F(x;, xi)] =1, (2.3.1.)
$to znacdi da makar jedan mora biti poZeljan kao onaj drugi.
Ukupni stepen relativne preferencije p(x;),za svako x; € X, mozemo izraCunati formulom
p(x;) = min F(xi,xj). (2.3.2))
Primer 2.3.

Opisana metoda ce biti prikazana kroz primer gde grupa ljudi uklju¢ena u poslovno partnerstvo
Zeli da kupi zajedni¢ki auto za potrebe posla. Odluka koji auto da kupe jeste odluka sa vise
donosilaca odluke. Da bi se primenila opisana metoda svaka osoba u grupi mora da rangira prvo
raspoloZive izbore. Kako bi se to postiglo moZe se primeniti metoda zasnovana na stepenu
priviacnosti.

Razmatra se pet modela automobila: Opel, Fiat, Audi, Nissan i Citroen. Sledecom tabelom
(Tabela 2.1.) bice prikazani brojevi za odredivanje stepena poZeljnosti.

Tabela 2.2. ¢ée predstavljati procenu jedne osobe iz grupe, dok ¢e stepeni relativne preferencije i
ukupni stepen relativne preferencije (izra¢unati u (2.3.) i (2.3.1.)) biti predstavljeni (Tabelom
2.3.).

f(x;x5) Atraktivnost x; u odnosu na x;
1 Slabo atraktivno
3 Umereno atraktivno
5 Jako atraktivno
7 Veoma jako atraktivno
9 Ekstremno atraktivno
2,468 Srednje vrednosti izmedu nivoa

Tabela 2.1. Odredivanje stepena poZeljnosti.
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f(xi,x;) Opel Fiat Audi Nissan Citroen

Opel 1 7 9 3 8

Fiat 3 1 3 2 4

Audi 1 1 1 3 5
Nissan 2 7 7 1 7
Citroen 2 6 8 3 1

Tabela 2.2. Procena jedne osobe iz grupe.

Sada kada imamo ove dve tabele do (Tabele 2.3.) ¢emo dodi tako $to ¢emo izracunati stepene
relativne preferencije F(x;,x;) prema prikazanoj formuli a zatim i ukupni stepen relativne
preferencije p(x;).

Odnosno,

F(x,,x;) = min 1,%] = min [1,;] =1
f(x3'x2)l

F(xy,x3) =min|l,—F/——"—=
2 3 f(xZIxS)

1
= min [1,§] = 0,33.

Na analogan nacin dolazimo i do ostalih relativnih preferencija u Tabeli 2.3.

F(x;,x;) | Opel Fiat Audi Nissan Citroen p(x;)
Opel 1 0,43 0,11 0,67 0,25 0,11
Fiat 1 1 0,33 1 1 0,33
Audi 1 1 1 1 1 1

Nissan 1 0,29 0,43 1 0,43 0,29

Citroen 1 0,66 0,625 1 1 0,63

Tabela 2.3. Stepeni relativne preferencije.

Tabela 2.3. indukuje sledeée rangiranje preferencija kada su u pitanju modeli automobila: Audi,
Citroen, Fiat, Nissan i Opel.
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Ukupni stepen relacije preferencije p(x;) dobija se na osnovu (2.3.2.). Iz prikazane tabele se vidi
da je za pojedinca najvise pozZeljan automobile marke Audi jer je njegov stepen preferencije
najvedi.

Rangiranje koje iskazuje preferencije ostalih ¢lanova grupe moze se odrediti na slican nacin.

53



ULOGA FAZI SKUPOVA U RANGIRAN]JU OBJEKATA | Biljana Basic

3.0dlucivanje sa viSe Kriterijuma

Kod problema odlucivanja sa viSe kriterijuma alternative se procenjuju na osnovu nekoliko
kriterijuma.

Svaki kriterijum podsti¢e posebno rangiranje alternativa pa je iz tog razloga potrebna procedura
po kojoj se dobija ukupno rangiranje preferencija. Postoji oita slicnost izmedu ovih problema
odlucivanja i problema odlucivanja sa vise donosioca odluka. Razlika je u tome Sto viSestruko
rangiranje predstavlja ili preferencije razli¢itih ljudi ili klasifikovanje na osnovu drugih
kriterijuma.

U ovom poglavlju bi¢e predstavljeno da je broj razmotrenih alternativa ogranic¢en, dok se
situacijama odlu¢ivanja sa beskonaénim skupovima alternativa bavi fazi matemati¢ko
programiranje. ([7,8]).

Napomena 3.1.

Neka je X ={xy,x5,.., x5} i C ={cy,cy...,c} skup alternativa i skup kriterijuma koji
karakteriSu situaciju odlucivanja. Tada se osnovna informacija uklju¢ena u odlucivanje sa vise
kriterijuma moze iskazati matricom

X1 Xy Xp
€111 = Tin

R = Cy . .
C3"m1 " Tmnlexy

Pretpostavimo da su svi Clanovi matrice realni brojevi i da svaki Clan r;; iskazuje stepen u kom
alternativa x; zadovoljava kriterijum ¢;(i € Ny,,j € N,). U ovom slucaju se R moZe tumaciti
kao reprezent matrice fazi relacije na C X X.

Moze se desiti da se umesto matrice R &iji su ¢lanovi [0,1] u pocetku koristi alternativna matrica
R' = [rij] Ciji su ¢lanovi arbitrarni realni brojevi ili iskazani lingvisticki. U tom slucaju, R’ se moze
konvertovati u Zeljenu matricu R uz pomo¢ formule

! . !
_ rij—mmrij
Tij —_—

- [ L7
maxrij —mmrij

zasvel EN,, i j €EN,.
Najéesc¢i pristup problemu odlucivanja sa viSe kriterijuma jeste njihova konverzija u probleme

odlucivanja sa jednim kriterijumom. To se moZe uraditi nalazenjem globalnog kriterijuma
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7, = h(ryj, 72, .., Tmj) KOji je za svaki x; € X odgovarajuci zbir vrednosti = 74,75, ..., T KOji
zadovoljava pojedinacni kriterijum ¢4, ¢, ..., Cp-

Primer problema odludivanja sa viSe kriterijuma jeste problem angazovanja i biranja kadra. Kod
tog konkretnog problema odabir iz datog skupa pojedinaca, recimo x4, x5, ..., x, , poredenje
kandidata se vrsi u smislu datih kriterijuma ¢y, ¢, ..., ¢;,. Ovo dovodi do matrice R (ili matrice
koja se moze konvertovati u matricu R).

Clanovi 1 iskazuju za svako i € Ny, i j € N, stepen u kom se kandidat x; uklapa u trazeni
profil u smislu kriterijuma c;. Funkcija h moZe biti bilo koja od operacija sabiranja. Naj¢esc¢e
primenjivani operator sabiranja jeste ponderisana srednja vrednost

m
_ XiZ Wity
===,
J Zi=1W1

J € Ny, (3.1)
gde suwy,w,, ..., w,, ponderi koji oznacavaju relativnu vaznost kriterijuma ¢y, ¢y, ..., Cip-

Formulom kojom se dobija odredena klasa mogucéih ponderisanih zbirova je

_ w1 W3 Wm
T = h(le 1Ti"s e T ),

gde je h zbirni operator a wy, wy, ..., w,, su ponderi.

Primer 3.1. Uspesnoj kompaniji je potreban sposoban radnik visokog obrazovanja i dobrog
izgleda koji ¢e da uspesno posluje na trzistu. Dakle, kompaniji je potreban radnik koji treba da
zadovolji tri kriterijuma (visoko obrazovanje, sposobnost i fizi¢ki izgled).

Neka je skup X = {Petar,]anko, Milos} skup pojedinaca koji su konkurisali na posao, a skup
kriterijuma je C = {visoko obrazovanje, sposobnost i fizicki izgled }.

Koliko je svako od pojedinaca zadovoljio odreden kriterijum biée prikazano matricom R.

Petar Janko Milos

obrazovanje 0.5 0.7 0.3
R = sposobnost 0.2 0.4 0.4
izgled 0.3 0.6 0.9

Matrica nam pokazuje da npr. Petar zadovoljava kriterijum obrazovanje stepenom 0.5, ili recimo
da Milos zadovoljava kriterijum izgleda koji je potreban za taj posao ¢ak stepenom 0.9.

Kompanija je prilikom oglasavanja konkursa za posao jo$S i odredila vrednosti za pondere
wy; = 0.5, w, = 0.3,wz = 0.2 koji oznacavaju relativnhu vaznost kriterijuma. Dakle, po ovim
vrednostima kompaniji je najbitnije da je pojedinac visokog obrazovanja, zatim na drugom
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mestu im je da poseduje mnogo sposobnosti potrebnih za posao i na kraju im je izgled
pojedinca.

Kompanija ¢e izabrati jednog od ova tri kandidata tako Sto ¢e primeniti formulu (3.1), odnosno
naci Ce globalni kriterijum 7; uz pomoc ponderisane srednje vrednosti.

Pa c¢e biti,
I WiTy1 + Walyq + W33y
1 wy + wy +wy
B 05-05+03-0.24+0.2-0.3
= 05+03+02
r, = 0.37.

Uzimaju¢i u obzir vaznost kriterijuma (w;,w,, w3) globalni stepen kojim Petar zadovoljava
objavljen konkurs je 0.37.

r, = 0.59, Jankov globalni kriterijum je 0.59.
r3 = 0.45, MiloSev globalni kriterijum je 0.45.

Prema tome, od ova tri kandidata Janko u najveéoj meri zadovoljava sva tri kriterijuma pa ée on
dobiti posao.

3.1. Primena OWA operatora - primer

Primenjivost OWA operatora na problem odabira doktoranata na postdiplomskim studijama
informatike je od velikog znadaja[7].

Skola za postdiplomske studije u Turskoj nudi program za sticanje zvanja doktora, i otvoreno je
za sve studente sveta. Preduslov je zavrSen master. Ne postoji konkretan obrazac za podnosenje
prijava ve¢ bi kandidati trebalo da napiSu pismo direktoru skole. Pismo treba da sadrzi sem
formalne prijave i slede¢a dokumenta: biografiju, finansijski plan studija, prijava za finansijsku
pomoé (ukoliko se trazi), dva pisma preporuke, zvaniéna fotokopija sa polozenim ispitima,
potvrda znanja engleskog jezika i kratak opis oblasti interesovanja.

S obzirom da je broj kandidata obi¢no izmedu 20-40, odnosno mnogo veéi od dostupnih
stipendija (oko 6), moramo da rangiramo kandidate na osnovu njihovog uspeha. Moze se i desiti
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da dodeli samo deo dostupnih stipendija jer je broj dobrih kandidata manji od broja slobodnih
mesta.

Problem odabira mladih perspektivnih istrazivaca doktoranata ima tri komponente.
Prva komponenta je zbir X = {xl, ...,xp} kandidata za doktorski program.

Druga komponenta je zbir 6 kriterijuma Tabela 3.1. koji se smatraju vainima u procesu
ocenjivanja.

IstraZivanja Odlican Dobar Los
Sposobnost u
istrazivackim o o) o
grupama
Moguénost
napredovanja o o o
Saradnja
(@] (@] (@]
Akademsko
Obrazovanje
Univerzitet o) o) o)
Prose¢na ocena
studija o) o) o)
Vreme trajanja
studija o) o) o)

Tabela 3.1. Kriterijumi vaZni u procesu ocenjivanja.
Treca komponenta je grupa od 11 stru¢njaka ¢ija misljena su zatraZzena u rangiranju alternative.
Tako da imamo sledeci problem: vise stru¢njaka- viSe kriterijuma u odlucivanju.
Sistem rangiranja koji ée biti opisan u daljem tekstu je proces koji se odvija u dve faze.

U prvoj fazi, pojedinacni struc¢njaci treba da daju svoju procenu alternative. Ova procena
podrazumeva ocenjivanje svake alternative u skladu sa svakim kriterijumom, gde su ocene date
na skali od 1 do 3, gde 3 znaci odlican, 2 prosecan i1 slab. Svaki stru¢njak daje 6-torku
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(all ey a6)1

za svakog kandidata, gde je a; € {1,2,3} i =1, ...,6. Slededi korak je u tom procesu je davanje

celokupne procene za neku alternativu od strane svakog struénjaka.

U drugoj fazi, sakupljaju se procene svakog pojedina¢nog stru¢njaka kako bismo dobili ukupnu

vrednost za svakog kandidata.

Ako Q predstavlja redovni monotoni kvantifikator koji se povecava, onda merimo celokupni

uspeh alternative x = aq, ..., a, uz pomo¢ formule

Fo(ay, ..., ay),

gde F, predstavlja OWA operator, a ponderi koji se dovode u vezu sa ovim kvantifikatorom

dobijaju se na sledeéi nacin:

wi=Q<i—>—Q (i;1> gdeje i=1,..,n

n
Ako razmotrimo porodicu redovnog monotonog kvantifikatora

Q,(r)=r%a =0,

jasno je da ornes(Q,) = folr“ dr = ﬁ

orness(Q,) < 0.5 za a >1, orness(Q,)>05 za a<1
orness(Q,) = 0.5 za a =1.

Posto imamo 6 kriterijuma, ponderi dobijeni iz Q, se odreduju kao

1[1
w=[g| -0
2.!1 1!1
v: =[5l ~ [5
3.!1 2!1
=[5l ~[5
4.!1 3!1
vi=lal ~ I
5.[1 4[1
=gl ~ls
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vo=1-[f

Koji god da je lingvisticki kvantifikator u pitanju Q, koji predstavlja izjavu da je vecina
kriterijuma zadovoljena od strane x-a, vidi se da je

1<Q.(ay,..,ag) <3.

Trazi se indeks a = 0 takav da se lingvisticki kvantifikator Q, pribliZava izboru stru¢njaka u Sto
veéoj meri. Struénjaci se slazu sa sledeéim principima:

(i) ako kandidat ima viSe od dve neuspeSne komponente, onda njegov celokupni uspeh
biti manje od dva;

(ii) ako kandidat ima maksimalno dve neuspesne komponente, onda ée njegov celokupni
uspeh biti vise od dva;

(iii) ako kandidat ima sve uspesne komponente osim jedne, onda bi njegov celokupni
uspeh trebalo da bude oko 2.75;

(iv) ako kandidat ima tri neuspesne komponente i jedna od njih potpada pod kriterijum
na granici istrazivanja, onda njegov celokupni uspeh ne bi trebalo da bude iznad
1.5.

Iz (i) dobijamo,
0,(3,3,3,1,1,1) = 3 X (wy,wy,w3) + wy + ws + wg < 2.

Odnosno,
3 31% " 31 9 < 114 1 _ "
- <o [ <B < oo
Iz (ii) dobijamo,

Q,(3,3,3,1,1,1) = 3 X (wy,wy,w3) + 2 X wy + wg + wg > 2.

Odnosno,

3 a 4 a 3 a 4 a 1 a 2 a
3% [4] ”X(H -[3] )“‘H >2 <=> 5] +[5] >1
Sto znacidaje @ < 1,293. Takodaiz (i) i (i) dobijamo1l < a < 1,293.

Veoma je lako utvrditi da (iii) i (iv) ne moze ispuniti nijedan kvantifikator Q,, jer (iii) zahteva da
jea = 0,732 sto je manje od 1, a (iv) se mozZe ispuniti ako je &« = 2 Sto je veée od 1,293. Pravila
(iii) i (iv) imaju prednost kad god je to primenjivo.
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U drugoj fazi, tehnika kombinovanja procene struénjaka kako bi se dobila kompletna procena za
svaku alternativu zasniva se na OWA operatorima. Svaki kandidat je prikazan 11-ocifreno na
slede¢i nacin (bq,...,b;1) gdeje b; € [0,1] jedini¢ni rezultat dobijen iz i po redu ocene
stru¢njaka.Pretpostavimo da su ¢lanovi b; organizovani u opadaju¢em nizu, odnosno b; se moze
protumaciti kao najbolji medu rezultatima i.

Uzimajuéi u obzir da se strucnjaci biraju iz 9 razliitih istazivackih grupa, ne postoji kandidat koji
ima dobar rezultat za prvi kriterijum ,,0dgovara istrazivackoj grupi”. Za kvalifikovanje kandidata
neophodna je podrska najmanje Cetiri stru¢njaka.

Posto ima 11 struénjaka kandidati se procenjuju na osnovu prva Cetiri rezultata sa liste
(b1, ..., by).

Ako se makar tri stru€njaka slaze sa tim da je kandidat odli¢an onda bi njegova konaéna ocena
trebalo da bude 2,75 sto je grani¢na vrednost za najboljeg studenta. To je

Qe(3,3,31) =3 x (wy +wy +w3) +w, =2,75.

Sto je,
31° 31* 31°
3 [Z] +1— [Z] — 275 <=> [Z] — 0875 <=> a = 0,464

Znaci u drugoj fazi je potrebno izabrati drugaciji OWA operator sa & = 0,464 kod sabiranja prvih
Sest kandidata kako bi se dobio konaéni rezultat.

Ukoliko je konacni rezultat manji od 2, kandidat se diskvalifikuje a ako je kona¢ni rezultat
najmanje 2,5 tada bi mu se trebala dati stipendija. Ukoliko je konacni rezultat izmedu 2 i 2,5,
onda se stipendija moZe dodeliti kandidatu u zavisnosti od ukupnog broja dostupnih stipendija.

Predstavljen je proces od dve faze kod problema izbora doktoranata. U prvoj fazi koriséen je
OWA operator kako bi se primenila neka osnovna pravila izvedena iz odredenih ekstremnih
situacija. U drugoj fazi, koriséen je drugaciji OWA operator, jer bi konacni rezultat kandidata
trebalo da bude visok ako je njegov uspeh zadovoljio bar tri stru¢njaka (nije potrebna podrska
svih struc¢njaka).
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Zakljucak

U ovom radu predstavljeno je rangiranje objekata u fazi okruzenju, uloga fazi skupova u
donosenju odluka i OWA-uredeni operatori usrednjavanja. Kako se ceo rad bazira na fazi
skupovima dat je detaljan prikaz osnovnih definicija i operacija sa fazi skupovima.

Karakteristika fazi skupa je zapravo moguénost da elemenat pripada skupu do odredene mere.
Kako je fazi skup dat funkcijom pripadnosti koja moZe uzeti vrednosti iz celog zatvorenog
jedini¢nog interval to predstavlja uopsStenje u odnosu na klasi¢ne skupove kod kojih elemenat
pripada ili ne pripada skupu.

Da bi bilo uspe$no rangiranje objekata predstavljeno je nekoliko fazi modela odludivanja.
Razmatrano je pojedinaéno odlucivanje i odluc¢ivanje sa vise donosioca odluka. Kod
pojedinacnog odlucivanja od izuzetnog su znacaja ciljevi i ogranienja izrazeni kao fazi skupovi.
Donosenje fazi odluke postize se biranjem onog objekta ili izbora koji postize maksimalan stepen
pripadnosti tom skupu. Kod odludivanja sa vise donosioca odluka, postoji viSe ciljeva jer svako
drugacije rangira svoje izbore.

Kod odlucivanja sa viSe kriterijuma koje je predstavljeno u poslednjem delu rada prikazane su
metode rangiranja i fazi multikriterijumsko odlucivanje koje se bazira na operatorima proseka
(OWA operatori). Kako se kod problema sa vise kriterijuma alternative ocenjuje na osnovu
nekoliko kriterijuma u radu je prikazana procedura po kojoj se dobija ukupno rangiranje
preferencija. Multikriterijumsko odluéivanje primenjeno je na odabir doktoranata gde je
koris¢en OWA operator koji je prethodno detaljno prikazan.

Kako se sa donosenjem odluka sre¢emo u svakodnevnom Zivotu, a isto tako smo i u dodiru sa
nepreciznim i neodredenim informacijama, rad ima veliku primenu. Takode je primena rada
zanimljiva i za poslovne zahteve, u smislu odabira osoblja ili rangiranja odredenih preferencija.
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