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Uvod

Analiza vremenskih serija je statistickia disciplina koja beleZi najdinamic¢nii razvoj poslednjih
decenija. Vremenska serija je uredeni niz opservacija, gde se uredivanje vrsi s obzirom na vreme
u jednakim vremenskim intervalima. Kako je proces donoSenja odluka Cesto povezan sa
predvidanjem buducih vrednosti promenljivih koje zavise od vremena, vremenske serije i njihova
analiza predstavljaju pogodno sredstvo. Naime u ovom kontekstu predvidanje podrazumeva
analizu istorijskih podataka i ekstarpolaciju istih u buduénosti, uz upotrebu odgovarajuceg
matematickog modela. Da bi se omogucio stohasticki karakter buduéih vrednosti, pogodno je da
se pretpostavi da je vrednost vremenske serije u trenutku t realizacija slucajne promenljive X;. U
tom kontekstu vremenska serija je realizacija familije slucajnih promenljivih koja se zove
stohasti¢ki proces, pa je u prvom poglavlju dat osvrt na bitne teorijske pojmove vezane za ovu
oblast.

U analizi vremenskih serija od interesa je posebna klasa stohasti¢kih procesa, a to su lineari
stacionarni procesi. U drugom poglavlju se uvodi pojam tri grupe linearnih stacionarnih procesa
koji se koriste za modeliranje vremenskih serija, a to su autoregresivni procesi, procesi pokretnih
sredina i ARMA procesi, kao i predvidanje budu¢ih vrednosti vremenskih serija pomocu ovih
modela.

Kako se u realnom svetu desava da su pretpostavke o stacionarnosti narusene, u treCem poglavlju
¢e se izuCavati nestacionarni linerni procesi medu kojima je i autoregresivni integrisani proces
pokretnih sredina (ARIMA). Takode ¢e biti objasnjena opsta strategija izgradnje ARIMA modela
ili takozvano Box-Jenkins-onovo modeliranje koje obuhvata identifikaciju, ocenjivanje i proveru
adekvatnosti izabranog modela vremenske serije.

U cetvtom poglavlju ¢e se analizirati vektorski modeli serija ¢ija svrha je opisivanje medusobnih
uticaja izmedu dve ili viSe serija. Polazna ideja ovih modela je da na vremensku seriju, osim
sopstvenih proslih vrednosti, uticu i neke druge vremenske serije. Na samom kraju rada, uz
koris¢enje teorijskih pojmova obradenih u prethodnim poglavljima, ¢e kroz dva primera biti
objaSnjen nacin izbora odgovaraju¢eg modela u praksi.



1. Stohasti¢ki procesi i vremenske serije

1.1. Stohasticki procesi

Definicija 1.1.1 € je skup svih ishoda jednog eksperimenta. Elementi ovog skupa se oznacavaju
sa w;, i = 1,2, ... 1nazivaju se elementarni dogadaji.

Definicija 1.1.2 (Aksioma o —polja ) Podskup F partitivnog skupa P(Q) je o —polje
(o —algebra) nad Q ako vaze uslovi:

> QEF
> A€ F=AE€EF
> {Ailien EF = U2 A EF.

Definicija 1.1.3 (Aksioma verovatno¢e) Neka je Q je skup svih elementarnih dogadaja i F
o —polje nad Q. Funkcija P : F — [0,1] se zove verovatnoc¢a na prostoru (Q, F) ako zadovoljava
uslove:

> P(Q) =1
> Ako{A;}ien EF A NAj=0,i+j,i=12,..0nda

P (Z Ai> = ; P(A)). (1.1.1)

i=
Prostor verovatnoca je uredena trojka (€, F, P).

Definicija 1.1.4 Neka je (€, F, P) prostor verovatnoca. Preslikavanje X : 0 — R se zove
slu¢ajna promenljiva ako VB € B vazi da je

X YB)eF (1.1.2)
gde je B Borelova o —algebra. Za X kazemo da je F —merljivo.

Definicija 1.1.5 Familija slu¢ajnih promenljivih {X,(w) : t € T,w € Q} definisanih nad istim
prostorom verovatnoce (£, F, P) se zove se zove stohasti¢ki proces sa indeksnim skupom T.

Promenljiva w se Cesto izostavlja u zapisu, pa se umesto toga stohasti¢ki proces oznacava sa
{X;:t € T}. Ocigledno je da proces zavisi od dve promenljivet iw . Za fiksirano t, € T
stohasticki proces je jedna slucajna promenljiva. Za fiksirano wy € Q X:(-) je funkcija
definisana na skupu T koja se naziva realizacija ili trajektorija stohastickog procesa. Za fiksirane
to €T 1wy € Q X, jerealan broj ili jedna realizacija stohatickog procesa.



Definicija 1.1.6 Neka je ¢ skup ((ty,tp, .., tp) € Tty < tp < -+ < tp,n =1,2) . Tadasu
kona¢no dimenzionalne funkcije raspodele stohastickog procesa funkcije {F;(-),t € {}
definisane sa

Ft(X) = P{th S xl, th S xz, ...,th S xn} , (xlleJ ___’xn) € Rn. (113)

Sistem funkcija raspodele {F; (), t € {} zadovoljava dva uslova:

» uslov simetrije - ako je {i,..., i} jedna permutacija brojeva od 1 do n tada vazi
Ftil,...,tin (xil,...,xin) = Ftl,...,tn(xp wer Xp)
» uslov kompatibilnosti — ako je m < n za proizvoljne t,,41,...,t, € T" vazi

Ftl,...,tm,tm+1...tn (x1; v Xmy 9, -, OO) = Ftl,...,tm (le Ty xm)'

Teorema 1.1.1 (Kolmogorova) Za svaku familiju funkcija raspodele koje zadovoljavaju uslove
simetrije i kompatibilnosti postoji prostor vreovatno¢a (Q,F, P) i stohasticki proces {X;:t € T}
definisan na njemu koji ima date raspodele kao svoje kona¢no — dimenzionalne raspodele.

Neka je {X;:t € T} stohasti¢ki proces. Tada je:

» srednja vrednost stohasti¢kog procesa
E(Xe) = pe, teT,
» varijansa stohastickog procesa
Var(X,) = o?, teT,
» Kkovarijansa stohastickog procesa
Vo (r,s) = Cov(X,, X,) = E ((Xr —EX))(X - E(XY)),  rSET,

» Korelacija stohastickog porcesa

Cov(X,,X;)
JVarX)Var(X,)

px(r,s) = r,s €T.

Definicija 1.1.7 Stohasticki proces je strogo stacionaran ako su njegove kona¢no dimenzionalne
funkcije raspodele invarijantne u odnosu na t, odnosno ako za t;, t; + t € T, i=1,2,...

Feotn (X1, oeer X)) = Ft1+t,...,tn+t(x1' e Xp)- (1.1.4)

Definicija 1.1.8 Stohasticki proces { X;,t € T} je slabo stacionaran ako su ispunjeni sledeci
uslovi:

» E(X;)=u=const.VteT
> E(X?)<oo,VtET
» v (r,s)=y(r+ts+t),Vvrs teT.

Ocigledno je da uvek iz stroge stacionarnosti sledi slaba stacionarnost stohastickog procesa.
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Definicija 1.1.9 Stohasti¢ki proces je Gausovski ako sve njegove kona¢no dimenzionalne
funkcije raspodele imaju viSedimenzionalnu normalnu raspodelu.

Ako je { Xt €T} slabo stacionaran Gausovski proces onda slucajni vektori (X, ..., X¢,),
(Xty+hs s Xep4n)s YRty t5, .. €Z 1 Vn € N imaju istu ocekivanu vrednost i autokovarijansnu
matricu, pa je onda { X;, t € T} strogo stacionaran proces.

Dakle jedino u slu¢aju kada je stohasticki proces Gausovski slaba stacionarnost implicira strogu,
a obrnuto uvek vazi.

1.2. Kovarijansna i korelaciona funkcija stacionarnog stohasti¢kog procesa

Definicija 1.2.1 Kovarijansna funkcija stohasti¢kog procesa { X;,t € T} je definisana sa
Vi = Cov(Xp, Xeri) = E((Xe — E(Xe)) Kerk — EXear))), teT, ke Z (1.2.1)

a korelaciona funkcija

_ Cov(Xe, X +k)
Pie = VVar(Xvar(Xerg)' teT, ke Z. (1.2.2)
Sa
Yo Y1 e Yn-1
1—1 — yl )/0 o yn—z
S I (12.3)
yn_l '}/n_z cee yO
je definisana kovarijansna matrica reda n, a sa
1 P1 - Pn-1
R = p1 1 pn—Z
S (1.2.9)
Pn-1 Pn-2 1

korelaciona matrica reda n. Ocigledno je da vazi I}, = 0%R,,.

Teorema 1.2.1 Ako su ygxi px keZ autokovarijansna i autokorelaciona funkcija slabo
stacionarnog stohastickog procesa tada vazi:

1. yO = VaT(Xt) 2 0, po = 1

2. Yk =V-kPk = P-k
3. vkl <vo.lpkl = 1.



Dokaz.

2
1. yo = E((Xe = EX0)(Xeso — EKXeno)) = E(Xe — E(X,))” = Var(X,) 2 0
_ Cov(Xy, Xi40) _Var(Xy)
JVar(X)Var(Xeyo) Var(X)
2. Iz uslova stacionarnosti sledi da je

Po

Yk = Cov(Xy, Xpvi) = Cov( X, Xevr—k) = Cov(Xp—g,, X)) = Y-k

Py = Cov(Xe, Xer) _ Cov(Xp—j, Xesr—1) _ Cov(X;_, Xt) =p
k= = = = P-k
VVar(X)VarXey)  VarXeVar Xeeer)  Var(Xe_Var(Xy)
3. Na osnovu Kosi -Svarcove nejednakosti vazi
1 1
vkl = [Cov(Xe, Xeri)| < Var(X)2Var(Xe )2 < v
lvel _ vo
okl =<2 =1

o Yo Yo

Definicija 1.2.2 Funkcija k : Z — R je nenegativno definitna ako
n
Z a;k(t; — t)a; > 0 (1.2.5)

ij=1
vn € N,Va=(ay,..,a,) €E RVt = (tq, ..., ty).

Teorema 1.2.2 Ako je {X; t € T} slabo stacionaran proces onda je njegova kovarijansna
funkcija nenegativno definitna.

Dokaz. Neka je { X;,t € T} slabo stacionaran stohastic¢ki proces i y; njegova autokovarijansna
funkcija, @ = (ay, .., @), i Z = (X, — E(X,), ., X,, — E(X,,)) tada

n

0<Var(a® Z,) =a"E(Z,Z]) = a'T,a = Z a;y(t; — t)a; ©
ij=1

1.3. Konvergencija u verovatnodi i konvergencija u raspodeli

Definicija 1.3.1 Niz slu¢ajnih X;, X,,... promenljivih konvergira u verovatno¢i ka sluc¢ajnoj
promenljivoj X ako Ve > 0

P{|X,—X| =€} — 0,n — oo. (1.3.1)



Definicija 1.3.2 Niz slucajnih Xy, X5, ... promenljivih konvergira u raspodeli ka slucajnoj
promenljivoj X kada n — oo ako niz funkcija raspodele Fy (x), Fy,(x),.. konvergira ka
funkciji raspodele Fy(x) Vx € R U {—o0, 0} za koje je Fy(x) neprekidna funkcija.

Konvergencija u verovatnoci se oznacava sa
X, 5 X
n =4 (1.3.2)
a konvergencija u raspodeli

T
Xn - X. (1.3.3)

Teorema 1.3.1 Ako niz slu¢ajnih promenljivih konvergira u verovatno¢i ka slucajnoj
promenljivoj X onda taj niz konvergira i u raspodeli ka slu¢ajnoj promenljivoj X. Obrnuto vazi
samo u slucaju kada je X = const.

Lema 1.3.1 Akosu X, i X, —Xi Y, > c = const.tada

X+ Y, Lx +c (1.3.4)
X, Y, - cX. (1.3.5)
Lemal32 X, > Xi Y, >0 tada
p

Teorema 1.3.2 (Zakon velikih brojeva Hincina) Ako nezavisne slu¢ajne promenljive Xi, X,, ...
imaju istu raspodelu i konacno oc¢ekivanje E(X;) = a,i = 1,2, ... onda vazi

in Sa (1.3.7)

j=1

S|

Teorema 1.3.3 (Centralna granicna teorema) Ako nezavisne slucajne promenljive Xi, X,, ...
imaju istu raspodelu, E(X;) = ui Var(X;) = ¢?,i = 1,2,...onda za

X‘n = Xi

n

SR

j=1

vazi

(X, — 1) = N(0, 52). (1.38)



Napomena. Zakona velikih brojeva Hin¢ina i centralna grani¢na teorema vaze i za niz slucajnih
vektora kao i za njihove treasformacije ako je preslikavanje neprekidno.

1.4. Beli §um

Proces { &, t € T} je proces belog Suma ako su &, &, nekorelisane slu¢ajne promenljive koje
imaju jednaku raspodelu, gde su E(g;) = 0i Var(g) = a2,i =1,2,...

Tada je kovarijansna funkcija procesa

v, = {02 i=0
lo i#0. (1.4.1)

Da bi se beli Sum definisao kao stohasticki proces u klasi¢nom smislu potrebno je da se definiSe
uopsteni stohatic¢ki proces. Neka je K prostor svih beskona¢no diferencijabilnih funkcija ¢ (t),t €
R, koje su identicki jednake nule van konacnog intervala. Svaka neprekidna linearna funkcionela
@ definisana na K se naziva distribucija ili uops$tena funkcija.

Uopsten slucajan stohasticki proces je slucajna uopStena funkcija u slede¢em smislu: svakom
@ € K je dodeljena slucajna promenljiva @ (¢) tako da vaze dva uslova:

» Funkcionela @ je lienarna na K sa verovatnio¢om 1, odnosno za proizvoljne ¢ i ¢ iz K i
proizvoljno « i B vazi da je

P(ag + ) = ad(p) + pP ) (1.4.2)

sa verovatnocom 1.

» @®(p) je neprekidna u slede¢em smislu: @i, — @k U prostoru K, k=1,2,....,n implicira
konveregenciju vektora raspodele (d>(¢1j), (tb((pnj)) ka raspodeli
(P(@q), -, (P(y)) usmislu konvregencije u raspodeli.

Jedna od bitnih karakteristika uopstenog stohastickog procesa je ta §to njegov izvod uvek postoji
1 $to je isto uopsten stohasticki proces. Izvod uopstenog stohastic¢kog procesa definiSe se sa

(D((P) = —®(¢). (1.4.3)

Klasa uopstenih procesa je sira od klase klasi¢nih, pa svaki klasi¢ni proces moze da se posmatra
kao uopsteni.



Vinerov proces W; je stohasticki proces sa nezavisnim, stacionarnim i N(0,t — s) raspodeljenim
priraStajima W, — W;, poc¢etnom vrednos¢u W, = 0 i skoro sigurno neprekidnim trajektorijama.
Ukoliko se Vinerov proces posmatra kao uopsteni proces, moze da se pokaze da je kovarijansna
funkcija izvoda Vinerovog procesa Dirakova delta distribucija §(t), a to je upravo kovarijansna
funkcija belog Suma. Dakle, u smislu poklapanja kovarijansi beli Sum je izvod Braunovog
kretanja kada se Braunovo kretanje posmatra kao uopsteni stohasticki proces.

Nadalje pod procesom belog Suma se podrazumeva familija sluc¢ajnih promenljivih, koje su
nekorelisane, sa kona¢nom varijansom i o¢ekivanjem nula.

1.5. Vremenske serije

Definicija 1.5.1 Vremenska serija je jedna realizacija stohastickog procesa.

Neka je data jedna realizacija stohastickog procesa (x4, ..., X;,) , 0dnosno vremenska serija. Da bi
se odredile neke od osnovnih karakteristika stohastickog procesa, kao $to su srednja vrednost,
varijansa i kovarijansa, potrebno je vise od jedne njegove realizacije. Cak i u sluaju kada je
dostupno beskona¢no mnogo vrednosti te iste realizacije postavlja se pitanje je da li je ona
dovoljna da bi se proces objasnio u celini.

Zahtev da je vremenska serija ergodi¢na znaci da uzoracki momenti koji su izracunati na osnovu
jedne realizacije srednje kvadratno konvergiraju ka odgovaraju¢im momentima populacije kada
n — oo. U analizi vremenskih serija je od najveceg znacaja da momenti prvog i drugog reda za
jednu realizaciju procesa konvergiraju ka odgovaraju¢im prvim i drugim momentima populacije
stohasti¢kog procesa kada se obim uzorka povecava, odnosno da je ispunjeno

n
1
I — . — 2 =
lim,_,oE (n Xp — W) ] 0, (1.5.1)
i=1
v i
lim,_,E (EE(xt —w? - 02) = 0. (1.5.2)
i=1

Najbitnija statisticka osobina vremenskih serija jeste njihova stacionarnost. Za stacionarne
vremenske serije mogu tacno da se odrede njihovi prvi i drugi momenti kao i autokovarijansna



funkcija, $to omogucava lakse i preciznije predvidanje buducih vrednosti vremenskih serija. Na
slici 1 i slici 2 su dati grafici stacionarne i nestacionarne vremenske serije respektivno.

] l

. o8 A1
¢ ‘ | ”l '““ Il '

lll‘
I

Slika 1 Stacionarna vremenska serija

Slika2 Nestacionarna vremenska serija
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Trend vremenske serije opisuje njeno osnovno ponaSanje u duzem vremenskom periodu, ili
preciznije u ¢itavom vremenskom periodu za koji je vremenska serija poznata. Trend vremenske
serije moze da bude deterministicki i stohasticki. U slucaju kada je trend detreministicki postoji
matematicka funkcija vremena kojom trend moze da se opise. U zavisnosti od izbora funkcije
postoje razli¢iti modeli trenda vremenske serije: linearni, paraboli¢ni, eksponencijalni,
logisti¢ki... Ukoliko je trend vremenske serije stohasticki tada se on menja pod uticajem slucajnih
faktora, odnosno ponasanje vremenske serije ne moze da se predvidi i ima stohasticki karakter.

Za ocenu teorijskih pojmova se koriste sledece uzoracke ocene:

==Y x,

S
1=

t

_ 1 _
Var (X) == (X, = X)?

i=

31

1 _ _
Pe== > Ke=R(X—X)
t=k+1

T B~ DX — %)

K = &

Yo ?=1(Xt_)?)2

Za uzoracke ocena ¥y i px je zadovoljen uslov da je matrica

]///:0 )///:1 )Z\n—l
£ = )’.1 V:o )/n:—Z
Fact Fuz = To
nenegativno definitna.
Ako se T, predstavi u obliku
. 1
L= ~NNT

gde je N matrica n x 2n sa elementima

0 0 « 0 Vv Y, - Y,
N = 0o - 0 Y Y:2 Y, 0
0O N Y Y, O 0
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(1.5.4)

(1.5.5)

(1.5.6)

(1.5.7)

(1.5.8)

(1.5.9)



Yi=X,—-X,i=12,..,n

tada za proizvoljan vektor a € R™ vazi
Ty 1 T T T
a'T,a = r_z(a N)(@"N)" = 0. (1.5.10)

Kako postoji mnogo parova (X, X;_,) Box i Jenkins su predlozili da se u praksi ne izracunava
vise od n/4 autokorelacionih koeficijenata gde je n obim uzorka.
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2. Linearni procesi i linearne vremenske serije

2.1. Linearni procesi

U statistickom modeliranju jedan od najbitnijih zadataka jeste pronalazenje odgovarajuce
funkcionalne veze izmedu odredenih ulaznih i izlaznih informacija. Jedna od najcesc¢ih
pretpostavki je da je ta veza linearna. U analizi vremenskih serija linearni filter je operator koji
transformiSe vremensku seriju {X;};cz U vremensku seriju {Y; };ez

V=L = z Wi e-j 2.1.1)
j=—o00

gde su koeficijenti w; vremenski invarijantni. Definicija linearnog filtera implicira da vrednost
vremenske serije {Y;};ez U trenutku t zavisi od sopstvenih proslih i buducih vrednosti. Kako su u
praksi na raspolaganju istorijski podaci, uvodi se pretpostavka da je j = 0, pa se dolazi do
definicije linearnog filtera

Yt - L(Xt) - Z Cl)th_] (2.1.2)
=0

gde vrednost {Y;}:cz U trenutku t zavisi samo od sopstvenih proslih vrednosti.

Ukoliko suma koeficienata apsolutno konvergira

> oyl <0 (2.1.3)
kaZe se da su stabilni.

Definicija 2.1.1 Proces { X;,t € T} je linearan ako moZe da se predstavi u obliku

Xt =“t+zef€t‘f (2.1.4)
4 1

gde su

» U; deterministicka komponenta
» {e;t € T} proces belog Suma
» 04,0, ...nepoznati parametri.
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Osnovna odlika deterministicke komponente je ta da ona moZe da se aproksimira sa nekom
matematickom funkcijom, $to u situaciji prognoziranja vremenske serije znaci da ¢e izabrani tip
funkcije vaziti i u budu¢em periodu.

Suma
j=0

predstavlja stohasticku komponentu procesa, 1 ona opisuje dejstvo slucajnih faktora u modelu.
Osnovna pretpostavka je da stohasticka komponenta moze da se modelira pomocu procesa belog
Suma.

Ocekivanje 1 varijansa lineranog procesa su

EQX) = B+ ) 6F(ee ) = e +0 =

Jj=0 (2.1.6)
- > (2.1.7)
Var(X,) = Var(u,) + Z 0/Var(g._;) =0+ a? Z 6}
=0 =0
= g2 Z 67
j=0
Momenti prvog i drugog reda su konacni u slucaju kada je

(2.1.9

2
S <
j=0

Tada su kovarijansna i korelaciona funkcija
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Vie = Cov (Xe, Xe—i) = E((Xe — W) Kemi — 1)
= E((et + 016+ +O0erk + Opr18—k—1
+ ) (g + O1€—k—q + )
= 02(2;" + 010k41 + 020,42 + )

(2.1.10)
= 0'2 2 6j+k 9]

=0

k==

Ako su ispunjeni uslovi definisani sa 2.1.8 i 2.1.9 tada kovarijansna funkcija zavisi samo od k pa
je linearan proces slabo stacionaran. Ukoliko se dodatno pretpostavi da je beli Sum Gausovski
tada je funkcija raspodele stohastickog procesa potpuno odredena sa prvim i drugim momentima
procesa i proces je strogo stacionaran.

Uslov 2.1.9 moze da se proveri ispitivanjem apsolutne konvergenicje nepoznatih parametara jer
vazi

Z o < Z'Qfl (2.1.12)
j=0 j=0

pa uslovi slabe stacionarnosti postaju

Uy = U = const.

(2.1.13)
8;,j = 0 su stabilni. (2.1.14)

U slucaju kada vazi 2.1.8 onda linearni proces ekvivalentno moze da se zapiSe u obliku
Xe—p=2X= Z Ojet-) (2.1.15)

1938. godine Wold je dokazao teoremu koja moze da se smatra egzistencijalnom. On je smatrao
da je klasa linearnih procesa dovoljno opsta da obuhvati sve slabo stacionarne vremenske serije.
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Teorema 2.1.1 (Woldova dekompozicija) Proces { X;,t € T} moze da se predstavi kao zbir

Xt - Vt + Z)(t gt—j (2116)

j=1
gde su

» V; deterministi¢ka komponenta
» {&,t €T} jeproces belog Suma

> Yiox; <o,y =1
> E(e, V) =0.

Definicija 2.1.2 Linearan proces { X;,t € T} za koji vazi da je E(X;) = u,Vt €T je invertibilan
ako postoje @4, @, ... takvi da je

& = Z <Pj(Xt—j —Q) = Z (ij;—j
=0 =0

Dol <o
j=0

Definicija 2.1.3 Linearna vremenska serija je jedna realizacija linearnog stohasti¢kog procesa.

(2.1.17)

Kako u do sada definisanim modelima linearnih vremenskih serija figuriSe beskonacan broj
parametara, cilj je da se njihov broj ograni¢i na kona¢no mnogo. Postoje tri grupe linearnih
procesa koje imaju konacan broj parametara:

» autoregresivni proces reda p (AR (p))
» proces pokretnih sredina reda g (MA (q))
» proces ARMA(p,q) je kombinacija AR(p) i MA(q) procesa.

2.2. Operatori u analizi vremenskih serija

U literaturi koja je vezana za analizu vremenskih serija ¢esto se koristi L (lag) operator. Neka je
dat proizvoljan proces {Z;,t € T}. L operator transformiSe proces iz sadasnjeg vremenskog
trenutka u isti proces u prethodnom vremenskom trenutki

Lz =7, (2.2.1)
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Koristeé¢i 2.2.1 za proces { Z;,t € T} vazi

Zt_z - LZt—l - LLZt - LZZt
Zt—3 - LZt—Z - LLZZt - ngt

Ztom = LZi_m_1y = LL""'Z, = "Z,.

(2.2.2)

Linearan proces definisan sa formulom 2.1.15 pomoc¢u L operatora moze da se predstavi u obliku

X, = Z 66— = Z 6;L7e; = (L),
j=0 j=0

Ako je proces i invertibilan tada se koriste¢i L operator dobija

& = Z ©jXe_j =Z §0ij X = (L)X,
j=0 j=0

Jo§ jedan od operatora koji se Cesto koristi jeste diferencni operator koji se definiSe sa
VXt - Xt - Xt—l - Xt - LXt - (1 - L)Xt
Diferencni operator drugog reda je

VZXt =V(VX) = V(X; — Xeq) = (Xp — Xpo1) — (Xpo1 — Xi—2)
=Xt_2Xt—1+Xt—2 =Xt_2LXC+L2Xt
= (1 - ZL + LZ)Xt - (1 - L)ZXt,

a diferencni operator reda d je

vix, = (V¢ DX, = - = (1 — L)%X,.
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2.3. Autoregresivni proces AR(p)

Definicija 2.3.1 { X;,t € T} je autoregresivni proces reda p ako moze da se predstavi u obliku
p
Xt =[.l+z<p]Xt_]+€t (231)
j=1
gde su

» u konstanta
» {&;, t € T} proces belog Suma
> @j,j =1,..,pnepoznati parametri.

Kako je u konstanta na osnovu 2.1.15 u zapisu AR (p) ona moze da se izostavi

14
XL’ = Z (p]Xt—] + Et-
= (2.3.2)

Koristeci L operator AR(p) proces moze da se predstavi

P(L)Xe = & (2.3.3)
gdeje @(L) =1— ¢,L — -+ — ¢, LP karakteristicni polinom AR(p) procesa.

Jednacina @(z) = 0 , z € C karakteristicna jednac¢ina AR (p) procesa. ReSenja karakteristi¢ne
jednacine su karakteristi¢ni koreni AR (p) procesa.

Neka je dat AR (1) proces

(2.3.5)
Xt = (1 - (pL)_lgt.
Za|p| <1je
A-pnt= =S oy 2:36)
ol 2, : 3.
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S druge strane karakteristi¢na jednac¢ina AR (1) procesa je

1—gz=0, (2.3.7)

a njen karakteristi¢ni koren

=1 (2.3.8)

Kako je |z| = m%'u slu¢aju kada je a |@| < 1 ondaje |z| > 1.

Dakle 2.3.6 vazi u slu¢aju kada je

lp| <1 |z| > 1. (2.3.9)

Lema 2.3.1 (Fundamentalna teorema algebre) Ako je a(x) polinom p-tog reda onda postoji
faktorizacija

_ R | . -1 . -1
p(x) =1 —x7"0) (1 —x7"x) .. (1 —x,7 %) (2.3.10)
gde su x4, X, ..., X, nule polinoma a(x).

Uslovi stacionarnosti autoregresivnog procesa su definisani slede¢com teoremom.

Teorema 2.3.1 Neka su zy,z,, ..., z, karakteristi¢ni koreni autoregresivni proces reda p. Ako
vz; € C vazi|z;| > 1,i = 1,2, ..., p onda je AR(p) proces slabo stacionaran.

Dokaz . Predstavicemo AR(p) proces u obliku

X, = ﬁst = (L) 'e (2.3.11)
Prema lemi 2.3.1 vazi
9@ =1-2"2)(1-2"12)..(1-2,"'2) (2.3.12)
pa je
(p@) " = (p(lz) -z - 221_12) (1-2,12)
. Z (2.3.13)

- (1—-2,"12) ot (1-2z,712)
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C1&¢ Cp&s (2.3.14)

X, = — 1t 44 Pt
t (1—21‘1Z)+ +(1—Zp‘1z)

Iz 2.3.6 sledi

(1 C]gt_lz) = cj& (1 + Z((Z] Z) )

& + Z(Zj_iet—i);j =1.2,..,p> (2.3.15)
i=1
SRS = (2.3.16)
Z Z Zl 1z)i & = ZZ(Cij—i) g =
j=1 =0 i=0 j=1
N 2.3.17)
Xy = Z Qi E—i
i=0
Prema uslovima slabe stacionarnosti linearnih procesa potrebno je da red
) o p 2
Z a;’ = Z Z(Cjzj'i) (2.3.18)
i=0 i=0 \j=1
konvergira.
Kako je
- 1>1
lim al = hm(C1Z1 ST szp—l)Z ={0 |Z;
i—oo 0 |ZL'| <1 (2319)

= zalz]|>1, i =1,2,..,pred konvergira = AR (p) proces je stacionaran. ©

Primedba 1. Na osnovu 2.3.8 i 2.3.9 AR (p) proces je slabo stacionaran ako je |@;| < 1,Vi =
1,2,..,p.

Primedba 2. Ako je AR(p) slabo stacionaran onda na osnovu 2.3.17 moze da se predstavi kao
linearna kombinacija procesa belog Suma sa beskona¢nim brojem parametara. Tada se kaze da
autoregresivni proces reda p ima MA(co) reperezentaciju.
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AR (p) proces uvek invertibilan jer je

[5) 14
Dol =D losl <o (2.3.20)
=0 =0

U sluc¢aju kada je AR(p) slabo stacionaran, mogu da se odrede E (X;), Var (X;), yi i p -

E(Xy) = E(Xe—1) = = E(X¢—p) (2.3.21)
i P (2.3.22)
EX) = ) 9E(X) = (1= ) @pEX) = 1=
j=1 j=1
E(X) = ————
t 1- Z?:1 Pj
(2.3.23)
p
Yi = Cov(Xy, Xp—y) = Cov (Z QDiXt—i,Xt—k) =
i=0
P
= Z @i Cov(Xe_i, Xe—i) + Cov(es, Xp_y)
i=0
z 2
k=20
—Z¢iYk—i+{O K
=0
k=0
p P
Var (Xt) =%Yoo = 02 + Z QiV-i = 02 + Z PiYi
i=0 i=0
P
=>VO_Z§01VL = ¢g?
> (2.3.24)

= Var (X;) =

1=@ip1 == Qppp
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k>0
Var (X;) =y, = o* +Z<ply- =0 +Z<pm

ﬁVO Z(pl)/L_O-

(2.3.25)
= Yo < Z §01p1) - G
o?
= Var (X;) =
1=@1p1 == @ppp
(2.3.26)
Yk = Cov(Xy, Xp—y) = z PiVk-i
i=1
= Q1Yk-1 T @2Vi—2 + -+ OpVi—p
14 2.3.27
P = = 1P T ©2Pk-2 t -+ PpPr—p- (2.3.27)

Ukoliko se sistemi jednacina koji odreduju kovarijansnu i korelacionu autoregresivnog procesa
zapiSu u matri¢cnom obliku dobija se

Y =1,
te Yo Yp-1 1 (2.3.28)
’y = . Fp = . ¢ = .

Vp Vp-1 Yo Pp
pP=R,p (2.3.29)

P1 1w ppa P1

Pp Pp-1 - 1 Pp

Sistem definisan sa 2.3.29 se zove Yule-Walkers-ov sistem jednacina, a
® =R,'p, (2.3.30)

Yule-Walkers-ova ocena za nepoznate parametre u modelu. Takode moze da se oceni i nepoznata
varijansa procesa belog Suma

o2 =yo(1-poR; P, (2.3.31)
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Autokorelaciona funkcija AR (p) zadovoljava linearnu diferencnu jednainu pa je njeno opste
reSenje

px = A (z7 )+ o+ Ay (25" (2.3.32)
I tada mogu da se razlikuju dva slucaja:

1) z; je realan broj, tada ¢e 4;(z7*)* — 0 nuli kada k - oo.
2) z; i z; su konjugovano-kopleksni brojevi tada se kaze da autokorelaciona funkcija prati

priguseni sinusni talas, odnosno talas ¢ija se amplituda smanjuje u toku vremena.

Ponasanje korelacione funkcije zavisi od karakteristi¢nih korena, ali kako se u oba slu¢aja ona
priblizava ka nuli njeno ponasanje moze da se okarakteriSe kao lagano odumiranje ka nuli.

Da bi se ocenili nepoznati parametri pomoc¢u metode najmanjih kvadrata na osnovu uzorka obima
n, mora da se izostavi prvih p elemenata uzorka. Kako je n uglavnom veliko, a p uglavhom malo,
broj izbacenih elementa uzorka ¢e biti jako mali. Ako se modifikovani autoregresivni proces
predstavi U matriénom obliku

Y=Xp+¢
Xp+1 Xp Xp_1 X1 €p+1
v = [%e+2| ¥ = Xpr1 Xp o X e = | P2 (2.3.33)
X, Xn Xpo1 o Xnop &n

onda je ocena dobijena metodom najmanjih kvadrata

e = (XTX)"1xTy. (2.3.34)
Teorema 2.3.2 Ako je Ako je ¢* ocena dobijena metodom najmanjih kvadrata onda je ona
konzistentna.

Dokaz.
n -1 n
o = (XTX)"1XTY = z X XTIl ( z X 1) (2.3.35)
i=p+1 i=p+1
-1
1 - 1 X
. _ T
P — @ = — Z X X; — Z Xig | (2.3.36)
i=p+1 i=p+1
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Kada je { X;, t € T} stacionaran proces tada na osnovu zakona velikih brojeva Hin¢ina

n
1 P
n—p Z X > E(Xy). (2.3.37)

i=p+1

Kako za svaku transformaciju slucajnih vektora ukoliko je preslikavanje neprekidno takode vazi
zakon velikih brojeva Hinc¢ina dobija se

n
1 p
. xXT xXT
n—p,z X X0 = EXXD) (2.3.38)
i=p+1
1 L » (2.3.39)
z Xig > E(Xig) =0
n—p.
I=p+1
tada na osnovu 2.3.36 i leme 1.3.2
9 =950
= @™ konzistentna ocena parametra ¢.
Teorema 2.3.3 Ako je @™ ocena dobijena metodom najmanjih kvadrata onda je
Vn( ¢ — ¢):AN(0,0%T; ) (2.3.40)
Dokaz.
1
V(9" = 9) = (X" (=XTe)
Vn
-1
1 v . 1 © (2.3.41)
=\ Z Xi X (? Z Xi &)
i=p+1 ni=p+1
Neka je U; = X;¢; tada je
E(U)=XE(g)=0 (2.3.42)
EUUT) = EXXTe?) = E(XXT)E(e?) = 02T, (2.3.43)

Na osnovu centralne grani¢ne teoreme se dobija
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AN X; &, N(0, 02T

75,2 i£>N(0,0°T) (2.3.44)
I=p+1
pa je zbog 2.3.38,11.3.6
1 n -1 1 n
T
Vn( ¢* = @) = - Z X X7 NG Z Xi& | T N(0,6%T,) = N(0,0%T, 1)
i=p+1 i=p+1

Vn( ¢* = 9):AN(0,0%T,; ). (2.3.45)

Moze da se pokaze da ocena dobijena metodom najmanjih kvadrata i Yule-Walkers-ova ocena
imaju ista asimptotska svojstva

Vn( @ — ¢):AN(0,02T; ).

2.4. Parcijalna korelacija

U statistici je Cest slucaj da je korelacija izmedu dve promenljive ustvari rezultat njihove
koreliranosti sa trecom promenljivom u modelu. Zbog toga se uvodi pojam parcijalne korelacije
koja je predstavlja korelaciju izmedu dve promenljive uz eliminisan uticaj drugih promenljivih iz
modela. Po definiciji parcijalni koeficijent korelacije izmedu X; i X;_j, U 0znaci @y je k-ti
regresioni koeficijent u autoregresivnom procesu reda p=k

Xt = Qr1Xi—1 + QX2 + o+ Qi Xe—i + & (2.4.1)

Ako se model definisan formulom 2.4.1 predstavimi u obliku Yule-Walkers-ovg sistema tada je
r1] [ 1 e Pr-1
pk pk—l e 1

Pomoc¢u Kramerovog pravila moze da se odredi k — ti parcijalni korelacioni koeficijent

Pr1
' (2.4.2)

Pk
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1 . P1

O = Pr-1 - Pk
e 1w praf (24.3)
Pk—1 - 1

Da bi se skratio glomazan postupak reSavanja , Durbin je predlozio efikasan metod za dobijanje
reSenja sistema, a time i za dobijanje uzoraCke parcijalne Kkorelacione funkcije. Darbin-ova
rekurzivna formula je

_ Pk=Y o1 Pk-1Pk—j

Prtc = 1—2521 Pk-1Pk—j
(2.4.9)
Prj = Pr-1,j — PrkPr-1,k-j-
Ako je @ koeficijent parcijalne autokorelacije onda vazi
\/EQDkk"’AN(O,l) (2.4.5)

pa moze da se odredi o intreval poverenja na nivou a za parcijalne korelacione koeficijente

a= P{—C < Vneg < c}

c C

= P{—ﬁ < P < \/_Z} (2.4.5)
<
CEw

1+a

gde je c kvantil reda —- N(0.,1) raspodele.

Kako je najées¢e @« = 95% intreval poverenja za @y je

<_%%) (2.4.6)
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Primer 1 Korelaciona i parcijalna korelaziona funkcija AR (1) procesa

11 12 13 14

Slika 3 Korelaciona funkcija AR (1) procesa

11 12 13 14

-0,4 + CEEEEE——

_0’6 —+
_0’8 —+

Slika 4 Parcijalna korelaciona funkcija AR(1) procesa
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2.5. Proces pokretnih sredina MA (q)

Definicija 2.5.1 { X;,t € T} je proces pokretnih sredina reda q ako je

q
Xt = U + gt _Zgjgt_j
j=1

gde su

> u=EX)
» {&;, t € T} proces belog Suma
> 04, ...,04 sunepoznati prametri.

(2.5.1)

Proces pokretnih sredina reda q je linearni proces sa kona¢nim ocekivanjem i kona¢nim brojem

parametara pa je zbog toga

EX)=u

Var(X,) = o*(1+ 6 + -+ 67)

0 k>gq
q—k
’y =
k azzejej+k 1<k<gq
j=0
0 k>gq
Yk q-k 0: 0:
Py = —= j=0 “J Vjtk
k Yo 1(1—92 <k<q.
j=0"j
Kako vazi
E(X;) < oo
Var(X,; < o)
Ve = f(k)

proces pokretnih sredina reda g je uvek slabo stacionaran.
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Proces pokretnih sredina moze da se predstavi pomocu L operatora

X,=u+A—-6,L——0,LDe = pu+0(L)e, (2.5.7)

gde je O(L) je karakteristi¢ni polinom , a (z) = 0, z € C je karakteristi¢na jednac¢ina MA (q)
procesa.

Ako je proces invertibilan to znaci da &; moze da se izrazi preko beskona¢ne sume X; odnosno

g =0(L) (X, — 1) =06(L)" Xe—0(L)

= ( T[l Ll)Xt - 5 =>
i=1 (2.5.8)
gt + 5 = (1 TT; )Xt
i=
gde je

Uslovi pod kojima je proces pokretnih sredina invertibilan su definisani slede¢om teoremom.

Teorema 2.5.1 Proces pokretnih sredina reda q je invertibilan ako su svi koreni njegove
karakteristiéne jednacine po modulu veé¢i od jedinice ili ekvivalentno ako su svi parametri
0;,i = 1,2,..q po modulu manji od jedinice.

Dokaz . Kako je

X, =0(L)g; (2.5.10)

onda je
gt - B(L)_lxt (2511)

pa dokaz da karakteristicni koreni moraju po modulu da budu ve¢i od jedinice ide isto kao 1 kod
dokaza za uslove stacionarnosti kod autoregresivnih modela. ©

Ukoliko je proces invretibilan tada se kaze da on ima AR(o) reprezentaciju.
Neka su dati AR(p) i MA(q) proces

Xe = 0(L)e (2.5.12)
& = o(L)X,. (2.5.13)
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Tada je

Xe=0(L)e = 0(L)p(L)X;

(2.5.14)
o(L)p(L) =1 (2.5.15)
0(L) = (L) (2.5.16)

Sto daje vezu izmedu koeficijenata procesa.

Kako invertibilan proces pokretnih sredina ima AR(o) reprezentaciju tada njegova parcijalna
korelaciona funkcija nikada nije jednaka nuli i poSto zadovoljava Yule-Walkers-ov sistem
jednacina za beskona¢no mnogo parametara lagano odumire ka nuli.

Sumirajuci dobijene rezultate moze se reci da stacionarnom autoregreseivnom procesu kona¢nog
reda odgovara proces pokretnih sredina beskona¢nog reda, i invertibilnom procesu pokretnih
sredina kona¢nog reda odgovara autoregersivni proces beskonac¢nog reda. Uzajamna veza izmedu
koeficijenata ova dva modela nasla je odraza u odnosu njihovih korelacionih i parcijalnih
korelacionih koeficijenata. Korelaciona funkcija AR (p) procesa i parcijalna korelaciona funkcija
MA (q) procesa lagano odumiru ka 0, a parcijalna korelaciona funkcija AR (p) i korelaciona
funkcija MA (q) su jednake 0 kada je k vece od reda procesa.

2.6. ARMA (p,q) proces

Definicija 2.6.1 Proces{ X;,t € T} je ARMA(p,q) proces ukoliko moze da se predstavi

14 q
X¢ = z QjXe_j+ & — Z 0; & (2.6.1)
j=1 i=1
ili u ekvivalentnoj formi
o(L)X; = 0(L)e; (2.6.2)

gde su

> (L) =1 —¢,L—-¢,LP) AR karakteristicni polinom ARMA(p,q) procesa,
> 0(L) =1 —¢.L - ¢,LP) MA karakteristicni polinom ARMA(p,q) procesa.
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ARMA(p,q) moze da se predstavi u obliku

p q
X — Z QjXi_j =& — Z 0; &t
j:l i=1

AR komponenta MA komponenta

(2.6.3)

Posto je proces pokretnih sredina konac¢nog reda uvek stacionaran i autoregresivni proces
konac¢nog reda uvek invertibilan onda vazi sledece:

» ARMA(p,q) proces je stacionaran ako AR komponenta ispunjava uslove stacionarnosti
& Vz € Czakoje je ¢(z) = 0 vazi |z]| > 1,

» ARMA(p,q) proces je invertibilan ako MA komponenta ispunjava uslove invertibilnosti
& Vz € C zakoje je 6(z) = 0 vazi |z]| > 1.

Ukoliko je ARMA(p,q) proces stacionaran, onda moze da se predstavi kao proces pokretnih
sredina sa beskonacno mnogo parametara, a ukoliko je invertibilan moze da se predstavi kao
autoregresivni proces sa beskona¢no mnogo parametara.

D q
X, = z QKXo+ & — Z 6; st_i/Xt_k [E= (2.6.4)
j=1 i=1

— - 04E (&r— g Xo—)-
Kako je E(g;—;, X;—x) = 0 zak > ionda je
Vi = P1Vi-1t o+ QpYr—p 28k 2 q +1 (2.6.6)
Pk = Q1Pk—1t "+ Qppr—p Zak =q+ 1. (2.6.7)
pa autokorelaciona funkcija ARMA(p,q) lagano odumire ka nuli.

Kao i u slucaju procesa pokretnih sredina, invertibilan ARMA(p,q) proces ima AR(co)
reperezentaciju pa njegova parcijalna korelaciona funkcija lagano odumire ka nuli.
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2.7. Predvidanje pomocéu ARMA(p,q) modela

Jedan od najvaznijih ciljeva u analizi jeste odredivanje buduceg toka posmatrane vremenske
serije. Najcesce korisc¢en kriterijum za odredivanje prognoze vremenske serije je prognoziranje
sa minimalnom srednje kvadratnom greskom . Neka su:

» X;.n buduca vrednost vremenske serije za vremenski interval h
> X, prognozirana vrednost vremenske serije za vremenski interval h.

Tada je greska prognoziranja
ec(h) = Xern — Xevns (2.7.1)
a srednje kvadratna greska prognoziranja
EXpn — Xean)® (2.7.2)

Ideja je da se na osnovu poznatih vrednosti vremenske serije formira X,,, za koje srednje
kvadratna greSka prognoziranja ima minimalnu vrednost.

Da bi se izvela prognoza vremenske serije polazi se od najopstijeg invertibilnog i stacionarnog
ARMA modela

o(L)X; = 0(L)é&; (2.7.3)

Zbog invrertibilnosti proces moze da se predstavi kao proces pokretnih sredina beskona¢nog reda

X¢ = 1/)(['9)(3
v =20 (2.7.4)

Xe =&+ 181 + oot

Kada se zameni t =n+ h u 2.7.4 dobija se buduca vrednost vremenske serije za h perioda
unapred

Xn+h = Z l»b] €n+h—j- (275)
Jj=0
U periodu t=n se raspolaze sa informacijama X, X,,_1, ... 1 potrebno je da se formira prognoza

buduc¢e vrednosti vremenkse serije za h perioda unapred u obliku linearne kombinaciije
raspolozivih podataka vremenske serije, 0dnosno
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Rnin = Vhen + Vhia8no1 + Whiotn o + (2.7.6)

gde se koeficijenti 1} odreduju minimiziranjem srednje kvadratne greSke prognoze.

Xnsnh — Xnan =

h-1 ) e
Z Vjensn—j Z ntjénej |~ Z Vhtjntj (2.7.7)
]=0 ]=0 ]:O
= i (2.7.8)
Een =202 = 02 ) 9y +02 ) (e = i )?
R j=0 j=0
E(Xpsn — Xpsn)® — min kadaje Ppyj = Py . (2.7.9)

Kada se uslov 2.7.9 zameni u 2.7.6 dobija se prognoza buduce vrednosti vremenske serije sa
minimalnom srednje kvadratnom greSkom

~

Xn+n = Vn&n + Yni18n-1 + Yraobna + - (2.7.10)
Kako je
_ (én+n—j j>h
E(€n+h—j|Xn;Xn—1J ) - { 0 ] <h (2711)
onda je

E(Xp4nlXn, Xn—1, W) = z l/)j E(gn+h—j)
Jj=0 (2.7.12)

= Ypen + Yri1&n—1 + Yhaz&na + -

Dakle prognoza sa minimalnom srednje kvadratnom greskom je data njenom uslovnom
ocekivanom vredno$éu

XAn+h = E(Xn+h|Xn' Xn—lﬂ ) (2713)

Greska prognoze je
h-1
en(h) = Xnun = fnsn = ) ¥ 2nen (27.14)
j=0
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pasu

E(en,) =0
h—1

h—1
Var(e,) = Var Z Yj Erpn—j | = 02 Z 1/)13.
=0 7=0

(2.7.14)
(2.7.15)

Varijansa greske prognoziranja povecava sa porastom h, tako da za $to bolju prognozu biramo §to

manje h.
Izracunavanje prognoze

Ako je

Xt = (P1Xt_1 + e+ (prt—p + gt - glgt—l . qut—l

ARMA(p,q),onda je buduca vrednost za h perioda unapred

Xn+h = @1 Xpyp—1+ -+ (prn+h—p + &nen — 01En4n—1 -

- 9q£n+h—qr

a njena uslovna o¢ekivana vrednost

Xn+h = @1 Xpyp—1+ -+ (prn+h—p + &nen — 01En4n—1 -

- gqgt—l / E( |Xn; Xn-1, )

X’Hh = 01 EXpin-11Xn, Xn_q, ) +
+ gopE'()(n‘l‘h—p|)(n1 Xn_l, )

+ E(gn+h|X‘nl Xn—li ) - HlE(gn+h—1|anXn—1i

—_— e — BqE(5n+h—q|Xn'Xn—1’ )

gde je

A~

Xpinei J=h
E(Xn+h—j|anXn—1' ) = { e

Primer 2 Izracunavanje prognoze za AR (1) proces.
Xn+n — U = Q1(Xntn-1 — 1) + &nsn

h=1 Xn+1 =u+ (X, —
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Xn+h—j J< h.

(2.7.15)

(2.7.16)

(2.7.17)

(2.7.18)

(2.7.19)

(2.7.20)
(2.7.21)



h

2

Xppo=u+ §01(Xn+1 - .U)
=u+o(u+ fl(Xn — W) —
=u+ e7i(Xn — )

Xn+h =p+ (p?(Xn — 1.
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3. Nestacionarne vremenske serije

3.1. Tipovi nestacionarnosti vremenskih serija

Klasa nestacionarnih procesa obuhvata dve grupe:

» procesi koji imaju eksplozivan tok
» procesi koji transformacijama mogu da se svedu na stacionarne linearne procese.

Kod nestacionarnih procesa koji imaju eksplozivan tok varijansa neograniceno raste u toku
vremena pa ova grupa nestacionarnih linearnih procesa nema prakti¢nog znacaja za analizu
vremenskih serija. Druga grupa obuhvata sve one procese kod kojih se stacionarnost postize
odgovaraju¢im transformacijama. Da bi se definisale transformacije potrebno je da se utvrdi
uzrok nestacionarnosti procesa. Ako je proces

Y; =D+ Z; (3.1.1)
» D, deterministicka komponenta
» Z, stohasticka komponenta

mogucénosti koje postoje su sledece:

1. D, = f(t) i Z, je stacionarna vremenska serija
2. D, = const.i Z; je nestacionarna vremenska serija
3. Dy = f(t) 1 Z; je nestacionarna vremenska serija.

Slucaj 1. Vremenska serija stacionarna oko deterministicke komponente koja moze da se
predstavi nekom matematickom funkcjom od vremena. Najcesce je to linearna funkcija tako da
se nadalje, bez umanjenja opstosti, smatra da je D, = B + f,t.

Ukoliko se oduzme linearni trend sa obe strane jednakosti
Yo =B1+ Bt +Zy / —(By + Ba2t) (3.1.2)

dobija se

(3.1.3)

koja je stacionarna vremenska serija. Procesi kod kojih se stacionarnost postize uklanjanjem
deterministicke komponente Se nazivaju trend stacionarni procesi.

Slucaj 2. Kako je deterministicka komponenta konstanta ono $to uzrokuje nestacionarnosti
procesa je nestacionarnost stohasticke komponente. Da bi se bolje ilustrovao postupak
transformacije potrebno je da se definise proces koji se zove sluc¢ajan hod .
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Definicija 3.1.1 { X;, t € T} je proces slu¢ajnog hoda ako vazi
gde je {e;,t € T} proces belog Suma.

Naziv slucajan hod potice od karakteristicnog ponasanja koje podseéa na putanju pijanog ¢oveka
koji sluc¢ajno krivuda prilikom kretanja. Vremensku seriju koja prati sluajan hod karakteriSu
periodi rastuceg i opadajuéeg trenda, gde se trend se menja iznenada i promena je nepredvidiva.

Slika 5 Grafik slucajnog hoda

Za proces sluc¢ajnog hoda vazi

Xeoy =Xep + 601 (3.1.5)
X1 = Xo + &1 (3.1.6)
t
Xe = Xo + Z Es (3.1.7)
i=1
t
Var(X;) = Var (Xo + Z 55) = ta”. (3.1.8)
i=1
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Posto varijansa raste u toku vremena slu¢ajan hod je nestacionaran proces. Sada moze da se opise
postupak kojim se postize stacionarnost.

Ukoliko se sa obe starne jednakosti oduzme X;_,

Xe=Xe1t& /—Xea (3.1.9)

VX, =& (3.1.10)
dobija se stacionaran proces. Operacija se zove diferenciranje, a operator V je diferencni operator.

Procesi kod kojih se stacionarnost postize diferenciranjem se nazivaju diferencno stacionarni
procesi. Nekada je potrebno vise puta diferencirati proces da bi se postigla stacionarnost.

Definicija 3.1.2 Stohasticki proces { X;,t € T} je integrisan proces reda d ( I(d) ) ako moze da
bude transformisan u stacionaran stohasticki proces diferenciranjem d puta.

Definicija 3.1.3 ARIMA (p,d,q) je proces je definisan sa

P(L)VX, = 0(L)e; & @(L)(1 = L)X, = 6(L)e; (3.1.11)

gde su
> V¢ diferencni opertor reda d
» (L) karakteristi¢ni polinom AR(p) procesa

» 0(L) karakteristi¢ni polinom MA(Q) procesa
» {&;t € T} proces belog Suma

Ukoliko je { X;,t € T} ARIMA (p,d,q) to znaci da je diferenciranjem d puta dobijen stacionaran
ARMA(p,q) proces. To omogucava da se na ARIMA (p,d,q) primeni teorija stacionarnih procesa
za koju je definisana opsta klasa ARMA modela.

Definicija 3.1.4 { X;, t € T} je proces slu¢ajnog hoda sa konstantom ako je
Xt =cC +Xt—1 + gt (3112)
gde je {&;,t € T} proces belog Suma i ¢ konstanta.

Slu¢ajan hod sa konstantom takode spada u grupu diferencno stacionarnih procesa, jer se
njegovim diferenciranjem dobija stacionarna vremenska serija
VX = c+ &. (3.1.13)

Slucajan hod i slu¢ajan hod su prema definiciji 3.1.3 ARIMA(O0,1,0) procesi.
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Slucaj 3. Koriste¢i prethodna dva slucaja, stacionarnost postizemo tako Sto prvo uklonimo
deterministicku komponentu, a zatim primenimo diferenciranje.

3.2. Testovi jedini¢nih korena

Formalan statistiCki postupak za testiranje prisustva i tipa nestacionarnosti u modelima linearnih
vremenskih serija jeste grupa testova koja se zove testovi jedini¢nih korena. U prikazu postupka
testiranja koristice se autoregresivni modeli. Ovaj izbor nije restriktivan jer stacionarnost ARMA
modela zavisi od AR komponente.

Prvi model koji se razmatra je AR (1)

Xe = X1 + &t (3.2.1)

AR (1) proces je stacionaran ako je ¢ < 1, a u slu¢aju kada je ¢ = 1 tada je 3.2.1 proces sluc¢ajnog
hoda. Hipoteze koje se postavljaju su sledece:

Hy:p =1
Hi:p <1 (3.2.2)
t statistika
b-9_h-1
SE($) SE(¢) (3.2.3)

koja se koristi za tetsiranje statisticke znacajnosti koeficijenta u ovom slu¢aju nema standardnu
Studentovu raspodelu, ¢ak i u asimptotskom slucaju, ve¢ je njena raspodela asimetri¢na ulevo.
Ova statistika se zove Dickey-Fuller — ova statistika, (DF statistika) i oznacava se sa 1.

Model 3.2.1. ekvivalentno moze da se zapise u obliku
Xe = dXe1 +&c/—Xeq

VX, = (p—1)Xiq + &

VXt = aXt_l + gt (324)

Hy:a =20

Hi:a <0,
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a DF statistika

~

_ a—o»0 _a
~ SE(&) SE(&) (3.2.5)

T

Kako proces moze da bude i trend stacionaran potrebno je da se model modifikuje 3.2.4
dodavanjem konstante

VXt == ﬁo + aXt_l + gt (326)

Hy:a =0

Hi:a <0.
Nultom hipotezom iskazana pretpostavka da vremenska serija prati proces sluc¢ajnog hoda sa
konstantom protiv altrenativne da je proces stacionaran. Uvodenjem konstante u model menja se
prvobitni raspored DF statistike.

Naredna modifikacija modela se sastoji u uvodenju lineranog trenda

VX =Bo+ it + (a— DX 1 + & (3.2.7)

HO:(Z:O

Hi:a <0.
U ovom sluéaju nulta hipoteza je da je linearan proces trend stacionaran, a alternativna da je
diferencno stacionaran. I u ovom slu¢aju se menja prvobitni raspored DF statistike.

Za autoregresivne procese viSeg reda se koriste modifikacije ve¢ opisanih modela. Prema
predlozenim korekcijama modelima se dodaju ¢lanovi VX;_;,i=1,2,..,p. Ovime je
omoguceno definisanje proSirenog Dickey-Fuller-ovog testa. Odgovarajuca test statistika se
oznacava sa ADF (p), a model koji se koristi prilikom testiranja prisustva jedini¢nog korena je

p
VX, = fo+ But+ (@ = DXy + ) ATXei + &0 (3.28)

=1

Ukoliko se odbaci nulta hipoteza o prisustvu jedini¢nog korena tada postoji mogucnost da je
vremenska serija trend stacionarna.

Kriticne vrednosti za sve navedene modifikacije su date u tabelil. Kriticna vrednost se
izraCunava po formuli
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Pt T2 (3.2.9)
Model Nivo Beo Greska B1 B
znacajnosti ocene

Bez 1% -2.5658 0.0023 -1.960 -10.04
konstante 5% -1.9393 0.0008 -0.398 0.00
10% -1.6156 0.0007 -0.181 0.00
1% -3.4335 0.0024 -5.999 -29.25

Bez trenda 5% -2.8621 0.0011 -2.738 -8.36
10% -2.5671 0.0009 -1.438 -4.48
1% -3.9638 0.0019 -8.353 -47.44
Sa trendom 5% -3.4126 0.0012 -4.039 -17.83
10% -3.1279 0.0009 -2.418 -7.58
Bez trenda 1% -3.9001 0.0022 -10.534 -30.03
5% -3.3377 0.0012 -5.967 -8.98

10% -3.0462 0.0009 -4.069 -5.73
Sa trendom 1% -4.3266 0.0022 -15.531 -34.03
5% -3.7809 0.0013 -9.421 -15.06

10% -3.4959 0.0009 -7.203 -4.01
Bez trenda 1% -4.2981 0.0023 -13.79 -46.37
5% -3.7429 0.0012 -8.352 -13.41

10% -3.4518 0.0010 -6.241 -2.79
Sa trendom 1% -4.6676 0.0022 -18.492 -49.35
5% -4.1193 0.0011 -12.024 -13.13

10% -3.8344 0.0009 -9.188 -4.85
Bez trenda 1% -4.6493 0.0023 -17.188 -59.20
5% -4.1000 0.0012 -10.745 -21.57

10% -3.8110 0.0009 -8.317 -5.19
Sa trendom 1% -49695 0.0021 -22.504 -50.22
5% -4.4294 0.0012 -14.501 -19.54

10% -4.1474 0.0010 -11.165 -9.88
Bez trenda 1% -4.9587 0.0026 -22.140 -37.29
5% -4.4185 0.0013 -13.641 -21.16

10% -4.1327 0.0009 -10.638 -5.48
Sa trendom 1% -5.2497 0.0024 -26.606 -49.56
5% -4.7154 0.0013 -17.432 -16.50

10% -4.4345 0.0010 -13.654 -5.77
Bez trenda 1% -5.2400 0.0029 -26.278 -41.65
5% -4.7048 0.0018 -17.120 -11.17

10% -4.4242 0.0010 -13.347 0.00
Sa trendom 1% -5.5127 0.0033 -30.735 -52.50
5% -4.9767 0.0017 -20.883 -9.05

10% -4.6999 0.0011 -16.445 0.00

Tabela 1
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3.3. Stabilizacija varijanse

.....

Var(X,) = of (33.1)

i neka se varijansa nestacionarnog procesa menja sa promenom njene sredine odnosno

Var(X,) = ch(u) (3.3.2)

gde je c je konsatnta, a u; je ocekivana vrednost.

Za stabilizaciju varijanse, potrebno je da se odredi funkcija f tako da je varijansa transformisane
serije konstantna.

f(Xt) ~ f(.ut) + f'(.ut)(Xt - :ut) (333)
Var(f (X)) = c(f*(ue)*h(pe) (3.3.4)
P = —— (339

Vh(ue)

1 3.
t
Primer 3 Neka je Var(X,) = c?u,?, dakle h(u,) = .2 paje
o= [— e = ) 037

Ukoliko je varijansa promenljive proporcionalna njenoj ocekivanoj vrenosti pogodna
transformacija jeste logaritamska.

U cilju stabilizovanja varijanse koristi se takozvana Box-Cox-ova transformacija koja je data
izrazom
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Xt

A#0
log (X;) A=0.

w _
X = (3.3.8)

Koeficijent A se ocenjuje koris¢enjem metode najmanjih kvadrata, odnosno minimiziranjem sume
kvadrata reziduala transformisane serije

n

S = Z(Xﬁ” — u®)?2 - min. (3.3.9)

i=1
Prilikom koris¢enja Box-Cox-ove transformacije treba voditi racuna o slede¢em :

» U slucaju kada je A =0 transformacija je definisana samo za pozitivne vrednosti
vremenskih serija. U praksi se problem otklanja tako §to se dodaje konstanta svim
opazanjima jer se tada ne menja korelaciona struktura vremenske serije.

» transformaciju u cilju stabilizovanja varijanse treba sprovesti pre ma koje druge
transformacije.

3.4. Izra¢unavanje prognoze za ARIMA(p,d,q) procese
Neka nam je ARIMA(p,d,q) proces

(L)1 — L)X, = 0(L)e, &
a(L)X; =0(L)s; & (3.4.1)
(1—ail — = appglP*™ )X, = (1 — 6L — - — 6,LY)e,

t=n+h=

Xnsnh = 01 Xpyp—1+ -+ ap+an+h—(p+d) + &nsn — 01En4n-1
-t 9q8n+h—q /E( |Xn:Xn—1’ ) (3.4.2)

Yn+h = alE(Xn+h—1|Xn'Xn—1: ) + -
+ ap+dE(Xn+h—(p+d) |Xn: Xn—lf )
+ E(eninlXn Xn-1, ) = 01E(€nin—1|Xn, X1, -.) (3.4.3)
— o= 0,4E (ensn—g|Xn Xn—1, )
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Xn+h—j jZ h

E(Xn+h—j|Xn;Xn—1, ) = {Xn+h—j j<h

j>h

g i
E(£n+h—j|Xn;Xn—1, ) ={ n+0h ! j<h

3.5. Izgradnja ARIMA modela

Opstu strategiju modeliranja ARIMA procesa koncipirali su Box i Jenkins koja je i po njima
dobila naziv Box -Jenkins-ova metodologija. Ona se satatoji iz 3 etape:

» identifikacija modela
» ocenjivaje modela
» provera adekvatnosti modela.

Koriste¢i Semu mogu da se prikaZzu da prikazemo etape u modeliranju:

—

Identifikaci'|a modela

v

Ocen'|ivan'|e modela

Provera adekvatnosti modela

NE

Model je adekvatan

DA

STOP

Klju¢na etapa Box-Jenkinsonove metodologije jeste etapa identifikacije modela. Ona obuhvata
postupak utvrdivanja reda diferenciranja, izbor odgovaraju¢eg modela i utvrdivanje reda procesa.
Model koji se izabere u ovoj etapi Box-Jenkinsonovog modeliranja se naziva privremeni model.
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On prolazi kroz sve ostale etape da bi se na kraju donela kona¢na odluka o njegovom prihvatanju
ili odbacivanju .

Stacionarnost vremenske serije se ispituje sa sa grafika vremenskih serija (time series plot).
Ukoliko vremenska serija nije stacionarna onda se, u zavisnosti od tipa nestacionarnosti ona
svodi na stacionarnu odgovaraju¢im transformacijama.

Zatim se na osnovu teorijskih osobina korelacione i parcijalne korelacione funkcije , koje su date
u tabeli 2, odreduje linearni model i njegov red.

AR (p) MA (q) ARMA (p,q)
Autokorealciona Lagano odumire ka0 | Jednaka O kada je red | Lagano odumire ka O
funkcija procesa veéi od q
Parcijalna Jednaka O kada je red | Lagano odumire ka0 | Lagano odumire ka 0
autokorelaciona procesa veéi od p
funkcija
Tabela 2

Osim donoSenja zaklju¢ka na osnovu korelacione i parcijalne korelacione funkcije, postoji
mogucnost da se za odredivanje reda modela koriste odredeni kriterijumi. Javila se potreba da se
u fazi izbora reda ARMA procesa Box-Jenkins-onov postupak automotizuje koris¢enjem
statisticki utemeljenog skupa pravila. U tom smislu predloZeni su brojni kriterijumi za izbor
modela, a najcesce koris¢ena su sledeca dva:

p+q
AIC (p,q) = Inogq +——1In (n) (3.5.1)
n+p+gq (3.5.2)
FPE(p,q) = ———— ;.
b.q n—p—gq P

Vrednosti p i g se biraju tako da minimiziraju AIC (p,q) i FPE(p,q).

Primer 4

U tabeli 3 su date vrednosti AIC i FPE kriterijuma za isti skup podataka i razli¢ite modele.
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AIC kriterijum FPE kriterijum (x10°)
Red Red MA procesa Red Red MA polinoma
AR AR
procesa procesa

0 1 2 3 0 1 2 3
0 17.09 |17.12 |17.15 |17.13 0 26.51 |27.22 |28.02 |27.39
1 17.14 |16.86 |16.91 | 17.02 1 2791 |20.96 |22.14 |24.58
2 17.19 |17.08 |17.16 |17.17 2 29.32 |26.23 |28.25 |28.58
3 1721 |17.16 |17.14 |17.16 3 29.39 | 2843 |27.69 |28.34

Tabela 3

Vrednosti AIC i FPE kriterijuma su minimalne u slu¢aju kada je red AR procesa 1 i red MA
procesa 1 pa je odgovarajuc¢i model izabere ARMA (1,1) .

Metod maksimalne verodostojnosti

Za ocenjivanje nepoznatih parametara u modelima vremenskih serija najéesce se koristi metod
maksimalne verodostojnosoti. Na onovu uzorka (xq,...,x,) formira funkcija maksimalne
verodostojnosti

L(xq, ., %;0) = f(x1,0) ... f(x,,0)
(3.5.3)

gde je f(:,0) funkcija gustine apsolutno-neprekidne slu¢ajne promenljive i zatim se odreduje
njen maksimum. Kako L i InL dostizu maksimum za iste vrednosti, za ocenjivanje nepoznatih
parametara ¢e se koristiti maksimum funkcije

InL(xq, ..., xp; 0). (3.5.4)

Da bi mogla da se formira funkcija maksimalne verodostojnosti uvodi se dodatna pretpostavka

&~N(0,6%),i=1,2, ... (3.5.5)
Metod makimalne verodostojnosti za autoregersivne procese.
Neka je dat autoregresivni proces reda p
Xe=u+ o Xe 1+ -+ 0 Xe p+ &

g ~ N(0,02), t=12,..,n (3.5.6)

@ = (¢, 01, . 0p,02).
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Prvo se odreduje viSedimenzionalna funkcija raspodele za (Xl, ...,Xp). Posto je proces belog

Suma Gausovksi onda

(X1, ... Xp)~N(c,02V;,)

gde su
E(X,)

c= :
E(Xp)

V, varijansno-kovarijansna matrica za prvih p promenljivih

pa je gunkcija gustine
1

_p
Fotn s 30) = o b s

Kako je X; autoregresivni proces onda vazi

1
exp {_ﬁ X, — o)V, (X, — c)}.

Xp+1 = M + (plxp + ce + (prl + gp

Xn=U+ QX+ +@pXyp+ &y

Xi~N(p+ @1 Xio 4+ 9, Xi_p,0%),i=p+1,..,n

1 1
FOXins o Xiopi ) = 20?) Fexp{ =55 (X = = puXe = = 9pXi )}

Funkcija maksimalne verodostojnosti na osnovu uzorka (x4, ..., x,,) je

n
L(x1, o) Xn; @) = f(x1, e, %5 0) 1_[ f(xi|xiz, o ximp; @)

i=p+1

47

(3.5.7)

(3.5.8)

(3.5.9)

(3.5.10)

(3.5.11)

(3.5.12)

(3.5.13)

(3.5.14)



n (3.5.15)
InL(xy, ..., X @) = z In f(x¢|xi—1, ) Xip; 8) + I f (X1, oo, Xp; ).

t=p+1
Postoje dve vrste ocena koje se dobijaju metodom maksimalne verodostojnosti:
» Ocene koje se dobijaju maksimizacijom funkcije maksimalne verodostojnosti

Pmie = maxy InL(xyq, ..., Xp; @) (3.5.16)

» Ocene koje se dobijaju maksimizacijom uslovne funkcije

n

Pomie = max, Z lnf(xt|xl-_1, s Xi—p; (p). (3.5.17)

t=p+1

U opstem slucaju funkcija maksimalne verodostojnosti je nelinearna pa se za ocenjivanje koriste
metode numericke analize. Kako @, | @omie iMaju ista asimptotska svojstva, najcescée se za
ocenu nepoznatih parametara koristi uslovna funkcija maksimalne verodostojnosti

n

Z lnf(xt|xi_1, ey Xj—p; 0)

t=p+1

__n-rp _ P (e?
= > In(2m) In(c) (3.5.18)
n 2
_ Z (Xi = U= P1Xj—1 = = PpXi_p)
. 207
i=p+1
n
dlnL 5 2 -0
W - = Z (xi —U—P1Xj—q — (ppxi—p) - (3519)
i=p+1
alnl - ; (3.5.20)
0. —2 Z (X = U= P1Xi—1 = = PpXi—p)“x;—; = 0.
Pj 2
I=p+1
Resenje sistem 3.5.1713.5.18 je
o=XTX)"1x7z (3.5.21)
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1 x, x5 X1
K 1 Xpi % Xy Ypt1
A P1 Xp+2
=11 X=|1 Xpr2 Xp41 X3 [Z = : (3.5.22)
<pp : : Xn
1 x, xpq Xn—p
(3.5.23)

Ocene dobijene maksimiziranjem uslovne funkcije maksimalne verodostojnosti su iste kao i
ocene parametara dobijene metodom najmnajih kvadrata.

Funkcija maksimalne verodostojnosti za proces pokretnih sredina

Za odredivanje uslovne funkcije maksimalne verodostojnosti procesa pokretnih sredina, pored
pretpostavke o normalnoj raspodeli, potrebno je da se uvede dodatna pretpostavka

Eg=E_1 =&, =...=0. (3524)
Ako su za MA(q) proces
Xt = U + gt - glgt—l —_ qut—q (3525)
u trenutku t poznate vrednosti &_j, ..., &4 i tada vazi
Xt |gt—1' ey Et_q~N(,u - Blgt—l _ qut—q' 0-2) (3526)
pa je uslovna funkcija gustine
_1 1 2 3.5.27
@(X;;0) = (2ma?) /2 exp (_7‘2 (Xt —p+0igq ..+ Hqgt—q) ) ( )
Zbog uslova 3.5.22 za X; = x; uslovna funkcija gustine postaje
(x136) = (20?2 exp (=5 (¥, = 1%)
Px;0) = p g2 X1 u (3.5.28)

I moze da se odredi &
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& =X1 — U

Nastavljajuéi dalje proceduru

1
p(x,;0) = (27T0'2)_1/2 exp (_T‘Z(xz —u+ 9151)2)

&) =X — U+ 018

1
-1
(p(xn; 9) = (27-[0-2) /2 exp (__ (xn —p+0iepq ...t gqgn—q)z)

202
En=Xp— U+ 0164 ...+ 04844

n
1
L(xy, ..., Xp; 8) = (2m0?) ™" /2 exp (—T‘ZZ(%’ — Wt O18g o+ 058 0)%)
=1

ili ekvivalentno

n
- 1
LGty o2 6) = (210%) "2 exp (—ﬁzl )
l:

n 5 1 N 2
InL = —Eln(Zna ) — ozt Z(xl- —p+ 6154t 0480_4)
i=1

1 o2
2 i

InL = — ~In(276?) +
nL = Zn To 20_

n
i=1

Funkcija maksimalne verodostojnosti za ARMA (p,q)

Ako je

Ep = Ep-1= " = Epgr1 =0

tada je uslovna funkcija maksimalne verodostojnosti za ARMA (p,q)
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(3.5.31)

(3.5.32)

(3.5.33)

(3.5.34)

(3.5.35)
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n
_(n-p) 1 (3.5.37)
L(xq, ..., x,;0) = (2mc?) /2 exp (_ﬁz: &f)

i=1

n
1
In(2no?) — 702 + Z &z,

i=p+1

n—p (3.5.38)

Inl = —
n 2

Provera adekvatnosti modela

Pod proverom adekvatnosti podrazumevaju se metode koje se koriste za otkrivanje nedostataka
modela. U osnovi ove etape su metode koje sluze za proveru statisticke znacajnosti koeficijenata i
ispunjenosti pretpostavke da reziduali ocenjenog modela predstavljaju proces belog Suma.
Ukoliko se pokaze da je model manjkav moguée je njegovo poboljsanje pa se nastavlja proces
izgradnje ARIMA modela za datu vremensku seriju. U suprotnom adekvatan model se moze
koristiti za prognoziranje buducih vrednosti vremenske serije. Nulta hipoteza je da vremnska
serija prati proces belog Suma, a alternativna da ne prati.

Klasi¢nu test statistiku su predlozili Box i Pierce

m
— 2
Qpp =1 Z Pic: (3.5.39)
k=1

Ukoliko je nulta hipoteza taéna odnosno ukoliko je vremenska serija beli Sum tada
Qsp~X rzn—p—q
Modifikovana Qgp statistika koju su predlozili Ljung i Box

_ k
Qpp = n(n +2) Z m— (3.5.40)
k=1

2
QBP~Xm—p—q

se u praksi ¢eSce koristi testiranje hipoteza
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4. Modeli vektorskih vremenskih serija

4.1. Vektorski linearni procesi

Neka je X; = (X1 ¢, ..., Xime) £ = 0,£1, £2, ... m-dimenzionalni vektorski stohasticki proces.
Akoje E(X;¢) =p;, i =1,..,m tada je

H1
E(Xt) =u= :“2 (411)
Hm
Cov(Xy, Xe—i) = E((Xt—k - WX, - Il)T) (4.1.2)
Y1a(k)  vi2(k) o yim(K)
_ | V21 (k) va2(k) o Voem(K) | _ T
: : : k
yml(k) sz(k) ymm(k)
gde je
vij(k) = E ((Xi,t—k — 1) (Xje — ﬂj)) =E ((Xi,t — 1) (Xj ek — #j)) (4.1.3)
,j=1,..,m keZ
i
¥11(0)  ¥12(0) .. ¥1m(0)
r. = ¥21(0)  ¥22(0) ... ¥am(0)
le(o) Ym2 (0) me(o)

Na osnovu I i I se definise funkciju korelacione matrice vektorskog stohastickog procesa

p(k) = D~/2r,D~ /2
D = diag (Var(Xllt), ...,Var(Xm,t)). (4.1.5)
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Definicija 4.1.4 Vektorski m-dimenzionalni proces belog Suma je definisan sa

1t
32 t
(4.1.6)

E(g) =0 (4.1.7)

k=0 (4.1.8)

T, = E(g € )—{ o

Definicija 4.1.2 Linearni vektorski stohasticki proces je definisan sa

(4.1.9)
Xe=pu+&+08 1 +0,8_,+- Z 0;&_;
gde su
» &_;,1=0,1,2,.. vektorski m-dimenzionalni procesi belog Suma.
911 7ink ) o
> 0; = _s P,i=12,..0, =1 matrice koeficijenata.
m1 o Om
Koriste¢i L operator vektorski linearni proces moZze da se predstavi
> _ (4.1.10)
= z 0,li = 0(L)e,.
Ukoliko je linearni proces invertibilan onda je
(4.1.11)

Xe—pn= ZW‘(Xt—i —u+eg

Z‘PU(Xt i—n)tEg =

‘l’(L)(Xt B = &.
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Postoje tri grupe konac¢nih linearnih modela vektorskih vremenskih serija:

1) vektorski autoregersivni proces

Xt_ﬂ=‘P1(Xt—1—ﬂ)+"'+q’p(xt—p—ﬂ)+€t (4.1.12)

YL (X —p) =&

p
(L) = I—Z‘-PiLi
i=1

2) vektorski proces pokretnih sredina

(4.1.13)
Xe—n=8€—0:8_ 41— =048,
Xi—pn=0()g
q
o(L) = I—ZOiLi
i=1
3) vektorski ARIMA proces
Xe—) —PrXper —p) =~ (Xpp — ) =8 — 0181 — - — 0y& 4 (4.1.14)
YL (X —p) =0(L)g,.
Ukoliko su koreni karakteristi¢ne jednacine
det(] — Wz — - —W,zP) =0 (4.1.15)

po modulu veéi od jedinice, tada je VAR(p) proces slabo stacionaran i ima MA reperezentaciju

© (4.1.16)
Xt - M = qJ(L)_lst = B(L)St = I + ZAlLl Et.
i=1
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Ukoliko su koreni karakteristi¢ne jednacine
det(I — @,z — -+ —0,2z9) =0 (4.1.17)

po modulu vecéi od jedinice, tada je vektorski proces pokretnih sredina invertibilan i ima VAR (o)
reprezentaciju

o (4.1.18)
g§=0(L)"'X,—n) = <I + EBL'LL) X — ).

Vektorski ARIMA proces je slabo stacionaran ukoliko VAR komponenta ispunjava uslove
stacionarnosti, a invertibilan ukoliko komponente vektorskog procesa pokretnih sredina ispunjava
uslove invertibilnosti.

4.2. Granger-ov uticaj za dve vremenske serije

Neka su date dve vremenske serije X i Y . Pitanje koje se posatvlja jeste u kojoj meri vremenska
serija Y moze da pomogne u predvidanju buducih vrednosti vremenske serije X. Ukoliko ne
postoji uticaj Y na X;,, onda se kaze da ne postoji Granger-ov uticaj izmedu X i Y. Formalno
receno to znaci da je srednje kvadratna greSka buducih vrednosti zasnovana na (X, X¢_1, ...)
jednaka srednje kvadratnoj greski zasnovanoj na (X¢, X¢—1, ..., Y¢, Yeo1, o)

EXern — EGeanlXe Xemr, - ))? = EKpan — EQeanlXe Xemrs oo Yo Yeog, 2 D2 (421)
Y ima Granger-ov uticaj na X ako je
E(Xt+h - E(Xt+h|Xt;Xt—1: ))2 < E(Xt-i-h - E(Xt+h|XtﬁXt—1I ey Ytl Yt—l: ))2 (422)

U slucaju dvodimenzionalnog VAR(p) procesa

® ®
] [ §011 §012 Xt_1] - 0.7 01 | [Xe- p] [31t (4.2.3)
(1) (1) ) ) (p) Yip e“
P21

(4.2.4)
Eena X X, oo Yo Vo, )—u1+2<p("xt p+Z<p“’Xt_p

ako je (pfz) =0,i=1,2,..,ptada
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p—1
EXeea|Xe, Xpoq, o Yo Yeg, ) = g + Z (Pﬁ) Xe-i

=0
pa vrednosti (Y, Y;_4, ..., Y:—p) Nemaju uticajana X,
p—1
EXealXp Xeg, o, Yo Yooy, o) = > 09X,
i=0

Da bi se formalnim statistickim putem ispita0 Granger-ov uticaj moze da koristi model

Xt =c+ alxt_l + -+ (XpXt_p + ﬁlYt—l + -+ ﬁpyt—p + St

I da se testiramo hipoteza o znacajnosti grupe koeficijenata
Hy:By=-.=p,=0
ili hipotezu o znacajnosti pojedina¢nog koeficijenta.

Ho:B;=0,i=1.2,..p.
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Koristeci

Box-Jenkins-onovu metodologiju kroz dva primera ¢e biti
odgovaraju¢eg modela vremenske serije u praksi, koristeci statisticke pakete Xlstat i Eviews.

5. Primer izgradnje dva ARIMA modela

objasnjen

Broj Broj Broj Broj
kreditnih kreditnih kreditnih kreditnih
t zahteva t zahteva t zahteva t zahteva
1 71 27 62 53 66 79 63
2 57 28 77 54 71 80 61
3 62 29 76 55 59 81 73
4 64 30 88 56 57 82 72
5 65 31 71 57 66 83 65
6 67 32 72 58 51 84 70
7 65 33 66 59 59 85 54
8 82 34 65 60 56 86 63
9 70 35 73 61 57 87 62
10 74 36 76 62 55 88 60
11 75 37 81 63 53 89 67
12 81 38 84 64 74 90 59
13 71 39 68 65 64 91 74
14 75 40 63 66 70 92 61
15 82 41 66 67 74 93 61
16 74 42 71 68 69 94 52
17 78 43 67 69 64 95 55
18 75 44 69 70 68 96 61
19 73 45 63 71 64 97 56
20 76 46 61 72 70 98 61
21 66 47 68 73 73 99 60
22 69 48 75 74 59 100 65
23 63 49 66 75 68 101 55
24 76 50 81 76 59 102 61
25 65 51 72 77 66 103 59
26 73 52 77 78 63 104 63
Tabela 4
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Dow Jones Dow Jones Dow Jones Dow Jones Dow Jones
t indeks t indeks t indeks t indeks t indeks
1 10970.8 18 10414.5 35 9946.22 52 9275.06 69 10766.2
2 10655.2 19 10788 36 9925.25 53 9801.12 70 10503.8
3 10829.3 20 10887.4 37 9243.26 54 9782.46 71 10192.5
4 10337 21 10495.3 38 8736.59 55 10453.9 72 10467.5
5 10729.9 22 9878.78 39 8663.5 56 10488.1 73 10275
6 10877.8 23 10735 40 7591.93 57 10583.9 74 10640.9
7 11497.1 24 10911.9 41 8397.03 58 10357.7 75 10481.6
8 10940.5 25 10502.4 42 8896.09 59 10225.6 76 10568.7
9 10128.3 26 10522.8 43 8341.63 60 10188.5 77 10440.1
10 10921.9 27 9949.75 44 8053.81 61 10435.5 78 10805.9
11 10733.9 28 8847.56 45 7891.08 62 10139.7 79 10717.5
12 10522.3 29 9075.14 46 7992.13 63 10173.9 80 10864.9
13 10447.9 30 9851.56 47 8480.09 64 10080.3 81 10993.4
14 10522 31 10021.6 48 8850.26 65 10027.5 82 11109.3
15 11215.1 32 9920 49 8985.44 66 10428 83 11367.1
16 10650.9 33 10106.1 50 9233.8 67 10783 84 11168.3
17 10971.1 34 10403.9 51 9415.82 68 10489.9 85 11247.9
Tabela 5
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Grafik 1 Grafik broja kreditnih zahteva
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Grafik 2 Grafik Dow Jones-ovog indeksa

Za broj kreditnih zahteva moze da se kaze da je stacionarna vremenska serija dok je Dow Jones-
onov indeks nestacionarna vremenska serija i o¢igledno sadrzi stohasticki trend. Za broj kreditnih
zahteva mogu odmah da se izucavaju korelaciona i parcijalna korelaciona funkcija dok je
podatke za Dow Jones-onov indeks prvo potrebno diferencirati, a zatim primeniti teoriju
stacionarnih procesa.
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Slika 6 Korelaciona funkcija broja kreditnih zahteva
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Slika 7 Parcijalna korelaciona funkcija broja kreditnih zahteva

Sa slike 6 i slike 7 moze da se zakljuci sledece:

1) korelacioni koeficijenti lagano odumiru kao nuli za k > 2
2) parcijalni korelacioni koeficijenti su vrlo bliski nuli za k > 2

Na osnovu uporedne analize korelacione i parcijalne korelacione funkcije dobija se da datom
skupu podataka odgovara stacionaran autoregresivan proces reda 2, AR(2).

Pomoc¢u Eviews-a je su metodom najmnjih kvadrata ocenjeni nepoznati parametri u modelu

X, =20.73 + 0.28X,_, + 0.41X,_, + &,

ét - Xt - 2073 - 0.28Xt_1 - 0'41Xt—2'

Ostalo je jo$ da se proveri da li reziduali u modelu AR(2) prate Gausovski proces belog Suma.
Vrednosti Ljung-Box ove statistike i p- vrednosti se u praksi najcesce izraCunavaju za m=20, ali
je pozeljno da budu izraCunate za jo§ nekoliko m. U Eviews-u su izraCunati Qgp i p-vrednosti za
m=10, m=15 i m=20.
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m Ljung-Box-ova Q statistika p-vrednost

10 5.53 0.853
15 10.074 0.815
20 15.55 0.744

p-vrednostu ukazuju da ne treba odbaciti nultu hipotezu, odnosno reziduali su nekorelirani .

U Ewievs-u je koris¢en Jarque-Bera test za testiranje nulte hipoteze da su reziduali normalno
rasporedeni protiv alternativne da nisu. Vrednost JB statistike je 2.22, a p-vrednost 0.33 S$to
ukazuje da ne treba odbaciti nultu hipotezu na nivou poverenja 5% i 1%.
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Slika 8 Histogram reziudala
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Grafik 3 Grafik reziduala

Na grafiku 3 moze da se uoci da je varijansa reziduala konstantna. Sumirajuci dobijene rezultate
moze da se zaklju¢i da je AR (2) odgovaraju¢i model za broj kreditnih zahteva.

Nakon diferenciranja podataka za Dow Jones-onov indeks dobija se stacionarna vremenska
serija.

1500,0

1000,0

Grafik 4 Grafik prve diference

Sada mogu da se analiziraju korelaciona i parcijalna korelaciona funkcija diferencirane
vremenske serije.
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Slika 9 Korelciona funkcija prve diference
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Slika 10 Grafik parcijalne korelacione funkcije

Diferenciranje, korelaciona i parcijalna korelaciona funkcija ukazuju na to da Dow Jones-onov
indeks prati proces slucajnog hoda (ARIMA(0,1,0))

(1 - L)Xt = gt (=4 VXt = gt.

Vrednost Ljung-Box statistike za m=12 iznosi 3.764 a p-vrednost 0.987 stoga se na nivou
poverenja 5% i 1% nulta hipoteza ne odbacije, odnosno reziduali su nekorelirani..

Vrednost JB statistike iznosi 1.060, a p—vrednost je 0.589 pa se nulta hipoteza ne odbacuje na
nivou poverenja 5% i 1%. Kako za reziduale vazi da su nekorelirani i imaju normalnu raspodelu
sa konstantnom varijansom, moze da se zaklju¢i da oni prate proces belog Suma. Dakle model
ARIMA(0,1,0) je odgovarajuc¢ za Dow Jones-onov indeks.
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Slika 11 Histogram reziduala
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Zakljucéak

Modeli lineranih vremenskih serija predstavljaju vrlo mo¢no sredstvo za predvidanje i donoSenje
odluka u razli¢itim oblastima-ekonomiji, poljoprivredi, industriji, medicini... U praksi se
pokazalo da veliki broj vremenskih pojava moze da se modelira pomoc¢u linearnih procesa.
Rasprostranjenost i atraktivnost ovih modela je posledica njihove same strukture koja je lako
razumljiva. Za razliku od regresionih modela koji razmatraju vezu izmedu dve ili vise razli¢itih
pojava, modeli vremenskih serija ispituju uticaj istorijskih vrednosti jedne pojave na njenu
sadasnju 1 buducu vrednost. Ovakav pristup omogucava proucavanje ponasanja date pojave u
vremenu, i daje dobre rezulate posebno ako je dostupan veliki broj istorijskih podataka.

Naravno kao i svi modeli, ni ovi nisu savrSen prikaz stvarnog stanja, ali uprkos tome oni i dalje
predstavljaju brz i lak put koji sa dosta preciznosti daje prognozu buduéih vrednosti. Na samom
kraju je potrebno da se napomene da modeli opisani u ovom radu spaduju u grupu klasi¢nih
modela stoga njihovo poznavanje doprinosi razumevanju moderne teorije analize vremenskih
serija.
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