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1 Uvod

Operaciona istrazivanja su oblast koju ¢ine raznovrsni nauc¢ni pristupi donosenju
odluka, koji pomoc¢u kvantitativnih metoda i algoritama nastoje da omoguce najbolje
resenje velikih i slozenih problema koji se javljaju u svim oblastima zivota. Neke metode
operacionih istrazivanja pojavile su se u prvoj polovini 20. veka, ali najviSe su se razvile
tokom i nakon Drugog svetskog rata. Glavni cilj pri upotrebi ovih metoda bio je
optimiziranje organizacije velikih ratnih operacija i nacin upotrebe ratnih sredstava, pa
otuda i poti¢e naziv ove oblasti.

Operaciona istrazivanja imaju za zadatak proucavanje velikih i slozenih sistema
(tehnickih, ekonomskih, poslovnih, itd.). Istrazivanje na ovim sistemima uglavnom
predstavlja izuzetno tezak zadatak, koji je po pravilu veoma skup, a ponekad i nemoguc,
naro¢ito u fazi njihovog planiranja, projektovanja i uvodenja u rad. Zbog toga je veoma
bitna celokupna analiza sistema, gde veoma vaznu ulogu igraju mnogobrojne
matematicke discipline kao §to su: matematicka analiza, statisticka teorija, teorija igara,
matematicka logika, teorija verovatnoce, linearno, nelinearno 1 dinamicko programiranje,
heuristicko-matemati¢ko programiranje, teorija masovnog opsluzivanja i dr.

Naucni pristup donoSenju odluka obi¢no ukljucuje upotrebu jednog ili vise
matematickih modela, na osnovu kojeg ¢e biti moguée predvidanje i uporedivanje
posledica razliitih varijanti u procesu odlucivanja. Matemati¢ki model je matematicko
predstavljanje stvarne situacije, koji sluzi za izvodenje potrebnih analiza na osnovu kojih
se moze do¢i do trazenih odgovora u vezi sa postavljenim problemom. Na osnovu
eksperimentisanja na matematickom modelu treba zakljuéiti koje je reSenje najbolje i
njega treba predloziti donosiocima odluke da ga implementiraju u praksi. Da bi se za
neko reSenje moglo reci da je optimalno, tj. najbolje, treba imati meru kojom se odreduje
njegov kvalitet i koja omogucava njegovo poredenje sa drugim mogucim reSenjima.

Mera kvaliteta u matematickom modelu se dobija pomocu funkcije, kojom se
svakom reSenju pridruzuje odgovaraju¢a vrednost. Ta funkcija pokazuje efikasnost
izvrSenja zadatka radi postizanja cilja i naziva se kriterijumska funkcija ili funkcija cilja.

Da bi optimizacija bila §to uspesnija, potrebno je naci resenje koje daje ekstremnu
vrednost funkcije cilja. Promenljive koje treba odrediti obi¢no su uslovljene medusobnim
relacijama i ograni¢enjima, koji ¢ine skup ogranicenja. Svako reSenje koje zadovoljava
postojeca ogranicenja naziva se dopustivim. Jedan optimizacioni zadatak moze imati vise
dopustivih resenja, koja formiraju skup dopustivih resenja ili dopustivi skup. Koeficijenti
u matematickom modelu nazivaju se i parametrima modela ili parametrima sistema.

Kako je glavni zadatak optimizacije nalaZenje reSenja koje daje ekstremnu
vrednost funkcije cilja, optimalno resenje optimizacionog zadatka je ono dopustivo
reSenje u kome funkcija cilja dostize svoju optimalnu vrednost (minimalnu, ako je u
pitanju problem minimizacije ili maksimalnu, ako je u pitanju problem maksimizacije).
Vrednost funkcije cilja koja odgovara optimalnom resenju naziva se optimalna vrednost
ili optimum.
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Koliko se uspesno moze odrediti optimalno reSenje nekog optimizacionog zadatka
zavisi, pre svega, od osobina funkcije cilja, tipa ograni¢enja i primenjene metode. Zbog
toga je osnovni zadatak u teoriji optimizacije razvoj metoda za reSavanje zadataka
globalne optimizacije.

Ovaj rad se bavi resavanjem nelinearnih problema optimizacije, $to znaci da je re¢
o0 nelinearnom programiranju. Najpre ¢e biti uvedene neke teorijske osnove nelinearnog
programiranja i potrebni i dovoljni uslovi za odredivanje lokalnog ekstrema za probleme
optimizacije sa 1 bez ogranicenja.

Problemi sa ogranic¢enjima se mogu resavati na dva sustinski razli¢ita nacina. Prvi
je odredivanje optimuma uz zadovoljavanje ogranicenja, a drugi je transformacija
problema na nacin da se zadovoljavanje ograniCenja “ugradi” u funkciju cilja, 1 tada se
transformirani problem reSava kao zadatak bez ograniCenja. Metode koje pripadaju
drugoj grupi pristupa problema, i koje ¢e biti predstavljene u ovom radu su, metode
unutrasnjih i spoljasnjih kaznenih funkcija.

Kada se dati problem sa ograni¢enjima pretvori u problem bez ograniCenja,
potrebno je reSiti takav optimizacioni zadatak. Za reSavanje takvih problema najcesce se
koriste gradijentna metoda, Njutnova metoda i njene modifikacije, metoda konjugovanih
gradijenata, koje su objasnjene u radu teorijski i prikazane kroz primere. Za reSavanje
nelinearnih problema vrlo ¢esto se koriste kombinovane metode, pa je zato u ovom radu
posebna paznja posvecena metodama koje predstavljaju kombinaciju kaznenih funkcija
sa metodom konjugovanih gradijenata i Njutnovom metodom, ili nekim modifikacijama
Njutnove metode. Prikazani su algoritmi i teorijski rezultati konvergencije datih
postupaka. Predstavljena teorija objasnjena je kroz primere. Neki od primera u radu
reSeni su pomocéu radunara, primenom programskih paketa Matlab® i Mathematica®.
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2 Nelinearna optimizacija

Nelinearna optimizacija (nelinearno programiranje - NP)  podrazumeva
odredivanje ekstremne (minimalne ili maksimalne) vrednosti funkcije cilja nad skupom
ograni¢enja, pri ¢emu je funkcija cilja nelinecarna i/ili skup ograni¢enja definisan
nelinearnim algebarskim jednacinama ili nejednacinama. Za reSavanje problema NP ne
postoji univerzalna metoda, ve¢ je za svaki konkretan slucaj potrebno na¢i novu metodu,
ili prilagoditi neku od postojeéih. U velikom broju slucajeva nije lako pronaci prikladnu
metodu za odredivanje optimalnog reSenja formulisanog zadatka, Sto znaci da jo$S uvek
postoji veliki broj tesko reSivih zadataka NP.

Tokom godina razvijene su mnogobrojne metode optimizacije pomocu kojih se
mogu reSavati razni zadaci nelinearnog programiranja. Sve te metode su specijalizovane
za razlicite tipove zadataka koji se razlikuju po obliku matematickog modela, tj. po
obliku i dimenzijama funkcije cilja i skupa ogranicenja.

Kako bi se procenila primenljivost pojedinih algoritama za reSavanje problema
NP, potrebno je odrediti broj racunskih operacija koje treba obaviti u procesu reSavanja.
Neki algoritmi u odredenim zadacima nisu uvek primenljivi, ¢ak i kada se ima u vidu

primena savremenih racunara. Ta primena zavisi od viSe faktora, narocito od karaktera i
dimenzije matematickog modela.

2.1 Osnovni pojmovi

Dat je opsti oblik problema nelinearne optimizacije

min(max) f (xq, X2, ..., Xn) (1)

gi(x1, %5, 0, ) <0, i =1,...,m,

gde je f: R™ — R funkcija cilja, a g;: R™ = R, i = 1, ..., m su funkcije ograni¢enja.
R™ oznadava euklidski prostor dimenzije n; x€ R™, tj. x = [x1, X3, ..., X, ]”.
Problem (1) se moze zapisati u ekvivalentnom obliku
min(max) f(x)

gix)<0,i=1,..,m

ili
min(max) f (x)

x€X xe€eX
gdeje X = {xeR", g;(x) <0, i =1,...,m} dopustiv skup.

Ovakav oblik nelinearnog programiranja se naziva problem optimizacije sa
ogranicenjima.
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Ukoliko je skup ograni¢enja u problemu X = R™, tj. ako ne postoje ogranicenja
onda je re¢ o problemu optimizacije bez ogranicenja tj.

min (max X).
min(max) £ (x)

Problem minimizacije se uvek moze svesti na problem maksimizacije i obrnuto.
Dakle,

max f (x) = min(—£(x)).

Dopustivi skup se bez umanjenja opstosti uvek moze definisati preko ogranicenja
tipa nejednakosti jer se ograni¢enje oblika jednakosti h(x) = 0 moze zameniti sa dve
nejednakosti h(x) <0, h(x) = 0tj.sah(x) <0, —h(x) < 0.

Specijalan slu¢aj optimizacije sa ogranicenjima je problem oblika
min(max) f (x)
gi(x) =0, i=1,..,m,
gde je skup ogranicenja dat jednakostima.
Ovakav problem se naziva klasi¢ni problem optimizacije sa ograniéenjima |

resava se direktno, bez svodenja na ograni¢enja tipa nejednakosti.

Definicija 1. Svako xe€X gde je X dopustiv skup se naziva dopustivo resenje.
Ograni¢enje g;(x) < 0 je aktivno u dopustivom resenju x ako je g;(x) = 0, a neaktivno
ako je g;(x) < 0.

Definicija 2. Dopustivo resenje u kome funkcija cilja dostize svoju optimalnu vrednost
naziva se optimalno resenje optimizacionog zadatka i oznacava se sa x™.

Definicija 3. Vrednost funkcije cilja koja odgovara optimalnom reSenju naziva se
optimalna vrednost ili optimum i oznacava sesa f* = f(x").
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2.2 Pojam lokalnog i globalnog ekstrema

Neka je dat problem
min f (x) (2)
xeX

gde je X dopustiv skup.

Definicija 4. Tacka x* € X je globalni minimum funkcije f na skupu X, ili globalni
minimum problema (2), ako je

f(x") < f(x) zasve x € X,
tj. ako u njoj funkcija f dostize svoju minimalnu vrednost na X.

Definicija 5. Tacka x* € X je strogi globalni minimum funkcije f na skupu X, ili strogi
globalni minimum problema (2), ako je

f(x) <f(x) zasvex € X, x # x".

U slucaju kada je funkcija f neprekidna a skup X zatvoren i ogranicen, f dostize
svoju minimalnu vrednost, tj. postoji (bar jedan) globalni minimum x* € X.

Definicija 6. Tacka x* € X je lokalni minimum funkcije f na skupu X, ili lokalni
minimum problema (2), ako postoji § > 0 tako da je

f(x*) < f(x) zasve x € X zakoje je ||lx — x*|| < 6.

Definicija 7. Tacka x* € X je strogi lokalni minimum funkcije f na skupu X, ili strogi
lokalni minimum problema (2), ako postoji § > 0 tako da vazi uslov

f(x*) < f(x) zasve x € X zakoje je ||lx — x*|| < 6,x # x™.

Analogno se mogu uvesti pojmovi globalnog i lokalnog maksimuma. Globalni,
odnosno lokalni minimumi i maksimumi nazivaju se globalni, odnosno lokalni ekstremi.

Strogi lokalni minimumi se obi¢no mogu odrediti uz pomo¢ prvih i drugih izvoda
u tacki x*. Na ovoj ¢injenici se baziraju mnogi numericki postupci, koji spadaju u metode
nelinearnog programiranja. U jednostavnim slucajevima, kada je skup X zatvoren i
ograni¢en, globalni minimum se nalazi pretraZivanjem skupa svih lokalnih minimuma,
posle Cega se izabere onaj sa najmanjom vrednos¢u funkcije cilja ali je ovo moguce samo
u jednostavnim problemima.
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2.3 Optimizacija bez ogranicenja - Potrebni i dovoljni uslovi
optimalnosti

Optimalno reSenje zadatka optimizacije se moze odrediti posmatranjem vrednosti
funkcije cilja u svim dopustivim reSenjima razmatranog problema. Optimalno resenje je
ono reSenje U kome funkcija cilja dostize maksimalnu ili minimalnu vrednost. Ispitivanje
svih dopustivih reSenja i uporedivanje vrednosti funkcije cilja u svim dopustivim
reSenjima je moguce uraditi samo u najtrivijalnijim problemima. Zbog toga se razvijaju
postupci, pomocu kojih se najpre generiSu kandidati za optimalno resenje, a onda se
proverava da li je neki od njih optimalno reSenje. Posebna paZnja se posvecuje
proveravanju uslova koje treba da zadovolji optimalno resenje.

Pri nalazenju optimalnog reSenja datog zadatka moze se desiti da se minimalna
(maksimalna) vrednost funkcije cilja dostize u razliCitim tackama, Sto znaci da resenje
problema nije jedinstveno. U opstem slucaju korisno je naéi uslove koje neko resenje
mora da zadovolji da bi bilo optimalno, dok druga dopustiva resenja mogu ali ne moraju
da ih zadovolje. Takvi uslovi se nazivaju potrebni uslovi za optimalnost, odnosno
potrebni uslovi optimalnosti.

Neka je dat problem

min f(x),

XeR™
gde je funkcija cilja f: R™ — R definisana i diferencijabilna na ¢itavom prostoru R™.
Definicija 8. Neka je x = [xy, ..., x,]7 i neka je f(x)eC*(R™). Tada je
)

0xq
Vi) = l s ‘ 3)
If (%)

a.X'Z
gradijent funkcije f(x).

Potrebni uslovi da tacka x* bude lokalni minimum funkcije f dati su sledeCom
teoremom.

Teorema 1. [7] Neka je funkcija f diferencijabilna u tacki x*. Ako je x* lokalni
minimum funkcije f tada je Vf(x*) = 0.

Definicija 9. Tacke koje zadovoljavaju uslov Vf (x*) = 0 nazivaju se stacionarne tacke.

Stacionarne tacke se odreduju iz jednacine Vf(x) = 0 tj. reSavanjem sistema od
n jednacina sa n nepoznatih, oblika

F _o

dx1 0xn
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Uslov koji garantuje da je posmatrano reSenje optimalno naziva se dovoljan uslov
optimalnosti. Da je neko reSenje optimalno, moze se tvrditi samo ukoliko ono
zadovoljava uslov optimalnosti koji je istovremeno i potreban i dovoljan, i obrnuto, samo
optimalna reSenja zadovoljavaju potrebne i dovoljne uslove za optimalnost.

Definicija 10. Simetri¢na matrica Q = [qU]nxn je pozitivno definitna ako je

xTQx > 0zasvexeR™ x # 0,
a pozitivno semidefinitna ako je
xTQx > 0 zasve xe R™.

Definicija 11. Funkcija

n

q(x) = x"Qx = iz qijxi%;

i=1 j=1

naziva se kvadratna forma. Kvadratna forma je pozitivno definitna (pozitivno
semidefinitna) ukoliko je matrica Q pozitivno definitna (pozitivno semidefinitna).

Na osnovu narednih lema jednostavno se proverava da li je matrica pozitivno
definitna ili pozitivno semidefinitna.

Lema 1. [7] Silvesterov kriterijum. Simetri¢na matrica Q = [qij]nxn je pozitivno
definitna ako i samo ako su svi glavni minori matrice Q pozitivni, tj.

qi1 412 Q}1 q%n

D1=611>0, D, = |QZ1 q22

|>0,...,Dn= > 0.

dn1 - Gnn

Lema 2. [7] Simetri¢na matrica Q = [q; j]nxn je pozitivno semidefinitna ako i samo ako
su svi minori simetri¢ni u odnosu na glavnu dijagonalu nenegativni.

Definicija 12. Neka je x = [xy, ..., x,]7 i neka je f(x)eC?(R™). Tada je

o’ f o’ f
[ a_xf Oxlaxn]
VZf(x) = { KRR (4)
o*f o*f
0xn0x1 @
Hesijan funkcije f(x).
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Teoreme koje slede daju dovoljne uslove optimalnosti drugog reda za stroge
lokalne ekstreme.

Teorema 2. [7] Neka je funkcija f dva puta neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini
tacke x*. Ako je Vf(x*) = 0 i ako je matrica V2f(x*) pozitivno definitna, tada je x*
strogi lokalni minimum funkcije f.

Teorema 3. [7] Neka je Vf(x*) = 0 i neka su Dy, ..., D,, glavni minori matrice V2 f(x*)

e akojeD; >0,j =1,..,ntadaje x" strogi lokalni minimum funkcije f
e akoje(—1)/D; >0, j=1,..,n tadaje x* strogi lokalni maksimum funkcije f.

Ukoliko ne postoji pravilnost znaka glavnih minora treba uzeti u obzir potrebne
uslove optimalnosti drugog reda koji su dati u narednoj teoremi.

Teorema 4. [7] Neka je funkcija f dva puta neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini
tacke x*. Ako je x* lokalni minimum funkcije f tada je V£ (x*) = 0 i matrica V2f(x*) je
pozitivno semidefinitna.

2.4 Optimizacija sa ogranicenjima - Potrebni i dovoljni uslovi
optimalnosti

Ogranicenja optimizacionog problema definiSu dopustiv skup problema, pa zato,
ukoliko ona postoje, moraju biti uzeta u obzir pri izboru strategije za reSavanje takvog
problema. Pre nego S§to se izabere postupak kojim ¢e se resavati dati problem, potrebno je
proveriti model problema, jer lose postavljena ograni¢enja mogu dopustiv skup preterano

Kada su u pitanju problemi sa ograni¢enjima, postoje dva sustinski razliCita
pristupa njithovom reSavanju. Prvi je odredivanje optimuma uz zadovoljavanje
ograni¢enja, a drugi je transformacija problema na nacin da se zadovoljavanje
ograni¢enja “ugradi” u funkciju cilja, 1 tada se transformirani problem reSava kao zadatak
bez ogranicenja.

Posmatra se klasi¢an problem minimizacije sa ograni¢enjima, kod koga su sva
ograni¢enja zadata jednacinama

min f(x) ®)
hi(x)=0, i=1,..,m,

gde su funkcije f:R®" >R i h;:R" -> R, i =1,...,m definisane i diferencijabilne na
Citavom prostoru R™.

Ovaj problem se moze resiti metodom eliminacije promenljivih ili metodom Lagranzovih
mnozitelja.
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Neka je sa J(x) oznacen Jakobijan preslikavanja h(x) tj.

dh, oh,
Ergia
](x)=| - |
oh,, oh,,
laxl (’)an

2.4.1 Metoda eliminacije promenljivih

Osnova ove metode se sastoji u svodenju problema (5) na problem optimizacije
bez ogranicenja. ldeja je da se promenljive x4, ..., x,,, izraze iz sistema jednacina

hl(xl, ...,xn) =0
5 (6)
hy(xq, ., x,) =0

kao
X1 = @1(Xms1) e Xn)

Xm = Om X1 ooer Xn)

i uvrste u funkciju cilja. Na taj nacin se eliminiSe m promenljivih i problem (5) se svodi
na problem minimizacije bez ogranic¢enja:

min (@1 (Xmats o0 Xn)s oo O Kmats oo Xn)y Xma1y oo Xn) = MINF (X1, o) Xp)-

()

Ako tacka (x;,41,--,Xn) predstavlja reSenje problema (7) sledi da je tacka
(01X mats 0 X0y oo P K 1s o0 X0 )y Xoma1s - » Xn) TESENjE problema (5).

Sistem (6) je moguce resiti analitickim putem samo u jednostavnim sluc¢ajevima,
na primer kada su funkcije hy, ... , hy, linearne. Kada su funkcije nelinearne, da bi se
mogla efektivno izvrsiti eliminacija, Jakobijan preslikavanja h(x) mora biti punog ranga,
tj. rangJ(x) = m na R™. Dakle, eliminacija promenljivih nije opravdana i jednostavna u
nelinearnom slucaju.

10
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2.4.2 Metoda Lagranzovih mnoZitelja

Kod ove metode se koriste potrebni i dovoljni uslovi optimalnosti izrazeni preko
Lagranzove funkcije.

Definicija 13. Lagranzova funkcija pridruzena problemu (5) je definisana na sledeci
nacin:

LoD = F() + ) Aihy(0),

gde su A;, i = 1,2,...,m Lagranzovi mnozitelji, a A = [Ay, ..., AT vektor Lagranzovih
mnozitelja.

Slede potrebni uslovi da tacka x* bude lokalni minimum problema (5).

Teorema 5. [7] Neka su funkcije f,h4, ... ,h,, neprekidno diferencijabilne u nekoj
okolini tacke x* 1 neka je J(x) Jakobijan funkcije h(x). Ako je x* lokalni minimum
problema (5) i ako je rang J(x*) = m, tada postoji A* tako da je VL(x*,1*) = 0.

Ako je rang J(x) = m u svakom dopustivom reSenju x, na osnovu prethodne

teoreme sledi da su stacionarne tacke Lagranzove funkcije, potencijalni lokalni minimumi
problema (5).

Resavanje jednacine VL(x,A) = 0 je ekvivalentno sa V, L(x,A) = 01i V,L(x,A) =
0, tj.sa
m
VF(x) + z 4 Vhi(x) = 0
i=1
hl(X) = 0, i = 1, 2, e, m.
Dovoljni uslovi za strogi lokalni minimum problema (5) formulisani su u sledec¢oj
teoremi.
Teorema 6. [7] Neka su funkcije f,h4, ..., h,, dvaput neprekidno diferencijabilne u

nekoj okolini tacke x*. Ako je VL(x*,A*) = 0 i ako je matrica V2,L(x* A*) pozitivno
definitna na T (x™), tada je x* strogi lokalni minimum problema (5), gde je

[ 0°L 9%L
dx? 0x,0x,,

V2, L(x,A) = : :
l 9°L 9°L }

0x,0x, 0x2
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Hesijan Lagranzove funkcije, a T(x*) = {x € R™|J(x*)x = 0} - tangentni prostor, tj.
T(x*) predstavlja skup reSenja homogenog sistema od m linearnih jednacina sa n
nepoznatih, pri ¢emu je J(x*) Jakobijan funkcije h u x*.

Uslov pozitivne definitnosti se moze proveriti pomoc¢u uopstenog Silvesterovog
kriterijuma.
Neka je sa H(x*,A*) oznatena matrica dimenzije (m + n) X (m + n) koja se sastoji od
Cetiri bloka

0 J(x%)
neen=[0 L IE)
G = ey vaLee,a)

gde je 0 matrica dimenzije m X m ¢iji su svi elementi jednaki nuli, a J(x™*) je Jakobijan
preslikavanja h u x*.

Teorema 7. [7] Uopsteni Silvesterov kriterijum. Neka je rang J(x*) = m i neka su
Di, ... , Dyyyr glavni minori matrice H(x*, ™). Ako je
(_1)mD2m+1 >0,.., (_1)mDm+n >0,

tada je matrica V2, L(x*, A*) pozitivno definitna na T (x*).

Slede dovoljni uslovi za strogi lokalni minimum i maksimum.

Teorema 8. [7] Neka je VL(x*,A*) = 0, rang J(x*) = m i neka su Dy, ... , D,.4,, Qlavni
minori matrice H(x*, A*)

e ako je (—1)™Dypy;j>0,j=1,..,n—m, tada je x* strogi lokalni
minimum problema (5).

e ako je (—1)m+fD2m+j >0,j=1,..,n—m, tada je x* strogi lokalni
maksimum problema (5).

12
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3 Metode za reSavanje problema optimizacije bez ogranicenja

Kao §to je pomenuto, problem optimizacije bez ograni¢enja je problem oblika

min f(x)

X€ER™
gde je funkcija cilja f: R™ — R definisana na prostoru R™.

Postupci za reSavanje problema optimizacije bez ograni¢enja dele se na
negradijentne i gradijentne metode. Negradijentne metode koriste samo vrednost
funkcije, a ne i njene izvode. One su jednostavne, ali sporije konvergiraju i mogu se
primeniti za reSavanje problema optimizacije funkcija koje nisu diferencijabilne.
Gradijentne metode koriste izvode funkcije i dele se na metode prvog i drugog reda.

Metode prvog reda koriste samo prvi izvod funkcije cilja. Najpoznatija i najstarija
metoda prvog reda je Kosijeva metoda najbrzeg pada, koja potice iz 1847. godine. Ova
metoda je pouzdana, jer se dolazi do optimuma iz bilo koje pocetne aproksimacije, ¢ime
se postize globalna konvergencija ali je relativno spora, tj. linearno konvergentna.

Metode drugog reda koriste prvi i drugi izvod funkcije cilja. Ove metode brze
konvergiraju od metoda prvog reda, obi¢no su superlinearno ili kvadratno konvergentne,
ali su skuplje i nekad manje pouzdane.

Definicija 14. Neka niz {x*} konvergira ka x* kad k — oo, tj. limy_,. x* = x*. Ako vazi

D) [|x**t —x*|| < cllx® —x*]|,0 < c <1, tada {x*} konvergira linearno ka x* sa
koeficijentom brzine c.

i) |[x®*t — x*|| < cpllx® — x*||, limy_ ¢, =0, tada {x*} konvergira superlinearno ka
x*.

iii) |lx**tt — x*|| < c||x® — x*||?, ¢ > 0 tada {x*} konvergira ka x* sa redom p.

13
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3.1 Metoda najbrzeg pada

Metoda najbrzeg pada, poznata kao Kosijeva (Cauchy) metoda bazirana je na
Cinjenici da funkcija najbrze opada u pravcu negativnog gradijenta. Zbog toga je
neophodna pretpostavka za primenu ove metode da je funkcija f bar jednom neprekidno
diferencijabilna. Kosijeva metoda je iterativna metoda. Najpre se zada pocetna iteracija

x©.

Posto funkcija najbrze opada u pravcu negativnog gradijenta, naredna iteracija x?
se trazi upravo u pravcu —Vf(x?). Duzina koraka @, se nalazi resavanjem problema
jednodimenzionalne optimizacije

min f(x° — a - Vf(x%)). (8)

Funkcija f(x° — a - Vf(x°)) je funkcija jedne promenljive a, pa se moze oznaditi
sa fo(a) = f(x° —a-Vf(x°)). Odavde sledi, da se problem optimizacije (8) moze
zapisati u slede¢em obliku

min f,(@).
a>0

Za reSavanje ovog problema se koristi neka od metoda optimizacije funkcija sa
jednom promenljivom.

Kada se resi problem (8) dobije se neko lokalno optimalno reSenje a = «,, koje
predstavlja duzinu podetnog koraka u smeru —Vf(x°). Tada se naredna iteracija x*
dobija na sledeéi nacin

xt=x%—ay - Vf(x®),

nakon ¢ega se postupak ponavlja, tj. iterativno pravilo glasi
xk*t = xk — qp - VF(x5),
gde je ay reSenje jednodimenzionalnog problema

min fi. (), 9)

a>0

pri ¢emu je fi(a) = f(x* — a- Vf(x")).

Potrebno je napomenuti nekoliko ¢injenica.

1. Smer gradijenta se ne menja ako se gradijent normalizuje, tj.ako se umesto vektora
Vf(x*) koristi vektor

I (/169)

~ e <A

Vektor u* ima jediniénu duzinu, tj.||u*|| =1, k = 0,1,2, ..., $to doprinosi stabilnosti
metode.

14
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2. Kada se resava jednodimenzionalni problem (9), moze se desiti da u nekoj k —toj
iteraciji funkcija fi(a) ima nekoliko lokalnih minimuma. U tom sluéaju pozeljno je
unapred odrediti koji od njih ¢e se saCuvati.

3. Metoda najbrzeg pada u pocetku vrlo dobro napreduje prema optimalnom resenju, ali
se brzo uspori. Ovo usporavanje se moze otkriti pomoc¢u nekog kriterijuma, kao npr.

ey - u¥ll < 1K - ag - ull, (10)

gde su vektori u* normalizovani, a;, > 0 i broj K je konstanta (0 < K < 1) koja se
zadaje unapred. Zbog ovih osobina, kriterijum (10) je analogan slede¢em kriterijumu

a, < K - ay, (11)
koji se moze koristiti upravo kao izlazni kriterijum. NajceS¢e koris¢eni kriterijum
zaustavljanja je

IVf (I <,

gde je € > 0 unapred zadat broj.

4. Vazna osobina metoda najbrzeg pada jeste da su vektori gradijenata, koji su izracunati
u dve proizvoljne uzastopne aproksimacije, medusobno ortogonalni, tj.

VA" DY@V fF*)NT=0, k=012,..

Algoritam 1. Metoda najbrzeg pada (Kos$ijeva metoda)

Korak 1. Izabrati pocetnu tacku x° € R™, staviti k = 0. Zadati £ >0 za izlazni
Kriterijum.

Korak 2. Ako je ||Vf(x*)|| < ¢ tada je x* = x* reSenje. Inade, preéi na korak 3.

Korak 3. Izracunati korak a;. Formira se jednodimenzionalni problem

fie(@) = f(x* —a- Vf(x"9)),

pa se a; dobija kao resenje problema
min fi (a).
Korak 4. Sledecu iteraciju x*** odrediti kao
xkt = xk — qp - Vf(x5)

zameniti k sa k + 1 i pre¢i na Korak 2.
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Naredne teoreme odnose se na konvergenciju metode najbrzeg pada.

Ova metoda globalno konvergira ka stacionarnoj tacki funkcije f(x) pod blagim
uslovima.

Teorema 9. [8] Neka je f(x) € C1(R™), neka je skup X, = {x € R"*|f(x) < f(x*)}
ograni¢en i neka je niz {x*} generisan metodom najbrzeg pada. Tada vazi:
1. niz {f (x*)} je monotono opadajuéi niz, ako je V£ (x*) # 0,

2. ili je Vf(x*) =0 u svakoj iteraciji ili je svaka tacka nagomilavanja x* niza {x*}
stacionarna tacka funkcije f, tj. niz generisan metodom najbrzeg pada konvergira ka
stacionarnoj tacki |

lim 7f () = Pf(x) = 0.

Konvergencija metode najbrzeg pada za funkciju sa dve promenljive i elipsastim
presecima (posle prve aproksimacije) data je na slici 1.

£
. ; ~
X “Poetn, , o X Vf(,]r())
Proksimge;: *
o Ja

-

Slika 1. Konvergencija metode najbrzeg pada

Teorema 10. [2] Neka je feC?(R™) i neka je x* lokalni minimum od f. Osim toga neka
je @ > 0 najmanji, a A > 0 najveéi karakteristiéni koren matrice Hesijana V?f(x*). Ako
niz {x*} generisan metodom najbrzeg pada konvergira ka x* tada niz {f (x*)} konvergira

. . s . ,. A-a
linearno ka f (x™) sa koeficijentom brzine ne veé¢im od (Kg)z'

Prethodna teorema ukazuje da odnos r =§ direktno uti¢e na brzinu metode

najbrzeg pada. Ako je r veliko matrica je loSe uslovljena 1 konvergencija se jako
usporava.

Metoda najbrzeg pada je pouzdana i laka za implementaciju, ali relativno sporo

konvergira. Mana ove metode je Sto se u njoj najvise vremena obicno potrosi na
jednodimenzionalnu optimizaciju kojom se racuna optimalna duzina koraka a.
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Primer 1. Resiti problem optimizacije

min f(x) = 6x;° + x,% + X1 - x5 — 2x; — 3%,
metodom najbrzeg pada iz podetne tacke x° = [1,1]7.
Resenje:
Neka je kriterijum za zaustavljanje || V£ (x*)|| < 0.00001.
Gradijent funkcije f je

12x4 + x, —2]
2x, +x1 =3/

Vilx) =

a vrednost gradijenta u pocetnoj tacki x° = [1,1]7 je
oy _ [11
Vi) = [0 ]

Kako je ||[Vf (x| # 0, sledi da x° = [1,1]7 nije reSenje problema. Da bi se izratunala
sledeca iteracija, potrebno je odrediti korak a,. Formira se jednodimenzionalni problem

min fO (a),
gde je

fol@) = f(x® —a-Vf(x) = FL1]" — a-[11,0]7)

h@=r(" 1) =
6-(1-11a)2+1+(1—-11a)-1—2-(1—11a) —3- 1.

.o v . - - - . . 1
Korak a, se dobija kao reSenje ovog jednodimenzionalnog problema i sledi a, = >

Sada se racuna sledeca iteracija
xt=x%—ay- (Vf(x%)
pa je

Xl = [1/ 12].

1
Dalje je
0
Vf(xh) = l_ 11 /121,
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a posto je [[VF(xD)|| # 0, x nije reSenje i postupak se nastavlja. Na analogan nacin
dobijaju se ostali ¢lanovi iterativnog niza

b
35/24
x3 = [13/288]

35/24

o [13/288]

851/576

301/

o5 = 6912
851/

576

6 = [0.0435403
1.47769 I

Primer 2. Na¢i minimum funkcije

fO) =% —x1%5 — 4x; + %57 — x,
metodom najbrzeg pada iz poetne tacke x° = [0,0]”.
ReSenje:

Zadatak je reSenjen u programskom paketu Matlab. Naredni M-file-ovi koriste se za
odredivanje minimuma ove funkcije.

Prvi M-file se odnosi na ra¢unanje gradijenta funkcije f

function g= grad(f,x,h)

%racuna gradijent funkcije f (x)
if nargin<3, h=.00001; end

h2= 2*h; N= length(x);

I= eye(N);

for n=1:N

g(n)= (feval (f,x+I(n,:)*h)-feval(f,x-I(n,:)*h))/h2;
end

Drugi M-file se odnosi na reSvanje datog problema pomoc¢u metode najbrzeg pada.

function [xo,fo] = opt steep(f,x0,TolX,TolFun,alphal,MaxIter)
$za minimizaciju funkcije koristi se metoda najbrzeg pada
if nargin < 6, MaxIter = 100; end %maksimalan broj iteracija

18
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if nargin < 5, alphaO = 10; end %pocetna duzina koraka
if nargin < 4, TolFun = le-8; end %|f(x)| < TolFun

if nargin < 3, TolX = le-6; end %|x(k)- x(k - 1) [<TolX
x = x0; fx0 = feval (f,x0); fx = £fx0;

alpha = alpha0O; kmaxl = 25;

warning = 0;

for k = 1: MaxIter

g = grad(f,x); g = g/norm(qg);

alpha = alpha*2; %probni korak u smeru negativnog gradijenta
fxl = feval (f,x - alpha*2*qg);
for k1 = 1l:kmaxl %nalazi se optimalna duzina koraka

fx2 = fx1; fx1 = feval (f,x-alpha*qg);

if £x0 > fx1+TolFun && fxl1 < fx2 - TolFun %fx0 > fxl1 < fx2
den = 4*fxl - 2*fx0 - 2*fx2; num = den - fx0 + fx2;

alpha = alpha*num/den;

x = x - alpha*g

fx = feval (f, x)

break;

else alpha = alpha/2;

end

end

if k1 <= kmaxl, warning = warning + 1;
%nije se nasla optimalna duzina koraka
else warning = 0;

end

if warning >= norm((x - x0),2) < TolX&&abs((fx - fx0) < TolFun);
end
x0 = x; fx0 = fx;

end

X0 = X;

fo = fx;

if k1 == MaxIter, fprintf('Just best in %d iterations',MaxIter)
end

Kada se program izvrsi u Matlab prozoru, dobija se:

>> f = inline('X(1)*(x(1) - 4 - X(2)) + x(2)*(x(2)- 1)','x);

>>x0 = [0 0], TolX = 1e-6; TolFun = 1e-8; alpha0 = 1; MaxIter = 100;
>> [xo0,fo] = opt_steep(f,x0, TolX,TolFun,alpha0,Max]Iter)

X0 =

3.0000 1.9999

fo=

-7.0000

Dakle, minimum funkcije f je u tacki x® = [3,2]" i vrednost funkcije u tacki
minimuma je f* = —7. U sledecoj tabeli su navedene sve iteracije dobijene metodom
najbrzeg pada.
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k x X3 f(x
0 0 0 0

1 2.6154 0.6538 -5.5577
2 2.3819 1.5879 -6.7028
3 2.9208 1.7226 -6.9388
4 2.8726 1.9151 -6.9874
5 2.9837 1.9429 -6.9974
6 2.9738 1.9825 -6.9995
7 2.9966 1.9882 -6.9999
8 2.9946 1.9964 -7.0000
9 2.9993 1.9976 -7.0000
10 2.9989 1.9993 -7.0000
11 2.9999 1.9995 -7.0000
12 2.9998 1.9998 -7.0000
13 3.0000 1.9999 -7.0000

Tabela 1. Vrednosti iteracija dobijenih metodom najbrzeg pada

Kao $to je receno, najvise vremena kod ove metode se potrosi na nalazenje
optimalne duzine koraka a;. Ko$ijeva metoda se moze pojednostaviti ukoliko se duzina
koraka fiksira, tj. ako je «a; isto za svako k =0,1,2,... i na taj nacin se dobija
modifikovana Kosijeva metoda koja je jednostavnija za primenu, gde se aprokimacije
racunaju po slede¢em pravilu

xkt = xk —a - VF(xF), k=012, ..

Da bi modifikovana Kosijeva metoda globalo konvergirala, potrebno je da funkcija f
bude dva puta neprekidno diferencijabilna i strogo konveksna. Korak « treba da bude
dovoljno mali, naprimer

2
N<a<—=,
A

gde je A > 0 najveéi karakteristi¢ni koren Hesijana funkcije f u resenju x*. Modifikovana
Kosijeva metoda konvergira sporije od originalne Kosijeve metode.
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3.2 Njutnova metoda

Njutnova metoda je jedna od najpoznatijih metoda za minimizaciju funkcija vise
promenljivih bez ograni¢enja. Pored prvog, koristi se i drugi izvod funkcije cilja
(Hesijan), ¢ime se postize brza konvergencija prema resenju, zbog ¢ega je potrebno da
funkcija cilja ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda.

Ideja metode je da se funkcija cilja aproksimira sa prva dva ¢lana svog razvoja u
Tejlorov red, pa posto kvadratni deo razlaganja bolje aproksimira funkciju nego linearni,

postupak koji se bazira na razvoju drugog reda konvergira brze nego postupak koji koristi
razvoj prvog reda.

Posmatra se problem

min f(x), (12)

x €ER"

gde je f(x) € C?(R™). Neka je x° € R™ pocetna iteracija. Ako je poznata k —ta
aproksimacija x*, tada se prirastaj funkcije f(x) u tacki x* moze predstaviti na sledeéi
nacin

F) = f(x*) +(VF(x*),x — x*) + %(sz(x")(x —xF),x —x¥)+ 0 (||x - xk||2).

Koriste¢i kvadratni deo ovog prirastaja

1
fre() = fF(x*) + (VfF(xF),x — xF) + E(sz(xk)(x — x*),x — x*)
naredna iteracija x*** se odreduje kao resenje problema

min f, (x),
x ER"
tj. reSavanjem jednacine Vf, (x) = 0.

Vi () = VF(xF) + V2 f(x*)(x —x¥) = 0
V2F(x*) (x — x*) = —vF(x¥).

Pod pretpostavkom da je Hesijan V?f(x*) regularna matrica, mnozenjem sa leve strane
sa (V2f(x*))~* dobija se

x —xk = —(V2f(x)) T vF ().

Odavde sledi opSte iterativno pravilo Njutnovog postupka

K+ = 3k — (V2F(x)) VF(x), k=012, . (13)
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Kada su u pitanju problemi velikih dimenzija, tj. kad je n veliko, izracunavanje
inverznog Hesijana (V2f(x*) )~ je skupo, pa se tada naredna iteracija x*** dobija na
slede¢i nacin

(v2rG))s* = ~vr )
xktl =xk sk k=0,12,.. (14)

Dakle, u svakoj iteraciji reSava se sistem linearnih jednacina i s se dobija kao
reSenje tog sistema, i na taj nacin se izbegava izraCunavanje inverznog Hesijana.

Sledi algoritam za Njutnovu metodu.

Algoritam 2. Njutnova metoda

Korak 1. Izabrati pocetnu tacku x° € R™, staviti k = 0. Zadati £ > 0 za izlazni
kriterijum.

Korak 2. Ako je ||[Vf(x¥)|| < € tada je x*¥ = x* resenje. Inace, preéi na korak 3.
Korak 3. Izradunati sledecu iteraciju: x**1 = x* — (V2f(x*))"1Vf(x*). Staviti
k =k + 1, 1 pre¢i na korak 2.

Naredne teoreme odnose se na konvergenciju Njutnovog postupka.
Teorema 11. [7] Neka je tacka x° takva da je skup X, = {xeR"|f(x) < f(x%)}
ogranicen. Pretpostavimo da je funkcija f dva puta neprekidno diferencijabilna na X, i da

je matrica V2f(x) pozitivno definitna za xeX,. Neka je {x*} niz generisan Njutnovim
postupkom. Tada {x*} konvergira ka jedinstvenom resenju x* problema (12).

Ako vazi dodatna pretpostavka da je f tri puta neprekidno diferencijabilna, moze
se pokazati da je brzina konvergencije kvadratna.

Teorema 12. [2] Neka je feC3(R™), x* je lokalni minimumum funkcije f i neka je
Hesijan V2f (x*) pozitivno definitna matrica. Tada postoji okolina tacke x* takva da za
x0 iz te okoline, niz generisan Njutnovim postupkom kvadratno konvergira ka x*, tj. vazi
ocena

I+t — x| < cllx’ — x|,
Dokaz:
Neka postoje p > 0, 8, > 0, B, > 0 tako da za svako x za koje je

llx — x|l < p

vazi

IV2F )M < By
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IVF(x)T = V)T = V2 f () (x" — 0l < Bzllx — x7|I%
Pretpostavimo da je x* odabrano tako da vazi
BiBallx* — x| <1
llx* —x*|| < p.
Tada je
[l — x|l = |l —x" = V2F ()T F ()T
= IV f R )THVF ()T = VF ()T = V2 F () (™ — )]
< IVEFO)HIB Nl — %17
< BiBollx* — x*||?
< |Ix* —x*|.
Poslednja nejednakost pokazuje da je nova tacka bliza reSenju x* nego prethodna
tacka, a pretposlednja nejednakost pokazuje da je red konvergencije dva, tj. da je Njutnov

metod kvadratno kovergentan. Dakle, Njutnova metoda je lokalno kvadratno
konvergentna.

U sluc¢aju kada funkcija cilja ima oblik kvadratne forme

flx) = %(Ax,x) +(b,x)+c,

gde je A pozitivno definitna matrica, A € R™™, b € R™,c € R do reSenja se dolazi ve¢ u
prvoj iteraciji za svaku pocetnu aproksimaciju.

Dokaz za ovo tvrdenje je vrlo jednostavan. Naime, kako je
Vf(x) =Ax+b i V3f(x) = A4,

kada se ovo zameni u (13) prva iteracija u Njutnovoj metodi je
xt=x"—A"1Ax° + b) = -4 b,

Kako je
Vi(x) =Ax*+b=—-AA"'b + b = 0.

Sledi da je reSenje x* = x* = —A"'b.
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Primer 3. Njuthovom metodom odrediti minimum funkcije
fx) =x* +x,%2 — 2x1x, + 1
iz pocetne tacke x° = [1,1]7, gde je x = [x1,x,]T e R?, ¢ = 1073,
Resenje:
Gradijent funkcije f(x) je oblika

VG = B 7 2%

2x, — 2x4
a Hesijan

2
VZ x) = [12x1 _2]

f(x) =y 5
Posto je ||Vf(x®)|| = 1073, dakle x° = [ﬂ nije reenje.

Prva iteracija je

Xt =0 = (PfEO) VRO,

gde je
2 _ 12 -2 . 2 -1 __ 1 2 2
e =25 S et =5l L)
Odavde sledi
o= [1] _i[z 2][2] _ 4/5
1l 20l2 12 0_4/5'
. 56/ . _ 4 sl .
Kako je Vf(x1) = [ 0125], sledi [|[Vf(x1)|| = 1073. Dakle, x* = 4 nije reSenje.
5

Druga iteracija je
x? = xt = (V) VD,
pri ¢emu je

2£(,1 192/ =2| ¢ ozpeayy-1 — 25 |2 2
Vf(x)=l _225 2] P (VDT =0 192/251.

284

24



Resavanje problema minimizacije sa ogranicenjima Master rad

Odavde sledi

4‘/5 192 125 56/355 0. 721126]
284 2 /7 256/, o 721126
Sada je ||Vf(x?)|| = 0.057755581 > 103, pa odavde sledi da x? nije resenje problema.

Treca iteracija je

X = x? = (VF(2) D),

x? = [0.707505277
0.707505277/

Kako je [|[Vf(x3)|| = 0.001595331 < 1073, sledi da je

x? = [0.707505277
0.707505277

reSenje problema.

Primer 4. Na¢i minimum funkcije
f) =x" + 23 —x1 + x5 — 0,2 + x5 + X532 — x3 + X10,%3

Njutnovom metodom iz pocetne tacke x° = [1,—1,1]7 gde je x = [x1, x5, x3]7 € R3,
£=1075,

Resenje:

Zadatak je reSen u programskom paketu Matlab. Formirana su tri M-file-a; prvi za
funkciju £, drugi za gradijent funkcije f i tre¢i za Hesijan funkcije f.

M-file za funkciju f:

function res =£f2 (x)
res=x (1) M4+x (1) "3-x(1)+x(2) M- (2) "2+x(2)+x (3) "2-x(3)+x (1) *x (2) *x (3) ;

M-file za gradijent funkcije f:

function res=gradf2 (x)
res=[4*(x(1)"3)+3*(x(1)"2)+x(2)*x(3)-1;4* (x(2)"3) -
2*x(2)+x (1) *x(3)+1;2*x(3) +x (1) *x(2)-1];

M-file za Hesijan funkcije f:

function res=hesianf2 (x)
res=[12* (x(1)"2)+6*x (1) x(3) x(2);x(3) 12*(x(2)"2)-2 x(1);:;x(2) x(1) 2];
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Zatim se pravi M-file, kojim se odreduje minimum funkcije f Njutnovom metodom.

function res=njutn2 (x0,eps)

k=1;

xk=x0;

xkl=xk-hesianf2 (xk) " (-1) *gradf2 (xk) ;

vrednostf=£f2 (xkl) ;

while norm(gradf2(xk), 'inf')>eps
xk=xkl;
xkl=xk-hesianf2 (xk) " (-1) *gradf2 (xk) ;
vrednostf=£f2 (xkl) ;

k=k+1;

end

res=xkl;

k

vrednostf

Potom se program izvrSava u Matlab prozoru:

>> njutn2([1;-1;1],0.0001)
k =
5

ans =
0.5709
-0.9396
0.7682

Odavde sledi da je ta¢ka minimuma x* = [0.5709,—0.9396,0.7682]7 i ona je
nadena u petoj iteraciji. Vrednost funkcije cilja u optimalnoj tacki je f* = —1.9118. U
sledecoj tabeli su navedene sve iteracije dobijene Njutnovom metodom.

k xq X3 x5 e
0 1 -1 1 -1

1 0.7104 -0.9543 0.8323 -1.8367
2 0.5926 -0.9417 0.7782 -1.9101
3 0.5715 -0.9396 0.7685 -1.9118
4 0.5709 -0.9396 0.7682 -1.9118
5 0.5709 -0.9396 0.7682 -1.9118

Tabela 2. Vrednosti iteracija dobijenih Njutnovim postupkom

Nedostatak Njutnove metode u slucaju velikog broja promenljivih i
komplikovanijih oblika funkcije f, je da zahteva mnogo racunskih operacija te je skupa.
Naime, u svakoj iteraciji potrebno je izratunati n®> elemenata matrice Hesijana i resiti
sistem linearnih jednacina, §to je skupo kad je re¢ o problemima velikih dimenzija. Osim
toga, Njutnova metoda je lokalno konvergentna, pa zahteva modifikacije u slucaju kada
je pocetna iteracija daleko od reSenja. Jedna od modifikacija je oblika

R =k (PF) V), k=012,
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gde se korak a; odreduje minimizacijom f( x**1). U blizini reSenja ocekuje se a; ~ 1.
Ostale modifikacije Njutnovog postupka mogu se podeliti u dve grupe i to su kvazi-
Njutnovi postupci i netacni Njutnovi postupci.

3.3 Kvazi-Njutnovi postupci

Za resavanje problema optimizacije bez ograni¢enja Cesto se koristi metod Koji
spada u grupu kvazi-Njutnovih postupaka i zove se modifikovani Njutnov metod.
Iterativno pravilo ovog postupka je

xk* = xk — 5 VF(x¥), k=0,12,..
gde je S, simetricna matrica dimenzije n X n, a a;, se odreduje kao minimum od
f(x**1), U slucaju da je matrica S;, ba$ inverzni Hesijan i a; = 1, u pitanju je Njutnov
metod, a ukoliko je S, = E dobija se metod najbrzeg pada. Kao i ranije, potrebno je
pretpostaviti da je matrica S, pozitivno definitna i ona treba da bude dovoljno dobra
aproksimacija inverznog Hesijana.

Za dokaz konvergencije ovog postupka, radi jednostavnosti, posmatran je
specijalan slucaj kada je funkcija cilja kvadratna

fx) = %xTQx —bTx

gde je Q simetri¢na, pozitivno definitna matrica i beR"™. Tada je

x*Ht = xk — @, S, VF(X¥), k=0,1,2, .. (15a)
gde je
Vf(x*) = Qx* — b. (15b)

Posto je f(x) kvadratna funkcija, a; se moze eksplicitno izraziti kao

_UF(R) v (20
() s ks F (k)

(15¢)

Sledi teorema o konvergenciji u slu¢aju kada je f kvadratna funkcija.

Teorema 13. [2] Neka je x* jedinstveno resenje problema (12) i neka je niz {x*}
generisan modifikovanim Njutnovim postupkom. Definise se funkcija E(x) =

%(x —x)TQ(x — x*). Tadazasvako k = 0,1,2, ... vazi

EGe+) < (B k), (16)

By+by
gde su by, i B, redom najmanji i najveci karakteristi¢ni koreni matrice S, Q.
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Dokaz:

Direktnom zamenom sledi

E(x) — E(x"*) (Vf ()T S, Vf (x"))?
E(x*) (VTS QS VF (xF)) (VF (xF)TQ-1Vf (xK))

Ako se stavi da je
i 1 1
T = $k2Q82 1 pr = S2Vf(x")
tada je

E(x*) — E(x**1) _ (" Pr)?
E (x*) (pi” Tepi) (0™ T 'o1)’

Iz Kantoroviceve nejednakosti sledi
By — bi\*
E(x*1) < (—) E(x*
6D < (g=p,) 6D

gde su by i B, redom najmanji i najveci karakteristi¢ni koreni matrice Tj. Kako je

1 _1
Sk2TSk 2 = 5,Q

sledi da je matrica S, Q slicna matrici T, te ima iste karakteristi¢ne korene.

Iz ove teoreme se vidi, da ako je matrica S, dovoljno dobra aproksimacija za Q 1,
onda ¢e se najmanji i najveci karakteristi¢ni koreni malo razlikovati pa ¢e konvergencija
biti brza. U slucaju kada funkcija cilja nije kvadratna, pri¢a je analogna. Dakle matrica Sj,
treba da bude dovoljno dobra aproksimacija za inverzni Hesijan V2f(x*)~%, da bi
postupak brze konvergirao.

Kantorovi¢eva nejednakost

Neka je Q pozitivno definitna, simetricna matrica dimenzije n X n. Tada za bilo koji
vektor x vazi

(xTx)? - 4aA
(xTQx)(x"Q'x) — (@ + A)?

gde su @ najmanji i A najveéi karakteristi¢ni koreni matrice Q.
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U grupu kvazi-Njutnovih postupaka spada i metod koji kombinuje najbolja
svojstva metode najbrzeg pada i Njutnove metode. Ideja je da se u pocetku primenjuje
metoda najbrzeg pada koja je globalnog karaktera, a kad se dode blizu reSenja da se
primeni Njutnova metoda koja je brza. Neophodna pretpostavka za primenu ove metode
jeste da je feC1(R™).

Na pocetku se pocinje Kosijevom metodom najbrzeg pada, Sto daje velike pocetne
skokove

xktl = xk — - VF(xF),
a zavrSava se Njutnovom metodom Sa a;, = 1, Sto ¢e garantovati kvadratno zavrSavanje
XK+ = 3k — g - (V2F(9)) T VE ().
Ovde se umesto Hesijana koristi neka njegova aproksimacija Hy, tj.
xk*tl =xk —q, - H,-VF(x®), k=0,1.2,..
Na pocetku metode se stavlja da je Hy = E, tj. H, je jedini¢na matrica. Tada je
xt=x%—ay - VF(x?),
Sto se poklapa sa KoSijevom metodom.

Kao i ranije, ay, k =0,1,2,.. se nalazi reSavanjem problema jednodimenzionalne
optimizacije funkcije f iz tatke x* u smeru

d* = —H, -Vf(x*), k=0,1,2, ...

Kako bi metoda imala kvadratno zavrSavanje, potrebno je da u svakom koraku
matrica Hy, k = 0,1,2,... bude ,upotpunjena“ tako da dobro aproksimira inverzni
Hesijan

(VZfG)™

kada je x* blizu tatke optimuma.

U sluc¢aju kada funkcija cilja ima oblik kvadratne forme

flx) = %(Ax,x) +(b,x) +c,

gde je A pozitivno definitna matrica, posle n iteracija matrica H,, treba da bude jednaka
inverznom Hesijanu funkcije f, tj. H,, = A1,

Postoje razliciti nacini ,,upotpunjavanja“ matrice Hy, a ovde je naveden jedan od
njih.
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Matrica H;, se upotpunjuje pomoc¢u dve matrice Ay, 1 By, tako da vazi
Hk+1 = Hk +Ak + Bk} k= 0,1,2,
gde matrice Ay i B, imaju rang jednak jedinici, $to zna¢i da u opStem slucaju matrica
Ay + B, ima rang jednak broju dva. Ova metoda se naziva Davidon-Fletcher-Powell
(DFP) metoda.
Algoritam 3. DFP metoda
Korak 1. Izabrati pocetnu aproksimaciju i pocetnu pozitivno definitnu matricu H, (Cesto
se uzima Hy, = E). Izracunati gradijent funkcije f u tacki x°, tj. g° = V£ (x°). Odrediti
kriterijum za zaustavljanje, npr. sa nekim malim K > 1. Staviti k = 0.
Korak 2. Izradunati smer pretrazivanja funkcije f iz tacke x*
dk = —Hkgk.
Korak 3. Naci a; > 0 kao reSanje problema jednodimenzionalne optimizacije u smeru
dk
min f(x* + ad®).

Korak 4. Izradunati
Zk = U dk

I novu aproksimaciju
xk+l = xk 4 zZk,

Ako je ay < K - a, algoritam se zaustavlja i optimalno reSenje je x* = x**1. Ako je
a, > K - a, nastaviti sa algoritmom.

Korak 5. Matrica H, se upotpunjava na sledeéi nacin:

gk+1 — Vf(xk“)

1
A = 2 why (2 ()"

Bk = Hka(Wk)THk

(WK, Hwk)

Hk+1 = Hk + Ak + Bk'

Staviti k = k + 1 i vratiti se na Korak 2.
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Potrebno je napomenuti da se vektor d* u koraku 2. moZe normalizovati, tj. za d* se
moze uzeti

dk - _ Hkgk

| Hieg Il

Ova normalizacija doprinosi stabilnosti metode. Takode, za gradijente izracunate u dve
uzastopne iteracije vazi relacija ,,ortogonalnosti*

(g*L, Heg®y=0, k=012,..
Lema 3. [8] U DFP metodi svaka matrica Hj, izraCunata u Algoritmu 4 je pozitivho
definitna.
Dokaz:
Dokaz se izvodi indukcijom. Po pretpostavci, poCetno H, je pozitivno definitno.
Pretpostavlja se da je i H; za neko k > 0 pozitivno definitno. Treba pokazati da iz ovoga

sledi da je i Hy., pozitivno definitna matrica.

Kako su Hy, Ay, By, simetri¢ne matrice, sledi da je i njihov zbir Hy,; simetri¢éna matrica.
Treba joS pokazati da je

(§,Hp18) >0, za svako € # 0.
Iz definicije d* i g* iz Algoritma 4 sledi
Vf(x*)d* = —Vf(x*)Hg" = —(g" Hg*) <0,

$to znadi da je d* smer u kome funkcija f opada iz tatke x* i zbog toga je a; > 0. Kako
je matrica H, po pretpostavci pozitivno definitna, sledi

Hk :Sk'Sk' (17)

gde je S neka pozitivno definitna matrica. Neka za neki proizvoljan vektor § # 0, vazi

p=Sk-§% i q=S wk
Sada je

<Zkt E)Z _ <E,Hka)2 _( )+ (Zklz>2 _(P'Q)Z
5wk wE Hw PP TG wRy T (g,q)?

(& H418) = (§ H ) +

pa na osnovu (17) i uvedenih oznaka, sledi

(0, pXq,q9) — (p,q)? N (2%, %) - (z%,%)?
(9,q)? (zk, wk) = (zF, wk)

(Er Hk+1£> =

jer je (p, q)*> < (p,p){q, q) prema tzv. nejednacini Cauchy-Schwartz-Bunjakovskog.
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Sada je
(Zk,Wk) — (Zk,gk+1 _ gk>
= —(z¥, g*) zbog svojstva ortogonalnosti

= ay(g", Hig"), prema definiciji z*.

Kako je a;, > 0 i isto tako (zbog pozitivne definitnosti matrice H,) sledi (g*, H,g*) > 0
a odavde je (z*,wk) > 0.

Iz ovoga sledi da je (¢, H,1&) > 0 za svako & # 0, sto je i trebalo dokazati.
Potrebno je napomenuti, da se u dokazu pretpostavilo da je g* # 0, tj. da x* nije

stacionarna tacka. U slucaju da ovo ne vazi, algoritam se zavrSava u k-toj iteraciji i gornji
rezultat vazi samo za H;,i = 0,1, ..., k.

Lema 4. [6] Neka je funkcija cilja kvardatna forma

flx) = %(Ax,x)+ (b,x) +c

sa pozitivno definitnom matricom A, A € R™",b € R", c € R. Tada vazi

(d¥,AdYY=0zak#1 i H,Ad'=d'zak >l

Teorema 14. [6] Kada se DFP algoritam primeni na funkciju cilja koja je kvadratna
forma

flx) = %(Ax,x) +(b,x)+c,

gde je A pozitivno definitna simetri¢na matrica, minimum se dobija u najvise n iteracija.
Ako se redenje dobija u n-tom koraku onda je H, = A™L.

Dokaz:

Neka su u DFP algoritmu dobijeni vektori d*,k =0,1,..,n—1 (ako resenje nije
dobijeno ranije). Oni su na osnovu Leme 5 linearno nezavisni i mogu generisati ceo
prostor R™. Koriste¢i Lemu 4 vazi HnAdk =dfzak=0,1,..,n — 1. Posto vektori d¥
¢ine bazu prostora, sledi da je H,Ax = x, za svako xeR™, pa sledi H,, = A~1. Dalje je
prema Lemi 4

(d¥,Ad™)=0,k=0,1,..,n—1,

(d™, AH, Vf(x™)) = 0,
(d*,VF(x™) = 0.

Posto je V£ (x™) normalno na n linearno nezavisnih vektora d*, k = 0,1, ...,n — 1 sledi
VF(x™) =0,t. x™ =x".
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Primer 5. Odrediti minimum funkcije
f(x1,x5) = %12 — 2x1%5 + 22,2 — x; — 2,
DFP metodom iz pocetne tacke x° = [1,1.5].
Resenje:
Kako je data funkcija kvadratna i strogo konveksna, sledi da ¢e se reSenje naci u najvise
dva koraka. Zbog toga se ne odreduje pravilo zaustavljanja. Za pocetnu pozitivno

definitnu matricu H,, se bira da je jedini¢na matrica.

Neka je gradijent funkcije
2x1 —2x, — 1
VG2 = | 5y 4 ay — 2

tada je gradijent u pocetnoj tacki
0 0y — [—2
g°=vf =77

Dalje, je
d° = —Hyg" = —Vf () = [ %]
0 -2 '

Sada se trazi optimalna duZzina koraka a,. Ono se nalazi kao reSenje sledec¢eg problema
minimizacije

— 0 0y — 1+2a 1\ _ _4c_ )
fo@) = fG° +ad®) = £ (|, "5 |) = =15 - 8a + 200
Odavde sledi
fo (@) =0 kadajea = 0.2,
pajeap=0.21i

0 _ o_[0.4
- 2 =02d°=| " |
Sada je prva iteracija

Sledi upotpunjavanje matrice H;.

—-0.4

g =V =)

wl=gl—g°=Vf(x?) - vf(x°) = [:81] N [_22] - [—1264 ’
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1 11016 -0.16
— 0y, — _— [ 9 .
Ao =y FIE =12 016 016
1 1 1256 —3.84
By = ———— Hyw®(Ww®) T Hy = —— | “ :
0 = (w0 Howoy HoW W) THo = 57 [—3.84 5.76

0.79231 0.36154

H,=Hy,+ A, + By = .
L ot Ao+ By [0.36154 0.40769

Racuna se druga iteracija.

0.79231 0.361541[—0.4 0.46154
dlz_nglz_[ [—04 =[

0.36154 0.40769 0.30769/)

Optimalna duzina koraka @ se nalazi kao resSenje sledeCeg problema minimizacije

_ 1 1N\ _ 1.4 + 0.46154«
fil@) = £+ ad) = 1 ( 11 +O.30769a])'
Odavde sledi
fi'(a) = 0 kadajea = 1.3,
pajea; = 1.31i

1 _ 1 _ [0.6
| o z' =13d _[0_4.
Sada je druga iteracija

xt2=xt+z'= [1?5]

§to je i trazeni minimum.
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3.4 Metoda konjugovanih gradijenata

Metoda konjugovanih gradijenata je nastala sa idejom da se dobije postupak koji
je brzi od metode najbrzeg pada, a s druge strane da se izbegne izraCunavanje Hesijana i
reSavanje sistema jednacina, tj. da se dobije postupak koji je jeftiniji od Njutnovog
postupka.

Postupak konjugovanih gradijenata je modifikacija postupka najbrzeg pada, u
smislu da se kod ove metode drugacije bira pravac pretrazivanja.

Kod ovog postupka uzastopni pravci nisu medusobno ortogonalni, kao §to je to
slu¢aj kod metode najbrzeg pada, ve¢ su konjugovani u odnosu na simetri¢nu pozitivno

definitnu matricu.

Definicija 15. Neka je A pozitivno definitna matrica reda n. Pravci py, p1, ..., Pm, m < 1,
su konjugovani u odnosu na matricu A4, tj. A-konjugovani, ako vazi

Lema 5. [6] Pravci konjugovani u odnosu na pozitivno definitnu matricu su linearno
nezavisni.

Definicija 16. Neka je Y™ linearni vektorski potprostor dimenzije m u prostoru R™. Skup
a+ Y™, gde je a e R", naziva se linearna mnogostrukost dimenzije m. Mnogostrukost
dimenzije n — 1 se naziva hiperravan, a linearna mnogostrukost dimenzije 1 je prava.

Lema 6. [6] Skup
G={xeR™ (c,x)=vy}, ceR™, c#0, yeR

je hiperravan prostora R™. Vektor c je vektor normale hiperravni G.

Sledi algoritam za metodu konjugovanih gradijenata.
Algoritam 4. Metoda konjugovanih gradijenata
Korak 1. Izabrati pocetnu tacku x° € R™. Zadati € > 0 za izlazni kriterijum.
Korak 2. Ako je ||[Vf (x|l < ¢ tada je x° = x* reSenje. Inace, preéi na korak 3.
Korak 3. Staviti p, = Vf(x?).
Korak 4. Naéi ay, kao resenje problema mingsq f(x* — a - py).
Korak 5. Staviti x**1 = x* — a, - p,.

Korak 6. Izra¢unati V£ (x**1). Ako je ||Vf(x**1)|| < € tada je x**1 = x* reenje, inade
izraCunati

Prs1 = V() — By - oy
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gde se By se racuna na jedan od sledeca tri na¢ina

(VF (), V()

D b= (i, V2f (¥ V)py)

v

D Fe= v
TG — TFR), VAR

wy Fie=- VGO

Korak 7. Zameniti k sa k + 1 ii¢i na korak 4.
Za primenu ove metode potrebno je da je feC(R™), a ¢ak i feC?(R™) ako By

odredujemo sa i).

Specijalan slu¢aj metode konjugovanih gradijenata je sluc¢aj kada funkcija cilja
ima oblik kvadratne forme

flx) = %(Ax,x) +(b,x)+c,

gde je A simetri¢na, pozitivno definitna matrica reda n, b,x € R™,c € R. Tada se do
resenja dolazi sli¢no kao u Algoritmu 2, sa tim da se a; 1 5 racunaju na sledec¢i nacin

5 _ AP TFGE)
" (Pie Apye)

_ IV ()12
(Ap, Pi)

29%

Potrebno je napomenuti da ako funkcija cilja ima oblik kvadratne forme, tada
metoda konjugovanih gradijenata daje reSenje u najviSe n koraka, gde je n dimenzija
problema.

Teorema 15. [6] Neka je funkcija cilja oblika kvadratne forme
1
f0) = 5(Ax,x) +(b,x) + ¢

gdeje A € R™™, b € R™, c € R i neka su pravci p, odredeni sa

Pr = Vf(x¥) = Bro1Pi—1
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gde je
g = T Ape)
T (Apr-1,Pr-1)

i pg = Vf(x°),px—_1 # 0. Tada vazi:

1) Pravci p, su konjugovani u odnosu na matricu A i vektori Apq, Ap,, ... ,Apy SU
linearno nezavisni.

2) x* pripada linearnoj mnogostrukosti dimenzije n — k, koja je data izrazom

Gni = {xeR™;(Ap;_1,x —x')=0,i =1, ..., k}.
3) Metoda konjugovanih gradijenata daje minimum kvadratne forme u najvise n koraka.
Dokaz:

1) Teorema se dokazuje indukcijom. Prvo treba pokazati da tvrdenje vazi za k = 1, tj. da
vazi

<Ap01 pl) = (APL po) = 0.

Zbog simetri¢nosti matrice je
(Apo, p1) = (Ap1, Do),

a iz definicije koraka B, sledi

(Apo,p1) = (ApO,Vf(xl) — BoPo)
(Apy Vf (D))
= (4p,, Vf(x') - ———
(py VF ) =T,
_ (Apo,Vf (x1)(Apo,po)—(Apo,Vf (x1))po)
(ADo,D0o)

_ (Apo,Vf (x1) (AP0, Do) —(AD0,D0))) 0
(Apo,D0o) )

Sad jo$ treba dokazati da su Ap, i Ap; linearno nezavisni vektori. Pretpostavlja se
suprotno, tj. da postoje konstante a, i a, takve da je

alApo + azApl = O;
pri cemu je bar jedna od konstanti a, ili a, razli¢ita od nule. Neka je a; # 0. Mnozenjem
ove jednakosti skalarno sa p; dobija se da je a, = 0, a mnozenjem sa p, dobija se da je

a; = 0, $to je u kontradikciji sa pretpostavkom. Dakle, vektori su linearno nezavisni.

Dokaz za k je analogan prethodnom.
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2) Kako je x* minimum, sledi da je Vf(x*) = Ax* — b = 0,1j. x* = A~1b. Sada je

(Ap—1,x" — xk> = (Apk—l»A_lb - xk) = (A_lAPk—pb - Axk> = ~(Pr-1, Vf(xk))
=0,k=1,..,n

Dakle, x*e G,,_.

3) Kada je Vf(x*~1) = 0 sledi da je x* = x*~1. Kada je pak, Vf(x*~1) # 0 sprovodi se
postupak konjugovanih gradijenata. Kako je x*e G, € G; € ... € G,_; € R™ sledi da je
G, dimenzije nula, dakle G, = {x*}. Ukoliko pre n-tog koraka ne postoji slu¢aj kada je
VF(xk=1) = 0, sledi da je Vf(x™) = 0, tj. x™ = x*.

Ukoliko pak funkcija cilja nema oblik kvadratne forme, tada ne postoji garancija u
koliko koraka se dolazi do reSenja. Moze se desiti da dode do nagomilavanja greSaka, pa
se zato nakon odredenog broja koraka radi restart tj. uzima da je S, = 0, tj. za pravac
pretrazivanja se bira pravac negativnog gradijenta i ta modifikacija se naziva metoda
konjugovanih gradijenata sa restartom. Ova metoda je uopstenje metode najbrzeg pada.
Njena brzina konvergencije je data istom formulom kao kod metode najbrzeg pada, s tim
Sto su veliki karakteristi¢ni koreni eliminisani iz razmatranja, o ¢emu govori naredna
teorema.

Teorema 16. [2] Neka je f € C2(R™) i neka je x* lokalni minimum od f(x). Neka je

VZf (x*) simetri¢na i pozitivno definitna matrica ¢&iji je najmanji karakteristi¢ni koren @, a
najve¢i A i koja ima (n —m) karakteristicnih korena u intervalu [a,b],a >0, a
preostalin m karakteristi¢nih korena veé¢ih od b. Ako niz {x*} generisan metodom
konjugovanih gradijenata sa restartom svakih (m + 1) koraka (tj. x*** se dobija iz x* na
osnovu (m + 1) konjugovano gradijentnih koraka) konvergira ka x*, tada {f(x*)}

: . - . (b-a\?
konvergira ka f(x*) sa koeficijentom brzine (m) :

Primer 6. Metodom konjugovanih gradijenata odrediti minimum funkcije

fx) = §x12 + Exzz — Xx1.X5 — 5x;
gde je x = [xq,x,]7 € R?, apocetna tacka je x° = [0,0].
Resenje:
Funkcija cilja se moze zapisati kao
flx) = %(3x12 + 5x,% — 2x; * x) — 5x;
i ona ima oblik kvadratne forme, gde je

A=[—31 _51] b=[_05]'
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S obzirom na to da je funkcija cilja kvadratna, do reSenja se dolazi u najvise dva koraka.

Gradijent funkcije cilja je oblika

' Vf(x) =Ax+b
tj.
3x; —x,—5
Vi) = [ —1x1 +25x2 ]

Posto je ||Vf(x?)|| = V25 # 0, dakle x° = [0,0]” nije resenje.
Trazi se prva aproksimacija

xt=x%—apo
gde je
po=VFG = 7]
Ve 25 %1
T e [ FA T

Sada je x! = [ IS/Sl

0
Kako je Vf(x!) = l_ S/Bl i [[VF(eD)|| # 0, sledi da x? nije resenje.

TraZzi se druga aproksimacija

x*=x'—a; py

gde je
=Vf(x") = B po

upovry (s [ 5/ l>

1=

(Apo, Po)
L/
' (Apypy) _1][ 5/9” 5/9] 14
5/3
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Sada je

p1—l 5/3l 9[ 5] [ 5/9

5/ s 5/9 ~ 25/14
paje [Ol 5/3]_[5/14 .
25

Posto je Vf(x2) = [g] tj IVF(x?)|| = 0, sledi da je x? = 5/ 14 reSenje problema.
14

Primer 7. Odrediti minimum funkcije

f(x) = x1%2 —x12, — 4x; + X,2 — x,
metodom konjugovanih gradijenata, sa po¢etnom iteracijom x° = [0,0]7
Resenje:

Zadatak je reSenjen u programskom paketu Matlab. Naredni M-file-ovi koji se koriste pri
odredivanju minimuma ove funkcije.

Prvi M-file se odnosi na raCunanje gradijenta funkcije f:

function g= grad(f, x,h)

$racuna gradijent funkcije f (x)
if nargin<3, h=.00001; end

h2= 2*h; N= length(x);

I= eye(N);

for n=1:N
g(n)= (feval (f,x+I(n,:)*h)-feval(f,x-I(n,:)*h))/h2;
end

Slede¢i M-file se odnosi na odredivanje minimuma.

function [xo,fo] = opt conjg(f,x0,TolX,TolFun,alphal,MaxIter,KC)

SKC = 2: Koristi metod konjugovanih gradijenata

if nargin < 7, KC = 0; end

if nargin < 6, MaxIter = 100; end

if nargin < 5, alphaO = 10; end

if nargin < 4, TolFun = le-8; end

if nargin < 3, TolX = le-6; end

N = length(xO nmaxl = 20; warning = 0; h = le-4;%dimenzije promenljive
x = x0; fx = feval(f,xO); fx0 = fx;

for k = 1: MaxIter

xk0 = x; fk0 = fx; alpha
g = grad(f,x,h); s = -g;
for n = 1:N

alpha = alpha0;

fx1 = feval (f,x + alpha*2*s);

for nl = l:nmaxl %$Nalazi optimalnu duzinu koraka
fx2 = fx1; fx1 = feval (f,x+alpha*s);

alphaO;
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if £fx0 > fx1 + TolFun && fxl1 < fx2 - TolFun %fx0 > fxl1 < £fx2
den = 4*fxl - 2*fx0 - 2*fx2; num = den-fx0 + fx2;
alpha = alpha*num/den;

x = x+alpha*s; fx = feval (f,x);

break;

elseif nl == nmaxl/2

alpha = -alpha0O; fx1 = feval(f,x + alpha*2*s);
else

alpha = alpha/2;

end

end

x0 = x

fx0 = fx

if n < N

gl = grad(f,x,h);

if KC <=1, s = - gl +(gl - g)*gl'/(g*g'+ le-5)*s;
else s = -gl + gl*gl'/(g*g'+ le-5)*s;

end

g = gl;

end

if nl >= nmaxl, warning = warning+l;

$nije nadjena optimalna duzina koraka

else warning = 0;

end

end

if warning >= (norm(x - xkO0,2)<TolXé&&abs (fx - fk0)< TolFun),break;
end

end

xo = x; fo = fx;

if k == MaxIter, fprintf('Just best in %d iterations',MaxIter),
end

Sada se u Matlab prozoru izvrSava program:

>> f = inline(’x(1).72 - 4*x(1) - x(1).*x(2) + x(2).*2 - x(2)",'x");

>> X0 =[0 0]; TolX = le-4; TolFun = le-4; alpha0 = 10; MaxIter = 100;
>> [xo0,fo] = opt_conjg(f,x0,TolX, TolFun,alpha0,MaxlIter,2)

X0 =

2.6154 0.6538

x0 =

-5.5577

x0 =

3.0000 2.0000

fx0 =
-7.0000
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X0 =

3.0000 2.0000
fo=

-7.0000

Dakle, minimum funkcije je [3,2]7. U sledeéoj tabeli su navedene sve iteracije

dobijene metodom konjugovanih gradijenata.

k xy x; f(x*)
0 0 0 0

1 2.6154 0.6538 55577
2 3.0000 2.0000 -7.0000

Master rad

Tabela 3. Vrednosti iteracija dobijenih metodom konjugovanih gradijenata

Dakle, metodom konjugovanih gradijenata reSenje je dobijeno u drugoj iteraciji, a
isti ovaj zadatak je reSen prethodno metodom najbrzeg pada gde je reSenje dobijeno u 13.
iteraciji.

Metode konjugovanih gradijenata se odlikuju kvadratnim zavrSavanjem, medutim
numericki rezultati pokazuju da su one osetljive na izbor duZzine koraka, pa mogu biti
neefikasne u nekim sluc¢ajevima. One daju dobre rezultate pri reSavanju problema bez
ograniCenja velikih dimenzija, jer ne koriste loSe uslovljene matrice za izraCunavanje
pravaca pretrazivanja.
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4 Optimizacija sa ograni¢enjima - Metode kaznenih funkcija

Posmatra se problem minimizacije sa ograni¢enjima oblika

min f(x), (18)

x€X
gde je X dopustiv skup.

Medu najjednostavnije 1 najpopularnije metode za reSavanje problema ovog tipa
spadaju metode kaznenih funkcija. One svode problem (18) na niz problema optimizacije
bez ogranicenja.

Prvu kaznenu funkciju sa ograniCenjima tipa jednakosti uveo je Kourant
(Courant) 1943. godine, a 1969. godine Pietrgikovski (Pietrgykowski) je analizirao ovaj
pristup za reSavanje nelinearnih problema. Znacajan napredak u reSavanju prakti¢nih
problema koriséenjem metoda kaznenih funkcija dali su Fiako i Mekormik, u svom radu
pod nazivom tehnike sekvencijalne neograni¢ene minimizacije (SUMT), a 1968. godine
oni su predstavili efikasne algoritme za optimizaciju koris¢enjem metoda kaznenih
funkcija. Ovom tematikom bavio se i Flecer (Fletcher) koji je uveo neke nove koncepte
kaznenih funkcija.

Metode kaznenih funkcija su procedure za reSavanje problema optimizacije sa
ograni¢enjima pomocu niza problema optimizacije bez ograni¢enja. Kod ovih postupaka
aproksimacija se postize dodavanjem kaznenog ¢lana funkeiji cilja u delu domena koji ne
zadovoljava data ograni¢enja (nedopustivo podrucje). Ovako se pogorSava vrednost tako
modifikovane funkcije cilja, 1 tacke u nedopustivom podrucju ¢ée postati “lose”
(nekonkurentne), S§to proces traZenja prilikom optimizacije ,tera® iz nedopustivog
podrucja. Kako su ogranienja ,,ugradena” u modifikovanu funkciju cilja, problem
postaje problem bez ogranicenja, pa se za njegovo reSavanje mogu primeniti postupci Koji
se koriste u tu svrhu.

Modifikovana funkcija cilja se u dopustivom podruéju mora poklapati sa zadatom
funkcijom cilja. Zbog toga je vazno da parametar koji odreduje tezinu kazne ima
zanemarljiv uticaj na iznos funkcije cilja na dopustivom skupu.

Medutim, u delu domena koji ne zadovoljava ogranicenja, funkcija cilja treba da
prima velike vrednosti. To se postize dodavanjem kaznenog cClana, koji je definisan na
takav nacin. Kako se funkcija cilja modifikuje, moguce je primeniti postupke za
optimizaciju problema bez ogranicenja, a da ograni¢enja ipak budu zadovoljena.

Namece se vazno pitanje, koliko dobro problem bez ograni¢enja vrsi
aproksimaciju originalnog problema sa ogranicenjima. Ovo je od sustinskog znacaja za
ispitivanje toga, da li reSenje problema bez ograni¢enja konvergira ka reSenju originalnog
problema.

Drugo pitanje, koje se postavlja kod ovakvih problema jeste, kako da se resi dati
problem bez ogranicenja, kada njegova funkcija cilja sadrzi kazneni €lan, jer je obi¢no
struktura pomoc¢nog problema bez ograniCenja mnogo slozenija, $to moze usporiti
konvergenciju algoritama koji se koriste za resavanje takvih problema.
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Ukoliko funkcilja cilja i ograni¢enja nisu diferencijabilni u domenu, tada se za
reSavanje niza problema optimizacije bez ograni¢enja koriste negradijentne metode, kao
Sto su napr. metoda Hooke-Jeeves, Nelder-Mead simpleks postupak, Powellov postupak i
dr.

Ukoliko su pak funkcija cilja i ograni¢enja diferencijabilne, tada se mogu
primeniti gradijentne metode. Neke od naj¢esce koris¢enih metoda u tu svrhu su postupak
konjugovanih gradijenata, Njutnov postupak, kvazi-Njutnovi postupci i konjugovani
gradijenti sa restartom.

Metode kaznenih funkcija su jednostavne za primenu, a u ovom radu su

predstavljene metode spoljasnjih i unutrasnjih (barijernin) kaznenih funkcija, kao i
njihove kombinacije sa metodom konjugovanih gradijenata i Njutnovom metodom.
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4.1 Metoda spoljasnjih kaznenih funkcija

Kao $to je receno, osnovna ideja metoda kaznenih funkcija jeste svodenje
problema (18) na niz pomo¢nih problema.

Problem (18) se moze priblizno resiti reSavanjem niza problema minimizacije bez
ogranicenja oblika

min F(x), k=12, .. (19)
X € X,

gde je X c X, € R™
Funkcije Fy(x) su pomoéne funkcije, koje se odreduju tako da se sa porastom

broja k sve manje razlikuju od funkcije cilja f(x) na skupu X, a van dopustivog skupa X
trpe beskonacno veliku kaznu, $to se postize uvodenjem kaznenog dodatka.

Skup X, je najcesce ceo prostor R™ ili neki njegov podskup. U ulozi skupa X,
obi¢no se uzima skup koji je zadat na jednostavan nacin, tako da minimizacija pomo¢nih

funkcija Fy (x) na skupu X, ne predstavlja veliki problem.

Definicija 17. Kaznene funkcije skupa X na skupu X, (X < X,) su funkcije {qr (%)}, k =
1,2, ... koje su definisane i nenegativne na skupu X, sa osobinom

I _{ 0, x €X
A g () = +o, xEXy\X.

Prosirena funkcija Fj (x) u (19) ima oblik
Fro(x) = f(x) + q,(x), x € X,, k=1,2,..

pa se reSava niz problema

min F, (x) = min( f(x) + qx(x)), x € Xy, k =1,2,... (20)
Neka je Fy, = infyex,Fx(x) > —oo, k=12,.. . ReSenje problema (19) za
fiksirano k se obelezava sa x*, odnosno
F(x*) = F_.
Za Siroku klasu problema vazi limy_,F, = f* ili lim,_,x* =x* gde je f*=

min f(x), x € X, ax” je optimalno reSenje problema (18).

Ukoliko se neki od problema (20) ne mogu tacno resiti, reSavaju se priblizno
nekom metodom tako da vazi

F(x®) <F +¢&, &>0, limg =0,  k=12,..
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U dopustivom podrucju problema, vrednosti ukupne modifikovane funkcije cilja
su manje, jer tu nema kaznenog dodatka, zbog ¢ega se ne stvara ,,zid* kako tok trazenja
ne bi izasao iz dopustivog podruéja, ve¢ kazneni dodatak “gura” tok traZenja optimuma u
dopustivo podruc¢je. Kod spoljasnjih kaznenih funkcija pocetna tacka i druge tacke za
vreme procesa trazenja optimuma ne moraju biti u dopustivom podrucju.

Oblik kaznenih funkcija osigurava porast modifikovane funkcije cilja van

dopustivog skupa, dok u dopustivom skupu nema kazne, tj. kazneni dodatak je nula.

Na slici 2. se vidi geometrijska interpretacija jednog niza spoljas$njih kaznenih
funkcija {q, (x)}

q3(x)

X
Slika 2. Niz spoljasnjih kaznenih funkcija

Neka je dopustiv skup X definisan na slede¢i nacin
X={x€eR", g(x)<0,i=1,...,m, gi(x)=0,i=m+1,...,s}. (21)
Jedna od najcescée korisc¢enih spoljasnjih kaznenih funkcija za skup X je
qi (x) = tpq(x)
gde je
q(x) = I ymax{0, 9,0} + Zipalg, |, P21 xex, (22)
ili
q(x) = T2109,() + 9,60 /2,
gde su t, > 0,k = 1,2, ... sa osobinom
limy,_,, tp = +oo,

i zovu se kaznene konstante (kazneni parametri).
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Ukoliko su funkcije g;(x) € C"(X,) zai=1,...,s, tada je za bilo koje p > r,
q(x) € C"(Xo).

U praksi se obi¢no za p uzima vrednost 2, jer to obezbeduje da je q(x) klase C?,
tj. da ima neprekidan prvi izvod.

Ako se kaznena funkcija g, (x) bira na pomenut nacin, tada ona nasleduje dobra
svojstva funkcija g;(x), tj. ako su funkcije g4, ... , g5 diferencijabilne i/ili konveksne, to
¢e vaziti i za q, (x).

Metoda spoljasnjih kaznenih funkcija data je slede¢im algoritmom.

Algoritam 5. Metoda spoljasnjih kaznenih funkcija

Korak 1. Neka je {t;}, k = 1,2 ... niz koji tezi beskonacnosti, tako da je za svako
k, tp = 0, tyyq >ty

Korak 2. Zasvako k = 1,2 ... definise se funkcija

Fie(x) = f(x) + qr(x)

I reSava se problem
min Fy, (x), x €X,

odakle se dobija resenje x*.
U koraku 2. se pretpostavlja da za svako k problem minimizacije ima resenje.

Za konvergenciju navedenog postupka bitan je odnos funkcije cilja i ograni¢enja u
datom problemu.

Definicija 18. Ogranienja g;(x), i =1,...,s su saglasna sa funkcijom cilja f(x) na
skupu X, ako za bilo koji niz {x*} € X, sa osobinom:

lim esup g;(x¥) <0,i=1,..,m
(23)

limg,e g;(x¥)=0,i=m+1,..,s

sledi

limy_,o inf f(x¥) = f* =inff(x),x €X.
Teorema 17. [6] Neka je Fr(x) = f(x) + trq(x), k =1, ...,s gde je q(x) definisana sa
(22). Neka su ograni¢enja u (21) saglasna sa funkcijom cilja f (x) na X,,. Tada vazi

lim Fy_ = f*.

k—oo
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Teorema 18. [6] Neka je Fi(x) = f(x) + trq(x), k =1, ...,s gde je q(x) definisana sa
(22). Neka je

f=inff(x) > —o.
x € X,
Tada je
Ilim Fe, =f"

ako 1 samo ako su ogranic¢enja saglasna sa funkcijom cilja na X,.

Definicija 19. Tacka (x*,1*) € X, X Ay je sedlasta tac¢ka funkcije Lagranza L(x, A7)
pridruzene problemu (18) gde je skup X definisan sa (21), ako vazi:

L(x*,A) < L(x*,A*) < L(x,1%) Vx € X,,VA € A,
gdejeAg={24;20,i=1,..,m}.
Lema 7. [6] Ako funkcija Lagranza pridruZzena problemu (18) sa dopustivim skupom X
(21) ima sedlastu ta¢ku, onda su ograni¢enja g;(x), i =1, ...,s saglasna sa funkcijom
cilja f(x) na X,.
Dokaz:
Neka je (x*,1") € Xy, X A, sedlasta ta¢ka funkcije Lagranza L(x, 1),

L(x, ) = f(x) + Xi=1 Aigi (%),

X€EXy, AEAy,Ag ={AERS, 1; 20, i =1,..,m}. Neka niz {x*} € X, ima osobinu
(23).

Tada je
L(x*,A) < L(x*,A") = f* < L(x,1"), x € X,, AEA,.

Kako je {x*} € X,, sledi ]
frELER A = F9) + D Aigixh).
Zhog (23) je S =
lim inf " 2ig,(x*) < 0
i=1

pa sledi
f* <lim inff(x*),

k—oo

a to znaci da su ograniCenja saglasna sa funkcijom cilja.
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Teorema 19. [6] Ako funkcija Lagranza problema (18) sa dopustivim skupom X
definisanim sa (21) ima sedlastu tacku i ako je funkcija cilja f(x) ograni¢ena sa donje
strane na X,, tada za niz {x*} sa osobinom (23) vazi

lim f(x) = lim F(x*) = lim F, = f.
Dokaz:

Dokaz sledi direktno primenom Teoreme 18 i Leme 7.

U sledecoj lemi navedene su nejednakosti koje proizilaze direktno iz definicije x*

i nejednakosti ty,., > tp.

Lema 8. [2]
) Fe(x¥) < Fpyq (k1)
i) q(x*) = q(x**")
iif) f(x*) < fx*)
Dokaz:

i) 1z definicije F, (x) sledi

Fiear (F1) = M) + b1 (R = D) + 9 (KD = £ (9 + £,q(xF)
= F (x*)

il) Vazi da je
fG) + g () < FM) + g (xT)
O + 1 q () < FOF) + 61 ().
Sabiranjem prethodna dva izraza dobija se sledeca nejednakost

(tkr1 — t)q( ) < (tgrr — ) q(x")

odakle sledi ii).

iii) Takode vazi

FOED) + 6 q(** D) = f(xF) + tq(x9),

koristeci nejednakost pod ii) dobija se njednakost iii).
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Lema 9. [2] Neka je x* reSenje problema (19). Tada za svako k vazi
fx*) = F(x¥) = f(x").
fl) = f) + tq(x™) = f(xF) + tq(x¥) = f(x5).

Dokaz:

Teorema 20. [2] Neka je {x*} niz generisan Algoritmom 5. Tada, svaka grani¢na tacka
niza predstavlja resenje problema (19).

Dokaz:

Neka da je niz {x*}, k € K konvergentan podniz od {x*} ¢ija je granica x. Kako
je funkcija cilja f neprekidna, sledi

lim f(x*) = f(%).

Neka je f* vrednost funkcije cilja u optimalnoj tacki problema (19). Tada, prema
Lemi 8 i 9, niz vrednosti F; (x*) je neopadajuéi i ograni¢en sa f*. Dakle,

: k — * < *
}Clerg}Fk(x )= F" < f*~.
Kada se prethodna dva izraza oduzmu, dobija se
. kN * —
lim t,,q(x*) = F* = f(%).
Posto q(x*¥) = 0 t;, - oo, sledi
; ky —
ngl{ q(x*) =0.

Kada se iskoristi da je funkcija g neprekidna, sledi da je q(x) = 0, §to znaci da je
grani¢na tacka X dopustiva za (19). Na osnovu Leme 9 je f(x*) < f*, paje

f@) = limyegf () < f~.

Metoda spoljasnjih kaznenih funkcija je ilustrovana kroz nekoliko primera.
Primer 8. Dati problem optimizacije sa ograni¢enjima

min(3x? — 8x)

x—1<0.

resiti pomoc¢u metode spoljasnjih kaznenih funkcija.
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ResSenje:
Zadatak se reSava tako, Sto se problem svodi na reSavanje niza zadataka oblika

min F, (x),
X ER

a pri tom se koriste kaznene funkcije oblika (22). Tada je funkcija F;(x) definisana na
slede¢i nacin

F(x) = 3x? — 8x + t;, max{0,x — 1}, xeX, = R
i vazi da su t; pozitivni brojevi takvi da t;, — o, k — .

Moze se uoditi da je funkcija Fj, (x) konveksna i neprekidno diferencijabilna za svako k,
pa se minimum moze naci diferenciranjem. Posmatraju se dva slucaja:

1. max{0,x — 1} = 0.

Tada je Fp(x) = 3x%2 —8x i F,'(x) = 6x —8 = 0, odakle je x = g, $to se odbacuije jer
ne zadovoljava uslov x — 1 < 0.

2. max{0,x — 2} = x — 2.
Tada je modifikovana funkcija cilja oblika
Fr(x) = 3x% —8x + t,(x — 2)?

Dalje je
F/(x)=6x—8+2t,(x—2)=0

pa je reSenje prethodne jednacine

2, +8
ot + 6

Kako ovo reSenje zadovoljava uslov max{0, x — 2} = x — 2, usvaja se.
S obzirom da je lim,_,,, t;, = o sledi

248
lim x;, = lim k=1
k—oo tk—>002 +£

9"

tJ limk_)oo X = 1.

Posto je ovo problem konveksnog programiranja i f(x) € €, da bi se pokazalo da je x*
zaista reSenje, potrebno je koristiti sledecu teoremu.
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Teorema 21. [6] Neka je X konveksan skup, f(x) konveksnana X i f(x) € C1(X) i neka
je X, skup tacaka minimuma funkcije f(x) na skupu X, tj.

X,={x"€X|f(x*) = f* =min f(x),x € X}.
Tada vazi
x* € X, akoisamo akoje (Vf(x*),x —x*) = 0,Vx € X.

Dakle, da bi se pokazalo da je x* = 1 zaista reSenje Primera 4, treba pokazati da

vazi
(Vf(x*),x—x*)=0
tj.
(Vf(x),x —x")y=(=2,x—1)=0
Ovo je tacno, §to znaci da x* = 1 jeste reSenje polaznog problema i f* = f(1) = =5 je

optimalna vrednost funkcije cilja.

Primer 9. Neka je dat slede¢i problem minimizacije
min(x? + x;x, + x3)

x1+x2_2:0.

Resiti ga metodom spoljasnjih kaznenih funkcija.

Resenje:
Umesto ovog problema, resava se niz zadataka oblika

min F,(xq,x
(xl,xZ)ERZ k( 1 2)1

gde je
Fio(x1,%5) = x2 + x1x5 + x2+t, () + x5 — 2)2

modifikovana funkcija cilja. Posto je F,(x) neprekidno diferencijabilna i konveksna
funkcija, resava se sistem jednacina

J0F;
-_— = le+xZ+2tk(x1+x2_2) =0
dx,
J0F
—=x1+2x2+2tk(x1+x2—2) = 0
dx,
Odatle se dobije
_ _ 4t
¥k = Yok = 3T
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pa je

Ct = lim g
==l s =t

Dakle, niz [x¥, x¥]1T konvergira i lim,_..[x¥, x¥] =[1,1].

Pocetni problem je problem konveksnog programiranja i f(x) € C*. Zbog toga je
potrebno pokazati da x* = [x;,x;]7 zaista reSenje. To se pokazuje pomoéu Teoreme 21,
tj. treba pokazati da je

(VF(x*),x —x*) = 0.

Kako je
Wi =) =3[ 21 =30 - 0+ 36 - 1)

=3x1+3x2—6=3(x1+x2—2)=0,

zbog ogranicenja x; + x, — 2 = 0, sledi da je

zaista reSenje polaznog problema, a optimalna vrednost funkcije cilja je
fr=1"+1+1*=3,
Napomena:

Tacno reSenje se u prethodnim primerima trazilo diferenciranjem. Ovo je bilo
moguce jer su funkcije Fj(x) diferencijabilne i jednostavne. Kada je u pitanju problem
optimizacije ve¢ih dimenzija, koriste se neke od postoje¢ih metoda za optimizaciju bez
ograni¢enja. Nedostatak tih metoda jeste da one daju samo priblizno resenje tih problema.

Kako su kaznene funkcije kvadratne, one osiguravaju neprekidnost nagiba
modifikovane funkcije cilja, mada drugi izvodi nisu neprekidni na rubu dopustivog

podru¢ja. Zbog toga se vise preporucuju kvazi-Njutnovi postupci za reSavanje problema
bez ogranicenja, jer se kod aproksimacije Hesijana koristi samo prvi izvod funkcije cilja.

Primer 10. Na¢i minimum funkcije
fl,x,) = (x —2)* + (x, —3)* + 4
metodom spoljasnjih kaznenih funkcija uz ogranic¢enje
X, <3 —x;1

polazeéi iz pocetne tacke [5,5].
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Resenje:

Problem je reen u programskom paketu Matlab®, korid¢enjem kaznene funkcije oblika

1@ =) (@) +lgiCaN?/2

Modifikovana funkcilja cilja je

((XZ + xl - 3) + |x2 + xl - 3|)2)
2 .

F(xy,x3) = (¢ — 2)% 4+ (%, —3)* + 4 + tk(

U programskom paketu Matlab® napravi se M-file za re§avanje datog problema.
Izgled M-file-a je slededi:

function f=FunkcijaKaznena (x)
fun=(x(1)-2) "2+ (x(2)-3)"2+4;
kaz=10;

ogrl=(x(1l)+x(2)-3);
$spoljasnja kaznena funkcija
pen=(ogrl+abs (ogrl))"2/2;
f=funtkaz*pen;

Sada se izvrSava program:

>> FunkcijaCilja=@FunkcijaKaznena;

BrojVarijabli=2;

x0=[5 5];%spoljasnja pocetna tacka
options=optimset (' LargeScale’,’off’);
[x,fval,exitflag,output]=fminunc (FunkciljaCilja,x0, options)

Za razne vrednosti kaznenog parametra dobijaju se sledeci rezultati, prikazani u Tabeli 4.:

tacka kaznena optimum [x4, x,] funkcija iznos
konstanta cilja ograni¢enja

0 [5,5] 17 pocetna tacka
1 0.0001 [2,3] 4 2
2 0.1 [1.71,2.71] 4.57 1.42
3 1 [1.2,2.2] 5.6 0.4
4 10 [1.02,2.02] 5.95 0.04
5 1000 [1.0002,2.0002] 5.99 0.0004

Tabela 4. Rezultati dobijeni metodom spoljasnjih kaznenih funkcija
Iz tabele se vidi da je optimalno resenje
x* = ’l(im x, =[1,2]7

i optimalna vrednost funkcije cilja je f* = 6.
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Geometrijska interpretacija toka trazenja optimuma data je na slici 3.

izo-linije
funkcije
cilja

Slika 3. Tok traZzenja optimuma

Primer 11. Resiti problem
min(x%x2)

X1+x2=0
1—x,—x2=0

metodom spoljagnjih kaznenih funkcija, gde je x = [xq,x,]7 € R?.
Resenje:
Modifikovana funkcija cilja je oblika
Fie(xy,%2) = x§25 + e (eg + x2)% + £ (1 — xq — x5)2.
Problemi
min Fy, (x4, x5), XER?* k=12, ...

se reSavaju priblizno koriste¢i funkciju FindMinimum[-] u programskom paketu
Mathematica®”.
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Uzimaju¢i pozitivan rastuci niz parametara kazne, dobija se

Za tk =1
FindMinimum[(x"2)*(y"2)+(x+y)"2+(1-x-y*2)"2, {x,0},{y,0}]
{0.113106,{x—0.541556,y—-0.550815}}

zat, = 10
FindMinimum[(x"2)*(y"2)+10*(x+y)"2+10*(1-x-y"2)"2, {x,0},{y.0}]
{0.141549,{x—0.607655,y—-0.609932} }

zat, =100
FindMinimum[(x"2)*(y"2)+100*(x+y)"2+100*(1-x-y"2)"2, {x,0}.{y,0}]
{0.145448 {x—0.616957,y—-0.617204}}

zat,=1000

FindMinimum[(x"2)*(y"2)+1000*(x+y)"2+1000*(1-x-y"2)"2, {x,0},{y,0}]
{0.145853,{x—0.617926,y—-0.617951}}

zat, =10000

FindMinimum[(x"2)*(y"2)+10000*(x+y)"2+10000*(1-x-y"2)"2, {x,0},{y,0}]
{0.145894,{x—0.618023,y—-0.618026}}

zat, = 100000

FindMinimum[(x~2)*(y"2)+100000* (x+y)"2+100000*(1-x-y"2)"2, {x,0},{y,0}]
{0.145898,{x—0.618033,y—-0.618033}}

zat, =1000000
FindMinimum[(x"2)*(y"2)+1000000*(x+y)"2+1000000*(1-x-y"2)"2, {x,0},{y,0}]
{0.145898,{x—0.618034,y—-0.618034}}

zat, =10000000
FindMinimum[(x"2)*(y"2)+10000000*(x+y)"2+10000000*(1-x-y"2)"2, {x,0},{y,0}]
{0.145898,{x—0.618034,y—-0.618034}}

Sledi da je optimalno resenje dobijeno kada je t, = 10 000 000

x; ~ 0.618033
x; ~ —0.618033

i optimalna vrednost funkcije cilja je
f* ~ 0.145898

pri tome su ograni¢enja zadovoljena sa greSkom reda 10°.
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4.2 Metoda unutrasnjih kaznenih funkcija (barijernih funkcija)

Metoda unutra$njih kaznenih funkcija, nasuprot postupku spolja$nih kaznenih
funkcija, zahteva dopustivu, “unutrasnju” pocetnu tacku. Kada se tokom postupka
trazenja optimuma trenutna tacka priblizi ogranicenju, iznos modifikovane funkcije cilja
B, (x) mora znacajno da poraste zbog kaznenog dodatka, da bi se postupak trazenja
vratio u dopustivo podrucje. Zbog toga, odabrana kaznena funkcija za ogranicenja
nejednakosti u dopustivom podrucju mora imati zanemarljiv (“mali”) doprinos iznosu
funkcije cilja, a progresivno veliki iznos u blizini rubova dopustive oblasti. Unutrasnja
kaznena funkcija na ovaj na¢in formira takozvanu barijeru na rubovima dopustivog
podrucja, koja spre¢ava da postupak trazenja izade iz dopustivog skupa. Dakle, kazneni
dodatak predstavlja barijeru protiv izlaska iz dopustive oblasti. Ova metoda generiSe niz
dopustivih tacaka, ¢ija granica predstavlja optimalno reSenje originalnog problema.

Neka je dat problem
min f(x) (24)

x €X SR

gde je X dopustiv skup.

Pri reSavanju problema (24) konstruise se konvergentan niz {x*}, k = 1,2, ... &iji
elementi aproksimiraju resenje, a leze van nekog zabranjenog skupa V < X. Pri tome se
moze desiti da je lim,_,x* = x* €V.

Ukoliko je granica skupa X zadata komplikovanim izrazima potrebna je izolacija
nekog podskupa skupa X, jer bi u suprotnom racunanje tadaka x* zahtevalo dosta
vremena, a moglo bi usporiti ili dovesti u pitanje konvergenciju. Ideja je da se optimalnoj
tacki x* priblizava kroz skup X \ V, a kada se dode u blizinu tacke x*, ukoliko ona
pripada skupu ¥V omogucava se ,,preskakanje* barijere.

Definicija 20. Neka je V c X i neka je funkcija B(x) definisana na skupu X \ V # @ sa
nenegativnim i konac¢nim vrednostima. Funkcija B(x) se naziva barijera ili barijerna
funkcija skupa V, ukoliko za svaki niz {v*} € X \ V koji konvergira ka nekoj tacki v €
V, vazi

lim B(v*) = 4.

Umesto problema (24) resava se niz problema oblika

min By (x), k=1.2,.. (25)
XEX\V

gde je
By (x) = f(x) + a,B(x)

I a; je niz pozitivnih brojeva sa osobinom lim;._,, a; = 0.
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Problem (25) je takode problem sa ograniCenjima, ali se moze reSiti nekom
metodom za optimizaciju bez ograni¢enja, polaze¢i od tacke koja je unutrasnja. Posto
funkcija cilja tezi ka beskonacnosti u blizini granice dopustivog skupa, minimum funkcije
By (x) ¢e pripadati unutra$njosti skupa X. Zato je sa raCunarske tacke gledi$ta problem
(25) ustvari problem bez ogranicenja.

Neka je minyex\y Bx(x) = By. Kako je By(x) = f(x) = f*za x € X \ V, sledi
da je By, = f*. Ako je f* > —oo, problemi (25) imaju reSenje. To reSenje moze biti
odredeno primenom neke metode koja daje priblizno reenje, pa se niz x* moze
definisati sa

xkeX\V, B(x*)<B +¢g, k=12..
gde je g, = 0ilimy_,,, & = 0 (g je greska metode).
Zahtev da skup dopustivih resenja sadrzi unutrasnje tacke je od velike vaznosti za

konvergenciju metode. Ocigledno je da ovo isklju¢uje mnoge probleme koji sadrze
ogranicenja oblika jednakosti.

DefiniSe se dopustiv skup X na slede¢i na¢in
X={x€eR" g(x)<0,i=1,..m}.
Tada se unutrasnjost skupa X moze oznaciti sa intX, tj.
intX = {x € R™, gi(x) <0,i=1, ...,m},

a sa 0X granica skupa X (X = X \ intX).

Barijerne funkcije mogu biti definisane na neki od slede¢ih na¢ina

1
9;(x)

B() = 37 max{~In(~ ,9),0}, p=1. 27)

B(x) = -3, (26)

Obi¢no se za p uzima vrednost 1.
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Geometrijska interpretacija niza unutra$njih kaznenih funkcija {B,} data je na

Slika 4. Niz unutra$njih kaznenih funkcija

slici 4.

)

(x)

Ty

Sledi algoritam za reSavanje problema optimizacije sa ograni¢enjim pomocu
metode unutrasnjih kaznenih funkcija.

Algoritam 6. Metoda barijernih funkcija

Korak 1. Neka je {a,}, k = 1,2 ... niz koji tezi ka nuli, tako da je za svako k, a; =
0, ap+1 < ag.

Korak 2. Zasvako k = 1,2 ... definiSe se funkcija
By (x) = f(x) + a,B(x)
I reSava problem
min By (x), x € intX

odakle se dobija resenje x*.

Sledi teorema o konvergenciji.
Teorema 22. [6] NekajeV c X, X\V #@,i f* = f*, gde je

f*=inff(x), f*=inff(x)>—w.

x€X X\V
Neka je niz {x*} odreden tako da je By (x*) = By_. Tada vazi
limy_, By, = f*, limy_, a;B(x*) = 0.
Ako je X zatvoren i ogranic¢en skup, a funkcija f(x) poluneprekidna funkcija od dole na

X, tada niz {x*} konvergira ka x* € X,, gde je X, skup ta¢aka minimuma funkcije f(x)
na skupu X.
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Metoda unutra$njih kaznenih funkcija zahteva da pocetna tacka x° pripada
unutrasnjosti skupa X, §to znaci da unutrasnjost dopustivog skupa X mora biti neprazna.
Odredivanje pocetne tacke otezava primenu ove metode. Medutim, za razliku od metode
spolja$njih kaznenih funkcija, metoda unutra$njih kaznenih funkcija generiSe uvek niz
dopustivih tacaka.

Slede primeri za ilustraciju metode unutrasnjih kaznenih funkcija.

Primer 12. Metodom barijernih funkcija, resiti problem optimizacije sa ograni¢enjima

min(x; + x3)
X, —x2 >0
X1 =0
Resenje:
U reSavanju problema, koristice se kaznena funkcija oblika (27). Dakle, resava se
problem
in B
_ min By (x)

gde je

By (x) = x; + x, — ax(In(x, — x2) + Inx;)

I ay je niz pozitivnih brojeva

za koje vazi limy,_,, a; = 0. Unutrasnjost skupa X je

intX = {[x;,x,]T € R?|x, —x? > 0, x; > 0}

Kako je funkcija cilja diferencijabilna, resenje se dobija reSavanjem sistema jednacina

0B, x, — 3x%

6_951: _akxl(xz —x7) -
%= 1—a ;=O
dx; Fag—x2 ™

Zasvako x; # 0 i x, — x? # 0 ovaj sistem se svodi na sistem

xq(xp — xf) - ak(xz - 3xf) =0

ay = x, — x2.
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Kada se zameni izraz x, — x% sa a; u prvu jednacinu sistema, dobija se
2x2ay + x,a, — ai? = 0.
Iz uslova x; = 0 sledi

_ —1+.,/1T+38aq,

X1 = 4

Za razli¢ite k relenje sistema je niz parova [x;, X517, gde je

—1+,11+8ak
4

— — A2
X1k = , Xk = Xk t Q.

Posto je limy,_,.[x1x, 2] = [0,0]7, sledi da je optimalno resenje problema x* = [0,0]7,
a vrednost funkcije cilja f* = 0. Kako bi se proverilo da je ovo zaista reSenje, potrebno je
proveriti uslove Teoreme 21. Zaista,

(VF(x),x—x)Y=x,+x,=>x;,+x2 >0
za x €X ={x € R?|x, —x? > 0,x; >0}, pa sledi da je tacka x* =[0,0]7 resenje
problema.

Primer 13. Metodom barijernih funkcija resiti problem

4+ x,)3
min(x; + %)

Resenje:
Ogranicenja se mogu zapisati u obliku g; < 0, tj.

1—-x%,<0

4—x2S0.

Funkcija cilja se modifikuje uvodenjem kaznenih funkcija oblika (26)

B(x) = x; +

M_ak( 1 1 )

3 1—x; 4—x,/
pa se reSava niz problema minimizacije bez ograni¢enja oblika

in By, (x).

m
XER?
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Problem se svodi na reSavanje sistema jednacina

0B

—k_q_ M _ 0

0% (1= x1)?

aBk ay
—=(4 2____* =
0x, (4 + ) (4 — x,)? 0

Cije reSenje je
X1 =1- \/a_k
1/2
xz = (16 — Ja,) "

Kako je Il{im a;, = 0, dobija se reSenje pocetnog problema

Kako je
W vy 1] [¥1 1] — (. _ _
e x—x) = (][5 P = - D+ 6 -4 = 0
sledi da je [x], x5]7 = [1,4]" resenje problema, a vrednost funkcije cilja u reSenju je
fr=171.6.
Kada se medu ogranicenjima problema nalaze i1 ogranicenja oblika jednakosti,

skup dopustivih reSenja nema ,,unutraS$njost®, pa se metoda unutrasnjih kaznenih funkcija
ne moze primeniti za reSavanje takvog problema. Dakle, posmatra se problem oblika

minf (x)
gix)<0,i=1,..,p
U ovom sluc¢aju moze se koristiti metoda mesovitih kaznenih funkcija data u [8].
Ukoliko ograni¢enja tipa nejednakosti imaju unutrasnju tacku, tada se ona tretiraju
kao da se radi o metodama unutrasnjih kaznenih funkcija, dok se ogranicenja tipa

jednakosti posmatraju kao u metodama spoljaSnjih kaznenih funkcija. Dakle, u ovim
slucajevima, proSirena funkcija cilja problema sa ograni¢enjima ima sledeci oblik

q
B0 = () +ta@ +ai ) [l
j=1

gde je q(x) jedna od ve¢ pomenutih kaznenih funkcija, ap > 1.
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5 Kombinacija metoda kaznenih funkcija i metoda optimizacije
bez ogranicenja

Ve¢ su pomenuta dva sustinski vazna pitanja kod kaznenih funkcija i to su: koliko
dobro pomo¢ni problem bez ogranic¢enja aproksimira polazni problem sa ogranicenjima, i
kako resiti pomoc¢ni problem bez ogranicenja ¢ija funkcija cilja sadrzi kazneni ¢lan.

Sa povecavanjem kaznenog parametra t; (kod spoljasnjih kaznenih funkcija), i
smanjivanjem barijernog koeficijenta a;, (kod barijernih funkcija) kad k — oo poboljsava
se aproksimacija polaznog problema, ali struktura pomo¢nog problema postaje mnogo
sloZzenija 1 komplikovanija Sto moZze usporiti konvergenciju algoritma koji se koristi za
reSavanje pomoc¢nog problema bez ograni¢enja. Upravo iz tog razloga direktna primena
Kosijeve metode najbrzeg pada nije preporucljiva, ali se zato Njutnov postupak i njegove
modifikacije uspesno mogu primeniti za reSavanje pomoc¢nog problema optimizacije bez
ograni¢enja kao i metoda konjugovanih gradijenata sa restartom koja je veoma pogodna u
tu svrhu.

U narednim poglavljima predstavljene su metode za reSavanje pomocnog
problema bez ograni¢enja koji sadrzi kazneni ¢lan.

5.1 Kombinacija metode Lagranzovih mnozitelja i kaznenih funkcija

Neka je dat polazni problem sa ograni¢enjima oblika

min f(x)

gix) <£0,i=12,..,m.

(28)

Ako dopustiv skup sadrzi ograniéenja tipa jednakosti, ona se uvek mogu predstaviti preko
nejednakosti. Najopstija klasa spoljasnjih kaznenih funkcija za problem (28) je

q(x) =y(g"(x)) (29)

gde je y neprekidna funkcija y:R™ - R, a g;i (x) = max{0,g;(x)},i = 1,2,...,m su
komponente od g*(x).

Na primer, za

1 1
i@ =5 ) gt =5lg* I’

vazi

1 2
y(y) = Elyl :
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Receno je da se problem (28) aproksimira nizom problema oblika

minF, (x),k=1,2, ... (30)
xeX, = R"

gde je Fi,(x) = f(x) + txq(x), a q(x) je dato sa (29).

Vecina algoritama za reSavanje ovog pomoc¢nog problema bez ograni¢enja (30)
zahteva da funkcija cilja bude klase C*(R™), pa je zato potrebno da q(x) e C1(R™).
Pretpostavlja se dasu f, g e C1(R™).

Neka je

Vgi(x), zag;(x)=0

Vg (x) = { 0, za g;(x) <0

aVg*(x) je matrica m x n sa vrstama Vg;" (x),i = 1,2, ..., m. Nazalost, Vg* obi¢no ima
prekide u tatkama gde je g7 (x) =0, za neko i=12,..,m, tj. u aktivnim
ograni¢enjima. Da bi g(x) e C*(R™), potrebno je da y e C*(R™). Pretpostavlja se da ako

y= [ylryZ; "'lyn]Ti Vy = [V)/lrvyz' ""vyn]T
tada
Uz ovu pretpostavku vazi da y € C1(R™) i izvod od y (g™ (x)) po x je neprekidan oblika
Vy(g*(0))Vg (o).
Na ovaj nacin je obezbedeno Fy (x)e C*(R™).
Jedan od nacina za reSavanje pomoénog problema bez ogranic¢enja (30) je metoda

Lagranzovih mnozitelja. PoSto su zadovoljeni uslovi za njenu primenu, za fiksno k
problem (30) ima resenje x* i vazi

VF () + 6,9y (g* () Vg () = 0,
Sto se moze zapisati kao
VF() + (1) Vg () = 0,

gde je
(A7 = 6,9y(g* (")) (32)

vektor LagranZovih mnoZitelja.

Dakle, za svako k resenje problema (30) je vektor x*, kome se pridruzuje vektor
Lagranzovih mnozitelja (A¥)T koji je takode odreden nakon resavanja problema (30).
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Ako je x* regularno reSenje polaznog problema (28), tada postoji jedinstven
vektor Lagranzovih mnozitelja A* koji odgovara reSenju x*.

Definicija 21. Tacka x koja zadovoljava ograni¢enja problema (28) je regularna tacka
ako su gradijenti aktivnih ogranicenja u toj tacki linearno nezavisni.

Naredna teorema tvrdi da A* konvergira ka A*.

Teorema 23. [2] Neka je {x*} niz generisan metodom spoljasnjih kaznenih funkcija za
reSavanje problema (28), sa kaznenom funkcijom oblika (29), gde je ¥ € C1(R™) za koje

vazi (31). Neka su (A¥)T = th)/(g+(xk)) odgovarajuci vektori Lagranzovih mnozitelja
za x%,k=1,2,... Tada, ako {x*} konvergira ka regularnom resenju x* polaznog

problema (28), onda {A*} konvergira ka vektoru A* Lagranzovih mnozitelja koji odgovara
reSenju x*.

Vazno je napomenuti da u opstem slucaju ako {x*} konvergira ka x*, tada posto
{A*} konvergira ka A*, niz {x*} konvergira ka x* preko spoljasnjosti dopustivog skupa.

5.2 Struktura Hesijana

Pomo¢ni problem (30) moze se reSiti i drugim metodama za optimizaciju bez
ograni¢enja. Odredivanje Hesijana funkcije Fj(x) i poznavanje njegove strukture je
vazno za primenu Njutnovog postupka i odredivanje brzine konvergencije postupka
najbrzeg pada, pa sledi analiza strukture Hesijana koja je predstavljena u [2].

Pretpostavlja se i dalje da je q(x) e C*(R™), ali ne i C2(R™). Stavise, drugi izvod
najpoznatije kaznene funkcije

1
4@ = 31g* 2

ima prekide kada je g;(x) =0 za neko i, $to zna¢i da Hesijan ima prekide na rubu
dopustive oblasti, gde se najcesce nalazi reSenje polaznog problema. Medutim, posto niz
generisan metodom spoljasnjih kaznenih funkcija konvergira ka reSenju preko
spoljasnjosti dopustivog skupa, to znaci da je u tatkama niza x* Hesijan najces¢e dobro
definisan, pa se moZe primeniti standardna analiza.

Kako je F,(x) = f(x) + trq(x), gde je q(x) dato sa (29), sledi da je Hesijan
funkcije F; (x) u oznaci Q, oblika

Qr(x) = V2 f(x) + t;,Vy (g7 (%)) G (x) + t,Vg* (x) T (g* (x))Vg™* (x)

gde su G i T Hesijani od g i y respektivno. Za fiksirano t;, koriste¢i (32) i Hesijan
Lagranzove funkcije

L (x¥) = V2f (") + (A6 (")
dobija se da je Hesijan funkcije F; (x) oblika
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Qu(x¥) = L (") + 6,9g* ()T (g* () )vg* ().

Prvi sabirak L,(x*) konvergira ka Hesijanu Lagranzove funkcije pridruZene polaznom
problemu (28), kad x* — x*, i ta grani¢na vrednost ne zavisi od kaznenog koeficijenta t;.
Drugi sabirak Hesijana Q,(x*) je matrica ranga koji je jednak broju aktivnih ograni¢enja
u reSenju x* 1 koja tezi ka beskonacénosti kad t;, — oo.

Teorema 24. [2] Neka je x* regularno reSenje polaznog problema (28). Ako postoji r
aktivnih nedegenerisanih ograni¢enja u x*, tada Hesijan Q,(x*) ima r karakteristi¢nih
korena koji teze ka beskonac¢nosti kad t; — oo. Ostalih (n — r) karakteristi¢nih korena,
lako zavise od kaznenog koeficijenta t;, teze ka kona¢nim vrednostima i to bas ka
karakteristiénim korenima matrice L,, koja predstavlja restrikciju Hesijana Lagranzove
funkcije L(x™) na tangentni podprostor M aktivnih ogranicenja.

Dokaz ovoga zahteva slozenu analizu koja je ovde izostavljena, a detaljno je data
ul2].

Ovakva specifina struktura ¢ini Hesijan loSe uslovljenom matricom S§to
predstavlja problem za primenu odredenih postupaka, a pre svega postupka najbrzeg
pada. Naime, brzina konvegencije metode najbrzeg pada zavisi od uslovnog broja
Hesijana u reSenju x*. Ako je uslovni broj Hesijana veliki, tj. ako je Hesijan loSe
uslovljena matrica, to dovodi do velikog usporavanja metode najbrzeg pada. Kako je to
ovde slucaj, zna¢i da metoda najbrzeg pada nije pogodna za reSavanje pomocénog
problema optimizacije bez ogranicenja (30).

Analogna diskusija vazi ako se polazni problem (28) reSava metodom barijernih
funkcija. | tada je Hesijan lose uslovljen i ima neprikladnu strukturu.

5.3 Kombinacija Njutnove metode i kaznenih funkcija

Jedan od nacina za efikasno reSavanje pomoc¢nog problema bez ogranicenja (30)
je primena Njutnovog postupka ili neke njegove modifikacije. Ovaj postupak je
kvadratno konvergentan, ali nepogodna struktura Hesijana ne uti¢e na njegovu brzinu.
Medutim, s obzirom da je Hesijan loSe uslovljen, posebna paznja mora se posvetiti nacinu
odredivanja inverznog Hesijana.

Posmatra se polazni problem oblika

min f(x)
hix)=0,i=1,2,....m ,m<n (33)

1 umesto njega reSava se problem bez ogranicenja

min F, (x), k=12, ..

xeXy = R"

gde je Fi () = f(x) + 6,q(x), 2 q(x) = 5 [h(x) |
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Za reSavanje ovog problema bez ograni¢enja pogodan je modifikovan Njutnov
postupak predstavljen u [2], oblika

x*t = x% — @ [1 4 t, VR(x¥)TVR(x*)] 71 VF (xF)T,

gde je a; izabrano minimizacijom F,(x**1). Matrica I+ t,Vh(x*)TVA(x*) je
pozitivno definitna i moze se efikasno invertovati, iako je loSe uslovljena.

Na osnovu teoreme o konvergenciji modifikovanog Njutnovog postupka, brzina
konvergencije ovog postupka je odredena karakteristicnim korenima matrice

[1+ 6, VR(x) VR(x*)] 71 Q) (x"), (34)
gde je Q,(x*) Hesijan funkcije F, (x) u x*.

Kad t;, — oo, matrica (34) ima m karakteristi¢nih korena koji teze ka istoj
vrednosti B, a preostalin (n —m) karakteristiénih korena teze ka karakteristicnim
korenima matrice Ly u reSenju x* problema (33). Neka su @ i A najmanji i najveci

karakteristi¢ni koreni matrice L. Ako interval [a@,A] sadrzi vrednost B, tada ¢e ovaj

PN 2
postupak kad t, — oo konvergirati sa koeficijentom brzine (%) . U suprotnom c¢e
konvergencija biti spora.

Ukoliko su dostupne informacije drugog reda, Njutnov metod je efikasan za
primenu kod kaznenih funkcija jer je brz. Medutim, ako ove informacije nisu dostupne,
onda se koriste postupci prvog reda.

5.4 Kombinacija metode konjugovanih gradijenata i kaznenih funkcija

Metoda konjugovanih gradijenta sa restartom je posebno pogodna za reSavanje
pomocénog problema bez ogranicenja (30), pogotovo kada polazni problem ima malo
aktivnih ograni¢enja. Ako postoji m aktivnih ogranicenja, tada ¢e brzina konvergencije
postupka sa (m + 1) konjugovano gradijentnih koraka biti nezavisna od kaznenog
koeficijenta tj.

Posmatra se problem koji ima samo ogranicenja tipa jednakosti

min f(x)
hi(x) = 0,i=12,....m,m<n, (35)
tj. njemu pridruZzen
minF,(x), k =1,2,... (36)
xeX, = R"

gde je Fi () = f(x) + 6,q(x), 2 q(x) = 5 [h(x)|.
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Posto problem (35) ima m aktivnih ograni¢enja, Hesijan funkcije F,(x) ima m
karakteristi¢nih korena reda veliine t;, a preostalih (n — m) Kkarakteristi¢nih korena su
blizu karakteristi¢nih korena matrice Ly, koja odgovara polaznom problemu (35). Dakle,
Hesijan funkcije F, (x) ima m velikih karakteristi¢énih korena. Medutim, ako se postupak
konjugovanih gradijenata primeni sa (m + 1) koraka, eliminisace se negativan efekat tih
m velikih karakteristi¢nih korena i koeficijent brzine konvergencije nece zavisiti od njih.

Teorema 25. [2] Neka je x*** dobijeno primenom (m + 1) konjugovano gradijentnih
koraka iz x*, i neka je x*¥ —» x gde je X reSenje problema (36). Tada niz {f(x*)}

PN 2
konvergira linearno ka f(x) sa koeficijentom brzine priblizno jednakom (%) , gde sua

i A najmanji i najveéi karakteristi¢ni koren matrice Ly, (X ).

Ovaj postupak je posebno efikasan za relativno male vrednosti m, mnogo je efikasniji od
metode najbrzeg pada, a neznatno skuplji.

U radu [12] dat je postupak koji predstavlja kombinaciju metoda kaznenih
funkcija i konjugovanih gradijenata, a koristi se za reSavanje problema optimizacije
portfolija.

Neka je dato n investicija sa stopama prinosa R;, j = 1,...,n, i standardnim
odstupanjima oj,j = 1,...,n. OCekivane vrednosti za stope prinosa oznaCene su sa
uj=E(R;),j=1,..,n. Nekaje x;,j = 1,..,n udeo j-te investicije u portfoliju. Prinos
portfolija je

n
j=1

n

j=1

a o¢ekivani prinos portfolija je

Neka je V € R™" kovarijansna matrica sa elementima v;; koji predstavljaju
kovarijansu i-te i j-te investicije, onda je varijansa celog portfolija

n
Z xl-xjvl-j.
i,j=1

Neka je vektor tezinskih koeficijenata x = [x,x,,...,x,]7, vektor prinosa
R = [Ry,R;, ..., R,]", vektor ogekivanih prinosa u = [y, Uz, .., 1n]T. Tada je RTx prinos
portfolija, u” x o&ekivani prinos portfolija, a x” Vx varijansa portfolija. Rizik portfolija se
meri varijansom.
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Posto se razmatra skup investicija sa idejom da se plasira sav raspolozivi kapital
onda treba da vazi

x]=1

n
=1

J

Problem optimizacije portfolija moze se formulisati slede¢im osnovnim modelom

max u’x

minx’Vx (37)
uz ogranicenja

elx =1

0<x<1

gdejee =1[1,1,..,1]7.

Ovaj osnovni model moze se transformisati na standardni problem kvadratnog
programiranja

min f(x) = —(1 — DuTx + xTVx
uz ograni¢enja (38)
T

as<x<b

gde su a, b € R™ dati vektori koji predstavljaju donju i gornju granicu vektora odluke, a A
je koeficijent averzije prema riziku. Ako je 2 = 0 znaci da se maksimizira prinos ne
uzimajuéi u obzir rizik. S druge strane, ako je A =1, tada se minimizira rizik ne
uzimajuéi u obzir prinos.

Za fiksirano 1 € (0,1), problem (38) je problem kvadratnog programiranja. Posto
je kovarijansna matrica pozitivno semidefinitna, problem (38) je problem konveksnog
kvadratnog programiranja. Postoje mnogobrojni postupci koji se koriste za reSavanje
ovakvih problema i oni su efikasni u slucaju kad je kovarijansna matrica V retka matrica,
ali veéina njih nije pogodna za primenu u slu¢aju kada V nije retka. Postupak
konjugovanih gradijenata ne zahteva izraCunavanje Hesijana ve¢ samo gradijenata
funkcije cilja, a posto se koristi za reSavanje problema optimizacije bez ogranic¢enja, prvi
korak jeste da se problem (38) transformise u takav oblik.

Neka je
c=[cy,cpcn]t, c=—=(1 =Dy, Q= [qij]nxn = 2AV.

Tada je problem (38) ekvivalentan slede¢em problemu

uz ogranicenja (39)
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Posto je matrica kovarijanse V simetri¢na i pozitivno semidefinitna, to takode vazi
i za matricu Q, pa znac¢i da je f(x) konveksna funkcija.

Za ograni¢enje tipa jednakosti e”x = 1 i ograni¢enja tipa nejednakosti a < x <
b definise se kaznena funkcija g, : R**1 - R

@) = % [(eTx = 1)7 + || min {x = a, 0}|12 + [/ min {b — x,0}|"]

gde je t, > 0 kazneni parametar, a ||-|| oznacava vektorsku normu 2. Ako je x
dopustivo resenje problema (39), onda je

qr(x) = 0.

Problem (39) sa ograni¢enjima se svodi na niz problema bez ogranic¢enja
1 Lk : :
Fe(x) =cTx + ExTQx + 7[(eTx — 1)? + |lmin {x — a, 0}||* + ||[min{b — x, 0}|].

Funkcija Fi(x) je deo po deo kvadratna funkcija, po delovima neprekidno
diferencijabilna, i ako je Q pozitivno semidefinitna, onda je F, po delovima konveksna
kvadratna funkcija.

Fy (x) ima slede¢u, kompaktniju formu:

Fe(x) = G + €(x; ti)Tx + 2xTQ 3 tie)x (40)
gde je ¢, konstanta.
Teorema 26. [12] Neka je dat niz {t,}, takav da t, — +oo kad k - +o. Neka je x*
tacan globalni minimum za F,(x). Tada je svaka tatka nagomilavanja x* niza {x* }
reSenje problema (38).
Dokaz:
Neka je x globalno reSenje problema (38). Onda, za svaku dopustivu tacku x, vazi

f&) < f(x).
Kako je x* tacan globalni minimum funkcije F, (x) za fiksno ¢, sledi da
Fie(x*) < F (%),

pa prema tome vazi

f(x®) +%k[(eTxk — 12 + || min {x* — q, 0}||2 + || min {b — x*,0}||?] <
f(®) +%[(e"®— 1)? + || min {%—a,0}||>+ || min {b —%,0}||%] = (%),
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gde poslednja jednakost sledi iz dopustivosti x. Odavde sledi

(e7xk = 1)% + || min {x* — a,0}||2 + || min {b — x*,0}||? <= [f (@) — f(x*)].

tk
Neka je x* tatka nagomilavanja niza {x*}. Bez smanjenja opstosti, pretpostavlja se da

lim x¥ =x*.
k—+o©

Kada k — « iz prethodne nejednakosti sledi

0<(eTx*—1)2+||min {x* — a,0}||> + || min {b — x*, 0}||?
< lim Z[f(®) - f(x¥)] =0,

k—+otk

gde poslednja jednakost sledi iz t, — 4o0. Odavde je
efx*=1, a<x*<b
pa sledi da je x* dopustiva tacka.
U nastavku se dokazuje da je x* globalni minimum problema (38).
Kako je
fr) < fx) + klirfw%k [(e7x* — 1)? + || min {x* — a,0}|? + || min {b — x*,0}/?]
<f®
sledi da je x* globalni minimum funkcije f.

Teorema 27. [12] Neka je x* reSenje problema (38). Onda je x* globalni minimum za
Fp (x) za svako t.

Na osnovu prethodne dve teoreme zasnovan je algoritam za resavanje problema
(38).

Kao $to je ve¢ receno, metod konjugovanih gradijenata je prikladan za reSavanje
problema optimizacije bez ograni€enja jer ne zahteva puno memorije i nije skup.

Posto je broj investicija obic¢no veliki, re¢ je o problemu velikih dimenzija i kako
matrica Q (x; t;) najéesce nije retka matrica, metod konjugovanih gradijenata je pogodan
za reSavanje problema (40). Medutim, funkcija Fj, (x) nije klasi¢na kvadratna funkcija, pa
se standardne procedure za minimiziranje kvadratne funkcije ne mogu direktno primeniti.
U datom radu formulisan je novi algoritam za reSavanje problema (40). Funkcija F; se
modifikuje na sledec¢i nacin.
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Sto se ti¢e koeficijenata kvadratnih ¢lanova u
% . 2 . )
— lllmin {x —a,0}{|* + || min {b — x, 0}|]

matrica Q = [qi j] se modifikuje prema slede¢em pravilu:
dij, akoi # J,
qij = ii» akoi =j,a; < x; < by, (41)
(qi; +t), akoi=j, a;>x;ili x; > b;.

Sto se ti¢e koeficijenata linearnih ¢lanova u
% . 2 . )
— lllmin {x —a,0}{|* + || min {b —x, 0}|"]

¢ = [cq, ¢y, ..., cpy]T se modifikuje prema sledeéem pravilu:
Ci, akoa; < x; < b;
¢ = (c; — tra;), akox; < q (42)
(Ci - tkbi)l ako X > bi.

Dalje, definise se
Q £ Q+tgeel, ¢2c—tye.

Metod konjugovanih gradijenata bi¢e upotrebljen za minimizaciju kvadratne
funkcije:

min F,(x) = ¢y + ¢ x + %xTQx, (43)
gde je t;, dati kazneni parametar. Lako je uociti da
VF,(x) = Qx + C.

lako postoje razne varijante metode konjugovanih gradijenata za reSavanje (43),
Ssve one su bazirane na sledeca dva koraka.

1. Odrediti pravac pretrazivanja iz trenutne iteracije x*

4! :{—(Qx°+c_) zal =0, (44)

—0xt+0)+pd Y zal > 1,
gde je /5, izabrano tako da je d* konjugovani pravac od d'~* u odnosu na matricu Q.
2. Duz pravca d' izabrati veli¢inu koraka a; tako da u novoj iteraciji
x*t = xt + q;dt

apsolutna vrednost funkcije Fj, dovoljno opada.
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Sledeca lema predstavlja nacin za odredivanje pravca pretrazivanja.
Lema 10. [12] Ako je
_ (@x+e)TQatt
~ (a-1)Tga1

B (45)

d'=—(Qx' + &) + BaV,
onda je d* konjugovani pravac od d'~* u odnosu na Q i tad se metod naziva HS metod.

U slucaju da je veli¢ina koraka «; oblika

N .
l (dl)T@dl
vazi slede¢a teorema 0 globalnoj konvergenciji.

Teorema 28. [12] Neka x° je proizvoljna poéetna iteracija i {x'} niz generisan koracima
1.i2., tadaje

. N — _
. l1—1>r-|¥loo Fl(x ) =T
ili
liminf VF;(x!) = 0.
Axo je x* tacka nagomilavanja niza x!, 1 = 1,2, ..., onda je x* globalni minimum F,.
Napomena:

AKo se f5; ratuna na sledeci nacin

_10xt + ell?

b=aa+ar

tada takode vazi tvrdenje teoreme i tad je u pitanju FR metod.

Algoritam 7. Kazneni algoritam baziran na metodi konjugovanih gradijenata

Korak 1. Date su konstante t, > 1,4 € [0,1],6 > 0,& > 01i p. Uneti vektor o¢ekivanog

prinosa u i izraunati Q i c. Izabrati pocetnu iteraciju x°. Postaviti k := 0, [ == 0,ix! :=

xk.

Korak 2. Ako

tada

1 pre¢i na korak 5; u suprotnom, preci na korak 3.
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Korak 3. Odrediti pravac pretrazivanja d' na osnovu (44) i (45).
Korak 4. Izracunati a; koriste¢i (46) i odrediti
xt = x! + a;d
Vratiti se na korak 2.
Korak 5. Proveriti dopustivost za x* kod problema (39). Ako je
q(x¥) <6
algoritam se zavrSava; u suprotnom, pre¢i na korak 6.
Korak 6. Postaviti [ := 0, x! :== x¥, t,, := pt,. Na novoj iteraciji x*, modifikovati matricu
Q i vektor c na osnovu (41) i (42). Postaviti k := k + 1, i vratiti se na korak 2.
Napomena:
1. U algoritmu, indeks k oznacava broj azurirajuc¢ih kaznenih parametara, a [
oznacava broj iteracija kod metoda konjugovanih gradijenata za potproblem bez
ogranicenja (43).

2. Zaneko fiksno ty, lako je uvideti da uslov
t
ak (&) =2 [(e"x* ~ D? + || min {(x* —a,0}||% + || min {b —x*,0}||2] < &

implicira da je x* dopustivo resenje. 1z Teoreme 26 sledi da je x* globalni minimum
polaznog problema (38) ako je x* globalni minimum problema (43).

Numericki eksperimenti

U radu [12] Zhong Wan, ShaoJun Zhang, and YaLin Wang su testirali efikasnost
predlozenog algoritma na realnim podacima sa kineske berze iz 2007. Racunske
procedure su implementirane na MATLAB-u 6.5.

Pocetno reSenje je izabrano tako da vazi
eTx? =1,
grani¢ni vektor a je nula vektor, a b je vektor ¢ije su komponente 1. Pocetni kazneni
parametar je t, = 10, koeficijent averzije prema rizikud = 0,5, =10"7i§ = 107%,
Algoritam 7 je primenjen na deset realnih problema ¢ije su dimenzije u opsegu od

10 do 100. Ocekivane stope prinosa za svaku akciju uzete su iz mese¢nih podataka sa
berze u Kini 2007. godine.
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U Tabeli 5 predstavljeni su numericki rezultati, pri ¢emu je n dimenzija problema.
U trecoj i Cetvrtoj koloni dato je vreme procesiranja kada je 5, dobijeno metodama HS i
FR, k ukazuje na broj kaznenih parametara, t; je vrednost kaznenog parametra, a q,(x™)
oznacava vrednost kaznenog Clana.

Problem n CPUod HS | CPU od FR k ty qr(x™)
1 10 1" 1" 3 10* 2.5652e — 005
2 20 1" 8" 3 10* 1.3314e — 005
3 30 1" 5" 3 10* 5.9817e — 005
4 40 4" 5'8" 4 10° 1.1302e — 005
5 50 2" 11" 4 105 2.4787e — 005
6 60 2" 46" 3 10* 8.5817e¢ — 005
7 70 4" 12" 4 10° 1.7759e — 005
8 80 4" 143" 4 10° 2.8436e — 005
9 90 2" 126" 4 10° 9.6836e — 005
10 100 3" 6'48" 4 10° 4,8977e — 005

Tabela 5. Numericke performanse Algoritma 7

U Tabeli 6 data je lista dobijenog optimalnog reSenja za svaki problem.

Optimalno resenje x*
Problem 1 x*(3) = 0.6691; x*(6) = 0.3311;

ostale komponente x* su nule
Problem 2 x*(18) = 1.0000;

ostale komponente x* su nule
Problem 3 x*(4) = 0.6985; x*(28) = 0.3021;

ostale komponente x* su nule
Problem 4 x*(38) = 1.0000;

ostale komponente x* su nule
Problem 5 x*(38) = 0.8859; x*(49) = 0.1142;

ostale komponente x* su nule
Problem 6 x*(14) = 1.0000

ostale komponente x* su nule
Problem 7 x*(51) = 0.8486; x*(61) = 0.1516;

ostale komponente x* su nule
Problem 8 x*(21) = 0.1175; x*(78) = 0.8827;

ostale komponente x* su nule
Problem 9 x*(9) = 0.2215; x*(25) = 0.6690;

ostale komponente x* su nule
Problem 10 x*(67) = 0.3086; x*(79) = 0.5138; x*(97) = 0.1797;

ostale komponente x* su nule

Tabela 6. Optimalna resenja datih deset problema

Numericki rezultati pokazuju efikasnost datog algoritma pri reSavanju realnog
problema.
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6 Zakljucak

U svakodnevnom zivotu za projektovanje, izgradnju i odrzavanje nekog
inZenjerskog sistema, inZzenjeri moraju da donesu mnoge tehnoloske 1 upravljacke odluke
u nekoliko faza. Njihov cilj je povecati dobit i smanjiti troskove, pri ¢emu se mora voditi
racuna o raspolozivim resursima. PoSto se maksimiziranje dobiti i minimiziranje troSkova
moze predstaviti kao funkcija vise promenljivih, optimizacija se moze definisati kao
proces pronalazenja uslova koji daju maksimalnu ili minimalnu vrednost funkcije cilja,
najcesce nad nekim skupom ogranicenja.

Problem optimizacije moze biti problem sa ili bez ogranienja. Prisustvo
ogranienja u nelinearnom programiranju otezava optimizaciju, U odnosu na
programiranje bez ogranicenja.

Metode spoljasnjih i unutrasnjih kaznenih funkcija spadaju u jednostavne, Cesto
kori§¢ene metode za optimizaciju funkcija sa ograni¢enjima. Metode spoljasnjih kaznenih
funkcija aproksimiraju problem sa ograni¢enjima nizom problema bez ograni¢enja sa
nametnutom velikom kaznom za tacke daleko od dopustivog skupa. Sa povecavanjem
kaznenog parametra ka beskonacnosti, aproksimacija biva tacnija i niz reSenja pomoc¢nih
problema bez ogranicenja konvergira ka reSenju polaznog problema sa ograni¢enjima
preko spoljasnjosti dopustivog skupa.

Metode unutrasnjih kaznenih funkcija aproksimiraju problem sa ograni¢enjima
nizom problema (koji su sa kompjuterske tacke gledista) bez ogranic¢enja sa nametnutom
velikom kaznom u blizini granice dopustivog skupa. Za razliku od spoljasnjih kaznenih
funkcija, ove metode su primenljive samo kod problema u kojima dopustiv skup ima
nepraznu unutra$njost. Sa smanjivanjem barijernog koeficijenta ka nuli, povecava se
preciznost aproksimacije i niz reSenja pomoc¢nih problema bez ograni¢enja konvergira ka
reSenju polaznog problema preko unutrasnjosti dopustivog skupa.

Osnovna karakteristika ovih metoda je loSe uslovljen Hesijan funkcije cilja
pomocnog problema bez ograni¢enja. Ova matrica je zbir Hesijana Lagranzove funkcije
pridruzene polaznom problemu i matrice koja tezi ka beskonacnosti, ¢iji je rang jednak
broju aktivnih ogranicenja. Zbog ovakve nezgodne strukture Hesijana, primena metode
najbrzeg pada nije preporucljiva jer je jako spora. Medutim, ova specificna struktura
Hesijana ne uti¢e na brzinu modifikovanog Njutnovog postupka, pa je on efikasan za
reSavanje ovakvih problema.Metoda konjugovanih gradijenata sa restartom je takode
pogodna za reSavanje pomocnog problema bez ograni¢enja, posebno u slucaju kad

polazni problem ima mali broj aktivnih ogranicenja.
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