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UŋŃĸ

“Ubi materia, ibi geometria.”

Johannes Kepler, (ǉǍǏǉ-ǉǎǋǈ)

Uĝešnost opšte i ĝecijalne teorije relativnosti jasno je signalizirala korisnost upotrebe Lorencovih
mnogostrukosti u modeliranju prostor-vremena. Prednost Lorencovih mnogostrukosti odmah je prepoz-
nata u činjenicama da se Lorencova metrika može deėnisati na svakoj nekompaktnoj mnogostrukosti i
na pojedinim klasama kompaktnih mnogostrukosti, kao i u tome što nijedna tačka na Lorencovim mno-
gostrukostima (koja odgovara posmatraču ili objektu u prostor-vremenu) nemože postići superluminalnu
brzinu. Poslednja osobina zapravo je od presudnog značaja, jer da su prvobitni rezultati OPEĆneutrino
ekĝerimenta u podzemnojGran Sasso laboratoriji bili iĝravni, modeliranje prostor-vremena Lorencovim
mnogostrukostima bi u najmanju ruku bilo dovedeno u pitanje.

Iz tog razloga se rano krenulo sa analizommetrika na Lorencovimmnogostrukostima. Ova simetrična,
nedegenerisanabilinearnapreslikavanja (kojastrogogovoreći nisu “metrike”u smislupreciziranomudeėni-
cijama topologije ili funkcionalne analize, već pseudoskalarni proizvodi) predstavljaju elegantan način na
koji se jedna Lorencova mnogostrukost može razlikovati od drugog. Štaviše, metrički koeėcijenti pred-
stavljaju polaznu tačku za deėnisanje brojnih kvantiteta, te se uz pomoć njih mogu deėnisati i Kristofelovi
simboli, kao i Rimanov, Ričijev i Ajnštajnov tenzor, te posrednije dati kompletniji opis globalnih i lokalnih
svojstava svakog prostor-vremena.

Stoga je velika pažnja u pravoj glavi posvećena upravo metrikama. U prvoj glavi se takođe izlaže lin-
earna algebra prostor-vremena, uvodi se pojam kauzalnog karaktera (koji nema preciznog ekvivalenta u
Rimanovoj geometriji), i daje nekoliko teorema koji pomažu lakšem prepoznavanju kauzalnog karaktera
vektorskih prostora. Svetlosnim i vremenskim konusima, koji su poznati koncepti ĝecijalne teorije rela-
tivnosti, pristupa se sistematično, naglašavajući njihovmeđusoban odnos i pokazujući koliko je uslov da se
vektori nalaze u istom vremenskom konusu neophodan za iĝravnost obrnutih nejednakosti Lorencovih
mnogostrukosti. Uvođenjem pojma vremenske orijentabilnosti na kraju ove glave, moguće je precizno
deėnisati pojam prostor-vremena, nad kojim se dalje razvija teorija kauzalnosti.

U drugoj glavi dat je pregled teorije kauzalnosti. Uvođenjem relacija kauzalnosti omogućeno je uopšte
razmatranje i iĝitivanje uzročno posledinčnog odnosa između dve tačke na prostor-vremena, tj. između
dvadogađajauprostor-vremenu. Tehnikediferencijalne topologije korištene sukakobi se analizirali kauzalne
i hronološke budućnosti podskupova prostor-vremena, zajedno sa ahronalnim skupovima koji se koriste
radi deėnisanja Košijevih površi, oblasti zavisnosti i Košijevih horizonata. Veza ovih pojmova sa uslovima
kauzalnosti istaknuta je u kasnijim poglavljima glave, sa naglaskom na osobinu globalne hiperboličnosti,
koja se smatra poželjnom osobinom za dobro deėnisan determinizam u prostor-vremenu.



Treća glava tiče se primene teorije kauzalnosti kako bi se iĝitale neobične ėzičke pojave koje se javl-
jaju u jednostavnim prostor-vremenima i prvim rešenjima Ajnštajnovih jednačina gravitacionog polja. O
ovim pojavama, tzv. singularitetima, se govori na početku glave, kao i o poteškoći pronalaska jedinstvene i
odgovarajuće deėnicije singulariteta, koja bi, dakle, objedinila jednim imenom, klasiėkovala više klasa (sve
klase) singulariteta, ali koja ne bi podrazumevala, na primer, neėzičke singularitete (kakvi su, na primer,
koordinatni artefakti). Akcenat se dalje stavlja na geodezijsku nekompletnost kao pokazatelj singulariteta
u prostor-vremena, i koristeći pojmove geodezijske devijacije, Jakobijevih polja, kongruencije i Rejšoduri-
jeve jednačine, pokazuju Hokingova, Penrouzova i Hoking-Penrouzova teorema singulariteta. Na kraju
rada prezentovana je kratka diskusija kosmičke cenzure, ėzički realističnih prostor-vremena i zanimljivih
posledica njihovih svojstva.

Napomenimo ovde da se u ovom radu podrazumevalo izvesno (osnovno) predznanje iz diferencijalne
geometrije, topologije i teorije relativnosti. Zbog opširnosti teme, prvenstveni fokus ovog rada nije bio
priložiti jedan zaokružen i samosadržan pregled tehnika i primena geometrijskih i topoloških metoda u
teoriji relativnosti, koliko jeste bio da prikaže veliki značaj teorije kauzalnosti u modeliranju i iĝitivanju
različitih klasa prostor-vremena, kao i njeno mesto u aktuelnim poljima istraživanja vezanih za geometriju
prostor-vremena.
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Gŀĵŋĵ ǉ

LŃŇĹłķŃŋĽ ŋĹĿŉŃŇňĿĽ ńŇŃňŉŃŇĽ

VećuXIX veku se intenzivno radilo na generalizaciji euklidskog prostora, uglavnomzahvaljujućiGausu
i Rimanu. Naravno, nakon ǉǑǉǍ. godine, kada se opšta teorija relativnosti polako aėrmisala kao zasebna
disciplina u ėzici, došlo se do nove generalizacije, kojom prilikom je postala jasna dobra deėnisanost pros-
tora u kojima se pozitivna deėnitnost skalarnog proizvoda oslabila do nedegenerisanosti. Ovo bilinearno
preslikavanje, tj. metrika deėnisana namnogostrukostima, je na kraju i doprinelo uvođenju pojma pseudo-
Rimanovih mnogostrukosti, i razvoju Rimanove i Lorencove geometrije.

Štaviše, kao što se značajni pojmovi već poznate geometrije euklidskog Rn prostora mogu dovesti u
vezu sa standardnim skalarnim proizvodom deėnisanim na njemu, tako se i osnovni pojmovi na pseudo-
Rimanovim prostorima mogu dovesti u vezu sa metrikama na njima. Metrika pomaže da se deėnišu opšta
prostor-vremena i da se analizira kauzalnost na njima, a promena ili perturbacija metrike često može po-
moći da se deėnišu i iĝitaju svojstva ėzički realističnog prostor-vremena.

ǉ.ǉ PňĹŊĸŃ-RĽŁĵłŃŋĹŁłŃĻŃňŉŇŊĿŃňŉĽ
Kako bi se pseudo-Rimanovi prostori mogli uvesti, neophodno je najpre deėnisatimetrički tenzor, kao

u nastavku. Radi lakšeg razumevanja, bitno je podsetiti se deėnitnosti (simetričnih) bilinearnih formi i
pojma indeksa forme:

Deėnicija ǉ.ǉ.ǉ Simetrična bilinearna forma b na vektorskom prostoru V je:

• pozitivno deėnitna, akko v ̸= Ǉ implicira b(v, v) > Ǉ;

• pozitivno semideėnitna, akko je za svako v ∈ V iğunjeno b(v, v) ≥ Ǉ;

• negativno deėnitna, akko v ̸= Ǉ implicira b(v, v) < Ǉ;

• negativno semideėnitna, akko je za svako v ∈ V iğunjeno b(v, v) ≤ Ǉ;

• nedegenerisana, akko (∀v ∈ V) b(v,w) = Ǉ implicira w ≡ Ǉ;

• degenerisana, akko postoji w ̸= Ǉ tako da je b(v,w) = Ǉ, za svako v ∈ V.

Unekim izvorima se posebnonapominje da se za vektorski prostorV takođemože reći da je nedegener-
isan akko je b|V nedegenerisana forma na V.

Deėnicija ǉ.ǉ.Ǌ Indeks simetrične, bilinearne forme b na (realnom) vektorskom prostoru V je najveći ceo broj
α koji predstavlja dimenziju potprostora W ⊂ V na kome je b|W negativno deėnitna forma.
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U slučaju unitarnih prostora (V, ⟨⟩), potprostor W dimenzije α iz prethodne deėnicije generisan je
sa onih α baznih vektora prostora V od kojih za svaki par važi ⟨ei, ej⟩W < Ǉ. Indeks forme (skalarnog
proizvoda) na V zato je jednak broju α. Sledi deėnicija metričkog tenzora.

Deėnicija ǉ.ǉ.ǋ Metrički tenzor g na glatkojmnogostrukostiMpredstavlja simetričnonedegenerisano tenzorsko
polje tipa

(Ǉ
ƿ

)
deėnisano na M, koje u svakoj tački mnogostrukosti ima osobinu konstantnosti indeksa.

Gornja deėnicija implicira da metrički tenzor g ∈ TǇ
ƿ(M) glatko pridružuje svakoj tački p na mno-

gostrukosti bilinearnu, simetričnu i nedegenerisanu formu gp koja deluje na vektore tangentnog prostora
TpM. Treba naglasiti da je pritom indeks svih ovih formi gp jednak. Sada se mogu deėnisati pseudo-
Rimanove mnogostrukosti:

Deėnicija ǉ.ǉ.ǌ Pseudo-Rimanova mnogostrukost je glatka mnogostrukost M, nad kojom je deėnisan metrički
tenzor g ∈ TǇ

ƿ(M).

Indeksom same pseudo-Rimanove mnogostrukosti (i indeksom odgovarajućeg metričkog tenzora) se
naziva zajednička celobrojna vrednost indeksa α svake bilinearne forme gp. Naravno, važi nejednakost
Ǉ ≤ α ≤ n = dim(M), a kako se mnogostrukosti sa vrednostima Ǉ i ƾ indeksa gp često pominju u litera-
turi, ove mnogostrukosti se posebno imenuju. Na taj način se ističu mnogostrukosti sa indeksom α = Ǉ,
tzv. Rimanove mnogostrukosti i mnogostrukosti sa α = ƾ, tzv. Lorencove mnogostrukosti.

Takođe, iz deėnicije sledi da se pseudo-Rimanovemnogostrukosti istog nosača, ali različitogmetričkog
tenzora na njemu posmatraju kao dve zasebne, različite pseudo-Rimanove mnogostrukosti. Stoga je, kako
bi se jednamnogostrukostmogla na prvi pogled razlikovati od druge istog nosača, neophodno uvesti jedin-
stven, koncizan zapismetričkog tenzorana svakoj koordinatnoj karti, koristeći lokalnekoordinatne funkcije,
te deėnisati linijski element, na osnovu kojeg se tačnomože videti kakometrički tenzor deluje u svakoj tački
na mnogostrukosti.

Neka je, dakle, saM označena (n+ ƾ)-dimenzionalnamnogostrukost, i neka se posmatra tačka p ∈ M,
koja pripada koordinatnoj karti U . U ovoj tački je deėnisana bilinearna funkcionela gp, koja deluje na sve
vektore iz (n+ƾ)-dimenzionalnog tangentnogprostoraTpM, uključujući i bazne, označene sa∂Ǉ, ∂ƾ, . . . , ∂n.
Ekĝlicitno se mogu označiti koeėcijenti gij = gp(∂i, ∂j) i na osnovu njih konstuisati kvadratna matrica:

gǇǇ gǇƾ . . . gǇn
gƾǇ gƾƾ . . . gƾn
...

... . . . ...
gnǇ gnƾ . . . gnn

 ,

koja se zove matrica metričkog tenzora ili, ukoliko ne postoji opasnost od zabune, metrički tenzor. Bitno
je naglasiti da je svaki element matrice metričkog tenzora funkcija čija se vrednost menja u svakoj tački
mnogostrukosti. Ipak, zbog nedegenerisanosti metričkog tenzora, ova matrica je invertibilna, dok je zbog
simetričnosti metričkog tenzora ona i simetrična.

Sada se na svakoj tački p posmatrane koordinatne karte U može deėnisati linijski element dsƿ preko
diferencijala dxi lokalnih koordinatnih funkcija xi, i = Ǉ, ƾ, . . . n:

dsƿ(V) =
n∑

i,j=Ǉ

gij dx
i(V) dxj(V), za svako V ∈ TpM,
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ili, još konciznije i u matričnom zapisu:

dsƿ =
n∑

i,j=Ǉ

gij dx
i dxj = [dxǇ dxƾ . . . dxn]


gǇǇ gǇƾ . . . gǇn
gƾǇ gƾƾ . . . gƾn
...

... . . . ...
gnǇ gnƾ . . . gnn



dxǇ
dxƾ
...

dxn

 . (ǉ.ǉ.ǉ)

Treba ovde napomenuti da se metrički tenzor, čije je delovanje u svakoj tački mnogostrukosti predsta-
vljeno linijskim elementom kao u (ǉ.ǉ.ǉ), češće naziva samo metrika (pseudo-Rimanovih mnogostrukosti),
te će se ova dva termina u nastavku koristiti ravnopravno.

Na osnovu ekĝlicitnog zapisa matrice metričnog tenzora i linijskog elementa moguće je razlikovati
jedan metrički tenzor od drugog, tj. jednu pseudo-Rimanovu mnogostrukost od druge. Štaviše, dsƿ se
može iskoristiti i kako bi se utvrdilo da li je neka mnogostrukost zaista Lorencova, kao u nastavku.

Posmatra se matrica metričkog tenzora. Ukoliko je ona dijagonalna (ima nenula elemente samo na
glavnoj dijagonali), indeks metrike α moguće je utvrditi jednostavnim brojanjem negativnih elemenata
na dijagonali. Ukoliko je ovaj broj jednak jedinici, i taj se jedini negativni element nalazi u i-toj vrsti i
i-toj kolonimatricemetričkog tenzora, to znači da je potprostor generisan odgovarajućim normiranim vek-
torom ∂i ujedno i potprostor najveće dimenzije na kojoj je gp negativno deėnitna forma, što opet znači da
je metrika Lorencova, α = ƾ.

Jasno, ukoliko broj negativnih elemenata na djagonali nije isti za svaku tačku p na mnogostrukosti, tj.
ukoliko je variranjem vrednosti lokalnih koordinata xƾ, xƿ, . . . , xn tačke p moguće dobiti razne vrednosti
zaα, to predstavlja jasan pokazatelj da odgovarajući g ne zadovoljava deėniciju metričkog tenzora. Primeri
su dati u nastavku.

Primer ǉ.ǉ.ǉ NajjednostavnijaLorencovamnogostrukost je prostorMinkovskog,Rǁ, čiji jemetrički tenzor opisan
matricom: 

-ƾ Ǉ Ǉ Ǉ
Ǉ ƾ Ǉ Ǉ
Ǉ Ǉ ƾ Ǉ
Ǉ Ǉ Ǉ ƾ

 ,

i linijski element (ǉ.ǉ.ǉ) dat u koordinatama (ct, x, y, z) kao:

dsƿ = −(cdt)ƿ + dxƿ + dyƿ + dzƿ.

U gornjem izrazu c predstavlja konstantu brzine svetlosti, koja je uvedena iz čisto ėzičkih razloga, kako bi se
standardizovale jedinice (dužine) u kojima se vrednost svake koordinate predstavlja.

�
Primer ǉ.ǉ.Ǌ Još jedan klasičan primer Lorencove mnogostrukosti je jedinični cilindar Sƾ × R, sa linijskim
elementom:

dsƿ = −dϑƿ + dtƿ = [dϑ dt]
[
-ƾ Ǉ
Ǉ ƾ

] [
dϑ
dt

]
.

Ovo je još jedan primer u kojem je matrica metričkog tenzora dijagonalna.
�

Primer ǉ.ǉ.ǋ (Schwarzschildovametrika) Švarcšildova metrika opisana je naRǁ linijskim elementom:

dsƿ = −
(
ƾ− rS

r

)
drƿ +

ƾ
ƾ− rS

r
dtƿ + rƿdφƿ + rƿ sinƿ(φ) dϑƿ,

u (r, t,φ, ϑ) koordinatama, gde je rS > Ǉ vrednost takozvanog Švarcšildovog radijusa.
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Unutar ovog radijusa važi r < rS, te je:{
gǇǇ = grr = −

(
ƾ− rS

r

)
> Ǉ, gƿƿ > Ǉ,

gƾƾ = gtt = +
(
ƾ− rS

r

)−ƾ
< Ǉ, gǀǀ > Ǉ,

i vrednost indeksa metrike je ƾ. Van radijusa važi rS < r:{
gǇǇ = grr = −

(
ƾ− rS

r

)
< Ǉ, gƿƿ > Ǉ,

gƾƾ = gtt = +
(
ƾ− rS

r

)−ƾ
> Ǉ, gǀǀ > Ǉ,

te je i ovde α = ƾ. Treba dodatno napomenuti da je prividan singularitet metrike za r = rS identiėkovan kao
koordinatni artefakt, tj. neėzički singularitet (videti diskusiju Edington-Finkelštajn i Kruskal-Sekereš koordinata
u [ȕ]). Ovo je, dakle, takođe Lorencova metrika.

�
Situacija se menja u slučaju matrice koja ima nenula vandijagonalne elemente, jer nije više toliko lako

odrediti indeks metričkog tenzora. Zato se u praksi metrički tenzor “dijagonalizuje”, u smislu da se formi-
raju nove lokalne koordinatne funkcije, koje su (linearne) transformacijestarih lokalnih koordinatnih funk-
cija, ali tako da matrica metričkog tenzora zapisana u ovim koordinatama bude dijagonalna. U opštem
slučaju, ovo nije jednostavno uraditi, ali kako je matrica metričkog tenzora kvadratna i simetrična, dijago-
nalizaciju je moguće izvršiti primenom posebne vrste dekompozicije matrica, takozvane dekompozicije po
karakterističnim korenima (eng. eigenvalue decomposition).

Naime, pokazano je (videti, na primer, u knjizi Trefethena i Baua, Numerical Linear Algebra) da svaka
kvadratnamatrica A ima dekompoziciju po karakterističnim korenima,A = XΛX−ƾ, gde je saX obeležena
matrica karakterističnih vektora, a saΛ dijagonalna matrica na čijoj se dijagonali nalaze karakteristični ko-
reni. Pritom, ĝektralna teorema simetričnih matrica garantuje da je svaku simetričnu, kvadratnu matricu
A moguće zapisati i kao A = QΛQT, gde je Q = [qij] unitarna matrica, što znači i da se linijski element
metrike može napisati kao:

dsƿ = [dxǇ dxƾ . . . dxn]


gǇǇ gǇƾ . . . gǇn
gƾǇ gƾƾ . . . gƾn
...

... . . . ...
gnǇ gnƾ . . . gnn



dxǇ
dxƾ
...

dxn



= [dxǇ dxƾ . . . dxn]


qǇǇ qǇƾ . . . qǇn
qƾǇ qƾƾ . . . qƾn
...

... . . . ...
qnǇ qnƾ . . . qnn




λǇ Ǉ . . . Ǉ
Ǉ λƾ . . . Ǉ
...

... . . . ...
Ǉ Ǉ . . . λn



qǇǇ qǇƾ . . . qǇn
qƾǇ qƾƾ . . . qƾn
...

... . . . ...
qnǇ qnƾ . . . qnn


T 

dxǇ
dxƾ
...

dxn



= [dyǇ dyƾ . . . dyn]


λǇ Ǉ . . . Ǉ
Ǉ λƾ . . . Ǉ
...

... . . . ...
Ǉ Ǉ . . . λn



dyǇ
dyƾ
...

dyn

 .

Оdavde je jasno da se indeks mnogostrukosti poklapa sa brojem negativnih karakterističnih korena
matrice metričkog tenzora, dok su odgovarajuće koordinatne transformacije dijagonalizacije date sa:

dyj =
n∑

i=Ǉ

qij dx
i, j ∈ {Ǉ, ƾ, . . . n}.
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Primer ǉ.ǉ.ǌ Metrika opisana sledećim linijskim elementom:

dsƿ = dyƿ − ƿdx dz,

primer je metrike koje se može deėnisati naRǀ u (x, y, z) koordinatama. Da je ova metrika i Lorentzova, može
se videti i na osnovu jednakosti:

dsƿ =
[
dx dy dz

] Ǉ Ǉ -ƾ
Ǉ ƾ Ǉ
-ƾ Ǉ Ǉ

dx
dy
dz


=
[
dx dy dz

]  -ƾ√
ƿ

-ƾ√
ƿ Ǉ

Ǉ Ǉ ƾ
-ƾ√
ƿ

ƾ√
ƿ Ǉ

-ƾ Ǉ Ǉ
Ǉ ƾ Ǉ
Ǉ Ǉ ƾ

 -ƾ√
ƿ

-ƾ√
ƿ Ǉ

Ǉ Ǉ ƾ
-ƾ√
ƿ

ƾ√
ƿ Ǉ

T dx
dy
dz


=
[
dπ dσ dτ

] -ƾ Ǉ Ǉ
Ǉ ƾ Ǉ
Ǉ Ǉ ƾ

dπ
dσ
dτ

 = −dπƿ + dσƿ + dτƿ,

gde je korišćena dekompozicija po karakterističnim korenima i transformacija (dx, dy, dz) 7→ (dπ, dσ, dτ).
�

Primer ǉ.ǉ.Ǎ Na cilindruSƾ×R u (ϑ, t) koordinatamamoguće je deėnisati i Lorencovumetriku datu linijskim
elementom dsƿ = dϑ dt. Zaista, primenom dekompozicije po karakterističnim korenima, odgovarajuća matrica
metričkog tenzora se zapisuje kao:[

Ǉ ƾ
ƿ

ƾ
ƿ Ǉ

]
=

[
-ƾ√
ƿ

ƾ√
ƿ

ƾ√
ƿ

ƾ√
ƿ

][ -ƾ
ƿ Ǉ
Ǉ ƾ

ƿ

][ -ƾ√
ƿ

ƾ√
ƿ

ƾ√
ƿ

ƾ√
ƿ

]

=

[ -ƾ
ƿ

ƾ
ƿ

ƾ
ƿ

ƾ
ƿ

] [
-ƾ Ǉ
Ǉ ƾ

] [ -ƾ
ƿ

ƾ
ƿ

ƾ
ƿ

ƾ
ƿ

]
,

što znači da je linijski element moguće zapisati i kao:

dsƿ = −dξƿ + dσƿ, gde su:

{
dξ = ƾ

ƿ(−dϑ + dt),
dσ = ƾ

ƿ(dϑ + dt).

Sada je očigledno da je indeks ove metrike α = ƾ.
�

ǉ.Ǌ KĵŊŐĵŀłĽ ĿĵŇĵĿŉĹŇ
Geometrijski značaj indeksa postaje vidljiv pri klasiėkaciji tangentih vektora. Ako se, radi preglednosti

zapisa, metrički tenzor g i funkcionele gp sve obeleže sa ⟨, ⟩ã ovaj zapis se često koristi u literaturi, bez
opasnosti od zabuneã tangentni vektori se mogu podeliti na osnovu njihovih kauzalnih karaktera:
Deėnicija ǉ.Ǌ.ǉ Za zadatu pseudo-Rimanovu mnogostrukost, nenula tangentni vektor v ∈ TM je vektor:

• prostornog tipa, akko je ⟨v, v⟩ > Ǉ,

• svetlosnog tipa, akko je ⟨v, v⟩ = Ǉ,

• vremenskog tipa, akko je ⟨v, v⟩ < Ǉ.
Nula vektor je po deėniciji prostornog tipa.

Generalno, kauzalni karakter se može deėnisati ne samo za tangentne vektore, već se kao pojammože
uopštiti i na tangentneprostore, tangentna raslojenja, i naopštije vektorskeprostore. Zadeėniciju kauzalnog
karaktera ƾ-formi videti [Ǎ].
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Kako će se većina teorema u nastavku odnositi na vektorske prostore dimenzije bar ƿ, nad kojima je
globalno deėnisana simetrična bilinearna funkcionela indeksa ƾ, ovi prostori će se u nastavku posebno
nazivati Lorencovim vektorskim prostorima. Ključno svojstvo ovih prostora zapravo se može uočiti na os-
novu mogućnosti dijagonalizacije matrice metričkog tenzora. Naime, dijagonalizaciji odgovara nalaženje
ortonormirane baze Lorencovog vektorskog prostora. Međutim, kako na dijagonalimatricemetričkog ten-
zoramože biti samo jedan negativni element, to znači da svaka baza ovog prostora (ortogonalni i normirani
vektori) mora imati tačno jedan vektor vremenskog tipa, dok su svi ostali bazni vektori prostornog tipa.

Ovde se navodi deėnicija kauzalnog karaktera potprostora Lorencovih vektorskih prostora:

Deėnicija ǉ.Ǌ.Ǌ Neka jeWpotprostorLorencovog vektorskog prostoraV, i neka je g simetrična bilinearna forma
(indeksa ƾ) deėnisana nad V. Tada je W potprostor:

• prostornog tipa, akko je g|W pozitivno deėnitna forma (W je tada unitarni prostor),

• vremenskog tipa, akko je g|W nedegenerisana forma indeksa ƾ,

• svetlosnog tipa, ako je g|W degenerisana forma.

Trivijalni nula potprostor je takođe po deėniciji prostornog tipa.

Svaki potprostor Lorencovog vektorskog prostora može biti samo jednog tipa, tj. nije moguće kon-
struisati potprostor koji se ne može klasiėkovati u pomenute tri grupe. Ovo je posledica činjenice da se
kauzalni karakter vektora v poklapa sa kauzalnim karakterom potprostora kojeg generiše, da se u svakom
k-dimenzionalnom potprostoru mogu deėnisati ortonormirani vektori eƾ, . . . , ek koji ga generišu, kao i da
broj baznih vektora tog potprostora za koji važi ⟨ei, ei⟩ = −ƾ ostaje konstantan, za svaku bazu potprostora
eƾ, . . . , ek (videti Sylvesterovu teoremu, [ǉǉ]).

Jedna značajna lema (iz [ǌ]), koja se tiče ortogonalnih vektora (u smislu funkcionele gp) i njihovog
kauzalnog karaktera data je u nastavku (videti i [ǋ]):

Lema ǉ.Ǌ.ǉ Neka je dat vektor z vremenskog tipa, koji pripada Lorentcovom vektorskom prostoru V dimenzije
n. Svaki vektor iz V ortogonalan na z je prostornog tipa. Tada je z⊥ = {v ∈ V |v ⊥ z} unitarni vektorski
prostor i važi:

V = span(z)⊕ z⊥. (ǉ.Ǌ.ǉ)

DŃĿĵŐ.

Kako je z vektor vremenskog tipa, ne može važiti z = Ǉ, po deėniciji, što znači da se zmože normirati,
te neka je eǇ = z/|⟨z, z⟩|ƾ/ƿ. Kako jeV Lorencov vektorski prostordimenzijen, uvek jemoguće konstruisati
ortonormiranu bazu ovog prostora koja će sadržati vektor eǇ, označenu ovde kao {eǇ, eƾ, . . . , en−ƾ}. U ovoj
bazi, u skladu sa ranijim razmatranjima, eǇ je jedini vektor vremenskog tipa, dok za ostale važi:

⟨ei, ei⟩ = +ƾ, ∀i = ƾ, ƿ, . . . , n − ƾ.

Ako je neki vektor v ortogonalan na z (time i na eǇ), onda se on može zapisati i kao:

v = aƾeƾ + · · ·+ an−ƾen−ƾ, (ǉ.Ǌ.Ǌ)

za neke koeėcijente ai ∈ R, a odatle je i:

⟨v, v⟩ =
n−ƾ∑
i=ƾ

aƿi ⟨ei, ei⟩ =
n−ƾ∑
i=ƾ

aƿi ≥ Ǉ, (ǉ.Ǌ.ǋ)

takođe zbog ortonormiranosti baze.
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Ako važi stroga nejednakost u (ǉ.Ǌ.ǋ), onda je v po deėniciji prostornog tipa, a ukoliko važi jednakost,
onda je v ≡ Ǉ, ponovopodeėniciji, prostornog tipa. Činjenica da se ovoodnosi na proizvoljni vektor v ⊥ z
implicira da su svi vektori u z⊥ prostornog tipa, što znači da je ⟨, ⟩z⊥ pozitivno (semi)deėnitna forma na
z⊥, čime je z⊥ i unitarni prostor.

Drugi deo leme direktno sledi, jer je, na osnovu jednakosti (ǉ.Ǌ.Ǌ), prostor e⊥Ǉ ≡ z⊥ očigledno generi-
san vektorima eƾ, eƿ, . . . , en−ƾ, a kako je {eǇ, eƾ, . . . , en−ƾ} ortonormirana baza zaV, sledi da je svaki vektor
iz Vmoguće napisati kao linearnu kombinaciju vektora iz lineala span(z) i vektora iz z⊥.

�
Mada se to posebno ne naglašava, primetno je da se ovde pod normiranim vektorima podrazumevaju

oni za koje važi ⟨u, u⟩ = ±ƾ. Iz praktičnih razloga, takođe, u mnogim je situacijama korisno predstaviti
vektore v kao vektorski zbir oblika v = au + v⊥, gde je u jedinični vektor vremenskog tipa, vektor v⊥ ∈ u⊥
prostornog tipa, i a ∈ R. Tada se može zapisati ⟨v, v⟩ = ⟨v⊥, v⊥⟩ − aƿ.

Može se takođe pokazati i opštije tvrđenje od gornje leme: ceo potprostorW je vremenskog tipa akko
jeW⊥ prostornog tipa, ali kako je (W⊥)⊥ = W, važi i obrnuto. Odavde semože zaključiti da jeW potpros-
tor svetlosnog tipa akko je iW⊥ svetlosnog tipa.

Potprostori vremenskog tipa često se pominju u teoriji kauzalnosti, te je korisno razmatrati kriterijume
na osnovu kojih se može zaključiti da je neki potprostor zaista tog tipa. Međutim, pre nego što se prezen-
tuje odgovarajući kriterijum, potrebno je, radi kompletnosti, pokazati i sledeći rezultat, u vidu leme. Ideja
dokaza preuzeta je iz [Ǌ], a alternativni dokazi se mogu naći u [Ǎ] ili u [Ǒ].

Lema ǉ.Ǌ.Ǌ Za dva vektora u i v svetlosnog tipa u n-dimenzionalnom Lorencovom vektorskom prostoru V važi
sledeća ekvivalencija:

u, v su linearno zavisni vektori ⇔ ⟨u, v⟩ = Ǉ.

DŃĿĵŐ.

Jedan smer dokaza je trivijalan, jer ako su u i v linearno zavisni vektori svetlosnog tipa, tj. u = av, gde
je a ∈ R, onda direktno važi:

⟨u, v⟩ = ⟨u, au⟩ = Ǉ,

jer je u vektor svetlosnog tipa.

Drugi smer se može pokazati ako se pretpostavi da su vektori u i v predstavljeni u obliku:

u = eǇ +
n−ƾ∑
i=ƾ

aiei =: eǇ + uE, i v = eǇ +
n−ƾ∑
i=ƾ

biei =: eǇ + vE.

u bazi prostora {eǇ, eƾ, . . . , en−ƾ} u kojoj je eǇ jedini vektor vremenskog tipa. Ovakva reprezentacija je
moguća jer se skaliranjem (svih) komponenti ne menja karakter vektora, dok koeėcijenti uz eǇ ne smeju
biti nula, jer bi tada u i v bili vektori prostornog tipa.

Tada se jednakost ⟨u, v⟩ = ⟨u, u⟩ = ⟨v, v⟩ = Ǉ može još zapisati kao:

aƾbƾ + · · ·+ an−ƾbn−ƾ − ƾ = aƿƾ + · · ·+ aƿn−ƾ − ƾ = bƿƾ + · · ·+ bƿn−ƾ − ƾ = Ǉ,

ili, prebacivanjem jedinice na drugu stranu jednakosti:

aƾbƾ + · · ·+ an−ƾbn−ƾ = aƿƾ + · · ·+ aƿn−ƾ = bƿƾ + · · ·+ bƿn−ƾ = ƾ. (ǉ.Ǌ.ǌ)

Strana Ǐ



Međutim, ova jednakostposmatrana u kontekstu (n−ƾ)-dimenzionalnogRimanovog vektorskog pro-
stora generisanog sa vektorima {eƾ, . . . , en−ƾ} ekvivalentna je izrazu:

⟨uE, vE⟩E = ⟨uE, uE⟩E = ⟨vE, vE⟩E = ƾ,

gde je sa ⟨, ⟩E označen standardni skalarni proizvod u ovom prostoru. Odavde se može zaključiti da se
Koši-Švarcova nejednakost Rimanovih vektorskih prostora svodi na jednakost:

⟨uE, vE⟩E = ⟨uE, uE⟩E · ⟨vE, vE⟩E,

te na osnovu klasičnih teorema linearne algebre sledi da su vektori uE i vE kolinearni sa pozitivnom kon-
stantom proporcionalnosti. Kako su im i norme jednake, prema (ǉ.Ǌ.ǌ), direktno sledi uE = vE, što znači
da važi i u = v, te su ova dva vektora svetlosnog tipa zaista linearno zavisna.

�

Imajući ovaj rezultat na umu, sledeća teoremamože poslužiti da se prepozna vektorski potprostor vre-
menskog tipa, na osnovu karaktera vektora koji joj pripadaju (videti [Ǌ], [ǋ], [ǌ]):

Teorema ǉ.Ǌ.ǉ Neka jeW potprostor dimenzije bar ƿ Lorencovog vektorskog prostora V. Tada su sledeći iskazi
ekvivalentni:

i. W je potprostor vremenskog tipa, te time i Lorencov vektorski prostor;

ii. W sadrži dva linearno nezavisna vektora svetlosnog tipa;

iii. W sadrži vektor vremenskog tipa.

DŃĿĵŐ.

i. ⇒ ii. Neka vektori eǇ, eƾ, . . . , em čine ortonormiranu bazu potprostoraW, pri čemu se bez gubitka
opštosti može pretpostaviti da je vektor eǇ vektor vremenskog tipa (nužno jedini vektor tog tipa). Tada su,
na primer, eǇ + eƾ i eǇ − eƾ linearno nezavisni vektori svetlosnog tipa, zato što je:

⟨eǇ + eƾ, eǇ + eƾ⟩ = ⟨eǇ, eǇ⟩+ ⟨eƾ, eƾ⟩ = −ƾ+ ƾ = Ǉ,
⟨eǇ − eƾ, eǇ − eƾ⟩ = ⟨eǇ, eǇ⟩+ ⟨eƾ, eƾ⟩ = −ƾ+ ƾ = Ǉ,

gde linearna nezavisnost direktno sledi iz linearne nezavisnosti samih baznih vektora:

Ǉ = a(eǇ + eƾ) + b(eǇ − eƾ) = (a + b)eǇ + (a − b)eƾ ⇔ a, b = Ǉ.

ii. ⇒ iii. Neka su u i v linearno nezavisni vektori svetlosnog tipa, koji pripadajuW. Prema prethod-
noj lemi važi ⟨u, v⟩ ̸= Ǉ, a odatle je tačno jedan od vektora u + v ili u − v vremenskog tipa:

⟨u + v, u + v⟩ = ⟨u, u⟩+ ƿ⟨u, v⟩+ ⟨v, v⟩ = ƿ⟨u, v⟩,
⟨u − v, u − v⟩ = ⟨u, u⟩ − ƿ⟨u, v⟩+ ⟨v, v⟩ = −ƿ⟨u, v⟩.

iii. ⇒ i. Ako je v vektor vremenskog tipa u W, onda je, prema klasičnim rezultatima linearne alge-
bre, W⊥ ⊂ v⊥, pri čemu je v⊥ potprostor prostornog tipa na osnovu Leme ǉ.Ǌ.ǉ. Odatle sledi da je i W⊥

prostornog tipa, te je iW = (W⊥)⊥ potprostor vremenskog tipa.

�
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ǉ.ǋ SŋĹŉŀŃňłĽ ĿŃłŊň
Ako se saΛ označi skup svih vektora svetlosnog tipa u TpM, tzv. svetlosni konus, može se pokazati da:

Lema ǉ.ǋ.ǉ ([ǋ]) Za potprostor W Lorencovog vektorskog prostora V sledeći iskazi su ekvivalentni:
i. W je potprostor svetlosnog tipa;

ii. W sadrži vektor svetlosnog tipa, ali ne i vektor vremenskog tipa;

iii. W ∩ Λ = L\{Ǉ}, gde je Λ svetlosni konus, a L jednodimenzionalni potprostor vektorskog prostora V.
DŃĿĵŐ.

i. ⇒ ii. Budući da jeW svetlosnog tipa, to jest, da je g|W degenerisana forma naW, mora postojati
vektor svetlosnog tipa uW. Sa druge strane, zbog toga štoW nije prostor vremenskog tipa, prema Teoremi
ǉ.Ǌ.ǉ,W ne može imati vektor vremenskog tipa.

ii. ⇒ iii. W sadrži vektor svetlosnog tipa, te je očiglednoW∩Λ neprazno. Međutim, ako bi se uW
nalazila dva linearno nezavisna vektora svetlosnog tipa, onda bi, prema Teoremi ǉ.Ǌ.ǉ, važilo daW sadrži i
vektor vremenskog tipa. Dakle, ako je w ∈ W vektor svetlosnog tipa, onda je L = span(w), a budući da je
nula vektor po deėniciji prostornog tipa, važi iW ∩ Λ = span(w)\{Ǉ}.

iii. ⇒ i. W očigledno ne može biti prostornog tipa, ali, prema prethodnoj Teoremi, ne može biti ni
vremenskog tipa. Kao potprostor Lorencovog vektorskog prostora, dakle,Wmora biti svetlosnog tipa.

�
Svetlosni konusi se nazivaju konusima prvenstveno zbog toga što u trodimenzionalnim Lorencovim

vektorskim prostorima za svaki vektor oblika v = (xǇ, xƾ, xƿ) iz TpM važi da je svetlosnog tipa akko je is-
punjeno ⟨v, v⟩ = Ǉ, odnosno−xƿǇ + xƿƾ + xƿƿ = Ǉ, što predstavlja analitički opis beskonačnog konusa uRǀ

(analogno za Rn). Na Slici ǉ.ǉ prikazani su međusobni odnosi svetlosnih konusa i potprostora različitih
kauzalnih karaktera.

(a)W je prostornog tipa. (b)W je vremenskog tipa. (c)W je svetlosnog tipa.

Slika ǉ.ǉ: PotprostoriW Lorencovih vektorskih prostora i svetlosni konusiΛ.

Svaki svetlosni konus moguće je posmatrati kao uniju dva međusobno disjunktna skupa, koja će se u
nastavku obeležavati kaoΛ+ iΛ−. U principu, njihovoj konstrukciji se pristupa tako što se ėksira normi-
rani vektor u vremenskog tipa, te ovi skupovi deėnišu kao:

Λ+(u) := {v ∈ V |⟨v, v⟩ = Ǉ ∧ (∃a > Ǉ)(∃v⊥ ∈ u⊥) v = au + v⊥},
Λ−(u) := {v ∈ V |⟨v, v⟩ = Ǉ ∧ (∃a < Ǉ)(∃v⊥ ∈ u⊥) v = au + v⊥}.

Međutim, valja napomenuti da, iako to notacijamožda sugeriše, ukoliko se posmatraju svetlosni konusi
svakog tangentnog prostoraTpM, ne postoji aprioran i invarijantan način odabira vektora una osnovu kojih
bi se skupoviΛ+(u) iΛ−(u) razlikovali, a nemora ni postojati glatko vektorsko polje, koje svakoj tački na
mnogostrukosti dodeljuje vektor vremenskog tipa na osnovu kojeg se generišuΛ+(u) (videti [ǎ]).
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Ipak, radi kraćeg zapisa, u nastavku se neće posebno naglašavati uloga vektora u, te će se ovi skupovi
obeležavati samo kao Λ+ i Λ−. Imajući prethodno na umu, sledeće leme iĝituju njihov međusoban
odnos, kao i njihov odnos sa ambijentalnim prostorom.
Lema ǉ.ǋ.Ǌ ([Ǌ]) Svetlosni konus n-dimenzionalnog Lorencovog vektorskog prostora V sastoji se od dve kom-
ponente Λ+ i Λ−, pri čemu važi sledeća jednakost:

Λ− = Λ−(u) = Λ+(−u) = −Λ+. (ǉ.ǋ.ǉ)

DŃĿĵŐ.

Ova dva skupa su, najpre, očigledno disjunktna po deėniciji. Neka je u jedinični vektor vremenskog
tipa u V, i neka je v vektor svetlosnog tipa izΛ−(u). Prema deėniciji ovog skupa, mora važiti:

(∃a < Ǉ)(∃v⊥ ∈ u⊥) v = au + v⊥.

Međutim, to znači da takođe važi i:

(∃a < Ǉ)(∃v⊥ ∈ u⊥) v = (−a)(−u) + v⊥.

Ako se sada primeti da je svaki vektor ortogonalan na u istovremeno ortogonalan i na −u, nije teško
utvrditi jednakosti prostora u⊥ i (−u)⊥. Uvođenjem konstante b := −a > Ǉ, može se zapisati:

(∃b > Ǉ)(∃v⊥ ∈ (−u)⊥) v = b(−u) + v⊥,

što znači da je v ∈ Λ+(−u). Time je dokaz završen.
�

Odznačaja je i pomenuti da, poduslovimagornje leme, kako je v vektor svetlosnog tipa, važi i jednakost:

Ǉ = ⟨v, v⟩ = ⟨au + v⊥, au + v⊥⟩
= aƿ⟨u, u⟩+ ƿa⟨u, v⊥⟩+ ⟨v⊥, v⊥⟩
= −aƿ + ⟨v⊥, v⊥⟩,

(ǉ.ǋ.Ǌ)

odnosno, prebacivanjem člana aƿ na levu stranu jednakosti, ⟨v⊥, v⊥⟩ = aƿ.
Lema ǉ.ǋ.ǋ ([ǋ]) Svakakomponenta svetlosnog konusan-dimenzionogLorencovog vektorskogprostoraVdifeo-
morfna je prostoruR+ × Sn−ƿ, gde je Sn−ƿ jedinična sfera u unitarnom prostoruRn−ƾ.

DŃĿĵŐ.

Najpre se ėksira jedinični vektor u vremenskog tipa i posmatra skup Λ+, kao i u prethodnoj lemi.
Proizvoljni vektor v svetlosnog tipa tada se može zapisati kao v = au + v⊥, za v⊥ ∈ u⊥ i a > Ǉ.

U skladu sa gornjim razmatranjima (ǉ.ǋ.Ǌ), vektor v pripada svetlosnom konusu akko je ⟨v⊥, v⊥⟩ = aƿ,
što opet implicira da je v⊥/a normiran vektor (prostornog tipa). Odavde se može doći do ideje za kon-
strukciju preslikavanjaφ : V → R+× Sn−ƿ i njene inverzne funkcije:{

φ(v) = φ(au + v⊥) = (a, v⊥/a),
φ−ƾ(r, s) = r · (u + s).

Ovo preslikavanje zaista je bijektivno i dobro deėnisano:

φ−ƾ(φ(v)) = φ−ƾ
(
a,

v⊥
a

)
= a

(
u +

v⊥
a

)
= au + v⊥ = v,

φ(φ−ƾ(r, s)) = φ(r(u + s)) = φ(ru + rs) =
(
r,

rs
r

)
= (r, s),

dok se činjenicada jeφdifeomoėzamdokazujeuzpomoć složenijih argumenta, koji ovdenećebiti pokazani.
Zainteresovani mogu naći više o ovome u [Ǎ].

�
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ǉ.ǌ VŇĹŁĹłňĿĽ ĿŃłŊňĽ
Na analogan način kao u slučaju svetlosnog konusa, može se deėnisati skup T kao skup svih vektora

vremenskog tipa u Lorencovom vektorskom prostoru V. Pritom, za svako u ∈ T se može deėnisati skup:

T+(u) := {v ∈ T |⟨u, v⟩ < Ǉ},

koji se naziva vremenskim konusom vektorskog prostora V, koji sadrži vektor u. Takođe, u literature se često
pominje i suprotan vremenski konus, dat sa:

T−(u) := {v ∈ T |⟨u, v⟩ > Ǉ}.

Nužno je napomenuti još da, analogno kao kod skupovaΛ+(u) iΛ−(u), i ovde važi jednakost:

T−(u) = T+(−u) odnosno: T− = −T+,

ako se ne naglašava uloga vektora u u generisanju ovih skupova. Gornje jednakosti slede na osnovu samih
deėnicija.

Uz to, budući da je T+(u/|⟨u, u⟩|ƾ/ƿ) = T+(u), često je opravdano smatrati da su vektori vremenskog
tipa koji generišu konus normirani. Takođe, kako u ∈ T , sledi da je u⊥ potprostor prostornog tipa, te je
otuda T disjunktna unija ova dva vremenska konusa T+ i T−.

U nastavku se iĝituje na koji način se utvrđuje da li dva vektora vremenskog tipa pripadaju istom vre-
menskom konusu:

Lema ǉ.ǌ.ǉ ([Ǌ], [ǋ]) Neka su data dva vektora v i w vremenskog tipa iz Lorencovog vektorskog prostora V.
Tada se ova dva vektora nalaze u istom vremenskom konusu akko važi ⟨v,w⟩ < Ǉ.

DŃĿĵŐ.

Pretpostavimo da je dat normiran vektor vremenskog tipa u ∈ V i vektori v,w ∈ V vremenskog tipa,
pri čemu je v ∈ T+(u). Tada se vektori v i wmogu zapisati u obliku vektorskog zbira:

v = av u + v⊥
w = aw u + w⊥,

gde su av, aw ∈ R i v⊥,w⊥ ∈ u⊥. Vektori v i w su vremenskog tipa, te se izrazi ⟨v, v⟩ < Ǉ i ⟨w,w⟩ < Ǉ
svode na |av| > |⟨v⊥, v⊥⟩|ƾ/ƿ i |aw| > |⟨w⊥,w⊥⟩|ƾ/ƿ. Pritom, jasno je da je:

⟨v,w⟩ = −av aw + ⟨v⊥,w⊥⟩, (ǉ.ǌ.ǉ)

te, kako v⊥ i w⊥ pripadaju potprostoru prostornog tipa, to jest unitarnom, Rimanovom prostoru, prema
odgovarajućoj Švarcovoj nejednakosti važi:

|⟨v⊥,w⊥⟩| ≤ |⟨v⊥, v⊥⟩|ƾ/ƿ · |⟨w⊥,w⊥⟩|ƾ/ƿ < |av aw|. (ǉ.ǌ.Ǌ)

Prema (ǉ.ǌ.ǉ) i (ǉ.ǌ.Ǌ), znak ⟨v,w⟩ zavisi od znaka izraza av aw. Međutim, budući da je, po pretpostavci,
v ∈ T+(u), mora važiti av > Ǉ, što znači da je znak izraza ⟨v,w⟩ dat sa:

sgn(⟨v,w⟩) = sgn(−av aw) = sgn(−aw) = −sgn(aw),

što opet uzima strogo negativne vrednosti akko je aw > Ǉ, tj. akko je i w ∈ T+(u).

�
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Primetimo da gornja lema sugeriše sledeće ekvivalencije:

u ∈ T+(v) ⇔ v ∈ T+(u) ⇔ T+(u) ≡ T+(v).

Ovi konusi su i konveksni, zato što važi da ako v,w ∈ T+(u), ondanaosnovunjihove pripadnosti istom
vremenskom konusu za β ∈ [Ǉ, ƾ] važi:

⟨βv + (ƾ− β)w, βv + (ƾ− β)w⟩ = βƿ⟨v, v⟩+ ƿβ(ƾ− β)⟨v,w⟩+ (ƾ− β)ƿ⟨w,w⟩ < Ǉ,

jer se sabiraju tri negativne vrednosti, što znači da konveksna kombinacija dvaju vektora iz T+(u) pripada
T+(u). Analogno važi i za T−(u).

Veza između vremenskih i svetlosnih konusa može se koncizno izraziti putem sledeće teoreme, čiji
dokaz je delimično preuzet iz [ǌ]:

Teorema ǉ.ǌ.ǉ Skup T čine dve komponente T+ i T−, koji su konveksni, otvoreni skupovi. Uz konzistentan
odabir znakova±, važe jednakosti:{

∂T+ = Λ+ ∪ {Ǉ},
∂T− = Λ− ∪ {Ǉ},

odnosno:

{
∂T+(u) = Λ+(u) ∪ {Ǉ},
∂T−(u) = Λ−(u) ∪ {Ǉ},

za ėksirani jedinični vektor u vremenskog tipa.

DŃĿĵŐ.

Za zadati jedinični vektor u vremenskog tipa, svaki vektor v ∈ V semože zapisati kao zbir v = au+ v⊥,
za neko v⊥ ∈ u⊥, pri čemu je taj vektor vremenskog tipa akko je aƿ > ∥v⊥∥ƿ. Na osnovu ekvivalencije:

⟨u, v⟩ = ⟨u, au + v⊥⟩ = a⟨u, u⟩ < Ǉ ⇔ a > Ǉ,

jasno je da skup T+(u) sadrži one v ∈ T za koje je a > Ǉ, a skup T−(u) one v ∈ T za koje je a < Ǉ, te se
T zaista sastoji od ova vremenskog konusa koji sadrži u i njemu suprotnog konusa. Konveksnost skupova
je već pokazana, a otvorenost direktno sledi na osnovu jednakosti:{

T+(u) = {v ∈ T |⟨u, v⟩ < Ǉ},
T−(u) = T+(−u).

Dalje, da je, na primer,∂T+(u) = Λ+(u) ∪ {Ǉ}, lako se pokazuje, zato što je zbogosobine otvorenosti
int(T+(u)) = T+(u), te se unutrašnjost i adherencija skupa T+ mogu zapisati kao:{

int(T+(u)) = {v ∈ V|(∃a > Ǉ)(∃v⊥ ∈ u⊥) v = au + v⊥ ∧ ⟨v⊥, v⊥⟩ < aƿ},
cl(T+(u)) = {Ǉ} ∪ {v ∈ V|(∃a > Ǉ)(∃v⊥ ∈ u⊥) v = au + v⊥ ∧ ⟨v⊥, v⊥⟩ ≤ aƿ}.

Zato je rub ∂T+(u) = cl(T+(u))\int(T+(u)) dat sa:

∂T+(u) = {Ǉ} ∪ {v ∈ V|(∃a > Ǉ)(∃v⊥ ∈ u⊥) v = au + v⊥ ∧ ⟨v⊥, v⊥⟩ = aƿ},

što, na osnovu (ǉ.ǋ.Ǌ) znači da je ∂T+(u) = Λ+(u) ∪ {Ǉ}.

Potpuno analogno se pokazuje i deo teoreme za ∂T−(u).

�

Strana ǉǊ



ǉ.Ǎ OĶŇłŊŉĹ łĹľĹĸłĵĿŃňŉĽ LŃŇĹłķŃŋĽļ ŋĹĿŉŃŇňĿĽļ ńŇŃňŉŃŇĵ
Pojam vremenskog konusa često se dovodi u vezu sa obrnutom Švarcovom nejednakošću, ali i sa obrnu-

tom nejednakošću trougla, koje se izlažu u nastavku i koje se, zanimljivo, mogu dovesti u vezu sa paradoksom
blizanaca iz ĝecijalne teorije relativnosti. Radi lakšeg zapisa, izraz |⟨v, v⟩|ƾ/ƿ će se obeležavati sa ∥v∥, za
proizvoljan vektor v iz Lorencovog vektorskog prostora, bez opasnosti od zabune.

Teorema ǉ.Ǎ.ǉ (Obrnuta Švarcova nejednakost, [Ǌ], [ǋ]) Neka su v i w vektori vremenskog tipa iz Loren-
covog vektorskog prostora V. Tada važi:

i. |⟨v,w⟩| ≥ ∥v∥∥w∥, pri čemu jednakost važi akko je w = βv, β ∈ R;

ii. Ako se v i w nalaze u istom vremenskom konusu, tada postoji jedinstvena nenegativna konstanta φ, koja
se naziva hiperbolični ugao između v i w, za koju važi:

⟨v,w⟩ = −∥v∥∥w∥ coshφ.

DŃĿĵŐ.

i. Neka je w = av + w⊥, za neko w⊥ ∈ v⊥. Otuda trivijalno sledi da je:

⟨w,w⟩ = aƿ⟨v, v⟩+ ⟨w⊥,w⊥⟩,

odakle važi i sledeća relacija:

⟨v,w⟩ƿ = aƿ⟨v, v⟩ƿ = aƿ⟨v, v⟩ · ⟨v, v⟩ = [⟨w,w⟩ − ⟨w⊥,w⊥⟩] ⟨v, v⟩.

Po deėniciji svojih kauzalnih karaktera, važi da je ⟨w⊥,w⊥⟩ ≥ Ǉ i ⟨w,w⟩ < Ǉ, te je zato:

⟨w,w⟩ − ⟨w⊥,w⊥⟩ ≤ ⟨w,w⟩,
[⟨w,w⟩ − ⟨w⊥,w⊥⟩] ⟨v, v⟩ ≥ ⟨w,w⟩⟨v, v⟩,

jer je v vremenskog tipa. Zato konačno važi tražena nejednakost:

⟨v,w⟩ƿ ≥ ⟨w,w⟩⟨v, v⟩ = ∥w∥ƿ∥v∥ƿ.

Jednakost očigledno važi akko je ⟨w⊥,w⊥⟩ = Ǉ, tj. w⊥ ≡ Ǉ, što je ekvivalentno sa w = βv, β ∈ R.

ii. Ako su v i w u istom vremenskom konusu, onda mora važiti ⟨v,w⟩ < Ǉ, pa je:

⟨v,w⟩
−∥v∥∥w∥

≥ ƾ,

što znači da se takav članmože predstaviti kao hiperbolični kosinus nekog uglaφ. Generalno se uvek
bira da jeφ ≥ Ǉ, što garantuje jedinstvenost prikaza.

�

Na osnovu rezultata ove teoreme, lako se dokazuje i sledeći korolar, takozvana obrnuta nejednakost
trougla (videti [Ǌ], [ǋ], [ǌ], [Ǒ]).
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Korolar ǉ.Ǎ.ǉ (Obrnuta nejednakost trougla) Ako su v i w vektori vremenskog tipa i nalaze se u istom vre-
menskom konusu, onda važi:

∥v + w∥ ≥ ∥v∥+ ∥w∥, (ǉ.Ǎ.ǉ)

pri čemu jednakost važi akko su v i w kolinearni.

DŃĿĵŐ.

Budući da je prema prethodnoj teoremi ⟨v,w⟩ < Ǉ, obrnuta Švarcova nejednakost daje:

∥v∥∥w∥ ≤ |⟨v,w⟩| = −⟨v,w⟩.

Kako su vektori v i w vremenskog tipa, važi sledeća nejednakost:

(∥v∥+ ∥w∥)ƿ = ∥v∥ƿ + ƿ∥v∥∥w∥+ ∥w∥ƿ ≤ ∥v∥ƿ − ƿ⟨v,w⟩+ ∥w∥ƿ =
= −⟨v, v⟩ − ƿ⟨v,w⟩ − ⟨w,w⟩ = −⟨v + w, v + w⟩ =

= |⟨v + w, v + w⟩| = ∥v + w∥ƿ.
(ǉ.Ǎ.Ǌ)

Jednakost u (ǉ.Ǎ.Ǌ) će važiti akko je ∥v∥∥w∥ = −⟨v,w⟩ = |⟨v,w⟩|, tj. ako se i Koši-Švarcova nejed-
nakost svodi na jednakost, što je prema prethodnoj teoremi iĝunjeno akko su v i w kolinearni.

�
Ove obrnute nejednakosti, mada ne u potpunosti u skladu sa intuicijomstečenog sa radom iz unitarnih

prostora, veoma su značajne u Lorencovoj geometriji i njenim primenama u teoriji relativnosti.

ǉ.ǎ VŇĹŁĹłňĿĽ-ŃŇĽľĹłŉĵĶĽŀłĹ LŃŇĹłķŃŋĹŁłŃĻŃňŉŇŊĿŃňŉĽ
Naosnovu svega dosad rečenog, na svakom tangentnomprostorumogu se deėnisati po dva vremenska

konusa, te na proizvoljan način obeležiti jedan od njih sa T+, a drugi sa T−. Činjenica da, ako je u vektor
vremenskog tipa, onda mora biti da je i−u istog tipa, potkrepljuje ovu arbitrarnost obeležavanja.

Međutim, u svetlu ėzičkog aĝekta priče, često je potrebno na jedinstven način odabrati koji vremenski
konus će biti takozvani vremenski konus budućnosti, a koji vremenski konus prošlosti. Drugim rečima, često
je nužno naći glatku funkciju na osnovu koje je moguće birati vremenski konus budućnosti u svakom tan-
gentnom prostoru. Ovo vodi do pojmova vektorskih polja vremenskog tipa i vremenske orijentabilnosti.

Deėnicija ǉ.ǎ.ǉ Vektorsko polje X deėnisano na Lorencovoj mnogostrukostiM je vremenskog tipa ako je vektor
X(p) ≡ Xp vremenskog tipa za svako p ∈ M.

Deėnicija ǉ.ǎ.Ǌ Lorencova mnogostrukost M se naziva vremenski orijentabilnom ukoliko postoji glatko vek-
torsko polje X na M vremenskog tipa. Vremenska orijentacija mnogostrukosti M tada predstavlja izbor vremen-
skog konusa T+(p) ⊂ TpM za svako p ∈ M za koje je Xp ∈ T+(p).

Nije teško uvideti da se u ovom kontekstu pojam vremenskog konusa T+(p) vezuje za tačno određen
vektor Xp ∈ TpM vremenskog tipa koji mu pripada, ali se zbog konciznosti koristi oznaka T+(p) umesto
T+(Xp).

Deėnicija ǉ.ǎ.ǋ SkupT+(p) naziva se pozitivnim vremenskim konusom, budućim vremenskim konusom
ili vremenskim konusom budućnosti u tački p. Vektori vremenskog tipa koji pripadaju ovom konusu nazivaju
se buduće usmerenim vektorima.

Skup T−(p) naziva se negativnim vremenskim konusom, prošlim vremenskim konusom ili vremen-
skim konusom prošlosti u tački p. Vektori vremenskog tipa koji pripadaju ovom konusu nazivaju se prošlo
usmerenim vektorima.
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Ovde je data deėnicija buduće usmerenog i prošlo usmerenog vektora svetlosnog tipa:

Deėnicija ǉ.ǎ.ǌ Neka jeM vremenski orijentabilna Lorencovamnogostrukost. Vektor v ∈ TpMsvetlosnog tipa
naziva sebudućeusmerenim vektorom svetlosnog tipa ako postoji niz buduće usmerenih vektora vremenskog tipa
čija je on granica. Analogno se deėnišu i prošlo usmereni vektori svetlosnog tipa, te se kaže da je svetlosni konus
u TpM particionisan na svetlosni konus budućnosti i svetlosni konus prošlosti.

Na osnovu gornjih deėnicija može se govoriti o globalnosti vremenske orijentabilnosti, zato što je
potrebno napraviti odabir vremenskog konusa budućnosti u svakom tangentnom prostoru, te ovaj odabir
učiniti glatko. Međutim, ako seuveduoznake kaounastavku, sledeća teoremapokazuje da seuslov glatkosti
može opisati uz pomoć lokalnih vektorskih polja.

Deėnicija ǉ.ǎ.Ǎ Neka je τ funkcija na M koja svakoj tački p ∈ M dodeljuje tačno jedan vremenski konus
T+(p) ∈ TpM. Funkcija τ se naziva glatkom ako za svako p ∈ M postoji glatko vektorsko polje X deėnisano
na okolini U te tačke, takvo da vektor Xq ∈ T+(q), za svako q ∈ U .

Imajući u vidu ove oznake, nije teško zaključiti da je vremenska orijentabilnostmnogostrukostiM im-
plicira da je moguće deėnisati na njoj glatku funkciju τ : M ∋ p 7→ T+(p) ∈ TpM. Funkcija τ tada vrši
odabir vremenskih konusa budućnosti, te se naziva vremenskom orijentacijommnogostrukostiM. Obrnuto
važi na osnovu leme u nastavku:

Lema ǉ.ǎ.ǉ ([ǋ]) Neka je data glatka Lorencova mnogostrukost M na kojoj je moguće vršiti odabir konusa
T+(p) iz TpM tako da u okolini svake tačke postoji lokalno deėnisano glatko vektorsko polje čije vrednosti u p
pripadaju odgovarajućim konusima T+(p). Tada je M vremenski orijentabilna.

DŃĿĵŐ.

Neka je dat pokrivačmnogostrukostiM, označen kao {Uα |α ∈ A}, gde jeA neki indeksni skup, i neka
je, prema uslovima leme, na svakom elementu pokrivača dato lokalno deėnisano glatko vektorsko poljeXα
čija slika Xα(p) u tački p pripada vremenskom konusu T+(p).

Naosnovupoznatog rezultata iz diferencijalne geometrije, za svaki otvoreni pokrivač{Uα} glatkemno-
gostrukostiM postoji glatka particija jedinice {χ j|j ∈ N} koja odgovara ovom pokrivaču, što znači da ove
funkcije χ j zadovoljavaju uslove:

• Skup {supp(χα) |α ∈ A} je lokalno konačan,

• Za svako α ∈ A postoji element Uα iz pokrivača takav da je supp(χα) ⊂ Uα,

• Za svako p ∈ M važi: ∑
α∈A

χα(p) = ƾ.

Funkcionele χα uzimaju nenegativne vrednosti, te sledi da je:

X =
∑
α∈A

χα Xα

glatko vektorsko polje čije vrednosti u p pripadaju odgovarajućim konusimaT+(p), te je time i vremenskog
tipa. To po deėniciji znači da jeM vremenski orijentabilna.

�
Alternativan dokaz prethodne teoreme može se naći i u [ǎ], više o klasama orijentabilnosti na Loren-

covimmnogostrukostima u [ǐ], a više o testiranju vremenskoj orijentabilnosti prostor-vremena u [ǉǋ].
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Moguće je takođeprimetiti da orijentabilnostLorencovemnogostrukosti ne zavisi od njene vremenske
orijentabilnosti (videti [ǉǈ]), kao što se može videti na slici dole. Tu konusi zapravo predstavljaju vre-
menske konuse, a, po konvenciji, zatamljena polovina konusa predstavlja T+(p):

Slika ǉ.Ǌ: Nezavisnost orijentabilnosti Lorencove mnogostrukosti od vremenske orijentabilnosti:
O - orijentabilno, VO = vremenski orijentabilno.

Treba ovde posebno napomenuti da je vremenska orijentabilnost bitan koncept u teoriji gravitacije,
zato što se u njoj prostor, vreme i gravitacija posmatraju kao aĝekti takozvanog prostor-vremena, koja se
modelira sa četvorodimenzionalnom Lorencovommnogostrukošću ([Ǎ]):

Deėnicija ǉ.ǎ.ǎ Prostor-vreme je povezana i vremenski orijentabilna Lorencova mnogostrukost.

Iako se to ekĝlicitno vrlo retko naglašava, treba ovde istaknuti da se podrazumeva da je Lorencova
mnogostrukost iz deėnicije realna, Hauzdorfova, konačno-dimenzionalna i parakompaktna (ali ne nužno
i glatka) mnogostrukost.

U pojedinim izvorima (na primer, u [ǌ]) se prostor-vremenom još naziva povezana i vremenski ori-
jentabilna Lorencova mnogostrukost dimenzije ǁ, zato što se u teoriji gravitacije često radi sa četvorodi-
menzionalnim prostorima. Ipak, u ovom radu će se posebno naglašavati dimenzija prostor-vremena, gde je
to neophodno.

U gornjoj deėniciji pretpostavka vremenske orijentabilnosti intuitivno služi kako bi se naznačilo da je
moguće analizirati kauzalni poredak dvaju događaja, uzroka i posledice. Ovo nije previše restriktivan uslov,
zato što je pokazano (videti dokaz u [ǉǍ] ili pregled rezultata u [ǐ] i [ǉǌ]) da ako prostor-vreme (M, g) nije
vremenski orijentabilno, njen dvostruki pokrivač (M̃, g) jeste. Preciznije:

Teorema ǉ.ǎ.ǉ ([ǐ]) Neka je M̃ dvostruki pokrivač prostor-vremena M, tj. neka je M̃ skup svih parova (p, o),
gde je p ∈ M, o jedno od dve vremenske orijentacije u p i odgovarajuće projektivno preslikavanje π : M̃ 7→ M
dato sa π(p, o) = p.

Tada važi da ukoliko je M̃ disjunktna unija dva neprazna skupa, mora važiti i da je (M, g) vremenski ori-
jentabilno prostor-vreme. Ako je M̃ povezano, tada (M, g) nije vremenski orijentabilno, ali (M̃, g) jeste.

�

Stoga se domnogih zaključaka koji zavise od vremenske orijentabilnosti može doći i u slučaju prostor-
vremena koja nisu vremenski-orijentabilna, budući da se odgovarajuće teoreme mogu primeniti na nji-
hovim dvostrukim pokrivačima ([ǉǌ]). U nastavku će zato biti najviše reči o prostor-vremenima.
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Gŀĵŋĵ Ǌ

KĵŊŐĵŀłŃňŉłĵLŃŇĹłķŃŋĽŁ
ŁłŃĻŃňŉŇŊĿŃňŉĽŁĵ

Teorija kauzalnosti posmatra svojevrsnu osobinu povezanosti datih tačaka na prostor-vremenu, iĝitu-
jući posledice i mogućnosti konstruisanja krive vremenskog (kauzalnog) tipa između njih. Fizički, svaka
tačka na mnogostrukosti predstavlja događaj, a svaka kriva vremenskog (kauzalnog) tipa između tačaka
pokazuje da je ovadvadogađajamogućedovesti uuzročno-posledičnu vezu. Zahvaljujući ovimpojmovima
i kauzalnim relacijama, moguće je probleme istovremenosti, uzroka i posledice opisati matematički i anali-
zirati topološki.

Glavnimatematički aparat ove glave razvili su Rodžer Penrouz i StivenHoking, kako bi razumeli razlog
zbog kojeg čak i neki od najjednostavnijih modela u teoriji relativnosti impliciraju postojanje singulariteta.
U ovoj glavi će se prezentovati matematika teorije kauzalnosti, i biće reči o osobinama koje čine određeno
prostor-vreme dobrim kandidatom zamodeliranje ėzički realističnog prostor-vremena. Ovde, i u nastavku,
M će označavati povezanu, vremenski orijentisanu Lorencovu mnogostrukost dimenzije n.

Ǌ.ǉ RĹŀĵķĽľĹ ĿĵŊŐĵŀłŃňŉĽ
Kao što se za svaki vektor iz tangentnog prostora TpM može odrediti kauzalni karakter, tako se i za

svaku glatku krivu γ : I 7→ M, gde je I nedegenerisani interval (povezan, netrivijalan skup), aM povezana
Lorencova mnogostrukost, može uraditi isto. Naime:

Deėnicija Ǌ.ǉ.ǉ Glatka kriva γ : I 7→ M na povezanoj Lorencovoj mnogostrukosti M je vremenskog, svet-
losnog ili prostornog tipa ako su svi njeni tangentni vektori redom vremenskog, svetlosnog ili prostornog tipa.
Kauzalne krive (tj. krive kauzalnog tipa) čine sve krive vremenskog ili svetlosnog tipa.

U kontekstu teorije gravitacije, često se u deėniciji dodatno zahteva da krive na mnogostrukosti budu
takođe i regularne, kako zatvorene kauzalne krive ne bi bile dobro deėnisane na svim prostor-vremenima
(videti u nastavku ili u [ǉǊ]).

Ako se dodatno pretpostavi da je M vremenski orijentabilna (dakle, prostor-vreme), glatke kauzalne
krive naMmogu se dodatno kategorizovati kao buduće usmerene i prošlo usmerene krive:

Deėnicija Ǌ.ǉ.Ǌ Glatka kriva vremenskog ili svetlosnog tipa naprostor-vremenuMnaziva sebudućeusmerena
(reğ. prošlo usmerena) kriva, ukoliko za svaku tačku na njoj važi da je odgovarajući tangentni vektor buduće
usmeren (reğ. prošlo usmeren) vektor.
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Sada se mogu deėnisati relacije kauzalnosti na prostor-vremenuM (videti sliku u nastavku):

Deėnicija Ǌ.ǉ.ǋ Ako tačke p, q ∈ M, gde je M prostor-vreme (proizvoljne dimenzije), onda:

i. p ≪ q označava da postoji buduće usmerena kriva vremenskog tipa na M između tačaka p i q. Tada se
kaže da p hronološki prethodi q;

ii. p < q označava da postoji buduće usmerena kriva kauzalnog tipa na M između tačaka p i q. Tada se
kaže da p kauzalno prethodi q.

Na osnovu deėnicije krive kauzalnog tipa očigledno sledi implikacija (p ≪ q) ⇒ (p < q). Takođe se
može se uvesti relacija6 deėnisana preko sledeće ekvivalencije:

(p 6 q) ⇔ (p < q) ∨ (p = q),

gde jednakost označava da se radi o istoj tački. Ove tri relacije nazivaju se relacijama kauzalnosti, sve su
tranzitivne ([ǉǐ]), dok reĚeksivnost važi samo na prostor-vremenima sa zatvorenim krivama vremenskog
ili kauzalnog tipa ([ǉǌ]).

Slika Ǌ.ǉ: Postoji buduće usmerena kriva vremenskog tipa naM između tačaka p i q.

Sledeće dve teoreme (videti dokaze u [Ǒ]) detaljnije iĝituju na koji način se relacije< i≪mogudeėn-
isati jedna uz pomoć druge:
Teorema Ǌ.ǉ.ǉ Za zadate tačke p i q na prostor-vremenu M važi ekvivalencija:

p < q ako i samo ako

{
ne važi p ≪ q i
q ≪ r implicira p ≪ r.

�
Teorema Ǌ.ǉ.Ǌ Za zadate tačke p i q na prostor-vremenu M važi ekvivalencija:

p ≪ q ako i samo ako

{
ne važi p < q i
p < r < q za neko r ∈ M.

�
Zahvaljujući relacijama kauzalnosti, za svaku tačku p ∈ Mmogu se dodatno deėnisati skupovi:{

I+(p) := {q ∈ M | p ≪ q} ,
I−(p) := {q ∈ M | q ≪ p} .

(Ǌ.ǉ.ǉ)

Skupovi I+(p) i I−(p) nazivaju se redom hronološka budućnost i hronološka prošlost tačke p, i predstavljaju
redom skup svih tačaka koje se mogu povezati sa p putem buduće i prošlo usmerenih krivih vremenskog
tipa uM (videti Sliku Ǌ.ǉ).
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Ako se tačka pposmatra kao jednočlani skup{p} ⊂ M, gornje deėnicije semogu ekvivalentno zapisati:{
I+(p) := {q ∈ M | (∃p ∈ {p}) p ≪ q} ,
I−(p) := {q ∈ M | (∃p ∈ {p}) q ≪ p} ,

odakle se vidi da se pojmovi hronološke budućnosti i prošlosti mogu prirodno generalizovati i deėnisati za
proizvoljne podskupove A ⊂ M:{

I+(A) := {q ∈ M | (∃p ∈ A) p ≪ q} ,
I−(A) := {q ∈ M | (∃p ∈ A) q ≪ p} .

Analogno gornjim skupovima, mogu se deėnisati i kauzalna budućnost i kauzalna prošlost tačke p:{
J+(p) := {q ∈ M | p 6 q} ,
J−(p) := {q ∈ M | q 6 p} ,

(Ǌ.ǉ.Ǌ)

a takođe i kauzalna budućnost i kauzalna prošlost podskupa A ⊂ M:{
J+(A) := {q ∈ M | (∃p ∈ A) p 6 q} ,
J−(A) := {q ∈ M | (∃p ∈ A) q 6 p} .

Pritom, svi dokazi predstavljeni unastavkumogu se analogno izvesti i zahronološke i kauzalnebudućnosti
i prošlosti, te će se u nastavku u formulaciji teorema i deėnicija mahom koristiti skupovi I+(A) i J+(A).

Na osnovu (Ǌ.ǉ.ǉ) i (Ǌ.ǉ.Ǌ), važi da je za tačke p, q ∈ M uslov p ∈ I+(q) potreban i dovoljan da bi
važilo q ∈ I−(p), i, analogno, da je uslov p ∈ J+(q) potreban i dovoljan da bi važilo q ∈ J−(p). Ovo
svojstvo koristi se u dokazu naredne Leme, zasnovanom na ideji datoj u [ǉǌ]:

Lema Ǌ.ǉ.ǉ Za proizvoljan podskup A ⊂ M važi I+(A) = I+(cl(A)), gde je cl(A) adherencija skupa A.

DŃĿĵŐ.

Neka za zadati podskup A ⊂ M važi y ∈ I+(A). To znači da mora postojati x ∈ A za koje je x ≪ y.
Međutim, kako x takođe pripada skupu cl(A), mora važiti i da y ∈ I+(cl(A)).

Drugi smer se pokazuje na sličan način kao gore ukoliko tačka x pri-
pada unutrašnjosti skupa A. Neka je, dakle, dato x ∈ ∂A i neka važi
y ∈ I+(x) ⊂ I+(cl(A)). Po deėniciji hronološke budućnosti skupa, a na
osnovu gornjih razmatranja, važi i x ∈ I−(y), ali kako je I−(y) otvoren
skup, važi da je I−(y) okolina tačke x.

Tačka x je adherentna tačka skupa A, te u svakoj njenoj okolini,
uključujući i I−(y), mora postojati tačka koja pripada skupu A, pa neka je
z ∈ I−(y) ∩ A. Ovo znači da postoji tačka z ∈ A takva da važi z ∈ I−(y),
odakle y ∈ I+(z) ⊂ I+(A). Time je dokaz završen.

�

Poznato je da iz x ≪ z sledi da postoji beskonačno mnogo tačaka y takvih da je x ≪ y ≪ z, a da iz
x 6 z sledi da postoji bar jedna takva tačka y da važi x 6 y 6 z (videti [ǋ]). Primenom ove osobine, kao i
osobine tranzitivnosti kauzalnih relacija može se pokazati da važi sledeća posledica.
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Korolar Ǌ.ǉ.ǉ Za proizvoljni podskup A prostor-vremena M važi:

I+(A) = I+(I+(A)) = I+(J+(A)) = J+(I+(A)) ⊂ J+(J+(A)) = J+(A).

�
Sličnim rezonom se pokazuje i da važi sledeća teorema (detaljnije u [ǉǌ]):

Teorema Ǌ.ǉ.ǋ Neka se posmatra prostor-vreme M. Tada važe implikacije:
i. (a ≪ b) ∧ (b < c) ⇒ (a ≪ c);

ii. (a < b) ∧ (b ≪ c) ⇒ (a ≪ c),
gde su a, b, c ∈ M proizvoljne tačke.

�
Direktna posledica ove teoreme odnosi se na relativan odnos hronoloških budućnosti dvaju tačaka:

Korolar Ǌ.ǉ.Ǌ Akonaprostor-vremenuMtačkaphronološki prethodi tački q (tj. važi p ≪ q), onda je hronološka
budućnost tačke q podskup hronološke budućnosti tačke p:

p ≪ q ⇒ I+(q) ⊂ I+(p).

Obrnuto ne mora važiti.
�

Iako obrnuta implikacija ne mora važiti, u globalno hiperboličnim prostor-vremenima (npr. prostor-
vremenu Minkovskog) ona zaista važi. Štaviše, poznata su prostor-vremena kod kojih ako je p 6 q važi
I+(q) ⊂ I+(p), ali ne i I−(p) ⊂ I−(q), kao što bi se možda intuitivno očekivalo (detaljnije u [Ǐ], [ǐ] ili,
na primer, [ǉǏ]).

Pitanju otvorenosti hronološke i kauzalne budućnosti moguće je prići ukoliko se primeti da je svaki
podskupU prostor-vremenaM i sam prostor-vreme, i da su njegove relacije kauzalnosti indukovane odgo-
varajućim relacijama u M. Zato, ako se sa I+(A,U) obeleži hronološka budućnost skupa A na prostor-
vremenuU, važi i I+(A,U) ⊂ I+(A)∩U (jednakost ne važi u opštem slučaju). Koristeći poznate osobine
ekĝonencijalnog preslikavanja, pokazano je (videti [ǋ] ili [ǉǌ]) da za proizvoljan konveksan skup C važi
da je hronološka budućnost I+(p,C) otvoren skup u C, a time i uM.

To znači da su za dve tačke p, q ∈ M, između kojih je moguće naći
buduće usmerenu krivu γ vremenskog tipa i za dva konveksna skupa
Cp ∈ U(p) i Cq ∈ U(q), moguće naći i tačke p+ i q− takve da važi:

p ≪ p+ ≪ q− ≪ q, p+ ∈ Cp, i q− ∈ Cq. (Ǌ.ǉ.ǋ)
Tada za svako p′ ∈ I−(p+,Cp) i q′ ∈ I+(q−,Cq) važi p′ ≪ q′, tj.

relacija≪ je otvorena. Odatle direktno sledi da je hronološka budućnost
proizvoljne tačke prostor-vremena otvoren skup, na osnovu čega, iz čin-
jenice da je hronološka budućnost skupa unija hronoloških budućnosti
elemenata skupa, direktno sledi da je I+(A) otvoren za svaki skup A ⊂ M.

Nasuprot tome, kauzalna budućnost J+(A) nije u opštem slučaju ni otvoren, ni zatvoren skup, zato što
nemora važiti relacija slična (Ǌ.ǉ.ǋ), tj. ne moraju postojati dve tačke p+ i q− tako da je p 6 p+ 6 q− 6 q.
Ipak, unutrašnjost skupa J+(A) se može dovesti u vezu sa skupom I+(A) kao u sledećoj teoremi.

Teorema Ǌ.ǉ.ǌ ([ǋ]) Neka je dat proizvoljan skup A prostor-vremena M. Tada je int(J+(A)) = I+(A).
�
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Neposrednaposledica ovoga je da važi i cl(I+(A) = cl(J+(A)), i∂I+(A) = ∂J+(A) (detaljnije u [ǉǍ]).

Zapravo semože dokazati (videti, na primer, [ǋ]) da ako je γ buduće usmerena kauzalna kriva od skupa
A do neke tačke iz J+(A)\I+(A), ona mora biti geodezijska kriva svetlosnog tipa. To znači da se kauzalna
budućnost skupa Amože posmatrati kao unija skupa A, hronološke budućnosti I+(A), i eventualno nekih
geodezijskih kriva svetlosnog tipa iz A.

Ukoliko je hronološka budućnost nekog skupa ujedno i podskup tog skupa, može se pokazati da važi
ekvivalencija kao u narednoj teoremi, preuzetoj iz [ǉǌ]:

Teorema Ǌ.ǉ.Ǎ Neka je dat skup A ⊂ M. Tada su sledeći izrazi ekvivalentni:

i. I+(A) ⊂ A,

ii. I−(AC) ⊂ AC,

iii. I+(A) ∩ I−(AC) = ∅,

iv. int(A) = I+(A),

v. ∂A = (I+(A))C ∩ (I−(AC))C,

gde je sa AC obeležen komplement skupa A u odnosu na M.

�

Ǌ.Ǌ SĿŊńŃŋĽ ĶŊĸŊ͉łŃňŉĽ Ľ ńŇŃ΅ŀŃňŉĽ
Budući i prošli skupovi su važni elementi teorije kauzalnosti, te se često iĝitivanjem njihovih osobina

mogu iĝitati osobine samog prostor-vremena. Njihove deėnicije slede u nastavku:

Deėnicija Ǌ.Ǌ.ǉ Neka je dato prostor-vremeM. PodskupF ⊂ Mnaziva se skupbudućnosti ako je F = I+(A)
za neki podskup A ⊂ M.

PremaKorolaru Ǌ.ǉ.ǉ, važi da je I+(A) = I+(I+(A)) za svaki skupA ⊂ M, što znači da se skup Fmože
deėnisati kao skup budućnosti i ako važi F = I+(F), to jest, ako je F jednak svojoj hronološkoj budućnosti
(u nekim izvorima se skupovi budućnosti ovako i deėnišu, videti, na primer, [ǉǍ]). To znači da ako tačka
x ∈ F, i postoji y ∈ M takvo da je x ≪ y, mora važiti i y ∈ F.

Deėnicija Ǌ.Ǌ.Ǌ Za zadato prostor-vreme M, podskup P ⊂ M naziva se skup prošlosti ako je P = I−(A) za
neki podskup A ⊂ M.

Slično kao u slučaju skupa budućnosti, za skup prošlosti P važi P = I−(P), i ako važi x ∈ P i y ≪ x,
mora važiti i y ∈ P. Takođe, kako su hronološke prošlosti i budućnosti otvoreni skupovi, nužno sledi da su
i skupovi budućnosti i prošlosti otvoreni. Adherencija ovih skupova precizirana je sledećom teoremom.

Teorema Ǌ.Ǌ.ǉ ([ǉǌ]) Ako je F ⊂ M skup budućnosti, a P ⊂ M skup prošlosti, njihova adherencija je data
sa:

cl(F) = {x ∈ M | I+(x) ⊂ F},
cl(P) = {x ∈ M | I−(x) ⊂ P}.
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DŃĿĵŐ.

Dokaz je izveden za skup F, ali se odgovarajuća tvrdnja za adherenciju skupova prošlosti vrlo sličnim
argumentima dokazuje.

Ako je x data tačka uM koja zadovoljava uslov I+(x) ⊂ F, onda u svakoj njenoj okolini trivijalno pos-
toje tačke koje je hronološki slede ili, preciznije, koje pripadaju I+(x). To po deėniciji znači da x pripada
adherenciji skupa F.

Sa druge strane, neka je x ∈ cl(F) i neka se posmatra proizvoljna tačka y ∈ I+(x). Tada je takođe
x ∈ I−(y), to jest x ∈ cl(F) ∩ I−(y), ali kako je I−(y) otvoren skup, te i okolina tačke x, sličnim argumen-
tom kao u Lemi Ǌ.ǉ.ǉ, mora postojati element z ∈ F∩ I−(y). Za taj element važi z ≪ y, što znači da y ∈ F.
Prema tome, svaka tačka iz I+(x) pripada skupu F, čime je teorema dokazana.

�
Većina teorema u nastavku biće formulisane za skupove budućnosti, zato što se odgovarajuće dualne

teoreme mogu analogno formulisati i dokazati. Sledeće teoreme i korolar (navedeni u [ǉǌ]) opisuju neke
od zanimljivijih svojstava skupova budućnosti:

Teorema Ǌ.Ǌ.Ǌ Ako je skup F ⊂ M skup budućnosti, važe sledeće jednakosti:

i. cl(F) = (I−(FC))C,

ii. ∂F = {x ∈ M | I+(x) ⊂ F ∧ x /∈ F} = FC ∩ (I−(FC))C,

iii. F = I+(cl(F)),

gde je sa cl(F) označena adherencija, a sa FC komplement skupa F.

�
Korolar Ǌ.Ǌ.ǉ Ako je A otvoren skup u prostor-vremenu M i važi I+(A) ⊂ A, onda je A skup budućnosti.

DŃĿĵŐ.

Trivijalno važi na osnovu ekvivalencije iz Teoreme Ǌ.ǉ.Ǎ i činjenice da je otvoren skup jednak svojoj
unutrašnjosti.

�
Teorema Ǌ.Ǌ.ǋ Ako je A proizvoljan podskup prostor-vremena M, važi relacija J+(A) ⊂ cl(I+(A)).

�
DŃĿĵŐ.

Neka je data tačka y ∈ J+(A), gde je A prethodno zadati skup. Tada je dovoljno posmatrati slučajeve
kada y ∈ J+(A)\I+(A) i y ∈ I+(A). U prvom slučaju važi da:

y ∈ J+(A)\I+(A) = J+(A)\int(J+(A)) ⊂ ∂J+(A) = ∂I+(A) ⊂ cl(I+(A)).

Sa druge strane, ako je y ∈ I+(A), onda postoji neko x ∈ A tako da važi x ≪ y. Prema Korolaru Ǌ.ǉ.Ǌ,
to implicira da je I+(y) ⊂ I+(x). Međutim, adherencija skupa I+(x), prema Teoremi Ǌ.Ǌ.ǉ, data je sa:

cl(I+(x)) = {z ∈ M | I+(z) ⊂ I+(x)},

odakle je jasno da y ∈ cl(I+(x)) ⊂ cl(I+(A)).
�
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Teorema Ǌ.Ǌ.ǌ Unija skupovabudućnosti je skupbudućnosti. Presek svakadva skupabudućnosti je skupbudućnosti.

DŃĿĵŐ.

Prvi deo tvrđenja vezan za uniju skupova trivijalno važi jer je:∪
k∈K

I+(Ak) = I+
(∪

k∈K

Ak

)
,

gde je K odgovarajući indeksni skup i za svako k ∈ K važi Ak ⊂ M.

Za drugi deo tvrđenja dovoljno je posmatrati dva skupa budućnosti, Fƾ, Fƿ ⊂ M. Presek ova dva skupa
trivijalno pripada svakom od njih, odakle sledi i:

I+(Fƾ ∩ Fƿ) ⊂ I+(Fƾ) = Fƾ,
I+(Fƾ ∩ Fƿ) ⊂ I+(Fƿ) = Fƿ,

što znači da je skup I+(Fƾ ∩ Fƿ) podskup oba skupa budućnosti, odnosno I+(Fƾ ∩ Fƿ) ⊂ Fƾ ∩ Fƿ. Kako
je Fƾ ∩ Fƿ otvoren skup, prema Korolaru Ǌ.Ǌ.ǉ važi da je Fƾ ∩ Fƿ skup budućnosti.

�

Ǌ.ǋ AļŇŃłĵŀłĽ ňĿŊńŃŋĽ
Ahronalni skupovi igraju veliku ulogu u teoriji kauzalnosti, a deėnišu se na sledeći način:

Deėnicija Ǌ.ǋ.ǉ Podskup A ⊂ M zove se ahronalan skup ukoliko ni za koje dve tačke skupa A ne važi da su u
hronološkom odnosu, tj. ako za proizvoljne p, q ∈ A ne važi p ≪ q.

Alternativna deėnicija može se naći i u [ǐ], gde se ahronalni skup deėniše kao onaj skup A za koji
važi I+(A) ∩ A = ∅. Ovo je ekvivalentno, jer se za proizvoljnu tačku p ∈ A sve tačke sa kojima se može
povezati (buduće usmerenim) krivama vremenskog tipa nalaze u I+(p), a time i u I+(A).

Očigledno je da je i svaki podskup ahronalnog skupa ahronalan skup, a kako je≪ otvorena relacija,
direktno sledi i da je adherencija ahronalnog skupa ahronalan skup ([ǋ]). Značajni primeri uključuju tako-
zvane ahronalne rubove:

Deėnicija Ǌ.ǋ.Ǌ Skup B ⊂ M zove se ahronalni rub, ukoliko je on rub nekog skupa budućnosti:

B = ∂I+(A), za neko A ⊂ M.

Da je ahronalni rub zaista i ahronalni skup može se pokazati na sledeći način:

Lema Ǌ.ǋ.ǉ Neka je dat proizvoljan skup budućnosti F. Ahronalan rub B = ∂F je ahronalan skup.

DŃĿĵŐ.

Svaki skup budućnosti F je otvoren skup, te na osnovu Teoreme Ǌ.Ǌ.Ǌ, važi da je:

∅ = ∂F ∩ F = ∂F ∩ I+(cl(F)) = ∂F ∩ I+(F ∪ ∂F)
= ∂F ∩

(
I+(F) ∪ I+(∂F)

)
= (∂F ∩ F) ∪ (∂F ∩ I+(∂F))

= ∂F ∩ I+(∂F) = B ∩ I+(B),

gde se koristilo da je F = I+(F) i osnovno svojstvo hronološke budućnosti unije skupova. SkupB je, dakle,
ahronalan skup po deėniciji.

�
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Zanimljivo je primetiti da se ahronalan rub može posmatrati i kao rub skupa prošlosti:

Teorema Ǌ.ǋ.ǉ ([ǉǌ]) Skup B ⊂ M je ahronalni rub akko važi B = ∂I−(T) za neko T ⊂ M.
DŃĿĵŐ.

Jedan smer dokaza je trivijalan, zato što se I−(T)može posmatrati kao hronološka budućnost skupa T,
ako se promeni vremenska orijentacija prostor-vremena (ovaj izbor jeste proizvoljan).

Sa druge strane, ako je B ahronalan rub, onda postoji skup budućnosti F takav da je B = ∂F. To znači
da za svako x ∈ B važi x /∈ F i x ∈ cl(F). Tačka x ne pripada skupu F, ali zato pripada komplementu FC. Iz
ove pripadnosti direktno sledi i I−(x) ⊂ I−(FC), što, prema Teoremi Ǌ.Ǌ.ǉ o adherenciji skupa prošlosti,
znači da je i x ∈ cl(I−(FC)).

Iz činjenice da je x ∈ cl(F) sledi i da je x ∈ (I−(FC))
C, tj. x /∈ I−(FC), na osnovu prve jednakosti iz

Teoreme Ǌ.Ǌ.Ǌ. No, to znači da x pripada i rubu skupa I−(FC), te se može uzeti da je T ≡ I−(FC). Ovo je
po deėniciji skup prošlosti.

�
Ova teorema omogućuje da se skupovi ∂I+(p) = ∂J+(p) i ∂I−(p) = ∂J−(p) prepoznaju kao najjed-

nostavniji primeri ahronalnih rubova.

Teorema Ǌ.ǋ.Ǌ [ȕȘ] Ako je B ̸= ∅ ahronalni rub, onda postoji jedinstveni skup budućnosti F i jedinstveni skup
prošlosti P takav da su F, P i B po parovima disjunktni i važi M = P ∪ B ∪ F.
DŃĿĵŐ.

Prema prethodnoj teoremi, ahronalni rub B je moguće prikazati kao rub nekog skupa budućnosti F i
rub skupa prošlosti P datog sa:

P = I−(FC) = (cl(F))C = (F ∪ ∂F)C = (F ∪ B)C = FC ∩ BC,

prema Teoremi Ǌ.Ǌ.Ǌ. Imajući ovo u vidu, jasno je da važi:{
F ∩ P = F ∩ FC ∩ BC = ∅,

P ∩ B = FC ∩ BC ∩ B = ∅,

ali takođe i F ∩ B = ∅, zato što je F otvoren skup i B = ∂F. Skupovi F, P i B su, prema tome, po parovima
disjunktni i važiM = P ∪ B ∪ F. Treba još pokazati da je ovakva dekompozicija jedinstvena.

Ako se sada pretpostavi da je M takođe i unija po parovima disjunktnih skupova B, P̃ = I−(P̃), i
F̃ = I+(F̃), onda očigledno mora važiti da je ili skup F ∩ P̃ ili P ∩ F̃ neprazan, zbog načina na koji je M
dekomponovan. Pretpostavimo da je, bez gubitka opštosti, P ∩ F̃ ̸= ∅ i neka p ∈ P ∩ F̃.

Kako je M povezana mnogostrukost (a time i lučno povezana), proizvoljnu tačku q ∈ B moguće je
povezati sa p krivom ξ koja se može sastojati iz više krivih vremenskog tipa, buduće usmerenih i prošlo
usmerenih. Međutim, ako ξ kreće iz tačke p buduće usmerenom krivom, ona povezuje p sa nekom tačkom
iz njene hronološke budućnosti, I+(p), no kako je p ∈ F̃mora važiti i I+(p) ⊂ I+(F̃) = F̃. Svaka tačka iz
hronoške budućnosti tačke p zato pripada i skupu F̃.

Analogno tome, ako ξ kreće iz tačke p prošlo usmerenom krivom, ona povezuje p sa nekom tačkom iz
njene hronološke prošlosti, I−(p), no kako je p ∈ P mora važiti i I−(p) ⊂ I−(P) = P, te svaka tačka iz
hronoške prošlosti tačke p pripada i skupu P. To znači da svaka tačka krive ξ pripada P ∩ F̃, što znači da
krivoj ξ ne može pripadati tačka y, zato što je y ∈ B. Kontradikcija.

�
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Teorema Ǌ.ǋ.ǋ Svaka kriva vremenskog tipa između tačke iz P i tačke iz F seče skup B u jedinstvenoj tački.

Neka je M = P ∪ B ∪ F, kao u prethodnoj teoremi, i neka je γ kriva vremenskog tipa između nekih
tačaka iz P i F. Neka je takođe sa Γ obeležen skup svih tačaka koje pripadaju krivoj γ. Skupovi Γ ∩ FC

i Γ ∩ PC su zatvoreni i njihovoj uniji pripadaju sve tačke krive γ. Otuda ovi skupovi nisu disjunktni, te
postoji tačka p ∈ Γ∩FC ∩PC = Γ∩ (F∪P)C = Γ∩B, tj. postoji tačka na krivoj γ koja pripada skupu B.
Ova tačka je jedinstvena, jer ukoliko bi postojala još jedna tačka q ∈ Γ ∩ B, onda bi na osnovu kauzalnog
karaktera krive γ važilo da je ili p ≪ q ili q ≪ p, te barem jedna od ovih tačaka ne bi po deėniciji pripadala
ahronalnom skupu B.

�
Jedno od najvažnijih teorema vezanih za ahronalne rubove data je u nastavku, i ona omoguće da se

ahronalni rubovi posmatraju kao svojevrsni analogoni hiperravnima uRn:

Teorema Ǌ.ǋ.ǌ ([ǋ],[ǐ],[ǉǌ],[ǉǍ]) Svaki neprazni ahronalni rubB je zatvorenaahronalnaLipšicova topološka
hiperpovrš.

�
Odavde je lako zaključiti da je i svetlosni konus Λ+(p) = ∂J+(p) u prostoru Minkovskog zatvorena

ahronalna topološka hiperpovrš.

Ǌ.ǌ UňŀŃŋĽ ĿĵŊŐĵŀłŃňŉĽ

Već je bilo reči da se može desiti da u prostor-vremenu M važi
p ∈ I+(p)., tj. da postoje zatvorene krive vremenskog tipa. Tipičan
primer je tzv. Lorencov cilindar, tj. prostor-vremeM = Sƾ × R nad ko-
jim je deėnisana metrika dsƿ = −dϑƿ + dtƿ, gde svaka kriva t = const
predstavlja zatvorenu krivu vremenskog tipa. Štaviše, u ovom primeru
konkretno važi I+(p) ≡ M, za svako p ∈ M.

U ovakvim slučajevima se kaže da je došlo do narušavanja kauzal-
nosti. Odgovarajuća prostor-vremena se često smatraju neėzičkim, zato
što njihova interpretacija podrazumeva postojanje paradoksa (poznati
primer je grandfather paradox, videti [ǉǊ]). Ipak, prostori na kojima je
došlo do narušavanja kauzalnosti, značajni su jer se na osnovu njihmože
doći do zaključaka od ėzičkog značaja.

Naravno, zatvorene krive vremenskog tipa nisu jedini pokazatelji narušene kauzalnosti, već je moguće
naći i slabije i jače uslove koji čine odgovarajuća prostor-vremena neėzičkim. Ovi svi uslovi zovu se uslovi
kauzalnosti i moguće ih je poređati u takozvanu kauzalnu lestvicu, gde svaki stepen predstavlja sve strožiji
uslov kauzalnosti. Više o ovome se može naći u [ǉǍ] ili [ǉǐ]. Dve klase prostor-vremena deėnisane su uz
pomoć uslova hronologije i kauzalnosti, kao u nastavku:

Deėnicija Ǌ.ǌ.ǉ Prostor-vreme koje ne sadrži zatvorene krive vremenskog (reğ. kauzalnog) tipa naziva se
hronološko (reğ. kauzalno) prostor-vreme.

Svako kauzalno prostor-vreme je i hronološko, a da suprotno ne važi može se ilustrovati na primeru
Lorencovog cilindra M = Sƾ × R sa metrikom dsƿ = dϑ dt. Jedine kauzalne krive na ovom prostor-
vremenu, naime, su krive t = const, koje semogu posmatrati i kao geodezijske linije svetlosnog tipa, nakon
odgovarajuće reparametrizacije ([ǉǍ]).
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Kompaktna prostor-vremena primeri su prostor-vremena koja ne mogu biti hronološka ([ǐ], [ǉǍ]):

Teorema Ǌ.ǌ.ǉ Svako kompaktno prostor-vreme M sadrži zatvorene krive vremenskog tipa.

ĸŃĿĵŐ.

Skupovi I+(p) su otvoreni i čine otvoreni prekrivač mnogostrukostiM, te je na osnovu svojstva kom-
paktnostimoguće konstruisati potpokrivač kojeg čini konačnomnogo ovih skupova, obeleženih sa I+(pƾ),
I+(pƿ), . . ., I

+(pk). Tačkapƾ tadaočiglednomorapripadati nekomodovih skupova, teneka jepƾ ∈ I+(piƾ),
odnosno piƾ ≪ pƾ za neko iƾ ∈ {ƾ, ƿ, . . . , k}.

Za tačku piƾ važe slične tvrdnje: piƾ ∈ I+(piƿ) odakle i piƿ ≪ piƾ , za iƿ ∈ {ƾ, ƿ, . . . , k}. Ponavljajući
ovaj postupak, moguće je konstruisati beskonačan niz tačaka za koji važi . . . ≪ piǀ ≪ piƿ ≪ piƾ ≪ pƾ.
Međutim, kako je k konačan broj, u ovom nizu može biti samo konačan broj različitih tačaka pij , te moraju
postojati tačke koje se ponavljaju. To znači da, na osnovu tranzitivnosti relacije≪, mora postojati tačka pl
za koju važi pl ≪ pl, odnosno mora postojati zatvorena kriva vremenskog tipa, koja prolazi kroz pl.

�

Da bi se deėnisali strožiji uslovi kauzalnosti, neophodno je najpre uvesti pojam prostor-vremena koje
izdvaja tačke (eng. distinguishing ğace-times):

Deėnicija Ǌ.ǌ.Ǌ Prostor-vremeM naziva se prostor-vreme koje izdvaja tačke ako za sve tačke p, q ∈ Mvaži:

I+(p) = I+(q) ⇒ p = q, ili
I−(p) = I−(q) ⇒ p = q.

Alternativna karakterizacija može se postići koristeći i sledeću teoremu (preuzetu iz [ǉǐ]):

Teorema Ǌ.ǌ.Ǌ Neka je dato prostor-vreme M. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

i. Za svake dve tačke p, q ∈ M važi implikacija I+(p) = I+(q) ⇒ p = q;

ii. Preslikavanje I+ : p 7→ I+(p) je injektivno;

iii. Za svaku tačku p ∈ M i okolinu U ∈ U(p) postoji okolina V ⊂ U, p ∈ V tako da svaka tačka buduće
usmerene kauzalne krive γ : I = [a, b] 7→ M pripada V, ukoliko važi γ(a) = p i γ(b) ∈ V;

iv. Za svaku tačku p ∈ M i okolinu U ∈ U(p) postoji okolina V ⊂ U, p ∈ V, pri čemu važi jednakost
J+(p,V) = J+(p) ∩ V.

Analogna teorema važi i u slučaju kada važi implikacija I−(p) = I−(q) ⇒ p = q.

�

Veoma zanimljivo svojstvo prostor-vremena koja izdvajaju tačke opisano je sledećom teoremom:

Teorema Ǌ.ǌ.ǋ ([ǉǐ]) Neka su (Mƾ, gƾ) i (Mƿ, gƿ) dva prostor-vremena, od kojih Mƾ izdvaja tačke. Neka je
dat i difeomorėzam f : Mƾ 7→ Mƿ, koji očuvava odnos između kauzalno povezanih tačaka:

p 6 q ⇔ f (p) 6 f (q).

Tada je i (Mƿ, gƿ) prostor-vreme koje izdvaja tačke.

�
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Strožiji uslov kauzalnosti može se deėnisati uz pomoć pojmova kauzalne konveksnosti:
Deėnicija Ǌ.ǌ.ǋ Otvoren skup U ⊂ M prostor-vremena M naziva se kauzalno konveksnim ako ne postoji
kauzalna kriva čiji presek sa U čine disjunktni skupovi (videti Sliku Ȗ.Ȗ).

Slika Ǌ.Ǌ: Presek kauzalnih kriva sa četiri različita skupa. SkupUƾ nije kauzalno konveksan, ali ostali jesu.

Deėnicija Ǌ.ǌ.ǌ Neka se posmatra tačka p ∈ M. Prostor-vreme M zove se jako kauzalno u tački p ako
ova tačka ima proizvoljno male kauzalno konveksne okoline U. M je jako kauzalno prostor-vreme ako je jako
kauzalno u svakoj svojoj tački.

Gornja deėnicija zapravo znači da u jako kauzalnim prostor-vremenima svaka tačka p ima proizvoljno
male okoline koje kauzalne krive ili ne napuštaju ili koje tačno jednom ulaze i jednom izlaze iz tih okolina.
Ovde se odrednica “proizvoljno male” koristi u smislu da je za svaki otvoren skup tačke p ∈ M moguće
naći odgovarajuću konveksnu okolinuU iz deėnicije. Bez ove odrednice, svako prostor-vreme bi se moglo
smatrati jako kauzalnim, zato što je prostor-vremeM kauzalno konveksna okolina svake svoje tačke .

Jako kauzalna prostor-vremena, dakle, mogu se i drugačije deėnisati, zahvaljujući lemi u nastavku:
Lema Ǌ.ǌ.ǉ ([ǉǐ]) Neka jeM jako kauzalno prostor-vreme i p ∈ M. Tada za svaku okolinuU ∈ U(p) postoji
okolina V ∈ U(p) koja je podskup od U, pri čemu svaka tačka svake kauzalne krive γ : I 7→ M pripada okolini
U, ukoliko važi da ∂I ∈ V .

�
Može se pokazati da je skup tačaka u kojem je dato prostor-vreme M jako kauzalno zapravo otvoren

skup uM, kao i da je svako prostor-vreme, čiji je nosač prost, povezan i otvoren skup jako kauzalno prostor-
vreme (dokazano u [ǉǌ]).

U [ǐ] se može se naći dokaz tvrđenja da svako jako kauzalno prostor-vreme izdvaja tačke, zasnovano
na iĝitivanju geodezijskih kriva svetlosnog tipa naM. Alternativni dokaz sledi na osnovu sledeće teoreme
(detaljnije u [ǉǌ]):
Teorema Ǌ.ǌ.ǌ Neka je dato prostor-vreme M i tačka p ∈ M. Uslov jake kauzalnosti nije iğunjen u p akko
postoje različite tačke p i q za koje je q < p tako da važi implikacija:

(x ≪ p) ∧ (q ≪ y) ⇒ x ≪ y, (Ǌ.ǌ.ǉ)

za proizvoljne dve tačke x, y ∈ M.
�

Korolar Ǌ.ǌ.ǉ ([ǐ], [ǉǍ], [ǉǐ]) Svako jako kauzalno prostor-vreme predstavlja prostor-vreme koje izdvaja
tačke. Obrnutno ne mora važiti.

�
Više o graničnim krivama, CǇ topologiji prostor-vremena, topologiji Aleksandrova i njihovim vezama

sa jako kauzalnim prostor-vremenima može se naći u [Ǌ], [ǋ], [ǐ], [ǉǍ] ili [ǉǏ], ali kako ovi pojmovi neće
igrati veću ulogu u nastavku, ovde će biti reči o uslovu stabilne kauzalnosti.
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Osnovna ideja je da čak i jako kauzalna prostor-vremena mogu omogućavati formiranje zatvorenih
krivih vremenskog tipa pri perturbacijamametrike. Ovakva situacija onda ne bi bila ėzički realistična jer bi
Hajzenbergov princip neodređenostiĝrečavao precizno utvrđivanje oblikametrike u svakoj tački prostor-
vremena, a pretpostavlja se da bi dobro deėnisana kvantna teorija gravitacije podrazumevala iĝravnost
ovog principa ili neke njene generalizacije (videti [ǐ]). Stoga, da bi prostor-vreme bilo ėzički značajno,
ono mora imati neku osobinu stabilnosti u odnosu na “bliska” prostor-vremena (bliskost se deėniše uz
pomoć CǇ topologije deėnisane na prostoru Lorencovih metrika prostor-vremena):

Deėnicija Ǌ.ǌ.Ǎ Prostor-vreme (M, g) zadovoljavauslovstabilne kauzalnosti ukolikometrika gnaMimaotvorenu
okolinu U u CǇ topologiji takvu da je za svaku Lorencovu metriku g′ ∈ U prostor-vreme (M, g′) hronološko.

Ovo intuitivno znači da se svetlosni konusi mogu donekle “proširiti” u svakoj tački prostor-vremena,
bez da ovo omogućuje konstrukciju zatvorenih krivih vremenskog tipa:

Deėnicija Ǌ.ǌ.ǎ Prostor-vreme (M, g) zadovoljavauslovstabilne kauzalnosti ukoliko postoji Lorencovametrika
g′ na M takva da je svaki vektor v kauzalnog tipa u prostor-vremenu (M, g) ujedno i vektor vremenskog tipa u
prostor-vremenu (M, g′):

g(v, v) 6 Ǉ ⇒ g′(v, v) < Ǉ.

Gornja osobina se često kraće zapisuje izrazom g ≺ g′.

Analizi stabilno kauzalnog prostor-vremenamoguće je prići i razmatranjem takozvane funkcije vremena
t : M 7→ R. Ovo odgovara intuiciji prema kojoj u ėzički validnom prostor-vremenu mora postojati neki
oblik “globalno deėnisanog vremena” ili “kosmičkog vremena”, u smislu da onomonotono raste duž svake
buduće usmerene kauzalne krive ([Ǌǈ]). Ipak, povezivanje uslova jake kauzalnosti sa funkcijom vremena
nije trivijalan rezultat, već je za to najpre potrebno deėnisati na prostor-vremenu Borelovu meru μ i dve
poluneprekidne, monotono rastuće funkcije hiperzapremina.

U principu se podrazumeva da bi funkcija vremena morala biti neprekidna, mada se u literaturi može
naići i na diskusije vezane za (generalizovane) funkcije vremena sa prekidima (videti, na primer, [ǉǐ]).
Imajući ovo na umu, veza stabilne kauzalnosti i funkcije vremena opisana je sledećom teoremom:

Teorema Ǌ.ǌ.Ǎ ([Ǌ], [ǉǐ]) Za proizvoljno prostor-vreme M sledeći uslovi su ekvivalentni:

i. M je stabilno kauzalno prostor-vreme;

ii. Postoji funkcija vremena t, tj. postoji neprekidna funkcija koja strogo monotono raste duž svake buduće
usmerene kauzalne krive;

iii. Postoji temporalna funkcija, tj. postoji glatka funkcija čiji je gradijent u svakoj tački prosšlo usmeren vektor
vremenskog tipa.

�

Treba napomenuti da je stabilno kauzalno prostor-vreme moguće još deėnisati i uz pomoć pojma K-
kauzalnosti, ali to ovde neće biti učinjeno zbog kompleksnosti matematičkog aparata uz pomoć kojeg se
ovaj pojam uvodi. Detalji se mogu naći u [Ǌǉ]. Takođe, koristeći gornju teoremu, moguće je pokazati i da
je svako stabilno kauzalno prostor-vreme istovremeno i jako kauzalno, bazirajući se na Lemu Ǌ.ǌ.ǉ. Videti
još [ǎ] ili [ǉǐ].

U nastavku se opisuje još jedan uslov kauzalnosti, globalna hiperboličnost, koja se najčešće navodi kao
osnovna, polazna osobina ėzički realističnih prostor-vremena.
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Ǌ.Ǎ GŀŃĶĵŀłŃļĽńĹŇĶŃŀĽ͊łĵ ńŇŃňŉŃŇ-ŋŇĹŁĹłĵ
Globalna hiperboličnost prvi put je deėnisana polovinom XX veka u [Ǌǋ] u kontekstu hiperboličnih

diferencijalnih jednačina i nazvana tako jer na globalno hiperboličnom skupu N talasna jednačina koja za
izvor imaδ(p), tj. Dirakovuδ-distribuciju up ∈ N, ima jedinstveno rešenje kojenestaje izvanN\ J+(p,N).

Matematički, osobina globalne hiperboličnosti igra analognu ulogu kao geodezijska kompletnost u
Rimanovoj geometriji. Ovo znači da je svaka maksimalna geodezijska kriva deėnisana na čitavoj realnoj
pravoj, odnosno da je trajektorija svake čestice koja se kreće u tom prostor-vremenu potpuno poznata,
neprekidna i dobro deėnisana, pod uslovom da se znaju podaci o početnom položaju i brzini.

Fizički, globalna hiperboličnost se povezuje sa Penrouzovom (jakom) kosmičkom cenzurom, tj. pret-
postavkom da prostor-vremena koja zadovoljavaju Ajnštajnove jednačine polja (dakle, na kojoj se mogu
primenjivati rezultati i metodologije opšte teorije relativnosti) ne dozvoljavaju “očigledne” singularitete,
već da ih na neki način “prikrivaju” od svih posmatrača u tim prostor-vremenima.

Deėnicija Ǌ.Ǎ.ǉ PodskupNprostor-vremenaMnaziva se globalnohiperboličnim skupom ako su zadovoljeni
uslovi jake kauzalnosti na N, i za svake dve tačke p, q ∈ N važi da je skup J+(p) ∩ J−(q) kompaktan podskup
skupa N.

Uizvesnomsmislu, gornjadeėnicija govori da zap, q ∈ N, gde jeNglobalnohiperboličan skup, skupovi
J+(p) ∩ J−(q) ne sadrže tačke na rubu prostor-vremena, tj. u “beskonačnosti“ ili u tačkama singulariteta.

Sledeće dve teoreme dokazane su u [ǐ]:
Teorema Ǌ.Ǎ.ǉ Neka je dato prostor-vreme M i globalno hiperboličan skup N ⊂ M. Ako je N otvoren skup,
onda je on i kauzalno prost skup, tj. za svaki kompaktni podskup K b N važi da su skupovi J+(K) ∩ N i
J−(K) ∩ N zatvoreni u N.

�
Teorema Ǌ.Ǎ.Ǌ Neka je dato prostor-vreme M. Ako su Kƾ i Kƿ kompaktni podskupovi globalno hiperboličnog
skupa N ⊂ M, onda je skup J+(Kƾ) ∩ J−(Kƿ) kompaktan.

�
Zapravo, globalna hiperboličnost je deėnisana u [Ǌǋ] uz pomoć prostora C(p, q) i odgovarajuće topo-

logije na ovomprostoru (videti i [ǉǊ]). OvdeC(p, q) predstavlja prostor svih neprekidnih kauzalnih krivih
koje povezuju posmatrane tačke p, q ∈ M:

C(p, q) := {λ : Iλ 7→ M | λ je neprekidna buduće usmerena kauzalna kriva između p i q}/ ∼,

gde Iλ predstavlja kompaktan interval. Smatra se da dve krive λ i γ pripadaju istoj klasi ekvivalencije,
λ ∼ γ, ako postoji reparametrizacija koja očuvava orijentaciju.

Topologija τ na C(p, q) tada je deėnisana na sledeći način: ako je U ⊂ M skup otvoren u prirodnoj
topologiji prostor-vremena, iΛ je slika krive λ, tj. Λ = λ(Iλ), onda skupovi:

B(U) := {λ ∈ C(p, q) | Λ ⊂ U}

čine bazu topologije τ na C(p, q) ([ǊǍ]). Tada se otvoren skup N može smatrati globalno hiperboličnim
skupom ukoliko je C(p, q) kompaktno za svako p, q ∈ N. Da je ovo ekvivalentna deėnicija, posebno se
treba pokazati:
Teorema Ǌ.Ǎ.ǋ ([Ǌǌ]) Neka je iğunjen uslov kauzalnosti na otvorenom skupu N koji zadovoljava jednakost
N = J+(N) ∩ J−(N). Tada je N globalno hiperbolični skup akko je C(p, q) kompaktno za svako p, q ∈ N.

�
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Jasno je da se jedna karakterizacija globalno-hiperboličnih prostor-vremena može dobiti i na osnovu
ove teoreme, kada se postavi da jeM = N, u komslučaju je direktno zadovoljenuslovM = J+(M)∩J−(M).
Ipak, deėnicija globalno hiperboličnih prostor-vremena najčešće je data kao u nastavku:

Deėnicija Ǌ.Ǎ.Ǌ Prostor-vreme M je globalno hiperbolično ako zadovoljava sledeća dva uslova:

i. M je jako kauzalno prostor-vreme;

ii. Skupovi J+(p) ∩ J−(q) su kompaktni za svako p, q ∈ M.

Ova dva uslova iz deėnicije sumeđusobno nezavisna. Drugi uslov (u literaturi nazivan unutrašnja kom-
paktnost) grubo rečeno govori o nemogućnosti postojanja “rupa” ili “otvora” na prostor-vremenu. Tako
je, na primer, prostor-vreme Minkovskog globalno-hiperbolično, dok na primer prostor-vreme dobijeno
oduzimanjem bar jedne (proizvoljne) tačke iz prostoraMinkovskog nije.

Takođe, ǊǈǈǏ. godine je pokazano (videti [ǊǊ]) da na kauzalnim prostor-vremenima osobina un-
utrašnje kompaktnosti implicira jaku kauzalnost, te se u novijim izvorima globalna hiperboličnost deėniše
na kauzalnim prostor-vremenima. Zanimljivo je primetiti da ukoliko se glatkost (tj. dva puta diferencija-
bilna neprekidnost) metrike oslabi samo do neprekidnosti, nepostojanje zatvorenih kauzalnih krivih nije
dovoljno da garantuje da je i relacija6 zatvorena, te se često u tom slučaju prvi uslov iz deėnicije zamenjuje
sa jačim uslovom (detaljnije u [ǊǍ] ili [Ǌǎ]).

Nekoliko osnovnih posledica globalne hiperboličnosti dato je u nastavku:

Teorema Ǌ.Ǎ.ǌ ([ǉǍ], [ǉǐ], [ǋǉ]) Neka je M globalno hiperbolično prostor-vreme. Tada za sve kompaktne
skupove A,B ⊂ M važe tvrđenja:

i. Skupovi J+(A) i J−(A) su zatvoreni;

ii. Skupovi J+(A) ∩ J−(B) su kompaktni.

DŃĿĵŐ.

i. Dokaz prvog dela je izveden za skupove oblika J+(p), gde je p ∈ A, jer ukoliko su oni zatvoreni i
njihova unija mora biti zatvorena (a to je upravo kauzalna budućnost skupa A):∪

p∈A

J+(p) = J+
(∪

p∈A

p
)

= J+(A),

i analogno za kauzalnu prošlost tačke p.

Dakle, ako se pretpostavi da skup J+(p) nije zatvoren, gde je p proizvoljna tačka iz M, mora posto-
jati neka tačka q ∈ cl(J+(p))\J+(p). Neka je sada r proizvoljna tačka iz I+(q) i neka je dat niz tačaka
{qn} ⊂ J+(p) koji konvergiraju ka q (videti Sliku Ǌ.ǋ).

Budući da je skup I−(r) otvorena okolina tačke q, postoji indeks nǇ nakon kojeg sve tačke iz niza {qn}
pripadaju i skupu I−(r), tj. skupu J−(r). Tada za svako n > nǇ važi:

qn ∈ J+(p) ∩ J−(r),

što opet znači da granica ovog podniza pripada odgovarajućoj adherenciji:

q ∈ cl( J+(p) ∩ J−(r)).
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Slika Ǌ.ǋ: Ilustracija dokaza u prostor-vremenuMinkovskog (levo) i Rindlera (desno).

Međutim, po pretpostavci tvrđenja, skupovi ovakvog oblika su kompaktni, a time i zatvoreni, te je:

q ∈ J+(p) ∩ J−(r),

što je kontradikcija jer je q birano tako da ne pripada skupu J+(p). Dakle, skup J+(p) jeste zatvoren skup.
Zatvorenost se analogno pokazuje i slučaju skupa J−(p).

ii. Ovo je trivijalna posledica prethodnog dela teoreme, zato što je svako prostor-vreme po deėniciji i
Hauzdorfov, parakompaktan topološki prostor. Dokaz zato sledi na osnovu poznatih teorema iz topologije.

�
Treba naglasiti da je i osobina globalne hiperboličnosti stabilna u smislu da za zadato globalno hiper-

boličnoprostor-vreme (M, g)postojimetrika g′ ≻ g takoda je (M, g′)globalnohiperboličnoprostor-vreme
(ovo je dokazano u [Ǌǌ]). Stabilnost važi i u slučaju kada je metrika g samo neprekidna ([ǊǍ]).

Ǌ.ǎ KŃ΅ĽľĹŋĹ ńŃŋŇ΅Ľ
Kao što je nagovešteno na početku prethodnog poglavlja, globalna hiperboličnost se može povezati i

sa postojanjem “idealnih hiperpovrši početnih vrednosti” koje se zovu Košijeve površi. One se deėnišu uz
pomoć pojma neprodužive kauzalne krive:

Deėnicija Ǌ.ǎ.ǉ Neka je γ : [a, b) 7→ M kriva u prostor-vremenu M. Tačka p ∈ M je rubna tačka (još se
naziva i granična tačka) krive γ ako važi jednakost:

lim
t 7→b−

γ(t) = p.

Ako je γ buduće usmerena (reğ. prošlo usmerena) kauzalna kriva, tačka p se nazivabuduća (reğ. prošla) rubna
tačka krive γ.

Deėnicija Ǌ.ǎ.Ǌ Kauzalna kriva γ se naziva buduće neproduživa ako nema buduću rubnu tačku. Dualno,
prošlo neproduživa kauzalna kriva je kauzalna kriva koja nema prošlu rubnu tačku, dok se kauzalna kriva
γ : (a, b) 7→ M naziva neproduživom ako je i buduće neproduživa i prošlo neproduživa.

Deėnicija Ǌ.ǎ.ǋ Košijeva površ za prostor-vreme M predstavlja ahronalan podskup S ⊂ M kojem pripada
tačno jedna tačka svake neprodužive krive vremenskog tipa u M.

S timu vezi, u nekim izvorima (na primer u [ǋ]) se zaKošijeve površi ahronalnostnenavodi u deėniciji,
već se dokazuje uz pomoć sledeće leme, čiji se dokaz zasniva na Teoremama Ǌ.ǋ.ǋ i Ǌ.ǋ.ǌ:

Teorema Ǌ.ǎ.ǉ ([ǋ]) Podskup S koji sadrži tačno jednu tačku svake neprodužive krive vremenskog tipa pred-
stavlja zatvorenu ahronalnu topološku hiperpovrš koju seče svaka neproduživa kauzalna kriva.

Zbog ove osobine se Košijeve površi često nazivaju i Košijevim hiperpovršima.
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Može se takođe pokazati da za Košijeve površi S važi S = ∂I+(S) = ∂I−(S) (videti [ǉǎ]), što na
osnovu Teoreme Ǌ.ǋ.Ǌ znači da se svaka mnogostrukostM koja sadrži Košijevu površ može zapisati kao u
nastavku:

Teorema Ǌ.ǎ.Ǌ Prostor-vreme M koje sadrži Košijevu površ S može se zapisati u obliku unije:

M = I−(S) ∪ S ∪ I+(S),

pri čemu su skupovi S, I+(S) i I−(S) po parovima disjunktni.
�

Veza između globalne hiperboličnosti i Košijevih površi može se opisati sledećom teoremom:

Teorema Ǌ.ǎ.ǋ ([ǐ], [Ǌǌ]) Globalno hiperbolično prostor-vreme M sadrži Košijevu površ S.

IĸĹľĵ ĸŃĿĵŐĵ.

Da bi se pokazalo da globalno hiperbolično prostor-vreme imaKošijevu površ, mora se uvesti Borelova
mera μ naM, tako da je μ(M) = ƾ. Za funkciju f : M 7→ R datu sa:

f (p) =
μ(J−(p))
μ(J+(p)) ,

može se pokazati da je neprekidna, koristeći argumente unutrašnje kompaktnosti. Jaka kauzalnost se koristi
kako bi se pokazalo da je f strogo rastuća funkcija duž svake buduće usmerene kauzalne krive. Štaviše, ako
je γ : (a, b) 7→ M buduće usmerena neproduživa kauzalna kriva uM, onda se može pokazati da važi:

lim
t 7→a+

f (γ(t)) = Ǉ, i lim
t 7→b−

f (γ(t)) = ∞.

Tada je Košijeva površ S data kao skup opisan sa:

S = {p ∈ M | f (p) = ƾ}.

�
NĵńŃŁĹłĵ. Zapravo semože pokazati da važi i obrnuto, da postojanje Košijevih površi implicira globalnu
hiperboličnost, ali će to biti urađeno u nastavku, nakon što se nekoliko pojmova deėnišu i njihova svojstva
iĝitaju. Takođe , funkcija f iz dokaza ovde predstavlja funkciju vremena, videti stranu Ǌǐ.

Geroch je ǉǑǏǈ. godine (u svom radu [Ǌǌ]) dokazao sledeću teoremu, koja se tiče strukture globalno
hiperboličnih prostor-vremena (videti još [Ǎ] i [ǋǊ]):

Teorema Ǌ.ǎ.ǌ Ako je M globalno hiperbolično prostor-vreme dimenzije n, onda je M homeomorfno prostoru
R× S, gde je S topološka podmnogostrukost odMdimenzije (n−ƾ) i za svako t ∈ R važi da je{t} × SKošijeva
površ.

IĸĹľĵ ĸŃĿĵŐĵ.

Da bi se teorema dokazala, nužno je uvesti buduće usmereno vektorsko poljeX vremenskog tipa naM.
Onda Xmože biti “skalirano” tako da je svaka integralna kriva na X dobro deėnisana za sve vrednosti svog
parametra t, pri čemu tačke koje odgovaraju t = Ǉ pripadaju skupu S.

Svaka tačka p ∈ M tada se nalazi na integralnoj krivi koja seče S u tačno jednoj tački q. Ovo omogućava
deėnisanje preslikavanja p ↔ (t, q), za koje se posebno dokazuje da je homeomorėzam kakav se traži u
teoremi.

�
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Sličnim argumentima se pokazuje da važe i sledeće teoreme:
Teorema Ǌ.ǎ.Ǎ ([ǉǌ], [Ǌǌ]) Ako je f : M 7→ R× S homeomorėzam iz prethodne teoreme, onda je:

i. f (t, S) Košijeva površ za svako t ∈ R;

ii. f (R, s) kriva vremenskog tipa za svako s ∈ S.
�

Teorema Ǌ.ǎ.ǎ ([ǋ], [ǉǎ]) Svake dve Košijeve površi su homeomorfne.
�

Košijeve površi S (i generalno potprostori) mogu biti i prostornog tipa u smislu da su svi vektori izTpS
prostornog tipa, odnosno da su svi vektori normalni na S vektori vremenskog tipa. Tada važi:
Teorema Ǌ.ǎ.Ǐ ([ǊǏ]) Neka je M proizvoljno prostor-vreme i neka postoji glatka Košijeva površ S ⊂ M pros-
tornog tipa. Tada je M difeomorfno prostoruR× S. Štaviše, ako je S′ još jedna glatka Košijeva površ prostornog
tipa, onda su S i S′ difeomorfne Košijeve površi.

�
Ove teoremepomogle suda seKošijevepovrši shvate kaoprojekcijeprostor-vremenaunekomzadatom

trenutku. Ovo je ujedno i jedan od razloga zbog kojeg se globalna hiperboličnostnavodi kao osobina ėzički
validnih prostor-vremena, tim pre što se u klasičnojmehanici kinematika i dinamika objekta iĝituju nezav-
isnoodvremenakada seopservacije izvode, te, dakle, naKošijevimpovršima (prostornog tipa). Zanimljivo
je primetiti i da gornje teoreme impliciraju da se celokupna “budućnost” i “prošlost” prostor-vremenamože
predvideti (ili sagledati) na osnovu podataka o ėzičkoj situaciji prostor-vremena u nekom trenutku, tj. na
Košijevoj površi tog prostor-vremena ([ǉǊ]).

Zahvaljujući Košijevim površima, globalna hiperboličnost se može povezati sa funkcijama vremena na
sledeći način. Sirjektivna funkcija vremena t : M 7→ R naziva se Košijeva funkcija vremena ako svaki skup
t−ƾ(c) predstavlja Košijevu površ u M za svako c ∈ R. Slično, Košijeva temporalna funkcija predstavlja
temporalnu funkciju T takvu da svaki skup T −ƾ(c) predstavlja Košijevu površ uM. Tada sledi:
Teorema Ǌ.ǎ.ǐ ([Ǌ]) Neka je dato prostor-vreme M. Sledeći uslovi su ekvivalentni:

i. M je globalno hiperbolično;

ii. Postoji glatka Košijeva površ koja je prostornog tipa;

iii. Postoji Košijeva funkcija vremena t;

iv. Postoji (glatka) Košijeva temporalna funkcija T , pri čemu su Košijeve površi T −ƾ(c) prostornog tipa.
�

Korolar Ǌ.ǎ.ǉ ([ǉǐ]) Neka je (M, g) globalno hiperbolično prostor-vreme. Tada postoji izometrija između
(M, g) i prostor-vremena (R× S, gS), gde je S Košijeva površ prostornog tipa, a metrika gS deėnisana na sledeći
način:

gS := −β dT ƿ + gT ,
pri čemu je β : R× S 7→ R glatka, pozitivna funkcija, T Košijeva temporalna funkcija i gT Rimanova metrika
na svakoj Košijevoj površi T −ƾ(c), c ∈ R, koja se glatko menja sa promenom vrednosti funkcije T .

�
Prethodni korolar značajan je jer omogućava da se svako globalno hiperbolično prostor-vreme posma-

tra kao izometrično prostor-vremenu generisanom uz pomoć bilo koje svoje Košijeve površi. Činjenica da
su površi T −ƾ(c), c ∈ R, Košijeve i prostornog tipa bitna je za validnost Ajnštajnovih jednačina polja i
Penrouzove nejednakosti na globalno hiperboličnim prostor-vremenima. Detalji su dati u [ǉǐ] i [ǊǑ].
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Ǌ.Ǐ OĶŀĵňŉ ŐĵŋĽňłŃňŉĽ Ľ KŃ΅ĽľĹŋ ļŃŇĽŐŃłŉ
Deėnicija Ǌ.Ǐ.ǉ Neka je S ahronalan skup u prostor-vremenu M. Tada su buduća oblast zavisnosti D+(S)
skupa S i prošla oblast zavisnosti D−(S) skupa S data sa:

D+(S) = {p ∈ M | svaka prošlo neproduživa kauzalna kriva iz p seče skup S},
D−(S) = {p ∈ M | svaka buduće neproduživa kauzalna kriva iz p seče skup S}.

Oblast zavisnosti skupa S tada predstavlja uniju ova dva skupa, D(S) = D+(S) ∪ D−(S).

Skup D(S) treba intuitivno shvatiti kao oblast prostor-vremena u kojoj se ėzička situacija može pred-
videti znajući ėzičku situaciju u tačakama na ahronalnom skupu S. Preciznije rečeno, ponašanje rešenja
hiperboličnih parcijalnih diferencijalnih jednačina izvan skupaD(S) nije određeno početnim vrednostima
na skupu S (videti [ǉǌ], [ǊǏ] ili [Ǌǐ]), što je tim pre značajnije jer se ovom klasom parcijalnih diferenci-
jalnih jednačina i modeliraju ėzička polja u zakrivljenim prostor-vremenima ([ǉǊ]).

Primeri na Slikama Ǌ.ǌ, Ǌ.Ǎ i Ǌ.ǎ prikazani su u dvodimenzionalnom prostoru Minkovskog zato što se
ovde rubovi hronološke prošlosti i budućnosti mogu prikazati kao dve međusobno normalne poluprave.
Ovde su kauzalne krive od skupova Sdoodgovarajućih tačaka iz domena zavisnosti prikazane iĝrekidanim
linijama. Takođe, na Slici Ǌ.ǎ tačka r ne pripada prostor-vremenu, pa je oblik domena zavisnosti drugačiji
nego na prethodnim slikama.

Slika Ǌ.ǌ: Tačke p i q pripadaju skupuD+(S). Budući domen zavisnosti prikazan je desno.

Slika Ǌ.Ǎ: Tačke p i q pripadaju skupuD−(S). Prošli domen zavisnosti prikazan je desno.

Slika Ǌ.ǎ: Tačke p i q pripadaju redom skupovimaD+(S) iD−(S). Domen zavisnosti prikazan je desno.
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Ako je skup S ahronalan, budući Košijev horizont se može shvatiti kao rub skupaD+(S). Preciznije:
Deėnicija Ǌ.Ǐ.Ǌ Neka je S ⊂ M ahronalan skup u prostor-vremenu M. Budući Košijev horizont H+(S)
deėnisan je na sledeći način:

H+(S) = {p ∈ cl(D+(S)) | I+(p) ∩ D+(S) = ∅} =

= cl(D+(S))\I−(D+(S)),

i dualno se deėniše i prošli Košijev horizont:

H−(S) = {p ∈ cl(D−(S)) | I−(p) ∩ D−(S) = ∅} =

= cl(D−(S))\I+(D−(S)).

Unija ova dva skupa obeležava se sa H(S) i često naziva samoKošijev horizont (videti Sliku Ȗ.ț).

Slika Ǌ.Ǐ: Tipični oblici Košijevih horizonta na dvodimenzionalnim prostor-vremenima.

U teoriji relativnosti, Košijev horizont predstavlja granicu oblasti prostor-vremena koje se može pred-
videti znajući ėzičkostanje na skupuS. Nekolikoosnovnih svojstavaoblasti zavisnosti iKošijevih horizonta
dato je u nastavku:

Teorema Ǌ.Ǐ.ǉ ([ǉǊ],[ǉǌ]) Neka je S ahronalni podskup prostor-vremena M. Tada važi:

i. S ⊂ D+(S) ⊂ J+(S);

ii. D+(S) ∩ I−(S) = ∅;

iii. Ako p ∈ D+(S) onda I−(p) ∩ I+(S) ⊂ D+(S);

iv. ∂D+(S) = H+(S) ∪ S;

v. ∂D(S) = H(S);

vi. H+(S) je ahronalan skup.

�
Ako se dodatno pretpostavi da je S i zatvoren skup, može se pokazati da važi sledeća teorema:

Teorema Ǌ.Ǐ.Ǌ ([ǉǊ][ǉǌ]) Neka je S zatvoren i ahronalan podskup prostor-vremena M. Tada važi:

i. H+(S) je zatvoren i ahronalan skup;

ii. H+(S) = (I+(S) ∪ S) ∩ (I−(D+(S)));

iii. I+(H+(S)) = I+(S)\D+(S);

iv. int(D+(S)) = I−(D+(S)) ∩ I+(S);

v. int(D+(S)) = I−(D+(S)) ∩ I+(D−(S)).

�
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Deėnicija Ǌ.Ǐ.ǋ Neka je S ahronalan skup u prostor-vremenu M. Ivica skupa S, u oznaci edge(S), predstavlja
skup svih tačaka p ∈ cl(S), za koje važi da svaka okolina Up ∈ U(p) sadrži krivu vremenskog tipa od I−(p,U)
do I+(p,U) koja ne seče skup S.

Slika Ǌ.ǐ: Tačka p pripada skupu edge(S), za razliku od tačke q.

Svojstva Košijevih horizonta sada omogućuju da se uvidi da Košijevi horizonti imaju strukturu sličnu
kao ahronalni rubovi (videti Teoremu Ǌ.ǋ.ǌ):

Korolar Ǌ.Ǐ.ǉ ([ǋǉ]) Neka je Sahronalan skupuprostor-vremenuM. Ako jeH+(S)\edge(H+(S))neprazan,
tada je ovaj skup i zatvorena i ahronalna topološka hiperpovrš u M.

�

Teorema Ǌ.Ǐ.ǋ ([ǐ], [ǉǊ],[ǉǌ]) Ako je S ahronalan skup u prostor-vremenu M, onda je svaka tačka iz skupa
H+(S)\edge(S) buduća rubna tačka geodezijske krive svetlosnog tipa u H+(S). Ova geodezijska linija je tad ili
prošlo neproduživa u M ili ima prošlu rubnu tačku na edge(S).

�

Sledeća teoremapovezujeKošijevepovrši, oblasti zavisnosti iKošijevehorizonte, te seunekim izvorima
navodi i kao deėnicija Košijeve površi. Dokaz sledi na osnovu deėnicija ovih skupova i Teoreme Ǌ.Ǐ.ǉ:

Teorema Ǌ.Ǐ.ǌ ([ǉǊ],[ǉǐ]) Ako je S ahronalan skup u prostor-vremenuM, onda su sledeći uslovi ekvivalentni:

i. S je Košijeva površ u M;

ii. D(S) = M;

iii. H(S) = ∅.

�

Ako se unutrašnost oblasti zavisnosti ahronalnog skupa u proizvoljnom prostor-vremenu posmatra kao
zasebno prostor-vreme, može se sledećim teoremama pokazati da je ono i globalno hiperbolično:

Teorema Ǌ.Ǐ.Ǎ ([ǐ]) Ako je S zatvoren i ahronalan skup uM i p ∈ D+(S)\H+(S), onda svaka prošlo nepro-
duživa kauzalna kriva koja prolazi kroz p seče I−(S).

DŃĿĵŐ.

Neka je p ∈ D+(S)\H+(S) i neka je γ prošlo neproduživa kauzalna kriva kroz p. Tada je moguće naći
tačku q ∈ D+(S)∩ I+(p) i prošlo neproduživu kauzalnu krivu λ koja prolazi kroz q tako da za svaku tačku
x ∈ λ postoji tačka y ∈ γ za koju je iĝunjeno y ∈ I−(x). Kako krivaλ seče skup Sunekoj tački xǇ ∈ λ∩S,
mora postojati tačka yǇ ∈ γ ∩ I−(S). To znači da kriva γ seče skup I−(S).

�
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Teorema Ǌ.Ǐ.ǎ ([ǐ]) Neka je dat zatvoren i ahronalan skup S u M i tačka p ∈ int(D(S)). Tada svaka nepro-
duživa kauzalna kriva kroz p seče skupove I−(S) i I+(S).

DŃĿĵŐ.

Na osnovu Teoreme Ǌ.Ǐ.ǉ, unutrašnjost skupaD(S) data je sa:

int(D(S)) = D(S)\∂D(S) = D(S)\H(S) = (D+(S) ∪ D−(S))\(H+(S) ∪ H−(S)),

što znači da su za proizvoljnu tačku p ∈ int(D(S)) zadovoljeni uslovi prethodne teoreme. Zato i među
svim prošlo neproduživim kauzalnim krivama koje prolaze kroz p, sve neprodužive krive vremenskog tipa
seku skup I−(S).

Sa drugestrane, naosnovu četvrtestavke izTeoremeǊ.Ǐ.Ǌ sledi dap ∈ I+(S), te tada svakaneproduživa
kauzalnakrivapodeėniciji povezuje tačkup sa svojomkauzalnombudućnošću, tj. seče skup I+(p) ⊂ I+(S).
Time je dokaz završen.

�
Treba napomenuti da je analogna teorema za p ∈ cl(D+(S)) dokazana u [ǋǊ]. Sada se može pokazati:

Teorema Ǌ.Ǐ.Ǐ ([ǎ], [ǐ],[ǉǌ]) Neka je S zatvoren i ahronalan skup u prostor-vremenu M. Tada je:

i. uslov jake kauzalnosti zadovoljen na int(D(S));

ii. uslov unutrašnje kompaktnosti zadovoljen na int(D(S)).

�
Ova teorema pokazuje da je int(D(S)), ako se posmatra kao prostor-vreme, globalno hiperbolično. Da

bi se pokazala globalna hiperboličnost za čitav skupD(S), moraju se nametnuti dodatni uslovi:

Teorema Ǌ.Ǐ.ǐ ([ǐ]) Neka je dat zatvoren i ahronalan skup S uM takav da je skup J+(S)∩ J−(S) kompaktan
i da je na njemu uslov jake kauzalnosti zadovoljen. Tada je D(S) globalno hiperbolično prostor-vreme.

�
Sličnim se argumentima kao u dokazu prethodne teoreme može pokazati sledeća teorema:

Teorema Ǌ.Ǐ.Ǒ ([ǉǈ]) Neka je S topološka hiperpovrš u prostor-vremenu M, koja je akauzalna, tj. za koju
važi:

p, q ∈ S ⇒ p ≮ q.

Tada je D(S) globalno-hiperbolično prostor-vreme.
�

Takođe, zahvaljujući Teoremama Ǌ.Ǐ.ǌ i Ǌ.Ǐ.Ǐ, može se pokazati i drugi smer Teoreme Ǌ.ǎ.ǋ:
Korolar Ǌ.Ǐ.Ǌ ([ǐ],[ǉǈ], [ǉǌ]) Ako je SKošijeva površ u prostor-vremenuM, onda jeM globalno hiperbolično
prostor-vreme.

DŃĿĵŐ.

Korolar sledi direktno ako se primeti da na osnovu Teoreme Ǌ.Ǐ.ǌ važi da je D(S) = M, kao i da je
∂D(S) = H(S) = ∅. Kako je tada int(D(S)) = D(S)\∂D(S) = D(S) = M, sledi i da jeMglobalnohiper-
bolično prostor-vreme, na osnovu Teoreme Ǌ.Ǐ.Ǐ.

�
Ova ekvivalencija prostor-vremena sa Košijevim površima i globalno hiperboličnih prostor-vremena

jedna je od najpoznatijih, najznačajnijih i najkorisnijih u Lorencovoj geometriji.
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Gŀĵŋĵ ǋ

TĹŃŇĹŁĹ ňĽłĻŊŀĵŇĽŉĹŉĵ

Ajnštajnove jednačine gravitacionog polja predstavljaju sistem nelinearnih parcijalnih diferencijalnih
jednačina koje povezuju geometriju prostor-vremena (prekoRičijevog tenzora) sa tzv. materijalnim sadrža-
jem tog prostor-vremena (preko tenzora energije-impulsa). Kao takve, da bi se rešile pometričkim koeėci-
jentima, bilo je nužno koristiti ili izrazito komplikovane pristupe ili uvesti dodatne ėzičke argumente (na
primer, savršena sferno simetrična distribucija mase), koje uprošćavaju sistem.

Zanimljivo, prva rešenja ovih jednačina (Švarcšildov i Fridmanovmodel) opisivala su prostor-vremena,
koja su sadržala tačke singulariteta, u kojima su krivina, masa i energija divergirale i postale proizvoljno ve-
like. Štaviše, ovi singulariteti nisu bili singulariteti polja deėnisanih na prostor-vremenu, već su bili singu-
lariteti samog prostor-vremena, u kojima je bilo kakva ėzička deskripcija bila nemoguća. Iz ovog je razloga
bilo problematično najpre deėnisati singularitete, naći njihove pokazatelje, pokušati ih klasiėkovati, i iĝi-
tati koji su to razlozi koji dovode do pojave singulariteta u prostor-vremenu. Ova pitanja i pristupi njihovim
razrešenjima predstavljena su u nastavku.

ǋ.ǉ UŋŃĸ
Singulariteti u Švarcšildovom i Fridmanovom rešenju jednačina polja bili su očigledni iz odgovarajućih

metričkih koeėcijenata, ali su se iĝrva objašnjavali kao posledica pojednostavljujućeg uslova visokog ste-
pena simetrije prostor-vremena. Sam Ajnštajn je verovao da geometrijska teorija prostor-vremena ne bi
smela sadržati ovakve neregularnosti, te je objavio nekoliko radova kojima je podržavao ovakav stav (tada
su i deėnisani Ajnštajn-Rozenov most i postavljena hipoteza nepravilnog širenja i sabijanja asimetričnog
Univerzuma).

Međutim, situacija se promenila kada se otkrilo da je “singularitet” Švarcšildovog rešenja r = ƿγm/cƿ
zapravo koordinatni artefakt, te da ga je moguće pogodnom koordinatnom transformacijom otkloniti. Sa
drugestrane, singularitet u r = Ǉbio je drugačije prirode i i nijemogaobiti otklonjennikakvom transforma-
cijom koordinata. Uz to, Penrouz i Hoking pokazali su da čak i pri dovoljno malom perturbacijom rešenja
ovakvi singulariteti moraju postojati, te je njihova egzistencija na kraju i prihvaćena kao generalno svojstvo
geometrije prostor-vremena.

Tada se pristupilo problemu deėnisanja singulariteta. Za razliku od singulariteta nekog polja deėni-
sanognaprostor-vremenuokarakterisanogekĝlozijomvrednostinekekomponentepolja, ovde trebauočiti
singularitet samemetrike, koja je dobro deėnisana u svakoj tački prostor vremena. Stoga nijedna tačka sin-
gulariteta ne sme biti deo prostor-vremena, već mora biti “van” njega. Za singularitet se zato ne može reći
“kad” ili “gde” se tačno nalazi.
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Sa druge strane, deėnisanje singulariteta može takođe biti otežano činjenicom da divergencije tenzora
krivine (Rimanov tenzor) mogu zavisiti od izbora baze, te što se čak i invarijante krivine mogu “lepo po-
našati” u blizini singulariteta (npr. Kretschmannov skalar κ = RijklRijkl, skalar krivine R ili polinomi po
izvodima tenzora krivine). Ipak, ako ove invarijante zaista teže beskonačnosti kad neka koordinata teži
kritičnoj vrednosti, to može biti pokazatelj posebne klase singulariteta, koji se nazivaju singulariteti jakih
krivina i generalno odvojeno razmatraju (videti kraći pregled u [ǋǋ]).

Klasičnadeėnicija singulariteta zasniva se krivamanaprostor-vremenu, jer suoneobjekti koji pripadaju
samomprostor-vremenu, i pokazuju kako se neki posmatrač (u smislu teorije relativnosti) kreće u vremenu
i prostoru. U tom slučaju bi se singularitet mogao deėnisati kao tačka u kojoj svaki posmatrač “nestane” sa
prostor-vremena u konačnom vremenu. Singularitetom se onda može nazvati i tačka u prostor vremenu, iz
koje se čini da je savmaterijalan sadržaj trenutno nastao, pre konačnomnogo vremena. Oba ova singulariteta
mogu se tumačiti uz pomoćneproduživih kriva, čiji parametar (najčešće sopstveno vreme)uzima vrednosti
iz ograničenog skupa, odnosno čiji se domen nemože produžiti na čitav skupR. Ovo je u bliskom odnosu
sa geodezijskom kompletnošćumnogostrukosti:

Deėnicija ǋ.ǉ.ǉ Mnogostrukost M se naziva geodezijski kompletna ako je domen svake neprodužive geode-
zijske krive na M skup realnih brojeva R. Prostor-vreme M naziva se vremenski (reğ. prostorno, svetlosno)
geodezijski kompletno ako su sve neprodužive geodezijske krive vremenskog (reğ. prostornog, svetlosnog) tipa
na M dobro deėnisane nad čitavimR.

Zbog gornjih razloga, vremenska ili svetlosna geodezijska nekompletnost generalno se uzima kao kri-
terijum za egzistenciju singulariteta prostor-vremena. Mada ono ne pokriva sve slučajeve (npr. pomenute
singularitete jakih krivina), jasno je da nekompletnost signalizira neregularno ponašanje. Teoreme singu-
lariteta, koje su nastale kao rezultat analize gravitacionog fokusiranja i globalnih svojstava prostor-vremena,
dokazuju iĝravnost ovog zaključka za široku klasu prostor-vremena, i to pri dosta generalnim uslovima.

ǋ.Ǌ JĹĸłĵ͊Ľłĵ ĻĹŃĸĹŐĽľňĿĹ ĸĹŋĽľĵķĽľĹ
Kakobi se argumentovale teoreme singulariteta, neophodno je izvesti jednačinu geodezijske devijacije.

Ova jednačina povezuje tendencije geodezijskih krivih da se približavaju ili udaljavaju jedna od druge sa
krivinommnogostrukosti, te se može koristiti u opisu dejstva gravitacionih privlačenja.

Slika ǋ.ǉ: Familija geodezijskih krivih γ(t, s) i tipični vektori iz oba polja.

Neka je data jednoparametarska familija geodezijskih krivih γ(t, s), takva da je za svako s ∈ R kriva
γs(t) geodezijska kriva parametrizovana affinim parametrom t. Neka je ova familija glatka u smislu da pos-
toji glatko preslikavanje (t, s) 7→ γs(t), lokalno obeleženo kao xi(t, s), sa glatkom inverznom funkcijom.
Tada je na prirodan način moguće deėnisati dva vektorska polja tangentna na dvodimenzionalnu površ Σ
generisanu geodezijskim krivama: ui(s, t) = ∂xi(s, t)/∂t, koje je tangentno geodezijskim krivama (time
važi ⟨u,∇ui⟩ = Ǉ), i X i(s, t) = ∂xi(s, t)/∂s, koje je tzv. polje vektora devijacije.
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Da bi se jednačina geodezijske devijacije izvela, neophodno je najpre poznavati svojstva ovih polja, od
kojih su najznačajnija pomenuta u sledećoj teoremi:

Teorema ǋ.Ǌ.ǉ ([ǉǊ],[ǋǌ]) Za vektorska polja u i X važi da je:

i. ⟨u,X⟩ nezavisno od parametra t, a da je ⟨u, u⟩ nezavisno od oba parametra;

ii. moguće naći aėnu transformaciju parametra t tako da uvek važi relacija ⟨X,∇uƿ⟩ = Ǉ;

iii. moguće naći aėnu transformaciju parametara tako da važi ⟨u,X⟩ = Ǉ, za svaku geodezijsku krivu vre-
menskog ili prostornog tipa za koju važi uƿ ̸= Ǉ.

�

Poslednja teorema zapravo govori o tome koliko je korisno praviti reparametrizaciju familije geodezi-
jskih kriva vremenskog ili prostornog tipa, jer se time može ostvariti da u svakoj tački elementa ove famil-
ije vektor devijacije bude ortogonalan na tangentne vektore geodezijskih krivih. Primetimo da tada važi i
[∂t, ∂s] = Ǉ, što se svodi na jednakost ⟨X,∇ui⟩ = ⟨u,∇X i⟩.

Radi konciznosti zapisa, neophodno je uvesti sledeće oznake:

• vektor priraštaja: X i, za koji je ⟨X, u⟩ = Ǉ,

• relativna brzina: vi = ⟨u,∇X i⟩ = uk∇k X i,

• relativno ubrzanje: ai = ⟨u,∇vi⟩ = ⟨u,∇⟨u,∇X i⟩⟩ = u j∇j(uk∇k X i),

pri čemu se onda vi tumači kao relativna brzina objekta koje se kreće duž jedne geodezijske krive, u odnosu
na neku inėnitezimalno blisku geodezijsku krivu. Slično tumačenje važi i za relativno ubrzanje.

Pažljivim raĝisivanjem, relativnoubrzanjeai semožedovestiuvezu saRimanovim tenzoromna sledeći
način (Ajnštajnova konvencija sumiranja se i ovde podrazumeva):

ai = u j∇j(uk∇k X i) = u j∇j(X k∇k ui)

= (u j∇j X k)(∇k ui) + u j X k∇j∇k ui

= (X j∇j uk)(∇k ui) + u j X k∇k∇j ui − Ri
jkl u

j X k ul

= X j∇j(uk∇k ui)− Ri
jkl u

j X k ul

= X j∇j⟨u,∇ui⟩ − Ri
jkl u

j X k ul.

Nakon što se iskoristi činjenica da je prvi član identički jednak nuli, direktno sledi jednakost:

ai = −Ri
jkl u

j X k ul. (ǋ.Ǌ.ǉ)

Jednačina (ǋ.Ǌ.ǉ) naziva se jednačina geodezijske devijacije. Ona omogućava da se krivina posmatra i na
alternativan način, jer je na osnovu njemoguće zaključiti da je iĝunjeno ai = Ǉ za sve familije geodezijskih
krivih ako i samo ako važi Ri

jkl = Ǉ, tj. ako je metrika uočenog prostor-vremena ravna.

To znači da geodezijske krive u neravnim prostor-vremenima ubrzavaju jedna prema drugoj ili jedna
od druge, što na primer ne bi bilo iĝunjeno u prostor-vremenu Minkovskog. To takođe znači da će se
čak i geodezijske krive (putanje slobodnih objekata), koje su prvobitno bile paralelne, približavati ukoliko
postoji gravitaciono privlačenje nekog objekta u prostor-vremenu (npr. zvezde ili planete).
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ǋ.ǋ KŃłĻŇŊĹłķĽľĹ ĻĹŃĸĹŐĽľňĿĽļ ĿŇĽŋĽļ
Matematički aparat teorema singulariteta treba upotpuniti uvođenjem još nekoliko pojmova, u prvom

redu pojma kongruencije krivih. Neka se zato posmatra mnogostrukostM dimenzije n i otvoren skupO u
M. Važi sledeća deėnicija:

Deėnicija ǋ.ǋ.ǉ Kongruencija u O je familija krivih sa osobinom da svaka tačka p ∈ O pripada tačno jednoj
krivoj iz ove familije. Kongruencija geodezijskih krivih u O se naziva geodezijskom kongruencijom u O.

Nije teško zaključiti da tangentni vektori na krive neke kongruencije formiraju vektorsko polje naO, a
može se pokazati (videti npr. [ǉǊ]) da svako neprekidno vektorsko polje na O generiše jedinstvenu kon-
gruenciju krivih. Ako su svi vektori iz ovog polja vremenskog (reĝ. svetlosnog, prostornog tipa), onda se
odgovarajuća kongruencija zove kongruencija vremenskog (reĝ. svetlosnog, prostornog) tipa.

Treba naglasiti da će se nadalje krive u kongruencijama smatrati glatkim, jer neprekidnost krivih u kon-
gruenciji nije dovoljna kakobi semogle iskoristiti određene korisne relacije. Svojstvoglatkosti geodezijskih
kongruencija može se opisati i uz pomoć glatkosti odgovarajućeg vektorskog polja:

Deėnicija ǋ.ǋ.Ǌ Glatku kongruenciju na O (kauzalnih) geodezijskih krivih čine integralne krive (kauzalnog
tipa) deėnisane uz pomoć glatkog vektorskog polja u na O:

dxα

dλ = uα(x),

Glatka vektorska polja u i βu, gde je β glatka nenula funkcija, deėnišu istu glatku kongruenciju.

Neka je sada data glatka kongruencija buduće usmerenih geodezijskih kriva vremenskog tipa na prostor
vremenu dimenzije n. Bez gubitka opštosti se može pretpostaviti da su geodezijske krive parametrizovane
sopstvenim vremenom τ, tako da je odgovarajuće polje u vektora tangentnih na geodezijske krive normal-
izovano, ⟨u, u⟩ = −ƾ. Primetno je da za ovo polje umora važiti:

∇uu = Ǉ, i
ƾ
ƿ
∇⟨u, u⟩ = ⟨u,∇u⟩ = Ǉ.

Tada je tenzor Bαβ deėnisan preko relacije:

Bαβ := ∇α uβ,

i predstavlja tenzor “prostornog tipa”, u smislu da za njegovo dejstvo na vektore vremenskog tipa iz polja u
važi Bαβ uα = Ǉ = Bαβ u β (videti [ǉǊ]).

Fizička interpretacija ovog tenzora može se uvideti posmatranjem date glatke familije krivih u kongru-
enciji, pri čemu je sa X označeno polje vektora devijacije. Tada se relacija [u,X] = Ǉ svodi na:

∇u X = ∇X u = X β∇β uα = X βg αμ∇β uμ = X βg αμBβμ = X βBα
β,

što znači da Bα
β pokazuje da li je polje X paralelno preneseno duž polja u.

Pozitivno deėnitan simetrični tenzor projekcije hαβ asociran jediničnom vektoru u dat je sa:

hαβ := gαβ + uαuβ,

te se preko njega mogu još deėnisati:

• skalar ekğanzije: ϑ := hαβ Bαβ;

• tenzor uvijanja: ωαβ := ƾ
ƿ(Bαβ − Bβα);

• tenzor smicanja: σαβ := ƾ
ƿ(Bαβ + Bβα)− ϑ

n−ƾhαβ.
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Značaj ovih veličina sledi direktno kada se primeti da je Bαβ moguće zapisati kao:

Bαβ = ωαβ + σαβ +
ϑ

n − ƾ
hαβ, (ǋ.ǋ.ǉ)

koja je, dakle, dekompozicija na tenzore koji su svi ortogonalni na u i ortogonalni jedni na druge, pri čemu
ωαβ i σαβ nemaju trag, tj. važi ωα

α = Ǉ = σα
α. Za generalizaciju gornjih tenzora i dekompozicije na

negeodezijskim kongruencijama videti [ǋǊ].

No to onda znači da je trag tenzora Bαβ dat sa:

Bα
α = Ǉ+ Ǉ+

ϑ
n − ƾ

hα
α =

ϑ
n − ƾ

hα
α =

ϑ
n − ƾ

(n − ƾ) = ϑ,

zato što je hα
α = gα

α + uαuα = n + (−ƾ) = n − ƾ.

Stopa promene veličine Bα
α = ϑmože se dobiti ukoliko se analizira izraz uγ∇γBαβ:

uγ∇γBαβ = uγ∇γ∇αuβ = uγ∇α∇γuβ + Rδ
γαβ uγuδ =

= ∇α(uγ∇γuβ)− (∇αuγ)(∇γuβ) + Rδ
γαβ uγuδ =

= ∇α(uγBγβ)− Bγ
α Bγβ + Rδ

γαβ uγuδ =

= −Bγ
α Bγβ + Rδ

γαβ uγuδ,

odakle se može zaključiti da je i:

uγ∇γBα
β = uγ∇γ(gαεBεβ) = gαε uγ∇γBεβ =

= gαε(−Bγ
ε Bγβ + Rδ

γεβ uγuδ) =

= −Bγα Bγβ + gαε Rδ
γεβ uγuδ =

= −Bγα Bγβ − gαε Rδ
γβε uγuδ,

gde poslednja jednakost važi zato što je Rα
βμν = −Rα

βνμ. Kontrakcijom se dobija:

uγ∇γϑ = uγ∇γBα
α = −Bγα Bγα − gαε Rδ

γαε uγuδ =

= −Bγα Bγα − gδμ gαε Rμγαε uγuδ =

= −Bγα Bγα − gδμ Rμγ uγuδ =

= −Bγα Bγα − Rμγ uγuμ.

Uvrštavajući onda izraz (ǋ.ǋ.ǉ) u gornju jednačinu, dobija se:

uγ∇γϑ = − ϑƿ

n − ƾ
− σγασγα + ωγαωγα − Rμγ uμuγ, (ǋ.ǋ.Ǌ)

gde su prva tri člana dobijena raĝisivanjem izrazaBγα Bγα, koristeći svojstva ortogonalnosti, simetričnosti
tenzora smicanja i antisimetričnosti tenzora uvijanja. Skalari σγασγα iωγαωγα su pozitivni ([ǋǌ]).

Ako se sad primeti da je dϑ/dτ = uγ∇γϑ, jednačina (ǋ.ǋ.Ǌ) se može zapisati kao:

dϑ
dτ = − ϑƿ

n − ƾ
− σγασγα + ωγαωγα − Rμγ uμuγ. (ǋ.ǋ.ǋ)

Ova jednačina zove seRejšodurijeva jednačina i predstavlja ključnu jednačinuudokazima teorema singu-
lariteta, te se sa njom može pokazati da su singulariteti prirodna pojava u opštoj teoriji relativnosti. Ona
ima velikog značaja i u iĝitivanju klasičnih rešenja Ajnštajnovih jednačina polja.

Strana ǌǊ



ǋ.ǌ RĹľ΅ŃĸŊŇĽľĹŋĵ ŉĹŃŇĹŁĵ
Sledeća teoremapredstavlja prvi rezultat koji se tičepredviđanja singularitetapodgeneralnimuslovima,

i smatra se prvom teoremom singulariteta (objavljena je ǉǑǍǍ. godine). Jedna od osnovnih pretpostavki
teoreme jeste da je kongruencija irotaciona u smislu da je tenzor uvijanja jednak nuli, ωαβ = Ǉ, kao i da je
tzv. Rejšodurijev skalar nepozitivan, Rμν uμuν ≥ Ǉ.

Teorema ǋ.ǌ.ǉ ([ǋǊ]) Neka je u tangentno vektorsko polje irotacione geodezijske kongruencije vremenskog tipa
i neka važi uslov Rμν uμuν ≥ Ǉ. Ako ekğanzija ϑ uzima negativnu vrednost ϑǇ u nekoj tački geodezijske krive
iz kongruencije, tada ϑ divergira duž te krive u konačnom vremenu.

DŃĿĵŐ.

Pod pretpostavkama teoreme, Rejšodurijeva jednačina (ǋ.ǋ.ǋ) implicira da je:

dϑ
dτ ≤ − ƾ

n − ƾ
ϑƿ.

Ovo znači da se vrednost ekĝanzije ϑ smanjuje duž geodezijskih krivih, te da će i ostati negativna
ukoliko je ϑ inicijalno uzimalno negativne vrednosti. Neka je ϑ̃ = −ϑ. Na osnovu gornje nejednakosti je:

dϑ̃
dτ ≥ ƾ

n − ƾ
ϑ̃ƿ odnosno:

dτ
dϑ̃

≤ n − ƾ
ϑ̃ƿ ,

te se na τ(ϑ̃)može gledati kao na funkciju koja pokazuje u kom trenutku sopstvenog vremena će vrednost
ϑ̃ biti dostignuta.

Međutim, to implicira da za svako ėksirano ϑ̃ > ϑ̃Ǉ, gde je ϑ̃Ǉ = −ϑǇ, važi:

τ(ϑ̃) ≤ τ(ϑ̃Ǉ) +

ϑ̃∫
ϑ̃Ǉ

n − ƾ
ϑ̃ƿ dϑ̃ = τ(ϑ̃Ǉ) + (n − ƾ)

(
ƾ
ϑ̃Ǉ

− ƾ
ϑ̃

)
≤ τ(ϑ̃Ǉ) +

n − ƾ
ϑ̃Ǉ

=: τ∞,

što znači da će čak i vrednost ϑ̃ = ∞, tj. vrednostϑ = −∞, biti dostignuta najkasnije u nekomkonačnom
trenutku τ∞ sopstvenog vremena.

�
Treba ovde naglasiti da činjenica da apsolutna vrednost ekĝanzije dostiže beskonačnost ne mora sig-

nalizirati postojanje singulariteta u prostor-vremenu, već da može samo implicirati singularnost krivih u
kongruenciji, tj. pojavu konvergencije krivih (gravitaciono fokusiranje), u kom slučaju se mogu konstru-
isati odgovarajuće obvojnice, tj. kaustike. Ipak, kada se uvedu dodatna globalna razmatranja, egzistencija
singulariteta se može pokazati.

Bitan uslov u formulaciji Rejšodurijeve teoreme svakako je nenegativnost Rejšodurijevog skalara. Ova
veličina je geometrijska u smislu da zavisi isključivo od metrike (tj. metričkih koeėcijenata) i geodezijskih
krivih u kongruenciji. Ipak, ako sepretpostavi da suAjnštajnove jednačine gravitacionogpolja zadovoljene:

Rμν = κ
(

Tμν −
ƾ
ƿ
gμνT

)
, gde je T = T μ

μ i κ =
ǅπγ
cƿ

,

onda je poslednji član u Rejšodurijevoj jednačini moguće izraziti kao:

Rμν uμuν = κ
[
Tμν −

ƾ
ƿ
T gμν

]
uμuν = κ

[
Tμν uμuν − ƾ

ƿ
T ⟨u, u⟩

]
= κ

[
Tμν uμuν +

ƾ
ƿ
T
]
.
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Međutim, izraz Tμν uμuν ėzički predstavlja vrednost energetske gustine materije, kako bi ona delovala
posmatraču čiji je kvadrivektor brzine uμ. Zato se generalno smatra da u prostor-vremenu koji zadovo-
ljava Ajnštajnove jednačine i koji ima ėzičkog smisla mora važiti da je energetska gustina nenegativna,
Tμν uμuν ≥ Ǉ, za svako uμ vremenskog tipa. Ova pretpostavka se zove slab energetski uslov.

Sa druge strane, pretpostavka po kojoj važi:

Tμν uμuν ≥ −ƾ
ƿ
T,

za svako uμ vremenskog tipa zove se jak energetski uslov i bazira se na shvatanju po kome pritisci kojima je
materija izložena ipak nisu toliko veliki da bi Rejšodurijev skalar bio negativan. Vredi napomenuti i da su
ove dve pretpostavkematematički ne zavisne, to jest jak energetski uslov ne implicira nužno slab energetski
uslov, a ne važi ni obrnuto.

U slučaju geodezijskih kongruencija svetlosnog tipa, osnovni problem je što ne postoji jedinstven,
prirodan način na koji bi se normalizovalo tangentno polje na kongruenciji i skalirao aėni parametar λ ovih
krivih. Ipak, postoji više načina na koji se mogu postaviti jednačine geodezijske devijacije za geodezijske
krive svetlostnog tipa (videti [ǐ] ili [ǉǌ]), kao i jednačina analogna Rejšodurijevoj jednačini (ǋ.ǋ.ǋ):

dϑ
dλ = − ϑƿ

n − ƿ
− σ̂γασ̂γα + ω̂γαω̂γα − Rμγ k μkγ, (ǋ.ǌ.ǉ)

gde je k odgovarajuće tangentno vektorsko polje. Može se pokazati i analogna teorema:

Teorema ǋ.ǌ.Ǌ ([ǉǊ]) Neka je k tangentno vektorsko polje irotacione geodezijske kongruencije svetlosnog tipa
i neka važi uslov Rμν k μkν ≥ Ǉ. Ako ekğanzija ϑ uzima negativnu vrednost ϑǇ u nekoj tački geodezijske krive
iz kongruencije, tada ϑ divergira duž te krive.

ǋ.Ǎ KŃłľŊĻŃŋĵłĹ ŉĵ͊ĿĹ
Iĝitivanje konjugovanih tačakapredstavlja jedanodnajelegantijihnačinada sedokazHoking-Penrouzove

teoreme singulariteta izvede. Konjugovane tačke deėnisane su uz pomoć Jakobijevih polja, kao u nastavku:

Deėnicija ǋ.Ǎ.ǉ Jakobijevo polje na geodezijskoj krivoj γ je vektorsko polje X deėnisano duž γ i ortogonalno
na γ (tj. na njeno tangentno polje u), koje zadovoljava jednačinu geodezijske devijacije (ǋ.Ǌ.ǉ):

ai = −Ri
jkl u

j X k ul.

Slika ǋ.Ǌ: Izvori i ponori kongruencija mogu biti pokazatelji geodezijske nekompletnosti prostora.

Nestajanje netrivijalnog (nenula) Jakobijevog polja, dakle, znači da tu geodezijske krive u kongruenciji
ne ubrzavaju jedna od druge, već da sve one imaju jednu zajedničku tačku, za koji se kaže da je izvor ili ponor
geodezijske kongruencije. Zato izvori i ponori kongruencija mogu biti pokazatelji geodezijske nekomplet-
nosti prostor-vremena. Na Slici ǋ.Ǌ levo, prostor-vreme je geodezijski nekompletno jermu je oduzeta jedna
tačka (ne pripada mu “vrh” mnogostrukosti). Sa druge strane, na Slici ǋ.Ǌ desno je prikazano geodezijski
kompletno prostor-vreme, samo je tu došlo do gravitacionog fokusiranja.
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Sada semogu deėnisati konjugovane tačke ali i navesti teoreme (dokazane u [ǋǊ] i [ǋǌ] primenomdva
različita pristupa) o njihovoj egzistenciji:

Deėnicija ǋ.Ǎ.Ǌ Dve tačke p i q na geodezijskoj krivoj γ nazivaju se konjugovanim tačkama ako postoji Jako-
bijevo polje duž krive γ koje nestaje u tačkama p i q.

Teorema ǋ.Ǎ.ǉ Neka jeMprostor-vremedimenzije n koje zadovoljava jaki energetski uslov i neka je data geodez-
ijska kriva γ vremenskog tipa sa tačkom p na njoj, koja predstavlja izvor geodezijske kongruencije. Ako postoji
tačka r = γ(τr), takva da je vrednost ekğanzije u njoj negativna, ϑr < Ǉ, i ako je γ dobro deėnisana (pro-
duživa) na intervalu I = (τr − (n − ƾ)/|ϑr|, τr + (n − ƾ)/|ϑr|), onda postoji tačka q ∈ γ(I), koja je
konjugovana tački p.

�

Teorema ǋ.Ǎ.Ǌ Neka je γ geodezijska kriva u prostor-vremenu M, i neka je iğunjen uslov Rμν uμuν ≥ Ǉ duž
ove krive. Ako postoji tačka γ(τƾ) takva da je Rμν uμuν(τƾ) ̸= Ǉ, onda postoje vrednosti τǇ i τƿ takve da je
τǇ < τƾ < τƿ i da su γ(τǇ) i γ(τƿ) konjugovane tačke, pod uslovom da je γ dobro deėnisana (produživa) za
ove vrednosti svog parametra.

�

NĵńŃŁĹłĵ. Treba primetiti da prema Teoremi ǋ.Ǎ.ǉ važi da ako je p izvor kongruencije te postoji tačka r
na geodezijskoj krivoj kongruencije u kojoj vrednost ekĝanzije teži ka−∞, onda je tačka r konjugovana
tački p. Da važi i obrnuto, pokazano je u [ǋǊ].

Mogu se deėnisati i tačke koje su konjugovane hiperpovršima prostornog tipa:

Deėnicija ǋ.Ǎ.ǋ Neka je Σ hiperpovrš prostornog tipa i neka je data kongruencija geodezijskih krivih ortogo-
nalna naΣ. Tačka p iz ove kongruencije zove se tačka konjugovana hiperpovršiΣ ako postoji netrivijalni vektor
devijacije geodezijske krive X ̸= Ǉ koji nestaje u p.

Istimargumentimakaou slučajuparovakonjugovanih tačaka sepokazuje i da ćepbiti konjugovanovana
hiperpovršiΣ akko ekĝanzija kongruencije ortogonalne naΣ teži ka−∞u tački p. PrimenaRejšodurijeve
teoreme onda daje teoremu egzistencije konjugovane tačke između p i Σ:

Teorema ǋ.Ǎ.ǋ Neka je M prostor-vreme koje zadovoljava jak energetski uslov, i neka je Σ ⊂ M hiperpovrš
prostornog tipa za koju važi da postoji tačka q ∈ Σ ukojoj je ekğanzija negativna,ϑq < Ǉ. Tadaduž geodezijske
krive γ ortogonalne na Σ, koja prolazi kroz q, postoji tačka p konjugovana hiperpovrši Σ, koja se nalazi najviše
udaljena od q za vrednost sopstvenog vremena manjeg od (n − ƾ)/|ϑq|.

�

U ovom trenutku je nužno obratiti pažnju na dužinu luka geodezijske krive i napraviti analogiju sa
geodezijskim krivama u Rimanovim prostorima. U Rimanovim prostorima, dužina luka krive data je sa:

L(γ) =
τq∫

τp

√
⟨u, u⟩E(τ) dτ =

τq∫
τp

√
gμν uμ uν(τ) dτ,

i njena interpretacija je nedvosmislena: ona predstavlja rastojanje između dve tačke određene parametrima
τp i τq mereno duž krive γ, koja ih povezuje. Geodezijske krive su onda one duž kojih funkcija dužineL(γ)
dostiže minimalnu vrednost.
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Situacija se menja u slučaju Lorencovih prostora. Ovde je funkcija “dužine” deėnisana preko relacije:

L(γ) =
τq∫

τp

√
|⟨u, u⟩(τ)| dτ =

τq∫
τp

√
|gμν uμ uν(τ)| dτ, (ǋ.Ǎ.ǉ)

i njena interpretacija uveliko zavisi od kauzalnog karaktera krive γ. Specijalno, ako je kriva γ kauzalnog tipa
i njeno odgovarajuće tangentno vektorsko polje je dato sa u, onda je izraz gμν uμ uν nepozitivan. To znači
da se jednačina (ǋ.Ǎ.ǉ) svodi na:

L(γ) =
τq∫

τp

√
−⟨u, u⟩(τ) dτ =

τq∫
τp

√
−gμν uμ uν(τ) dτ, (ǋ.Ǎ.Ǌ)

i ona se često naziva funkcija sopstvenog vremena, jer zaista predstavlja funkciju vremena (u smislu kao iz
prethodne glave), tj. funkciju koja raste duž svake buduće usmerene krive. To znači da se “rastojanje”
između dva događaja koja su kauzalno povezanameri sopstvenim vremenom koje je proteklo između njih.
Zato se ponegde u literaturi funkcija dužine data u (ǋ.Ǎ.Ǌ) obeležava i sa τ(γ), bez opasnosti od zabune.

Ključna prednost ove funkcije vremena u odnosu na sve ostale svodi se na to da se ona može uzeti kao
parametar svake krive kauzalnog tipa. Zato se, na kauzalnoj krivoj γ sa parametrom τ, dve tačke p = γ(τp)
i q = γ(τq) nalaze na međusobnom “rastojanju” jedna od druge koje odgovara razlici parametra krive u
tim tačkama:

L(γ) ≡ τ(γ) = τp − τq, (ǋ.Ǎ.ǋ)

i upravo ovo svojstvo omogućava da se prethodne tri teoreme egzistencija konjugovanih tačakamogu isko-
ristiti u dokazima teorema singulariteta.

Treba još dodatnonaglasiti da su naLorencovimmnogostrukostima krive duž koje funkcija sopstvenog
vremena dostiže maksimum (supremum) od većeg značaja za analizu, upravo zbog negativne vrednosti
izraza gμν uμ uν u jednačini (ǋ.Ǎ.Ǌ). Štaviše, u dovoljno ėzički realističnim prostor-vremenima, funkcija
sopstvenog vremena jemaksimalna duž geodezijske krive (vremenskog tipa) između dva događaja.

Gornji zaključak se često ilustruje paradoksom blizanaca: jedan blizanac se nalazi u inercijalnom sis-
temu reference (te putuje geodezijskom krivom vremenskog tipa), a drugi u neinercijalnom sistemu (te
putuje negeodezijskom krivom vremenskog tipa jer na njega utiču sile koje nisu gravitacionog porekla).
Naravno, duže je sopstveno vreme između dva referentna događaja blizanca koji se nalazio u inercijalnom
sistemu reference.

Na maksimizaciju funkcije sopstvenog vremena može uticati prisustvo konjugovanih tačaka:

Teorema ǋ.Ǎ.ǌ ([ǋǌ]) Neka je γ geodezijska kriva vremenskog tipa između dve tačke p i q. Potreban i dovoljan
uslov da γ maksimizuje funkciju dužine između p i q u odnosu na glatke, jednoparametarske varijacije krive γ
jeste da γ ne sadrži konjugovane tačke između p i q.

�

Teorema ǋ.Ǎ.Ǎ ([ǋǊ], [ǋǌ]) Neka je γ glatka kriva vremenskog tipa u prostor-vremenu između tačke p ∈ M i
tačke q ∈ Σ, gde je saΣ obeležena hiperpovrš prostornog tipa. Tada γ maksimizuje funkciju sopstvenog vremena
između p i Σ akko je ona geodezijska kriva ortogonalna na Σ, bez konjugovanih tačaka između p i Σ.

�

U slučaju geodezijskih krivih svetlosnog tipa, analogoni prethodne dve teoreme su slično formulisani.
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ǋ.ǎ HŃĿĽłĻŃŋĵ ŉĹŃŇĹŁĵ ňĽłĻŊŀĵŇĽŉĹŉĵ
U prethodnoj glavi je u kontekstu globalne hiperboličnosti pomenut i skup svih neprekidnih i buduće

usmerenih kauzalnih kriva između tačaka p i q ∈ J+(p), u oznaci C(p, q). Na sličan način se za glatku,
ahronalnu hiperpovrš Σ može deėnisati skup C(Σ, q) kao prostor svih neprekidnih (buduće usmerenih)
kauzalnih krivih od proizvoljne tačke p ∈ Σ do ėksirane tačke q ∈ J+(Σ).

Sada se za maksimalnost funkcije dužine u jako kauzalnom prostor-vremenu može pokazati:

Teorema ǋ.ǎ.ǉ ([ǉǊ], [ǋǌ]) Neka jeM jako kauzalno prostor-vreme i neka se posmatra funkcija dužine L(γ)
deėnisana za svako γ ∈ C(p, q). Tada važe implikacije:

i. Ako funkcija dužine dostiže svoju maksimalnu vrednost za krivu γ̂, tada je γ̂ geodezijska kriva bez konju-
govanih tačaka.

ii. Ako funkcija dužine deėnisana naC(Σ, q) dostižemaksimalnu vrednost za krivu γ̂, onda je γ̂ geodezijska
kriva, ortogonalna na Σ i bez konjugovanih tačaka.

�
Jača teorema može se pokazati za globalno hiperbolična prostor-vremena:

Teorema ǋ.ǎ.Ǌ ([ǉǊ], [ǋǌ]) Ako je M globalno hiperbolično prostor-vreme, onda postoji kriva γ̂ ∈ C(p, q)
na kojoj funkcija dužine dostiže svoj maksimum. Ako je, dodatno, Σ Košijeva površ prostornog tipa, tada mora
postojati kauzalna kriva γ̂ ∈ C(Σ, q) na kojoj se maksimum funkcije dužine dostiže.

�
Gornjim teoremama dobijeni su rezultati uz pomoć kojih je moguće dokazati određene teoreme sin-

gulariteta. U nastavku sledi formulacija i dokaz tri teoreme egzistencije singulariteta, u smislu geodezi-
jske nekompletnosti vremenskog ili svetlosnog tipa. Četvrta teorema dokazuje postojanje singulariteta pri
značajno oslabljenim uslovima.

Prva teorema zove se Hokingova teorema singulariteta i može se tumačiti kao teorema koja pokazuje
da ako je prostor-vreme globalno hiperbolično prostor-vreme koje se nekom ėksiranom vrednošu skalara
ekĝanzije širi, onda je ono moralo nastati iz singularnog stanja (tačke) pre konačno mnogo vremena:

Teorema ǋ.ǎ.ǋ (Hawkingova teorema singulariteta) Neka je M globalno hiperbolično prostor-vreme di-
menzije n koje zadovoljava jak energetski uslov, i neka u M postoji Košijeva površ Σ regularnosti bar Cƿ, sa
ekğanzijom ϑ ≤ c, za neko ėksirano c < Ǉ. Tada nijedna prošlo usmerena kriva vremenskog tipa odΣ ne može
imati dužinu veću od (n−ƾ)/|c|. Specijalno, sve past-pointing geodezijske krive vremenskog tipa su nekompletne.

DŃĿĵŐ.

Pretpostavimo da postoji prošlo usmerena kriva λ vremenskog tipa ortogonalna na Σ, koja počinje iz
neke tačke λ(Ǉ) na Σ i čija je dužina veća od τc = (n − ƾ)/|c|, tj. koja je dobro deėnisana na intervalu
[−τc − ε, Ǉ], za neko ε > Ǉ. Neka je onda p = λ(−τc − ε). Prema Teoremi ǋ.ǎ.Ǌ, mora postojati kriva
γ maksimalne dužine, koja ĝaja tačku p i Košijevu površ Σ i čija je dužina zbog osobine maksimalnosti
jednaka ili veća od dužine krive λ.

Onda premaTeoremi ǋ.ǎ.ǉ, kriva γ ne sme imati konjugovanih tačaka između p iΣ. Međutim, kako je,
prema uslovima teoreme, na Košijevoj površi ekĝanzija (restrikcija ekĝanzije) negativna, prema Teoremi
ǋ.Ǎ.ǋ, krivaγ bimorala imati konjugovanu tačku izmeđup iΣ, što je kontradiktorno. Početna krivaλ dužine
veće od (n − ƾ)/|c|, dakle, ne može postojati.

�
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Treba naglasiti da se analogna teoremamože dobiti za buduće usmerene geodezijske krive vremenskog
tipa, pri čemu odgovarajuća konstanta c mora biti veća od nule. Takva teorema bi, dakle, pokazala posto-
janje budućeg singulariteta na “rastojanju” najviše (n − ƾ)/c.

Takođe, najjači uslov u Teoremi ǋ.ǎ.ǋ jeste uslov globalne hiperboličnosti, te može delovati kao da
prostor-vreme koje ima pozitivnu ekĝanziju pre neće zadovoljavati uslov globalne hiperboličnosti, nego
posedovati singularitet. Ipak, uslov globalne hiperboličnosti može da se oslabiti, no tada se mora dodatno
zahtevati da posmatrana hiperpovrš bude kompaktna, te se dobija značajno oslabljen zaključak:

Teorema ǋ.ǎ.ǌ Neka je M jako kauzalno prostor-vreme dimenzije n koje zadovoljava jak energetski uslov, i
neka u M postoji kompaktna, ahronalna, glatka hiperpovrš Σ prostornog tipa, za koju važi da je edge(Σ) = ∅.
Neka pritom važi da je za svaku prošlo usmerenu geodezijsku kongruenciju normalnu naΣ ekğanzija negativna,
tj. neka važi ϑ ≤ c < Ǉ, gde je c maksimalna vrednosti ekğanzije. Tada postoji bar jedna neproduživa past-
pointing geodezijska kriva vremenskog tipa čija dužina ne prelazi vrednost (n − ƾ)/|c|.

IĸĹľĵ ĸŃĿĵŐĵ.

Pretpostavimo da važi suprotno, tj. da sve neprodužive past-pointing geodezijske krive vremenskog
tipa imaju dužinu veću od (n − ƾ)/|c|. Kako je M̃ = int(D(Σ)) globalno hiperbolično, sve pomenute
geodezijske krive prema prethodnoj teoremi moraju biti nekompletne, što znači da one napuštaju M̃ i seku
horizontH−(Σ). Kako jeH(Σ) rub skupaD(Σ), svaka geodezijska kriva mora sećiH−(S) u tačkama koje
se nalaze na rastojanju manjem od (n− ƾ)/|c| od hiperpovrši Σ. Odavde jeH−(S) neprazno, a kontradik-
cija se dobija kada se pokaže da je H−(S) kompaktno, te sadrži buduće neproduživu geodezijsku krivu
svetlosnog tipa, što je nemoguće za kompaktne skupove u jako kauzalnim prostor-vremenima.

�

ǋ.Ǐ PĹłŇŃŊŐŃŋĵ ŉĹŃŇĹŁĵ ňĽłĻŊŀĵŇĽŉĹŉĵ
Hokingove teoreme singulariteta govore o nekompletnosti geodezijskih krivih u kosmološkomkontek-

stu, i koriste pretpostavku konstantnosti znaka ekĝanzije. Naredne dve teoreme pokazuju nekompletnost
geodezijskih krivih svetlosnog tipa u kontekstu relevantnomza gravitacione kolapse. Dabi se do togadošlo,
neophodno je deėnisati zarobljene površi, kao u nastavku.

Posmatra se kompaktna podmnogostrukost Σ prostor-vremena kodimenzije ƿ prostornog tipa. Svaki
normalni prostor ove podmnogostrukosti, označen kao [TpΣ]⊥ za p ∈ Σ, je onda prostornog tipa i dvodi-
menzionalan, što znači da dozvoljava dva buduće usmerena pravca svetlosnog tipa ortogonalna na Σ, tj.
moguće je konstruisati dva glatka netrivijalna buduće usmerena normalna vektorska polja svetlosnog tipa,
l+ i l−, koji su jedinstveni do na skaliranje pozitivnom konstantnom. Po konvenciji, polje l+ se naziva od-
lazeće vektorsko polje, a l−dolazeće vektorsko polje.

Mogu se deėnisati i takozvane druge forme svetlosnog tipa χ+ i χ−, koje redom odgovaraju poljima l+ i
l−. Za svako p ∈ Σ, ove simetrične bilinearne forme χ± : TpΣ × TpΣ 7→ R date su sa:

χ±(X, Y) = g(∇Xl±, Y), za svako X, Y ∈ TpΣ.

Ako se od ovih formi uzme trag u odnosu na indukovanu metriku h na Σ, dobijaju se skalari, koji se
nazivaju ekğanzije svetlosnog tipa:

ϑ± = trh(χ±) = hij(χ±)ij = divΣ(l±),

koje, kao i dosad, ėzički predstavljaju mere divergencije dolazećih i odlazećih svetlosnih zraka iz Σ. Bitno
je naglasiti da znak ovih ekĝanzija ne zavisi od skaliranja polja l± pozitivnom funkcionelom.
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Ideja iza zarobljenih površi može se sada neformalno ilustrovati uz pomoć dvodimenzionalne sfere S
u četvorodimenzionalnom prostor-vremenu, koje okružuje neki objekatO (npr. zvezdu). Neka je sada u
nekomėksiranom trenutku emitovan svetlosni signal sa površine ove sfere. Nakon nekog vremena, izlazeći
i ulazeći svetlosni frontovi odgovaraće redom sferama S+ i S−, kao na Slici.

Slika ǋ.ǋ: Svetlosni front signal emitovan sa S nakon nekog vremena odgovara sferama S+ i S−.

U standardnom slučaju, površina sfere S+ će biti veća od površine sfere S (jer odgovara zracima koji
se udaljavaju od objekta), a površina sfereS− manja (jer odgovara zracima usmerenim ka objektu). Među-
tim, može se desiti da objekat O ima dovoljnu količinu materije (tj. postoji dovoljno jako gravitaciono
privlačenje) da privlači čak i inicijalno odlazeće svetlosne zrake tako da površina obe sfere S+ i S− bude
manja od površine S , tj. tako da obe ekĝanzije svetlosnog tipa budu negativne. U ovom se slučaju S
naziva zarobljena površ. Formalna deėnicija sledi:

Deėnicija ǋ.Ǐ.ǉ Kompaktna podmnogostrukostΣ kodimenzije ƿ prostornog tipa predstavlja zarobljenu površ
ako su ekğanzije ϑ+ i ϑ−, koje odgovaraju dolazećim i odlazećim geodezijskim krivama svetlosnog tipa ortogo-
nalnim na podmnogostrukost, strogo negativne u svim tačkama iz Σ.

Tipični primer zarobljene površi predstavlja oblast Ǉ < r < rS u n-dimenzionalnom Švarcšildovom
prostor-vremenu, koji se koristi za modeliranje statičnih crnih rupa, a dodatni primeri mogu se naći i u
Kerovom, Ker-Njumanovom i Rajsner-Nordstremovomprostor-vremenu (detaljnije u [ǉ]). Godine ǉǑǐǋ.
je dokazano da zarobljene površi moraju nastati kada je dovoljna količina materije skoncentrisana u do-
voljno maloj oblasti.

Pri odgovarajućim uslovim energetske i kauzalne prirode, pojava zarobljenih površi signalizira nasta-
janje gravitacionog kolapsa, nakon kojeg se u prostor-vremenu javlja singularitet. Ovo predstavlja imp-
likaciju Penrouzove teoreme singulariteta, objavljene ǉǑǎǍ. godine, koja se navodi u nastavku:

Teorema ǋ.Ǐ.ǉ (Penrouzova teorema singulariteta) Neka je M globalno hiperbolično prostor-vreme koje
sadrži nekompaktnuKošijevu površ takvu da za svaki vektor X kauzalnog tipa zadovoljava uslov RμνXμXν ≥ Ǉ.
Tada je je M kauzalno geodezijski nekompletno ako sadrži zarobljenu površ Σ.

IĸĹľĵ ĸŃĿĵŐĵ.

Idejadokazaove teoreme svodi senakorišćenjeRejšodurijeve jednačinekakobi sedokazaloda ako jeM
kauzalno geodezijski kompletno, onda ahronal rub ∂I+(Σ)mora biti kompaktan skup, a time i kompaktna
Košijeva površ. Na osnovu ovoga je moguće pokazati da i Σmora biti kompaktno, što je kontradikcija.

�
Zanimljivo je primetiti da izuzev globalne hiperboličnosti, nijedan od uslova prethodne teoreme nije

suviše jak. Ako su, naime, Ajnštajnove jednačine polja zadovoljene, uslov RμνXμXν ≥ Ǉ je zadovoljen za
veliki broj prostor-vremena, a kada se posmatra izolovan gravitacioni sistem (npr. sistem u kome se iĝituje
gravitacioni kolaps zvezde), uobičajeno je koristiti modele asimptotski ravnih prostor-vremena, odakle je
pretpostavka da prostor-vreme može sadržati nekompaktnu Košijevu površ prirodna.
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Poznata varijacija Penrouzove teoreme data je u sledećem obliku:
Teorema ǋ.Ǐ.Ǌ Neka je M globalno hiperbolično prostor-vreme koje sadrži nekompaktnu Košijevu površ takvu
da za svaki vektor k svetlosnog tipa važi uslov Rμνkμkν ≥ Ǉ. Neka ovo prostor-vreme dodatno sadrži i zarobljenu
površ Σ, pri čemu je ϑǇ < Ǉ maksimalna vrednost obe ekğanzije svetlosnog tipa. Tada postoji barem jedna
buduće usmerena, neproduživa geodezijska kriva γ svetlosnog tipa ortogonalna na Σ, takva da je γ(Ǉ) ∈ Σ i
koja je aėne dužine manje od ƿ/|ϑǇ|.

�
Značaj ovih teorema sledi i iz činjenice da se onomože koristiti kako bi se potvrdili i objasnili singular-

iteti koji se javljaju u Švarcšildovom i Kerovom rešenju Ajnštajnovih jednačina polja. Štaviše, upotrebom
gornjih teorema se može pokazati da osobina geodezijske nekompletnosti nije posledica visokog stepena
simetrije rešenja, već da se mora javiti i pri dovoljno malim perturbacijama metrike.

ǋ.ǐ HŃĿĽłĻ-PĹłŇŃŊŐŃŋĵ ŉĹŃŇĹŁĵ ňĽłĻŊŀĵŇĽŉĹŉĵ
Najjači uslov u Penrouzovoj teoremi singulariteta je uslov globalne hiperboličnosti prostor-vremena.

Međutim, sa dodatnim pretpostavkama, ovaj uslov se može eliminisati argumentima sličnim kao u dokazu
Teoreme ǋ.ǎ.ǌ, u kojem slučaju se dolazi do takozvane Hoking-Penrouzvoj teoremi singulariteta. Pre same
teoreme neophodno je deėnisati sledeće pojmove:
Deėnicija ǋ.ǐ.ǉ Prostor vreme zadovoljava generički uslov vremenskog tipa ako svaka geodezijska kriva vre-
menskog tipa u kongruenciji čije je tangentno polje obeleženo sa u sadrži barem jednu tačku u kojoj važi:

Rαβγδ uαuδ ̸= Ǉ.

.

Deėnicija ǋ.ǐ.Ǌ Prostor vreme zadovoljava generički uslov svetlosnog tipa ako svaka geodezijska kriva svet-
losnog tipa u kongruenciji čije je tangentno polje obeleženo sa k sadrži barem jednu tačku u kojoj važi:

Rαβγδ kαkδ ̸= Ǉ ili Rαβγδ kαkδx βyγ ̸= Ǉ,

za sva vektorska polja x i y normalna na k.

Teorema ǋ.ǐ.ǉ (Hoking-Penrouzova teorema singulariteta) Neka je dato prostor-vremeM koje zadovol-
java sledeća četiri uslova:

i. Rμνuμuν ≥ Ǉ za sve kauzalne vektore u;

ii. Iğunjeni su generički uslovi vremenskog i svetlosnog tipa;

iii. Ne postoje zatvorene krive vremenskog tipa;

iv. Barem jedan od sledećih uslova važi:

(a) Postoji kompaktan ahronalan skup A za koji važi edge(A) = ∅;
(b) Postoji zarobljena površ u M;
(c) Postoji izvor p ∈ M kongruencije buduće usmerenih (ili prošlo usmerenih) geodezijskih krivi svet-

losnog tipa, pri čemu je ekğanzija negativna duž svake krive iz ove kongruencije.

Tada prostor-vreme M mora sadržati bar jednu nekompletnu geodezijsku krivu vremenskog ili svetlosnog tipa.
�

Treba naglasiti da su svi uslovi ove teoreme geometrijski uslovi. Nenegativnosti izraza Rμνuμuν pret-
postavlja se da važi u svakom ėzički realističnom prostor-vremenu, a generički uslovi direktno su zadovol-
jeni ako su sve kauzalne geodezijske krive bile pod uticajem gravitacionalnih plimnih sila. Ipak, uz pomoć
ova dva uslova se može pokazati egzistencija konjugovanih tačaka na kompletnim geodezijskim krivama.
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Uslov (a), sa druge strane, označava da je prostor-vreme barem u jednom trenutku bilo zatvoreno, dok
ėzički značaj uslova (b) sledi iz činjenice da se zarobljene površi formiraju tokom gravitacionog kolapsa
materijalnog objekta. Na kraju, za uslov (c) se može očekivati da važi u velikom broju prostor-vremena
koje kolapsiraju u prošlosti ili budućnosti (videti odgovarajuću diskusiju u [ǋǎ]).

Takođe, u poređenju saTeoremomǋ.ǎ.ǌ,Hoking-Penrouzova teorema singulariteta dodaje hipotezuda
su generički uslovi zadovoljeni, ali eliminiše pretpostavku da se univerzum širi u svakoj svojoj tački. Kada
se uzme u obzir da se od kauzalnih uslova pominje samo nepostojanje zatvorenih krivih vremenskog tipa,
jasno je da ova teorema ima veću primenu nego prethodne dve teoreme singulariteta. Sa druge strane, i
njen zaključak je slabiji u smislu da nije data informacija o tome koja je geodezijska kriva vremenskog ili
svetlosnog tipa nekompletna.

Da bi se ova teorema najelegantnije dokazala, potrebno ju je reformulisati u ekvivalentnom obliku:

Teorema ǋ.ǐ.Ǌ Neka je dato prostor-vreme M koje zadovoljava sledeća tri uslova:

i. Rμνuμuν ≥ Ǉ za sve kauzalne vektore u;

ii. Iğunjeni su generički uslovi vremenskog i svetlosnog tipa;

iii. Barem jedan od sledećih uslova važi:

(a) Postoji kompaktan ahronalan skup A za koji važi edge(A) = ∅;
(b) Postoji zarobljena površ u M;
(c) Postoji izvor p ∈ M kongruencije buduće usmerenih (ili prošlo usmerenih) geodezijskih krivi svet-

losnog tipa, pri čemu je ekğanzija negativna duž svake krive iz ove kongruencije.

Tada sledeća tri uslova ne mogu sva istovremeno važiti:

i. Svaka neproduživa kauzalna geodezijska kriva sadrži par konjugovanih tačaka;

ii. Ne postoje zatvorene krive vremenskog tipa;

iii. Postoji ahronalan skup S takav da je J+(S)\I+(S) ili J−(S)\I−(S) kompaktan skup.

�

Međutim, u ovom obliku postaje jasnije da se pod datim uslovima u odgovarajućem prostor-vremenu
mogu javiti zatvorene kauzalne krive, a ne nužno singulariteti. Na pitanje da li zatvorene kauzalne krive
mogu na neki način preduprediti nastanak singulariteta delimično odgovara sledeća Hokingova teorema:

Teorema ǋ.ǐ.ǋ Prostor-vreme M nije vremenski geodezijski kompletno ako:

i. Važi Rμνuμuν ≥ Ǉ za sve kauzalne vektore u;

ii. Postoji kompaktna hiperpovrš Σ prostornog tipa za koju važi edge(Σ) = ∅;

iii. Restrikcija ekğanzije na Σ je konstantnog znaka.

�

U gornjoj teoremi je uslov na kauzalnost implicitno naveden u uslovu (ii), i ovaj uslov izbacuje iz raz-
matranja brojna akauzalna prostor-vremena. To znači da pod određenim kauzalnim uslovima pojava sin-
gulariteta ne može biti predupređena. Štaviše, u kasnim sedamdesetim godinama XX veka je pokazano
da je moguće konstruisati svetlosno geodezijski nekompletno prostor-vreme u kome istovremeno postoje
i zatvorene krive vremenskog tipa. Dakle, ako se konstruiše prostor-vreme koje ima zatvorene krive vre-
menskog tipa, to ne mora nužno značiti da ono neće imati i singularitete.
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ǋ.Ǒ KŃňŁĽ͊Ŀĵ ķĹłŐŊŇĵ Ľ ĺĽŐĽ͊ĿĽ ŇĹĵŀĽňŉĽ͊łĵ ńŇŃňŉŃŇ-ŋŇĹŁĹłĵ
Zaključak koji prirodno sledi iz prethodnih teorema jeste da postoji velika klasa rešenja Ajnštajnovih

jednačina gravitacionog polja koja su singularna. Pritom, činjenica da ove teoreme koriste Ajnštajnove jed-
načine samo da bi naznačile da je gravitacija privlačnog karaktera pokazuje da bi konstrukcija nove teorije
u kojoj ne bi bilo singulariteta bila izuzetno teška. Sa druge strane, nije ni očigledan odgovor na pitanje da
li može postojati teorija koja bi bila alternativa opšte teorije relativnosti, a koja ne bi sadržala singularitete.

Glavna poteškoća u prihvatanju postojanja singulariteta jeste to što se geodezijska nekompletnost aso-
cira sa nemogućnošću da se predvidi budućnost na osnovu informacija iz sadašnjosti, jer bi to značilo da
neki nekontrolisani uticaji iz prostor-vremena mogu uticati na ėzičku situaciju. Geodezijska nekomplet-
nost je problematična, dakle, jer je egzistencija neke determinističke veze između sadašnjosti i budućnosti
podrazumevana i fundamentalna odlika klasičnih ėzičkih disciplina.

Ipak, postoji nekoliko ideja na koji način bi se dobio rezultat koji bi pokazivao da prostor-vremena koja
bi semogla smatrati kao dobrimodeli za našUniverzummogu biti singularna, ali ne “primetno” singularna.
Ove ideje predstavljaju ideje o kosmičkoj cenąuri, po kojima singularni karakter prostor-vremena ne utiče
previše dramatično na intuitivno shvatanje determinizma.

Postoji četiri različita pristupa kosmičkoj cenzuri:

• Kauzalni pristup, koji se tiče pitanja koji posmatrači mogu detektovati da je prostor-vreme singu-
larno, gde se “detektovati” koristi u smislu da postoji buduće usmerena kriva vremenskog tipa koja
povezuje posmatrače u dve različite tačke prostor-vremena. Posmatrač bi onda mogao shvatiti da je
prostor-vremebudućenekompletno akomožedetektovati signale kojeneprekidnodolazeoddrugog
posmatrača koji se kreće nekompletnom krivom, pri čemu ti signali nakon konačnomnogo vremena
naglo prestaju dolaziti.

• Asimptotski pristup, koji pravi razliku između posmatrača, te po kojemu samo “bliski” posmatrači
mogu detektovati singularno ponašanje, za razliku od “udaljenih” posmatrača. Glavni problem ovog
pristupa je konzistentnodeėnisati razliku izmeđuove dve klase posmatrača,mada se ovodonekle us-
pešnomožeuraditi u asimptotski ravnimprostor-vremenima, dodavanjemsvojevrsnog rubaprostor-
vremenu, koji bi predstavljao skup tačaka u “beskonačnosti”.

• Pristupstabilnosti, koji je baziran na pokušaju da semogućnostpercepcije singulariteta analizira na či-
tavim klasama prostor-vremena. Ovaj pristup bi, dakle, podrazumevao rezultat po kome su prostor-
vremena u kojima je moguće direktno posmatrati singularitet “retke” u svojoj klasi, tj. po kome se
“perturbacijom” singularnog prostor-vremena može dobiti nesingularno prostor-vreme.

• Evolutivni pristup, koji se zasniva na teoremi po kojoj je za svaku zadatu trodimenzionalnu mno-
gostrukost S sa pozitivno deėnitnom metrikom hμν i simetričnim tenzorskim poljima (koji pred-
stavljaju početne vrednosti za materijalna polja) moguće konstruisati odgovarajuće prostor-vreme
u kome je S Košijeva površ i u kome su Ajnštajnove jednačine i sve jednačine ograničenja za polja
materije zadovoljene. Fiksiranjem ovih početnih vrednosti moguće je isključiti posmatranje onih
prostor-vremena čija je singularnostostvarenaodstranjivanjemskupa tačaka iz nekogpočetnonesin-
gularnog prostor-vremena.

Treba napomenuti da još uvek nije jasno da li je neki oblik kosmičke cenzure važeći u opštoj teoriji rel-
ativnosti, kao i da ovo predstavlja aktivno polje rada. Osnovna poteškoća je precizno formulisati i dokazati
tvrdnju o nemogućnosti percepcije uticaja singulariteta, ili putem kontraprimera pokazati da ne postoji
tačna tvrdnja koja se odnosi na kosmičku cenzuru.
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Poslednji slučaj takođe bi bio značajan, jer ukoliko zaista nije moguće potvrditi postojanje kosmičke
cenzure, to bi moglo značiti da postoji mogućnost direktne opservacije oblasti prostor-vremena u kojima
je krivina vanredno velika, što bi dalo prilike da se opšta teorija relativnosti (ali i kvantna teorija polja) dalje
ekĝerimentalno testira i pod ekstremnijim uslovima.

Naravno, čak i ako se prihvati stanovište da prostor-vreme ima singularitet, koji nije odmah vidljiv ili
koji ne utiče značajnije na ėzičku situaciju, i dalje ostaje problem deėnisati šta znači da je takvo prostor-
vreme ėzički realistično. Drugim rečima, pitanje se svodi na to kako utvrditi da li je neko prostor-vreme
sa singularitetom ėzički realističnije (i time bolji model za naš Univerzum) od prostor-vremena koje nema
singularitet.

Nažalost, ovo pitanje je još otvoreno, iako većina istraživača u kontekstu ėzički realističnih prostor vre-
mena prvenstveno ističu osobine izotropije i globalne hiperboličnosti prostor-vremena, zajedno sa dve srodne
osobine,maksimalnost (neproduživost) prostor-vremena i neprisutnost rupa. Odgovarajuće deėnicije slede:

Deėnicija ǋ.Ǒ.ǉ Prostor-vremeM je izotropno ako postoji polje u = {up}p∈M vektora vremenskog tipa tako da
za svako p ∈ M, i svakadva jedinična vektoraσa

ƾ,σa
ƿ ∈ TpMortogonalnanaup, postoji izometrijaφ : M 7→ M

koja slika vektor σa
ƾ u σa

ƿ, ne utičući na tačku p i polje u.

Deėnicija ǋ.Ǒ.Ǌ Prostor-vremeM je maksimalno ako ne postoji prostor-vreme N, čiji je pravi podskup N′ ( N
izometričan sa M.

Deėnicija ǋ.Ǒ.ǋ Uprostor-vremenuMnisu prisutne rupe ako ni za jednu hiperpovršΣ ⊂ Mprostornog tipa ne
postoji izometrija φ : D(Σ) 7→ N, gde je N neko drugo prostor-vreme, takva da važi φ(D(Σ)) ̸= D(φ(Σ)).

Sa druge strane, svaka od ovih osobina ima razumno objašnjenje, ali i svoje poteškoće:

• Izotropija ilustruje da ne postoji privilegovana pozicija u prostor-vremenu, što se slaže sa opservaci-
jama po kojima ne postoji preferirani prostorni pravac u našem Univerzumu. Problem je što su
konstruisana prostor-vremena koja se ponašaju “približno izotropno” proizvoljno dugo, iako su se u
ranim i kasnim fazama formiranja ponašala ekstremno anizotropno.

• Globalna hiperboličnost služi kako bi se osigurao deterministički poredak u prostor-vremenu. Ipak,
ovo je veliko ograničenje zametriku prostor-vremena, jer ako unjemupostoji bar jedna tačka u kome
metrika nije Cƾ,ƾ regularnosti, to može značiti da prostor-vreme nije maksimalno.

• Maksimalnost prostor-vremena osigurava da posmatrač neće naglo nestati jer je njegova svetska lin-
ija naišla na “rupu” u prostor-vremenu. Uprkos tome, ekstenzija nekog prostor-vremena ne mora
zadržavati njene (lepe) globalne osobine, a ne mora čak biti ni jedinstvena. Nije jasno koji su i da li
postoje kriterijumi za odabir privilegovane ekstenzije.

• Neprisutnost rupa je neophodno kako ne bi došlo do ĝontanog pojavljivanja singularnosti koji nisu
izazvani nikakvim dramatičnim dešavanjima (npr. kolapsima) u prostor-vremenu. Poteškoće u vezi
sa ovom osobinom zasnivaju se na činjenici da postoje maksimalna, globalno hiperbolična prostor-
vremena u kojima su prisustne rupe. Takođe, nema svako prostor-vreme u kome ne prisustvuju rupe
maksimalnu ekstenziju sa istom osobinom.

S timuvezi, u nekim radovima se i lokalna osobina zadovoljavanjaAjnštajnovih jednačina smatra ėzički
realističnom osobinom. Ovo bi praktično značilo da bi se slabi ili jaki energetski uslovi mogli smatrati triv-
ijalno zadovoljenim ukoliko se razmatra ėzički realistično prostor-vreme, ali je u [ǋǏ] pokazano da, uprkos
možda intuitivnoj pretpostavci, prostor-vremena koja zadovoljavaju prethodnih četiri osobine ne moraju
uopšte zadovoljavati Ajnštajnove jednačine.
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Radi zaokruženosti teme, treba naglasiti da se u nekim radovima (videti pregled u [ǋǑ]) diskutuje i
značaj dodatnih osobina (kauzalna regularnost, kauzalna benignost, kompaktna generisanost Košijevog
horizonta i kauzalna zatvorenost), čijom daljom analizom bi se moždamoglo doći do precizne formulacije
deėnicije ėzički realističnog prostor-vremena.

Jasno je, dakle, da se (globalne) osobine ėzički realističnog prostor-vremena mogu nalaziti u različitim
odnosima, što se može ilustrovati neobičnim primerima. Jedan zanimljiv zaključak može se videti i iz
posledice Teoreme ǋ.ǐ.ǋ, prema kojoj je prostor-vreme, koje zadovoljava uslov hronologije, jak energetski
uslov i oba generička uslova, geodezijski nekompletno akko sadrži kompaktnuKošijevupovrš. Ako se tome
doda činjenica da je Ǌǈǈǐ. godine (u [ǋǐ]) pokazano da je postojanje ovakve Košijeve površi neophodan
uslov da bi se budući događaji prostor-vremena mogli predvideti, dolazi se do zaključka da je predviđanje
moguće u ėzički realističnom prostor-vremenu ukoliko su prisutni singulariteti.

Na osnovu dosad rečenog, jasno je da je pitanje ėzički realističnog prostor-vremena daleko od odgov-
ora, a dodatnu komplikaciju predstavlja i ekĝerimentalno potvrďjivanje četiri svojstva ėzički realističnih
prostor-vremena. Naime, u [ǋǍ] ili [ǌǈ] se sugeriše da čak i ako su sva četiri uslova iĝunjena u našem
Univerzumu, to nikakvim ekĝerimentom neće biti moguće pokazati. Nasuprot tome, izostanak bilo koje
osobine bi mogao biti lako identiėkovan.

Strana Ǎǌ



ZĵĿŀľŊ͊ĵĿ

Our feeble aĨempts at mathematics enable us to understand a bit of the
universe, and as we proceed to develop higher and higher mathematics
we can hope to understand the Universe beĨer.

Paul Dirac (ǉǑǈǊ-ǉǑǐǌ)

Na osnovu svega dosad rečenog i svih argumenata dosad izloženih, jasno je da teorija kauzalnosti pred-
stavlja jedno od najmoćnijih matematičkih aparata za primenu u analizi geometrije prostor-vremena. Zah-
valjujući njenimmetodama je lako uvideti da jednostavnompromenom ili perturbacijommetrikemože da
semenja ne samo načinmerenja rastojanja između dve tačke, već i kauzalni karakter njenih vektora, krivih,
potprostora. Ovakva promena onda može drastično uticati na oblik svetlosnih i vremenskih konusa, na
relacije kauzalnosti, deėniciju kauzalnih kriva, oblik ahronalnih skupova i Košijevih površi, što opet može
dovesti do takvih promena kauzalnih svojstva samog prostor-vremena koje bi dozvoljavale pojave koje nisu
ni ėzički validne.

Zato je metrika jedna od centralnih pojmova u psedo-Rimanovoj i Lorencovoj geometriji, i u ovom
radu se nastojalo istaknuti njen značaj ukazujući na kauzalne osobine izvedenih prostor-vremena i promene
na kauzalnosti kojemogu nastati njenomperturbacijom. Potom je značaj fundamentalnih koncepta teorije
kauzalnosti izložen i njihova zanimljivija svojstva, kao i svojstva ponašanja objekta ili posmatrača na odgo-
varajućim prostor-vremenima, iĝitana. Na kraju je dat pregled značajnijih teorema singulariteta, gde je
naglašenokoliko jepojava singularitetaočekivanaposledicaudostageneralnoj klasi prostor-vremena. Usle-
dela je diskusija prisutnosti singulariteta u ėzički realističnim prostor-vremenima i kraće objašnjenje pote-
škoća na koje istraživači nailaze prilikom pokušaja deėnisanja ėzički realističnog prostor-vremena.

Nekoliko mogućih pravaca daljeg istraživanja već je pomenuto u radu, u prvom redu one koje se tiču
diferencijabilnostimetrike. Naime, opšta teorija relativnosti je tradicionalno podrazumevala rad sa glatkim
metrikama, a ovo je kasnije generalizovano radom sametrikomkoja je po delovima regularnostiCǀ, ali koja
je lokalno samoCƾ. Kasnije je pokazano da brojni rezultati Lorencove geometrije važe i ukoliko je metrika
regularnosti Cƿ, a u skorije vreme i ako je regularnosti Cƾ,ƾ. Ova klasa, naime, garantuje jedinstvenost
rešenja geodezijske jednačine, pritom ne uzrokujući patološka ponašanja vezana za svojstva kauzalne kon-
veksnosti. Pritom, Cƿ diferencijabilnost metrike se dugo smatrala minimalnim uslovom na regularnost
metrike (i nekada ekĝlicitno navodila) u formulacijama teorema singulariteta, pa je pitanje da li je ovaj
uslov moguće oslabiti bilo prirodno. Potvrdan odgovor na ovo dat je u godini pisanja ovog rada, kada je
Hokingova i Penrouzova teorema singulariteta dokazana za slučaj metrike regularnosti Cƾ,ƾ.

Slično tome, Hoking-Penrouzova teorema singulariteta generalizovana je i upotpunjena Gerohovom,
Ganonovom, Tiplerovom i Krileovom teoremom singulariteta, te bi se pažnja mogla posvetiti pokušaju
njihovom uopštenju za slučaj metrike niže regularnosti.
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Aktuelni problemi vezani za teoreme singulariteta tiču se iĝitivanja uticaja ili značaja tačke singular-
iteta u prostorima koje dozvoljavaju zatvorene krive vremenskog tipa, te se nastoji dati odgovor na pitanje
da li se prostor-vremena u kojima postoje zatvorene krive vremenskog tipa i koje zadovoljavaju Ajnštajnove
jednačine (npr. Gedelovo prostor-vreme) mogu klasiėkovati kao ėzički realistična.

Istraživači se takođe bave problemom generalizacije osobine globalne hiperboličnosti deėnišući poj-
movekao što supseudokonveksnost i iĝitujući geodezijskukompletnosti i geodezijskupovezanostprostor-
vremena. Veliki napori se ulažu i u to da se nađu precizni analogoni nekih klasičnih teorema iz Rimanove
geometrije.

Značajno je napomenuti da su u skorije vreme dobijeni značajni rezultati i u oblastima koja se tiču
K-kauzalnosti, Zajfertovom relacijom, topologijom Aleksandrova, topološkim ekvivalencijama na Loren-
covim prostor-vremenima, kauzalnih i konformalnih rubova, kao i globalne hiperboličnosti u standardnim
stacionarnim prostor-vremenima.

Još otvorenih problema uLorencovoj geometrijumogu se naći u analizi hiperpovrši prostornog ili svet-
losnog tipa i njihovih singulariteta, kao i odgovarajućih Košijevih horizonta. Takođe se radi na iĝitivanju
obvojnica familije hipersfera u prostor-vremenu, ahronalnih granica, svojstva sfera i horosfera u prostor-
vremenu, osobinama konveksnosti i krutosti prostor-vremena, te nejednakosti srednjih krivina. Intere-
santno je da se prethodni pojmovi mogu dovesti u vezu sa kosmološkom konstantom (i gravitacionim ta-
lasima), te pružiti alternativan pogled na određene klase rešenja Ajnštajnovih jednačina.

Gornja lista otvorenih pitanja dovoljna je da se stekne utisak o opširnosti teme i brojnosti mogućih
pravca istraživanja u Lorencovoj geometriji. Vidljivo je da je u ǉǈǈ godina, koliko je prošlo od objavljivanja
Ajnštajnove opšte teorije relativnosti (u trenutku pisanja ovog rada), geometrija prostor-vremena znača-
jno razvijena, te da se na njoj još uvek radi. Uz to, bogatiji repertoar sve tačnijih astronomskih instrume-
nata i njihova zapažanja, izvor su inĝiracije za istraživače i vidljiv je trend kooperacije među astronomima,
kosmolozima, teoretskim ėzičarima i matematičarima. Ujedinjeni napori stručnjaka iz diferencijalne geo-
metrije, teorijske ėzike, kvantne mehanike i kvantne teorije polja daju nade da će kompletan, precizan i
sistematičan opis našeg Univerzuma biti prezentovan u predstojećim godinama.
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