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Uvob

“Ubi materia, ibi geometria.”

Johannes Kepler, (1571-1630)

Uspesnost opste i specijalne teorije relativnosti jasno je signalizirala korisnost upotrebe Lorencovih
mnogostrukosti u modeliranju prostor-vremena. Prednost Lorencovih mnogostrukosti odmah je prepoz-
nata u ¢injenicama da se Lorencova metrika moze definisati na svakoj nekompaktnoj mnogostrukosti i
na pojedinim klasama kompaktnih mnogostrukosti, kao i u tome $to nijedna tacka na Lorencovim mno-
gostrukostima (koja odgovara posmatracu ili objektu u prostor-vremenu) ne moze postié¢i superluminalnu
brzinu. Poslednja osobina zapravo je od presudnog znacaja, jer da su prvobitni rezultati OPERA neutrino
eksperimenta u podzemnoj Gran Sasso laboratoriji bili ispravni, modeliranje prostor-vremena Lorencovim
mnogostrukostima bi u najmanju ruku bilo dovedeno u pitanje.

Iz tog razloga se rano krenulo sa analizom metrika na Lorencovim mnogostrukostima. Ova simetri¢na,
nedegenerisana bilinearna preslikavanja (koja strogo govore¢inisu “metrike” u smislu preciziranom u defini-
cijama topologije ili funkcionalne analize, ve¢ pseudoskalarni proizvodi) predstavljaju elegantan nacin na
koji se jedna Lorencova mnogostrukost moze razlikovati od drugog. Stavise, metri¢ki koeficijenti pred-
$tavljaju polaznu tacku za definisanje brojnih kvantiteta, te se uz pomo¢ njih mogu definisati i Kristofelovi
simboli, kao i Rimanov, Ri¢ijev i Ajnstajnov tenzor, te posrednije dati kompletniji opis globalnih i lokalnih
svojstava svakog prostor-vremena.

Stoga je velika paznja u pravoj glavi posvecena upravo metrikama. U prvoj glavi se takode izlaze lin-
earna algebra prostor-vremena, uvodi se pojam kauzalnog karaktera (koji nema preciznog ekvivalenta u
Rimanovoj geometriji), i daje nekoliko teorema koji pomazu lakSem prepoznavanju kauzalnog karaktera
vektorskih prostora. Svetlosnim i vremenskim konusima, koji su poznati koncepti specijalne teorije rela-
tivnosti, pristupa se sistemati¢no, naglasavajuci njihov medusoban odnos i pokazujuc¢i koliko je uslov da se
vektori nalaze u istom vremenskom konusu neophodan za ispravnost obrnutih nejednakosti Lorencovih
mnogostrukosti. Uvodenjem pojma vremenske orijentabilnosti na kraju ove glave, mogude je precizno
definisati pojam prostor-vremena, nad kojim se dalje razvija teorija kauzalnosti.

U drugoj glavi dat je pregled teorije kauzalnosti. Uvodenjem relacija kauzalnosti omoguceno je uopste
razmatranje i ispitivanje uzro¢no posledin¢nog odnosa izmedu dve tacke na prostor-vremena, tj. izmedu
dva dogadaja u prostor-vremenu. Tehnike diferencijalne topologije koristene su kako bi se analizirali kauzalne
i hronologke budu¢nosti podskupova prostor-vremena, zajedno sa ahronalnim skupovima koji se koriste
radi definisanja Kosijevih povrsi, oblasti zavisnosti i Kosijevih horizonata. Veza ovih pojmova sa uslovima
kauzalnosti istaknuta je u kasnijim poglavljima glave, sa naglaskom na osobinu globalne hiperboli¢nosti,
koja se smatra pozeljnom osobinom za dobro definisan determinizam u prostor-vremenu.



Treca glava tic¢e se primene teorije kauzalnosti kako bi se ispitale neobi¢ne fizicke pojave koje se javl-
jaju u jednostavnim prostor-vremenima i prvim re$enjima Ajnstajnovih jednacina gravitacionog polja. O
ovim pojavama, tzv. singularitetima, se govori na pocetku glave, kao i o potesko¢i pronalaska jedinstvene i
odgovarajuce definicije singulariteta, koja bi, dakle, objedinila jednim imenom, klasifikovala vise klasa (sve
klase) singulariteta, ali koja ne bi podrazumevala, na primer, nefizi¢ke singularitete (kakvi su, na primer,
koordinatni artefakti). Akcenat se dalje stavlja na geodezijsku nekompletnost kao pokazatelj singulariteta
u prostor-vremena, i koriste¢i pojmove geodezijske devijacije, Jakobijevih polja, kongruencije i RejSoduri-
jeve jednacine, pokazuju Hokingova, Penrouzova i Hoking-Penrouzova teorema singulariteta. Na kraju
rada prezentovana je kratka diskusija kosmicke cenzure, fizi¢ki realisti¢nih prostor-vremena i zanimljivih
posledica njihovih svojstva.

Napomenimo ovde da se u ovom radu podrazumevalo izvesno (osnovno) predznanje iz diferencijalne
geometrije, topologije i teorije relativnosti. Zbog opSirnosti teme, prvenstveni fokus ovog rada nije bio
priloziti jedan zaokruzen i samosadrzan pregled tehnika i primena geometrijskih i topoloskih metoda u
teoriji relativnogti, koliko jeste bio da prikaze veliki znacaj teorije kauzalnosti u modeliranju i ispitivanju
razlicitih klasa prostor-vremena, kao i njeno mesto u aktuelnim poljima istrazivanja vezanih za geometriju
prostor-vremena.
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GLAVA 1

LORENCOVI VEKTORSKI PROSTORI

Ve¢ u XIX veku se intenzivno radilo na generalizaciji euklidskog prostora, uglavnom zahvaljuju¢i Gausu
i Rimanu. Naravno, nakon 1915. godine, kada se opsta teorija relativnosti polako afirmisala kao zasebna
disciplina u fizici, doslo se do nove generalizacije, kojom prilikom je postala jasna dobra definisanost pros-
tora u kojima se pozitivna definitnost skalarnog proizvoda oslabila do nedegenerisanosti. Ovo bilinearno
preslikavanje, tj. metrika definisana na mnogostrukostima, je na kraju i doprinelo uvodenju pojma pseudo-
Rimanovih mnogostrukosti, i razvoju Rimanove i Lorencove geometrije.

Stavise, kao $to se znacajni pojmovi ve¢ poznate geometrije euklidskog R” prostora mogu dovesti u
vezu sa standardnim skalarnim proizvodom definisanim na njemu, tako se i osnovni pojmovi na pseudo-
Rimanovim prostorima mogu dovesti u vezu sa metrikama na njima. Metrika pomaze da se defini$u opsta
prostor-vremena i da se analizira kauzalnost na njima, a promena ili perturbacija metrike ¢esto moze po-
mo¢i da se defini$u i ispitaju svojstva fizicki realisticnog prostor-vremena.

1.1 PSEUDO-RIMANOVE MNOGOSTRUKOSTI

Kako bi se pseudo-Rimanovi prostori mogli uvesti, neophodno je najpre definisati metricki tenzor, kao
u nastavku. Radi lak$eg razumevanja, bitno je podsetiti se definitnogti (simetri¢nih) bilinearnih formi i
pojma indeksa forme:

Definicija 1.1.1 Simetri¢na bilinearna forma b na vektorskom prostoru V je:
« pozitivno definitna, akko v # 0 implicira b(v,v) > 0;
« pozitivno semidefinitna, akko je za svako v € Vispunjeno b(v,v) > 0;
« negativno definitna, akko v # 0 implicira b(v,v) < 0;
« negativno semidefinitna, akko je za svako v € V ispunjeno b(v,v) < 0;
« nedegenerisana, akko (Vv € V) b(v,w) = 0 impliciraw = 0;
« degenerisana, akko postojiw # 0 tako da je b(v,w) = 0, za svakov € V.

U nekim izvorima se posebno napominje da se za vektorski prostor Vtakode moze rec¢i da je nedegener-
isan akko je b|y nedegenerisana formana V.

Definicija 1.1.2 Indeks simetricne, bilinearne forme b na (realnom) vektorskom prostoru V je najveci ceo broj
a koji predstavlja dimenziju potprostora W C V na kome je by negativno definitna forma.
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U sluéaju unitarnih progtora (V, ()), potprostor W dimenzije @ iz prethodne definicije generisan je
sa onih a baznih vektora prostora V od kojih za svaki par vazi (e;, ¢;)w < 0. Indeks forme (skalarnog
proizvoda) na V zato je jednak broju a. Sledi definicija metri¢kog tenzora.

Definicija 1.1.3 Metrickitenzor gna glatkoj mnogostrukosti M predstavlja simetricno nedegenerisano tenzorsko
polje tipa (g) definisano na M, koje u svakoj tacki mnogostrukosti ima osobinu konstantnosti indeksa.

Gornja definicija implicira da metri¢ki tenzor g € T9(M) glatko pridruzuje svakoj tacki p na mno-
gostrukosti bilinearnu, simetri¢nu i nedegenerisanu formu & koja deluje na vektore tangentnog prostora
T,M. Treba naglasiti da je pritom indeks svih ovih formi g, jednak. Sada se mogu definisati pseudo-
Rimanove mnogostrukosti:

Definicija 1.1.4 Pseudo-Rimanova mnogostrukost je glatka mnogostrukost M, nad kojom je definisan metricki
tenzor g € T9(M).

Indeksom same pseudo-Rimanove mnogostrukosti (i indeksom odgovarajuéeg metrickog tenzora) se
naziva zajednicka celobrojna vrednost indeksa @ svake bilinearne forme g,- Naravno, vazi nejednakost
0 < a < n = dim(M), a kako se mnogostrukosti sa vrednostima 0 i 1 indeksa g, ¢esto pominju u litera-
turi, ove mnogostrukosti se posebno imenuju. Na taj nacin se isticu mnogostrukosti sa indeksom o = 0,
tzv. Rimanove mnogostrukosti i mnogostrukosti sa @ = 1, tzv. Lorencove mnogostrukosti.

Takode, iz definicije sledi da se pseudo-Rimanove mnogostrukosti istog nosaca, ali razli¢itog metrickog
tenzora na njemu posmatraju kao dve zasebne, razli¢ite pseudo-Rimanove mnogostrukosti. Stoga je, kako
bi se jedna mnogostrukost mogla na prvi pogled razlikovati od druge istog nosac¢a, neophodno uvesti jedin-
$§tven, koncizan zapis metri¢ckog tenzora na svakoj koordinatnojkarti, koristecilokalne koordinatne funkcije,
te definisati linijski element, na osnovu kojeg se ta¢no moze videti kako metric¢ki tenzor deluje u svakoj tacki
na mnogostrukosti.

Neka je, dakle, sa M oznacena (1 + 1)-dimenzionalna mnogostrukost, i neka se posmatra tatkap € M,
koja pripada koordinatnoj karti /. U ovoj tacki je definisana bilinearna funkcionela &y koja deluje na sve
vektoreiz (n+1)-dimenzionalnog tangentnog prostora T,M, uklju¢ujuciibazne, oznatenesa 0y, 0, . . . , O,.
Eksplicitno se mogu oznaciti koeficijentig, = g (0, 0;) i na osnovu njih konstuisati kvadratna matrica:

oo 8o1 - Son
8o 811 - &
gn@ gnl T gnn

koja se zove matrica metrickog tenzora ili, ukoliko ne postoji opasnost od zabune, metricki tenzor. Bitno
je naglasiti da je svaki element matrice metrickog tenzora funkcija ¢ija se vrednost menja u svakoj tacki
mnogostrukosti. Ipak, zbog nedegenerisanosti metrickog tenzora, ova matrica je invertibilna, dok je zbog
simetri¢nosti metri¢kog tenzora ona i simetri¢na.

Sada se na svakoj tacki p posmatrane koordinatne karte U/ moze definisati linijski element ds* preko
diferencijala dx' lokalnih koordinatnih funkcijax’,i = 0, 1, ... n:

ds* (V) = Z 8 dx'(V) dx/(V), zasvako V € T,M,
i,j=0

Strana 2



ili, jo$ konciznije i u matri¢nom zapisu:

oo 8o1 - Son dx?
. o o dx
ds* = Zgij do' dod = [dx® d' ... dx"] g%@ gfl ) g}" ) (1.1.1)
i,j:@ . . . . .
gn@ gnl e gnn dxﬂ

Treba ovde napomenuti da se metricki tenzor, ¢ije je delovanje u svakoj tacki mnogostrukosti predsta-
vljeno linijskim elementom kao u (1.1.1), ¢ed¢e naziva samo metrika (pseudo-Rimanovih mnogostrukosti),
te e se ova dva termina u nastavku korigtiti ravnopravno.

Na osnovu eksplicitnog zapisa matrice metri¢nog tenzora i linijskog elementa moguce je razlikovati
jedan metri¢ki tenzor od drugog, tj. jednu pseudo-Rimanovu mnogostrukost od druge. Stavige, ds* se
moze iskoristiti i kako bi se utvrdilo dali je neka mnogostrukost zaista Lorencova, kao u nastavku.

Posmatra se matrica metri¢kog tenzora. Ukoliko je ona dijagonalna (ima nenula elemente samo na
glavnoj dijagonali), indeks metrike & moguée je utvrditi jednostavnim brojanjem negativnih elemenata
na dijagonali. Ukoliko je ovaj broj jednak jedinici, i taj se jedini negativni element nalazi u i-toj vrsti i
i-toj koloni matrice metri¢kog tenzora, to znaci da je potprostor generisan odgovaraju¢im normiranim vek-
torom 0; ujedno i potprostor najveée dimenzije na kojoj je g, negativno definitna forma, $to opet znaci da
je metrika Lorencova, o = 1.

Jasno, ukoliko broj negativnih elemenata na djagonali nije isti za svaku tacku p na mnogostrukosti, tj.
ukoliko je variranjem vrednosti lokalnih koordinata x*, «?, . . . , x" tatke p moguée dobiti razne vrednosti
za @, to predstavlja jasan pokazatelj da odgovarajuci g ne zadovoljava definiciju metri¢ckog tenzora. Primeri
su dati u nastavku.

Primer 1.1.1 Najjednostavnija Lorencova mnogostrukost je prostor Minkovskog, R?, ¢iji je metricki tenzor opisan

matricom:
-1 0 0 0
01 0 0
o 01 0|’
0 0 0 1

i linijski element (1.1.1) dat u koordinatama (ct, x, y, z) kao:
ds* = —(cdt)” + dx* + dy* + d2".

U gornjem izrazu c predstavlja konstantu brzine svetlosti, koja je uvedena iz Cisto fizickih razloga, kako bi se
standardizovale jedinice (duzine) u kojima se vrednost svake koordinate predstavlja.

O

Primer 1.1.2 Jo$ jedan klasican primer Lorencove mnogostrukosti je jediniéni cilindar S' x R, sa linijskim
elementom:

2 oan -1 0 |d6
ds* = —db +dt—[d0dt]{0 1] {dt]'

Owvo je jos jedan primer u kojem je matrica metrickog tenzora dijagonalna.

O

Primer 1.1.3 (Schwarzschildova metrika) Svarciildova metrika opisana je na R* linijskim elementom:
1
d = — (1= 2) 4+ —— df + Pdg? + 1 sin’(p) dO°,
, s

u (r,t, @, 0) koordinatama, gde je r¢ > 0 vrednost takozvanog Svarcsildovog radijusa.
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Unutar ovog radijusa vaZir < rs, te je:

{goo =8, = — (1 - rTS)il> 0, & >0,
gu:ga:‘l'(l_ﬁ) <0, 83 > 0,

r

i vrednost indeksa metrike je 1. Van radijusa vazirs < r:

{gQJ@ = grr == (1 - r_rs)_l< 07 g22 > 07
gllzgtt:+(1_r7s) >0, g33>07

te jei ovde a = 1. Treba dodatno napomenuti da je prividan singularitet metrike za r = rg identifikovan kao
koordinatni artefakt, t. nefizicki singularitet (videti diskusiju Edington-Finkelstajn i Kruskal-Sekeres koordinata
u [1]). Ovo je, dakle, takode Lorencova metrika.

O

Situacija se menja u slu¢aju matrice koja ima nenula vandijagonalne elemente, jer nije vise toliko lako
odrediti indeks metrickog tenzora. Zato se u praksi metricki tenzor “dijagonalizuje”, u smislu da se formi-
raju nove lokalne koordinatne funkcije, koje su (linearne) transformacije starih lokalnih koordinatnih funk-
cija, ali tako da matrica metrickog tenzora zapisana u ovim koordinatama bude dijagonalna. U opstem
slucaju, ovo nije jednostavno uraditi, ali kako je matrica metrickog tenzora kvadratna i simetri¢na, dijago-
nalizaciju je moguce izvrsiti primenom posebne vrste dekompozicije matrica, takozvane dekompozicije po
karakteristicnim korenima (eng. eigenvalue decomposition).

Naime, pokazano je (videti, na primer, u knjizi Trefethena i Baua, Numerical Linear Algebra) da svaka
kvadratna matrica A ima dekompoziciju po karakterigti¢nim korenima, A = XA X', gde je sa X obelezena
matrica karakteristi¢nih vektora, a sa A dijagonalna matrica na ¢ijoj se dijagonali nalaze karakterigti¢ni ko-
reni. Pritom, spektralna teorema simetri¢nih matrica garantuje da je svaku simetri¢nu, kvadratnu matricu
A mogude zapisatii kao A = QAQT, gdeje Q = [qij] unitarna matrica, $to znaci i da se linijski element
metrike moze napisati kao:

oo 8o1 - Son dx?
08— e dt e |80 S B |
gn@ gnl gnn dxﬂ
- q r T
Qoo Qo1 - don| |A0 O ... O doo 901 -+ YGon dx?
L I B I O I I
o D - D _(/) 0o ... 7Ln_ 9o D - D dx"
(Ao 0 0] [d°
0 Al 0 dyl
= [ dy' ... dy"] _
0 0 ... A, [

Odavde je jasno da se indeks mnogostrukosti poklapa sa brojem negativnih karakteristi¢nih korena
matrice metrickog tenzora, dok su odgovarajuce koordinatne transformacije dijagonalizacije date sa:

dy = Zqijdxi, jed{o,1,...n}.
i=0
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Primer 1.1.4 Metrika opisana slede¢im linijskim elementom:
ds* = dy* — 2dx dz,

primer je metrike koje se moZe definisati na R* u (x, y, z) koordinatama. Da je ova metrika i Lorentzova, moZe
se videti i na osnovu jednakosti:

0 0 -1 dx
ds = [dx dy dz] |0 1 0| |dy
-1 0 0f |dz
r-1 -1 -1 -1 T
5 B 0| 1ool |5 50 dx
=[dc dy dz] |0 0 1| |0 1 0] |0 O 1| |dy
-1 1 -1 1
-1 0 0| |dw
=[dmw do dr] |0 1 0| |do| = —dn’®+do* + dr’,
0 0 1 dt

gde je koris¢ena dekompozicija po karakteristicnim korenima i transformacija (dx, dy, dz) — (dir,dc, dT).
0J

Primer 1.1.5 NacilindruS' xR u (0, t) koordinatama moguce je definisati i Lorencovu metriku datu linijskim
elementom ds* = dO dt. Zaista, primenom dekompozicije po karakteristi¢nim korenima, odgovarajuéa matrica
metrickog tenzora se zapisuje kao:

:{'

$to znadi da je linijski element moguce zapisati i kao:
ds = —d§* + do?, gde su: {

Sada je ocigledno da je indeks ove metrike a@ = 1.

1.2 KAUZALNI KARAKTER

Geometrijski znacaj indeksa postaje vidljiv pri klasifikaciji tangentih vektora. Ako se, radi preglednosti
zapisa, metricki tenzor g i funkcionele g, sve obeleze sa (,) — ovaj zapis se ¢esto korigti u literaturi, bez
opasnosti od zabune — tangentni vektori se mogu podeliti na osnovu njihovih kauzalnih karaktera:

Definicija 1.2.1 Za zadatu pseudo-Rimanovu mnogostrukost, nenula tangentni vektor v € TM je vektor:

« prostornog tipa, akko je (v,v) > 0,
« svetlosnog tipa, akko je (v,v) = 0,

« vremenskog tipa, akko je (v,v) < 0.
Nula vektor je po definiciji prostornog tipa.

Generalno, kauzalni karakter se moze definisati ne samo za tangentne vektore, ve¢ se kao pojam moze
uopstiti i na tangentne prostore, tangentna raslojenja, i na opstije vektorske prostore. Za definiciju kauzalnog
karaktera 1-formi videti [ 5 ].
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Kako ¢e se vecina teorema u nastavku odnositi na vektorske prostore dimenzije bar 2, nad kojima je
globalno definisana simetri¢na bilinearna funkcionela indeksa 1, ovi prostori ¢e se u nastavku posebno
nazivati Lorencovim vektorskim prostorima. Klju¢no svojstvo ovih prostora zapravo se moze uoditi na os-
novu mogucnosti dijagonalizacije matrice metri¢kog tenzora. Naime, dijagonalizaciji odgovara nalazenje
ortonormirane baze Lorencovog vektorskog prostora. Medutim, kako na dijagonali matrice metri¢kog ten-
zora moze biti samo jedan negativni element, to zna¢i da svaka baza ovog prostora (ortogonalni i normirani
vektori) mora imati taéno jedan vektor vremenskog tipa, dok su svi ostali bazni vektori prostornog tipa.

Ovde se navodi definicija kauzalnog karaktera potprostora Lorencovih vektorskih prostora:

Definicija 1.2.2 Neka je W potprostor Lorencovog vektorskog prostora V, i neka je g simetricna bilinearna forma
(indeksa 1) definisana nad V. Tada je W potprostor:

« prostornog tipa, akko je g|w pozitivno definitna forma (W je tada unitarni prostor),
« vremenskog tipa, akko je gl nedegenerisana forma indeksa 1,
« svetlosnog tipa, ako je g|w degenerisana forma.

Trivijalni nula potprostor je takode po definiciji prostornog tipa.

Svaki potprostor Lorencovog vektorskog prostora moze biti samo jednog tipa, tj. nije moguce kon-
$truisati potprostor koji se ne moze klasifikovati u pomenute tri grupe. Ovo je posledica ¢injenice da se
kauzalni karakter vektora v poklapa sa kauzalnim karakterom potprostora kojeg generise, da se u svakom

k-dimenzionalnom potprostoru mogu definisati ortonormirani vektori ey, . . . , ¢ koji ga generisu, kao i da
broj baznih vektora tog potprostora za koji vazi (e;, ¢;) = —1 ostaje konstantan, za svaku bazu potprostora
el, - - -, e (videti Sylvesterovu teoremu, [11]).

Jedna znaéajna lema (iz [4]), koja se ti¢e ortogonalnih vektora (u smislu funkcionele gp) i njihovog

kauzalnog karaktera data je u nastavku (videtii [3]):

Lema 1.2.1 Neka je dat vektor z vremenskog tipa, koji pripada Lorentcovom vektorskom prostoru V dimenzije
n. Svaki vektor iz V ortogonalan na z je prostornog tipa. Tada jezt = {v € V|v L z} unitarni vektorski
prostor i vaZi:

V = span(z) @ z". (1.2.1)

Doxaz.

Kako je z vektor vremenskog tipa, ne moze vaziti z = 0, po definiciji, $to znaci da se z mozZe normirati,
tenekaje ey = z/|(z, z)|*. Kakoje V Lorencov vektorski prostor dimenzije 1, uvek je moguce konstruisati
ortonormiranu bazu ovog prostora koja ée sadrzati vektor ey, 0oznacenu ovde kao {ey, €1, . . ., €,-1 }. U 0voj
bazi, u skladu sa ranijim razmatranjima, e, je jedini vektor vremenskog tipa, dok za ostale vazi:

(ese) =+1, Vi=1,2,....n— 1.
Ako je neki vektor v ortogonalan na z (time i na e ), onda se on moze zapisati i kao:
v=ae + -+ a,—1€,_1, (1.2.2)

za neke koeficijente a; € R, a odatle je i:

n—1
)= dlee) = a >0, (1.2.3)
i=1 i

takode zbog ortonormiranosti baze.
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Ako vazi §troga nejednakost u (1.2.3), onda je v po definiciji prostornog tipa, a ukoliko vazi jednakost,
ondajev = 0, ponovo po definiciji, prostornog tipa. Cinjenica da se ovo odnosi na proizvoljni vektorv | z
implicira da su svi vektori u z* progtornog tipa, §to znaci da je {, ), pozitivno (semi)definitna forma na

L i

z—, ¢ime je z— i unitarni prostor.

1

Drugi deo leme direktno sledi, jer je, na osnovu jednakosti (1.2.2), progtor 60L = z= ocigledno generi-

san vektorimae, e, . . ., e, 1, akakoje {ep, ey, . .., €, } ortonormirana bazaza V, sledi da je svaki vektor

iz V moguce napisati kao linearnu kombinaciju vektora iz lineala span(z) i vektora iz z*.

Mada se to posebno ne naglasava, primetno je da se ovde pod normiranim vektorima podrazumevaju
oni za koje vazi (u,u) = =£1. Iz prakti¢nih razloga, takode, u mnogim je situacijama korisno predstaviti
vektore v kao vektorski zbir oblika v = au + v, gde je u jedini¢ni vektor vremenskog tipa, vektor v| € ut
prostornog tipa,ia € R. Tada se moze zapisati (v, v) = (v, ,v, ) — a’.

Moze se takode pokazati i opstije tvrdenje od gornje leme: ceo potprostor W je vremenskog tipa akko
je W prostornog tipa, ali kako je (W)L = W, vazii obrnuto. Odavde se moze zakljuciti da je W potpros-
tor svetlosnog tipa akko je i W svetlosnog tipa.

Potprostori vremenskog tipa ¢esto se pominju u teoriji kauzalnosti, te je korisno razmatrati kriterijume
na osnovu kojih se moze zakljutiti da je neki potprostor zaista tog tipa. Medutim, pre nego $to se prezen-
tuje odgovarajudi kriterijum, potrebno je, radi kompletnosti, pokazati i slede¢i rezultat, u vidu leme. Ideja
dokaza preuzeta je iz [2], a alternativni dokazi se mogu na¢iu [s]iliu [9].

Lema 1.2.2 Za dva vektora u i v svetlosnog tipa u n-dimenzionalnom Lorencovom vektorskom prostoru V vaZi
sledeca ekvivalencija:
u, v su linearno zavisni vektori < (u,v) = 0.

Doxkaz.

Jedan smer dokaza je trivijalan, jer ako su u i v linearno zavisni vektori svetlosnog tipa, tj. u = av, gde
je a € R, onda direktno vazi:
(u,v) = (u,au) = 0,

jer je u vektor svetlosnog tipa.

Drugi smer se moze pokazati ako se pretpostavi da su vektori u i v predstavljeni u obliku:

n—1 n—1

u:e@—i—g ae; = ep +ug, i V:€0+E bie; =: ey + vg.

i=1 i=1

u bazi prostora {eg, ei, ..., e,—1 } ukojoj je e, jedini vektor vremenskog tipa. Ovakva reprezentacija je
moguca jer se skaliranjem (svih) komponenti ne menja karakter vektora, dok koeficijenti uz ey ne smeju
biti nula, jer bi tada u i v bili vektori prostornog tipa.

Tada se jednakost (u, v) = (u,u) = (v,v) = 0 moze jos zapisati kao:
aby 4+ +a by, —1=a++a_  —1=b+---+b_, —1=0,
ili, prebacivanjem jedinice na drugu stranu jednakosti:

aby+---+a,_1b,_, = af + -+ aifl = b% + -+ biﬂ =1. (1.2.4)
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Medutim, ova jednakost posmatrana u kontekstu (n — 1)-dimenzionalnog Rimanovog vektorskog pro-
stora generisanog sa vektorima {ey, . . . , ¢,_1 } ekvivalentna je izrazu:

<uE7VE>E = <uE7 uE)E = <VE7VE>E =1,

gde je sa (, )g oznacen $tandardni skalarni proizvod u ovom progtoru. Odavde se moze zakljuditi da se
Kosi-Svarcova nejednakogt Rimanovih vektorskih prostora svodi na jednakost:

<uE, VE>E = <u157 uE>E : <VE, VE>E7

te na osnovu klasi¢nih teorema linearne algebre sledi da su vektori ug i vg kolinearni sa pozitivnom kon-
stantom proporcionalnosti. Kako su im i norme jednake, prema (1.2.4), direktno sledi ugy = vg, $to znaci
davaziiu = v, te su ova dva vektora svetlosnog tipa zaista linearno zavisna.

Imajudi ovaj rezultat na umu, sledeca teorema moze posluziti da se prepozna vektorski potprostor vre-
menskog tipa, na osnovu karaktera vektora koji joj pripadaju (videti [2], [3], [4]):

Teorema 1.2.1 Neka je W potprostor dimenzije bar 2 Lorencovog vektorskog prostora V. Tada su slede(i iskazi
ekvivalentni:

i. W je potprostor vremenskog tipa, te time i Lorencov vektorski prostor;
ii. W sadrzidva linearno nezavisna vektora svetlosnog tipa;

iii. W sadrzi vektor vremenskog tipa.

Doxkaz.

i. = ii. Nekavektoriey,e, ..., e, ¢ine ortonormiranu bazu potprostora W, pri ¢emu se bez gubitka
opstosti moze pretpostaviti da je vektor ¢, vektor vremenskog tipa (nuzno jedini vektor tog tipa). Tada su,
na primer, ey + e; i ey — e; linearno nezavisni vektori svetlosnog tipa, zato $to je:

(eg + €1, 60+ e1) = (e, €0) + (e1,€1) = —1+1 =0,
(eo — e1,e0 — e1) = (eo, €0) + (e1,1) = =1 +1 =0,

gde linearna nezavisnost direktno sledi iz linearne nezavisnosti samih baznih vektora:
0=ua(eo+e)+bleg—e)=(a+bleg+(a—blee & ab=0.

ii. = iii. Neka suuivlinearno nezavisni vektori svetlosnog tipa, koji pripadaju W. Prema prethod-
noj lemi vazi (u, v) # 0, a odatle je ta¢no jedan od vektora u + vili u — v vremenskog tipa:

(u+v,u+v) = (u,u) +2(u,v) + (v,v) = 2(u,v),
(u—v,u—v) = (u,u) —2(u,v) + (v,v) = —2(u,v).

iii. = i.  Ako je v vektor vremenskog tipa u W, onda je, prema klasi¢nim rezultatima linearne alge-
bre, W C v, pri ¢emu je v potprostor prostornog tipa na osnovu Leme 1.2.1. Odatle sledi da je i W+
prostornog tipa, tejei W = (WH)+ potprostor vremenskog tipa.
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1.3 SVETLOSNI KONUS

Ako se sa /A oznati skup svih vektora svetlosnog tipa u T, M, tzv. svetlosni konus, moze se pokazati da:
Lema 1.3.1 ([3]) Za potprostor W Lorencovog vektorskog prostora V sledeci iskazi su ekvivalentni:

i. W je potprostor svetlosnog tipa;
ii. W sadrzivektor svetlosnog tipa, ali ne i vektor vremenskog tipa;

iii. WN A = L\{0}, gde je A svetlosni konus, a L jednodimenzionalni potprostor vektorskog prostora V.

Doxkaz.

i. = ii. Buduéi daje W svetlosnog tipa, to jest, da je gl degenerisana forma na W, mora postojati
vektor svetlosnog tipa u W. Sa druge strane, zbog toga sto W nije prostor vremenskog tipa, prema Teoremi
1.2.1, W ne moze imati vektor vremenskog tipa.

ii. = iii. W sadrzivektor svetlosnog tipa, te je o¢igledno WM A neprazno. Medutim, ako bise u W
nalazila dva linearno nezavisna vektora svetlosnog tipa, onda bi, prema Teoremi 1.2.1, vazilo da Wsadrzii
vektor vremenskog tipa. Dakle, ako je w € W vektor svetlosnog tipa, onda je L = span(w), abududi da je
nula vektor po definiciji prostornog tipa, vazii W N A = span(w)\{0}.

iii. = i. W otigledno ne moze biti prostornog tipa, ali, prema prethodnoj Teoremi, ne moze biti ni
vremenskog tipa. Kao potprostor Lorencovog vektorskog prostora, dakle, W mora biti svetlosnog tipa.

Svetlosni konusi se nazivaju konusima prvenstveno zbog toga sto u trodimenzionalnim Lorencovim
vektorskim prostorima za svaki vektor oblika v = (xo, %1, %) iz T,M vazi da je svetlosnog tipa akko je is-
punjeno (v, v) = 0, odnosno —x; + x7 + x5 = 0, $to predstavlja analiticki opis beskona¢nog konusa u R?
(analogno za R"). Na Slici 1.1 prikazani su medusobni odnosi svetlosnih konusa i potprostora razli¢itih
kauzalnih karaktera.

(a) Wje prostornog tipa. (b) Wje vremenskog tipa. (c) Wije svetlosnog tipa.

Slika 1.1: Potprostori W Lorencovih vektorskih prostora i svetlosni konusi A.

Svaki svetlosni konus mogucde je posmatrati kao uniju dva medusobno disjunktna skupa, koja ¢e se u
nastavku obelezavati kao A" i A~. U principu, njihovoj konstrukciji se pristupa tako $to se fiksira normi-
rani vektor u vremenskog tipa, te ovi skupovi definisu kao:

Atw)={peV|pry=0AEa>0) (3 cu")v=autuv},

A W) =eV|{nry=0AEFa<0) (3 cu")v=au-tuv}

Medutim, valja napomenuti da, iako to notacija mozda sugerise, ukoliko se posmatraju svetlosni konusi
svakog tangentnog prostora T\, M, ne postoji aprioran i invarijantan nacin odabira vektora u na osnovu kojih
bi se skupovi A" (1) i A~ (u) razlikovali, a ne mora ni postojati glatko vektorsko polje, koje svakoj tacki na
mnogostrukosti dodeljuje vektor vremenskog tipa na osnovu kojeg se generisu AT (u) (videti [6]).
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Ipak, radi kraceg zapisa, u nastavku se nece posebno naglasavati uloga vektora u, te e se ovi skupovi
obelezavati samo kao A" i A”. Imajuéi prethodno na umu, sledeée leme ispituju njihov medusoban
odnos, kao i njihov odnos sa ambijentalnim prostorom.

Lema 1.3.2 ([2]) Svetlosni konus n-dimenzionalnog Lorencovog vektorskog prostora V sastoji se od dve kom-
ponente At i A~ pri Cemu vazi sledeca jednakost:

A=A (u)=A"(—u)=-A". (1.3.1)

Doxaz.

Ova dva skupa su, najpre, oc¢igledno disjunktna po definiciji. Neka je u jedini¢ni vektor vremenskog
tipau V, i neka je v vektor svetlosnog tipaiz A~ (u). Prema definiciji ovog skupa, mora vaziti:
(Fa<0)(Fv. cu') v=au+tu.
Medutim, to znadi da takode vazi i:
(Fa<0)(Fv cub) v=(—a)(—u) +uv.

Ako se sada primeti da je svaki vektor ortogonalan na u istovremeno ortogonalan i na —u, nije tesko
utvrditi jednakosti prostora u® i (—u)*. Uvodenjem konstante b := —a > 0, moze se zapisati:

(3b>0)(Fv. € (—u)") v=">b(—u)+ v,

$to znatidajev € AT (—u). Time je dokaz zavrsen.

Odznacajajeipomenutida, pod uslovima gornje leme, kako je v vektor svetlosnog tipa, vaziijednakost:

0= (v,v) = (au~+ v ,au+v)
= a2<u, u> + 2a<u, VJ_> + <VJ_, VJ_> (1.3.2)
= —a+ (v ,v),
odnosno, prebacivanjem ¢lana a* na levu stranu jednakosti, (v, , v, ) = a.
Lema 1.3.3 ([3]) Svakakomponenta svetlosnog konusa n-dimenzionog Lorencovogvektorskog prostora V difeo-
morfna je prostoru R x S"72, gde je S"2 jedini¢na sfera u unitarnom prostoru R" !,

Doxkaz.

Najpre se fiksira jedini¢ni vektor u vremenskog tipa i posmatra skup At kaoiu prethodnoj lemi.
Proizvoljni vektor v svetlosnog tipa tada se moze zapisatikaov = au + v ,zav, € utia > 0.

U skladu sa gornjim razmatranjima (1.3.2), vektor v pripada svetlosnom konusu akko je (v, , v ) = a2,
$to opet implicira da je v /a normiran vektor (prostornog tipa). Odavde se moze do¢i do ideje za kon-
strukciju preslikavanja ¢ : V. — R™ x S"7? i njene inverzne funkcije:

P(v) = @lau+v) = (a,v/a),
@ r,s)=r-(u+s).
Ovo preslikavanje zaista je bijektivno i dobro definisano:
o (W) =0 <a7 Vi) =a (u + Vi) =au+v. =v,
a a

rs

P07 (9) = @(rlu+9) = @lru+19) = (=) = (r,9),

dok se ¢injenica daje ¢ difeomofizam dokazuje uz pomo¢ slozenijih argumenta, koji ovde neée biti pokazani.
Zainteresovani mogu naéi vi§e o ovome u [5].
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1.4 VREMENSKI KONUSI

Na analogan na¢in kao u slu¢aju svetlosnog konusa, moze se definisati skup 7 kao skup svih vektora
vremenskog tipa u Lorencovom vektorskom prostoru V. Pritom, za svako u € T se moze definisati skup:

T (u) = {v e T|{u,v) <0},

koji se naziva vremenskim konusom vektorskog prostora V, koji sadrzi vektor u. Takode, u literature se ¢esto
pominje i suprotan vremenski konus, dat sa:

T (u) = {ve T|(u,v) > 0}
Nuzno je napomenuti jo$ da, analogno kao kod skupova A™ (1) i A~ (1), i ovde vazi jednakost:
T (u) = T"(—u) odnosno: T = —TT,

ako se ne naglasava uloga vektora u u generisanju ovih skupova. Gornje jednakosti slede na osnovu samih
definicija.

Uz to, bududi daje T (u/|{u, u)|"?) = T+ (u), &esto je opravdano smatrati da su vektori vremenskog
tipa koji generigu konus normirani. Takode, kako u € T, sledi da je u™- potprostor prostornog tipa, te je
otuda 7 disjunktna unija ova dva vremenska konusa T i T~.

U nastavku se ispituje na koji nacin se utvrduje dali dva vektora vremenskog tipa pripadaju istom vre-
menskom konusu:

Lema 1.4.1 ([2], [3]) Neka su data dva vektora v i w vremenskog tipa iz Lorencovog vektorskog prostora V.
Tada se ova dva vektora nalaze u istom vremenskom konusu akko vazi (v, w) < 0.

Doxkaz.

Pretpostavimo da je dat normiran vektor vremenskog tipa u € Vi vektori v, w € V vremenskog tipa,
pri¢emuijev € T (u). Tada se vektori v i w mogu zapisati u obliku vektorskog zbira:

v=a,u-+v
w=a,u+w,

gdesua,,a, € Riv ,w, € ub. Vektoriviw suvremenskog tipa, te se izrazi (v,v) < 0i (w,w) < 0
svode na |a,| > (v, v )| ia,| > |(wy,w.)|”. Pritom, jasno je da je:

(v,w) = —a,a, + (vi,w.), (1.4.1)

te, kako v| iw, pripadaju potprostoru prostornog tipa, to jest unitarnom, Rimanovom prostoru, prema
odgovarajuéoj Svarcovoj nejednakosti vazi:

(o, wi)| < [(os, w7 [(wr, wi)] 7 < lay al. (1.4.2)

Prema (1.4.1)1(1.4.2), znak (v, w) zavisi od znaka izraza a, a,,. Medutim, budu¢i daje, po pretpostavci,
v € T (u), mora vaziti a, > 0, $to znaci da je znak izraza (v, w) dat sa:

sgn((v;w)) = sgn(—a, a,) = sgn(—a,) = —sgn(a,),
$to opet uzima $trogo negativne vrednogti akko je a,, > 0, tj. akkojeiw € T (u).
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Primetimo da gornja lema sugerise sledece ekvivalencije:
uce T (v) & veTtw) < T (u)=T(v).

Ovi konusi suikonveksni, zato §to vazi daakov, w € T (u), onda na osnovu njihove pripadnosti itom
vremenskom konusuza 8 € [0, 1] vazi:

(Br+ (1= B)w, By + (1 = B)w) = B*{v,v) +2B(1 — B) (v, w) + (1 — B)*(w,w) <0,

jer se sabiraju tri negativne vrednosti, $to zna¢i da konveksna kombinacija dvaju vektora iz T (u) pripada
T (u). Analogno vaziiza T~ (u).

Veza izmedu vremenskih i svetlosnih konusa moze se koncizno izraziti putem sledece teoreme, ¢iji
dokaz je delimi¢no preuzet iz [4]:

Teorema 1.4.1 Skup T ¢ine dve komponente T i T~, koji su konveksni, otvoreni skupovi. Uz konzistentan
odabir znakova £, vaze jednakosti:

oTt=ATUf0}, [T (w) = At U {o},
or- =A-ufo}, O 9T (w) = A~(w) U {0},

za fiksirani jedinicni vektor u vremenskog tipa.

Doxaz.

Za zadati jedini¢ni vektor u vremenskog tipa, svaki vektor v € V' se moze zapisati kao zbirv = au+v,
zaneko v, € ul, pri ¢emu je taj vektor vremenskog tipa akko je a* > || ||>. Na osnovu ekvivalencije:

(u,v) = (wyau+v.) = a(u,u) <0 <& a>0,

jasno je da skup T (u) sadrzi one v € T zakojejea > 0,askup T~ (u) onev € T zakojejea < 0, te se
T zaista sastoji od ova vremenskog konusa koji sadrZi u i njemu suprotnog konusa. Konveksnost skupova
je ve¢ pokazana, a otvorenost direktno sledi na osnovu jednakosti:

T (u) = {v e T|{u,v) <0},
T (u) = T (—u).
A+

Dalje, daje, na primer, 0T " (u) = u) U {0}, lako se pokazuje, zato $to je zbog osobine otvorenosti
int(T*(u)) = T (u), te se unutragnjost i adherencija skupa T mogu zapisati kao:

{int(T+(u)) ={veV|(@Ba>0)F cut)v=au+v Av,v) <al,
(T (w) ={0}u{veV|(3Ba>0)(Fv cu)v=autv Av,v)<d}.

Zatojerub 0T (u) = (T (u))\int(T™ (u)) dat sa:
OT (w) ={0yU{ve V|(Fa>0)Fv cul)v=au+v A{v,v)=d},
$to, na osnovu (1.3.2) zna¢idaje AT (u) = A™ (u) U {0}.

Potpuno analogno se pokazuje i deo teoreme za 0T~ (u).
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1.§ OBRNUTE NEJEDNAKOSTI LORENCOVIH VEKTORSKIH PROSTORA

Pojam vremenskog konusa ¢esto se dovodi u vezu sa obrnutom Svarcovom nejednakoséu, ali i sa obrnu-
tom nejednakoscu trougla, koje se izlazu u nastavku i koje se, zanimljivo, mogu dovesti u vezu sa paradoksom
blizanaca iz specijalne teorije relativnosti. Radi lakseg zapisa, izraz |(v, v)|"* ¢e se obelezavati sa ||v||, za
proizvoljan vektor v iz Lorencovog vektorskog prostora, bez opasnosti od zabune.

Teorema 1.5.1 (Obrnuta Svarcova nejednakost, (2], [3]) Neka su v iw vektori vremenskog tipa iz Loren-
covog vektorskog prostora V. Tada vaZi:

i. |(v,w)| > ||v||||w||, pri cemu jednakost vaZi akko jew = Bv, B € R;

ii. Ako seviw nalaze u istom vremenskom konusu, tada postoji jedinstvena nenegativna konstanta @, koja
se naziva hiperboli¢ni ugao izmedu v i w, za koju vazi:

(v, w) = —|[v]|[|wl| cosh .

Doxaz.

i. Nekajew = av + wy,zanekow, € v'. Otuda trivijalno sledi da je:
(w,w) = a*(v,v) + (wi,w),
odakle vazi i sledeca relacija:
(v,w)? = a*{v,v)* = a*(v,v) - (v,v) = [{(w,w) — (w, w1 )] (v,v).
Po definiciji svojih kauzalnih karaktera, vazi daje (w ,w ) > 0i (w,w) < 0, te je zato:

<W7 W> - <WL7WL> < <W7 W>a
[<w7 w> - <WJ-7 WJ->] <v7 V> > <W7 W> <v7 V>7

jer je v vremenskog tipa. Zato kona¢no vazi trazena nejednakost:

(v, w)* = (w, wh (v, v) = [Jw]]*[]v]|*.

Jednakost ocigledno vazi akko je (wy , w, ) = 0, tj. w. = 0, $to je ekvivalentnosaw = B, § € R.

ii. Ako suviw uistom vremenskom konusu, onda mora vaziti (v, w) < 0, paje:

Cew)
—||v[[{|wl|

$to znaci da se takav ¢lan moze predstaviti kao hiperboli¢ni kosinus nekog ugla ¢. Generalno se uvek
bira daje ¢ > 0, $to garantuje jedinstvenost prikaza.

Na osnovu rezultata ove teoreme, lako se dokazuje i slede¢i korolar, takozvana obrnuta nejednakost

trougla (videti [2], [3], [4], [9]).
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Korolar 1.5.1 (Obrnuta nejednakost trougla) Ako su v i w vektori vremenskog tipa i nalaze se u istom vre-
menskom konusu, onda vazi:
[+ wll = vl +[lwll, (1.5.1)

pri cemu jednakost vazi akko su v i w kolinearni.

Doxaz.

Bududi da je prema prethodnoj teoremi (v, w) < 0, obrnuta Svarcova nejednakost daje:
[oll{lw]l < [{v, w)| = —(v, w).
Kako su vektori v i w vremenskog tipa, vazi slede¢a nejednakost:

(vl =+ wll)® = NIl + 2lwll llwll + wll® < Alvl* = 2{v, w) + [lw]|* =
=—(w,v) —2(vy,w) — (w,w) = —(v+w,v+w) = (1.5.2)
=[{v+w,v+w)|=|v+w|

Jednakost u (1.5.2) ée vaziti akko je ||v||||w]| = —(v,w) = |(v, w)], tj. ako se i Kogi-Svarcova nejed-
nakost svodi na jednakost, $to je prema prethodnoj teoremi ispunjeno akko su v i w kolinearni.

Ove obrnute nejednakosti, mada ne u potpunosti u skladu sa intuicijom ste¢enog sa radom iz unitarnih
prostora, veoma su znac¢ajne u Lorencovoj geometriji i njenim primenama u teoriji relativnosti.

1.6 VREMENSKI-ORIJENTABILNE LORENCOVE MNOGOSTRUKOSTI

Na osnovu svega dosad re¢enog, na svakom tangentnom prostoru mogu se definisati po dva vremenska
konusa, te na proizvoljan nadin obeleziti jedan od njih sa T, a drugisa T~. Cinjenica da, ako je u vektor
vremenskog tipa, onda mora biti da je i —u istog tipa, potkrepljuje ovu arbitrarnost obelezavanja.

Medutim, u svetlu fizickog aspekta price, ¢esto je potrebno na jedinstven nac¢in odabrati koji vremenski
konus ¢e biti takozvani vremenski konus buducnosti, a koji vremenski konus proslosti. Drugim rec¢ima, ¢esto
je nuzno nadi glatku funkciju na osnovu koje je moguce birati vremenski konus budu¢nosti u svakom tan-
gentnom prostoru. Ovo vodi do pojmova vektorskih polja vremenskog tipa i vremenske orijentabilnosti.

Definicija 1.6.1 Vektorsko polje X definisano na Lorencovoj mnogostrukosti M je vremenskog tipa ako je vektor
X(p) = X, vremenskog tipa za svako p € M.

Definicija 1.6.2 Lorencova mnogostrukost M se naziva vremenski orijentabilnom ukoliko postoji glatko vek-
torsko polje X na M vremenskog tipa. Vremenska orijentacija mnogostrukosti M tada predstavlja izbor vremen-
skog konusa T* (p) C T,Mza svakop € MzakojejeX, € T (p).

Nije tesko uvideti da se u ovom kontekstu pojam vremenskog konusa T (p) vezuje za taéno odreden
vektor X, € T,M vremenskog tipa koji mu pripada, ali se zbog konciznosti koristi oznaka T™ (p) umesto
TH(X,).

Definicija 1.6.3 Skup T (p) naziva se pozitivnim vremenskim konusom, budu¢im vremenskim konusom
ili vremenskim konusom buduénosti u tacki p. Vektori vremenskog tipa koji pripadaju ovom konusu nazivaju
se buduce usmerenim vektorima.

Skup T~ (p) naziva se negativnim vremenskim konusom, pro$lim vremenskim konusom ili vremen-
skim konusom proslosti u tacki p. Vektori vremenskog tipa koji pripadaju ovom konusu nazivaju se proslo
usmerenim vektorima.
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Ovde je data definicija buduce usmerenog i proslo usmerenog vektora svetlosnog tipa:

Definicija 1.6.4 Neka je M vremenski orijentabilna Lorencova mnogostrukost. Vektorv € T,M svetlosnog tipa
naziva se buduce usmerenim vektorom svetlosnog tipa ako postoji niz buduce usmerenih vektora vremenskog tipa
tija je on granica. Analogno se definisu i proslo usmereni vektori svetlosnog tipa, te se kaze da je svetlosni konus
u T,M particionisan na svetlosni konus buducnosti i svetlosni konus proglogti.

Na osnovu gornjih definicija moze se govoriti o globalnosti vremenske orijentabilnosti, zato sto je
potrebno napraviti odabir vremenskog konusa budu¢nosti u svakom tangentnom prostoru, te ovaj odabir
uciniti glatko. Medutim, ako se uvedu oznake kao u nastavku, sledec¢a teorema pokazuje da se uslov glatkosti
moze opisati uz pomo¢ lokalnih vektorskih polja.

Definicija 1.6.5 Neka je T funkcija na M koja svakoj tacki p € M dodeljuje tacno jedan vremenski konus
T*(p) € T,M. Funkcija T se naziva glatkom ako za svako p € M postoji glatko vektorsko polje X definisano
na okolini U te tacke, takvo da vektor X, € T (q), za svako q € U.

Imajudi u vidu ove oznake, nije tesko zakljuciti da je vremenska orijentabilnot mnogostrukosti M im-
plicira da je moguée definisati na njoj glatku funkciju 7 : M > p — T*(p) € T,M. Funkcija T tada vrsi
odabir vremenskih konusa buduénosti, te se naziva vremenskom orijentacijom mnogostrukosti M. Obrnuto
vazi na osnovu leme u nastavku:

Lema 1.6.1 ([3]) Neka je data glatka Lorencova mnogostrukost M na kojoj je moguce vrsiti odabir konusa
T*(p) iz T,M tako da u okolini svake tacke postoji lokalno definisano glatko vektorsko polje ¢ije vrednosti u p
pripadaju odgovarajucim konusima T (p). Tada je M vremenski orijentabilna.

Doxkaz.
Neka je dat pokriva¢ mnogostrukosti M, oznacen kao {U, | € A}, gde je A neki indeksni skup, i neka

je, prema uslovima leme, na svakom elementu pokrivaca dato lokalno definisano glatko vektorsko polje X,
&ija slika X, (p) u tacki p pripada vremenskom konusu T (p).

Na osnovu poznatog rezultata iz diferencijalne geometrije, za svaki otvoreni pokrivae {U,, } glatke mno-
gostrukosti M postoji glatka particija jedinice {x f |i € N} koja odgovara ovom pokrivacu, $to znaéi da ove
funkcije ); zadovoljavaju uslove:

« Skup {supp(x,) |@ € A} jelokalno konacan,

« Zasvako a € A postoji element U, iz pokrivaca takav da je supp(x,) C Uy,

> Xalp) =1

acA

« Zasvakop € M vaii:

Funkcionele ) , uzimaju nenegativne vrednosti, te sledi da je:

X=) XoXa

glatko vektorsko polje ¢ije vrednosti u p pripadaju odgovaraju¢im konusima T (p), te je time i viemenskog
tipa. To po definiciji znaci da je M vremenski orijentabilna.

Alternativan dokaz prethodne teoreme moze se naéiiu [6], vide o klasama orijentabilnosti na Loren-
covim mnogostrukostima u [8], a vige o testiranju vremenskoj orijentabilnosti prostor-vremena u [ 13 ].
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Moguce je takode primetiti da orijentabilnost Lorencove mnogostrukosti ne zavisi od njene vremenske
orijentabilnogti (videti [10]), kao $to se moze videti na slici dole. Tu konusi zapravo predstavljaju vre-
menske konuse, a, po konvenciji, zatamljena polovina konusa predstavlja T (p):

OiVO O,neVO
M i 0, ne VO
@ ne 0, ali VO ne )

Slika 1.2: Nezavisnost orijentabilnosti Lorencove mnogostrukosti od vremenske orijentabilnosti:
O - orijentabilno, VO = vremenski orijentabilno.

Treba ovde posebno napomenuti da je vremenska orijentabilnost bitan koncept u teoriji gravitacije,
zato $to se u njoj prostor, vreme i gravitacija posmatraju kao aspekti takozvanog prostor-vremena, koja se
modelira sa ¢etvorodimenzionalnom Lorencovom mnogostrukoséu ([5]):

Definicija 1.6.6 Prostor-vreme je povezana i vremenski orijentabilna Lorencova mnogostrukost.

Iako se to eksplicitno vrlo retko naglasava, treba ovde istaknuti da se podrazumeva da je Lorencova
mnogostrukogt iz definicije realna, Hauzdorfova, kona¢no-dimenzionalna i parakompaktna (ali ne nuzno
i glatka) mnogostrukost.

U pojedinim izvorima (na primer, u [4]) se prostor-vremenom jo$ naziva povezana i vremenski ori-
jentabilna Lorencova mnogostrukost dimenzije 4, zato $to se u teoriji gravitacije ¢esto radi sa ¢etvorodi-
menzionalnim prostorima. Ipak, u ovom radu ¢e se posebno naglasavati dimenzija prostor-vremena, gde je
to neophodno.

U gornjoj definiciji pretpostavka vremenske orijentabilnosti intuitivno sluzi kako bi se naznacilo da je
moguce analizirati kauzalni poredak dvaju dogadaja, uzroka i posledice. Ovo nije previse restriktivan uslov,
zato $to je pokazano (videti dokaz u [15] ili pregled rezultatau [8] i [14]) da ako prostor-vreme (M, g) nije
vremenski orijentabilno, njen dvostruki pokriva¢ (M, g) jeste. Preciznije:

Teorema 1.6.1 ([8]) Neka je M dvostruki pokriva¢ prostor-vremena M, tj. neka je M skup svih parova (p, o),
gdejep € M, o jedno od dve vremenske orijentacije u p i odgovarajuce projektivno preslikavanje T : M — M
dato sa 7T (p, 0) = p.

Tada vazi da ukoliko je M disjunktna unija dva neprazna skupa, mora vaziti i da je (M, g) vremenski ori-
jentabilno prostor-vreme. Ako je M povezano, tada (M, g) nije vremenski orijentabilno, ali (M, g) jeste.

Stoga se do mnogih zaklju¢aka koji zavise od vremenske orijentabilnosti moze do¢iiu slucaju prostor-
vremena koja nisu vremenski-orijentabilna, budu¢i da se odgovarajuce teoreme mogu primeniti na nji-
hovim dvostrukim pokriva¢ima ([14]). U nastavku ¢e zato biti najvige re¢i o prostor-vremenima.
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GLAVA 2

KAUZALNOST NA LORENCOVIM
MNOGOSTRUKOSTIMA

Teorija kauzalnosti posmatra svojevrsnu osobinu povezanosti datih ta¢aka na prostor-vremenu, ispitu-
juéi posledice i moguénosti konstruisanja krive vremenskog (kauzalnog) tipa izmedu njih. Fizicki, svaka
tacka na mnogostrukosti predstavlja dogadaj, a svaka kriva vremenskog (kauzalnog) tipa izmedu tacaka
pokazuje da je ova dva dogadaja moguce dovesti u uzro¢no-posledi¢nu vezu. Zahvaljujuéi ovim pojmovima
i kauzalnim relacijama, moguce je probleme istovremenosti, uzroka i posledice opisati matematicki i anali-
zirati topoloski.

Glavni matematicki aparat ove glave razvili su Rodzer Penrouz i Stiven Hoking, kako bi razumeli razlog
zbog kojeg ¢ak i neki od najjednostavnijih modela u teoriji relativnosti impliciraju postojanje singulariteta.
U ovoj glavi ¢e se prezentovati matematika teorije kauzalnosti, i bice re¢i o osobinama koje ¢ine odredeno
prostor-vreme dobrim kandidatom za modeliranje fizi¢ki realisti¢nog prostor-vremena. Ovde, i u nastavku,
M ¢e oznacavati povezanu, vremenski orijentisanu Lorencovu mnogostrukost dimenzije n.

2.1 RELACIJE KAUZALNOSTI

Kao $to se za svaki vektor iz tangentnog prostora T,M moze odrediti kauzalni karakter, tako se i za
svaku glatku krivu y : I — M, gde je I nedegenerisani interval (povezan, netrivijalan skup), a M povezana
Lorencova mnogostrukost, moze uraditi isto. Naime:

Definicija 2.1.1 Glatka kriva'y : I — M na povezanoj Lorencovoj mnogostrukosti M je vremenskog, svet-
losnog ili prostornog tipa ako su svi njeni tangentni vektori redom vremenskog, svetlosnog ili prostornog tipa.
Kauzalne krive (tj. krive kauzalnog tipa) ¢ine sve krive vremenskog ili svetlosnog tipa.

U kontekstu teorije gravitacije, ¢esto se u definiciji dodatno zahteva da krive na mnogostrukosti budu
takode i regularne, kako zatvorene kauzalne krive ne bi bile dobro definisane na svim prostor-vremenima
(videtiu nagtavkuiliu [12]).

Ako se dodatno pretpostavi da je M vremenski orijentabilna (dakle, prostor-vreme), glatke kauzalne
krive na M mogu se dodatno kategorizovati kao buduce usmerene i proslo usmerene krive:

Definicija 2.1.2 Glatka kriva vremenskog ili svetlosnog tipa na prostor-vremenu M naziva se buduce usmerena
(resp. proslo usmerena) kriva, ukoliko za svaku tatku na njoj vaZi da je odgovarajuci tangentni vektor buduce
usmeren (resp. proslo usmeren) vektor.
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Sada se mogu definisati relacije kauzalnosti na prostor-vremenu M (videti sliku u nastavku):
Definicija 2.1.3 Ako tactke p, q € M, gde je M prostor-vreme (proizvoljne dimenzije), onda:
i. p < q oznalava da postoji buduce usmerena kriva vremenskog tipa na M izmedu taéaka p i q. Tada se

kaze da p hronoloski prethodi g;

ii. p < q oznatava da postoji buduce usmerena kriva kauzalnog tipa na M izmedu tacaka p i . Tada se
kaze da p kauzalno prethodi g.

Na osnovu definicije krive kauzalnog tipa o¢igledno sledi implikacija (p < q) = (p < q). Takode se
moze se uvesti relacija < definisana preko sledece ekvivalencije:

r<q) = (P<gVp=9),

gde jednakost oznacava da se radi o istoj tacki. Ove tri relacije nazivaju se relacijama kauzalnosti, sve su
tranzitivne ([18]), dok refleksivnost vazi samo na prostor-vremenima sa zatvorenim krivama vremenskog

ili kauzalnog tipa ([14]).

\_ D,

Slika 2.1: Postoji buduce usmerena kriva vremenskog tipa na M izmedu tacaka piq.

Sledeée dve teoreme (videti dokaze u [9]) detaljnije ispituju na koji nacin se relacije < i < mogu defin-
isati jedna uz pomo¢ druge:

Teorema 2.1.1 Za zadate tacke p i q na prostor-vremenu M vaZi ekvivalencija:

nevazip < qi

p <q akoisamo ako S
q L rimplicirap < r.

|
Teorema 2.1.2 Za zadate tacke p i q na prostor-vremenu M vaZi ekvivalencija:
nevazip < qi
p <K q akoisamo ako P=4
p <r<qzanekor € M.
|

Zahvaljujudi relacijama kauzalnosti, za svaku tacku p € M mogu se dodatno definisati skupovi:

I'(p) ={qaeM[p<gq},
I'(p) ={qeMlq<p}.
Skupovi I (p) i I (p) nazivaju se redom hronoloska buduc¢nost i hronoloska proslost tatke p, i predstavljaju

redom skup svih tac¢aka koje se mogu povezati sa p putem buduce i proslo usmerenih krivih vremenskog
tipa u M (videti Sliku 2.1).

(2.1.1)
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Ako se tacka p posmatrakao jedno¢laniskup {p} C M, gornje definicije se mogu ekvivalentno zapisati:
IMp)={qgeM|GFre{ph)r<a},
I'(p) ={qeM|Creip})a<p},

odakle se vidi da se pojmovi hronoloske budu¢nostii proslosti mogu prirodno generalizovati i definisati za
proizvoljne podskupove A C M:

{ﬁM%=M€MH%€Mp<ﬂ,
I'(A)={qeM|(FpeA)qg<p}.

Analogno gornjim skupovima, mogu se definisati i kauzalna buducnost i kauzalna proslost tacke p:

{ﬁ@%zheMua 7 (112)

<q}
J (p) ={qa€M[q<p},

a takode i kauzalna buducnost i kauzalna proslost podskupa A C M:

{ﬁ@%ZHGMH%GMP
J(A)={qeM|(Fpeci)q

Pritom, svi dokazi predstavljeni u nastavku mogu se analogno izvestiiza hronoloske i kauzalne budu¢nosti
i proglogti, te ¢e se u nastavku u formulaciji teorema i definicija mahom koristiti skupovi I (A) i J*(A).

Na osnovu (2.1.1) i (2.1.2), vazi da je za tacke p,q € Muslovp € I'(q) potreban i dovoljan da bi
vazilo g € I (p), i, analogno, da je uslovp € J™(q) potreban i dovoljan da bi vazilo g € J~(p). Ovo
svojstvo koristi se u dokazu naredne Leme, zasnovanom na ideji datoju [ 14]:

Lema 2.1.1 Za proizvoljan podskup A C MvaziIT(A) = I (cl(A)), gde je cl(A) adherencija skupa A.

Doxkaz.

Neka za zadati podskup A C Mvaziy € I (A). To znadi da mora postojati x € A za koje je x < y.
Medutim, kako x takode pripada skupu cl(A), mora vazitiiday € I (cl(A)).

Drugi smer se pokazuje na sli¢an nacin kao gore ukoliko tacka x pri-
pada unutra$njosti skupa A. Neka je, dakle, dato x € JA i neka vazi
y € I"(x) C I"(cl(A)). Po definiciji hronoloske buduénosti skupa, a na )
osnovu gornjih razmatranja, vazi i x € I (y), ali kako je I (y) otvoren
skup, vazi daje I (y) okolina tacke x. °

Tac¢ka x je adherentna tacka skupa A, te u svakoj njenoj okolini,

uklju¢ujuéiil~ (y), mora postojati tacka koja pripada skupu A, pa neka je I
z € I (y) N A. Ovo znadi da postoji tatka z € A takvadavaziz € I (y),
odakle y € I (z) C I"(A). Time je dokaz zavrsen.

Poznato je da iz x < z sledi da postoji beskona¢no mnogo ta¢aka y takvih dajex < y < z,adaiz
x < zsledi da postoji bar jedna takva tacka y da vazix < y < z (videti [3]). Primenom ove osobine, kao i
osobine tranzitivnosti kauzalnih relacija moze se pokazati da vazi slede¢a posledica.
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Korolar 2.1.1 Za proizvoljni podskup A prostor-vremena M vaZi:

IH(A) =I17(I"(4)) =I7("(4) =J"(I"(4) CJTUT(A) =] (4).

n
Sli¢nim rezonom se pokazuje i da vazi sledeca teorema (detaljnije u [14]):
Teorema 2.1.3 Neka se posmatra prostor-vreme M. Tada vaze implikacije:
i (a<<b)N(b<c)=(akc);
i. (a<b)N(b<c)= (a<K0),
gdesua,b,c € M proizvoljne tacke.
n

Direktna posledica ove teoreme odnosi se na relativan odnos hronoloskih buduénosti dvaju tacaka:

Korolar 2.1.2 Ako na prostor-vremenu M tacka p hronoloski prethodi tacki q (tj. vazip < q), ondaje hronoloska
buducnost tacke q podskup hronoloske buducnosti tacke p:

p<q = TI'(qg CI'(p)

Obrnuto ne mora vaziti.

Iako obrnuta implikacija ne mora vaziti, u globalno hiperboli¢nim prostor-vremenima (npr. prostor-
vremenu Minkovskog) ona zaista vazi. StaviSe, poznata su prostor-vremena kod kojih ako je p < g vazi
I(q) C I'(p),alineil (p) C I (q), kao sto bi se mozda intuitivno ocekivalo (detaljnije u [7], [8] ili,
na primer, [17]).

Pitanju otvorenosti hronoloske i kauzalne budué¢nosti moguce je pri¢i ukoliko se primeti da je svaki
podskup U prostor-vremena M i sam prostor-vreme, i da su njegove relacije kauzalnosti indukovane odgo-
varajuéim relacijama u M. Zato, ako se sa I (A, U) obelezi hronologka buduénost skupa A na prostor-
vremenu U, vaziiI" (A, U) C I (A) N U (jednakost ne vazi u op$tem slucaju). Koristeci poznate osobine
eksponencijalnog preslikavanja, pokazano je (videti [3] ili [14]) da za proizvoljan konveksan skup C vazi
da je hronoloska buduénogt I (p, C) otvoren skup u C, a time i u M.

To znaci da su za dve tacke p, g € M, izmedu kojih je mogude na’i
buduée usmerenu krivu y vremenskog tipa i za dva konveksna skupa
C, € U(p)iC, € U(q), moguce nadiitatke p*iq~ takve da vazi:

p<p <q <q, pTeC, i q €C, (2.1.3)

Tada za svako p' € I (p™,C,) i ' € I (q~,C,) vazi p’ < ¢, .
relacija < je otvorena. Odatle direktno sledi da je hronoloska budu¢nost
proizvoljne tacke prostor-vremena otvoren skup, na osnovu ¢ega, iz ¢in-

jenice da je hronoloska budu¢nost skupa unija hronoloskih budu¢nosti
elemenata skupa, direktno sledi daje I'"(A) otvoren za svaki skup A C M.

Nasuprot tome, kauzalna buduénost J* (A) nije u opstem slu¢aju ni otvoren, ni zatvoren skup, zato $to
ne mora vaziti relacija sli¢na (2.1.3), tj. ne moraju postojati dve tatke pTig~ takodajep < p™ < ¢~ < q.
Ipak, unutra$njost skupa J*(A) se moze dovesti u vezu sa skupom I (A) kao u sledecoj teoremi.

Teorema 2.1.4 ([3]) Neka je dat proizvoljan skup A prostor-vremena M. Tada jeint(J*(A)) = I (A).
|
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Neposredna posledica ovogaje davaziicl(IT(A) = cl(J*(A)),i0I" (A) = 9J"(A) (detaljnijeu[15]).

Zapravo se moZe dokazati (videti, na primer, [3]) da ako je y buduée usmerena kauzalna kriva od skupa
A do neke tacke iz ] (A)\IT(A), ona mora biti geodezijska kriva svetlosnog tipa. To zna¢i da se kauzalna
buduénost skupa A moze posmatrati kao unija skupa A, hronoloske buduénosti I (A), i eventualno nekih
geodezijskih kriva svetlosnog tipa iz A.

Ukoliko je hronoloska buduénost nekog skupa ujedno i podskup tog skupa, moze se pokazati da vazi
ekvivalencija kao u narednoj teoremi, preuzetoj iz [14]:

Teorema 2.1.5 Neka je dat skup A C M. Tada su sledeéi izrazi ekvivalentni:
i TH(A) C A,
ii. I"(A€) C AS,
iii. I'(A)NI (A%) =g,
iv. int(A) = I (A),
v. 0A = (IT(A))“ N (I" (A))S,

gdejesa A€ obelezen komplement skupa A u odnosu na M.

2.2 SKUPOVI BUDUCNOSTI I PROSLOSTI

Bududii prosli skupovi su vazni elementi teorije kauzalnosti, te se ¢esto ispitivanjem njihovih osobina
mogu ispitati osobine samog prostor-vremena. Njihove definicije slede u nastavku:

Definicija 2.2.1 Neka je dato prostor-vreme M. Podskup F C M naziva se skup buduénostiakoje F = I (A)
za neki podskup A C M.

Prema Korolaru 2.1.1, vazidaje I (A) = I (I (A)) za svaki skup A C M, $to zna¢i da se skup F moze
definisati kao skup buduénostiiako vazi F = I'T(F), to jest, ako je F jednak svojoj hronoloskoj buduénosti
(u nekim izvorima se skupovi buduénosti ovako i definisu, videti, na primer, [15]). To zna¢i da ako tacka
x € F,ipostojiy € M takvo daje x < y, moravazitiiy € F.

Definicija 2.2.2 Za zadato prostor-vreme M, podskup P C M naziva se skup proslosti ako je P = I (A) za
neki podskup A C M.

Sli¢no kao u slu¢aju skupa buduénosti, za skup proglogti Pvazi P = I (P),iako vazix € Piy < «x,
mora vazitiiy € P. Takode, kako su hronologke proslosti i buduénosti otvoreni skupovi, nuzno sledi da su
i skupovi budu¢nosti i proslosti otvoreni. Adherencija ovih skupova precizirana je slede¢om teoremom.

Teorema 2.2.1 ([14]) Akoje F C M skup buducnosti, a P C M skup proslosti, njihova adherencija je data
sa:

d(F) ={x € M| I"(x) C F},

d(P) ={x e M|I (x) C P}.
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Doxkaz.

Dokaz je izveden za skup F, ali se odgovarajuca tvrdnja za adherenciju skupova proslosti vrlo sli¢nim
argumentima dokazuje.

Ako je x data tatka u M koja zadovoljava uslov I (x) C F, onda u svakoj njenoj okolini trivijalno pos-
toje tacke koje je hronologki slede ili, preciznije, koje pripadaju I (x). To po definiciji zna¢i da x pripada
adherenciji skupa F.

Sa druge strane, neka je x € cl(F) i neka se posmatra proizvoljna tatka y € I (x). Tada je takode
x € I (y),tojestx € cl(F) NI (y), ali kako je I (y) otvoren skup, te i okolina tacke x, sli¢nim argumen-
tom kao u Lemi 2.1.1, mora postojati element z € FN I~ (y). Za taj element vaziz < y, §tozna¢iday € F.
Prema tome, svaka ta¢ka iz I (x) pripada skupu F, ¢ime je teorema dokazana.

Vecina teorema u nastavku bi¢e formulisane za skupove buducnosti, zato $to se odgovarajuce dualne
teoreme mogu analogno formulisati i dokazati. Sledece teoreme i korolar (navedeni u [14]) opisuju neke

Teorema 2.2.2 Ako je skup F C M skup buducnosti, vaze sledece jednakosti:
i. l(F) = (I (F9))5,
ii. OF={xeM|I"(x) CF A x¢ F} =F°N (I"(F°))S,
iii. F=1I"(cl(F)),

gde je sa cl(F) oznacena adherencija, a sa F© komplement skupa F.

Korolar 2.2.1 Ako je A otvoren skup u prostor-vremenu M ivazi I'T(A) C A, onda je A skup buduénosti.
Doxkaz.

Trivijalno vazi na osnovu ekvivalencije iz Teoreme 2.1.5 i ¢injenice da je otvoren skup jednak svojoj
unutrasnjosti.

[
Teorema 2.2.3 Ako je A proizvoljan podskup prostor-vremena M, vazi relacija J*(A) C cl(IT(A)).
[
Doxkaz.
Neka je data tatkay € J7(A), gde je A prethodno zadati skup. Tada je dovoljno posmatrati slu¢ajeve
kaday € JT(A)\I"(A)iy € I'"(A). U prvom slu¢aju vazi da:

y € JT(ANIT(A) =" (A\int(J" (A)) C O] (A) = OI"(A) C cI(I"(4)).
Sa druge strane, ako je y € I (A), onda postoji neko x € A tako da vazi x < y. Prema Korolaru 2.1.2,
to implicira daje I (y) C I (x). Medutim, adherencija skupa I (x), prema Teoremi 2.2.1, data je sa:

d(I(x)) = {z € M| I'(z) CI"(x)},

odakle jejasnoday € cl(I*(x)) C cl(IT(A)).
[
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Teorema 2.2.4 Unija skupova buducnosti je skup buducnosti. Presek svaka dva skupa buducnosti je skup buducnosti.

Doxkaz.

Prvi deo tvrdenja vezan za uniju skupova trivijalno vazi jer je:

Urtay =1 (Um) ,

kek kex

gde je K odgovarajudi indeksni skup i za svako k € Kvazi Ay C M.

Za drugi deo tvrdenja dovoljno je posmatrati dva skupa budu¢nosti, F;, F, C M. Presek ova dva skupa
trivijalno pripada svakom od njih, odakle sledi i:

I't(F,NF,) C I*(F,) = Fy,
I't(F,NE,) C I(F,) = F,,

$to znadi da je skup I (F, N F,) podskup oba skupa buduénogti, odnosno I (F, N F,) C F, N F,. Kako
je F1 N F, otvoren skup, prema Korolaru 2.2.1 vazi da je F; N F, skup budu¢nosti.

2.3 AHRONALNI SKUPOVI

Ahronalni skupovi igraju veliku ulogu u teoriji kauzalnosti, a defini$u se na slede¢i nacin:

Definicija 2.3.1 Podskup A C M zove se ahronalan skup ukoliko ni za koje dve tacke skupa A ne vazi da su u
hronoloskom odnosu, tj. ako za proizvoljnep, q € AnevaZip < q.

Alternativna definicija moze se naé¢i i u [8], gde se ahronalni skup defini$e kao onaj skup A za koji
vazi IT(A) N'A = &. Ovo je ekvivalentno, jer se za proizvoljnu tatku p € A sve tacke sa kojima se moze
povezati (buduce usmerenim) krivama vremenskog tipa nalaze u I (p), a timeiu I (A).

Otigledno je da je i svaki podskup ahronalnog skupa ahronalan skup, a kako je < otvorena relacija,
direktno sledi i daje adherencija ahronalnog skupa ahronalan skup ([3]). Znacajni primeri uklju¢uju tako-
zvane ahronalne rubove:

Definicija 2.3.2 Skup B C M zove se ahronalni rub, ukoliko je on rub nekog skupa buducnosti:
B=0I"(A), zanekoA C M.
Da je ahronalni rub zaista i ahronalni skup moze se pokazati na slede¢i nacin:
Lema 2.3.1 Neka je dat proizvoljan skup buduénosti F. Ahronalan rub B = OF je ahronalan skup.

Doxkaz.

Svaki skup buduénosti F je otvoren skup, te na osnovu Teoreme 2.2.2, vazi da je:
@ =0FNF=0FNTI"((F)) =90FNI"(FUOJF)
= OFN (I (F) UI"(OF)) = (OFNF) U (OFNI'(OF))
= OFNTIY(OF) =BNI"(B),

gde se koristilo daje F = It (F) i osnovno svojstvo hronoloske buduénosti unije skupova. Skup B je, dakle,
ahronalan skup po definiciji.
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Zanimljivo je primetiti da se ahronalan rub moze posmatrati i kao rub skupa proslosti:

Teorema 2.3.1 ([14]) Skup B C M je ahronalni rub akko vazi B = O (T) za neko T C M.

Doxkaz.

Jedan smer dokaza je trivijalan, zato $to se I~ (T) moze posmatrati kao hronoloska buduénost skupa T,
ako se promeni vremenska orijentacija prostor-vremena (ovaj izbor jeste proizvoljan).

Sa druge $trane, ako je B ahronalan rub, onda postoji skup buduénosti F takav da je B = OF. To znaci
dazasvakox € Bvazix ¢ Fix € cl(F). Ta¢ka x ne pripada skupu F, ali zato pripada komplementu F€. Iz
ove pripadnosti direktno slediil (x) C I (F€), $to, prema Teoremi 2.2.1 o adherenciji skupa proglosti,
znatidajeix € cl(I”(F©)).

Iz ¢injenice daje x € cl(F) slediidajex € (I” (Fc))c, tj. x ¢ I (FC), na osnovu prve jednakosti iz
Teoreme 2.2.2. No, to znaéi da x pripada i rubu skupa I (F€), te se moze uzetidaje T = I (F€). Ovoje
po definiciji skup proslosti.

|
Ova teorema omogucuje da se skupovi OI" (p) = JJ*(p) i I (p) = O] (p) prepoznaju kao najjed-

nostavniji primeri ahronalnih rubova.

Teorema 2.3.2 [14] Ako je B # & ahronalni rub, onda postoji jedinstveni skup buducnosti F i jedinstveni skup
proslosti P takav da su F, P i B po parovima disjunktniivaziM = PUB UF.

Doxaz.

Prema prethodnoj teoremi, ahronalni rub B je mogude prikazati kao rub nekog skupa budué¢nosti F i
rub skupa proslosti P datog sa:

P=T1 (F°) = (d(F))° = (FUOF)° = (FUB)“ = F° N BS,

prema Teoremi 2.2.2. Imajuéi ovo u vidu, jasno je da vazi:

FNP=FNEFE‘NB‘ =g,
PNB=F‘NB‘NB=g,

ali takode i F N B = &, zato §to je F otvoren skup i B = OF. Skupovi F, Pi B su, prema tome, po parovima
disjunktniivazi M = P U B U F. Treba jo$ pokazati da je ovakva dekompozicija jedinstvena.

Ako se sada pretpostavi da je M takode i unija po parovima disjunktnih skupova B, P = I~(P), i

F = I'"(F), onda o¢igledno mora vaziti da je ili skup F N P ili P N F neprazan, zbog na¢ina na koji je M
dekomponovan. Pretpostavimo da je, bez gubitka opstosti, PN F #* @ inekap € PN F.

Kako je M povezana mnogostrukost (a time i lu¢no povezana), proizvoljnu tatku ¢ € B moguce je
povezati sa p krivom & koja se moze sastojati iz vi$e krivih vremenskog tipa, buduce usmerenih i proslo
usmerenih. Medutim, ako & krece iz ta¢ke p buduée usmerenom krivom, ona povezuje p sa nekom tatkom
iz njene hronologke buducnosti, I (p), no kako je p € Fmora vazitii I (p) C I'* (F) = F. Svaka tatka iz
hronoske budué¢nosti tacke p zato pripada i skupu F.

Analogno tome, ako & krece iz tacke p proslo usmerenom krivom, ona povezuje p sa nekom tackom iz
njene hronoloske proslosti, I” (p), no kako je p € P mora vazitii I” (p) C I (P) = P, te svaka tacka iz
hronoske prosloti tatke p pripada i skupu P. To zna¢i da svaka tacka krive & pripada P N F, §to znaci da

krivoj & ne moze pripadati tacka y, zato $to je y € B. Kontradikcija.
[
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Teorema 2.3.3 Svaka kriva vremenskog tipa izmedu tacke iz P i tacke iz F see skup B u jedinstvenoj tacki.

Neka je M = P U B U F, kao u prethodnoj teoremi, i neka je y kriva vremenskog tipa izmedu nekih
tacaka iz Pi F. Neka je takode sa I obelezen skup svih ta¢aka koje pripadaju krivoj y. Skupovi I' N F€
i I' N P€ su zatvoreni i njihovoj uniji pripadaju sve tacke krive y. Otuda ovi skupovi nisu disjunktni, te
postojitatkap € TNECNPC =T N(FUP) = I'NB, tj. postoji tatka na krivoj y koja pripada skupu B.
Ova tacka je jedinstvena, jer ukoliko bi postojala jos jedna tatka g € I' N B, onda bi na osnovu kauzalnog
karaktera krive y vazilo dajeilip < qiliq < p, te barem jedna od ovih tacaka ne bi po definiciji pripadala
ahronalnom skupu B.

Jedno od najvaznijih teorema vezanih za ahronalne rubove data je u nastavku, i ona omogude da se
ahronalni rubovi posmatraju kao svojevrsni analogoni hiperravnima u R":

Teorema 2.3.4 ([3],[8],[14],[15]) Svakineprazniahronalnirub B je zatvorena ahronalna Lipsicova topoloska
hiperpovrs.

Odavde je lako zaklju¢iti da je i svetlosni konus A™ (p) = 9] (p) u prostoru Minkovskog zatvorena
ahronalna topoloska hiperpovrs.

2.4 USLOVI KAUZALNOSTI

Vel je bilo re¢i da se moze desiti da u prostor-vremenu M vazi

p € I(p), tj. da postoje zatvorene krive vremenskog tipa. Tipi¢an /-\
primer je tzv. Lorencov cilindar, tj. prostor-vieme M = S' X R nad ko- t=t,
jim je definisana metrika ds* = —d0” + df?, gde svaka kriva t = const w\_/
predstavlja zatvorenu krivu vremenskog tipa. StaviSe, u ovom primeru St
konkretno vazi I (p) = M, zasvakop € M.

(p> ) g /;L t=0

U ovakvim slucajevima se kaze da je doslo do narusavanja kauzal-
nosti. Odgovarajuca prostor-vremena se ¢esto smatraju nefizickim, zato

$to njihova interpretacija podrazumeva postojanje paradoksa (poznati /\
primer je grandfather paradox, videti [12]). Ipak, prostori na kojima je v =t

doslo do narusavanja kauzalnosti, znacajni su jer se na osnovu njih moze

do¢i do zaklju¢aka od fizickog znacaja.

Naravno, zatvorene krive vremenskog tipa nisu jedini pokazatelji narusene kauzalnosti, ve¢ je moguce
na¢i i slabije i jace uslove koji ¢ine odgovarajuca prostor-vremena nefizi¢kim. Ovi svi uslovi zovu se uslovi
kauzalnosti i moguce ih je poredati u takozvanu kauzalnu lestvicu, gde svaki stepen predstavlja sve stroziji
uslov kauzalnogti. Vise o ovome se moze naéiu [15] ili [18]. Dve klase prostor-vremena definisane su uz
pomo¢ uslova hronologije i kauzalnosti, kao u nastavku:

Definicija 2.4.1 Prostor-vreme koje ne sadrzi zatvorene krive vremenskog (resp. kauzalnog) tipa naziva se
hronologko (resp. kauzalno) prostor-vreme.

Svako kauzalno prostor-vreme je i hronolosko, a da suprotno ne vazi moze se ilustrovati na primeru
Lorencovog cilindra M = S' X R sa metrikom ds* = d6fdt. Jedine kauzalne krive na ovom prostor-
vremenu, naime, su krive t = const, koje se mogu posmatratiikao geodezijske linije svetlosnog tipa, nakon
odgovarajuce reparametrizacije ([15]).
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Kompaktna prostor-vremena primeri su prostor-vremena koja ne mogu biti hronologka ([8], [15]):
Teorema 2.4.1 Svako kompaktno prostor-vreme M sadrZi zatvorene krive vremenskog tipa.

DOKAZ.

Skupovi I (p) su otvoreni i ¢ine otvoreni prekrivaé mnogostrukosti M, te je na osnovu svojstva kom-
paktnosti moguce konstruisati potpokriva¢ kojeg ¢ini kona¢no mnogo ovih skupova, obelezenih saI* (p, ),
I*(p,), - - - I (p,). Tatkap, tada o¢igledno mora pripadati nekom od ovih skupova, tenekajep, € I (p, ),
odnosnop, < p, zanekoi; € {1,2,...,k}.

Zatacku p, vaze slicne tvrdnje: p, € It (p,) odakleip, < p,,zai, € {1,2,...,k}. Ponavljajuéi
ovaj postupak, moguce je konstruisati beskonacan niz tacaka za kojivazi... < p, < p, < p, < p,.
Medutim, kako je k konac¢an broj, u ovom nizu moze biti samo konacan broj razli¢itih tacaka p;, te moraju
postojati tacke koje se ponavljaju. To znaci da, na osnovu tranzitivnosti relacije <, mora postojati tacka p,
za koju vazi p; < p,, odnosno mora postojati zatvorena kriva viemenskog tipa, koja prolazi kroz p,.

Da bi se definisali stroziji uslovi kauzalnosti, neophodno je najpre uvesti pojam prostor-vremena koje
izdvaja tacke (eng. distinguishing space-times):

Definicija 2.4.2 Prostor-vreme M naziva se prostor-vreme koje izdvaja tacke ako za sve tatke p, q € M vaZi:

Ifp)=I"(q) = p=gq, ili
IF'p)=I(g99 = p=q

Alternativna karakterizacija moze se postici koristedi i slede¢u teoremu (preuzetu iz [18]):
Teorema 2.4.2 Neka je dato prostor-vreme M. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

i. Za svake dve tacke p,q € M vaZiimplikacija I* (p) =17(q) = p=¢q;

ii. Preslikavanje I'T : p — I (p) je injektivno;

iii. Za svaku tatku p € M i okolinu U € U(p) postoji okolinaV.C U, p € V tako da svaka tacka buduce
usmerene kauzalne krivey : I = [a, b|] — M pripada V, ukoliko vaziy(a) = piy(b) € V;

iv. Za svaku tacku p € M i okolinu U € U(p) postoji okolina V-C U, p € V, pri éemu vazi jednakost
J ', V) =] (p) N V.

Analogna teorema vaZi i u slucaju kada vaZi implikacija I~ (p) =1 (q) = p =g

Veoma zanimljivo svojstvo prostor-vremena koja izdvajaju tacke opisano je slede¢om teoremom:

Teorema 2.4.3 ([18]) Nekasu (M, g,) i (M,,g,) dva prostor-vremena, od kojih M, izdvaja tacke. Neka je
dat i difeomorfizam f : My — M,, koji ouvava odnos izmedu kauzalno povezanih tacaka:

p<q < flp) <f(q)

Tada je i (M,, g,) prostor-vreme koje izdvaja tacke.
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Stroziji uslov kauzalnosti moze se definisati uz pomo¢ pojmova kauzalne konveksnosti:

Definicija 2.4.3 Otvoren skup U C M prostor-vremena M naziva se kauzalno konveksnim ako ne postoji
kauzalna kriva ¢iji presek sa U ¢ine disjunktni skupovi (videti Sliku 2.2).

U, U, U, U,
/

Slika 2.2: Presek kauzalnih kriva sa Cetiri razli¢ita skupa. Skup Uj nije kauzalno konveksan, ali ostali jesu.

Definicija 2.4.4 Neka se posmatra tatka p € M. Prostor-vreme M zove se jako kauzalno u tacki p ako
ova tacka ima proizvoljno male kauzalno konveksne okoline U. M je jako kauzalno prostor-vreme ako je jako
kauzalno u svakoj svojoj tacki.

Gornja definicija zapravo znaci da u jako kauzalnim prostor-vremenima svaka tacka p ima proizvoljno
male okoline koje kauzalne krive ili ne napustaju ili koje ta¢no jednom ulaze i jednom izlaze iz tih okolina.
Ovde se odrednica “proizvoljno male” koristi u smislu da je za svaki otvoren skup tatke p € M moguce
na¢i odgovarajucu konveksnu okolinu U iz definicije. Bez ove odrednice, svako prostor-vreme bi se moglo
smatrati jako kauzalnim, zato $to je prostor-vreme M kauzalno konveksna okolina svake svoje tacke .

Jako kauzalna prostor-vremena, dakle, mogu se i drugacije definisati, zahvaljuju¢i lemi u nastavku:
Lema 2.4.1 ([18]) Nekaje M jako kauzalno prostor-vremeip € M. Tada za svaku okolinu U € U (p) postoji
okolina V€ U(p) koja je podskup od U, pri éemu svaka tacka svake kauzalne krive'y : 1 — M pripada okolini
U, ukoliko vazida OI € V.

[

Moze se pokazati da je skup tacaka u kojem je dato prostor-vreme M jako kauzalno zapravo otvoren

skup u M, kao i da je svako prostor-vreme, ¢iji je nosac prost, povezan i otvoren skup jako kauzalno prostor-
vreme (dokazano u [14]).

U [8] se moze se na¢i dokaz tvrdenja da svako jako kauzalno prostor-vreme izdvaja tatke, zasnovano
na ispitivanju geodezijskih kriva svetlosnog tipa na M. Alternativni dokaz sledi na osnovu slede¢e teoreme
(detaljnije u [14]):

Teorema 2.4.4 Neka je dato prostor-vreme M i tatka p € M. Uslov jake kauzalnosti nije ispunjen u p akko
postoje razlicite tacke p i q za koje je ¢ < p tako da vazi implikacija:

<P A(@<y) = x<y, (2.4.1)

za proizvoljne dve tacke x,y € M.
[

Korolar 2.4.1 ([8], [15], [18]) Svako jako kauzalno prostor-vreme predstavlja prostor-vreme koje izdvaja
tacke. Obrnutno ne mora vaZziti.

|

Vise o grani¢nim krivama, C° topologiji prostor-vremena, topologiji Aleksandrova i njihovim vezama

sa jako kauzalnim progtor-vremenima moze se nac¢iu [2], [3], [8], [15] ili [17], ali kako ovi pojmovi nece
igrati ve¢u ulogu u nastavku, ovde ¢e biti reci o uslovu stabilne kauzalnosti.
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Osnovna ideja je da ¢ak i jako kauzalna prostor-vremena mogu omogucavati formiranje zatvorenih
krivih vremenskog tipa pri perturbacijama metrike. Ovakva situacija onda ne bi bila fizi¢ki realisti¢na jer bi
Hajzenbergov princip neodredenosti spre¢avao precizno utvrdivanje oblika metrike u svakoj tacki prostor-
vremena, a pretpostavlja se da bi dobro definisana kvantna teorija gravitacije podrazumevala ispravnost
ovog principa ili neke njene generalizacije (videti [8]). Stoga, da bi prostor-vreme bilo fizicki znadajno,
ono mora imati neku osobinu stabilnosti u odnosu na “bliska” progtor-vremena (bliskost se definige uz
pomo¢ C° topologije definisane na prostoru Lorencovih metrika prostor-vremena):

Definicija 2.4.5 Prostor-vreme (M, g) zadovoljava uslov stabilne kauzalnosti ukoliko metrika g na M ima otvorenu
okolinu U u C° topologiji takvu da je za svaku Lorencovu metriku ¢ € U prostor-vreme (M, g') hronolosko.

Ovo intuitivno znaci da se svetlosni konusi mogu donekle “prosiriti” u svakoj tacki prostor-vremena,
bez da ovo omogucuje konstrukciju zatvorenih krivih vremenskog tipa:

Definicija 2.4.6 Prostor-vreme (M, g) zadovoljava uslov stabilne kauzalnosti ukoliko postoji Lorencova metrika
¢ na M takva da je svaki vektor v kauzalnog tipa u prostor-vremenu (M, g) ujedno i vektor vremenskog tipa u
prostor-vremenu (M, ¢ ):

gv,v) <0 = d(vv) <o.

Gornja osobina se Cesto krace zapisuje izrazom g < ¢ .

Analizi stabilno kauzalnog prostor-vremena moguce je pri¢i i razmatranjem takozvane funkcije vremena
t : M — R. Ovo odgovara intuiciji prema kojoj u fizi¢ki validnom prostor-vremenu mora postojati neki
oblik “globalno definisanog vremena” ili “kosmickog vremena’, u smislu da ono monotono raste duz svake
budude usmerene kauzalne krive ([20]). Ipak, povezivanje uslova jake kauzalnosti sa funkcijom vremena
nije trivijalan rezultat, ve¢ je za to najpre potrebno definisati na prostor-vremenu Borelovu meru ¢ i dve
poluneprekidne, monotono rastuée funkcije hiperzapremina.

U principu se podrazumeva da bi funkcija vremena morala biti neprekidna, mada se u literaturi moze
naiéi i na diskusije vezane za (generalizovane) funkcije vremena sa prekidima (videti, na primer, [18]).
Imajudi ovo na umu, veza stabilne kauzalnosti i funkcije vremena opisana je slede¢om teoremom:

Teorema 2.4.5 ([2], [18]) Za proizvoljno prostor-vreme M sledei uslovi su ekvivalentni:

i. M je stabilno kauzalno prostor-vreme;

ii. Postoji funkcija vremena t, tj. postoji neprekidna funkcija koja strogo monotono raste duz svake buduce
usmerene kauzalne krive;

iii. Postoji temporalna funkcija, tj. postoji glatka funkcija Ciji je gradijent u svakoj tacki prosslo usmeren vektor
vremenskog tipa.

Treba napomenuti da je stabilno kauzalno prostor-vreme moguce jos$ definisati i uz pomo¢ pojma K-
kauzalnosti, ali to ovde nece biti uc¢injeno zbog kompleksnosti matematickog aparata uz pomo¢ kojeg se
ovaj pojam uvodi. Detalji se mogu nadi u [21]. Takode, koristedi gornju teoremu, mogucée je pokazati i da
je svako stabilno kauzalno prostor-vreme istovremeno i jako kauzalno, baziraju¢i se na Lemu 2.4.1. Videti
jos [6]ili [18].

U nastavku se opisuje jo$ jedan uslov kauzalnosti, globalna hiperboli¢nost, koja se najées¢e navodi kao
osnovna, polazna osobina fizi¢ki realisti¢nih prostor-vremena.
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2.5 GLOBALNO HIPERBOLICNA PROSTOR-VREMENA

Globalna hiperboli¢nost prvi put je definisana polovinom XX veka u [23] u kontekstu hiperboli¢nih
diferencijalnih jednacina i nazvana tako jer na globalno hiperboli¢nom skupu N talasna jednacina koja za
izvorima 6 (p), tj. Dirakovu §-distribucijuup € N,imajedinstveno resenje koje nestajeizvan N\ J* (p, N).

Matematicki, osobina globalne hiperboli¢nosti igra analognu ulogu kao geodezijska kompletnost u
Rimanovoj geometriji. Ovo znaci da je svaka maksimalna geodezijska kriva definisana na ¢itavoj realnoj
pravoj, odnosno da je trajektorija svake cestice koja se krece u tom prostor-vremenu potpuno poznata,
neprekidna i dobro definisana, pod uslovom da se znaju podaci o po¢etnom polozaju i brzini.

Fizi¢ki, globalna hiperboli¢nost se povezuje sa Penrouzovom (jakom) kosmi¢kom cenzurom, tj. pret-
postavkom da progtor-vremena koja zadovoljavaju Ajnstajnove jednacine polja (dakle, na kojoj se mogu
primenjivati rezultati i metodologije opste teorije relativnosti) ne dozvoljavaju “o¢igledne” singularitete,
ve¢ da ih na neki na¢in “prikrivaju” od svih posmatraca u tim prostor-vremenima.

Definicija 2.5.1 Podskup N prostor-vremena M naziva se globalno hiperboli¢nim skupom ako su zadovoljeni
uslovi jake kauzalnosti na N, i za svake dve tacke p, q € N vazi da je skup J*(p) N J~(q) kompaktan podskup
skupa N.

Uizvesnom smislu, gornja definicija govoridazap, g € N, gdeje N globalno hiperboli¢an skup, skupovi
J*(p) N ]~ (q) ne sadrze tatke na rubu prostor-vremena, tj. u “beskonaénosti® ili u tatkama singulariteta.

Sledece dve teoreme dokazane suu [8]:

Teorema 2.5.1 Neka je dato prostor-vreme M i globalno hiperboli¢an skup N C M. Ako je N otvoren skup,
onda je on i kauzalno prost skup, tj. za svaki kompaktni podskup K € N vazi da su skupovi ] (K) NN i
J~(K) N N zatvoreni u N.

|

Teorema 2.5.2 Neka je dato prostor-vreme M. Ako su K; i K, kompaktni podskupovi globalno hiperbolicnog
skupa N C M, onda je skup J* (Ky) N ]~ (K,) kompaktan.
[

Zapravo, globalna hiperboli¢nost je definisana u [23] uz pomoé¢ prostora C(p, q) i odgovarajuée topo-
logije na ovom prostoru (videtii[12]). Ovde C(p, q) predstavlja prostor svih neprekidnih kauzalnih krivih
koje povezuju posmatrane tacke p, g € M:

C(p,q) = {A : I» = M | Aje neprekidna buduce usmerena kauzalna kriva izmedupiq}/ ~,

gde I) predstavlja kompaktan interval. Smatra se da dve krive A i y pripadaju istoj klasi ekvivalencije,
A ~ 'y, ako postoji reparametrizacija koja o¢uvava orijentaciju.

Topologija T na C(p, q) tada je definisana na slede¢i na¢in: ako je U C M skup otvoren u prirodnoj
topologiji prostor-vremena, i A je slika krive A, tj. A = A(I3), onda skupovi:

B(U) = {A € C(p,q) | A C U}

¢ine bazu topologije T na C(p, q) ([25]). Tada se otvoren skup N moze smatrati globalno hiperboli¢nim
skupom ukoliko je C(p, q) kompaktno za svako p, g € N. Da je ovo ekvivalentna definicija, posebno se
treba pokazati:

Teorema 2.5.3 ([24]) Neka je ispunjen uslov kauzalnosti na otvorenom skupu N koji zadovoljava jednakost
N = J*(N) NJ~(N). Tada je N globalno hiperboli¢ni skup akko je C(p, q) kompaktno za svako p,q € N.
[
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Jasno je da se jedna karakterizacija globalno-hiperboli¢nih prostor-vremena moze dobiti i na osnovu
ove teoreme, kada se postavi daje M = N, ukom slu¢aju je direktno zadovoljenuslov M = J©(M)N]~ (M).
Ipak, definicija globalno hiperboli¢nih prostor-vremena naj¢esée je data kao u nastavku:

Definicija 2.5.2 Prostor-vreme M je globalno hiperbolicno ako zadovoljava slede¢a dva uslova:

i. M je jako kauzalno prostor-vreme;
ii. Skupovi J*(p) N J~(q) su kompaktni za svako p, g € M.

Ova dva uslova iz definicije su medusobno nezavisna. Drugi uslov (u literaturi nazivan unutrasnja kom-
paktnost) grubo receno govori o nemoguénosti postojanja “rupa” ili “otvora” na prostor-vremenu. Tako
je, na primer, prostor-vreme Minkovskog globalno-hiperboli¢no, dok na primer prostor-vreme dobijeno
oduzimanjem bar jedne (proizvoljne) tacke iz prostora Minkovskog nije.

Takode, 2007. godine je pokazano (videti [22]) da na kauzalnim prostor-vremenima osobina un-
utragnje kompaktnosti implicira jaku kauzalnost, te se u novijim izvorima globalna hiperboli¢nost definise
na kauzalnim prostor-vremenima. Zanimljivo je primetiti da ukoliko se glatkost (tj. dva puta diferencija-
bilna neprekidnost) metrike oslabi samo do neprekidnosti, nepostojanje zatvorenih kauzalnih krivih nije
dovoljno da garantuje daje i relacija < zatvorena, te se ¢esto u tom slu¢aju prvi usloviz definicije zamenjuje
sa ja¢im uslovom (detaljnije u [25] ili [26]).

Nekoliko osnovnih posledica globalne hiperboli¢nosti dato je u nastavku:

Teorema 2.5.4 ([15], [18], [31]) Neka je M globalno hiperbolitno prostor-vreme. Tada za sve kompaktne
skupove A, B C M vazZe tvrdenja:

i. Skupovi J*(A)i] (A) su zatvoreni;
ii. SkupoviJ*(A) N ]~ (B) su kompaktni.

Doxkaz.

i.  Dokaz prvog dela je izveden za skupove oblika J* (p), gde je p € A, jer ukoliko su oni zatvoreni i
njihova unija mora biti zatvorena (a to je upravo kauzalna buduénost skupa A):

Uro :ﬁ(gp) I (a),

i analogno za kauzalnu proslost tacke p.

Dakle, ako se pretpostavi da skup J*(p) nije zatvoren, gde je p proizvoljna ta¢ka iz M, mora posto-
jati neka tacka g € cl(J*(p))\J (p). Neka je sada r proizvoljna tatka iz I (q) i neka je dat niz tadaka
{q,} C J*(p) koji konvergiraju ka q (videti Sliku 2.3).

Budud¢i da je skup I (r) otvorena okolina tacke g, postoji indeks 1y nakon kojeg sve tacke iz niza {q, }
pripadaju i skupu I (r), tj. skupu J~ (r). Tada za svako n > n, vazi:

q, €T (p) N (r),

$to opet znaci da granica ovog podniza pripada odgovaraju¢oj adherenciji:

q € d(J" (p) NI ().
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Slika 2.3: Ilustracija dokaza u prostor-vremenu Minkovskog (levo) i Rindlera (desno).

Medutim, po pretpostavci tvrdenja, skupovi ovakvog oblika su kompaktni, a time i zatvoreni, te je:

acJ (p)NJ (r),

$to je kontradikcija jer je g birano tako da ne pripada skupu J* (p). Dakle, skup J* (p) jeste zatvoren skup.
Zatvorenost se analogno pokazuje i slu¢aju skupa ]~ (p).

ii. ~ Ovoje trivijalna posledica prethodnog dela teoreme, zato $to je svako prostor-vreme po definiciji i
Hauzdorfov, parakompaktan topoloski prostor. Dokaz zato sledi na osnovu poznatih teorema iz topologije.

[
Treba naglasiti da je i osobina globalne hiperboli¢nosti stabilna u smislu da za zadato globalno hiper-

boli¢no prostor-vreme (M, g) postojimetrikag’ >~ gtakodaje (M, ¢’) globalno hiperboli¢no prostor-vreme
(ovo je dokazano u [24]). Stabilnost vazi i u slu¢aju kada je metrika g samo neprekidna ([25]).

2.6 KOSIJEVE POVRSI

Kao $to je nagovesteno na pocetku prethodnog poglavlja, globalna hiperboli¢nost se moze povezati i
sa postojanjem “idealnih hiperpovrsi pocetnih vrednosti” koje se zovu Kosijeve povrsi. One se defini$u uz
pomo¢ pojma neproduzive kauzalne krive:

Definicija 2.6.1 Nekajey : [a,b) — M kriva u prostor-vremenu M. Tacka p € M je rubna tacka (jos se
naziva i grani¢na tatka) krive y ako vaZi jednakost:

lim y(t) = p.

t—b—

Ako je y buduée usmerena (resp. proslo usmerena) kauzalna kriva, tacka p se nazivabuduéa (resp. prosla) rubna
tacka krive y.

Definicija 2.6.2 Kauzalna kriva y se naziva buduce neproduziva ako nema buducu rubnu tactku. Dualno,
proslo neproduziva kauzalna kriva je kauzalna kriva koja nema proslu rubnu tacku, dok se kauzalna kriva
Y : (a,b) — M naziva neproduzivom ako je i buduce neproduziva i proglo neproduziva.

Definicija 2.6.3 Kosijeva povrs za prostor-vreme M predstavlja ahronalan podskup S C M kojem pripada
tacno jedna tacka svake neproduzive krive vremenskog tipa u M.

S tim u vezi, u nekim izvorima (na primer u [ 3 ]) se za Kosijeve povrsi ahronalnost ne navodi u definicijj,
ve( se dokazuje uz pomoc sledece leme, ¢iji se dokaz zasniva na Teoremama 2.3.3 1 2.3.4:

Teorema 2.6.1 ([3]) Podskup S koji sadrzi taéno jednu tacku svake neproduzive krive vremenskog tipa pred-
stavlja zatvorenu ahronalnu topolosku hiperpovrs koju see svaka neproduziva kauzalna kriva.

Zbog ove osobine se Kosijeve povrsi ¢esto nazivaju i Kosijevim hiperpovrsima.
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Moze se takode pokazati da za Kosijeve povr$i S vazi S = OIT(S) = OI (S) (videti [16]), $to na
osnovu Teoreme 2.3.2 znaci da se svaka mnogostrukost M koja sadrzi Kosijevu povr$ moze zapisati kao u
nastavku:

Teorema 2.6.2 Prostor-vreme M koje sadrZi KoSijevu povrs S moze se zapisati u obliku unije:
M=T (S)USUI(S),

pri éemu su skupovi S, I (S) i 1™ (S) po parovima disjunktni.

Veza izmedu globalne hiperboli¢nosti i Kosijevih povrs$i moze se opisati slede¢om teoremom:
Teorema 2.6.3 ([8], [24]) Globalno hiperboli¢no prostor-vreme M sadrZi Kosijevu povrs S.

IDEJA DOKAZA.

Da bi se pokazalo da globalno hiperboli¢no prostor-vreme ima Kosijevu povrs, mora se uvesti Borelova
mera { na M, tako daje u(M) = 1. Za funkcijuf : M — R datu sa:

u )
)= %)

moze se pokazati da je neprekidna, koriste¢i argumente unutra$nje kompaktnosti. Jaka kauzalnost se koristi

kako bi se pokazalo da je f trogo ragtuca funkcija duz svake buduée usmerene kauzalne krive. Stavige, ako
jey : (a,b) — M budule usmerena neproduziva kauzalna kriva u M, onda se moze pokazati da vazi:

lim f(y(t)) =0, i lim f(y(t)) = oo.
tesat tb
Tada je Kosijeva povrs$ S data kao skup opisan sa:

S={peM|f(p) = 1}.
[ |

NAPOMENA. Zapravo se moze pokazati da vazi i obrnuto, da postojanje Kosijevih povrsi implicira globalnu
hiperboli¢nost, ali ¢e to biti uradeno u nastavku, nakon sto se nekoliko pojmova defini$u i njihova svojstva
ispitaju. Takode , funkcija f iz dokaza ovde predstavlja funkciju vremena, videti §tranu 238.

Geroch je 1970. godine (u svom radu [24]) dokazao sledecu teoremu, koja se tice strukture globalno
hiperboli¢nih prostor-vremena (videtijo$ [5]i[32]):

Teorema 2.6.4 Ako je M globalno hiperboli¢no prostor-vreme dimenzije n, onda je M homeomorfno prostoru
R x S, gdeje S topoloska podmnogostrukost od M dimenzije (n—1) izasvakot € Rvazidaje {t} x SKosijeva
povrs.

IDEJA DOKAZA.

Da bi se teorema dokazala, nuzno je uvesti buduée usmereno vektorsko polje X vremenskog tipa na M.
Onda X moze biti “skalirano” tako da je svaka integralna kriva na X dobro definisana za sve vrednosti svog
parametra t, pri ¢emu tacke koje odgovaraju t = 0 pripadaju skupu S.

Svaka tackap € M tada se nalazi na integralnoj krivi koja sece S u ta¢no jednoj tacki g. Ovo omogucava
definisanje preslikavanja p <> (£, q), za koje se posebno dokazuje da je homeomorfizam kakav se trazi u
teoremi.
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Sli¢nim argumentima se pokazuje da vaze i sledece teoreme:
Teorema 2.6.5 ([14], [24]) Akojef: M +— R x S homeomorfizam iz prethodne teoreme, onda je:
i. f(t,S) Kosijeva povr$ za svako t € R;

ii. f(R,s) kriva vremenskog tipa za svakos € .
|

Teorema 2.6.6 ([3], [16]) Svake dve Kosijeve povrsi su homeomorfne.

Kosijeve povrsi S (i generalno potprostori) mogu biti i prostornog tipa u smislu da su svi vektori iz T,S
prostornog tipa, odnosno da su svi vektori normalni na S vektori vremenskog tipa. Tada vazi:

Teorema 2.6.7 ([27]) Neka je M proizvoljno prostor-vreme i neka postoji glatka Kosijeva povrs S C M pros-
tornog tipa. Tada je M difeomorfno prostoru R X S. Stavise, ako je S’ jos jedna glatka Kosijeva povrs prostornog
tipa, onda su Si ' difeomorfne Kosijeve povrsi.

Ove teoreme pomogle su da se Kosijeve povrsi shvate kao projekcije prostor-vremena u nekom zadatom
trenutku. Ovo je ujednoijedan od razloga zbog kojeg se globalna hiperboli¢nost navodi kao osobina fizi¢ki
validnih prostor-vremena, tim pre $to se u klasi¢noj mehanici kinematika i dinamika objekta ispituju nezav-
isno od vremena kada se opservacije izvode, te, dakle, na Kogijevim povriima (prostornog tipa). Zanimljivo
je primetitiida gornje teoreme impliciraju da se celokupna “buduénost” i “proslost” prostor-vremena moze
predvideti (ili sagledati) na osnovu podataka o fizi¢koj situaciji prostor-vremena u nekom trenutku, tj. na
Kogijevoj povrsi tog protor-vremena ([12]).

Zahvaljujudi Kosijevim povrsima, globalna hiperboli¢nost se moze povezati sa funkcijama vremena na
slededi nacin. Sirjektivna funkcija vremena t : M > R naziva se KoSijeva funkcija vremena ako svaki skup
t ~!(c) predstavlja Kogijevu povr§ u M za svako ¢ € R. Sli¢no, Kosijeva temporalna funkcija predstavlja
temporalnu funkciju 7 takvu da svaki skup 7 ~!(c) predstavlja Kosijevu povr$ u M. Tada sledi:

Teorema 2.6.8 ([2]) Neka je dato prostor-vreme M. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

i. M je globalno hiperboli¢no;
ii. Postoji glatka Kosijeva povrs koja je prostornog tipa;
iii. Postoji Kosijeva funkcija vremena t;

iv. Postoji (glatka) Kosijeva temporalna funkcija T, pri éemu su Kosijeve povrsi T~ (c) prostornog tipa.
[

Korolar 2.6.1 ([18]) Neka je (M, g) globalno hiperboli¢no prostor-vreme. Tada postoji izometrija izmedu
(M, g) i prostor-vremena (R x S, g;), gde je S Kosijeva povrs prostornog tipa, a metrika g, definisana na sledeci
nacin:
& =B dT> + &5
pricemujef3 : R x S — R glatka, pozitivna funkcija, T Kosijeva temporalna funkcija i g Rimanova metrika
na svakoj Kosijevoj povrsi T —'(c), ¢ € R, koja se glatko menja sa promenom vrednosti funkcije T .
[

Prethodni korolar znacajan je jer omogucava da se svako globalno hiperboli¢no prostor-vreme posma-
tra kao izometri¢no prostor-vremenu generisanom uz pomo¢ bilo koje svoje Kogijeve povrsi. Cinjenica da
supovrdi 7 ~'(c),c € R, Kosijeve i prostornog tipa bitna je za validnost Ajnitajnovih jednacina polja i
Penrouzove nejednakosti na globalno hiperboli¢nim prostor-vremenima. Detalji su datiu [18] i [29].
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2.7 OBLAST ZAVISNOSTI 1 KOSIJEV HORIZONT

Definicija 2.7.1 Neka je S ahronalan skup u prostor-vremenu M. Tada su buduca oblast zavisnosti D™ (S)
skupa S i prosla oblast zavisnosti D~ (S) skupa S data sa:

D*(S) = {p € M| svaka proslo neproduziva kauzalna kriva iz p sece skup S},
D™ (S) = {p € M| svaka buduce neproduziva kauzalna kriva iz p sece skup S}.

Oblast zavisnosti skupa S tada predstavlja uniju ova dva skupa, D(S) = D™ (S) U D™ (S).

Skup D(S) treba intuitivno shvatiti kao oblast prostor-vremena u kojoj se fizi¢ka situacija moze pred-
videti znajudi fizi¢ku situaciju u tatakama na ahronalnom skupu S. Preciznije re¢eno, ponasanje resenja
hiperboli¢nih parcijalnih diferencijalnih jednacina izvan skupa D(S) nije odredeno poéetnim vrednostima
na skupu S (videti [14], [27] ili [28]), $to je tim pre znacajnije jer se ovom klasom parcijalnih diferenci-
jalnih jedna¢ina i modeliraju fizi¢ka polja u zakrivljenim prostor-vremenima ([12]).

Primeri na Slikama 2.4, 2.5 i 2.6 prikazani su u dvodimenzionalnom prostoru Minkovskog zato sto se
ovde rubovi hronoloske proslosti i budu¢nosti mogu prikazati kao dve medusobno normalne poluprave.
Ovde su kauzalne krive od skupova S do odgovarajucih ta¢aka iz domena zavisnosti prikazane isprekidanim

linijama. Takode, na Slici 2.6 tatka r ne pripada prostor-vremenu, pa je oblik domena zavisnosti drugaciji
nego na prethodnim slikama.

Slika 2.4: Tac¢ke p i q pripadaju skapu DT (S). Buduéi domen zavisnosti prikazan je desno.

Slika 2.6: Tac¢ke p i q pripadaju redom skupovima D' (S) i D™ (S). Domen zavisnosti prikazan je desno.
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Ako je skup S ahronalan, buduci Kosijev horizont se moze shvatiti kao rub skupa D (S). Preciznije:
Definicija 2.7.2 Neka je S C M ahronalan skup u prostor-vremenu M. Bududi Kosijev horizont H™ (S)
definisan je na sledeci nacin:

HY(S) = {p € d(D™(8)) [ I"(p) N D¥(S) = 2} =
= (D™ (S)\I" (D™(8)),
i dualno se definise i prosli Kosijev horizont:
H (S) ={p e d(D°(S)) [T (p) ND"(S) = &} =
— d(D-(S\IF (D™ (5)).

Unija ova dva skupa obelezava se sa H(S) i cesto naziva samo Kosijev horizont (videti Sliku 2.7).

o
O/ X5,
D Q)
9
L wis)ns —I H(S)NS

Slika 2.7: Tipi¢ni oblici Kosijevih horizonta na dvodimenzionalnim prostor-vremenima.

U teoriji relativnosti, Kosijev horizont predstavlja granicu oblasti prostor-vremena koje se moze pred-
videti znajudi fizi¢ko stanje na skupu S. Nekoliko osnovnih svojstava oblasti zavisnostii Kosijevih horizonta
dato je u nastavku:

Teorema 2.7.1 ([12],[14]) Neka je S ahronalni podskup prostor-vremena M. Tada vazi:
i. $C DY(S) CJT(S);
i. DT(S)NI (S) = o;
iii. Akop € DT(S)ondal (p) NIT(S) C D*(S);
iv. ODT(S) = HT(S)US;
v. OD(S) = H(S);

vi. H"(S) je ahronalan skup.

Ako se dodatno pretpostavi da je S i zatvoren skup, moze se pokazati da vazi sledeca teorema:
Teorema 2.7.2 ([12][14]) Neka je S zatvoren i ahronalan podskup prostor-vremena M. Tada vazi:

i. H'(S) je zatvoren i ahronalan skup;

iii. ITT(HT(S)
iv. int(DT(S)
v. int(DT(S)

|
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Definicija 2.7.3 Neka je S ahronalan skup u prostor-vremenu M. Ivica skupa S, u oznaci edge(S), predstavlja
skup svih tacaka p € cl(S), za koje vazi da svaka okolina U, € U(p) sadrzi krivu vremenskog tipa od I (p, U)
do I (p, U) koja ne sece skup S.

@)y \.U);
\ 7 \ /
\\ / \\ /
p\\ u’ y
.
5 7 A J’ ‘\
/ 4

! J
/ A 7 \
J1@)N Uy [N U

Slika 2.8: Tac¢ka p pripada skupu edge(S), za razliku od tacke g.
Svojstva Kosijevih horizonta sada omogucuju da se uvidi da Kosijevi horizonti imaju strukturu sli¢nu
kao ahronalni rubovi (videti Teoremu 2.3.4):

Korolar 2.7.1 ([31]) NekajeS ahronalan skup u prostor-vremenu M. Akoje H (S)\edge(H™ (S)) neprazan,
tada je ovaj skup i zatvorena i ahronalna topoloska hiperpovrs u M.

Teorema 2.7.3 ([8], [12],[14]) Ako je S ahronalan skup u prostor-vremenu M, onda je svaka tacka iz skupa
H"(S)\edge(S) buduca rubna tacka geodezijske krive svetlosnog tipa u H' (S). Ova geodezijska linija je tad ili
proslo neproduziva u M ili ima proslu rubnu tacku na edge(S).

Sledeca teorema povezuje Kosijeve povrsi, oblasti zavisnostii Kosijeve horizonte, te se unekim izvorima
navodi i kao definicija Kosijeve povrsi. Dokaz sledi na osnovu definicija ovih skupova i Teoreme 2.7.1:

Teorema 2.7.4 ([12],[18]) Ako je S ahronalan skup u prostor-vremenu M, onda su sledei uslovi ekvivalentni:
i. SjeKosijeva povrs u M;
ii. D(S) = M;
iii. H(S) = @.
|

Ako se unutrasnost oblasti zavisnosti ahronalnog skupa u proizvoljnom prostor-vremenu posmatra kao
zasebno prostor-vreme, moze se slede¢im teoremama pokazati da je ono i globalno hiperboli¢no:

Teorema 2.7.5 ([8]) Ako je S zatvoren i ahronalan skup u Mip € DT (S)\H™(S), onda svaka proslo nepro-
duziva kauzalna kriva koja prolazi kroz p sete I (S).

Doxkaz.

Nekaje p € DT (S)\H"(S) ineka je y proslo neproduziva kauzalna kriva kroz p. Tada je moguée na¢i
tackuq € DT (S) NI (p) i proslo neproduzivu kauzalnu krivu A koja prolazi kroz q tako da za svaku tacku
x € Apostojitatkay € y zakojujeispunjenoy € I (x). Kakokriva A sece skup S unekoj tackixy € ANS,
mora postojati tatka y, € Y NI~ (S). To znac¢i da kriva y sece skup I (S).
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Teorema 2.7.6 ([8]) Neka je dat zatvoren i ahronalan skup S u M tatka p € int(D(S)). Tada svaka nepro-
duziva kauzalna kriva kroz p sece skupove I (S) i I (S).

Doxkaz.

Na osnovu Teoreme 2.7.1, unutragnjost skupa D(S) data je sa:
int(D(S)) = D(S)\OD(S) = D(S)\H(S) = (D" (S) UD" ())\(H"(S) UH (),

$to znadi da su za proizvoljnu tacku p € int(D(S)) zadovoljeni uslovi prethodne teoreme. Zato i medu
svim proslo neproduzivim kauzalnim krivama koje prolaze kroz p, sve neproduzive krive vremenskog tipa

seku skup I (S).

Sa druge §trane, na osnovu éetvrte stavke iz Teoreme 2.7.2 sledidap € I'(S), te tada svaka neproduziva
kauzalna kriva po definiciji povezuje tacku p sa svojom kauzalnom buduénoséu, tj. sece skup I (p) C I7(S).
Time je dokaz zavrsen.

[
Treba napomenuti da je analogna teorema za p € cl(D"(S)) dokazana u [32]. Sada se moze pokazati:
Teorema 2.7.7 ([6], [8],[14]) Neka je S zatvoren i ahronalan skup u prostor-vremenu M. Tada je:

i. uslov jake kauzalnosti zadovoljen na int(D(S));

ii. uslov unutrasnje kompaktnosti zadovoljen na int(D(S)).

Ova teorema pokazuje da je int(D(S) ), ako se posmatra kao prostor-vreme, globalno hiperboli¢no. Da
bi se pokazala globalna hiperboli¢nost za ¢itav skup D(S), moraju se nametnuti dodatni uslovi:

Teorema 2.7.8 ([8]) Neka je dat zatvoren i ahronalan skup S u M takav da je skup J* (S) N ]~ (S) kompaktan
i da je na njemu uslov jake kauzalnosti zadovoljen. Tada je D(S) globalno hiperboli¢no prostor-vreme.

Sli¢nim se argumentima kao u dokazu prethodne teoreme moze pokazati sledeca teorema:
Teorema 2.7.9 ([10]) Neka je S topoloska hiperpovrs u prostor-vremenu M, koja je akauzalna, tj. za koju
vazi:
p9€S = pifa
Tada je D(S) globalno-hiperbolicno prostor-vreme.
[

Takode, zahvaljuju¢i Teoremama 2.7.4 i 2.7.7, moze se pokazati i drugi smer Teoreme 2.6.3:

Korolar 2.7.2 ([8],[10], [14]) Ako je S Kosijeva povrs u prostor-vremenu M, onda je M globalno hiperboli¢no
prostor-vreme.

Doxkaz.

Korolar sledi direktno ako se primeti da na osnovu Teoreme 2.7.4 vazi da je D(S) = M, kao i da je
0D(S) = H(S) = @. Kakojetadaint(D(S)) = D(S)\0D(S) = D(S) = M, slediidaje M globalno hiper-
boli¢no prostor-vreme, na osnovu Teoreme 2.7.7.

Ova ekvivalencija prostor-vremena sa Kosijevim povrsima i globalno hiperboli¢nih prostor-vremena
jedna je od najpoznatijih, najznacajnijih i najkorisnijih u Lorencovoj geometriji.
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GLAVA 3

TEOREME SINGULARITETA

Ajnstajnove jednacine gravitacionog polja predstavljaju sistem nelinearnih parcijalnih diferencijalnih
jednacina koje povezuju geometriju prostor-vremena (preko Ricijevog tenzora) sa tzv. materijalnim sadrza-
jem tog prostor-vremena (preko tenzora energije-impulsa). Kao takve, da bi se resile po metri¢kim koefici-

primer, savrSena sferno simetri¢na distribucija mase), koje upro$éavaju sistem.

Zanimljivo, prva resenja ovih jednacina (Svarcgildovi Fridmanovmodel) opisivala su prostor-vremena,
koja su sadrzala tacke singulariteta, u kojima su krivina, masa i energija divergirale i postale proizvoljno ve-
like. Stavie, ovi singulariteti nisu bili singulariteti polja definisanih na prostor-vremenu, ve¢ su bili singu-
lariteti samog prostor-vremena, u kojima je bilo kakva fizicka deskripcija bila nemoguca. Iz ovog je razloga
bilo problemati¢no najpre definisati singularitete, naci njihove pokazatelje, pokusati ih klasifikovati, i ispi-
tati koji su to razlozi koji dovode do pojave singulariteta u prostor-vremenu. Ova pitanja i pristupi njihovim
razre$enjima predstavljena su u nastavku.

3.1 Uvob

Singulariteti u Svarcsildovom i Fridmanovom resenju jednacina polja bili su o¢igledni iz odgovarajucih
metrickih koeficijenata, ali su se isprva objasnjavali kao posledica pojednostavljujuceg uslova visokog ste-
pena simetrije prostor-vremena. Sam Ajnstajn je verovao da geometrijska teorija prostor-vremena ne bi
smela sadrzati ovakve neregularnosti, te je objavio nekoliko radova kojima je podrzavao ovakav stav (tada
su i definisani Ajnstajn-Rozenov most i postavljena hipoteza nepravilnog $irenja i sabijanja asimetri¢nog
Univerzuma).

Medutim, situacija se promenila kada se otkrilo da je “singularitet” Svarcsildovog resenja r = 2ym/c
zapravo koordinatni artefakt, te da ga je moguce pogodnom koordinatnom transformacijom otkloniti. Sa
druge strane, singularitetur = @ bio je drugacije prirode iinije mogao biti otklonjen nikakvom transforma-
cijom koordinata. Uz to, Penrouz i Hoking pokazali su da ¢ak i pri dovoljno malom perturbacijom re$enja
ovakvi singulariteti moraju postojati, te je njihova egzistencija na kraju i prihvacena kao generalno svojstvo
geometrije prostor-vremena.

Tada se pristupilo problemu definisanja singulariteta. Za razliku od singulariteta nekog polja defini-
sanog na prostor-vremenu okarakterisanog eksplozijom vrednosti neke komponente polja, ovde treba uoiti
singularitet same metrike, koja je dobro definisana u svakoj tacki prostor vremena. Stoga nijedna tacka sin-
gulariteta ne sme biti deo prostor-vremena, ve¢ mora biti “van” njega. Za singularitet se zato ne moze reci
“kad” ili “gde” se ta¢no nalazi.
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Sa druge $trane, definisanje singulariteta moze takode biti otezano ¢injenicom da divergencije tenzora
krivine (Rimanov tenzor) mogu zavisiti od izbora baze, te $to se ¢ak i invarijante krivine mogu “lepo po-
naati” u blizini singulariteta (npr. Kretschmannov skalar k = RijklRﬁkl, skalar krivine R ili polinomi po
izvodima tenzora krivine). Ipak, ako ove invarijante zaista teze beskonaénogti kad neka koordinata tezi
kriti¢noj vrednosti, to moze biti pokazatelj posebne klase singulariteta, koji se nazivaju singulariteti jakih
krivina i generalno odvojeno razmatraju (videti kradi pregled u [33]).

Klasi¢na definicija singulariteta zasniva se krivama na prostor-vremenu, jer su one objekti koji pripadaju
samom prostor-vremenu, i pokazuju kako se neki posmatra¢ (u smislu teorije relativnosti) kreée u vremenu
i prostoru. U tom slu¢aju bi se singularitet mogao definisati kao tacka u kojoj svaki posmatra¢ “nestane” sa
prostor-vremena u konacnom vremenu. Singularitetom se onda moze nazvati i tatka u prostor vremenu, iz
koje se ¢ini da je sav materijalan sadrzaj trenutno nastao, pre konacno mnogo vremena. Oba ova singulariteta
mogu se tumaciti uz pomo¢ neproduzivih kriva, ¢iji parametar (najéesce sopstveno vreme) uzima vrednosti
iz ogranic¢enog skupa, odnosno ¢iji se domen ne moze produziti na ¢itav skup R. Ovo je u bliskom odnosu
sa geodezijskom kompletnoséu mnogostrukosti:

Definicija 3.1.1 Mnogostrukost M se naziva geodezijski kompletna ako je domen svake neproduzive geode-
zijske krive na M skup realnih brojeva R. Prostor-vreme M naziva se vremenski (resp. prostorno, svetlosno)
geodezijski kompletno ako su sve neproduzive geodezijske krive viemenskog (resp. prostornog, svetlosnog) tipa
na M dobro definisane nad Citavim R.

Zbog gornjih razloga, vremenska ili svetlosna geodezijska nekompletnost generalno se uzima kao kri-
terijum za egzistenciju singulariteta progtor-vremena. Mada ono ne pokriva sve slu¢ajeve (npr. pomenute
singularitete jakih krivina), jasno je da nekompletnost signalizira neregularno ponasanje. Teoreme singu-
lariteta, koje su nastale kao rezultat analize gravitacionog fokusiranja i globalnih svojstava prostor-vremena,
dokazuju ispravnost ovog zakljuc¢ka za $iroku klasu prostor-vremena, i to pri dosta generalnim uslovima.

3.2 JEDNACINA GEODEZIJSKE DEVIJACIJE

Kako bi se argumentovale teoreme singulariteta, neophodno je izvesti jednacinu geodezijske devijacije.
Ova jednacina povezuje tendencije geodezijskih krivih da se priblizavaju ili udaljavaju jedna od druge sa
krivinom mnogostrukosti, te se moze koristiti u opisu dejstva gravitacionih privlacenja.

y(ts)

Slika 3.1: Familija geodezijskih krivih y (¢, s) i tipi¢ni vektori iz oba polja.

Neka je data jednoparametarska familija geodezijskih krivih y (¢, s), takva da je za svako s € R kriva
Y, (t) geodezijska kriva parametrizovana affinim parametrom t. Neka je ova familija glatka u smislu da pos-
toji glatko preslikavanje (t,s) — y (t), lokalno obelezeno kao «'(t, s), sa glatkom inverznom funkcijom.
Tada je na prirodan na¢in mogude definisati dva vektorska polja tangentna na dvodimenzionalnu povrs§ X
generisanu geodezijskim krivama: u/(s, t) = 0x'(s, t) /Ot koje je tangentno geodezijskim krivama (time
vazi (u, Vu') = 0),i X'(s, t) = Ox'(s, t) /Os, koje je tzv. polje vektora devijacije.
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Da bi se jednacina geodezijske devijacije izvela, neophodno je najpre poznavati svojstva ovih polja, od
kojih su najznacajnija pomenuta u slede¢oj teoremi:

Teorema 3.2.1 ([12],[34]) Za vektorska polja u i X vazi da je:
i. (u, X) nezavisno od parametra t, a da je (u, u) nezavisno od oba parametra;
ii. moguce naci afinu transformaciju parametra t tako da uvek vazi relacija (X, Vu*) = 0;

iii. moguce nadi afinu transformaciju parametara tako da vazi (u,X) = 0, za svaku geodezijsku krivu vre-
menskog ili prostornog tipa za koju vazi u* # 0.

Poslednja teorema zapravo govori o tome koliko je korisno praviti reparametrizaciju familije geodezi-
jskih kriva vremenskog ili prostornog tipa, jer se time moze ostvariti da u svakoj tacki elementa ove famil-
ije vektor devijacije bude ortogonalan na tangentne vektore geodezijskih krivih. Primetimo da tada vazi i
(04, O] = 0, $to se svodi na jednakost (X, Vu') = (u, VX').

Radi konciznosti zapisa, neophodno je uvesti sledece oznake:

. vektor priradtaja: X', zakojije (X, u) = 0,

o relativnabrzina: ' = (4, VX') = u*V, X,

. relativno ubrzanje:  a' = (u, V') = (u, V(u, VX')) = w/V,(u*V, X"),

pri ¢emu se onda v' tumaci kao relativna brzina objekta koje se kre¢e duz jedne geodezijske krive, u odnosu
na neku infinitezimalno blisku geodezijsku krivu. Sli¢no tumacenje vazi i za relativno ubrzanje.

Pazljivim raspisivanjem, relativno ubrzanje a' se moze dovesti u vezu sa Rimanovim tenzorom na slede¢i
nadin (Ajnitajnova konvencija sumiranja se i ovde podrazumeva):

a = ujVj(ukaXi) = ujVj(Xka u')
= WV, X" (Veu') + w XV, Ve
= (X'V,u") (V') + W XV, V uf — Ri].kl w XEd
= X'V,(u"Viu') — Ry W X5
= X'V,(u, V') — Ry, w X*dl.

Nakon $to se iskoristi ¢injenica da je prvi ¢lan identic¢ki jednak nuli, direktno sledi jednakost:
a = —Rijkl w Xkl (3.2.1)

Jednacina (3.2.1) naziva se jednacina geodezijske devijacije. Ona omogucava da se krivina posmatra i na
alternativan nacin, jer je na osnovu nje moguée zakljuditi da je ishunjeno a' = 0 za sve familije geodezijskih
krivih ako i samo ako vazi Rijkl = 0, tj. ako je metrika uo¢enog prostor-vremena ravna.

To znaci da geodezijske krive u neravnim prostor-vremenima ubrzavaju jedna prema drugoj ili jedna
od druge, $to na primer ne bi bilo ishunjeno u prostor-vremenu Minkovskog. To takode znaci da ¢e se
¢ak i geodezijske krive (putanje slobodnih objekata), koje su prvobitno bile paralelne, priblizavati ukoliko
postoji gravitaciono privlacenje nekog objekta u prostor-vremenu (npr. zvezde ili planete).
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3.3 KONGRUENCIJE GEODEZIJSKIH KRIVIH

Matematicki aparat teorema singulariteta treba upotpuniti uvodenjem jos nekoliko pojmova, u prvom
redu pojma kongruencije krivih. Neka se zato posmatra mnogostrukost M dimenzije n i otvoren skup O u
M. Vazi sledeca definicija:

Definicija 3.3.1 Kongruencija u O je familija krivih sa osobinom da svaka tatka p € O pripada tacno jednoj
krivoj iz ove familije. Kongruencija geodezijskih krivih u O se naziva geodezijskom kongruencijom u O.

Nije tesko zakljutiti da tangentni vektori na krive neke kongruencije formiraju vektorsko polje na O, a
moze se pokazati (videti npr. [12]) da svako neprekidno vektorsko polje na O generise jedinstvenu kon-
gruenciju krivih. Ako su svi vektori iz ovog polja vremenskog (resp. svetlosnog, prostornog tipa), onda se
odgovarajuca kongruencija zove kongruencija vremenskog (resp. svetlosnog, prostornog) tipa.

Treba naglasiti da ¢e se nadalje krive u kongruencijama smatrati glatkim, jer neprekidnost krivih u kon-

kongruencija moze se opisati i uz pomoc¢ glatkosti odgovarajuceg vektorskog polja:

Definicija 3.3.2 Glatku kongruenciju na O (kauzalnih) geodezijskih krivih cine integralne krive (kauzalnog
tipa) definisane uz pomo¢ glatkog vektorskog polja u na O:

dx® a
ﬁ =u (x),

Glatka vektorska polja u i Bu, gde je [ glatka nenula funkcija, definisu istu glatku kongruenciju.

Neka je sada data glatka kongruencija buduce usmerenih geodezijskih kriva vremenskog tipa na prostor
vremenu dimenzije n. Bez gubitka opstosti se moze pretpostaviti da su geodezijske krive parametrizovane
sopstvenim vremenom T, tako da je odgovarajuce polje u vektora tangentnih na geodezijske krive normal-
izovano, (u, u) = —1. Primetno je da za ovo polje u mora vaziti:

1
Vau=0, i EV(u, u) = (u, Vu) = 0.
Tada je tenzor Byg definisan preko relacije:
Baﬁ = Va ug,

i predstavlja tenzor “prostornog tipa’, u smislu da za njegovo dejstvo na vektore vremenskog tipa iz polja u
vazi Byg u® = 0 = BypuP (videti [12]).

Fizi¢ka interpretacija ovog tenzora moze se uvideti posmatranjem date glatke familije krivih u kongru-
enciji, pri ¢emu je sa X ozna¢eno polje vektora devijacije. Tada se relacija [u, X] = 0 svodi na:

VX = Vyu =X Vgu® = XPg*Vgu, = X g*By, = X"BY,

$to znaci da B; pokazuje dali je polje X paralelno preneseno duz polja u.

Pozitivno definitan simetri¢ni tenzor projekcije hqg asociran jedini¢nom vektoru u dat je sa:
hap ‘= 8qp + talp,
te se preko njega mogu jos definisati:
o skalar ekspanzije: 0 := h® Byg;
. tenzor uvijanja:  Wap ‘= 3(Bap — Bpa);

O Nap.

n—1

« tenzor smicanja:  Gqp = %(Baﬁ + Bga) —
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Znacaj ovih veli¢ina sledi direktno kada se primeti da je B,s moguce zapisati kao:
0
Baﬁ = Wqap + Ggp + mhaﬁa (3-3'1)

koja je, dakle, dekompozicija na tenzore koji su svi ortogonalni na u i ortogonalni jedni na druge, pri ¢emu
Wqp 1 Oqp Nnemaju trag, tj. vazi 0, = 0 = 0. Za generalizaciju gornjih tenzora i dekompozicije na
negeodezijskim kongruencijama videti [32].

No to onda zna¢i da je trag tenzora B dat sa:

0
BY, =040+ Wy = Wy =
n—1 n—1 n—

zato$toje hy, = g% + uug =n+(—1) =n— 1.

Stopa promene veli¢ine BY, = 6 moze se dobiti ukoliko se analizira izraz u"V, Bqg:

uVyBog = u"'V, Vaug = u" Vo Vyug + R?,aﬁ Wus =

= Vu ("' Vyug) — (Vau" ) (Vyug) + R‘Syaﬁ wus =

= V,(u'B,g) — B", Byg + Réyaﬁ uus =

= —BY, Byg + R‘Syaﬁ uus,

odakle se moze zakljuciti da je i:
wVy B = u'V, (§%Bgp) = g 1"V Beg =

= ¢ (=B, Byp + R\ u'us) =
= —B"“Byg + g R’ g uus =
= —B"“B,s — ¢** R6Yﬁ£ uug,

gde poslednja jednakost vazi zato Sto je R, = —Rf,,,. Kontrakcijom se dobija:

u’V,0 = u'V, B, = —B"" By, — g** R6Ya8 uwus =
o}
= —B" Bya — g™ g% Ryyae 'us =
= —B"“B,q — gﬁu Ry u'us =

— —B"*Byq — Ry u'u.
Uvrstavajudi onda izraz (3.3.1) u gornju jednacinu, dobija se:
92

n—

WV, 0 = —

[~ 0"0yq + 00y — Ryy uu’, (3.3.2)

gde su prva tri ¢lana dobijena raspisivanjem izraza B B, koriste¢i svojétva ortogonalnosti, simetri¢nosti
tenzora smicanja i antisimetri¢nosti tenzora uvijanja. Skalari 6¥*Gyq i @Y*®q su pozitivni ([34]).

Ako se sad primeti da je d0/dT = 1"V, 0, jednacina (3.3.2) se moZe zapisati kao:

do 0
at n—1
Ovajednacinazove se Rejsodurijeva jednacina i predstavljaklju¢nujednacinu u dokazima teorema singu-
lariteta, te se sa njom moze pokazati da su singulariteti prirodna pojava u opstoj teoriji relativnosti. Ona

— 6"%0yq + 0" wyq — Ryy ut'u?. (3.3.3)

ima velikog znacaja i u ispitivanju klasi¢nih resenja Ajnstajnovih jednacina polja.
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3.4 REJSODURIJEVA TEOREMA

Sledeca teorema predstavlja prvirezultat koji se tice predvidanja singulariteta pod generalnim uslovima,
i smatra se prvom teoremom singulariteta (objavljena je 1955. godine). Jedna od osnovnih pretpostavki
teoreme jeste da je kongruencija irotaciona u smislu da je tenzor uvijanja jednak nuli, w,s = 0, kaoidaje
tzv. RejSodurijev skalar nepozitivan, Ry, uu” > 0.

Teorema 3.4.1 ([32]) Nekajeu tangentno vektorsko polje irotacione geodezijske kongruencije viemenskog tipa
i neka vazi uslov Ry, uu” > 0. Ako ekspanzija 0 uzima negativnu vrednost O, u nekoj tacki geodezijske krive
iz kongruencije, tada 0 divergira duz te krive u konac¢nom vremenu.

Doxkaz.

Pod pretpostavkama teoreme, RejSodurijeva jednacina (3.3.3) implicira da je:

do 1
— < — 6.
dt = n-—1

Ovo znati da se vrednost ekspanzije 6 smanjuje duz geodezijskih krivih, te da e i ostati negativna

ukoliko je O inicijalno uzimalno negativne vrednogti. Neka je 0 = —0. Na osnovu gornje nejednakosti je:

0 1 - -1
d 6> odnosno: d—'f < n-
dt — n—1 do 0*

Y

te se na 7(6) moze gledati kao na funkciju koja pokazuje u kom trenutku sopstvenog vremena ¢e vrednost
0 biti dostignuta.

Medutim, to implicira da za svako fiksirano 0> é@, gde je éo = —0,, vazi:

7(6) < T<é0>+/né—21dézr<ém>+<n_l> (;_g) R B

$to znacida ¢e ¢akivrednost O = 00, tj. vrednost = —oo, biti dostignuta najkasnije u nekom kona¢nom
trenutku 7., sopstvenog vremena.

Treba ovde naglasiti da ¢injenica da apsolutna vrednost ekspanzije dostize beskona¢nost ne mora sig-
nalizirati postojanje singulariteta u prostor-vremenu, ve¢ da moze samo implicirati singularnost krivih u
kongruenciji, tj. pojavu konvergencije krivih (gravitaciono fokusiranje), u kom slu¢aju se mogu konstru-
isati odgovarajuce obvojnice, tj. kaustike. Ipak, kada se uvedu dodatna globalna razmatranja, egzistencija
singulariteta se moze pokazati.

Bitan uslov u formulaciji Rej$odurijeve teoreme svakako je nenegativnost Rejsodurijevog skalara. Ova
veli¢ina je geometrijska u smislu da zavisi isklju¢ivo od metrike (tj. metri¢kih koeficijenata) i geodezijskih
krivih ukongruenciji. Ipak, ako se pretpostavi da su Ajnstajnove jednacine gravitacionog polja zadovoljene:

8Ty

2 ?

1 . .
RHV:K(TMV—ngT>, gde]eT:T‘LlK: ;

onda je poslednji ¢lan u Rejsodurijevoj jednacdini mogude izraziti kao:

1 1 1
Ry uu’ =K |:Tyv — ETgHV} ' =k {Tuv uu’ — ET(u, u>] =K {Tuv uu” + ET} .
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Medutim, izraz T, u*u” fizicki predstavlja vrednost energetske gustine materije, kako bi ona delovala
posmatracu ¢iji je kvadrivektor brzine u. Zato se generalno smatra da u prostor-vremenu koji zadovo-
ljava Ajnstajnove jednacine i koji ima fizickog smisla mora vaziti da je energetska gustina nenegativna,

Tyy uu” > 0, za svako u" vremenskog tipa. Ova pretpostavka se zove slab energetski uslov.
Sa druge strane, pretpostavka po kojoj vazi:
1
Ty utu” > _ET’

za svako u* vremenskog tipa zove se jak energetski uslov i bazira se na shvatanju po kome pritisci kojima je
materija izloZena ipak nisu toliko veliki da bi RejSodurijev skalar bio negativan. Vredi napomenuti i da su
ove dve pretpostavke matematicki ne zavisne, to jest jak energetski uslov ne implicira nuzno slab energetski
uslov, a ne vazi ni obrnuto.

U slucaju geodezijskih kongruencija svetlosnog tipa, osnovni problem je $to ne postoji jedinstven,
prirodan na¢in na koji bi se normalizovalo tangentno polje na kongruenciji i skalirao afini parametar A ovih
krivih. Ipak, postoji vi$e nacina na koji se mogu postaviti jednac¢ine geodezijske devijacije za geodezijske
krive svetlogtnog tipa (videti [8] ili [14]), kao i jedna¢ina analogna Rejsodurijevoj jednacini (3.3.3):

do 0

d_/lz n—2

gde je k odgovarajuce tangentno vektorsko polje. Moze se pokazati i analogna teorema:

~ya A ~AVa ~
—6"6yq + O Dyq — Ry KUK, (3.4.1)

Teorema 3.4.2 ([12]) Neka je k tangentno vektorsko polje irotacione geodezijske kongruencije svetlosnog tipa
i neka vazi uslov Ry, k“k” > 0. Ako ekspanzija 0 uzima negativnu vrednost 0 u nekoj tacki geodezijske krive
iz kongruencije, tada O divergira duz te krive.

3.5 KONJUGOVANE TACKE

Ispitivanje konjugovanih ta¢aka predstavlja jedan od najelegantijih nac¢ina da se dokaz Hoking-Penrouzove
teoreme singulariteta izvede. Konjugovane tacke definisane su uz pomoc¢ Jakobijevih polja, kao u nastavku:

Definicija 3.5.1 Jakobijevo polje na geodezijskoj krivoj y je vektorsko polje X definisano duz y i ortogonalno
na'y (t. na njeno tangentno polje u), koje zadovoljava jednacinu geodezijske devijacije (3.2.1):

i pi vkl
a = Rj,duXu.

S G2

Slika 3.2: Izvorii ponori kongruencija mogu biti pokazatelji geodezijske nekompletnosti prostora.

Nestajanje netrivijalnog (nenula) Jakobijevog polja, dakle, znaci da tu geodezijske krive u kongruenciji
ne ubrzavaju jedna od druge, ve¢ da sve one imaju jednu zajednicku tacku, za koji se kaze da je izvor ili ponor
geodezijske kongruencije. Zato izvori i ponori kongruencija mogu biti pokazatelji geodezijske nekomplet-
nosti prostor-vremena. Na Slici 3.2 levo, prostor-vreme je geodezijski nekompletno jer mu je oduzeta jedna
tacka (ne pripada mu “vrh” mnogostrukosti). Sa druge strane, na Slici 3.2 desno je prikazano geodezijski
kompletno prostor-vreme, samo je tu doslo do gravitacionog fokusiranja.
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Sada se mogu definisati konjugovane tacke ali i navesti teoreme (dokazane u [32]1i[34] primenom dva
razli¢ita pristupa) o njihovoj egzistenciji:

Definicija 3.5.2 Dve tatke p i q na geodezijskoj krivoj y nazivaju se konjugovanim tackama ako postoji Jako-
bijevo polje duz krive y koje nestaje u tackama p i q.

Teorema 3.5.1 Nekaje M prostor-vreme dimenzije n koje zadovoljava jaki energetski uslov i neka je data geodez-
ijska kriva y vremenskog tipa sa tackom p na njoj, koja predstavlja izvor geodezijske kongruencije. Ako postoji
tacka r = y(7,), takva da je vrednost ekspanzije u njoj negativna, 6, < 0, i ako je y dobro definisana (pro-
duziva) na intervalul = (7, — (n — 1)/16,], T, + (n — 1)/|6,]), onda postoji tatka q € y(I), koja je
konjugovana tacki p.

Teorema 3.5.2 Neka je y geodezijska kriva u prostor-vremenu M, i neka je ispunjen uslov Ry, uu” > 0 duz
ove krive. Ako postoji tatka y(T1) takva da je Ry, utu”(T1) # 0, onda postoje vrednosti To i T, takve da je
To < Ty < Tyidasuy(To)iy(T,) konjugovane tatke, pod uslovom da je'y dobro definisana (produziva) za
ove vrednosti svog parametra.

NAPOMENA. Treba primetiti da prema Teoremi 3.5.1 vazi da ako je p izvor kongruencije te postoji tacka r
na geodezijskoj krivoj kongruencije u kojoj vrednost ekspanzije tezi ka —oo, onda je tacka r konjugovana
tacki p. Da vazi i obrnuto, pokazano je u [32].

Mogu se definisati i tacke koje su konjugovane hiperpovrsima prostornog tipa:

Definicija 3.5.3 Neka je X hiperpovrs prostornog tipa i neka je data kongruencija geodezijskih krivih ortogo-
nalna na X. Tacka p iz ove kongruencije zove se tatka konjugovana hiperpovrsi X ako postoji netrivijalni vektor
devijacije geodezijske krive X # 0 koji nestaje u p.

Istim argumentima kao u slu¢aju parova konjugovanih tac¢aka se pokazuje i da ¢e p biti konjugovanovana
hiperpovrsi X akko ekspanzija kongruencije ortogonalne na X tezi ka —oo u tacki p. Primena Rej$odurijeve
teoreme onda daje teoremu egzistencije konjugovane tacke izmedu p i 2:

Teorema 3.5.3 Neka je M prostor-vreme koje zadovoljava jak energetski uslov, i neka je X C M hiperpovrs
prostornog tipa za koju vazi da postoji tatka q € X ukojoj je ekspanzija negativna, 0, < 0. Tada duz geodezijske
krive y ortogonalne na X, koja prolazi kroz q, postoji tacka p konjugovana hiperpovrsi X, koja se nalazi najvise
udaljena od q za vrednost sopstvenog vremena manjeg od (n — 1) /(0.

U ovom trenutku je nuzno obratiti paznju na duzinu luka geodezijske krive i napraviti analogiju sa
geodezijskim krivama u Rimanovim prostorima. U Rimanovim prostorima, duzina luka krive data je sa:

) = [ Vi = [ oo,

injena interpretacija je nedvosmislena: ona predstavlja ragtojanje izmedu dve tatke odredene parametrima
T, 1T, mereno duzkrive y, koja ih povezuje. Geodezijske krive su onda one duz kojih funkcija duzine L(y)
dostize minimalnu vrednost.
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Situacija se menja u slu¢aju Lorencovih prostora. Ovde je funkcija “duzine” definisana preko relacije:

L(y) =/v|<u,u>(T)IdT=/q\/lgwu“u”(f)ld% (3.5.1)

injena interpretacija uveliko zavisi od kauzalnog karaktera krive y. Specijalno, ako je kriva y kauzalnog tipa
i njeno odgovarajuce tangentno vektorsko polje je dato sa u, onda je izraz g, u* u” nepozitivan. To znaci
da se jednatina (3.5.1) svodi na:

L) = [V = [ g (552

i ona se ¢esto naziva funkcija sopstvenog vremena, jer zaista predstavlja funkciju vremena (u smislu kao iz
prethodne glave), tj. funkciju koja raste duz svake buduée usmerene krive. To znadi da se “rastojanje”
izmedu dva dogadaja koja su kauzalno povezana meri sopstvenim vremenom koje je proteklo izmedu njih.
Zato se ponegde u literaturi funkcija duzine data u (3.5.2) obelezavaisa 7(y), bez opasnosti od zabune.

Klju¢na prednost ove funkcije vremena u odnosu na sve ostale svodi se na to da se ona moze uzeti kao
parametar svake krive kauzalnog tipa. Zato se, na kauzalnoj krivoj y sa parametrom 7, dve tacke p = y(7,)
iq = y(7,) nalaze na medusobnom “rastojanju” jedna od druge koje odgovara razlici parametra krive u
tim tackama:

Liy) =t(y) =7, — 7y, (3.5:3)
i upravo ovo svojstvo omogucava da se prethodne tri teoreme egzistencija konjugovanih ta¢aka mogu isko-
rigtiti u dokazima teorema singulariteta.

Trebajo$ dodatno naglasiti da su na Lorencovim mnogostrukostima krive duz koje funkcija sopstvenog
vremena dostize maksimum (supremum) od vedeg znacaja za analizu, upravo zbog negativne vrednosti
izraza g, u* u” u jednacini (3.5.2). Stavise, u dovoljno fizi¢ki realisti¢nim prostor-vremenima, funkcija
sopstvenog vremena je maksimalna duz geodezijske krive (vremenskog tipa) izmedu dva dogadaja.

Gornji zakljucak se ¢esto ilustruje paradoksom blizanaca: jedan blizanac se nalazi u inercijalnom sis-
temu reference (te putuje geodezijskom krivom vremenskog tipa), a drugi u neinercijalnom sistemu (te
putuje negeodezijskom krivom vremenskog tipa jer na njega uti¢u sile koje nisu gravitacionog porekla).
Naravno, duze je sopstveno vreme izmedu dva referentna dogadaja blizanca koji se nalazio u inercijalnom
sistemu reference.

Na maksimizaciju funkcije sopstvenog vremena moze uticati prisustvo konjugovanih tacaka:

Teorema 3.5.4 ([34]) Nekajey geodezijska kriva viemenskog tipa izmedu dve tacke p i q. Potreban i dovoljan
uslov da y maksimizuje funkciju duZine izmedu p i q u odnosu na glatke, jednoparametarske varijacije krive y
jeste da 'y ne sadrzi konjugovane tacke izmedu p i q.

Teorema 3.5.5 ([32], [34]) Neka jey glatka kriva vremenskog tipa u prostor-vremenu izmedu tatke p € M i
tacke q € X, gde je sa X obelezena hiperpovrs prostornog tipa. Tada 'y maksimizuje funkciju sopstvenog vremena
izmedu p i 2 akko je ona geodezijska kriva ortogonalna na X, bez konjugovanih tacaka izmedu p i .

U slucaju geodezijskih krivih svetlosnog tipa, analogoni prethodne dve teoreme su sli¢no formulisani.
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3.6 HOKINGOVA TEOREMA SINGULARITETA

U prethodnoj glavi je u kontekstu globalne hiperboli¢nosti pomenut i skup svih neprekidnih i buduce
usmerenih kauzalnih kriva izmedu ta¢aka piq € J*(p), u oznaci C(p, q). Na sli¢an nacin se za glatku,
ahronalnu hiperpovr X moze definisati skup C(Z, q) kao prostor svih neprekidnih (budu¢e usmerenih)
kauzalnih krivih od proizvoljne tatke p € X do fiksirane tacke g € J*(X).

Sada se za maksimalnost funkcije duzine u jako kauzalnom prostor-vremenu moze pokazati:

Teorema 3.6.1 ([12], [34]) Neka je M jako kauzalno prostor-vreme i neka se posmatra funkcija duzine L(y)
definisana za svako y € C(p, q). Tada vaze implikacije:

i. Ako funkcija duine dostiZe svoju maksimalnu vrednost za krivu y, tada je y geodezijska kriva bez konju-
govanih tacaka.

ii. Ako funkcija duzine definisanana C(X, q) dostize maksimalnu vrednost za krivu y, onda je y geodezijska
kriva, ortogonalna na X i bez konjugovanih tacaka.

Jaca teorema moze se pokazati za globalno hiperboli¢na prostor-vremena:

Teorema 3.6.2 ([12], [34]) Ako je M globalno hiperboli¢no prostor-vreme, onda postoji kriva y € C(p, q)
na kojoj funkcija duzine dostize svoj maksimum. Ako je, dodatno, 2 Kosijeva povrs prostornog tipa, tada mora
postojati kauzalna kriva y € C(X, q) na kojoj se maksimum funkcije duzine dostiZe.

Gornjim teoremama dobijeni su rezultati uz pomo¢ kojih je mogudée dokazati odredene teoreme sin-
gulariteta. U nastavku sledi formulacija i dokaz tri teoreme egzistencije singulariteta, u smislu geodezi-
jske nekompletnosti vremenskog ili svetlosnog tipa. Cetvrta teorema dokazuje postojanje singulariteta pri
znacajno oslabljenim uslovima.

Prva teorema zove se Hokingova teorema singulariteta i moze se tumaciti kao teorema koja pokazuje
da ako je prostor-vreme globalno hiperboli¢no prostor-vreme koje se nekom fiksiranom vrednosu skalara
ekspanzije $iri, onda je ono moralo nastati iz singularnog stanja (ta¢ke) pre konaéno mnogo vremena:

Teorema 3.6.3 (Hawkingova teorema singulariteta) Neka je M globalno hiperboli¢no prostor-vreme di-
menzije n koje zadovoljava jak energetski uslov, i neka u M postoji Kosijeva povrs X regularnosti bar C%, sa
ekspanzijom 6 < ¢, za neko fiksirano ¢ < 0. Tada nijedna proslo usmerena kriva vremenskog tipa od X ne moze
imati duZinuvecu od (n— 1) /|c|. Specijalno, sve past-pointing geodezijske krive vremenskog tipa su nekompletne.

Doxkaz.

Pretpostavimo da postoji pro§lo usmerena kriva A vremenskog tipa ortogonalna na X, koja po¢inje iz
neke tacke A(0) na X i &ija je duzina ve¢a od T, = (n — 1)/|c|, tj. koja je dobro definisana na intervalu
[—7. — &,0],zaneko € > 0. Nekaje ondap = A(—7, — €). Prema Teoremi 3.6.2, mora postojati kriva
y maksimalne duzine, koja spaja tatku p i Kosijevu povr$ X i ¢ija je duzina zbog osobine maksimalnosti
jednaka ili ve¢a od duzine krive A.

Onda prema Teoremi 3.6.1, kriva Y ne sme imati konjugovanih ta¢aka izmedu p i X. Medutim, kako je,
prema uslovima teoreme, na Kogijevoj povrsi ekspanzija (restrikcija ekspanzije) negativna, prema Teoremi
3.5.3, kriva y bi morala imati konjugovanu tatku izmedu p i %, $to je kontradiktorno. Pocetnakriva A duzine
vece od (n — 1) /|c|, dakle, ne moze postojati.
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Treba naglasiti da se analogna teorema moze dobiti za buduce usmerene geodezijske krive vremenskog
tipa, pri ¢emu odgovarajuca konstanta ¢ mora biti ve¢a od nule. Takva teorema bi, dakle, pokazala posto-
janje bududeg singulariteta na “ragtojanju” najvise (n — 1) /c.

Takode, najjaci uslov u Teoremi 3.6.3 jeste uslov globalne hiperboli¢nosti, te moze delovati kao da
prostor-vreme koje ima pozitiviu ekspanziju pre neée zadovoljavati uslov globalne hiperboli¢nosti, nego
posedovati singularitet. Ipak, uslov globalne hiperboli¢nosti moze da se oslabiti, no tada se mora dodatno
zahtevati da posmatrana hiperpovr$ bude kompaktna, te se dobija zna¢ajno oslabljen zakljucak:

Teorema 3.6.4 Neka je M jako kauzalno prostor-vreme dimenzije n koje zadovoljava jak energetski uslov, i
neka u M postoji kompaktna, ahronalna, glatka hiperpovrs X prostornog tipa, za koju vazi da je edge(X) = .
Neka pritom vazi da je za svaku proslo usmerenu geodezijsku kongruenciju normalnu na X ekspanzija negativna,
tj. nekavazi 0 < ¢ < 0, gde je c maksimalna vrednosti ekspanzije. Tada postoji bar jedna neproduziva past-
pointing geodezijska kriva vremenskog tipa ¢ija duZina ne prelazi vrednost (n — 1) /|c|.

IDEJA DOKAZA.

Pretpostavimo da vazi suprotno, tj. da sve neproduzive past-pointing geodezijske krive vremenskog
tipa imaju duzinu veéu od (n — 1)/|c|. Kakoje M = int(D(Z)) globalno hiperboli¢no, sve pomenute
geodezijske krive prema prethodnoj teoremi moraju biti nekompletne, §to znati da one napustaju Mi seku
horizont H™ (X). Kako je H(X) rub skupa D(X), svaka geodezijska kriva mora se¢i H™ (S) u tatkama koje
se nalaze na ragtojanju manjem od (n — 1)/|c| od hiperpovrsi X. Odavde je H™ (S) neprazno, a kontradik-
cija se dobija kada se pokaze da je H™(S) kompaktno, te sadrzi buduée neproduzivu geodezijsku krivu
svetlosnog tipa, $to je nemoguce za kompaktne skupove u jako kauzalnim prostor-vremenima.

3.7 PENROUZOVA TEOREMA SINGULARITETA

Hokingove teoreme singulariteta govore o nekompletnosti geodezijskih krivih u kosmoloskom kontek-
$tu, i koriste pretpostavku konstantnosti znaka ekspanzije. Naredne dve teoreme pokazuju nekompletnost
geodezijskih krivih svetlosnog tipa u kontekstu relevantnom za gravitacione kolapse. Da bi se do toga doslo,
neophodno je definisati zarobljene povrsi, kao u nastavku.

Posmatra se kompaktna podmnogostrukost X prostor-vremena kodimenzije 2 prostornog tipa. Svaki
normalni progtor ove podmnogostrukosti, oznacen kao [T, x| zap € X, je onda prostornog tipa i dvodi-
menzionalan, $to znaci da dozvoljava dva bududée usmerena pravca svetlosnog tipa ortogonalna na 2, t;.
mogucde je konstruisati dva glatka netrivijalna budu¢e usmerena normalna vektorska polja svetlosnog tipa,
I+ i1_, koji su jedinstveni do na skaliranje pozitivnom konstantnom. Po konvenciji, polje L se naziva od-
lazele vektorsko polje, a I_dolazece vektorsko polje.

Mogu se definisati i takozvane druge forme svetlosnog tipa ) | i X _, koje redom odgovaraju poljima [, i
|_. Zasvako p € X, ove simetri¢ne bilinearne forme )}, : T,X X T,X — R date su sa:
X:(X,Y) =g(Vxly,Y), zasvakoX,Y € T,X.

Ako se od ovih formi uzme trag u odnosu na indukovanu metriku 4 na X, dobijaju se skalari, koji se
nazivaju ekspanzije svetlosnog tipa:

0+ = trn(xy) = W (x.)y = divs(ls),

koje, kao i dosad, fizi¢ki predstavljaju mere divergencije dolaze¢ih i odlazeéih svetlosnih zraka iz X. Bitno
je naglasiti da znak ovih ekspanzija ne zavisi od skaliranja polja [ pozitivnom funkcionelom.
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Ideja iza zarobljenih povr$i moze se sada neformalno ilutrovati uz pomo¢ dvodimenzionalne sfere S
u Cetvorodimenzionalnom progtor-vremenu, koje okruzuje neki objekat O (npr. zvezdu). Neka je sada u
nekom fiksiranom trenutku emitovan svetlosni signal sa povrsine ove sfere. Nakon nekog vremena, izlaze¢i
i ulazedi svetlosni frontovi odgovarace redom sferama S, i S_, kao na Slici.

Slika 3.3: Svetlosni front signal emitovan sa S nakon nekog vremena odgovara sferama S i S_.

U standardnom sluéaju, povrsina sfere S, ée biti veéa od povrsine sfere S (jer odgovara zracima koji
se udaljavaju od objekta), a povrsina sfere S_ manja (jer odgovara zracima usmerenim ka objektu). Medu-
tim, moze se desiti da objekat O ima dovoljnu koli¢inu materije (tj. postoji dovoljno jako gravitaciono
privlacenje) da privla¢i ¢ak i inicijalno odlazeée svetlosne zrake tako da povrsina obe sfere S, i S_ bude
manja od povrsine S, tj. tako da obe ekspanzije svetlosnog tipa budu negativne. U ovom se slu¢aju &
naziva zarobljena povrs. Formalna definicija sledi:

Definicija 3.7.1 Kompaktna podmnogostrukost > kodimenzije 2 prostornog tipa predstavlja zarobljenu povr§
ako su ekspanzije 0 i 0_, koje odgovaraju dolazecim i odlazecim geodezijskim krivama svetlosnog tipa ortogo-
nalnim na podmnogostrukost, strogo negativne u svim tackama iz .

Tipi¢ni primer zarobljene povrsi predstavlja oblast @ < r < rgu n-dimenzionalnom Svarcsildovom
prostor-vremenu, koji se koristi za modeliranje stati¢nih crnih rupa, a dodatni primeri mogu se na¢iiu
Kerovom, Ker-Njumanovom i Rajsner-Nordstremovom prostor-vremenu (detaljnije u [1]). Godine 1983.
je dokazano da zarobljene povrsi moraju nastati kada je dovoljna koli¢ina materije skoncentrisana u do-
voljno maloj oblasti.

Pri odgovaraju¢im uslovim energetske i kauzalne prirode, pojava zarobljenih povrsi signalizira nasta-
janje gravitacionog kolapsa, nakon kojeg se u prostor-vremenu javlja singularitet. Ovo predstavlja imp-
likaciju Penrouzove teoreme singulariteta, objavljene 1965. godine, koja se navodi u nastavku:

Teorema 3.7.1 (Penrouzova teorema singulariteta) Neka je M globalno hiperboli¢no prostor-vreme koje
sadrzi nekompaktnu Kosijevu povrs takvu da za svaki vektor X kauzalnog tipa zadovoljava uslov R, X* X" > 0.
Tada je je M kauzalno geodezijski nekompletno ako sadrzi zarobljenu povrs X.

IDEJA DOKAZA.

Ideja dokaza ove teoreme svodi se na koris¢enje Rejsodurijeve jednacine kako bi se dokazalo da ako je M
kauzalno geodezijski kompletno, onda ahronal rub OI'" (X) mora biti kompaktan skup, a time i kompaktna
Kosijeva povrs. Na osnovu ovoga je moguce pokazati da i 2 mora biti kompaktno, $to je kontradikcija.

Zanimljivo je primetiti da izuzev globalne hiperboli¢nosti, nijedan od uslova prethodne teoreme nije
suvi$e jak. Ako su, naime, Ajnstajnove jednacine polja zadovoljene, uslov R, X“X" > 0 je zadovoljen za
veliki broj prostor-vremena, a kada se posmatra izolovan gravitacioni sitem (npr. sistem u kome se ispituje
gravitacioni kolaps zvezde), uobicajeno je korigtiti modele asimptotski ravnih prostor-vremena, odakle je
pretpostavka da prostor-vreme moze sadrzati nekompaktnu Kosijevu povrs prirodna.
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Poznata varijacija Penrouzove teoreme data je u slede¢em obliku:
Teorema 3.7.2 Neka je M globalno hiperbolicno prostor-vreme koje sadrzi nekompaktnu Kosijevu povrs takvu
da za svakivektor k svetlosnog tipa vazi uslov Ry, k"k” > 0. Neka ovo prostor-vreme dodatno sadrzi i zarobljenu
povrs X, pri cemu je Oy < O maksimalna vrednost obe ekspanzije svetlosnog tipa. Tada postoji barem jedna
buduce usmerena, neproduziva geodezijska kriva y svetlosnog tipa ortogonalna na X, takva da je y(0) € X i
koja je afine duZine manje od 2/|6,|.

[

Znacaj ovih teorema sledi i iz ¢injenice da se ono moze koristiti kako bi se potvrdili i objasnili singular-
iteti koji se javljaju u Svarcgildovom i Kerovom re$enju Ajnitajnovih jednacina polja. Stavise, upotrebom
gornjih teorema se moze pokazati da osobina geodezijske nekompletnosti nije posledica visokog stepena
simetrije reSenja, ve¢ da se mora javiti i pri dovoljno malim perturbacijama metrike.

3.8 HOKING-PENROUZOVA TEOREMA SINGULARITETA

Najjaci uslov u Penrouzovoj teoremi singulariteta je uslov globalne hiperboli¢nosti prostor-vremena.
Medutim, sa dodatnim pretpostavkama, ovaj uslov se moze eliminisati argumentima sli¢cnim kao u dokazu
Teoreme 3.6.4, u kojem slucaju se dolazi do takozvane Hoking-Penrouzvoj teoremi singulariteta. Pre same
teoreme neophodno je definisati slede¢e pojmove:

Definicija 3.8.1 Prostor vreme zadovoljava genericki uslov vremenskog tipa ako svaka geodezijska kriva vre-
menskog tipa u kongruenciji ¢ije je tangentno polje obeleZeno sa u sadrzi barem jednu tacku u kojoj vazi:

Rapys u®u® £ 0.

Definicija 3.8.2 Prostor vreme zadovoljava genericki uslov svetlosnog tipa ako svaka geodezijska kriva svet-
losnog tipa u kongruenciji tije je tangentno polje obeleZeno sa k sadrzi barem jednu tacku u kojoj vazi:

Rapys K% #£ 0 ili  Repys k*kOxPyY £ 0,
za sva vektorska polja x i y normalna na k.

Teorema 3.8.1 (Hoking-Penrouzova teorema singulariteta) Neka je dato prostor-vreme M koje zadovol-
java sledeca Cetiri uslova:

i. Ryyutu’ > 0 za sve kauzalne vektore u;
ii. Ispunjeni su genericki uslovi vremenskog i svetlosnog tipa;
iii. Ne postoje zatvorene krive vremenskog tipa;
iv. Barem jedan od sledecih uslova vazi:
(a) Postoji kompaktan ahronalan skup A za koji vazi edge(A) = &;
(b) Postoji zarobljena povrs u M;
(c) Postoji izvor p € M kongruencije buduce usmerenih (ili proslo usmerenih) geodezijskih krivi svet-

losnog tipa, pri cemu je ekspanzija negativna duz svake krive iz ove kongruencije.

Tada prostor-vreme M mora sadrZati bar jednu nekompletnu geodezijsku krivu vremenskog ili svetlosnog tipa.

Treba naglasiti da su svi uslovi ove teoreme geometrijski uslovi. Nenegativnogti izraza Ry, u“u" pret-
postavlja se da vazi u svakom fizi¢ki realisticnom prostor-vremenu, a generic¢ki uslovi direktno su zadovol-
jeni ako su sve kauzalne geodezijske krive bile pod uticajem gravitacionalnih plimnih sila. Ipak, uz pomo¢
ova dva uslova se moze pokazati egzistencija konjugovanih tacaka na kompletnim geodezijskim krivama.
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Uslov (a), sa druge $trane, ozna¢ava da je prostor-vreme barem u jednom trenutku bilo zatvoreno, dok
fizicki znacaj uslova (b) sledi iz ¢injenice da se zarobljene povrsi formiraju tokom gravitacionog kolapsa
materijalnog objekta. Na kraju, za uslov (c) se moze oéekivati da vazi u velikom broju prostor-vremena
koje kolapsiraju u proslosti ili buduénosti (videti odgovarajuéu diskusiju u [36]).

Takode, u poredenju sa Teoremom 3.6.4, Hoking-Penrouzova teorema singulariteta dodaje hipotezu da
su genericki uslovi zadovoljeni, ali eliminiSe pretpostavku da se univerzum $iri u svakoj svojoj tacki. Kada
se uzme u obzir da se od kauzalnih uslova pominje samo nepostojanje zatvorenih krivih vremenskog tipa,
jasno je da ova teorema ima ve¢u primenu nego prethodne dve teoreme singulariteta. Sa druge strane, i
njen zakljuc¢ak je slabiji u smislu da nije data informacija o tome koja je geodezijska kriva vremenskog ili
svetlosnog tipa nekompletna.

Da bi se ova teorema najelegantnije dokazala, potrebno ju je reformulisati u ekvivalentnom obliku:

Teorema 3.8.2 Neka je dato prostor-vreme M koje zadovoljava sledeca tri uslova:

i. Ryyutu’ > 0 za sve kauzalne vektore u;
ii. Ispunjeni su genericki uslovi vremenskog i svetlosnog tipa;
iii. Barem jedan od sledecih uslova vaZi:
(a) Postoji kompaktan ahronalan skup A za koji vazi edge(A) = &;

(b) Postoji zarobljena povrs u M;

(c) Postoji izvor p € M kongruencije buduce usmerenih (ili proslo usmerenih) geodezijskih krivi svet-
losnog tipa, pri cemu je ekspanzija negativna duz svake krive iz ove kongruencije.

Tada sledeca tri uslova ne mogu sva istovremeno vaZiti:

i. Svaka neproduZiva kauzalna geodezijska kriva sadrzi par konjugovanih tacaka;
ii. Ne postoje zatvorene krive vremenskog tipa;
iii. Postoji ahronalan skup S takav da je J*(S)\I'(S) ili ]~ (S)\I" (S) kompaktan skup.
[

Medutim, u ovom obliku postaje jasnije da se pod datim uslovima u odgovaraju¢em prostor-vremenu
mogu javiti zatvorene kauzalne krive, a ne nuzno singulariteti. Na pitanje da li zatvorene kauzalne krive
mogu na neki na¢in preduprediti nastanak singulariteta delimi¢no odgovara slede¢a Hokingova teorema:

Teorema 3.8.3 Prostor-vreme M nije vremenski geodezijski kompletno ako:

i. Vazi Ry, u'u’ > 0 za sve kauzalne vektore u;
ii. Postoji kompaktna hiperpovrs X prostornog tipa za koju vazi edge(X) = &;
iii. Restrikcija ekspanzije na X je konstantnog znaka.
[

U gornjoj teoremi je uslov na kauzalnost implicitno naveden u uslovu (ii), i ovaj uslov izbacuje iz raz-
matranja brojna akauzalna prostor-vremena. To znaci da pod odredenim kauzalnim uslovima pojava sin-
gulariteta ne moze biti predupredena. Stavige, u kasnim sedamdesetim godinama XX veka je pokazano
da je moguce konstruisati svetlosno geodezijski nekompletno prostor-vreme u kome istovremeno postoje
i zatvorene krive vremenskog tipa. Dakle, ako se konstruiSe prostor-vreme koje ima zatvorene krive vre-
menskog tipa, to ne mora nuzno znaciti da ono nece imati i singularitete.
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3.9 KOSMICKA CENZURA I FIZICKI REALISTICNA PROSTOR-VREMENA

Zaklju¢ak koji prirodno sledi iz prethodnih teorema jeste da postoji velika klasa resenja Ajnstajnovih
jednacina gravitacionog polja koja su singularna. Pritom, ¢injenica da ove teoreme koriste Ajnstajnove jed-
nacine samo da bi naznacile da je gravitacija privla¢nog karaktera pokazuje da bi konstrukcija nove teorije
u kojoj ne bi bilo singulariteta bila izuzetno teska. Sa druge strane, nije ni oc¢igledan odgovor na pitanje da
li moze postojati teorija koja bi bila alternativa opste teorije relativnosti, a koja ne bi sadrzala singularitete.

Glavna poteskoca u prihvatanju postojanja singulariteta jeste to $to se geodezijska nekompletnost aso-
cira sa nemoguc¢nosc¢u da se predvidi budu¢nost na osnovu informacija iz sadasnjosti, jer bi to znacilo da
neki nekontrolisani uticaji iz prostor-vremena mogu uticati na fizicku situaciju. Geodezijska nekomplet-
nost je problemati¢na, dakle, jer je egzistencija neke deterministicke veze izmedu sadasnjosti i buduénosti
podrazumevana i fundamentalna odlika klasi¢nih fizi¢kih disciplina.

Ipak, postoji nekoliko ideja na koji na¢in bi se dobio rezultat koji bi pokazivao da prostor-vremena koja
bi se mogla smatrati kao dobri modeli za na$ Univerzum mogu biti singularna, ali ne “primetno” singularna.
Ove ideje predstavljaju ideje o kosmickoj cenzuri, po kojima singularni karakter prostor-vremena ne utice
previ$e dramati¢no na intuitivno shvatanje determinizma.

Postoji Cetiri razli¢ita pristupa kosmickoj cenzuri:

o Kauzalni pristup, koji se ti¢e pitanja koji posmatra¢i mogu detektovati da je prostor-vreme singu-
larno, gde se “detektovati” koristi u smislu da postoji buduce usmerena kriva vremenskog tipa koja
povezuje posmatrace u dve razli¢ite tacke prostor-vremena. Posmatra¢ bi onda mogao shvatiti da je
prostor-vreme budu¢e nekompletno ako moze detektovati signale koje neprekidno dolaze od drugog
posmatraca koji se kre¢e nekompletnom krivom, pri ¢emu ti signali nakon kona¢no mnogo vremena
naglo prestaju dolaziti.

o Asimptotski pristup, koji pravi razliku izmedu posmatraca, te po kojemu samo “bliski” posmatraci
mogu detektovati singularno ponasanje, za razliku od “udaljenih” posmatraca. Glavni problem ovog
pristupa je konzistentno definisati razliku izmedu ove dve klase posmatraca, mada se ovo donekle us-
pesno moze uraditi u asimptotski ravnim prostor-vremenima, dodavanjem svojevrsnog ruba prostor-
vremenu, koji bi predstavljao skup ta¢aka u “beskonac¢nosti”

« Pristup stabilnosti, koji je baziran na pokusaju da se moguénost percepcije singulariteta analizira na ¢i-
tavim klasama prostor-vremena. Ovaj pristup bi, dakle, podrazumevao rezultat po kome su prostor-
vremena u kojima je moguce direktno posmatrati singularitet “retke” u svojoj klasi, tj. po kome se
“perturbacijom” singularnog prostor-vremena moze dobiti nesingularno prostor-vreme.

o Evolutivni pristup, koji se zasniva na teoremi po kojoj je za svaku zadatu trodimenzionalnu mno-
gostrukost S sa pozitivno definitnom metrikom hy, i simetri¢nim tenzorskim poljima (koji pred-
stavljaju pocetne vrednosti za materijalna polja) moguce kongtruisati odgovarajuce prostor-vreme
u kome je S Kosijeva povrs i u kome su Ajnstajnove jednacine i sve jednacine ogranicenja za polja
materije zadovoljene. Fiksiranjem ovih pocetnih vrednosti moguce je iskljuciti posmatranje onih
prostor-vremena ¢ija je singularnost ostvarena odstranjivanjem skupa ta¢aka iz nekog pocetno nesin-
gularnog prostor-vremena.

Treba napomenuti da jo$ uvek nije jasno da li je neki oblik kosmicke cenzure vaze¢i u op$toj teoriji rel-
ativnosti, kao i da ovo predstavlja aktivno polje rada. Osnovna poteskoca je precizno formulisati i dokazati
tvrdnju o nemogucnosti percepcije uticaja singulariteta, ili putem kontraprimera pokazati da ne postoji
ta¢na tvrdnja koja se odnosi na kosmicku cenzuru.
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Poslednji slu¢aj takode bi bio znacajan, jer ukoliko zaista nije moguce potvrditi postojanje kosmicke
cenzure, to bi moglo znaciti da postoji moguénost direktne opservacije oblasti prostor-vremena u kojima
je krivina vanredno velika, $to bi dalo prilike da se opsta teorija relativnosti (ali i kvantna teorija polja) dalje
eksperimentalno testira i pod ekstremnijim uslovima.

Naravno, ¢ak i ako se prihvati stanoviste da prostor-vreme ima singularitet, koji nije odmah vidljiv ili
koji ne uti¢e znacajnije na fizi¢ku situaciju, i dalje ostaje problem definisati $ta znaci da je takvo prostor-
vreme fizicki realigticno. Drugim re¢ima, pitanje se svodi na to kako utvrditi da li je neko prostor-vreme
sa singularitetom fizi¢ki realisti¢nije (i time bolji model za nag§ Univerzum) od prostor-vremena koje nema
singularitet.

Nazalost, ovo pitanje je jo$ otvoreno, iako vedina istraziva¢a u kontekstu fizi¢ki realisti¢nih prostor vre-
mena prvenstveno isti¢u osobine izotropije i globalne hiperboli¢nosti prostor-vremena, zajedno sa dve srodne
osobine, maksimalnost (neproduzivost) prostor-vremena i neprisutnost rupa. Odgovarajuce definicije slede:

Definicija 3.9.1 Prostor-vreme M je izotropno ako postoji polje u = {u, } cm vektora vremenskog tipa tako da
zasvakop € M, isvaka dvajedinitnavektora G, 65 € T,Mortogonalna na u, postojiizometrija : M — M
koja slika vektor G{ u G, ne uticuéi na tacku p i polje u.

Definicija 3.9.2 Prostor-vreme M je maksimalno ako ne postoji prostor-vreme N, ¢iji je pravi podskup N' C N
izometrican sa M.

Definicija 3.9.3 U prostor-vremenu M nisu prisutne rupe ako ni za jednu hiperpovrs . C M prostornog tipa ne
postoji izometrija @ : D(X) — N, gde je N neko drugo prostor-vreme, takva da vazi (D(X)) # D(@(X)).

Sa druge $trane, svaka od ovih osobina ima razumno objasnjenje, ali i svoje poteskoce:

« Izotropija ilustruje da ne postoji privilegovana pozicija u prostor-vremenu, sto se slaze sa opservaci-
jama po kojima ne postoji preferirani prostorni pravac u nasem Univerzumu. Problem je sto su
konstruisana prostor-vremena koja se ponasaju “priblizno izotropno” proizvoljno dugo, iako su se u
ranim i kasnim fazama formiranja ponasala ek§tremno anizotropno.

« Globalna hiperboli¢nost sluzi kako bi se osigurao deterministi¢ki poredak u prostor-vremenu. Ipak,
ovo je veliko ogranic¢enje za metriku prostor-vremena, jer ako u njemu postoji bar jedna tatka u kome
metrika nije C! regularnogti, to moze znaciti da prostor-vreme nije maksimalno.

o Maksimalnost prostor-vremena osigurava da posmatra¢ neée naglo nestati jer je njegova svetska lin-
ija nai$la na “rupu” u prostor-vremenu. Uprkos tome, ekstenzija nekog prostor-vremena ne mora
zadrzavati njene (lepe) globalne osobine, a ne mora ¢ak biti ni jedinstvena. Nije jasno koji suidali
postoje kriterijumi za odabir privilegovane ekstenzije.

o Neprisutnost rupa je neophodno kako ne bi doslo do spontanog pojavljivanja singularnosti koji nisu
izazvani nikakvim dramati¢nim degavanjima (npr. kolapsima) u progtor-vremenu. Poteskoée u vezi
sa ovom osobinom zasnivaju se na ¢injenici da postoje maksimalna, globalno hiperboli¢na prostor-
vremena u kojima su prisustne rupe. Takode, nema svako prostor-vreme u kome ne prisustvuju rupe
maksimalnu ekstenziju sa istom osobinom.

S tim u vezi, u nekim radovima se i lokalna osobina zadovoljavanja Ajnstajnovih jednacina smatra fizicki
realisti¢cnom osobinom. Ovo bi prakti¢no znacilo da bi se slabi ili jaki energetski uslovi mogli smatrati triv-
jjalno zadovoljenim ukoliko se razmatra fizi¢ki realisti¢no progtor-vreme, alije u [ 37] pokazano da, uprkos
mozda intuitivnoj pretpostavci, prostor-vremena koja zadovoljavaju prethodnih ¢etiri osobine ne moraju
uopste zadovoljavati Ajnstajnove jednacine.
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Radi zaokruzenosti teme, treba naglasiti da se u nekim radovima (videti pregled u [39]) diskutuje i
znadaj dodatnih osobina (kauzalna regularnost, kauzalna benignost, kompaktna generisanost Kosijevog
horizonta i kauzalna zatvorenost), ¢ijom daljom analizom bi se mozda moglo do¢i do precizne formulacije
definicije fizi¢ki realigtiénog prostor-vremena.

Jasno je, dakle, da se (globalne) osobine fizi¢ki realigtiénog prostor-vremena mogu nalaziti u razli¢itim
odnosima, $§to se moze ilustrovati neobi¢nim primerima. Jedan zanimljiv zaklju¢ak moze se videti i iz
posledice Teoreme 3.8.3, prema kojoj je prostor-vreme, koje zadovoljava uslov hronologije, jak energetski
uslovioba generic¢ka uslova, geodezijski nekompletno akko sadrzi kompaktnu Kosijevu povrs. Ako se tome
doda ¢injenica da je 2008. godine (u [38]) pokazano da je postojanje ovakve Kosijeve povrsi neophodan
uslov da bi se budu¢i dogadaji prostor-vremena mogli predvideti, dolazi se do zaklju¢ka da je predvidanje
mogucde u fizi¢ki realisticnom prostor-vremenu ukoliko su prisutni singulariteti.

Na osnovu dosad re¢enog, jasno je da je pitanje fizi¢ki realisti¢nog prostor-vremena daleko od odgov-
ora, a dodatnu komplikaciju predstavlja i eksperimentalno potvrdjivanje Cetiri svojstva fizicki realisti¢nih
prostor-vremena. Naime, u [35] ili [40] se sugeriSe da ¢ak i ako su sva Cetiri uslova ispunjena u nasem
Univerzumu, to nikakvim eksperimentom nece biti moguce pokazati. Nasuprot tome, izostanak bilo koje
osobine bi mogao biti lako identifikovan.
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ZAKLJUCAK

Our feeble attempts at mathematics enable us to understand a bit of the
universe, and as we proceed to develop higher and higher mathematics
we can hope to understand the Universe better.

Paul Dirac (1902-1984)

Na osnovu svega dosad re¢enogi svih argumenata dosad izlozenih, jasno je da teorija kauzalnosti pred-
$tavlja jedno od najmoc¢nijih matemati¢kih aparata za primenu u analizi geometrije prostor-vremena. Zah-
valjujuéi njenim metodama je lako uvideti da jednostavnom promenom ili perturbacijom metrike moze da
se menja ne samo nacin merenja ratojanja izmedu dve tacke, ve¢ i kauzalni karakter njenih vektora, krivih,
potprostora. Ovakva promena onda moze drasti¢no uticati na oblik svetlosnih i vremenskih konusa, na
relacije kauzalnosti, definiciju kauzalnih kriva, oblik ahronalnih skupova i Kosijevih povrsi, $to opet moze
dovesti do takvih promena kauzalnih svojstva samog prostor-vremena koje bi dozvoljavale pojave koje nisu
ni fizi¢ki validne.

Zato je metrika jedna od centralnih pojmova u psedo-Rimanovoj i Lorencovoj geometriji, i u ovom
radu se nastojalo istaknuti njen znacaj ukazujudi na kauzalne osobine izvedenih prostor-vremena i promene
na kauzalnogti koje mogu nastati njenom perturbacijom. Potom je znacaj fundamentalnih koncepta teorije
kauzalnosti izlozen i njihova zanimljivija svojstva, kao i svojstva ponasanja objekta ili posmatraca na odgo-
varaju¢im prostor-vremenima, ispitana. Na kraju je dat pregled znacajnijih teorema singulariteta, gde je
naglaseno koliko je pojava singulariteta oc¢ekivana posledica u dosta generalnoj klasi prostor-vremena. Usle-
dela je diskusija prisutnosti singulariteta u fizi¢ki realisti¢nim prostor-vremenima i krace objasnjenje pote-
$koca na koje istrazivaci nailaze prilikom pokusaja definisanja fizi¢ki realisti¢nog prostor-vremena.

Nekoliko mogu¢ih pravaca daljeg istrazivanja ve¢ je pomenuto u radu, u prvom redu one koje se ticu
diferencijabilnosti metrike. Naime, opsta teorija relativnosti je tradicionalno podrazumevala rad sa glatkim
metrikama, a ovo je kasnije generalizovano radom sa metrikom koja je po delovima regularnosti C2, ali koja
je lokalno samo C'. Kasnije je pokazano da brojni rezultati Lorencove geometrije vaze i ukoliko je metrika
regularnosti C?, a u skorije vreme i ako je regularnosti C!. Ova klasa, naime, garantuje jedinstvenost
re$enja geodezijske jednacine, pritom ne uzrokujuci patoloska ponasanja vezana za svojstva kauzalne kon-
veksnogti. Pritom, C* diferencijabilnost metrike se dugo smatrala minimalnim uslovom na regularnost
metrike (i nekada eksplicitno navodila) u formulacijama teorema singulariteta, pa je pitanje da li je ovaj
uslov moguce oslabiti bilo prirodno. Potvrdan odgovor na ovo dat je u godini pisanja ovog rada, kada je
Hokingova i Penrouzova teorema singulariteta dokazana za slu¢aj metrike regularnosti C*'.

Sli¢no tome, Hoking-Penrouzova teorema singulariteta generalizovana je i upotpunjena Gerohovom,

Ganonovom, Tiplerovom i Krileovom teoremom singulariteta, te bi se paznja mogla posvetiti pokusaju
njihovom uopstenju za slu¢aj metrike nize regularnosti.
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Aktuelni problemi vezani za teoreme singulariteta ticu se ispitivanja uticaja ili znacaja tacke singular-
iteta u prostorima koje dozvoljavaju zatvorene krive vremenskog tipa, te se nastoji dati odgovor na pitanje
dali se prostor-vremena u kojima postoje zatvorene krive vremenskog tipa i koje zadovoljavaju Ajnstajnove
jednacine (npr. Gedelovo prostor-vreme) mogu klasifikovati kao fizi¢ki realiti¢na.

Istrazivaci se takode bave problemom generalizacije osobine globalne hiperboli¢nosti definisudi poj-
move kao $to su pseudokonveksnostiispitujudi geodezijsku kompletnostiigeodezijsku povezanost prostor-
vremena. Veliki napori se ulazu i u to da se nadu precizni analogoni nekih klasi¢nih teorema iz Rimanove
geometrije.

Znacajno je napomenuti da su u skorije vreme dobijeni znacajni rezultati i u oblastima koja se ti¢u
K-kauzalnosti, Zajfertovom relacijom, topologijom Aleksandrova, topoloskim ekvivalencijama na Loren-
covim prostor-vremenima, kauzalnih i konformalnih rubova, kao i globalne hiperboli¢nosti u standardnim
stacionarnim prostor-vremenima.

Jos otvorenih problema u Lorencovoj geometriju mogu se naci u analizi hiperpovrsi prostornog ili svet-
losnog tipa i njihovih singulariteta, kao i odgovaraju¢ih Kosijevih horizonta. Takode se radi na ispitivanju
obvojnica familije hipersfera u prostor-vremenu, ahronalnih granica, svojstva sfera i horosfera u prostor-
vremenu, osobinama konveksnosti i krutosti prostor-vremena, te nejednakosti srednjih krivina. Intere-
santno je da se prethodni pojmovi mogu dovesti u vezu sa kosmoloskom konstantom (i gravitacionim ta-
lasima), te pruziti alternativan pogled na odredene klase redenja Ajnstajnovih jednacina.

Gornja lista otvorenih pitanja dovoljna je da se stekne utisak o op$irnosti teme i brojnosti mogucih
pravca itrazivanja u Lorencovoj geometriji. Vidljivo je da je u 100 godina, koliko je proslo od objavljivanja
Ajn3tajnove opste teorije relativnosti (u trenutku pisanja ovog rada), geometrija progtor-vremena znaca-
jno razvijena, te da se na njoj jo$ uvek radi. Uz to, bogatiji repertoar sve ta¢nijih astronomskih instrume-
nata i njihova zapazanja, izvor su inspiracije za istrazivace i vidljiv je trend kooperacije medu astronomima,
kosmolozima, teoretskim fizi¢arima i matemati¢arima. Ujedinjeni napori stru¢njaka iz diferencijalne geo-
metrije, teorijske fizike, kvantne mehanike i kvantne teorije polja daju nade da ¢e kompletan, precizan i
sistemati¢an opis naseg Univerzuma biti prezentovan u predstoje¢im godinama.
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