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Neki aspekti teorije igara i njihova primena u ekonomiji

1.UvVOD

Teorija igara je oblast primenjene matematike koja je zvani¢no pocela da se razvija 40-ih godina
XX veka, premda je u tragovima uocena jo$ u delima grckih filozofa, spisima raznih vojskovoda tokom
srednjeg veka , a narocito u 18. veku kada su njeni koncepti koriséeni za analizu salonskih igara kartama.
Najsire re¢eno, ova grana matematike se bavi neizvesno$éu u odlucivanju nastalom kroz interakciju
razli¢itih subjekata, i ona nastoji dati odgovor na pitanje koja je najbolja strategija za svakog pojedinca,
u uslovima koje diktira situacija u kojoj se oni nalaze. Zbog Sirine i primenljivosti problema na koje
pokusSava nadi odgovor teorija igara je brzo uspela da pronade put do mnogih naucnih disciplina, te je
danas njena primena u ekonomiji, politici, evolutivnoj biologiji, botanici kao i mnogim drustvenim
naukama vise nego osetna.

Rad koji je pred vama svojim najveéim delom pokusSava razjasniti osnovne koncepte teorije
igara, prvenstveno u cilju naglasavanja bogate primene koju ova teorija ima u ekonomiji, a kojoj ¢e se
takode naci mesta na ovim stranicama. Ipak, ideja ovog rada nije samo u tome da u potpunosti isprati
svoj naslov, ve¢ da se pozabavi i samim odnosom dve nauke — matematike i ekonomije, za koje je upravo
teorija igara jedna od najznacajnijih tacaka preklapanja. Stoga je ideja njegovog pisanja bila stvaranje
jedne zaokruzene celine koja ce i postaviti pitanja o pomenutom odnosu i pokusati na njih dati odgovor,
kako kroz interpretaciju tudih i priznatih radova, tako i kroz samostalan rad autorke.

Prvi deo rada predstavlja diskusiju o tome koliko uspesno jedna egzaktna nauka kao Sto je
matematika moZe opisati ekonomske pojave i zakonitosti, te da li i u kolikoj meri ekonomisti osecaju
znacaj povezivanja ove dve nauke. Kao temelj ove pocetne diskusije, koris¢ena su naucna istraZivanja
obavljana u vidu anketa 80-ih godina proslog veka, ali upravo ¢e ova ideja, kasnije cete se uveriti, biti
temelj za samostalan rad autorke rada kojim ¢e u njegovom poslednjem delu pokusati izloZiti trenutnu
situaciju u odnosu dveju nauka.

Potom, kroz poglavlja 3 i 4 rad ¢e se baviti ne samo gorepomenutom teorijom igara, vec i teorijom
racionalnog izbora, ali ne samo zato Sto je ona svojevrsan temelj teorije igara, veé i zato $to teorija
racionalnog izbora predstavlja reprezentativan primer “matematizacije” ljudske psihologije, i samim tim
manifest da se mnogi na prvi pogled izrazito nematematicki problemi vrlo uspeSno mogu matematicki
modelirati.

Poglavlje 5 rezervisano je za ekonomske modele i ono predstavlja dokaz da se nacin funkcionisanja
trziSta moZe veoma uspesSno modelirati pomodu teorije igara, bilo da su na trZistu dva ili vise aktera.
Ovde ce biti prikazana tri razli¢ita modela kojima se nastoji objasniti trka izmedu subjekata na trzistu, a
bi¢e predstavljena i detaljnija ekonomska analiza pojave inflacije, koja ée paralelno biti objasnjena i sa
stanovista teorije igara.

Na samom kraju, ponovo ¢e se pokrenuti tema odnosa matematike i ekonomije, ali ¢e ovog puta
ona biti utemeljena na sopstvenim istraZivanjima autorke i njenom pogledu na trenutnu perspektivu
koju matematika ima medu ekonomistima. Ovaj finalni deo rada bi¢e ujedno i poslednji korak u
pokusaju da se Citaocu obezbedi potpuna slika o odnosu izmedu dve nauke, te da se on indirektno ubedi
da matematika, i pored skepticizma koji vezano za njenu primenu u drustvenim naukama
postoji,raspolaze sa dovoljno alata da opise najrazliCitije ekonomske pojave. Koliko je rad u ispunjenju
svog cilja bio uspesan, prosudic¢e upravo njegov Citalac.
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2. MODELIRANJE EKONOMSKIH POJAVA

2.1 Uloga matematike u ekonomiji

Ekonomija je drusStvena nauka koja se, u najSirem smislu, bavi ponasanjem grupa i pojedinaca
koje za cilj ima postizanje Zeljenih ciljeva (profita) uz sto manju potrosnju postojeéih resursa. Na
ekonomisanje kao skup aktivnosti preduzetih zarad ostvarenja gore navedenih ciljeva ljudi su bili
primorani jo$s u doba Mesopotamije, anticke Gréke i antickog Rima. Vec¢ 4 veka pre Hrista pojavila su se
prva dela Ksenofana, Aristotela i drugih filozofa koja nam svedoce o zaista dugoj istoriji ekonomske
nauke. Kroz discipline poput politicke ekonomije, marksizma, neoklasicizma itd. ekonomija se razvijala
do dan danas, medutim i pored duge i burne proslosti, i dalje se smatra da ova nauka ne samo da nije
dostigla svoj vrhunac, ve¢ da je od njega jos uvek miljama daleko.

Mnoge oblasti ekonomske nauke su bar u nekoj fazi svog razvoja posegle za matematickom
interpretacijom. Od pre 50-ak godina pa do danas, upotreba matematike u ekonomiji znacajno je
porasla, kako kada je u pitanju edukacija ekonomista tako i kada su u pitanju naucéna istrazivanja.
Statisti¢ki podaci' kazu da je samo u periodu od 1951. do 1978. godine broj stranica koje sadrze
matematicke jednacine u Casopisu AER (American Economic Review) izdatog od strane Americkog
UdruZenja Ekonomista (American Economic Association) porastao sa 2.2% na cak 44%, sto svedoci o
veoma primetnoj ekspanziji koriS¢enja matemati¢kih alata. Danas je taj procenat joS vedi, i to
prvenstveno zahvaljujuéi najvecoj sponi izmedu matematickih i ekonomskih disciplina i prema mnogima
najznacajnijoj vestini modernog doba — statistici, ¢ija je sustinska uloga u analizi ekonomskih pojava i
njihovoj povezanosti neosporna ¢ak i od strane ekonomista. Posle statistike (Ciji doprinos ekonomiji u
ovom radu neée biti razmatran), najznacajniji i neosporan doprinos razvoju ekonomije donela je teorija
igara koja je dala fundamentalna objasnjenja za mnoStvo ekonomskih pojava. Ipak, koliko su druge
matematicke discipline zaista doprinele razvoju i prosperitetu ekonomije predmet je diskusije i dan
danas. Naravno, skeptici su uvek ekonomisti, medu kojima ima kako onih koji su u velikoj meri prihvatili
matematiku kao glavni alat za prezentovanje i reSavanje ekonomskih problema, tako i onih koji ¢vrsto
stoje iza tvrdnje da je ekonomija kompozicija nekoliko fundamentalnih principa i velikog broja zakljuc¢aka
koji su nastali iz opservacija, odnosno empirijski, i koji se zadovoljavaju da na ovaj nacin istrazuju i bilo
kakve budude pojave. [5]

Za skepticizam kada je u pitanju primena matematike u ekonomiji svakako ima mesta, i to je
¢injenica koju ni sami matematicari ne mogu osporiti. Argumenti koji se najé¢esce prvi €uju jesu vezani za
fundamentalnu razliku izmedu ove dve nauke, a to je Cinjenica da u ekonomiji kao drustvenoj nauci
ljudski faktor ima teZinsku ulogu, te da ,plasticne” matemati¢ke formule nemaju moé prepoznavanja
navodno nemerljivog psiholoSkog faktora. Ovo su ipak argumenti bez pravog pokriéa, jer su Cinjenice da
je matematika vekovima unazad re3avala slicne probleme u biologiji, ali i da je problema naizgled
,nhemogucih za matematicki predstaviti“ oduvek bilo i u hemiji i fizici, naukama ¢iji temelj matematika
predstavlja od davnina. Naravno, i pored svega pomenutog, skeptici bi i dalje nasli prostora za
negodovanje tvrdnjom da se ekonomija ipak ne moZe porediti sa biologijom, hemijom ili fizikom,
medutim vec teorija racionalnog izbora, kojom se na jedan vrlo efikasan i prilicno jednostavan nacin
matematicki objasnjava ponasanje pojedinca u ekonomskom odlucivanju, vrlo elegantno pobija svaku
sumnju u netacnost gore navedenih argumenata protiv upotrebe matematike za predstavljanje tzv.

! Podaci su uzeti iz istraZivanja preduzetog od strane Herbert Grubel i Lawrence A.Boland, zaposlenih na
Departmanu za ekonomiju, Univerzitet Simon Fraser, Britanska Kolumbija, Kanada. Istrazivanje je sprovedeno u
vidu upitnika koji je prosleden profesorima ekonomije Sirom Sjedinjenih Americkih Drzava i Kanade, a koje je za cilj
imalo da proceni korisnost i cenjenost matematickih istrazivanja u ekonomiji. Rezultati ovog upitnika koriséeni su
kao potpora ¢lanku pod nazivom ,On the Efficient Use of Mathematics in Economics: Some Theory, Facts and
Results of an Opinion Survey”, u kome se diskutuje na temu ,optimuma“ upotrebe matematike u ekonomiji.
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ljudskog faktora ekonomske nauke. Povrh svega, Cak i da matematika veé nije pronasla reSenja za
probleme pomenutog tipa, bilo bi u najmanju ruku nezrelo tvrditi da se ona prema ekonomiji ne moze
ophoditi kao prema ranije ,savladanim” naukama, jer zar nije racionalno u bilo kom istrazivanju prvo
krenuti od tehnika koje su se ranije pokazale uspesnima, pa tek ako one zakazu, pokusati sa novim
idejama?

Vrlo ¢est argument protiv upotrebe matematike je i ¢injenica da ekonomija sama po sebi i dalje
nije dostigla vrhunac svog razvitka, pa kao takva predstavlja vrlo nestabilnu podlogu za primenu
egzaktne nauke poput matematike. Doduse, neke oblasti ekonomske nauke veé su dostigle nivo
dovoljan da mogu biti u potpunosti protumacene, i tu primena matematickih alata uopste nije sporna. O
tim ¢e aspektima ekonomske teorije jos biti reci u poslednjem poglavlju ovog rada. Ipak, neke druge
pojave u ekonomiji i dalje nisu u potpunosti objasnjene i kao takve one daju premalo prostora za
formiranje matematickih modela. Upravo zbog ljudskog faktora koji je sadrian u skoro svakom
predmetu ekonomskog istraZivanja, predvidivost u ekonomiji, kao uostalom i u svakoj drustvenoj nauci
nikada nije potpuno osigurana, i samim tim razvoj ove nauke ne moZe se desavati brzo kao Sto se to
desavalo npr. u fizici. U mnogo ekonomskih bransi zapravo najveci problem predstavlja definisati
problem, upravo zbog nepredvidivosti ogromnog broja faktora koji na njega utiCu. Kako matematika
uvek krec¢e od jasne definicije, logi¢no je onda da upravo u ovim oblastima nema narocite nade za
koris¢enje matematickih alata, barem za sada kada je nedostatak konkretnih pocetnih uslova na osnovu
kojih se matematicka zakljucivanja mogu izvesti i dalje nenadoknadiv. Kao posledica navedenog, namece
se misljenje da je imperativ deskriptivhe ekonomije upravo raditi na razjasnjavanju pocetnih problema
koji to i dalje nisu, tek posle koga moze doc¢i do primene matematike na nivou ozbiljnijem od pukog
nabrajanja nepoznatih veli¢ina i jednacina bez pravog redosleda, smisla i bilo kakve detaljnije analize.

| pored svega do sada iznetog, mozZe se reéi da su mnogi ekonomisti ipak vrlo Cesto
paradoksalni u nameri da ne prihvate konstruisanje matemati¢kih modela u svom radu. S jedne strane,
oni to neprihvatanje argumentuju Cinjenicom da im ,matematika samo oteZava nalin zapisa svega
onoga Sto su i bez nje vec ustanovili“, a da pritom ne daje odgovore na pitanja koja su bila poznata i pre
nje, a kojima se takode nije znao odgovor. Takode, ¢esto se moZe Cuti da je potrebno isuvise vremena
posvetiti razmatranju koliko dobro model zapravo opisuje realnu situaciju, Sto je krajnje neoptimalno u
slucaju da se na kraju ispostavi da model nije dobar, i da u nedostatku metoda savremene statistike
(koju ekonomisti uglavnom prisvajaju kao deo svoje naucne oblasti, a ne kao deo matematike) skoro pa
nije moguce ispitatu valjanost modela. Ipak, bas zbog toga Sto matematicki modeli u velikoj meri
uproscéavaju realan svet, njihovo detaljnije razmatranje bi mozda upravo moglo biti odsko¢na daska u
rangiranju faktora koji uticu na ekonomske pojave i odlucivanju koji su od njih presudni a koji od
marginalnog znacaja, Sto bi svakako pospesilo napredak ekonomije kao nauke. [3, 11]

Argument koji sa sobom nosi najveéu dozu sujete je taj da eksperti drugih naucnih disciplina, a
samim tim ni ekonomisti ne vole da koriste matematiku jer se deSava da problem formulisan od strane
jednog nauc¢nika moZze imati potpuno istu matematicku formulaciju kao potpuno drugaciji problem
definisan od strane nekog drugog. Ovo ¢e biti ilustrovano primerom:

Primer 2.1.1: [12] Posmatrajmo populaciju sacinjenu od identic¢nih organizama ¢ija reprodukcija se
deSava istovremeno kod svih jedinki. Matematicki model za ovakav proces reprodukcije Cini obi¢na
diferencijalna jednacina oblika

dp

— =bhH-P
dt b

gde je P = P(t) populacija u momentu t, dok je b stopa radanja.
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Sada éemo u populaciji P umesto radanja posmatrati umiranje. Preciznije, posmatra¢emo situaciju u
kojoj nema radanja, a svaka jedinka u svakom momentu ima pozitivhu verovatnoéu umiranja. Neka je
konstanta d stopa smrtnosti. Matematicki model zapisujemo kao

dpP d-P
dt

Ako bismo sada u populaciji istovremeno posmatrali i proces radanja i proces umiranja, i oznacilisabid
stopu radanja i stopu umiranja gde su obe ponovo konstantne, a pritom i nezavisne od veliine

populacije, starosnog doba i vremena, dobijamo

ap _ b—-d)-P

Ukoliko uvedemo oznaku a = b — d, gornja jednacina dobija oblik

dp p
at ¢
Vidimo iz navedenog da tri potpuno razlicita teorijska modela imaju isti matematicki zapis, $to je u stanju
da dovede do velikih komplikacija i nesuglasica, a narocito je primetna (i ekonomistima definitivno
neomiljena) ¢injenica da nigde nema identifikacije rada pojedinca, bas iz razloga sto se vise pojedinacnih
nacina razmisljanja stapa u jednu te istu formulu.

| pored svih navedenih argumenata protiv, ¢injenica je da se ekonomija u poslednjih nekoliko
decenija viSe nego ikad oslanja na matematicke temelje, ali i da se ovo priznanje moZze cuti od velikog
broja ekonomista. JoS ankete preduzete 80-ih godina 20. veka koje su imale za cilj da dublje istraze
opstu prihvacenost matematike u ekonomiji svedoce o tome da je ona ipak prisutna u zadovoljavaju¢em
procentu u mnostvu oblasti savremene ekonomije. Za primer navodimo jednu anketu’ sprovedenu
1987. godine, a koja je obuhvatala profesore ekonomije sa 51 Univerziteta u Ujedinjenom Kraljevstvu.
Naime, na pitanje da li je matematika doprinela povecanju reputacije ekonomske nauke u periodu od
1950. do 1987. godine, ¢ak 44.8% profesora odgovorilo je potvrdno. Od tog perioda pa do danas
zabeleZen je porast obima izu¢avanja matematickih disciplina na ekonomskim fakultetima Sirom sveta,
premda ekonomisti ni tada a ni sada nisu smatrali da je znanje teorijske matematike jedan od presudnih
faktora koji utiCu na adekvatnu pripremu buduceg ekonomiste za rad u struci. Ono Sto vrlo dobro
upotpunjuje poslednje navedenu Cinjenicu je upravo ranije u tekstu pomenuti skepticizam ekonomista
vezan upravo za pitanje da li matematika uopste obezbeduje nove zakljucke, ili iskljucivo stare zapisuje
na malo komplikovaniji nacin. Naravno, Citava ova pri¢a odnosila se na rad u kompanijama, gde mladi
ekonomisti danas probleme resavaju uz pomo¢ razli¢itih softvera koji ih liSavaju bavljenja matematickom
osnovom problema koje resavaju. U smislu akademskog izu¢avanja matematickog aspekta ekonomije,
kao i u smislu istrazivackog rada koji se sprovodi u cilju donoSenja novih zakljucaka i produbljivanja veé
postojecih ekonomskih znanja, izuavanje matematike je imperativ. Skoro 45% profesora ekonomije sa
Britanskih Univerziteta koji su bili obuhvaceni anketom izrazilo je slaganje sa tvrdnjom da su
matematicki modeli koji su u proslosti prihvaéeni kao validni doneli veliki napredak u razumevanju
ekonomskih problema kao i formiranju ideja za njihovo dalje izu¢avanje. Upravo ovo svedoci u korist

? Anketa je preduzeta od strane David Greenaway, profesora ekonomije na Univerzitetu u Notingemu, i polazna
osnova za ovu anketu bila je upravo prvo pomenuta anketa koja je u SAD preduzeta od strane Herbert Grubel i
Lawrence A.Boland. Anketa je sprovedena na 51 Univerzitetu u Ujedinjenom Kraljevstvu, i u odnosu na anketu iz
SAD sadrzala je minorne razlike. Cilj ankete je bio utvrdivanje kakav odnos profesori iz Ujedinjenog Kraljevstva
imaju prema primeni matematike u ekonomiji, kao i poredenje rezultata sa rezultatima ankete sprovedene u SAD.

e
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primene matematike, kao i da u buduénosti treba ozbiljno raditi na dodefinisanju nerazvijenih oblasti
ekonomije, koje bi, uz malo truda i zalaganja, verovatno dovelo do stadijuma kada ¢e matematika
konacno modi da ude u srz i ovih za sada neistrazenih problema, i ne samo da ih adekvatno opise vec i
omoguci formiranje novih zakljucaka i produbljivanje ekonomskih znanja.

Sa istrazivackog aspekta povezanost ekonomije sa matematikom je, jasno, i viSe nego
znacajna, i jos u pomenutoj anketi je vecina profesora iskazalo slaganje sa tvrdnjom da ekonomisti sa
znanjem matematickog modeliranja sigurno imaju ve¢u mogucnost zaposljavanja na Univerzitetima,
upravo zato Sto se od njih ocekuje brZi i efikasniji dolazak do novih i bitnih zakljucaka. Jasno je da
matematicki modeli nose sa sobom izvesnu dozu elegancije, i najéeSée mogucnost preciznijeg i kraceg
zapisa problema, a dosta ekonomista bi se slozilo i sa time da matematicki pojmovi unose izvesnu
originalnost u tumacenje ponekad suvoparnih ekonomskih problema. [5]

Iz svega pomenutog je vise nego ocigledno da se matematici ne sme tako olako prepustiti
reSavanje ekonomskih problema, ve¢ svako formiranje matematickih modela u ekonomiji mora da bude
sprovedeno tek posle obazrivog i detaljnog ispitivanja ekonomske podloge na koju ¢e se matematika
primeniti. Sve Sto bi bilo radeno bez prethodne obimne pripreme verovatno bi dovelo do pogresnih
zaklju¢aka, a bilo bi takode potpuno nezrelo pokusSavati oformiti univerzalni matematicki model za Citavu
ekonomiju. S druge strane, svako unapred osmisljeno modeliranje sigurno bi moglo obezbediti validne
zakljucke, a u slucaju savesnog baratanja matematickim i ekonomskim znanjem skoro sigurno je da bi se
doslo do zaklju¢aka vrednih pomena i u za sada neistrazenim ekonomskim disciplinama.
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3. TEORIJA RACIONALNOG IZBORA

3.1. Uvod u teoriju racionalnog izbora

Teorija racionalnog izbora se bavi donoSenjem odluka od strane pojedinca. Kako malo u kojoj
Zivotnoj situaciji covek nije prinuden da donosi odluke, ova teorija predstavlja osnovu za modeliranje
ljudskog ponasanja, te kao takva ima ogromnu primenu u druStvenim naukama, a prvenstveno u
sociologiji, ekonomiji i politici. Polazna pretpostavka ove teorije jeste ta da ¢e se u momentu kada
pojedinac treba da donese odluku o nekoj svojoj buducoj akciji, izmedu svih akcija koje su mu u datom
momentu dostupne on uvek opredeljivati upravo za onu koja mu nosi najvecu dobrobit, odnosno onu
koja ée u najveéoj meri zadovoljiti njegove interese. Racionalnost pojedinca ovde se upravo ogleda u
konzistentnosti njegovih odluka da bira najbolje za sebe, ili bolje re¢eno, da se uvek odlucuje za
delovanje koje u cilju ima maksimizaciju potencijalnih beneficija, odnosno minimizaciju nepovoljnosti
koje donesena odluka moze sa sobom nositi. Naravno, koncept racionalnosti je svakako aproksimacija
realnog ponasanja ljudskog biéa, jer u zavisnosti od mentalnog sklopa neke osobe ono ponekad moze
biti i iracionalno. No, ipak, pokazalo se da je ovakva aproksimacija dovoljno dobra da objasni reakciju
pojedinca suoc¢enog sa konkretnim izborom.

Teorija racionalnog izbora zasniva se na modelu koji sadrzi dve komponente: jednu komponentu
¢ine sve akcije koje su, pod razli¢itim okolnostima, dostupne donosiocu odluke, dok drugu komponentu
predstavljaju upravo preferencije pojedinca. Bilo kakva novonastala situacija uzrokuje ,suzavanje” skupa
svih mogucih akcija samo na one koje se pod datim okolnostima mogu realizovati. Tada iz ovog
podskupa svih mogucih akcija, pojedinac bira onu koja ¢e maksimizirati njegovo zadovoljstvo. Iz
navedene price je sasvim jasno da ovako prezentovana teorija racionalnog izbora predstavlja osnovu
mnogih politickih pojava — nauku o interesnim grupama, glasanju na izborima, kao i formiranju koalicija
izmedu politickih partija.

Posmatrano sa ekonomskog stanovista, moglo bi se reci da teorija racionalnog izbora i neki njeni
varijeteti predstavljaju osnovnu pretpostavku citave neoklasicne ekonomije. Jo§ od davnina su
neoklasi¢ni ekonomisti pretpostavljali ponasanje pojedinca u skladu sa maksimizacijom njegove srece, ali
se uglavnom nailazilo na prepreke kada je to na neki nacin trebalo zapisati. Jasno je da je u ekonomskom
svetu pomenuti skup svih mogucih akcija upravo skup ekonomskih dobara (npr. viSe proizvodaca na
trziste plasira isti proizvod po razli¢itim cenama, a pojedinac treba da se opredeli za jedan), dok podskup
predstavljaju upravo ona dobra koje u datoj finansijskoj situaciji pojedinac sebi moZe priustiti.
Preferencije pojedinca direktno su vezane za budZet kojim raspolaZe, a koji Zeli ostetiti najmanje
moguce, a da pritom kupi proizvod onog proizvodaca koji zadovoljava sve njegove potrebe. Posmatrajudi
sa stanovista alokacije resursa, osim Sto suZava skup mogudéih resenja (odluka), pretpostavka o
racionalnosti pruza kriterijum za ocenu efikasnosti ekonomskih sistema. Ukoliko neki ekonomski sistem
donosi moguénost da jedan viSe gubi nego Sto drugi dobija, onda taj sistem ne funkcionise dobro. [7, 11]

Logi¢no pitanje koje se postavlja je kako definisati preferencije pojedinca. Posmatrajmo primer
osobe koja svakodnevno odlazi na rucak u restoran. Neka ta osoba svaki put kada su ne meniju jela
{a, b} bira isklju¢ivo jelo a, dok svaki put kada meni osim pomenuta dva obroka sadrZi i obrok c,
odnosno u sluéaju da je meni oblika {a, b, c}, osoba bira neko od jela a ili ¢. Ovu konstantnost izbora jela
a u odnosu na jelo b u situaciji kada su ta dva jela jedina ponudena tumacimo kao preferiranje jela a u
odnosu na jelo b od strane osobe koja bira svoj obrok. U situaciji kada je skup dostupnih jela {a, b, c}, i
pojedinac stalno bira neko od jela {a, c} moZemo zakljuéiti da je pojedinac najverovatnije indiferentan
kada su u pitanju ova dva jela, odnosno da jednako voli oba. Ipak, jasno je da kada uporedimo njegovu
Zelju za jelom ¢ sa njegovom Zeljom za jelom b, donosimo zaklju¢ak da on preferira jelo ¢ u odnosu na b.
[13]
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]

Jasno je da ekonomija kao nauka koja se bavi ponaSanjem pojedinca u cilju maksimizacije
njegovog profita obiluje situacijama slicnim ovoj koja je objasnjena u prethodnom primeru. Upravo tu
se vidi uloga ljudskog faktora u ovoj nauci, koja, kao Sto je ranije pomenuto, predstavlja polaznu tacku
skepticizma da matematika ne moze dobro opisati ekonomske pojave. Ipak, u sledeéih nekoliko strana
bi¢e prikazan nacin na koji je Citava teorija racionalnog izbora matematicki prikazana, ¢ime je u velikoj
meri olak$an njen zapis, posle ¢ega je ova teorija dozZivela joS vecu primenu ne samo u ekonomiji veé i u
drugim ranije pomenutim naukama. U nastavku rada bavicemo se preferencijama i korisnos¢u pod
pretpostavkom racionalnosti potrosaca.

3.2. Relacije preferencije

U ekonomiji i politickim naukama se preferencije pojedinaca posmatraju kroz binarne relacije. To
znali da iza recenice tipa “Preferiram voZnju bicikla.”, uvek sledi potpitanje “U odnosu na sta?”.
Preferencije uvek moraju imati prizvuk poredenja izmedu dve ili viSe opcija, pa ih je samim tim
nezamislivo diskutovati ukoliko ne postoji moguénost izbora izmedu dobara. Ipak, izbor bez preferencija
moZe da postoji, i najbanalniji primer je izbor koji se izvrsi na osnovu npr. bacanja novciéa, kada odluka
pojedinca iskljucivo zavisi od strane koja ¢e se pokazati kada novci¢ padne. [1]

Pozabavimo se sada matematickom interpretacijom ralacija preferencije:

Skup je aksiomatski pojam za koji se ne daje eksplicitna definicija. Intuitivho, moze se reci da je
skup kolekcija objekata koji se jos nazivaju i elementi skupa.
Osnovni odnos izmedu skupa i elemenata je pripadanje. Da je x elemenat skupa X zapisujemo oznakom
x€X
i kazemo da x pripada skupu X.

Definicija 3.2.1: [16] Direktan proizvod skupova Xi,X,..,X;, u oznaci X; X X, X ... X X,, je skup
uredenih n — torki sa koordinatama iz odgovarajuéih skupova:

X1 X Xy X oo X Xy = {(x1, %0, o) | x; €EX;, i =1,2,...n}.
Ako je X; = X, = -+ = X,,, onda se odgovarajuci direktan proizvod oznacava sa X™.

Odnosi izmedu elemenata nekog skupa se opisuju relacijama. Relacije mogu biti unarne, binarne,...,n
-arne, n € N, u zavisnosti od toga koliki je broj elemenata ciji odnos relacija prikazuje.

Definicija 3.2.2: [16] Ako je X neprazan skup i n € N, onda je podskup p iz X™ n - arna relacija na X.
Broj n naziva se arnost relacije p.

Jasno, binarna relacija p na skupu X je podskup iz X2, odnosno p € X2. Ako je (x,y) € p kazemo da je x
u relaciji p sa y. To se oznacava i sa xpy.

Definicija 3.2.3: [16] Relacija p na skupu X je:

1) refleksivna, ako ispunjava uslovV¥ x € X, xpx,

2) simetri¢na, ako ispunjava uslovV¥ x,y € X, xpy = ypx,

3) antisimetri¢na, ako ispunjava uslovV x,y € X, xpy Aypx =>x =1y,

4) tranzitivna, ako ispunjava uslovV¥ x,y,z € X, xpy A ypz = xpz
Za relaciju na skupu X za koju vaZe osobine 1), 2),4)kazemo da je ona relacija ekvivalencije. Za relaciju
na skupu X za koju vaZze osobine 1), 3), 4) kazemo da je ona relacija poretka.
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Definicija 3.2.4: [9] Relacija preferencije = je binarna relacija na skupu X koja ima osobine:
1) Vx€X, x =x (refleksivnost)
2) Vx,y€X, x =yilix <y (kompletnost)
3) Vx,y,z€X, x 2y,y =z = x > z (tranzitivnost ).

Primer 3.2.1: [9] Neka je X skup realnih brojeva, odnosno X = R. Pokazujemo da je relacija = relacija
preferencije na tom skupu.

Osobina refleksivnosti je oCigledno zadovoljena jer za svaki realan broj x vaZi da je x = x. Kako za svaka
dva realna broja x i y vazi x = y ili y = x vaZi i osobina kompletnosti. Tranzitivnost takode ocigledno
vaiix =2y, y=>z =>x = Z.

Primer 3.2.2: [9] Neka je X = R2. Definis§emo relaciju > na slede¢i nacin:
xz2y © x; 2y, i =12

Ispitajmo da li je > relacija preferencije na X:

Osobina refleksivnosti vaii jer za svaki vektor x € R? vaii da je x > x. Isto vaZi i za osobinu
tranzitivnosti. Medutim, kompletnost u ovom slucaju nije zadovoljena sto se lako vidi ukoliko izaberemo
na primer vektore x = (1,2),y = (7,1). Ova dva vektora su ocigledno neuporediva ako je relacija >
definisana na gore opisan nacin.

Primer 3.2.3: [1] Posmatrajmo situaciju u kojoj kupac treba da se odlué¢i za kupovinu automobila.
Pretpostavimo da on preferira BMW nad Fordom jer je brzi, zatim Mercedes nad BMW-om jer je vedi, i
na kraju Ford nad Mercedesom jer manje zagaduje zivotnu sredinu. Osobina tranzitivnosti ne moze da
se iskoristi u ovom slucéaju jer kupac stvara preferencije na osnovu potpuno razli¢itih kriterijuma, pa se
ne moze zakljuciti koji automobil on zaista preferira. U ovakvoj situaciji kupac mora odluciti Sta je za
njega najznacajnija karakteristika koju Zeli da njegov automobil poseduje, a tek onda moze da uporedi 3
automobila. Na primer, ako se odludi da je za njega najbitnije da ne zagaduje Zivotnu sredinu onda mora
da razmotri kako u ovoj sferi funkcioniSu automobil marke BMW kako bi ga uporedio sa Fordom, za koji
je ranije doneo zakljucak da je po ovom pitanju bolji od Mercedesa.

Osobine kompletnosti i tranzitivnosti sa sobom nose pretpostavku da pojedinac uvek zna koju od dve
korpe dobara preferira, kao i da su njegove preferencije konzistentne i van okvira u kom se razmatraju
samo dva dobra. Relacije sa ovim osobinama nazivaju se racionalne preferencije.

Intuitivno, izraz oblika x > y, gde sux iy npr. dve vrste robe, moZzemo interpretirati tako Sto kazemo
da pojedinac vise voli robu x od robe y, ili obe vrste robe preferira jednako. Ukoliko Zelimo da kazemo
da pojedinac striktno vise voli robu x od robe y, matematicki to zapisujemo pomocu relacije striktne
preferencije >. S druge strane, situacija u kojoj pojedinac voli obe vrste robe jednako, iskazuje se
pomocu relacije indiferentnosti ~.

Definicija 3.2.5: [9] Relaciju striktne preferencije > definiSemo na slededi nacin:
x>yexzy A1y = x).
Definicija 3.2.6: [9] Relaciju indiferetnosti ~ definiSemo na sledeci nacin:

X~y SxXxXZFYy N YyFX.
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Pretpostavimo sada da x ,y,z € X predstavljaju korpe dobara, odnosno moguce izbore koje pojedinac
ima na raspolaganju. Neke osobine koje relacija preferencije = na skupu X moze imati su:

e Monotonost (Vx,yEX, x>y = x>Y)

e Striktna monotonost (Vx,y € X, x >y = x > y)-ekonomska interpretacija monotonosti i
striktne monotonosti mogla bi biti “Sto viSe to bolje” i monotonost preferencije je zadovoljena
kad god se radi o poZeljnim dobrima, kao $to je npr. novac ili potrosna dobra.

e Lokalna nestacionarnost (Vx € X,Ve > 0, postoji izbor y € X takav da vazi ||x —y|| <e€ i
y > x ) - ova osobina znaci da uvek postoji korpa dobara koju pojedinac preferira ,malo vise”
od postojece.

e Konveksnost (Vx,y,z€X, x>z Ay>z=>tx+(1—-t)y>2z te€(01))

e Striktna konveksnost (Vx,y,z€X, x 2z Ay >z =>tx+(1—-t)y >z t€ (0,1) ) — ako
preferiramo korpe x i y u odnosu na korpu dobara z, onda i sve linearne kombinacije x iy
preferiramo u odnosu na z. [9]

Da bismo definisali jos jednu veoma bitnu osobinu relacija preferencije — neprekidnost, potrebno je prvo
definisati pojam otvorenog i zatvorenog skupa.

Definicija 3.2.7: [4] Otvoren skup je skup koji je okolina svake svoje tacke.
Primeri otvorenih skupova su: (a, b), (—, a), (b, +0) itd.

Definicija 3.2.8: [4] Zatvoren skup je skup Ciji je komplement otvoren skup.

Primer 3.2.4: [4] [a, b] je zatvoren skup jer je R\ [a, b] = (—,a) U (b, +), a to je unija 2 otvorena
skupa, Sto je takode otvoren skup.

[x, +0) je zatvoren skup jer R \ [x, +o0) = (—0,x), a to je otvoren skup.

(—o0,x] je zatvoren skup jer R\ (—o0,x]. = (x,+), $to je ponovo otvoren skup.

Sada ¢emo za Vx € X definisati skupove:
U, = {y € X,y = x} - skup izbora dobrih bar koliko i x
L, = {y € X,x > y} - skup izbora ne boljih od x

Definicija 3.2.9: [9] Relacija preferencije > na skupu X je neprekidna ako vazi Vx € X, U, i L, su
zatvoreni skupovi.

Primer 3.2.5: [9] Posmatrajmo relaciju > na skupu R. Za x € R bi¢e da je U, = [x,+®), a L, =
(—o0,x]. Kako su oba ova skupa zatvorena, relacija = jeste neprekidna na skupu realnih brojeva.

Pomenuta pric¢a o relacijama koje prikazuju preferencije donosioca odluke samo su jedan nacin
na koji se moZze matematicki modelirati fenomen razmatranja vise razli¢itih dobara koja su u ponudi u
datom momentu. Alternativni nacin prikaza pomenute dileme jeste pomocu takozvane korisnosti. U
ovom slucaju se o preferencijama i dalje razmislja na potpuno isti nacin, no, sada je ideja povezati
razli¢ita dobra sa nekim brojevima (koji predstavljaju korisnost tih dobara), tako da veéi broj oznacava
vecéu preferenciju donosioca odluke prema dobru koje ga nosi. Ovaj nacin prikaza je elegantniji jer ne
donosi previse komplikacija sa zapisivanjem uredenih parova koje relacije iziskuju, a kako se mozZe
predstaviti i graficki, stvara jasniju sliku o onome $to se zapravo desava.

Strana 12



Neki aspekti teorije igara i njihova primena u ekonomiji

3.3. Funkcije korisnosti

Pridruzivanje brojeva, odnosno korisnosti, korpama dobara vrsi se pomoéu funkcija koje se
jednim imenom nazivaju funkcije korisnosti.

Definicija 3.3.1: [9] Neka je = relacija preferencije na skupu X. Funkcija u: X — R za koju vazi
xzyoulkx) =uly)

naziva se funkcija korisnosti (utilitarna funkcija) relacije preferencije.

Jasno, x>y o ulx)>u(y)

x~yeulx) =uly).

Pretpostavka o racionalnosti relacije > nam dozvoljava da dobra rangiramo od onoga koje
potrosac voli najmanje prema onom koje voli najviSe. Ovo je tzv. ordinalna komponenta funkcije
korisnosti. Na primer, ako imamo 10 dobara, moZzemo ih rangirati tako $to ¢emo onom dobru koje
najvise volimo dodeliti korisnost u(x) = 10, drugom omiljenom u(x) = 9, zatim trecem u(x) = 8 itd.
do poslednjeg tj. najmanje Zeljenog. Treba imati u vidu da to Sto je korisnost jednog dobra 10, a drugog
npr. 5 to ne znaci automatski da prvo dobro volimo duplo vise od drugog. Jedino $to nas kod korisnosti
zanima jeste koji je broj veci (maniji) od kog, jer nam to govori da li investitor preferira vise jedno dobro
ili drugo, ali nam ti brojevi ne daju informaciju koliko puta vise (manje) osoba voli jedno dobro od
drugog. [8]

Da li sve relacije preferencije imaju funkcije korisnosti? Odgovor na ovo pitanje je ne. Da bi
relacija preferencije imala funkciju korisnosti, odredeni uslovi moraju biti zadovoljeni.

Definicija 3.3.2: [9] Elemenat a € A € X je minimalan element za relaciju preferencije na skupu A ako
Vx € AvaZix = a.

Lema 3.3.1: [9] Neka je > relacija preferencije na skupu X. Svaki konatan® podskup A € X ima
minimalan element relacije .

Dokaz: Dokaz ove leme se radi pomocu matematicke indukcije.

Baza indukcije: Prvo posmatramo slucaj kada je kardinalni broj* skupa A jednak 1, odnosno |A| =
1. Jasno, a € A je tada minimalan element skupa A, obzirom da vaZia = a.

Indukcijska hipoteza: Sada uvedimo hipotezu za skup ciji je kardinalni broj n, odnosno pretpostaviéemo
da za |A| = n vazi da postoji minimalan element a € A4, tj. Vx € AvazZix > a.

Indukcijski korak: Posmatrajmo sada situaciju |[A| = n + 1. Skup A tada moZemo zapisati u obliku

A={b}u A\ {bD.

Jasno, |A \ {b}| = n, te ovaj skup na osnovu indukcijske pretpostavke ima minimalan element koji éemo
ponovo oznaditi sa a. Sta je sada sa odnosom elemenata a i b? Ukoliko vaZi b = a, jasno da je onda a
minimalan element Citavog skupa 4, no ako je a = b, onda je bas b minimalan element skupa A. U oba
slucaja, skup A ima minimalni element, a upravo to smo Zeleli pokazati. A

Teorema 3.3.1: [9] Ako je > relacija preferencije na konacnom skupu X, tada relacija > ima funkciju
korisnosti Cije su vrednosti u skupu prirodnih brojeva.

* 4] Skup je konaéan ukoliko postoji n € N tako da su skupovi 4 i {1,2, ..., n} ekvivalentni, odnosno ukoliko postoji
bijekcija koja jedan preslikava u drugi.

* [4] Kardinalni broj konaénog skupa jednak je broju elemenata skupa {1,2, ..., n} na koji se taj skup moZe bijektivno
preslikati.
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Dokaz: Obzirom da je skup X konacan, na osnovu prethodne leme znamo da on ima minimalan element.
Neka je X; skup minimalnih elemenata skupa X. Dodelimo svim ovim elementima korisnost 1, tj.
Vx € X1, u(x) =1.

Neka je dalje X, skup minimalnih elemenata skupa X \ X;. Sada, neka je Vx € X, , u(x) = 2.

Potom, sa X3 oznaci¢emo skup minimalnih elemenata skupa X \ (X; U X,), i neka Vx € X3, u(x) = 3.
Nastavljamo dalje dok ne istroSimo sve elemente skupa X. Neka je poslednji skup u nizu X |X;| < |X|
i neka je on skup minimalnih elemenata skupa X\ (X; UX, U ..UX}_;). Svakom elementu x €
X, dodelicemo korisnost u(x) = k.

Jasno, skupovi X1, ..., X}, su disjunktni, a kako je X = U{-‘=1Xi, jasno je da smo formirali funkciju koja svim
elementima skupa X dodeljuje prirodne brojeve kao njihove korisnosti. A

Teorema 3.3.2: [9] Ako je > relacija preferencije na prebrojivom’ skupu X, tada relacija 3> ima funkciju
korisnosti Cije su vrednosti u intervalu (—1,1).

Dokaz: Obzirom da je skup X prebrojiv, njegove elemente mozemo poredati u niz {x;};2; .

Neka je npr. u(x;) = 0.

Zatim, neka elementi x, ..., x;, imaju korisnost u skupu (—1,1), odnosno neka vazi u(x;) € (—1,1).

Sta se deava sa elementom x,,,;? Postoje dve moguénosti:

1) 3j €{1,2,..,n}takodaje xj ~ xp11; tada je u(xn4q1) = u(x;).
2) Aj€{12,..,n}takodaje x; ~ xpq;

U slucaju 1) je jasno da ¢e se i korisnost elementa x,,,; nadi u intervalu (—1,1). Za sluéaj 2) definisacemo
sledec¢a dva skupa:

D= {u(xj),j € {1,2, v M Xy > xj}} u{-1}

G = {u(xj),j € {1,2, X > xn+1}} u {1}
( elemente -1 i1 ubacujemo u skupove kako bismo bili sigurni da su neprazni).

Neka je d = maxD, g = minG. Jasno, u(x,,1) € (d,g) € (—1,1). Kako ovo vazi Vn € N, tvrdenje je
dokazano. A

Teorema 3.3.3: [9] Svaka neprekidna relacija preferencije na topoloSkom prostoru sa prebrojivom
bazom otvorenih skupova® moze se prikazati neprekidnom funkcijom korisnosti.

Teorema 3.3.4: [9] Striktno monotona i neprekidna relacija preferencije na R} ima funkciju korisnosti.
Dokaz: Neka je vektor e € R} dat sa e = (1,1,...,1),i neka svakom izboru x pridruzujemo vrednost
u(x) € R tako da vazi x ~ u(x) - e. DefinisSimo skupove

B: ={teR,:t'e>x}
L: ={teR,:x =t-e}.

Za t > max{xy, ...x}, gde su xy, ... X, komponente vektora x, skup B nije prazan. Skup L je neprazan
jer 0 sigurno pripada ovom skupu. Kako je relacija preferencije neprekidna, skupovi B i L su zatvoreni
(navodimo bez dokaza) te odatle sledi B N L = {t,.}. Onda imamo situacijudajet,-e > xix >t,-e, a
odatle jasno sledi x ~ t, - e. Prema tome, u(x) = t, (slika 3.3.1 ilustruje situaciju zan = 2).

> [4] Skup je prebrojiv ako je ekvivalentan skupu N.

® [18] Neka je (X, 0) topoloiki prostor. B c P(X) gde je sa P(X) oznalen partitivni skup skupa X naziva se baza
topologije O akko 1) B © O tj. elementi baze su otvoreni skupovi, 2) svaki otvoren skup O € O moze se prikazati
kao unija neke potfamilije familije B tj. postoji potfamilija {B;:i € I} < B tako daje O = U, B;.
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L &t B

Slika 3.3.1: Slu¢aj kada je n = 2; ljubiasto-crvena linija nastala je kada se vektor e = (1,1) mnoZi sa razli¢itim vrednostima t,

Da li je ovako definisana funkcija zaista funkcija korisnosti? Ocigledno jeste, jer je sa slike jasno da
yrExeuly) =u(x)jerjety, =t,. A

Funkcija korisnosti, ukoliko postoji, moZe se smatrati karakteristikom pojedinca zato Sto
opisuje njegov li¢ni nacin vrednovanja kapitala. Medutim, moZe se govoriti i o funkciji korisnosti
kompanije. U tom slucaju, ona opisuje preference kompanije. Sve funkcije korisnosti su:

e dva puta diferencijabilne funkcije
e monotone’
e konkavne (drugi izvod negativan)

Rast funkcije korisnosti nam omogucéava da dobrima koja preferiramo vise dodeljujemo vece
brojeve. Na primer, neka je data funkcija korisnosti u(x). Ukoliko su x iy dve koli¢ine novca koje
mozemo dobiti na lutriji, i vazi y = x tada e, jasno, veéa korisnost odgovarati koli¢ini novca y.

Svaka funkcija koja zadovoljava gore pomenute osobine mozZe biti funkcija korisnosti. Razli¢iti
subjekti naravno mogu imati razli¢ite funkcije korisnosti jer su one direktno vezane za njihovu toleranciju
prema riziku i uopste, za njihovo poimanje $ta je vise a $ta manje vredno za njih. [8]

7 Veéina najpoznatijih funkcija korisnosti su monotono rastuée funkcije. Ipak, neke od njih sadrze tacke prevoja,
kao Sto ¢e biti prikazano u odeljku 3.4., a takve funkcije korisnosti se razmatraju samo po nekim svojim
segmentima, naj¢eS¢e bas tamo gde su rastuce.

]
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Slika 3.3.2: Ilustracija osobine funkcija korisnosti da vec¢im iznosima dodeljuje vece vrednosti, isto kao Sto
e se pojedinac pre odluciti za vedi iznos novca nego za manji

Osobina konkavnosti vezana je za pricu o riziku. Njena posledica detaljnije ¢e biti objasnjena u
primeru 3.3.1.

Definicija 3.3.3: [9] Funkcija u: D — R je konkavna ako vazi:
Vx,y €D, x #y, Va € [0,1], u(ax + (1 — a)y) = au(x) + (1 — a)u(y).

Primer 3.3.1: [8] Pretpostavimo da investitor ima moguénost ulaganja u jedan od dva projekta, i

neka je njegova funkcija korisnosti u konkavna. Neka vaZi sledede:

. . v D e x+
1) projekat 1 mu sa sigurnoséu donosi koli¢inu novca Z = Ty

2) projekat 2 mu donosi koli¢inu novca x sa verovatno¢om 0.5, ili koli¢inu novca y takode sa

verovatnocom 0.5. Ovo moZemo prikazati slu¢ajnom promenljivom Y: . Jasno,

N R &
N|R <

E(Y) = %x +%y =7
Korisnost prvog projekta je u(Z) = u(%
E(u(Y)) = %u(x) + %u(y). Zbog konkavnosti funkcije u bice

), dok je ocekivana korisnost drugog projekta

u(HTy) > %u(x) +%u(y).

Ocigledno, osobina konkavnosti pretpostavlja vecu korisnost sigurnog dogadaja od ocekivane korisnosti
dogadaja Cija je ocekivana vrednost jednaka upravo sigurnom dogadaju, Sto znaci da investitor ima veéu
preferenciju prema sigurnom bogatstvu, odnosno da je on rizik odbojan. Ova osobina prikazana je na
slici 3.3.3.
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Slika 3.3.3: Konkavnost funkcije korisnosti oznac¢ava odbojnost prema riziku

Investitor koji je indiferentan izmedu ponuda 1) i 2) je rizik neutralan, dok je investitor Cija je funkcija
korisnosti konveksna sklon riziku.

Jo$ jedna posledica pomenutih osobina funkcije korisnosti vezana je za takozvanu
marginalnu korisnost. Marginalna korisnost predstavlja prvi izvod funkcije korisnosti i ona meri
promenu korisnosti sa povecanjem bogatstva, odnosno potrosnog dobra. Kako je konkavnost
posledica negativnosti drugog izvoda funkcije korisnosti, jasno je da to znaci opadanje funkcije
prvog izvoda, odnosno opadajuc¢u marginalnu korisnost. Drugim recima, kada je bogatstvo malo,
onda dodavanje jo$ jedne jedinice bogatstva znaci mnogo vise nego kada je bogatstvo veliko. Na
primer, dvojici radnika fabrike pove¢amo platu za 2000 dinara, to ée mnogo viSe znaciti radniku cija
je dotadasnja plata bila 20000 dinara nego onom ¢ija plata je bila 40000. [8]

1T ux)
4589 //ﬁ_/,,_.,d
1(22000)
1(20000) o

X

20000 22000 40000 42000

SI.3.3.4: Opadajuca granicna korisnost — situacija kada siromasnijem pojedincu povecéanje prihoda znaci mnogo vise nego to
isto povecanje bogatijem
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Funkcije korisnosti za razli¢ite potrosace ili kompanije u opstem slucaju ne moraju biti iste, a ¢ak ni
za preferencije jednog te istog potroSaca ne mora vaziti da se one mogu prikazati samo jednom
funkcijom korisnosti. To ilustruje slede¢a teorema.

Teorema 3.3.5: [9] Ako je u funkcija korisnosti za relaciju preferencije > na skupu X, tada je za
svaku strogo rastucu realnu funkciju f: R - R funkcija v odredena sa v(x) = f(u(x)) takode
funkcija korisnosti za tu relaciju preferencije.

Dokaz:
xzyoulx)=uly) (definicija funkcije korisnosti )

& f(ux)) = f(u(®)) (f je rastuéa funkcija)

o v(x) 2 v(y)

Jasno, x =y © v(x) = v(y), $to jeitrebalo pokazati. A

Definicija 3.3.4: [9] Neka je u: X € R™ — R funkcija korisnosti. Tada se svaka nivo kriva funkcije
(skup svih tacaka iz domena koje se preslikavaju u istu vrednost) naziva indiferentna kriva relacije
preferencije odredene datom funkcijom korisnosti. Indiferentna kriva odredena vrednoséu c data je
sa

I, ={x € X|u(x) =c}.
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3.4. Neki klasi¢ni primeri funkcija korisnosti

3.4.1 Linearna funkcija korisnosti [8]

Linearna funkcija korisnosti ima oblik u(x) =ax+ b, a,b € R i njena osnovna karakteristika je
neutralnost prema riziku. Naime, za ovako definisanu funkciju korisnosti vazi

u(ax + (1 — a)y) = au(x) + (1 — a)u(y), va € [0,1]
Stoga, investitor koji je rizik neutralan ima linearnu funkciju korisnosti.

Prikaza¢emo kako izgleda situacija iz primera 3.3.1 u slucaju da je funkcija korisnosti linearna sa
a=1 b=0:

u(x)=x

u(y) /

!(X)+!(¥) =1,[(ﬂ
u(x) 2 2 2)

k Xty y
2

Slika 3.4.1: Linearnu funkciju korisnosti oblika u(x) = x koriste investitori koji su indiferentni prema riziku

3.4.2 Eksponencijalna funkcija korisnosti [8]

Opsti oblik ove funkcije korisnosti je u(x) = —e™%*, gde a > 0. Na grafiku vidimo da su vrednosti ovako
zadate funkcije korisnosti negativne. Ipak, jedino $to nas zanima su upravo relativne vrednosti korisnosti,
odnosno njihov poredak na osnovu koga utvrdujemo preferencije pojedinca.

Ty

Slika 3.4.2: Eksponencijalna funkcija korisnosti
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3.4.3 Logaritamska funkcija korisnosti [8]
Ova funkcija korisnosti je data sa u(x) = Inx, a njen grafik se vidi na slici 3.4.3:
Y

Slika 3.4.3: Logaritamska funkcija korisnosti

Treba obratiti paznju da je ova funkcija definisana samo za x > 0. Na slici se vidi da je ovakva funkcija
korisnosti vrlo rigorozna kada su u pitanju vrednosti nezavisne promenljive (dobra, bogatstva,
ocekivanog dobitka) bliske 0, a ovo se mozZe tumaciti kao “uplasenost “ investitora od ishoda i kojima ne
profitira mnogo, ili ¢ak gubi.

3.4.4. Kvadratna funkcija korisnosti [8]
Ova funkcija je oblika u(x) = x — bx?, gde je b > 0, i definisana je samo za vrednosti X < % Na slici

se vidi grafik ove funkcije za b = %

1
u(x)

Slika 3.4.4: Kvadratna funkcija korisnosti

Strana 20



Neki aspekti teorije igara i njihova primena u ekonomiji

3.5. Averzija prema riziku

Stepen rizik-averzije se za razliCite funkcije korisnosti moze meriti tzv. magnitudama njihovih
lukova, jer Sto je “ostriji” luk, to je averzija prema riziku veca. Jasno, najznacajniji kriterijum za merenje

averzije svakako je drugi izvod funkcije.

Stepen averzije prema riziku meri se Arrow-Pratt koeficijentom apsolutne rizik-averzije koji se

izracunava po formuli
u” (x)
u'(x)

Prvi izvod u ovoj formuli sluZi za tzv. normalizaciju, odnosno da bi ekvivalentne funkcije korisnosti
imale isti koeficijent. U osnovi, Arrow-Pratt koeficijent pokazuje kako se stepen averzije prema riziku
menja sa porastom bogatstva. Jasno, u velikom broju slu¢ajeva sklonost riziku raste sa porastom
bogatstva, odnosno i pojedinci i kompanije su viSe spremne za rizik ukoliko su finansijski sigurni. [8]

Alx) = —

Pokusajmo izracunati Arrow — Pratt koeficijente za neke specificne funkcije korisnosti. Za

eksponencijalnu funkciju u(x) = —e™**, a > 0 vaZidaje
u'(x) = ae™*,
u”’(x) = —a’e™**

pa koeficijent apsolutne averzije prema riziku iznosi A(x) = a. Ovo znaci da je kod eksponencijalne
funkcije korisnosti averzija konstantna, bez obzira na bogatstvo pojedinca.

Za logaritamsku funkciju korisnosti u(x) = Inx, imamo sledece rezultate

u'(x) = %

u// x) = ——
) =-—3

. 1 . . . .. . L ..
pa je odatle A(x) = ol bas tu se oslikava ranije pomenuta osobina smanjenja averzije sa porastom

sigurnosti.

Za linearnu funkciju korisnosti datu sa u(x) = ax + b vazi da je A(x) =0, $to se poklapa sa
ranijim zakljuckom da su subjekti koji imaju ovakvu funkciju korisnosti indiferentni na rizik.

Osim koeficijenta apsolutne rizik averzije postoji i tzv. koeficijent relativne averzije prema riziku
koji se ra¢una po formuli

R(x) =x-A(x)

Upravo za logaritamsku funkciju korisnosti vazi R(x) = 1.
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4. TEORIA IGARA

4.1. Uvod u teoriju igara

Svakodnevica bilo koje individue obiluje situacijama u kojima je ona primorana da donosi odluke
— nekada su to odluke od nevelike vaznosti, kao npr. da li kupiti proizvod jedne ili druge firme, dok se
nekada donose odluke koje su od sustinskog znacaja za dalji razvoj nekih dogadaja (npr. izlazak glasaca
na izbore, osmisljavanje vojnih strategija, itd.). U procesu odludivanja moZze se desiti da odluka zavisi od
nas samih, kao na primer kada student bira da li ¢e za ispit uditi iz jedne ili druge knjige, i tada se pri
donosenju odluke mozemo voditi iskljucivo sopstvenim prosperitetom. Ipak, vrlo su Ceste situacije u
kojima posledice odluka ne zavise samo od jedne strane. Tada u prvi plan dolazi medusobni odnos
donosilaca odluka, odnosno da li su oni u konfliktu ili ne. Konflikt razli¢itih strana najcesée se javlja kada
je posledica odluke takva da ¢e jedna strana prosperirati viSe od ostalih, i tome smo svedoci kako u
najbanalnijim primerima (Sahu, igrama kartama,...), tako i u politickim odlucivanjima, na ekonomskim
trzistima, itd.

Mnoge naucne discipline dale su i joS uvek daju znacajan prilog boljem razumevanju mehanizma
borbe interesa, npr. ekonomisti su proucavali konkurentske odnose na trziStu, u politici se proucavaju
faktori koji uticu na sukobe politic¢kih partija, u psihologiji se proucavalo rivalstvo kao sukob interesa, dok
se sociologija bavi sukobima zaraéenih strana. Konfliktne situacije se javljaju u raznovrsnim formama i
toliko ¢esto da je na prvi pogled izgledaju kao da su van mogucnosti formalizovanja. Ipak, cesto je
empirijski jasno da je neki postupak racionalniji od drugog ili da je neko ulaganje isplativije od drugog.
Cak samo takvo uporedivanje i vrednovanje nosi neke matemati¢ke karakteristike, te je najdublja i
najsveobuhvatnija analiza suprotstavljenih interesa i neizvesnosti u odlucivanju upravo i data
matematicki kroz oblast operacionih istraZivanja pod nazivom teorija igara. Pod terminom “igra” ovde
se podrazumeva interakcija dve ili viSe osoba (strana) koje imaju konfliktne interese, a ¢iji ishod zavisi od
njihovih medusobnih strategija. Osnovna pitanja kojima se teorija igara bavi su:

o Sta znadi izabrati racionalnu strategiju ako ishod strategije zavisi i od strategije protivnika?

e Ukoliko igra dozvoljava uzajamni dobitak (gubitak), da li je racionalno saradivati u cilju
obezbedivanja najpovoljnijeg medusobnog rezultata ili treba postupati agresivno bez obzira na
mogucnost uzajamnog dobitka ili gubitka?

e Kakvo je realno ponasanje ljudi u odnosu na recepte racionalnosti koje nudi teorija igara?

e Ako je ono razli¢ito, da li to onda znaci da su ljudi vie ili manje koopertaivni nego Sto to
predlaZe teorija igara?

U igri svaki igrac ima jednu potpunu informaciju koju sti¢e poznavanjem sopstvene situacije, dok
na bazi informacije o protivniku pravi odredene pretpostavke. Kako se igra odvija dobijaju se nove
informacije na osnovu kojih se donose racionalne odluke. U konfliktnoj situaciji u kojoj uéestvuju dva ili
viSe lica racionalno ponasanje znacilo bi, uz neki unapred definisan cilj, ulagati Sto manje a da se taj cilj
ostvari. Pri tome, svako lice igra po nekim pravilima kojima je igra odredena i postupa na odreden nacin
imajuci u vidu cilj koji Zeli ostvariti i tako svesno uti¢e na ishod igre, odnosno bira svoju strategiju u njoj.
Neizvesnost rezultata igre moZe nastati iz viSe razloga: deSava se da su pravila igre takva da je dozvoljen
jako veliki broj varijanti njenog odvijanja, te je nemoguce predvideti rezultat igre (tzv. kombinatorne igre
poput Saha), ili postoje slucajni faktori koji uticu na ishod (tzv. hazardne igre poput ruleta), dok se treci
vid neizvesnosti ogleda u nedostatku informacije o strategiji protvnika (tzv. strateske igre). [7, 13]

Prema broju igraca razlikujemo igre dva igraca (dve strane) ili igre vise igraca (viSe strana). U
odnosu na broj raspolozivih strategija, igre mogu biti konacne ili beskonacne. Zadatak teorije igara je
pronalaZenje optimalne strategije za izabranog igraca koja obezbeduje maksimalan prosecni dobitak
(minimalan prosecni gubitak) pri viSekratnom ponavljanju igre. Navodimo definiciju na kojoj pociva
koncept ostatka teksta:
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Definicija 4.1.1: [13] Strateska igra sa ordinalnim preferencijama sastoji se iz:

e skupaigraca
e skupa mogudih akcija za svakog igraca
e preferencija svakog pojedinac¢nog igraca nad skupom mogucih akcija.

Veoma je izraZena primena teorije igara u mnogim naukama, a narocito u ekonomiji. Klju¢na
veza teorije igara i ekonomske teorije jeste upravo u ranije objasnjenom konceptu racionalnosti
pojedinca, a koji ¢e kroz ostatak rada prvenstveno biti prikazan pomocu funkcija korisnosti (u daljim
poglavljima ée se umesto termina funkcija korisnosti koristiti ekonomistima familijarniji izraz, tzv.
funkcija isplate (payoff function) ). Pretpostavka racionalnosti ima dvostruku ulogu u ekonomskim
analizama i istrazivanjima. Prvo, ona suzava skup mogucih resenja jer je potpuno racionalno ponasanje
mnogo lakSe analizirati nego iracionalno ponasanje, a sa druge strane ona daje kriterijum za efikasnost
ekonomskih sistema. Ukoliko jedan ekonomski sistem omogudéava da jedni gube viSe nego Sto drugi
dobijaju (troskovi veci od koristi), onda taj sistem nije optimalan.

4.2. Istorija teorije igara

lako se poceci teorije igara vezuju za imena DZona fon Nojmana (John fon Neumann?®) i Oskara
Morgensterna (Oskar Morgenstern®) i njihovu zajedni¢ki napisanu knjigu pod nazivom “Teorija igara i
ekonomskog ponasanja” (Theory of Games and Economic Behavior™) koja je bila prvi do tada zabeleZeni
vid sistematizacije znanja iz teorije igara, Cinjenica je da su koreni ove discipline nastali mnogo ranije.
Postoje svedocenja da su joS Platon i Sokrat u nekim svojim delima raspravljali o strategijama ratnika
tokom bitaka i psihologiji vojnika koji ¢ekaju napad. Takode, osvajanje Meksika od strane Spanskih trupa
u 16. veku danas se interpretira kao svojevrsna strategija vode Hernana Korteza (Hernan Cortés'') koji je
shvatajuéi koliko je njegova vojska broj¢ano slabija od Asteka koje su Ziveli na Jukatanu naterao svoje
vojnike da spale brodove kojima su dosli do ovog poluostrva, kako im ne bi preostalo niSta osim da se
junacki bore. Naravno, ovo nisu jedinstvene situacije u istoriji, a bas kao i u osmisljavanju strategija
bitaka, prostora za teoriju igara (doduse, potpuno nesistematizovanu) bilo je i u radovima velikih filozofa
poput Tomasa Hobsa (Thommas Hobbes'). On je u svom delu “Levijatan” (Leviathan®®) raspravljao o
slobodi ¢oveka i pojavi udruZivanja pojedinaca u cilju ostvarivanja zajednickih ciljeva. [6, 17]

Sve do pocetka XX veka koncepti teorije igara su, kako je veé¢ navedeno, bili samo okvirno
razmatrani u mnogim delima, ali tek sa radovima Emila Borela (Emile Borel'*) zapocele su vazne
prekretnice u ovoj matematickoj disciplini. Upravo on je 20-ih godina XX veka raspravljao o meSovitim
strategijama i igrama nulte sume dva igraca, i time dao znacajan doprinos razvitku buduce teorije. Prvo
relevantno izdanje na temu teorije igara bila je upravo “Teorija igara i ekonomskog ponasanja”, koje je
bilo rezultat plodne saradnje fon Nojmana i Morgensterna. U ovoj knjizi oni su uspeli da rastumace
mnoge ekonomske probleme u svetlu teorije igara, te da daju objasnjenja za iste, a takode su postavili
aksiome teorije korisnosti. lako je teorija igara tada utemeljena kao matematicka disciplina, mnoge
stvari rasvetljene su tek kroz radove DZona Ne$a (John Nesh®). Njegovo kapitalno delo zapravo je bila

8 [17] John fon Neumann, 1903-1957, madarsko-americ¢ki matematicar i naucnik
? [17] Oskar Morgenstern, 1902-1977, ekonomista nemackog porekla

10 [17] Theory of Games and Economic Behavior, 1944.

1 [17] Herndn Cortés, 1485-1547, pustolov i konkvistador

12 [17] Thommas Hobbes, 1588-1679, engleski filozof

3 [17] Leviathan, 1651., filozofsko delo na temu drustvenog ugovora

14 [17] Emile Borel, 1871-1956, francuski matematicar i politicar

- [17] John Nesh, 1928., americ¢ki matematicar
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njegova doktorska disertacija iz 1949. godine koja je nosila naziv “Nekooperativne igre”, a u kojoj je uveo
pojam tacke ravnoteze, tzv. ekvilibrijuma, i uopste klase igara koje imaju ravnotezu. Zanimljivo je
pomenuti da je Ne$ doktorirao u 22. godini, i da je ve¢ kao student smatran genijem, a mnogi su ga
ocenili kao jedan od najoriginalnijih matematic¢kih umova XX veka.

Od 1950. godine pa nadalje radovi na temu teorije igara su se samo nizali, i oni su vrlo brzo
poceli sadrzati brojne primene ove teorije na razli¢ite nau¢ne discipline. Godine 1954. Lojd Sepli (Lloyd
Shapley®) i Martin Subik (Martin Shubik'’) izdali su prvu publikaciju vezanu za primenu teorije igara na
politicke nauke, a u svojim rezultatima koristili su tzv. Seplijevu vrednost koja predstavlja svojevrsan
koncept resenja kooperativnih igara. Danas se teorija igara koristi za objasnjavanje mnogih pojava u
politici — izbora, formiranja politickih partija i interesnih grupa, lobiranja, politickih pregovora itd. Ono
Sto teoriju igara Cini toliko primenljivom najverovatnije je priroda pojedinca da svaki svoj uspeh najces$ce
razmatra kroz prizmu tudeg neuspeha.

Teorija igara je doZivela procvat i kroz evolutivnu biologiju gde se njome danas modeliraju borbe
za opstanak izmedu vrsta, bitke polova, kooperacija izmedu Zivotinja itd. U botanici, putem ove
discipline najc¢esée se razmatra difuzija semenja, Sirenje korenja u zemlji, alokacija polova, veli¢ina
cvetova itd. Jo$S od najranije istorije pa do danas, primena na vojne strategije je bila viSe nego izrazena, a
¢ak postoje svedocenja da su Nojman i Ne$ prve prakticne primene svojih teorija uradili bas za americku
vojsku.

Narocito tesna veza stvorila se izmedu teorije igara i ekonomskih disciplina, i to prvenstveno jer je
teorija igara ponudila neke optimalne strategije u situacijama kada ishod ne zavisi isklju¢ivo od
ponasanja pojedinca i trziSnih uslova, vec i od strategija koje su birali drugi ucesnici. Tokom godina su
razvijeni razni modeli trzista, no za dalja istrazivanja jo$ i te kako ima mesta. Za primenu teorije igara u
ekonomiji dodeljene su ¢ak dve Nobelove nagrade, i to Dzonu Nesu, DZonu Harsaniju (John Harsanyi'®) i
Rejnardu Seltenu (Reinhard Selten'®) 1994. godine za njihov doprinos razvitku kooperativnih i
nekooperativnih igara, a takode Robertu Ojmanu (Robert Aumann®) i Tomasu Selingu (Thomas
Schelling®) 2005. godine za doprinos razumevanju konflikata i kooperacije.

16 [17] Lloyd Shapley, 1923., americki matematicar

v [17] Martin Shubik, 1926., americki ekonomista

18 [17] John Harsanyi, 1920-2000, madarski ekonimista

19 [17] Reinhard Selten, 1930., nemacki ekonomista

20 [17] Robert Aumann, 1930., matematicar izraelsko-americkog porekla
2 [17] Thomas Schelling, 1921., americki ekonomista
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4.3. Matri¢ne igre nulte sume

Posmatrajmo konacnu stratesku igru u kojoj ucestvuju dva igraca. Neka igra¢ I moze da bira
jednu od svojih strategija a;, (i = 1,2,...,m),dok igra¢ II bira neku od svojih strategija b;, (i =
1,2,...,n). Neka je ishod igre, odnosno dobitak za prvog igra¢a oznacen sa c;(a;, bj), dok je gubitak za
drugog igraca oznacen sa c¢j;(a;, bj). Uslov nulte sume kaZe da je dobitak prvog igraca jednak gubitku
drugog:

Cl(ai,b]') + c”(al-,bj) = 0,
a ako uvedemo oznaku

cr(as by) = C(as by),

sledi
Cn(ai; bj) = - C(ai'bj)'

Ocigledno, cilj igraca I je maksimizacija funkcije C, dok je cilj igraca II minimizacija te iste funkcije.

U odredivanju funkcije C(ai, bj) indirektno je prisutan problem vrednovanja ishoda igre,
medutim on je reSen upravo uvodenjem koncepta korisnosti (tj. takozvanim funkcijama isplate) kroz
koji se svim mogucim ishodima igre dodeljuju numeric¢ke vrednosti kako bi ishodi mogli biti rangirani od
najlosijih ka najboljim. Ranije je pomenuto, ali valja se podsetiti da relacije preferencije samo rangiraju
ishode, ali ne daju informaciju o meri koliko je tacno jedan ishod bolji od drugog, samim tim, ako jedan
ishod igre ima numericku vrednost 5, a drugi npr. 15, to ne znaci automatski da je drugi ishod 3 puta
bolji od prvog, ve¢ samo da je bolji. Konkretni primeri bi¢e navedeni u nastavku teksta. [7]

Igre nulte sume dva igraca sa konacnim brojem strategija lako se mogu predstaviti tzv. matricom
placanja C (slika 4.3.1) u kojoj je ¢;; = C(ai, bj), odnosno gde elemenat c¢;; predstavlja dobitak igraca I,
odnosno gubitak igraca I kada igraC I izabere strategiju a;, a igra II strategiju b;. Jasno, pozitivna
vrednost ¢;; predstavlja dobitak igraca I, a gubitak igraca II, dok negativna vrednost ¢;; predstavlja
gubitak igraca I, a dobitak igraca I1.

Cll C12 e Cln

C21 C22 e C2n
C= |
lcml Cm2 - Can

Slika 4.3.1: matrica plac¢anja

Vrste matrice pladanja predstavljaju mogude izbore igra¢a I, dok kolone predstavljaju moguce izbore
igraa II. Na primer, vrsta i matrice pladanja oznafava da je igra¢ I izabrao strategiju a;, dok se
strategija igraca II menja u zavisnosti od elementa koji je uzet iz kolone j. Kada igrac I bira strategiju a;,
odnosno i-tu vrstu matrice placanja, najgori mogudi rezultat koji on moZze ostvari je
o = minc;
J

odnosno, to je njegov minimalan dobitak za sve moguce strategije drugog igraca. Obzirom da je prvom
igracu u cilju da maksimizira svoj minimalan dobitak, odnosno da maksimizira vrednost a;, jasno je da ¢e
on izabrati upravo onu strategiju a; koja ée mu takav ishod doneti. Najveéi minimalan gubitak za igraca I
oznacava se sa
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@ = maxmin ¢;;
i
odnosno to je tzv. garantovani dobitak igraca I koji se joS naziva donja granica vrednosti igre za prvog
igraca ili njegov nivo bezbednosti. Strategija koja ovo obezbedije naziva se maxmin strategija. Slicnom
logikom vodimo se kod igraca II. Ukoliko on izabere strategiju b;, najnepovoljniji rezultat koji moze
ostvariti je upravo
‘8]- = miax Cij

(jer Sto je vece c;j njegov gubitak je veci) bez obzira na strategiju prvog igraca. Logi¢no, cilj igraca I1
jeste da minimizira maksimalan moguc¢ gubitak, odnosno da bira onu strategiju b; sa kojom ce postici
f = minmax ¢;;
j i
odnosno da najveéi gubitak koji moze ostvariti bude najmanji mogu¢. Ova vrednost naziva se i nivo
bezbednosti za igraca II, odnosno gornja granica vrednosti igre. Strategija kojom se ovo obezbeduje je
minmax strategija.

Treba primetiti da vazi
a<p
jer Yk, L vazi

min; ¢j < € < max; ¢y;.

4.3.1 Proste matricne igre
Matri¢ne igre nulte sume koje poseduju sedlastu tacku nazivaju se proste matri¢ne igre.
Sedlasta tacka je elemenat c;; za koji vazi da je:
1) minimalan element u redu i matrice C, i
2) maksimalan element u koloni j matrice C.

Formalnije, ukoliko u matrici pla¢anja C = {cl-j}, i=12,..,m; j=1.2,..,n, postoji par (i*,j*)
takav da za sve vrednosti i, j vazi

Cij* < Ci*j* < Ci*j

tada je par (i*,j*) sedlasta tacka za matricu C i odreduje par optimalnih Cistih strategija u matrici C.
Termin Cista strategija oznacava da igrac iz skupa svih mogucih strategija bira jedinstvenu strategiju koja
predstavlja reSenje igre, odnosno dovodi do optimalnog rezultata tj. maksimizacije minimalnog dobitka
prvog igraca i minimizacije maksimalnog gubitka drugog igraca. U sedlastoj tacki, stoga, vazi
maxminc;; = minmaxc;; = ¢;+j*
i j j i

Kod prostih matri¢nih igara, optimalna vrednost igre nalazi se u sedlastoj tacki, tj. za oba igraca je
optimalno da biraju one strategije koje diktira ta tacka. To znaci da ukoliko npr. igra¢ I odustane od
strategije i i odabere neku drugu dok igra¢ II ne odustane od strategije j odredene sedlastom tackom,
tada ¢e doc¢i do manjeg dobitka za igraca I. Obrnuto, ukoliko igra¢ II bude taj koji odustane, to ce
oznaciti njegov veci gubitak. Ova tacka naziva se tacka ravnoteie strategija, ili tacka ekvilibrijuma, i u
opstem sluc¢aju ona ne mora da bude jedinstvena, sto se npr. vidi u matrici plaéanja:

2 3 2]

c=[0 1 -1
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gde su elementi na mestima (1,1) i (1,3) sedlaste tacke. [7]

4.4. Bimatricne igre

Do sada smo se bavili matri¢nim igrama nulte sume u kojima je dobitak jednog igraca bio jednak
gubitku drugog. Treba napomenuti da je ovo specijalan slu¢aj tzv. igre konstantne sume u kojoj je zbir
rezultata igraca konstantan, odnosno vazi

¢;(a;, bj) + ¢y (a;, by) = const
Vrlo jednostavnim transformacijama oblika
v,(ai,bj) = c,(ai,bj) — c,,(ai,b]-)
vll(ai'bj) = Cll(ai'bj) —c/(a;, bj)
igru konstantne sume svodimo na igru nulte sume
vi(a;, b;) + vy (a;, b)) = 0

U slucaju da nemamo konstantnu ili sumu jednaku nuli igra se uopsStava, te u tom smislu
govorimo o tzv. bimatri¢nim igrama. Bimatri¢ne igre su, dakle, strateske igre sa nenultom ili opStom
sumom i njih definiSu dva konac¢na skupa strategija x € X za igra¢a I, i y € Y za igraca II, kao i dve
funkcije sa realnim vrednostima u, (x,y) i u,(x, y) koje predstavljaju rezultate igre za igraca I odnosno
igraca I1. Ovakve se igre modeliraju pomocu bimatrice placanja, a elementi ove bimatrice su uredeni
parovi (uy (x,y) , uz(x,¥)).

ul(leyl) uZ(leyl)) (ul(xl'}’z) uz(xl')’z)) (ul(xl'yn)'uz(xlvyn))

C = 1(x2:J’1) uz(xz'%)) (ul(xz'}’z) uz(xz')’z)) (ul(XZ'yn)'u'Z(xz'yn))

[
l(ul(xm'yl) uz(xmdﬁ)) (ul(xm'}’z) uz(xm'h)) (ul(xm'yn);uz(xmryn))

Ukoliko ovedemo oznake
aij = Uy (xi'yj)
bij = uy(x;, y5)

bimatricu C moZemo da dekomponujemo na dve obi¢ne matrice

A1 Q12 - Qqp by biz .. bin
A1 QAzz - Qzp . b by, .. b
Am1 Amz - Amn bmi bmz - bmn

Obzirom na to da kod bimatri¢nih igara dobitak jednog igraca vise nije jednak gubitku drugog, u
reSavanju se ne moZe primeniti princip minimaksa jer maksimizacija dobitka jednog igraca vise nije
ekvivalentna minimizaciji gubitka drugog igraca. U reSavanju bimatricnih igara mogu da se posmatraju
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dva slucaja, to su slucaj kada ne postoji i kada postoji kooperacija. U prvom slucaju igra¢i ne mogu da se
sporazumevaju prilikom izbora najbolje strategije, ili ako mogu njihov sporazum nije obavezujuci. U
drugom slucaju, oni se mogu dogovarati ali je njihov sporazum obavezujuéi. Tada, ako jedna strana ne
ispoStuje sporazum, ona biva kaznjena. [7]

Primer 4.4.1: [13] Dilema zatvorenika

Dilema zatvorenika je najpoznatiji primer strateskih igara. Njen znacaj je u tome Sto se u velikom
broju drugih situacija ucesnici suocavaju sa slicnim dilemama. Radi se, naime, o dva zatvorenika
osumnji¢ena za veliki zloCin koji se nalaze u dve razdvojene Celije. Pretpostavka je da postoji dovoljno
dokaza da svaki od njih bude optuZen za neke manje prestupe, medutim ne i za glavno nedelo koje je
ucinjeno, osim ako neko ne prizna zlocin i oda drugog. Postoje tri opcije. Prva je da obojica ne priznaju
da su pocinili veliki zlo€in, i svaki od njih ode u zatvor na godinu dana zbog manjih prestupa koje su
pocinili. Druga opcija je ona u kojoj samo jedan priznaje zlo€in, i tada ée taj jedan biti osloboden i na
sudu svedoditi protiv drugog, koji ¢e potom ici u zatvor 4 godine. Treca opcija je da obojica priznaju
zlocin, i tada ¢e oba provesti po 3 godine u zatvoru. Ova situacija moZe da se modelira kao strateska igra
na sledeci nacin:

Igraci: 2 osumnjic¢ena zatvorenika.
Akcije: za svakog igraca to su {P, NP} gde je sa P oznaeno priznanje, a sa NP nepriznavanje zloina.

Preferencije: Osumnjiceni 1 reda moguce akcije pocevsi od one koja je za njega najbolja: (P, NP) jer je u
ovoj situaciji on osloboden, zatim (NP, NP) jer tada provodi u zatvoru godinu dana, (P, P) jer u ovom
sluéaju u zatvor ide na 3 godine, i na kraju (NP, P) kada odlazi u zatvor na 4 godine. Za igraca 2 poredak
je slede¢i (NP, P),(NP,NP),(P,P),(P,NP).

Predstavicemo ovu igru bimatri¢no gde ¢emo za pocetak da uvedemo funkcije u; i u, uz pomocu kojih
¢emo poredati preferencije zatvorenika 1 i 2. Za zatvorenika 1 vazi

u,(P,NP) > u;(NP,NP) > u,(P,P) > u (NP, P)

Uves¢emo sada numericke vrednosti na slede¢i nacin: u,(P,NP) = 3, u;(NP,NP) = 2,u,(P,P) =1,
u, (NP, P) = 0. Sli¢no, za igraca 2 vazi

u, (NP, P) > u, (NP, NP) > u,(P, P) > uy(P, NP)

a numericke vrednosti su u,(NP, P) = 3, u,(NP,NP) = 2,u,(P,P) = 1, u,(P, NP) = 0. Uz pomo¢
ovih vrednosti mozemo formirati bimatricu

Zatvorenik 2

NP P

(3,00 (1,1

Slika 4.4.1: Bimatrica Dileme zatvorenika

Zatvorenik1l NP [(2'2) (0,3)
P

Vrste ove matrice predstavljaju moguce akcije zatvorenika 1, dok kolone predstavljaju akcije koje moze
preduzeti zatvorenik 2. Elementi matrice su uredeni parovi koji govore kolika je “isplativost” obojici
zatvorenika pri svakoj kombinaciji akcija.

Dilema zatvorenika je model situacije u kojoj se obostrani bolji rezultat postize kooperacijom,
medutim interes za varanje protivnika postoji jer ukoliko samo jedan igrac prevari on biva osloboden od
kazne. Ovakva situacija je veoma Cesta u realnom svetu te ima zaista puno primera ovog tipa — to su
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bilateralni sporazumi drzava o carinskim tarifama, sporazumi dve firme o podeli trzista, o radu na
zajedni¢kom projektu ili podeli jednog resursa, itd.

Primer 4.4.2: [13] Bah ili Stravinski

U Dilemi zatvorenika osnovno pitanje je bilo da li ¢ée igradi zaista saradivati, obzirom da su
obojica imala interesa da prevare jedan drugog jer bi to znacilo oslobadanje strane koja je priznala zlo¢in
(ukoliko samo ta jedna strana prevari). Ipak, u sledecoj igri je, pokazace se, obojici igraca u interesu da
saraduju. Objasnimo sada situaciju u kojoj se oni nalaze:
Pretpostavimo da dva prijatelja Zele da idu zajedno na koncert. Dva koncerta klasiche muzike su na
repertoaru tog dana, odrZavaju se u isto vreme, jedan je koncert Bahove, a drugi je koncert muzike
Stravinskog. Jedna osoba preferira Bahov koncert, dok druga Zeli da ide na Stravinskog. Ukoliko odu na
razliite koncerte, svaka ée osoba biti jednako nesre¢na jer ¢e na koncert i¢i sama, obzirom da oni
primarno Zele da na koncert idu zajedno. Ovo je situacija koja moZe biti modelirana na slican nacin kao
Sto je to bilo kod Dileme zatvorenika, a prikazaéemo je bimatricom u kojoj vrste predstavljaju izbore
osobe koja preferira Baha, dok su kolone moguce akcije osobe koja preferira Stravinskog.

Igraci: 2 prijatelja
Akcije: {B, S} gde je sa B odlazak na Bahov koncert, a sa S je oznalen odlazak na Stravinskog.

Preferencije: Za igrata 1 izbori su rangirani od najboljeg ka najloSijem na sledeé¢i nacin:
(B,B),(S,5),(S,B),(B,S). Za igracta 2 rang je (S,5),(B,B),(S,B),(B,S). (obojica su indiferentna
izmedu izbora (S, B), (B, S)).

Ove preferencije ¢cemo prikazati pomocu funkcija isplate na sledeéi nacin:
uy(B,B) = 2,u4(S,5) =1,u,(5,B) =0,u,(B,S) =0
uz(S,S) == 2, uz(B,B) == 1,u2(S,B) = O, uz(B,S) == 0

Bimatrica izgleda ovako:

Stravinski
B[(2 1) (0 0)
s 100,00 (1,2)

Slika 4.4.2: Bimatrica Dileme Babh ili Stravinski

Ova igra se u literaturi ¢esto naziva i Bitka polova premda je jednako karakteristicna i za osobe istog
pola. Poput Dileme =zatvorenika, postoji ogroman broj primera u kojima moZemo prepoznati
problematiku slicnu navedenoj u primeru Bah ili Stravinski. Jedan od takvih primera je upravo primer
dva lidera jedne politicke partije koji razmisljaju o razdvajanju zbog sukoba interesa tik uoci izbora. lako
preferiraju razlicite strane, za obojicu je bolje da tokom izbora ostanu u istoj partiji, jer ¢e bilo kakvo
njihovo razdvajanje zbuniti glasae i podeliti njihove glasove izmedu dva lidera, Sto ¢e biti loSe po
obojicu, a glasaci ¢ak mogu ostati toliko zateceni da ée na kraju glasati za neku treéu partiju, Sto
pogotovo ne ide na ruku niti jednom od politi¢kih lidera.
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4.5. NeSov ekvilibrijum

Da li postoji univerzalan odgovor na pitanje koju akciju izabrati u situacijama poput one u Dilemi
zatvorenika ili Bah ili Stravinki? Naravno, polazimo od pretpostavke o racionalnosti tj. da ¢e svaki
donosilac odluke uvek nastojati da maksimalno zadovolji svoje potrebe u skladu sa situacijom u kojoj se
nalazi. Svakako, njegova odluka (akcija) ¢e u velikoj meri zavisiti od nacina na koji postupaju drugi igradi,
odnosno Cinjenica je da svaki igra¢ mora imati formirano misljenje o tome kako razmisljaju drugi u¢esnici
u igri. Pretpostaviéemo da svaki igra€ gradi svoje razmisljanje o protivnicima na osnovu svojih proslih
iskustava igrajudi istu tu igru i da je takav njegov nacin razmisljanja korektan, u smislu da je dovoljan za
stvaranje slike o ponasanju drugog igraca. Ipak, pretpostavicemo da on ima samo generalnu sliku o tome
kako protivnik razmislja i postupa, ali da nema informaciju sa kojim ¢e se specifi¢énim igracem suoditi, i
kakav je bas njegov mentalni sklop i redosled akcija koje ¢e preduzeti. Ovo moZemo tumaciti kao igranje
igre u izolaciji. [13]

Zarad malo jasnije slike o navedenim pretpostavkama, zamislimo situaciju u kojoj su umesto
pojedinacnih igracda u igri suprotstavljene citave populacije, ali da pri svakom slede¢em potezu iz
populacije istupa jedna slucajno izabrana osoba koja ce taj potez izvesti. Tada ¢e svaka populacija
kreirati svoje misljenje o tipicnim protivnicima iz drugih populacija, a to ¢e biti vise slike samih populacija
nego konkretnih osoba unutar njih. U svakom slucaju, kreirano misljenje ¢e, kao sto je u prethodnom
pasusu navedeno, biti tacno, Sto automatski povlaci da ¢e o bilo kojoj populaciji sve ostale imati potpuno
jednako misljenje. Navedene pretpostavke su osnova za NeSov ekvilibrijum koji predstavlja jedan od
najznacajnijih pojmova Teorije igara.

NeSov ekvilibrijum je portfolio akcija (odluka) a* = (aj, a3, ...,a;), gde svakom ucesniku igre
i, i =12,..,nodgovara konkretna akcija a;, koji ima osobinu da birajuci bilo koju akciju druk¢iju od a;
pri ¢emu ostalih n — 1 ucesnika ne menjaju svoje odluke, ucesnik i ne moZe postici po sebe bolji rezultat
od onog koji je predstavljen upravo akcijom a;.

Najjednostavnije objasnjenje NeSovog ekvilibrijuma daé¢emo posmatrajudi igru dva igraca. Oni ¢e
postic¢i NeSov ekvilibrijum ukoliko igra¢ I donese najbolju odluku koju moZe, uzimajuci u obzir odluku
igraca II, dok igrac¢ II postupa potpuno isto, odnosno pokusava da donese najbolju mogucu odluku
posmatrajuc¢i odluku igra¢a I. U idealnim uslovima, odnosno kada se igrac¢i nasumi¢no biraju iz
populacija, NeSov ekvilibrijum predstavlja ravnoteino stanje jer pojedina¢nim igra¢ima nikako nije u
interesu da odstupaju od portfolia a*. Ovo se moZe razumeti i u obliku drustvene norme — jer ako je svi
postuju i postupaju u skladu sa njom, nijedna individua nema Zelju da od iste odstupi, jer po nju to moze
imati samo negativne posledice.

Razmotrimo malo preciznije stanje NeSovog ekvilibrijuma. Naime, neka je sa a = (ay,ay, ..., a,)
oznalen portfolio akcija u kom svakom igra¢u i, i = 1,2, ...,n odgovara konkretna akcija a;. Neka je a;
bilo koja akcija igra¢a i razli¢ita od akcije a;. Tada ¢e (aj, a_; ) oznaliti portfolio akcija u kome se svi
igraci osim igraca i priklanjaju svojim izborima koje definiSe portfolio a (odnosno svaki igra¢ j,j + i,
ostaje pri svojoj odluci a; koja je deo portfolia a), dok igra¢ i bira odluku a;. Na primer, ako u igri
ucestvuje 4 igraca, onda (ay, a_, ) oznacava da je igra¢ broj 4 promenio svoju odluku, dok su se ostali
zadrzali na svojim starim odlukama. Neki portfolio a* ¢e biti NeSov ekvilibrijum ukoliko ni za jednog
igraca i ne postoji akcija a; takva da on vise preferira portfolio akcija (a;,a*;) od a*.
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Definicija 4.5.1: [13] Portfolio akcija a* u strateskoj igri sa ordinalnim preferencijama ima Nesov
ekvilibrijum ako je za svakog igraca i i za svaku njegovu akciju a;, a* barem jednako dobar koliko i
portfolio (a;,a”;) u kome igra¢ i bira akciju a; a svi drugi igraci se priklanjaju svojim izborima
definisanim preko a*. Ekvivalentno, za svakog igraca i vazi

u;(a*) = u;(a;,ary)

za bilo koju njegovu akciju a; gde je u; funkcija isplate koja opisuje preferencije igraca i.

Definicija koja je upravo navedena nam, nazalost, ne govori niSta o tome da li NeSov ekvilibrijum
uopste postoji, ili ukoliko postoji, da li je on jedinstven. Stoga, postoje igre koje nemaju NeSov
ekvilibrijum, kao i one kod kojih ih ima viSe. Takode, jasno je da pocetne pretpostavke ne opisuju
realnost bas idealno. Na primer, Sta se dogada ukoliko igra¢i nemaju iskustvo u igranju igre? lli, Sta ako
oni ne igraju bas svaku partiju u izolaciji, odnosno znaju ko je njihov konkretan protivnik? Da li je ili nije
NesSov ekvilibrijum adekvatan i u ovakvim situacijama uglavnhom se mora zakljuditi posmatrajuci sve
aspekte ovih igara. Na primer, novi igraci iako mozda nemaju iskustvo, mogu da saznaju kako su se
njihovi protivnici ranije ponasali igrajudi igru, pa samim tim da zakljuce koji su njihovi najverovatniji
potezi. Ovakva situacija, iako nije potpuno jednaka pretpostavci o iskustvu igraca, ipak dovodi u stanje
sliéno onom u kom se NeSov ekvilibrijum moZze primeniti. Jo$ jedan alternativni prilaz ovoj problematici
jeste situacija u kojoj pretpostavljamo da igraci nemaju iskustvo u igranju igre ali znaju da ostali igraci
igraju racionalno, i ,znaju u ¢emu se ogleda“ ta racionalnost drugih igraca.

Kako god na kraju razresili ovu prvu “problematiku” ostaje nam pitanje posle koliko ponavljanja
¢e igra uopste iskonvergirati ka NeSovom ekvilibrijumu, jer NeSova definicija zapravo iskljuéivo daje
informaciju o ravnoteznoj tacki, ali ne kaze nam kakve ¢e putanje izbori igraca imati dok se njihova
ocekivanja o medusobnoj igri na kraju ne konsoliduju i ne postanu u potpunosti koordinisana. Na osnovu
svih poteskoc¢a u pretpostavkama koje koncept NeSovog ekvilibrijuma iziskuje, najbolje je u njega
verovati kao u aproksimaciju realnosti, jer na kraju krajeva nije poenta da naucnik bude orude teorije,
vec teorija orude naucnika.

Primer 4.5.1: [13] NeSov ekvilibrijum u Dilemi zatvorenika
Podsetimo se prvo kako je izgledala bimatrica mogucih akcija dva zatvorenika - svakoj mogudoj
akciji oba igracda dodeljivali smo numericke vrednosti, a vedi broj je oznacavao vecu isplativost od
preduzete akcije:
Zatvorenik 2

NP P

Zatvorenik1 NP (2,2) (0,3)
p |30) (1L1)

Nesov ekvilibrijum ove igre je par akcija (P, P). U drugoj koloni bimatrice se vidi da ukoliko zatvorenik 2
izabere da prizna zlocin, onda se igracu jedan vise isplati da i on prizna nego da precuti, jer je isplativost
priznanja jednaka 1 i veca je od isplativosti nepriznanja ¢ija je numericka vrednost 0. Isto tako, u drugoj
vrsti vidimo da ukoliko zatvorenik 1 bira da prizna zlocin, zatvoreniku 2 je istom logikom povoljnije da ga
i on prizna.

Objasnicemo sada zaSto ostali parovi akcija nisu ravnotezne tacke. Ukoliko posmatramo par
akcija (NP, NP), vidimo da ukoliko zatvorenik 2 izabere da ne prizna zlocin, zatvoreniku 1 je ipak
isplativije da ga prizna, jer je numeric¢ka vrednost priznanja jednaka 3. U realnoj situaciji, priznavanje
prvog a nepriznavanje drugog zatvorenika dovodi do rezultata u kome je prvi zatvorenik osloboden, dok
drugi biva osuden i ide u zatvor na 4 godine. Jasno, ovakva situacija je viSe u interesu prvog igraca jer,
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ukoliko i on ne bi priznao zlocin, proveo bi godinu dana u zatvoru. Sliéna pri¢a vazi i za zatvorenika 2
ukoliko prvi zatvorenik izabere da ne prizna zlo€in — njemu se viSe isplati da ga prizna nego da ne prizna.
Ipak, sama Cinjenica da vec¢ jedan igrac ima interesa da ,izade” iz ovog stanja dovoljna je da ta tacka ne
bude ravnoteina, pa se ponasanje drugog ne mora ni razmatrati. Stanje (NP, P) takode nije tacka
ekvilibrijuma jer opet, ako igrac (zatvorenik 2) bira da prizna zlocin, igracu 1 se viSe isplati da ga i on
prizna. Sliéna logika odnosi se na slucaj (P, NP).

Ono $to je karakteristicno za NeSov ekvilibrijum u Dilemi zatvorenika jeste da akcija P jeste
najbolja opcija za svakog pojedinacnog igraca bez obzira Sta odigrao drugi. U nekim drugim igrama koje
takode imaju svoj NeSov ekvilibrijum ovakva situacija neée uvek biti zadovoljena.

Primer 4.5.2: [13] NeSov ekvilibrijum u Dilemi zatvorenika ako zatvorenici nisu ,,sebi¢ni”

Posmatrajmo sada Dilemu zatvorenika u kojoj oba igraca imaju mogucnost biranja jedne od dve
akcije {P, NP}, ali neka ovoga puta bilo koji preduzet par akcija rezultira time da igraéi dobiju koli¢ine
novca koji odgovaraju vrednostima bimatrice u odgovarajuéim poljima (npr. ako igra¢ 1 bira akciju NP, a
igrac 2 P onda prvi dobija 0 novcéanih jedinica, a drugi igrac koli¢inu novca od 3 novcane jedinice). Neka
je ,nesebi¢nost” igraca sadrzana u njihovim funkcijama isplate, odnosno neka vazi

uy(a) = my(a) + my(a),
uy(a) = my(a) + my(a),

gde je m;(a) koli¢ina novca koju primi igra¢ i kada je izabran portfolio akcija a. Jasno, isplata svakog
pojedinacnog igraca, pod pretpostavkom da je njegova suma novca konstantna, raste sa sumom novca
koja odlazi drugom igracu, a ona je direkno proporcionalna dobru koje drugi igrac ima od konkretne
preduzete akcije. Posmatrajmo novu bimatricu:

Zatvorenik 2

NP P

(3,3) (22)

Slika 4.5.1: Bimatrica Dileme zatvorenika ako su igraci sebicni

Zatvorenik1l NP [(4'4) 3,3)
P

Npr. ukoliko je izabran portfolio akcija (NP, NP) onda je
u;((NP,NP)) = m;((NP,NP)) + m,((NP,NP)) =2+2 =4

u,((NP,NP)) = my((NP,NP)) + m;((NP,NP)) =2+2=4
a na isti nacin se dobijaju i ostale vrednosti iz bimatrice.

Vidimo da u ovoj situaciji nijednom pojedinacnom igracu priznavanje zloc¢ina vise nije najbolja
moguca solucija, odnosno svakom se sada isplati da ga ne prizna. Tacka ekvilibrijuma ovog puta je
upravo (NP,NP) jer ukoliko prvi igra¢ odlu¢i da ne prizna zlodin, drugom je takode bolja opcija
nepriznavanje (korisnost 4 u odnosu na korisnost 3), a isto tako ako drugi bira akciju NP, i prvom se vise
isplati da bira tu istu akciju. Uzmimo sada za primer akciju (P, P) - ona nije ravnotezna tacka jer ukoliko,
na primer, zatvorenik 2 bira P, zatvoreniku 1 je bolje da izabere NP, i obrnuto ako zatvorenik 1 izabere
P, drugom se vise isplati NP. Sli¢na logika vazi za parove (NP,P) i (P, NP).
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Primer 4.5.3: [13] NeSov ekvilibrijum u Dilemi Bah ili Stravinski
Podsetimo se kako je izgledala bimatrica za ovu igru:

Stravinski
B[(2 1) (0 0)
s100,0) (1,2)

Razmotrimo sada pojedina¢no sve moguce portfolije akcija:

e (B,B) - ako igra¢ 1 (onaj koji preferira Baha) izabere Stravinskog, njegova sreca pada sa
vrednosti 2 na vrednost 0, dok ukoliko se igra¢ koji preferira Stravinskog ipak odluéi za
Stravinskog, njegova sreca se smanjuje sa vrednosti 1 na vrednost 0.

e (B,S) - ako npr. igrac 2 izabere Stravinskog, onda je i prvi igrac srecniji birajuci Stravinskog, pa
nema interesa da izabere Baha. Isto tako, ako igrac¢ 1 izabere Baha, igracu 2 je bolje da i on
izabere Baha.

e (S,B) - ako prvi igra¢ odluci da bira Stravinskog, onda se i igracu 2 vise isplati Stravinski, 5to je
dovoljno da ni ova tacka ne bude NeSov ekvilibrijum.

e (S,5) - akoigra¢ 1 odstupi od ovog portfolija akcija, njegova sreca pada sa 1 na 0, a ako dode do
odstupanja drugog igraca, onda njegova sreca padne sa 2 na 0. Jasno, nijednom onda nije u
interesu da izadu iz ove tacke, stoga je i (S,S) NeSov ekvilibrijum.

Kako ova igra ima dva NeSova ekvilibrijuma (B,B) i (S,S), zaklju¢ak je da su ravnoteina stanja
postignuta upravo kada oba prijatelja (igraca) idu zajedno na jedan koncert, ma kog kompozitora on bio,
odnosno da nijedan od njih ne moze biti sre¢niji ukoliko izabere da na koncert ode sam.

Primer 4.5.4: [13] Igra koordinacije
Posmatrajmo situaciju od malopre u kojoj dva prijatelja ponovo Zele da izadu zajedno, medutim,
neka ovog puta obe osobe preferiraju Bahov koncert. Kao i ranije, obojica preferiraju da na koncert odu
zajedno nego da svaki ode sam za sebe, pa sada bimatrica ima novi izgled:
11
B S

1 B[Z2) (0,0)
5100 AOD

Slika 4.5.2: Bimatrica Igre koordinacije

U ovom slucaju NeSovi ekvilibrijumi su tacke (B,B) i (S,S). Zanimljiva situacija je ta da je NeSov
ekvilibrijum ovog puta izmedu ostalog i portfolio akcija (S,S) iako nijedan prijatelj ne preferira
Stravinskog. Ovo se mozZe objasniti time da grupa ljudi uvek ima obicaj da se priklanja istom standardu, a
kada se to desi, nikoja individua nema interesa da izade iz tog stanja. Ipak, ukoliko bi se navedena igra
sprovela eksperimentalno, jasno je da bi se resenje (B, B) pokazalo kao superiorno u odnosu na resenje
(S,5).

Kao sto smo vec ranije napomenuli, a takode smo videli u prethodnim primerima, moZe se desiti
da igre imaju vise od jednog Nesovog ekvilibrijuma. U nekim igrama, kao $to se to desilo u primeru 4.5.4
jasno je da neke ravnotezne tacke ocigledno donose bolje uslove igracima, odnosno da su neke tacke po
njih isplativije, i samim tim da postoji veca Sansa da budu birane. Ovakvi ekvilibrijumi nazivaju se
fokalnim ekvilibrijumima. S druge strane, postoje igre u kojima ima vise ekvilibrijuma, medutim svi su
jednako isplativi za igrace. U ovakvim igrama, teorijski se ne moze tvrditi da ¢e jedan ekvilibrijum biti
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verovatnije biran nego neki drugi, ili da ¢e medu vise ekvilibrijuma bas jedan biti dominantan. Ono Sto u
ovakvim igrama moze igrace dovesti u stanje forsiranja jednog ekvilibrijuma jesu priroda akcija koje
karakterisu taj ekvilibrijum, ili neke dodatne informacije koje igra¢ o njima poseduje.

U svim dosadasnjim primerima, imali smo situacije u kojima su NeSovi ekvilibrijumi takvi da
nijednom igracu nije bilo u interesu da izade iz njih jer bi njegov rezultat u bilo kom takvom slucaju bio
gori nego u tacki ekvilibrijuma. Ipak, definicija NeSovog ekvilibrijuma kaZe da bilo kakva devijacija jednog
igraca od ekvilibrijuma samo treba da bude ne bolja od stanja koje taj igra¢ postize u ekvilibrijumu.
Stoga, moZe se desiti da je odredeni igra¢ potpuno indiferentan izmedu akcije koju za njega definiSe
Nesov ekvilibrijum i neke ,spoljasnje” akcije. Ovo nas dovodi do zakljucka da se u grupi svih NeSovih
ekvilibrijuma nalaze tzv. strogi ekvilibrijumi. Preciznije, portfolio akcija a* je strog NeSov ekvilibrijum ako
za svakog igraca i vazi

ui(a”) > u;(a;,al;)

za svaku akciju a; # a; igraca i.

4.6. Funkcije najboljeg odgovora
(Best response functions)

Do sada smo razmatrali iskljucivo igre u kojima su ucestvovala dva igraca i u kojima je svaki igrac
na raspolaganju imao samo mali broj akcija, pa je trazenje NeSovog ekvilibrijuma moglo da se radi i
,peske”. Ipak, ¢im se broj mogudih akcija poveca i igra zakomplikuje, moramo pribegavati nekim
efikasnijim metodama trazenja ekvilibrijuma. Jedan takav metod je upravo pomocu funkcija najboljeg
odgovora.

Posmatrajmo igru u kojoj ucestvuje vise igraca i neka svaki igra¢ moze preduzeti veliki broj akcija
od kojih mu svaka nosi odredenu isplatu. Nas interesuju one akcije koje su najbolje po njega. U primeru
4.4.2 imali smo situaciju gde je B bila najbolja opcija za igra¢a 1 ukoliko i igrac¢ 2 izabere opciju B, dok
ukoliko bi igrac¢ 2 birao S, tada bi i za igraa 1 odjednom bilo bolje da i on izabere S. Naravno, ve¢ u
sluéaju kada u igru ude treci igrac, razvoj situacije je malo teZe kontrolisati. Stoga, obeleZi¢emo skup
najboljih akcija igraca i u slucaju da ostali biraju komplet akcija a_; sa B;(a_;), ili preciznije

Bi(a_;) = {a; € A;: ui(a;,a_;) 2 u;(aj,a_;), Va; € A;}.

Znadi, akcije unutar skupa B;(a_;) su najmanje jednako dobre koliko i sve druge akcije igraca i u
momentu kada ostali igraci izaberu strategije definisane sa a_;. B; se zove funkcija najboljeg odgovora
zaigraca i i ona svakom mogucem kompletu akcija drugih igraca, dodeljuje po jedan skup najboljih akcija
igraca i. Funkcije najboljeg odgovora mozemo iskoristiti i da definiSemo NeSov ekvilibrijum. [13]

Definicija 4.6.1: [13] Portfolio akcija a* je NeSov ekvilibrijum strateske igre sa ordinalnim preferencijama
ako i samo ako je akcija preduzeta od strane svakog pojedinacnog igraca najbolji odgovor na komplet
akcija preduzet od strane svih ostalih igraca, odnosno vazi

a; € Bi(aZ;) ()
za svakog igraca i.

U slucaju da svaki igra€ ima jedinstven najbolji odgovor na svaki komplet akcija drugih igraca,
onda uslov (1) moZzemo da prikazemo u obliku jednacdina. Ovde je za svaki komplet akcija a_; skup
B;(a_;) jednoclan, odnosno B;(a_;) = {b;(a_;)}. Dalje ¢emo usvojiti zapis B;(a_;) = b;(a_;). Tada je
uslov (-) ekvivalentan uslovu

a; = b;(a’y)

za svakog igraca i. Na primer, ako imamo samo dva igraca, oznaciéemo ih sa 1i 2 i pisati
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a; = by(az)

az = ba(ay).

Ocigledno, u igri dva igraca u kojoj svaki igra¢ ima jedinstven najbolji odgovor na svaku akciju drugog
igraca, (aj, a3) je Nesov ekvilibrijum ako i samo ako je akcija igraca 1 aj najbolji odgovor na akciju igraca
2 a3, dok je akcija a3 igraca 2 najbolji odgovor na akciju aj prvog igraca.

Primer 4.6.1: [13] Posmatrajmo igru u kojoj ucestvuju dva igraca, gde igra¢ 1 ima na raspolaganju akcije
T,M,B a igra¢ 2 akcije L,C,R. Neka je njihova isplata u zavisnosti koje akcije bivaju preduzete data
slede¢om bimatricom:

lgrac 2
L C R

lgrac 1 T((12) (21) (1,0
M|{(21) (0,1) (0,0
B [(0,1) (0,00 (1,2)

Slika 4.6.1: TraZenje NeSovog ekvilibrijuma pomocu funkcija najboljeg odgovora za igru 2 igraca
Razmotrimo sada Sta su Cije najbolje akcije u razli¢itim sluc¢ajevima. Ukoliko igrac 2 igra opciju L, onda je
M najbolji odgovor igraca 1 ( korisnost je 2 ). Za akciju C igrac¢a 2 najbolja akcija prvog igraca je T, dok
ukoliko drugi igrac odigra akciju R, onda je prvom igracu najbolje da igra T ili B jer je njegova isplata u
oba slucaja jednaka i iznosi 1. Naznacdimo to u bimatrici:

Igrac 2
L C R
Igra¢ 1 T((1,2) (2%1) (1%0)

M|(251) (0,1) (0,0)
B|(0,1) (0,0) (1%2)

Slika 4.6.2: Sa * su oznaceni najbolji odgovori igraca 1 na akcije igraca 2

Dalje, posmatrajmo odgovore igraca 2 na akcije igraca 1. Ukoliko igra¢ 1 odigra T najbolja akcija igraca 2
je L, ako igra¢ 1 odigra M najbolji odgovor igraca 2 je L ili C, obzirom da obe akcije donose isplatu 1. U
slucaju da igrac 1 izabere B, najbolji odgovor igraca 2 je R. Upotpunimo sada bimatricu:

Igrac 2
L C R
Igraé 1 T (1 ) 2*) (2*, 1) (1*' 0)

M| (25,1%) (0,1%) (0,0)
Bl (0,1) (0,00 (1529

Slika 4.6.3: Sada su sa * su oznaceni i najbolji odgovori igraca 2 na akcije igraca 1

Na kraju, potrebno je da pronademo sva polja u kojima su obe vrednosti oznacene sa zvezdicom i na taj
nacin ¢emo do¢i do NeSovih ekvilibrijuma za ovu igru. Oc¢igledno, to su polja (M, L) i (B, R).
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Primer 4.6.2: [13] Doprinos zajednickoj imovini (contribution to a public good)

Posmatrajmo model u kome dve osobe treba da odluce da li ¢e i koliko uc¢estvovati u kreiranju
zajednicke imovine (moZemo ovo zamisliti kao formiranje svote novca koja ¢e oboma biti dostupna).
Oba lica treba da odluce da li i koliko Zele da ucestvuju u ovoj akciji. Neka je sa w; oznacena koli¢ina
bogatstva osobe i, i pretpostavimo da ¢e svaka osoba uloziti neki deo svog bogatstva koji ¢cemo oznaciti
sa ¢;, (0 < c; < w;). Ostatak bogatstva svake osobe odlazi na zadovoljavanje njihovih sopstvenih
potreba. Neka je koli¢ina zajednicke imovine jednaka sumi novcanih doprinosa obe osobe. Jasno, svakoj
osobi je u interesu koliko da ucestvuje u formiranju zajedni¢ke svote novca, toliko i da deo svog novca
ostavi za sebe kako bi mogla zadovoljiti svoje prohteve bez da mora da ih opravdava drugoj osobi. Neka
su preferencije obe osobe date funkcijama korisnosti

ui(cy,c) = vilcg +c)+w;—c¢y, i =1,2

gde su v;, i = 1,2 funkcije promenljive c; + ¢;, ili alternativno, obzirom da su w; i w, konstante,
mozemo ih zapisati kao

u;(c1,¢3) = vi(cy +¢c3) —ci, i =1,2.
ZapisSimo ovo formalno:
Igraci: 2 osobe.
Akcije: za svakog igraca to su svi mogudéi doprinosic;, 0 < ¢; <w;,i = 1,2.
Preferencije: Date su funkcijama korisnosti u;(cq,¢;) = vi(c; +¢3) — ¢, i =1,2.

Razmotrimo funkcije najboljeg odgovora za oba igraca. Jasno, kada igra¢ 2 uloZi sumu c,, onda
je najbolji odgovor igraca 1 da uloZi sumu novca c¢; koja ¢e maksimizirati v;(c; + ¢;) — ¢;. Obzirom da
ne znamo kako izgleda funkcija v; ovo neée modi biti eksplicitno izraCunato. Ipak, hajde da vidimo Sta e
se desiti za ¢, = 0. Pretpostavimo da je funkcija v, takva da u,(c;, 0) prvo raste do svog maksimuma, a
potom dalje opada, kao 3to je prikazano na slici 4.6.4. Tada je najbolji odgovor igraa 1 na ¢; =0,
oznacen sa b,(0) jedinstven. Ovaj najbolji odgovor je suma c; koja ¢e maksimizirati v;(c;) — ¢y,
0 < ¢; < wy. Pretpostavimo da ¢e biti 0 < b;(0) < wy, odnosno optimalan doprinos igraca 1 u sluéaju
da igra¢ 2 ne uloZi ni$ta jeste pozitivna vrednost koja je manja od njegovog ukupnog bogatstva. Sta ¢e se
desiti ukoliko igra¢ 2 uloZi sumu novca ¢, = k > 07 Tada igra¢ 1 treba da uloZi sumu novca ¢, koja ¢e
maksimizirati u; (cq, k) = v1(c; + k) — ¢;. Sada imamo

ul(Cl, k) = u1(61 + k, 0) + k

Tada je grafik u,(cq, k) kao funkcije od ¢4, translacija za k jedinica ulevo a potom za k jedinica nagore
grafika u;(cq,0) kao funkcije od ¢, (Slika 4.6.4). Zakljucujemo da ¢e u slucaju k < b;(0) biti by (k) =
b,(0) — k. Jasno, kako doprinos osobe 2 poraste sa 0 na k, tada najbolji odgovor osobe 1 padne za k.
Ukoliko je k > b,(0), obzirom na izgled funkcije u;(cy,0), bice b;(k) = 0. |1z navedene analize sledi
zakljuc¢ak da ukoliko igra¢ 2 poveda svoje ucesce u formiranju zajednicke imovine za iznos k, onda je
najbolji odgovor igrac¢a 1 da svoj doprinos smanji upravo za k, ili da svoj doprinos redukuje na 0 ukoliko
je k > b;(0). Sli¢na analiza primenjuje se za igraca 2 kada se menja doprinos igraca 1. Za svaku dodatnu
jedinicu kojim osoba 1 doprinosi zajedni¢koj imovini, osoba 2 najbolje odgovara tako Sto ée svoj
doprinos umanyjiti upravo za jedinicu, dok god je njen doprinos nenegativan.
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uy (¢, k)

u,(¢;,0)

|\

0b) by \ ?vl\

Slika 4.6.4: Odnos izmedu odgovora b, (0) i by (k) igraca 1 u Igri doprinosa zajednickoj imovini

Obzirom da se funkcije v; i v, mogu razlikovati, jasno je da najbolji odgovor igrac¢a 1 b,(0) za
¢, = 0 moZe biti razli¢it od vrednosti b, (0) Sto je najbolji odgovor igraca 2 za c¢; = 0. Ipak, zajednicko za
obe funkcije b;(0) i b,(0) jeste to da im je nagib -1 kada primaju pozitivne vrednosti. Na slici 4.6.5
vidimo slucaj b1 (0) > b, (0). Plavom bojom obeleZeni su najbolji odgovori osobe 1 na razlic¢ite vrednosti
ulaganja igraca 2, dok su crvenom bojom naznaceni najbolji odgovori igraca 2 na ulaganja igraca 1.

b, (0)

cl

b, (0)
Slika 4.6.5: Funkcije najboljeg odgovora u Igri doprinosa zajednickoj imovini kad je b;(0) > b,(0); Plavom bojom obeleZeni su
najbolji odgovori osobe 1 na razliCite vrednosti ulaganja igraca 2, dok su crvenom bojom naznaceni najbolji odgovoriigraca 2 na
ulaganjaigraca 1.

Vidimo da u sluc¢aju b1 (0) > b,(0) igra ima jedinstven NesSov ekvilibrijum, i to je tacka (b;(0),0) u kojoj
igra¢ 2 ne daje nikakav doprinos zajednickoj imovini. S druge strane, ukoliko vazi b;(0) < b,(0)
jedinstven NesSov ekvilibrijum je par akcija (0, bz(O)) tj. tacka u kojoj je doprinos igraca 1 jednak nuli.
Ocigledno, osoba koja daje veci doprinos u situaciji kada druga osoba ne ulaZe nista je jedina osoba koja
doprinosu NeSovom ekvilibrijumu. Samo u slu¢aju b;(0) = b,(0), koji je vrlo malo verovatan ukoliko se
funkcije v, i v, razlikuju, obe osobe imaju pozitivan doprinos u tacki NeSovog ekvilibrijuma. Tada se dve
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funkcije poklapaju, te je svaki par doprinosa (cq, c,) takav da je ¢;+c, = b;(0) i pritom ¢; > 0,i = 1,2
Nesov ekvilibrijum.

4.7. Dominacija strategija

Dominacija strategija je Cest pojam u teoriji igara koji ukoliko postoji, moze u velikoj meri pomoci
u redukovanju bimatrica velikih dimenzija kako bi se odredio karakter igre i njen NeSov ekvilibrijum. Da
je strategija A dominiraju¢a u odnosu na strategiju B znaci da ¢e igra€ uvek kada na raspolaganju ima
samo te dve akcije, birati akciju A jer mu je ona isplativija. Formalno objasnjenje ove osobine dato je
slede¢om definicijom:

Definicija 4.7.1: [13] (stroga dominacija) U strate3koj igri sa ordinalnim preferencijama strategija a;’
igraca i striktno dominira nad strategijom a; ukoliko vaZi

ui(ai,a) > ui(aj,ay)
za svaki portfolio akcija drugih igrata a_;, gde je sa u; data funkcija isplate igraca i. Strategiju a;'
nazivamo dominaniraju¢om strategijom, dok se a; naziva dominiranom strategijom.

Primer 4.7.1: [13] Podsetimo se bimatrice date u Dilemi zatvorenika. U vrstama se jasno vidi da za
igraca 1 strategija P strogo dominira nad strategijom NP jer Sta god da izabere igrac 2, priznanje zlocina
¢e mu doneti vecu korisnost (3 u odnosu na 2 i 1 u odnosu na 0). Za igraca 2 je takode strategija P strogo
dominantna u odnosu na NP.

Zatvorenik 2

NP P
Zatvorenik1 NP (22) (0,3)
p ((B0) (L1)

Primer 4.7.2: [13] U primeru Bah ili Stravinski dominacija odredene strategije u odnosu na drugu ne
postoji. Posmatrajuci strategije igraca 1 date vrstama bimatrice vidimo da je 2 > 0,0 < 1, dok u slu¢aju
strategija igraca 2 imamo situaciju1 > 0,0 < 2.

Stravinski
B S
s 1(0,0) (1,2)

Treba, naime, imati u vidu da to Sto je jedna strategija dominiraju¢a nad drugom ne znadi
automatski i njenu dominaciju nad svim postojec¢im strategijama, mada nije isklju¢eno da se ovo moZe
dogoditi. Strogo dominirana akcija nikada ne mozZe biti najbolji odgovor na akcije drugih igraca, jer Sta
god oni odigrali, bolje je preduzeti neku drugu akciju kao odgovor. Obzirom da je NeSov ekvilibrijum za
pojedinacnog igraca strategija koja predstavlja najbolji odgovor na skup akcija drugih igraca, jasno je da
strogo dominirana akcija ne moze biti deo Nesovog ekvilibrijuma. [7]

Osim stroge postoji i takozvana slaba dominacija (mada se u literaturi ¢esto koristi samo rec
dominacija). Nju navodimo u definiciji 4.7.2:

Definicija 4.7.2: [13] (slaba dominacija) U strateskoj igri sa ordinalnim preferencijama strategija a;’
igraca i (slabo) dominira nad strategijom a; ukoliko vaZi
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ui(ai’,a-) = u(aj,ay)
za svaki portfolio akcija drugih igrac¢a a_;, kao i
ui(ai’,a—) > ui(aj,ay)
za neki portfolio akcija drugih igraca, gde je sa u; data funkcija isplate igraca i.

Kod strogog NesSovog ekvilibrijuma, jasno, nijedna akcija ne moze biti slabo dominirana, jer je
svaka akcija igraca koja ne pripada ravnoteznom portfoliju za njega strogo manje isplativa. Ipak, za
“nestrogi” Nesov ekvilibrijum vazi da unutar njega moze postojati slabo dominirana akcija.

Primer 4.7.3: [13] U bimatrici igrac 2
B C

lgrac¢ 1 g[(L1) (2,0)

c(0.2) (22)

Slika 4.7.1: Primer strateske igre sa NeSovim ekvilibrijumom (C, C) u kom su akcije oba igraca slabo dominirane

vidimo da postoje dva NesSova ekvilibrijuma, i to (B,B) i (C,C). U slucaju prvog ekvilibrijuma, za oba
igracCa je strategija B slabo dominiraju¢a u odnosu na strategiju C. Ipak, u slucaju ekvilibrijuma (C, C)
strategije oba igraca su slabo dominirane.

4.8 Mesovite igre i mesovite strategije

U momentu kada smo u poglavlju 4.5. uveli pojam NeSovog ekvilibrijuma, zamisljali smo
situaciju u kojoj su umesto pojedinacnih igraca u igri suprotstavljene citave populacije, ali da pri svakom
slede¢em potezu iz populacije istupa jedna slucajno izabrana osoba koja ¢e taj potez izvesti. Tada je
svaka populacija kreirala svoje misljenje o tipicnim protivnicima iz drugih populacija, a to su bile vise
slike samih populacija nego konkretnih osoba unutar njih. Tom pretpostavkom smo uveli takozvanu
izolaciju igraca, tj. situaciju u kojoj oni imaju predstavu o opsStem ponasanju protivnika, ali ne i o
konkretnoj licnosti koja igra protiv njih. Takode, do sada je razmatran iskljucivo slucaj u kome svi igraci iz
jedne populacije preduzimaj isti potez (biraju istu strategiju), iako je sasvim jasno da je ovo jedna veoma
specifi¢na situacija. Slu¢ajem kada igraci iste populacije mogu vuci razliite poteze bave se meSovite igre
i unutar njih se uglavnom razmatra jedna od dve ponudene opcije:

e Opcija 1: Razliciti igraci iz iste populacije biraju razli¢ite akcije, ali jedan igrac svaki put bira istu
akciju;
e Opcija 2: Svaki igra¢ u momentu kada igra igru bira svoju akciju probabilisticki, odnosno prema
odredenoj raspodeli koja se u toku igre ne menja.
Mi ¢emo prvenstveno razmatrati drugi slucaj, a ravnotezne tacke koje se u ovom slucaju dostizu
nazivacemo stohasti¢im ravnoteznim tackama. [13]

Primer 4.8.1: [13] Pretpostavimo da dva igraca poseduju po novci¢ i da istovremeno svaki od njih treba
da izabere jednu stranu novciéa. Ukoliko obojica izaberu istu stranu, igra¢ 2 plac¢a 1 dinar igracu 1, dok u
slucaju da izabrane strane ne budu iste igra¢ 1 daje 1 dolar igracu 2. Bimatrica ove igre izgleda ovako:

igrac 2
G P
Igrac 1 ¢ [1L-1) (=11)

Slika 4.8.1: Bimatrica Igre bacanja novcica
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Iz strukture ove bimatrice je jasno da nema “Cistog” NeSovog ekvilibrijuma, odnosno nijedno od 4
ponudena stanja nema osobinu da nekom od igraca nije povoljnije da iz njega izade, te se stoga
ravnoteZza nece postiéi ukoliko pojedinacan igra¢ u svakoj partiji bira istu stranu novci¢a. Pokazaéemo
sada da se ravnoteza ove igre postize ukoliko svaki igrac¢ bira jednu od ponudene dve strane novcica sa
verovatnoc¢om % . Pretpostavimo da igrac¢ 2 bira stranu G s verovatnoéom % (Sto znaci da se i strana P
bira s istom tom verovatno¢om), dok igra¢ 1 bira stranu G s verovatnoéom p, a P s verovatno¢om 1-p. U

ovakvoj situaciji Sansa da se dese slucajevi (G, G) i (G, P) je %p, dok je % (1 — p) verovatnoca da se dese
slucajevi (P,G) i (P, P). Verovatnoca da prvi igra¢ dobije 1 dinar je %p +%(1 —-p) = %, a isto toliko
iznosi verovatnoca da izgubi 1 dinar. Ocigledno, raspodela njegovog dobitka ne zavisi od p, te je svaka
vrednost p € [0,1] optimalna. U sustini, igra¢ 1 ne mozZe postici nista bolje od onoga $to postize u sluéaju
kadajep = %, tj. kada s jednakom verovatno¢om bira stranu G ili P. U obrnutom slucaju (kada igrac 1

. , 1 _ . ,
bira neku od strana s verovatnoéom ~ @ igrac 2 bira stranu G s verovatnoéom ¢, a stranu P sa

verovatno¢om 1 — q) slicnom analizom dolazimo do zaklju¢ka da je g = % .
Pokazac¢emo takode da pod pretpostavkom o racionalnosti preferencija oba igraca, tj. pretpostavkom da
obojica Zele da njihova verovatnoca dobijanja 1 dinara bude maksimalna moguca, ne postoji nijedno

‘ . . . . , 1 . L .
drugo ravnoteino stanje osim stanja kada oba biraju G s verovatnoéom b Naime, neka igra¢ 1 bira
stranu G s verovatnoéom p, dok igrac 2 bira G s verovatno¢om q. Tada je igrac 1 u sledecoj situaciji:

e Dobija 1 dinar s verovatnocompq + (1 —p)(1—q) =1—-q+p(2q—1)
e Gubi 1dinarsverovatnoomp(1—q)+ (1 —p)g =q+p(1 —2q)

ili, prikazano raspodelom : ( 1 1 )
/P P " \1-q+pRq-1) q+p(l-29))

Ukoliko je g < %, verovatnoca dobijanja 1 dinara opada sa rastom p, dok verovatnoca gubitka 1 dinara
raste sa rastom p. Jasno, za igraca 1 je stoga najbolja opcija da je p = 0. Znadi, ukoliko igra¢ 2 bira stranu
G s verovatnoéom manjom od % za igraca 1 je najbolje da svaki put bira stranu P. U sluéaju q >%

analognom analizom zaklju¢ujemo da igrac 1 svaki put treba da bira stranu G.

Posmatrajmo sada situaciju u kojoj igra¢ 1 bira stranu G sa sigurno$¢u. Tada je igracu 2 najsrecnija opcija
da bira P sa sigurnoScu. S druge strane ukoliko bi se prvi igra¢ odlu¢io da stalno bira P, onda je
optimalna strategija za igraca 2 da svaki put bira G. Jasno je da ne postoji ravnotezno stanje za situaciju u

VI , - 1 . .v i . sy
kojoj igrac€ 2 bira G s verovatno¢om razlicitom od > Simetricnom analizom dolazimo do zakljucka da

. . a . , v 1
takode nema ravnoteznog stanja ukoliko igra¢ 1 ne bira stranu G s verovatno¢om drugacijom od >

Navedeni primer predstavlja igru u cijoj jednoj partiji igra¢ ima dva moguca ishoda, to su 1 dinar
ili -1 dinar. PoStujuéi pretpostavku o racionalnosti, nije bilo teSko zakljucivati kakve su u ovom slucéaju
preferencije igraca, no takode je bilo relativho jednostavno zakljuciti kakve su bile preferencije igraca
prema takozvanim lutrijama, odnosno situacijama gde je mogu¢ dobitak prikazan raspodelom. Jasno,
ako igra¢ preferira dobitak a u odnosu na dobitak b i ako za p, q € [0,1] vaZi p > q, onda on i preferira
lutriju u kojoj mu je moguénost dobitka a jednaka p ( @ moguénost dobitka b je 1 — p) u odnosu na onu
u kojoj mu je mogucénost dobitka a jednaka g ( a moguénost dobitka b je 1 — q). Vec u sluéaju kada npr.
igrac ima 3 ili viSe mogucénosti dobitka, nije tako jednostavno zakljucivati kakve su njegove preferencije
prema lutrijama.
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Posmatrajmo situaciju u kojoj igracu i,i = 1,2, ...,n mozZe da se desi jedan od tri ishoda - a, b ili
¢, i neka su dve lutrije P, Q prikazane raspodelama:

a b c a b c
P: ( ), : ( ), odnosno
Pa DPp» Pc ¢ da 9 94c

u slucaju P ishod a deSava se s verovatno¢om p,, ishod b s verovatno¢om p,, a verovatnoda ishoda c je
P, dok se u slucaju Q ishodi a, b, ¢ deSavaju s verovatno¢ama q,, qp, g respektivno. U situacijama kao
Sto je ova posmatraju se i porede tzv. ocekivane vrednosti funkcije isplate nad deterministickim
ishodima ovih lutrija, tj. za svakog igraca i postoji funkcija u; sa osobinom da igra¢ (strogo) preferira
jednu lutriju u odnosu na drugu ako i samo ako je ocekivana vrednost funkcije isplate prve lutrije
(strogo) veca od ocekivane vrednosti funkcije isplate druge. U slucaju sa P i Q, kada je isplata igraca
i data funkcijom u;, igrac strogo preferira P u odnosu na Q ako i samo ako

paui(a) + ppu;(b) + peu;(c) > qqu;(a) + qpu;(b) + q.u;(c).

Prvi naucnici koji su se sistematicnije bavili preferencijama u odnosu na lutrije koje se prikazuju pomocu
ocekivanih vrednosti funkcije isplate nad deterministickim ishodima bili su fon Nojman i Morgenstern, te
se stoga ove preferencije u literaturi ¢esto nazivaju vNM preferencijama. Funkcija isplate u; nad
deterministickim ishodima cijom ocekivanom vrednoséu se opisuju preferencije igraca naziva se
Bernulijeva® funkcija.

Podsetimo se da smo u odeljku 4.1. kao osnovne komponente strateskih igara naveli skup igraca, zatim
moguce akcije za svakog igraca, i na kraju njhove preferencije u odnosu na moguce akcije. Sli¢no, kod
mesovitih igara, osnovne komponente su:

e skupigraca,

e skup mogudih akcija za svakog igraca,

e preferencije svakog igraca u odnosu na lutrije (koje donose razli¢ite ishode sa razlicitim
verovatno¢ama), a koje su date ocekivanom vredno3¢u funkcije isplate u; nad moguéim
ishodima.

4.8.1 Nesov ekvilibrijum

Za odredivanje NeSovog ekvilibrijuma, kao Sto smo ranije pomenuli, dozvoljavamo da svaki
ucesnik igre izabere svoju raspodelu verovatnoéa nad skupom mogucih akcija. Upravo ova raspodela
naziva se mesovita strategija. Znaci, kako bi meSovita strategija igraca i bila potpuno odredena,
potrebno je da se svakoj akciji koju igrac i moZe preduzeti dodeli odgovarajuca verovatnoéa koja svedoci
o Sansi preduzimanja bas te akcije. Neka je a portfolio meSovitih strategija, a neka je sa a; oznacena
mesovita strategija igra€a i. Jasno, meSovita strategija nekog igraa moZe biti takva da dodeljuje
verovatnocu 1 nekoj akciji, i to ée znaciti da taj igra¢ uvek bira jednu te istu akciju, a to se jo$ naziva i
Cista strategija. [13]

Sustina NesSovog ekvilibrijuma mesSovitih strategija je ista kao i ranije - NeSov ekvilibrijum je onaj

portfolio mesovitih strategija a* koji ima osobinu da nijedan igra¢ i ne moze biti sre¢niji ukoliko iz njega
istupi.
Definicija 4.8.1.1: [13] Portfolio meSovitih strategija a* u slu¢aju mesovitih igara sa vNM preferencijama
je NeSov ekvilibrijum ako za svakog igraca i i svaku meSovitu strategiju «; igraca i vaZi da je njegova
ocekivana isplata od portfolia a* barem onolika kolika je njegova isplata od portfolia (a;, @*;), u odnosu
na funkciju isplate cija ocekivana vrednost prikazuje preferencije tog igraca.

> Daniel Bernoulli, 1700-1782, Svajcarski matematicar i fizicar
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4.9. Ekstenzivna forma igre

Do sada je nasa pretpostavka bila da igrac¢i vuku poteze jednovremeno, odnosno da nemaiju
informaciju o potezu koji vuce njihov protivnik. Na taj nacin je eliminisana vremenska dimenzija igre koja
je prisutna u slucaju da igraci vuku poteze naizmeniéno. Takode, podrazumevalo se da igrac izabere svoj
plan strategija jednom i zauvek, odnosno da se sve do kraja igre pridrzava tog plana. Ekstenzivna forma
igre se bavi naizmenicnim potezima igraca, a ona takode moze da razmatra slucajeve kada igraci menjaju
svoje misljenje u toku igre. U zavisnosti od toga da li igraci poznaju ili ne poznaju prethodni potez
protivnika razlikujemo dve vrste ekstenzivnih igara — igre sa potpunom i igre sa nepotpunom
informacijom.

Ekstenzivna forma igre je graf strukture stabla. Stablo je acikli¢ni graf u kome su svi ¢vorovi
povezani. U stablu postoji jedinstveni ¢vor kome ne prethodi ni jedan drugi ¢vor i on se naziva koren
stabla, dok postoji i jedan ili viSe ¢vorova koje ne sledi nijedan drugi ¢vor i njih nazivamo terminalni
Cvorovi (listovi). Od korena pa do bilo kog lista postoji jedinstveni put kroz stablo. Formalnije, stablo
predstavlja uredeni par (T, F) gde je T skup ¢vorova, dok je F skup grana, gde kazemo da je F funkcija
koja svakom ¢voru x € T pridruzuje podskup F(x) € T ¢vorova koji direktno slede ¢vor x. Od korena
stabla x, do bilo kog ¢vora x = x, postoji jedinstveni put (xg, X1, ..., Xg)-

Stablo igre nam prikazuje mogudi niz poteza koji uti¢u na krajnji ishod igre. Skup pozicija igre se
opisuje ¢vorovima stabla. U svakom ¢voru stabla jedan igra¢ ima pravo da vuce jedan potez, i to da
izabere jednu akciju iz raspolozZivog skupa prikazanog granama koje izlaze iz tog ¢vora. Igra se zavrSava
dolaskom do terminalnog c¢vora (lista). [7]

4.9.1 Ekstenzivna forma igre sa potpunom informacijom

Kako bismo objasnili igre sa potpunom informacijom potrebno je, kao i ranije, odrediti skup
igraca i njihove preferencije. U sluc¢aju ekstenzivnih igara takode je potrebno odrediti redosled po kome
igraCi vuku poteze, kao i akcije koje igraci mogu preduzeti kada dode red na njihov potez (ova stavka je
postojala i ranije,ali kod ekstenzivnih igara ¢e to biti predstavljeno na drugaciji nacin). Svaki mogudi niz
(redosled) akcija tokom igre naziva se terminalna istorija, dok ¢emo u cilju odredivanja redosleda po
kom igraci vuku poteze koristiti tzv. funkciju igraca (player function). Znadi, ekstenzivna forma igre
sastoji se iz Cetiri komponente:

e igradi

e terminalne istorije

e funkcija igraca

e preferencije za svakog igraca

Treba obratiti paznju da na ovaj nacin nisu eksplicitno navedene akcije koje igra¢ u toku igre moze
preduzimati, no o njima zaklju¢ujemo upravo na osnovu terminalnih istorija i funkcija igraca. [13]

Primer 4.9.1.1: [13] Posmatrajmo situaciju u kojoj imalac teritorije (incumber) —igrac 2 dolazi u situaciju
u kojoj se suocava sa napadadem na njegovu teritoriju (challenger) - igracem 1, (npr. imalac teritorije
moze biti firma koja ima monopol na trziStu, a napadac moze biti druga firma koja Zeli da ude na to
trziste). Igrac 1 ulazi ili ne ulazi na teritoriju, a ukoliko ude onda igrac 2 ima dve opcije — da se bori ili da
se pokori. Jasno, tri terminalne istorije ove ekstenzivne igre su (ne napada), (napada, borba),
(napada, pokoravanje), dok funkcija igraa dodeljuje napadacu startnu poziciju (on zapocinje igru), a
imalac teritorije dolazi na red posle poteza napada napadaca.
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Na osnovu specifikacije terminalnih istorija i funkcije igraca, jasno je da su dve akcije dostupne
igracu 1 na startu igre — ne napada i napada, dok su akcije igraca 2 borba i pokoravanje, jer one
predstavljaju odgovor na napad igraca 1. Generalno, pod pretpostavkom da su (C, D) i (C, E) terminalne
istorije, a funkcija igraca dodeljuje igraca 1 startu igre, a igraca 2 istoriji C (on igra nakon poteza C prvog
igraca), zaklju¢ujemo da su akcije dostupne drugom igracu upravo D i E.

lako terminalne istorije predstavljaju skup razli¢itih redosleda akcija, treba strogo voditi racuna
o tome da nije svaki redosled akcija ujedno i terminalna istorija. Npr. ukoliko je (C,D) terminalna
istorija, onda to nije i samo C, jer zbog toga Sto je (C, D) terminalna istorija C se moZe birati na startu, a
potom mozZe uslediti odgovor D i tek se tu igra zavrSava. Prava podistorija terminalne istorije ne moze
biti terminalna istorija za sebe. Uopsteno, podistorija kona¢nog niza (redosleda) akcija (al,az, ...,ak)
moze biti prazan niz u oznaci @ (pocetak igre), zatim svi nizovi oblika (al,a?,...,a™), 1 <m < k,kao i
sam niz (al,az, ...,ak). Podistorije beskonac¢nog niza akcija (a',a?,..) su prazan niz u oznaci @
(pocetak igre), svi nizovi oblika (al,a?, ...,a™), m € N, kao i ¢itav taj beskonacan niz. Podistorija niza
akcija razlic¢ita od tog niza naziva se prava podistorija. Niz akcija koji je podistorija neke terminalne
istorije u literaturi se ¢esto naziva i jednostavno — istorija. U primeru 4.9.1.1 podistorije npr. terminalne
istorije (napada, borba) su @, napada, (napada, borba).

Definicija 4.9.1.1: [13] Ekstenzivna igra sa potpunom informacijom sastoji se iz:
e skupaigraca
e skupa svih mogudih nizova (redosleda) akcija (terminalnih istorija), sa osobinom da nijedan od
njih nije prava podistorija nekog drugog niza akcija
e funkcije igraca koja dodeljuje igraca svakom nizu koji predstavlja pravu podistoriju neke
terminalne istorije
e preferencija svakog igrac¢a u odnosu na skup terminalnih istorija.

Kako pravu podistoriju terminalne istorije nazivamo i istorijom, to Sto funkcija igraca npr. dodeli
igra¢a i nekoj istoriji h znaci da igra¢ i vuce potez odmah posle h. Sto se ti¢e preferencija, ovde kao i do
sada koristimo funkcije isplate za njihov prikaz.

Primer 4.9.1.2: [13] (nastavak primera 4.9.1.1.) Pretpostavimo da je za napadaca u prethodnom primeru
najbolji ishod da on napadne, a da mu se drugi igra¢ pokori, dok je najlosiji da napadne, a imalac
teritorije pocne da se bori. S druge strane, za imaoca bi bilo najbolje da se napadaé povuce
(ne napada), a najnepovoljnija situacija mu je da napada¢ ude na njegovu teritoriju i dode do borbe.
Odredimo klju¢ne aspekte ove ekstenzivne igre:
e igradi: imalac teritorije, napadac
e terminalne istorije: ne napada, (napada, borba), (napada, pokoravanje)
e funkcijaigrata P(@) = napadac, P(napada) = imalac teritorije
o preferencije: u; (napada, pokoravanje) = 2, u,(ne napada) = 1,u,(napada, borba) = 0;
u,(ne napada) = 2,u,(napada, pokoravanje) = 1,u,(napada, borba) = 0, gde su uy i u,
funkcije korisnosti oba igraca.
Igra je predstavljena dijagramom na slici 4.9.1.1. Prazan kruzi¢ na pocetku simbolizuje praznu istoriju,
odnosno pocetak igre, a iznad nje je navedeno da igru zapocinje napadac, P(®) = napadac. Zatim dve
grane predstavljaju moguce izbore prvog igraca, a to su da napadne ili ne napadne. Grana napada vodi
do obojenog kruzi¢a koji simbolizuje da je red na potez igraca 2, a on ima moguénost da bira
pokoravanje ili borbu. Na kraju svake terminalne istorije nalazi se informacija o korisnosti koju oba
igraca imaju od redosleda akcija koji predstavljaju svaku pojedinacnu terminalnu istoriju.
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Napadac

Napada Ne napada

Imalac tepftorije

Pokoravanje

(2.1) (0.0)

Slika 4.9.1.1: Skica za primer 4.9.1.2

Ponovo, akcije dostupne igra¢ima navedene su samo indirektno u specifikacijama igre, tj. o njima
zaklju¢ujemo iz terminalnih istorija i funkcije igraca. Ako je za neku neterminalnu istoriju h, niz (h,a)
istorija onda je a jedna od akcija koje su dostupne igracu koji je na potezu posle h, te je stoga skup svih
akcija dostupnih igracu koji vuce potez nakon h dat sa

A(h) ={a: (h,a) je istorija}.

Na slici 4.9.1.1 istorije su: @, ne napada, napada, (napada, pokoravanje), (napada, borba). Stoga je
skup akcija dostupnih napadacu dat sa A(@) = {napada, ne napada}, a skup akcija dostupan igracu 2
je A(napada) = {pokoravanje, borba}.

Terminalna istorija moZe biti konacne ili beskonacne duZine. Ukoliko je duZina najduze
terminalne istorije konacna, kaze se da ekstezivna igra ima konacan horizont. Jasno, i igra sa konacnim
horizontom moze imati beskonacno mnogo terminalnih istorija, a to se desi ukoliko neki igra¢ posle
odredene istorije ima beskona¢no mnogo akcija na raspolaganju. Ukoliko igra sa kona¢nim horizontom
ima i konacno mnogo terminalnih istorija, kaZzemo da je ekstenzivna igra konacna.

4.9.2 ReSavanje ekstenzivne forme igre sa potpunom informacijom

Jedan od nacina za reSavanje ekstenzivnih igara sa potpunom informacijom je tzv. indukcija
unazad. Ideja ovog metoda pociva na tome da kada god jedan igra¢ dode na red da odigra potez, on za
svaku svoju mogucu akciju razmatra moguée akcije drugog igrac¢a koje ¢e uslediti, naravno vodedi se
principom racionalnosti. Na osnovu tih razmatranja, igra¢ bira akciju u smeru one terminalne istorije
koju najvise preferira. U primeru 4.9.1.2, jasno je da ¢e reSenje igre biti (napada,pokoravanje).
Napadacu je jasno da u slu¢aju napada imalac teritorije preferira da se pokori a ne da se bori, pa je na
osnovu toga i njemu (napadacdu) isplativije da napadne.

Mana indukcije unazad je ta $to ona nije uvek primenljiva. Naime, ukoliko bi imalac teritorije u
sluéaju napada bio indiferentan izmedu borbe i pokoravanja, odnosno ukoliko bi vazilo
u,(napada, pokoravanje) = 1, u,(napada,borba) =1, tada indukcija unazad ne bi mogla reci
napadacu kako ¢e se imalac teritorije postupiti, te bi on ostao nesiguran da li da napada ili ne. S druge
strane, ukoliko imamo ekstenzivnu igru sa beskonacno dugim terminalnim istorijama, tada bi indukcija
unazad opet bila onemogucena jer ne postoji kraj od koga bismo zapoceli analizu. Naravno, ekstenzivne
igre se takode mogu resavati pomoc¢u koncepta NeSovog ekvilibrijuma, koji u igrama gde je indukcija
unazad dobro definisana daje iste rezultate kao i prethodno pomenuti metod. [13]
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Definicija 4.9.2.1: [13] Strategija igraca i u ekstenzivnoj igri sa potpunom informacijom je funkcija koja
svakoj istoriji h nakon koje je red na igrata i da odigra potez (P(h)=
i, gde je P funkcija igraca) dodeljuje akciju iz skupa A(h).

Primer 4.9.2.1: [13] U igri na slici 4.9.2.1.

(2,1) (3,0 0,2) (1,3)

Slika 4.9.2.1: Skica za primer 4.9.2.1

igrac 1 bira prvi potez i njegove moguce akcije su C i D, te on ima dve strategije — jednu koja praznoj
istoriji dodeljuje akciju C i drugu koja praznoj istoriji dodeljuje akciju D. Igrac¢ 2 je na potezu nakon obeju
istorija C i D. Dostupne akcije nakon C su E i F,anakon D dostupne su G i H, stoga je strategija igraca
2 funkcija koja dodeljuje vrednost E ili F istoriji C, kao i vrednost G ili H istoriji D. Jasno, igra¢ 2 onda
ima 4 strategije, itosu EG,EH,FG, FH.

Primer 4.9.2.2: [13] Posmatrajmo igru na slici 4.9.2.2:

(1.2) (0,0)

Slika 4.9.2.2: Skica za primer 4.9.2.2

Igrac 1 startuje igru i dolazi na red ponovo kada se desi istorija (C, E). U svakom od ova dva slucaja on
ima dve akcije na raspolaganju, Sto znac¢i da prema definiciji 4.9.2.1 ima 4 moguce strategije
CG (bira € na poCetku, a potom G nakon istorije (C, E)),CH,DG,DH. OcCigledno je da svaka od ovih
strategija u sebi sadrzi akciju posle istorije (C, E), iako se u slu¢aju da igrac 1 izabere akciju D ova istorija
ne moZe dogoditi. Ipak, ovako definisane 4 strategije u potpunosti postuju definiciju 4.9.2.1 koja zahteva
da strategija svakog igraca i sadrzi akcije za svaku istoriju h posle koje je red na potez tog igraca, cak i
ako se neka istorija ne moZze ni desiti ukoliko se pomenuta strategija isprati.
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4.9.3 Nesov ekvilibrijum za ekstenzivnu formu igre sa potpunom informacijom

Kombinacije strategija igra¢a koji su ucesnici igre predstavljaju portfolije strategija. Svaki
portfolio strategija odreduje jednu terminalnu istoriju. Oznacimo jedan moguci portfolio strategija sa
s, a neka je funkcija igraca oznacena sa P. Na pocetku igre na potezu je igra¢ P(@). Njegova strategija je
Sp(g) i on bira akciju Sp(g)(@). Oznalimo tu akciju sa a®. Ukoliko a® nije terminalna istorija, onda igra¢
P(a') igra slededi, i njegova strategija je Sp(at) Unutar koje bira akciju sp(a1)(a1). Sada ¢emo ovu akciju
oznacditi sa a?. Ukoliko (at, a?) nije terminalna istorija, ponovo se desava isto, funkcija igraca odreduje
ko je na potezu, a potom strategija tog igraca specificira potez koji ¢e on da vuce. Ovo se nastavlja sve
dok se ne konstruise terminalna istorija, a nju éemo oznaciti sa 0(s). [13]

Primera radi, terminalna istorija koja nastaje kao ishod portfolija strategija (DG, E) u primeru
4.9.2.2 je D, dok je u slucaju portfolija (CH, E) ishod terminalna istorija (C, E, H). Odavde proizilazi da
da bismo odredili terminalnu istoriju koja je ishod portfolija strategija ne moramo da se bavimo onim
komponentama strategija pojedinacnih igraca koje nastaju posle istorija koje se nece desiti ukoliko se
prati taj portfolio strategija. Konacno, definiSimo NeSov ekvilibrijum za ekstenzivnhu formu igre sa
potpunom informacijom:

Definicija 4.9.3.1: [13] Portfolio strategija s* je NeSov ekvilibrijum ekstenzivne forme igre sa potpunom
informacijom ukoliko je za svakog igraca i i svaku strategiju r; igraa i terminalna istorija O(s™)
generisana portfolijom s* barem jednako dobra koliko i terminalna istorija O(r;,sZ;) generisana
portfolijom strategija (73, sZ;) u kome igrac i bira strategiju ;, dok svaki drugi igra¢ j ostaje pri strategiji
s; . Ekvivalentno, za svakog igraca i vaZi

u;(0(s") = u;(0(r;, %)), za svaku strategiju 7; igraca i
gde je sa u; oznacena funkcija isplate kojom su objasnjene preferencije igraca i.

Primer 4.9.3.1: [13] Pokusajmo pronaci NeSove ekvilibrijume u primeru 4.9.1.2. Bimatrica je data na slici
4931
Imalac teritorije

pokoravanje borba

Napadat napada [(2,1) (0,0)
ne napada |(1,2) (1,2)

Slika 4.9.3.1: Slika za primer 4.9.3.1

Kao Sto smo ranije zakljucili, (napada, pokoravanje) jeste NeSov ekvilibrijum. Medutim, analizom
bimatrice dolazimo do zaklju¢ka da je (ne napada, borba) takode Nesov ekvilibrijum! Ocigledno, kada
napadac ostane izvan teritorije (ne napada), tada imalac teritorije nema boljeg odgovora osim da se
bori (isplata je 2 i ako se bori i ako se pokori). Takode, ukoliko se imalac teritorije odlu¢i na borbu,
onda se napadacu vise isplati nenapadanje nego napadanje.

Pokusajmo da malo ozbiljnije analiziramo ekvilibrijum (ne napada, borba). Do sada smo kod
Nesovog ekvilibrijuma pretpostavljali da na osnovu proslih iskustava u igranju igre svaki igrac u
ravnoteznoj tacki ima tacan sud o ponasanju drugih igraca, na osnovu koga bira optimalnu strategiju.
Ipak, ako napadac u ovom konkretnom primeru uvek preduzima akciju ne napada, jasno je da on ne zna
Sta se moZe desiti ukoliko napadne, stoga se ova pretpostavka na NeSov ekvilibrijum
(ne napada, borba) ne moze primeniti. Eventualno bismo mogli pobe¢i od ovog problema ukoliko
bismo uveli tzv. perturbovano ravnotezno stanje, tj. ono u kojem se ponekad ipak dese neke
neekvilibrijumske akcije (npr. igraci pogrese), te se na osnovu toga saznaju sve akcije drugih igrac¢a nakon
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svake mogude istorije. Ipak, i u ovim (retkim) situacijama, ukoliko bi napada¢ npr. birao napada, imalac
teritorije bi preferirao pokoravanje, pa napadac opet ne bi mogao doneti zaklju¢ak o ponasanju imaoca
teritorije koji je korektan u smislu ekvilibrijuma (ne napada, borba). Stoga zaklju¢ujemo da NeSov
ekvilibrijum (ne napada, borba) nije jak (robust) NeSov ekvilibrijum, odnosno on za razliku od prvog
ekvilibrijuma (napada, pokoravanje) nije optimalan u odnosu na svaku istoriju.

4.9.4 Idealni ekvilibrijum podigre (Subgame perfect equilibrium)

U cilju trazenja jakog NeSovog ekvilibrijuma uvodimo pojam podigre. Naime, za neku
neterminalnu istoriju h, podigra koja odgovara toj istoriji je onaj deo cele igre koji se desava nakon h.
Formalnije, zapiSimo to u obliku definicije:

Definicija 4.9.4.1: [13] Neka je I" ekstenzivna forma igre sa potpunom informacijom cija je funkcija igraca
P. Za svaku neterminalnu istoriju h igre ', podigra I'(h) koja prati istoriju h je ekstenzivna igra sa
slede¢im komponentama:
e igraci:igraciigreT,
e terminalne istorije: skup svih nizova akcija h' takav da je (h, h") terminalna istorija igre T,
e funkcija igraca: Igra¢ P(h, h") biva dodeljen svakoj pravoj podistoriji k' terminalne istorije,
e preferencije: Svaki igra¢ preferira h' u odnosu na h'’ ako i samo ako preferira (h,h") u odnosu
na (h,h'") uigril.
Treba obratiti paznju da je podigra koja prati istoriju @ citava igra. Svaka podigra razlic¢ita od
Citave igre naziva se prava podigra. Kako za svaku neterminalnu istoriju postoji podigra, jasno je da
podigara ima onoliko koliko ima netermalnih istorija. [13]

U primeru 4.9.2.1 imali smo 3 neterminalne istorije - @,C,D a samim tim i 3 odgovarajuce
podigre — ¢itavu igru (koja prati @ ), zatim dve prave podigre date na slici 4.9.4.1.

5 2

1) 3o (02 (1,3)
Slika 4.9.4.1: Prave podigre za primer 4.9.2.1

U primeru 4.9.2.2 takode postoje 3 neterminalne istorije, te stoga i 3 podigre od kojih je jedna
Citava igra a ostale dve su prikazane na slici 4.9.4.2.

iy oo (12) 0,0)

Slika 4.9.4.2: Prave podigre za primer 4.9.2.2
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PokuSa¢emo prvo neformalno da objasnimo pojam idealnog ekvilibrijuma podigre, a zatim na
osnovu toga da razmotrimo zasto u primeru 4.9.3.1 (ne napada, borba) to nije.

Idealni ekvilibrijum podigre je portfolio strategija s* takav da ni u jednoj podigri nijedan igra¢ i ne moze
uciniti niSta bolje po sebe birajuéi strategiju razlicitu od s; ukoliko svaki drugi igrac¢ j ostane pri svojoj
strategiji sf.

Na primer, NeSov ekvilibrijum (ne napada, borba) nije idealni ekvilibrijum podigre, jer u podigri
koja prati istoriju napada optimalno da igra¢ 2 odigra pokoravanje, a ne borba. S druge strane,
(napada, pokoravanje) jeste idealni ekvilibrijum podigre iz razloga s$to su strategije igrac¢a optimalne
kako na pocetku podigre, tako i unutar podigre koja prati istoriju napada.

Kako bismo dali formalnu definiciju idealnog ekvilibrijuma podigre koristi¢emo oznaku h za
istoriju i oznaku s za portfolio strategija. Pretpostavimo da je dosSlo do istorije h (¢ak iako ona nije
konzistentna sa portfolijom s ) i da se posle nje igraci priklanjaju strategijama portfolija s, Cega je krajnji
ishod terminalna istorija koju obelezavamo sa 0y, (s). Znaci O, (s) je terminalna istorija koja nastaje tako
Sto se od istorije h krene putem koji diktira portfolio s. Jasno, Og(s) = O (s).

Ako u primeru 4.9.3.1 sa h oznacimo istoriju napada, a sa s = (ne napada, borba), onda je
0y, (s) = (napada, borba).

Definicija 4.9.4.2: [13] Portfolio strategija s* u ekstenzivnoj formi igre sa potpunom informacijom je
idealni ekvilibrijum podigre ako je za svakog igraca i, za svaku istoriju h posle koje je red na potez igraca
i (P(h) = 1), iza svaku strategiju r; igraca i terminalna istorija O, (s*) generisana portfolijom strategija
s* nakon istorije h barem jednako dobra, u odnosu na preferencije igraca i, koliko i terminalna istorija
On (13, sZ;) koja je generisana pomocu portfolija strategija (r;,sZ;) u kome igrac i bira strategiju r;, dok
svaki drugi igrac j ostaje pri strategiji s;. Ekvivalentno, za svakog igraca i i za svaku istoriju h posle koje je
red na potez igraca i, vazi

u;(0n(s%)) = u;(0n (11, 8%))

za svaku strategiju 1; igraa [ gde je sa u; oznacena funkcija isplate kojom su objasnjene preferencije
igracda i, a 0,(s) je terminalna istorija nastaje po preduzimanju niza akcija generisanih portfolijom
strategija s nakon istorije h.

Uocimo da sada strategija svakog igraca mora da bude optimalna za svaku istoriju nakon koje je
na tog igraca red da vuce potez, a ne vise samo na pocetku igre kako je to bilo kod NeSovog ekvilibrijuma
datog u definiciji 4.9.3.1.

Idealni ekvilibrijum podigre iziskuje optimalnost portfolija strategija nakon svake istorije, te
samim tim i nakon pocetne istorije h = @. Stoga, moZemo zakljuéiti da je svaki idealni ekvilibrijum
podigre ujedno i NeSov ekvilibrijum.

Primer 4.9.4.1: [13] Razmotrimo sada NesSove ekvilibrijume (napada,pokoravanje) i
(ne napada, borba) na osnovu definicije za idealni ekvilibrijum podigre. NesSov ekvilibrijum
(ne napada, borba) nije idealni ekvilibrijum podigre jer ako biramo s* = (ne napada, borba), i =
imalac teritorije, r; = pokoravanje, h = napada, tada je 0,(s*) = (napada, borba) a 0, (r;,s%;) =
(napada, pokoravanje). Na osnovu ovoga je ui(Oh(s*)) = O,aui(Oh(ri,sii)) =1, te nejednakost iz
definicije 4.9.4.2 otigledno ne vazi. Sta se de3ava sa Ne3ovim ekvilibrijumom (napada, pokoravanje)?
Neka je s* = (napada, pokoravanje). Nakon istorije h = @ na potezu je napadac. U njegovom slucaju
je ui(Oh(s*)) = 2, dok ukoliko bi bilo r; = ne napada, imali bismo situaciju u;(0p (1, sZ;)) = 1. Nakon
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]

istorije h = napada red je na potez imaoca teritorije. Kako je s* = (napada, pokoravanje), za njega
vazi u;(0,(s*)) =1, dok ukoliko bi za njega bilo 7; = napada, onda bismo imali situaciju
u;(Op(ry,s%;)) = 0. Ocigledno, (napada, pokoravanje) je jedini idealan ekvilibrijum podigre u ovoj
igri.
Primer 4.9.4.2: [13] Igra ultimatuma
Posmatrajmo situaciju u kojoj dve osobe Zele da podele sumu novca c. One ¢e to raditi na sledeci
nacin: osoba 1 nudi osobi 2 neku sumu novca koja je manja ili jednaka ¢, ozna¢imo tu sumu novca sa x.
Ukoliko osoba 2 prihvati ovu sumu novca, onda osoba 1 zadrzava ostatak od ¢ — x. Ako osoba 2 ne
prihvati ponudu, onda niko ne dobija niSta. Pretpostavimo da svaku osobu interesuje iskljucivo koli¢ina
novca koju ée ona dobiti i da obe osobe, naravno, preferiraju Sto vecu sumu novca. Osnovne
komponente ove igre su:
e igraci: 2 osobe
e terminalne istorije: uredeni parovi oblika (x,Z) gdeje 0 < x < ¢, Z € {da,ne}
e funkcijaigraca: P(@) = 1,P(x) = 2
e preferencije: za obe osobe preferencije su date funkcijama isplate Cije su vrednosti jednake
koli¢cinama novca koju osobe dobijaju; za terminalnu istoriju (x,da) osoba 1 dobija koli¢inu
novca ¢ — x, a osoba 2 dobija koli¢inu novca x, dok za terminalnu istoriju (x,ne) obostrani
dobitak je jednak 0.

Kako je u pitanju igra sa konacnim horizontom, moZemo je reSavati pomocu indukcije unazad da
bismo pronasli idealni ekvilibrijum podigre. Posmatrajmo prvo podigre duzine 1 u kojima osoba 2
prihvata ili ne prihvata ponudu osobe 1. Za svaku mogucu ponudu osobe 1 (nije obavezno da je x ceo
broj) postoji podigra. U podigrama koje prate situaciju kada prvi igra¢ nudi koli¢inu novca x, x > 0,
drugom igracu je tada optimalna opcija da prihvati tu ponudu, jer ukoliko je ne prihvati tada neée dobiti
nista. S druge strane, za podigru kada je x = 0, osobi 2 je potpuno svejedno da li ée ponudu prihvatiti ili
odbiti obzirom da joj je dobitak 0 u svakom slucaju. Znadi, u idealnom ekvilibrijumu podigre za osobu 2
je optimalno da ili prihvati sve ponude, ukljucujuéi i onu kada je x = 0, ili da prihvati sve ponude osim
ponude x = 0 koju ée odbiti.

Posmatrajmo sada celu igru i pokuSajmo ustanoviti Sta je optimalna strategija osobe 1 za
strategije osobe 2 koje odgovaraju idealnom ekvilibrijumu podigre. Ako osoba 2 prihvata sve ponude,
uklju€ujudi i onu kada je x = 0, onda je za osobu 1 optimalno da ponudi bas sumu novca jednaku 0. S
druge strane, ukoliko osoba 2 odbija ponudu x = 0, a sve ostale prihvata, onda nema optimalne
varijante za osobu 1, jer od svake “male” ponude postoji manja koja joj se vise isplati, dok je ponuda od
0 novcanih jedinica neprihvatljiva jer njome ne dobija nista.

Zakljucak je da je jedini idealni ekvilibrijum podigre zapravo situacija u kojoj osoba 1 nudi x = 0,
a osoba 2 prihvata sve ponude, jer tada osoba 1 dobija sumu ¢, a osoba 2 dobija 0. “Poreklo” ovog
“jednostranog” ekvilibrijuma dolazi iz same konstrukcije igre u kojoj je osoba 2 pasivha u odnosu na
osobu 1, koja je ta koja izlaZe svoje ponude. Ovakva jednostranost mogla bi se izbeci kada bi se osobi 2
dalo vise slobode, odnosno kada bi se i njoj dala mogucnost da uzvrati kontraponudom.
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5. TEORUIJA IGARA | EKONOMSKI MODELI

Kao Sto je ranije ve¢ navedeno, teorija igara ima primenu u Sirokom spektru nauka, a zakljucci
ove teorije narocito su potpomogli ekonomska istraZivanja i formiranje ekonomskih modela. Najcesée,
oni se primenjuju radi regulisanja odnosa na trziStu. NeSov ekvilibrijum u odredivanju resenja
nekooperativnih matricnih igara najces¢e ima slabu prediktivnu mo¢, obzirom da moZe postojati vise
reSenja. lpak, primer igara sa jedinstvenom tackom ravnoteze mozie se pronadi i upravo o takvim
primerima bice reci u nastavku teksta.

5.1. Opsta slika finansijskog trzista

Finansijsko trziSte se u najsSirem smislu moZe definisati kao bilo koje mesto na kome dolazi do
finansijskih transakcija, odnosno gde se kroz aktivnosti aktera na trZistu (firmi) susrec¢u ponuda i traznja.
Kao takvo, finansijsko trziste igra klju¢nu ulogu u stimulaciji ekonomskog rasta, definisanju ekonomskih
performansi svojih aktera i uopSte u uspostavljanju ekonomskog blagostanja. Osnovne funkcije
finansijskog trzista su:

e formiranje cene
e likvidnost
e redukcija transakcionih troskova.

Formiranje cene na trzistu se postize putem specificnih odnosa i transakcija izmedu kupaca i
prodavaca, preko kojih se definiSe koliko robe je na trzistu dostupno, a koliko se iste zapravo trazi, sto su
faktori koji direktno uti¢u na kretanje cena. Likvidnost je odnos sredstava koje neko preduzece u datom
momentu poseduje prema obavezama koje u najskorijem roku treba platiti. Likvidna sredstva preduzeca
¢ini aktiva koja se moZe upotrebiti kao sredstvo plaéanja ili koja se u najskorije vreme moze razmeniti za
novac. Funkcija likvidnosti trziSta podrazumeva upravo pruzanje moguénosti zamene aktive za novac.
Finansijska trZiSta omogucavaju alokaciju slobodnih finansijskih sredstava, usmeravanjem njihovih
tokova od onih subjekata koji raspolazu viskovima sredstava ka onim subjektima kojima ta sredstva
nedostaju. Redukcija transakcionih troskova na trzistu se postiZze tako Sto da bi bili uspesni u trZisSnim
poslovima subjekti moraju da minimiziraju svoje transakcione troskove, jer bi u suprotnom najznacajniji
deo njihovih sredstava odlazio upravo na isplatu upravo ovih troskova, sto nikome nije u cilju. [2]

Prema broju aktera na trzistu razlikujemo monopol, duopol i oligopol. Monopol podrazumeva
ekonomsku pojavu kada je celokupno trziSte diktirano od strane samo jednog subjekta. Npr. ovo se
deSava kada samo jedna firma proizvodi neki proizvod. Duopol predstavlja pojavu kada na trziStu
u€estvuju dve firme, i o ovome ¢ée posebno biti re¢i u modelima koji ¢e biti opisani u narednih nekoliko
strana. Oligopol je pojava kada na trzZistu postoji vise aktera.
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5.2. Kurnoov model

Godine 1838. Ogist Kurno (Auguste Cournot®®) predlozio je slede¢i model oligopola, koji se moze
modelirati kao strateska igra: Neka se odredeni proizvod proizvodi od strane n firmi. Za proizvodnju g;
jedinica proizvoda firma i utrosi C;(q;) novcanih jedinica, gde je C;, tzv. funkcija troskova (cost function),
rastuc¢a funkcija, Sto znaci da proizvodnja veée koli¢ine proizvoda firmi nosi vece troskove. Neka na
trziStu postoji jedinstvena cena tog proizvoda koju diktira njegova ukupna proizvodnja, npr. ako je
ukupna proizvodnja oznacena sa Q onda je trziSna cena P(Q). P se u ekonomiji ¢esto naziva inverzna
funkcija traznje. Pretpostavicemo da je P opadajuca funkcija kada je pozitivna, jer sto je vedéa koli¢ina
proizvoda na trZistu, to ¢e mu cena viSe padati. Na primer, ukoliko firma i proizvede koli¢inu proizvoda
q;, tada je trziSna cena proizvoda data sa P(qq; + g, + -+ g,,), pa je prema tome prihod koji firma
i ostvari q;P(q; + g2 + -+ g;,). Na osnovu prihoda i rashoda, dolazimo do funkcije profita za svaku
firmu:

(G, -, Gn) = qiP(q1 + g2 + -+ qn) — Ci(q0).
Komponente strateske igre koja reprezentuje ovu situaciju su:
Igraci: Firme
Akcije: Za svaku firmu, to su moguce koli¢ine proizvoda (output) koje firma moZe da proizvede
(nenegativni brojevi).
Preferencije: Za svaku firmu, njene preferencije ogledaju se u funkciji profita.

Posmatrajmo situaciju za n = 2, tzv. model duopola. Neka su funkcije troskova ove dve firme
date sa C;(q;) = cq;, i = 1,2. Ovo znaci da je cena proizvodnje datog proizvoda konstantna i iznosi ¢ za
obe firme. S druge strane, neka je inverzna funkcija traznje linearna tamo gde je pozitivha, odnosno neka
je data sa

_(a—0, Q<a
P(Q) - {0’ Q >a
gde za konstante a i c vazi @ > 0,c = 0. Inverzna funkcija traZnje prikazana je na slici 5.2.1.

1
P(Q) &

0 o Q—

Slika 5.2.1: [13] Inverzna funkcija traznje za Kurnoov model

23[17] Auguste Cournot, 1801-1877, francuski filozof i matematicar
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Treba primetiti da P(Q) ne mozZe biti jednako sa @ — Q za sve vrednosti Q jer bi to dovelo do
situacije kada je cena proizvoda negativna sto je nemoguce. Takode, pretpostavicemo da je ¢ < a, Sto
znaci da postoje vrednosti Q takve da je P(Q) > c. Situacija u kojoj je ¢ = a znacila bi da trZi$na cena
proizvoda ne moze biti visa od cene proizvodnje tog proizvoda, Sto je sa stanovista firmi besmisleno jer
one tada ne mogu da stvore nikakav profit. [7, 13]

Da bismo nasli NeSov ekvilibrijum, bavicemo se konceptom funkcija najboljeg odgovora
prikazanih u odeljku 4.6. Naime, prvo ¢emo pogledati kako izgleda funkcija profita. Za igraca 1 ona je
prikazana na sledeci nacin:

m1(q1,q92) = q1(P(q1 + q2) —¢) = {q_lc(gl' €~ a1 a), Z: Zi I Z; i Z

a zaigraca 2,

Gla—c—q1—q), zZagu +q; < a

m2(q1,q2) = q2(P(q1 + q2) —¢) = { Zcq, 723G, + Gy > @

Kako bismo pronasli najbolji odgovor firme 1 na bilo koju koli¢inu proizvodnje proizvoda od
strane firme 2, potrebno je da analiziramo profit firme 1 kao funkciju od g, za razli¢ite vrednosti
proizvodnje firme 2. Posmatrajmo slucaj kada je g, = 0. Tada funkcija profita za prvu firmu izgleda
ovako:

2
m@0) = P~ = (MO TETW Ba s (@ ta@-o nn s
Kako nas zanima odgovor firme 1 koji ¢ée joj obezbediti maksimalan profit, sa slike 5.2.2 se vidi da
¢emo to postici kada izjednaéimo prvi izvod funkcije ; (g4, 0) sa nulom, u delu u kom je q; < a. Stoga
najbolji odgovor firme 1 kada firma 2 ne proizvodi nista je b, (0) = %(a - 0).
Sta se desava kada q, raste? Jasno, za konstantnu vrednost g4, to bi znacilo da se koli¢ina proizvoda na

trziStu povecava Sto bi znacilo da ¢e mu cena padati. Vratimo se na funkciju profita firme 1, koja je
takode prikazana na slici 5.2.2:

gt +qa—c—qy), zag1+ ¢z < a

m1(91,q2) = q1(P(q1 + q2) — ¢) ={—Cq1, 7aq, +q, >

Pod pretpostavkom g, < a — ¢, maksimum funkcije 7, (g4, q,) postize se u tacki g, = %(a —Cc—q3).

141, 42)

Slika 5.2.2: [13] Profit i proizvodnja firme 1 u zavisnosti od prizvodnje firme 2
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Ukoliko bi pak vazilo g, > a — ¢, tada bi @ — ¢ — q, bilo negativno, te bi profit firme 1 bio negativan ma
koju koli¢inu proizvoda ona proizvodila. Stoga je u tom slucaju za firmu 1 najbolje reSenje da ne
proizvodi nista, odnosno g; = 0. PrikaZzimo kona¢no funkciju najboljeg odgovora za firmu 1.

bl(qz):{%(a—c—qz), zag < a—c

0, zaq2>a—c.

Kako firma 2 za proizvodnju jedinice proizvoda trosi koliko i firma 1, funkcija najboljeg odgovora
se dobija na potpuno isti nacin, osim Sto, naravno, u ovom slucaju posmatramo profit firme 2 kao
funkciju od g, dok se vrednosti q; menjaju i dobijamo:

1
bz(ql):{z(a—c—ﬂh)' zagpsa—c
0, Zzag, >a—c¢

Nesov ekvilibrijum je par (q1,q5) takav da je koli¢ina proizvodnje q; prve firme najbolji odgovor
na koli¢inu proizvodnje g5 druge firme i obrnuto, odnosno:

q1 = b1(q2)
q2 = b2(q1)
Skup ovih tacaka nalazi se u preseku funkcija najboljeg odgovora, a sa slike 5.2.3 moze se videti da je

presek samo jedna tacka, i to ona koja je data reSenjem slededih jednacina:

1
q1=§(a—c—qz)

1
QZ=§(0‘—C_Q1)

. y 1
Jasno, koordinate tacke preseka su q; = q; = §(a —0).

Slika 5.2.3: [13] Funkcije najboljeg odgovora za igrace u Kurnoovom modelu
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Da rezimiramo, u sistemu duopola kada je inverzna funkcija traznje data sa P(Q) = a — Q za
Q < a, a funkcija troskova sa C;(q;) = cq;, i = 1,2., Kurnoov model ima jedinstven Nesov ekvilibrijum

q1,93) = G (a— c),g(a — c)). Ukupna proizvedena koli¢ina doti¢nog proizvoda na trzistu je
%(a — ¢), odnosno cena jedinice tog proizvoda na trzistu je P(é (@ —c)) = é(a + 2c¢). Profiti obe firme

su m,(q1,93) = m,(q1,95) = %(a — ¢)?. Ukoliko komponenta a poraste, $to bi znacilo da su kupci
spremni viSe da plate za proizvod, tada ¢e porasti i ekvilibrijumska proizvodnja obe firme, kao i cena.
Dalje, ukoliko troskovi proizvodnje jedinice proizvoda rastu, proizvodnja firmi logicno opada, dok cena
robe na trzistu raste.

Uporedimo slu¢aj n = 2 sa slu¢ajem monopola, odnosno kada je n = 1. Tada je profit jedine
firme na trzistu

_ _y_f{ml@—c—q) zaq <a _{—qf+q1(a—6), zaq; <«
m1(q1) = q1(P(q1) — ¢) = { —cqy, zaq, >a —cqy, zaq, >
a njegov maksimum se dostize za q; = %(a — ¢). Profit firme je tada m; G (a— c)) = %(a —¢)?, dok je

a+c
cena proizvoda na trZistu — Ocigledno, kada na trzistu ima vise firmi, profit koji pojedina¢na firma

. .. . . vev . . a+c a+2c a—c v .
ostvaruje se smanjuje, ali cena proizvoda na trzistu pada jer je —~ T3 T > (0 zato stojea > c.

Primer 5.2.1: [13] Sta bi se desilo ukoliko bi se funkcije trogka firmi razlikovale, odnosno ukoliko bi cena
proizvodnje jedinice proizvoda bila razlicita za dve firme? Neka sada vaZe sve ranije navedene
pretpostavke, ali neka je C;(q;) = c;q;, i = 1,2. Koristeéi formulu

i (q1, - Gn) = qiP(q1 + q2 + -+ q5) — Ci(q;)

slicno kao u prethodnom tekstu traZicemo funkcije najboljeg odgovora za obe firme. Kada je proizvodnja
druge firme q,, funkcija profita prve firme data je sa

qg1(@a—c1—q1—qz), zag1 +q; < «a

m1(q1,q2) = q1(P(q1 + q2) — ¢1) ={—clq1 zaq,+q,>a

a kada je proizvodnja prve firme g, funkcija profita druge firme data je sa

G@a—c;—q1—qz), zZagu +q; < @

m2(q1,92) = q2(P(q1 + q2) — ¢3) ={—c2q2 zaq+q,>a

odakle analizom analognom malopredasnjoj dolazimo do funkcija najboljeg odgovora:

’

1
by(q,) = {5(“‘01 —q2), LAz Sa—¢
) Zag, > a—C

1
b,(q1) ={ E(a—cz —q1),zaq1 S a—c ]
0, zag,>a—cy
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Tumacdenje rezultata sada u mnogome zavisi od odnosa veli¢ina ¢; i c¢;. Ukoliko bi bilo
1 A
¢ < E(a + c,), tada bi sistem
_ 1
41 —5(05_5'1 —q2),
_ 1
qz = 5(“‘ C2—q1)-

imao jedinstveno resenje (qi,q5) = (% (¢ —2c, + cz),é(a —2¢y+¢q) ) koje bi predstavljalo NeSov
ekvilibrijum. S druge strane, ukoliko bi vazilo ¢; > %(a + ¢,), Nesov ekvilibrijum bi predstavljao uredeni

par (q5,q3) = (Oé(a —¢) ) slika 5.2.4.

wc | (1 02)

ba(q1)

0 ao x—c, f1—

Slika 5.2.4: [13] Funkcije najboljeg odgovora i NeSov ekvilibrijum u primeru 5.2.1 za ¢; > %(a +c3)

Dakle, ponovo imamo jedinstven Nesov ekvilibrijum

1 1 1
o (§(a—201+cz),§(a—202+cl)),za Clsz(a+cz)
(q1,q3) = 1
(05(0(—02)), zacy > 5 (@ +cy)

Treba primetiti da u slucaju pada cene c, raste proizvodnja firme 2 u oba slucaja, dok
proizvodnja firme 1 u prvom slucaju pada, a u drugom slucaju je 0. U svakom slucaju, ukupna
proizvodnja Q = g; + g, se povecava, a samim tim cena proizvoda na trZistu opada.
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5.3. Bertranov model

Godine 1883. Jozef Bertran (Joseph Bertrand®®) je predloZio alternativni model oligopola. Naime,
kod Kurnoovog modela je svaka firma birala koliko ¢e proizvoditi dok kod Bertranovog modela firme
biraju cene, uz iste ostale pretpostavke. U ovom modelu svaka firma proizvodi onoliko kolika je traznja
sa kojom se suocava, s tim Sto je traznja povezana sa cenama svih firmi koje postoje na trzistu. Prica je
sliéna Kurnoovom modelu, no ipak sa nekoliko sustinskih razlika. Neka se odredeni proizvod na trzistu
proizvodi od strane n firmi. Za proizvodnju g; jedinica proizvoda firma i utrosi C;(q;) novéanih jedinica,
kao sto je to bilo ranije. Traznja se u ovom slucaju prikazuje tzv. funkcijom traznje D(setimo se da smo u
Kurnoovom modelu imali inverznu funkciju traznje), i ukoliko je cena nekog proizvoda p, tada se ukupna
traznja za njim oznacava sa D(p). [13]

Pretpostavimo da firme same odreduju svoje cene, ali da ¢ée kupci uvek kupovati proizvod one
firme koja ga daje po najnizoj ceni, a koja pritom proizvodi dovoljno robe da pokrije celokupnu traznju.
Ukoliko se desi da viSe firmi daje istu cenu, onda se celokupna traznja podeli na onoliko jednakih delova
koliko ima firmi koje nude najnizu cenu proizvoda. Firma koja nema najniZzu cenu suocava se sa nultom
traznjom, pa samim tim ni ne proizvodi nista (jer je pretpostavka da firme proizvode onu koli¢inu robe
koja ¢e zadovoljiti traznju za baS njihovom robom). Ponovo, citav Bertranov model moZemo
interpretirati kao stratesku igru:

Igraci: Firme
Akcije: Za svaku firmu, to su moguce cene proizvoda (nenegativni brojevi).
Preferencije: Za svaku firmu, njene preferencije ogledaju se u njenom profitu, koji iznosi

iD(p; D(p;
P (p)_Ci( (p))

m m

ukoliko je firma i jedna od m firmi koje nude najnizu cenu na trzistu (m = 1 ukoliko je firma jedina sa
najnizom cenom). Ukoliko cena firme nije najniza, tada je profit te firme jednak 0.

Posmatrajmo ponovo model duopola, i neka je C;(q;) = cq;, i = 1,2, dok je funkcija trainje
data sa

p<a

_fa—=b
D(p)—{o, i~y

i ponovo vazi pretpostavka ¢ < a. Kako je troSak proizvodnje jedinice proizvoda za sve firme jednak c,
onda ukoliko bi firma i prodala jedinicu proizvoda po ceni p;, njen profit po jedinici bio bi p; — c¢. Ukupan
profit firme i zavisi od toga koliko druga firma ceni svoj proizvod, odnosno on je dat sa

(i — c)(a —p;),zap; < pj

1
m(q1,q2) = E(pi —c)(a—p;),zap; =p;j

0, zap; > pj

gde je sa j oznalena druga firma.

Ponovo, Nesov ekvilibrijum traZimo tako $to posmatramo funkcije najboljeg odgovora za firme.
Posmatrajmo situaciju ovako: Ukoliko je pjcena firme j, koja je onda najbolja cena za firmu i? Ukoliko bi
firma i drZala istu cenu kao i firma j onda bi one delile trZiste, a ukoliko je njena cena bar malo niza od

24 [17] Joseph Bertrand, 1822-1900, francuski matematicar
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cene p; trZiste bi pripalo firmi i. Ako je cena p; viSa od proizvodne cene ¢, onda bi firma i smanjenjem
cene malo ispod pj(a da je i dalje p; > ¢ ) imala pozitivan profit, iako on po jedinici mozda ne bi bio tako
visok. Ukoliko bi pak, cena p; bila znatno visa od proizvodne cene ¢, onda bi firma i velikim smanjenjem
cene p; u odnosu na p; (a da je i dalje p; > c ), mogla ostvariti dosta visok profit, obzirom da bi zbog
niske cene traznja za robom skodila, te bi ta traznja “nadomestila” ne tako velik profit koji firma i ima po
jedinici proizvoda. U situaciji kada je p; < ¢, onda bi firma i imala negativan profit (gubitak) ukoliko bi
njena cena bila niza ili jednaka ceni p;. Zato se u ovom slucaju firmi i isplati da postavi cenu visu od cene
p; jer tada ne bi bilo traznje za njenom robom, ona ne bi proizvodila i bila bi na nuli, to je bolje nego da
posluje sa gubitkom.

Malo formalnije, posmatrajmo dobitak firme i kao funkciju cene p; za razli¢ite vrednosti cene
pj proizvoda firme j. Oznalicemo sa p™ vrednost cene p koja maksimizira funkciju (p — c)(a — p), Sto
je funkcija profita za firmu koja na trziStu ima monopol. Postoji viSe slucajeva:

® p; < c :Kao sto smo rekli ranije, ovo je sluCaj kada je firmi i najisplativije da na trziste izade sa
cenom visom od pj jer je tada njen profit jednak nuli, dok je u slu¢aju p; < p; njen profit
negativan. U prvom delu slike 5.3.1 vidi se da je skup najboljih odogovora firme i na cenu p; dat

saBi(p;) = {piivi > p;}-

e p; = c:Ovasituacija je skoro ista kao i prethodna, s tim Sto se nulti profit moze postici i ukoliko
je cena p; jednaka ceni p;. Dakle, B;(p;) = {pi: pi = p;}.

e ¢ <p;<p™: Naosnovu drugog dela slike 5.3.1 vidimo da ukoliko firma i bira cenu visu od
pjona Ce imati profit jednak nuli obzirom da Ce svi kupci zeleti da kupe jeftiniji proizvod. Ukoliko
se bira cena p; < pj, p; = ¢ onda je jasno da je profit veci time Sto je cena p; bliza ceni p;. Pod
pretpostavkom da je cena proizvoda promenljiva neprekidnog tipa, odnosno da ona moze biti
bilo koji realan broj, ovde ne moZzemo odrediti najbolji odgovor firme i jer za svaku cenu p; koja
je niZa od pj, postoji neka cena p; takva da vaZi p; < p; < p;. Dakle, u ovom slucaju je

Bi(p;) = 0.

e pj>p™:jasno, u ovom slucaju je cena p™ najbolji odgovor firme i jer ¢e time preuzeti celo
trziSte i maksimizirati sopstveni profit (treéi deo slike 5.3.1).

T 7T
0 1 0 :
e/C P"r i C pi Prrr &
/ Pi — pi —
1”_." = C C < P‘_." < pi'-'l P‘_.-' - pm

Slika 5.3.1: [13] llustracija kretanja profita firme i u Bertranovom modelu duopola
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Na osnovu cele prethodne analize, piSemo
({pipi >p;},  zap;<c

_ {pirpi = Pj}' zapj=c¢
Bi(p)) = J 0 zac<p, <pm

{r™}, zapj >p™

Na slici 5.3.2 prikazane su funkcije najboljeg odgovora za firmu 1 ( levo ) i za firmu 2 (desno):

T T
Pz P2
Pl’” Pl’”
Ba(p1)
Bi(p2)
¢ . c
D c PHI p] — IJ c PHJ p_l —

Slika 5.3.2: [13] Funkcije najboljeg odgovora za firme u Bertranovom modelu duopla

Osencen deo prve slike svedoci o tome da je za bilo koju cenu p, < ¢ najbolji odgovor firme 1
upravo cena p; > p, (obratiti paznju da je deo prave p; = p, izostavljen). Pune linije i obojeni kruZici
oznacavaju da tacke pripadaju skupu najboljih odgovora, dok su praznim kruzi¢ima oznacene granicne
tacke koje ne pripadaju najboljim odgovorima. Drugi deo slike interpretira se analogno.

Nesov ekvilibrijum je par (pi,p;) takav da je cena p; prve firme najbolji odgovor na cenu
p5 druge firme i obrnuto, tj. treba da vazi p; € B;(p;) i p; € B,(p7). Ukoliko bismo delove slike 5.3.1
“spojili” u jedan grafik, videli bismo da je jedina tacka koja zadovoljava pomenute uslove tacka
(p1,p5) = (c,c), $to znadi da je jedinstveni NeSov ekvilibrijum ove igre zapravo situacija u kojoj obe
firme za trZiSnu cenu svog proizvoda uzimaju upravo proizvodnu cenu c.

Metod trazenja NeSovog ekvilibrijuma putem analize funkcija najboljeg odgovora je vrlo
precizan i sistemati¢an, no u jednostavnijim situacijama, poput ove malopredasnje u kojoj su na trZistu
postojale samo 2 firme do NeSovog ekvilibrijuma moglo se do¢i i intuitivnom analizom koja je
matemati¢ki mnogo manje zahtevna. Razlog tome je taj Sto da bismo pokazali da nesto nije ekvilibrijum
prosto mozemo pronadi bilo koju varijantu koja vise usreéuje nekog od igraca,a to ne mora striktno biti
najbolji moguci odgovor. Bas u primeru NeSovog ekvilibrijuma od malopre vrlo lako je izvrsiti ovakvu tzv.
intuitivnu analizu: (c, ¢) je NeSov ekvilibrijum jer ako jedna firma postavi cenu ¢, druga firma nema bolju
opciju obzirom da ako je njena cena visa od c ostvaruje profit nula, a ako postavi cenu niZzu od ¢ njen
profit je negativan. Sada ¢emo na sli¢an nacin izanalizirati zasto nijedan drugi uredeni par (p,,p;) ne
moze biti ekvilibrijum:

e ako je p; <c, bilodajei=1ilii=2, tada je profit firme koja ima niZu cenu negativan, ili
ukoliko su im cene jednake, obe firme ostvaruju negativan profit. Jasno, srecnija varijanta za
svaku firmu ¢iji je profit negativan jeste da cenu svog proizvoda podigne na c jer ¢e tada
ostvarivati nulti profit sto joj je svakako isplativije.

e akojep; =c¢, pj > c, tada firma i ima prostora da “malo” podigne svoju cenu, a da ona ipak
ostane nizaod cene pj; i na taj nacin ucini svoj profit poziitivnim.

Strana 58



Neki aspekti teorije igara i njihova primena u ekonomiji

e akoje p; >c, pj >cinpr. p; > pj, tada ukoliko je D(p;) >0 (p; < a), firma i moze da
spusti svoju cenu malo ispod pji tako povisi svoj profit, a ukoliko je D(pj) =0 (p; = a), onda
firma i moZe postaviti svoju cenu na p™.

Primer 5.3.1: [13] Razmotrimo Sta bi se dogodilo u uslovima oligopola, odnosno u situaciji kada je broj
firmi na trZistu n = 3, dok svi uslovi pomenuti ranije i dalje vaZze. U ovom slucaju NeSov ekvilibrijum je
skup cena (p1,py, .-, Pn) za koje vazip; = ¢, i = 1,2, ...,n, gde bar za dve cene vazi da su jednake sa c.
Objasni¢emo zasto je to tako analizirajuci druge opcije:

o Ukoliko bi neka cena bila niza od c, tada bi profit firme sa najnizom cenom bio negativan iako bi
traznja za robom bila pozitivna, te bi stoga ova firma mogla cenu podic¢i na c u cilju ostvarenja
barem nultog profita.

e Ukoliko samo jedna firma nudi cenu jednaku c, onda bi ta ista firma imala prostora da ,, malo“
podigne cenu i time ostvari pozitivan profit, a da njena cena i dalje bude najniza na trzistu.

e Ako bi sve cene bile vise od cene c, uvek bi ostajalo prostora da neka firma spusti cenu na neku
veli¢inu izmedu c i najnize ponudene cene, te da na taj nacin ,,0svoji“ trziste.

Primer 5.3.2: [13] Sta ukoliko se u modelu duopola proizvodne cene firmi razlikuju? Pretpostavimo da su
proizvodne cene oznadene sa ¢; i ¢, i neka vaZi ¢; < c,. Neka cena pJ* maksimizira funkciju profita
firme 1 datu sa (p — ¢;)(a — p), ali neka vazi ¢, < pJ*. Takode, uvedimo pretpostavku da je funkcija
(p — ¢1)(a@ — p) rastuca dok se cena pi"* ne dostigne.

Ukoliko bismo uveli pretpostavku da ¢e u slucaju da obe firme imaju jednaku cenu svi kupci zeleti
proizvod firme 1, NeSov ekvilibrijum bi bio uredeni par cena (p;, p;) = (¢, ¢;). Razlozi tome su slededi:

e ukoliko bi firma 1 povisila svoju cenu, njen profit bi bio nula

e ako bi firma 1 redukovala svoju cenu na npr. neku cenu p, tada bi njen profit pao sa (¢, —
¢1)(a —c3), na(p — c;)(a — p), jer je ova funkcija na delu domena ispod p7"* rastuca

e ako bi firma 2 povisila svoju cenu, njen profit bi ostao nula

o ako bi firma 2 spustila svoju cenu ispod proizvodne cene c,, tada bi njen profit postao negativan

PokaZimo da je ovo jedini ekvilibrijum:

e usluéaju p; < ¢q, 1 = 1,2, tada firma koja ima niZu cenu moze da je podigne iznad cene druge
firme i time postigne profit jednak nuli

e ako bi bilop; > p, = ¢,, firma 2 bi mogla ,,malo” podiéi svoju cenu i osigurati vedi profit

e uslucajup, > pg = ¢4, firma 1 bi imala prostora da malo podigne svoju cenu i poveca profit

e ako bismo imali slu¢aj p, < p; i p2 < c,, onda bi firma 2 mogla da podigne svoju cenu i umanji
negativnost svog profita

® za p; =P, > Cy, bilo koja firma bi mogla da ,,malo” spusti svoju cenu i na taj nacin povisi svoj
profit, Sto je posledica poveéanja traznje za njenim proizvodom.

Strana 59



Neki aspekti teorije igara i njihova primena u ekonomiji

5.4. Stakelbergov model

U prethodno navedenim modelima duopola (oligopola) pretpostavka je bila da igraci (firme)
jednovremeno vuku svoje poteze, odnosno da svaka firma bira svoju akciju bez da zna iSta o akcijama
druge firme. Stakelbergov model (Heinrich Freiherr von Stackelbergzs) se, s druge strane, bavi tzv.
ekstenzivnom formom igre, odnosno situacijom kada firme naizmenicno biraju svoje poteze. Najcesce,
radi se o trziStu u kome je jedna firma lider, te je ona ta koja “diktira” situaciju, odnosno prva vuce
potez, a tek posle nje svoje poteze biraju ostali uesnici na trzistu. [13]

Pretpostavimo trziste na kome su prisutne 2 firme koje obe proizvode isti proizvod. Proizvodnja
g; jedinica robe firmu i kosta C;(g;), a ukoliko je ukupna trZiSna proizvodnja tog proizvoda @, onda je
njegova cena P;(Q). Strategiju firme predstavlja koli¢ina proizvoda koju ¢e ta firma proizvesti, kao $to je
to ranije bilo kod Kurnoovog modela. Novina je ta Sto firme sada biraju svoje strategije naizmenicno,
odnosno prva firma bira svoju strategiju, a zatim druga, znajuci Sta je prva odabrala, bira svoju.
Defini¢&imo osnovne komponente Stakelbergovog modela duopola:

e igraci: 2 firme

e terminalne istorije: skup svih nizova (g4, q,) koji predstavljaju koli¢ine proizvoda koje svaka
firma proizvodi; jasno q1,q, = 0

e funkcijaigrata P(®) =1, P(qy) = 2

e preferencije su definisane profitom koji firme ostvaruju, odnosno profit koji firma i ostvaruje u
slucaju terminalne istorije (q4, q;) dat je sa q;P;(q1 + q2) — Ci(q;) , i = 1,2.

Firma 1 zapocinje igru birajudi koliku ¢e proizvodnju ostvariti. Potom firma 2 vuce svoj potez, i
svaki slededi put firma 2 svoj potez izvodi posle firme 1. Strategija prvog igraca je ta koli¢ina proizvodnje
koju izabere tokom svog poteza, dok je strategija igraca 2 funkcija koja svakom potezu igraca 1 dodeljuje
“reakcije” (poteze) igraca 2. Kako ova igra ima tzv. konacan horizont, jedan od nacina na koji moZzemo
do¢i do idealnog ekvilibrijuma podigre je indukcija unazad. Naime, za svaku koli¢inu proizvodnje q;
izabranu od strane firme 1, moZzemo da pronademo proizvodnju firme 2 koja ¢e maksimizirati njen
profit. Pretpostavimo da svakom g, odgovara tacno jedna vrednost proizvodnje firme 2, i neka je oznaka
za nju b,(qq). Potom nas zanima koja je to strategija proizvodnje firme 1 koja ¢e maksimizirati njen
profit, uz pretpostavku o strategiji firme 2. Znamo da pri proizvodnji q; prve firme druga proizvodi
b,(q,), te je ukupna koli¢ina proizvoda na trzistu tada q; + b,(q,), a njegova cena je P;(q1 + b,(q4)).
Profit firme 1 je dat sa

‘th(fh + bz(fh)) = C1(q1)

pa je, logi¢no, njena najbolja strategija u ovom slucaju ona vrednost q; u kojoj ova funkcija dostiZe svoj
maksimum. Pretpostavimo da je ova vrednost jedinstvena.

Vidimo da u ovoj situaciji firma 2 na svaku odabranu akciju q; firme 1 ima najbolji odgovor dat sa
b,(q,), dok firma 1 ima samo jednu najbolju akciju gij,u odnosu na sve odgovore firme 2.
Ekvilibrijumska strategija prve firme je jedinstvena, dok je ekvilibrijumska strategija druge firme data
funkcijom b,. Ishod koji odavde proizlilazi je uredeni par (g7, g3), gde je g5 = b,(q7).

Posmatrajmo sada uslove slicne onima koje smo definisali u Kurnoovom modelu. Neka su
funkcije troskova firmi date sa C;(q;) = cq;, i = 1,2, tj. neka je cena proizvodnje datog proizvoda
konstantna i iznosi ¢ za obe firme, a neka je inverzna funkcija traznje linearna tamo gde je pozitivna,
odnosno neka je data sa

> [17] Heinrich Freiherr von Stackelberg, 1905-1946, nemacki ekonomista
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r@={g"% o3&

gde za konstante a ic vazia > 0,c > 0. Kao i ranije, vazi uslov da je ¢ < «, jer bi se u suprotnom desilo
da je trzisna cena veca (ili jednaka) od prozvodne, $to za proizvodace nema smisla. Detaljnom analizom
Kurnoovog modela konstatovali smo da firma 2 ima jedinstven najbolji odgovor na akciju firme 1 koji je
dat sa

1
bz(ql):{i(“_c_‘h)' zagpsa—c
0, ZzZag, >a—c¢

U idealnom ekvilibrijumu podigre Stakelbergovog modela strategija firme 2 je upravo funkcija
b,, dok je strategija firme 1 ona vrednost q; kojom ée ona maksimizirati svoj profit dat sa

q1<a—c—(q1 +%(Q—C—Q1)>) =%q1(a—c—q1).

Ova funkcija je kvadratna, a njene nule su u tackama q; =0 i g, = a — ¢, te je maksimum
funkcije u tacki g, = %(a - ).
Dakle, ova igra ima jedinstven idealni ekvilibrijum podigre koji je dat strategijama %(a — ) prve
firme, i b, druge firme. Ishod, odnosno konkretna proizvodnja koja se na trZistu ostvaruje, dat je sa
1
1= z(a—c
41 2 ( )

4 = ba(aD) = ba (3@~ 0)) =5 (e —c~5@-0) = g0

dok profiti firmi iznose
1 (P(q1 +q3)—c¢c) = %(0{ — )% zafirmu 1,

q;(P(q1 +q3) —¢c) = i (a — ¢)? za firmu 2.

Narodito je interesantno uporediti ove rezultate sa rezultatima Kurnoovog modela. Podsetimo
se, u Kurnoovom modelu smo dosli do zakljucka da svaka firma proizvodi ta¢no E(a — ) jedinica

proizvoda, dok su profiti obe firme iznosili %(a —¢)2. Vidimo da ukoliko uvedemo pretpostavku o

naizmeni¢nim potezima, firma 1 u ravnoteZnoj tacki proizvodi vise i profitira vise, dok druga firma
proizvodi manju koli¢inu proizvoda i ostvaruje manji profit. Ukupna proizvodnja u Stakelbergovom
modelu veéa je od ukupne proizvodnje kod Kurnoovog modela, sto je za kupce svakako bolja varijanta.
Sto se tice losijeg ishoda za firmu 2 kod Stakelbergovog modela, moglo bi se ¢ak reéi da je to neka vrsta
paradoksa, obzirom da za razliku od Kurnoovog modela firma 2 sada ima informaciju o postupcima svoje
konkurencije na trzistu.
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5.5. Inflacija

Kada smo u odeljku 4.4. definisali bimatri¢ne igre, nakratko smo pomenuli da postoje dve vrste
bimatri¢nih igara, i to kooperativne i nekooperativne igre. Kod kooperativnih igara, rekli smo, postoji
sporazum izmedu igraca i on je obavezujuéi za sve njih (igraC biva kaZnjen u sluaju nepostovanja
sporazuma) dok kod nekooperativnih igara sporazuma ili nema ili on nema obavezujuéu moé. U
nekooperativnim igrama svaki igrac iskljuivo Zeli da maksimizira svoj gubitak, bez obzira na to kakve ¢e
rezultate ostvariti ostali. Kod kooperativnih igara osnovna poteskoéa je izabrati reSenje kojim bi svi bili
zadovoljni, jer kooperativne igre zahtevaju konsenzus svih igraca. Ukoliko bi se do ovog zajednickog
dogovora moglo do¢i, onda bi svaka igra nekonstantne sume mogla postati igra u kojoj svi dobijaju. Ipak,
u realnom svetu, svedoci smo mnogih situacija u kojima i pored “teoretskog” postojanja zajednickog
reSenja koje bi bilo najbolje za sve ishod biva potpuno iracionalan. Kako se uopsSte moze dogoditi da
racionalni subjekti donose iracionalne odluke? NaZalost, kada su sistemi jako sloZeni, kada je “ulog”
veliki i kada je potrebno reagovati brzo desava se da zbog velikog broja interakcija medu akterima
reSenje koje je povoljno za sve skoro pa nije moguce doneti, te se upravo zbog toga desavaju iracionalni
potezi. Jedan takav primer je primer inflacije. [10]

Inflacija je jedan od najznacajnijih pojmova u ekonomiji i predstavlja pojavu narusene
monetarne ravnoteze kada se u opticaju nade veca koli¢ina novca od potrebne kolic¢ine, Sto je
automatski prac¢eno i rastom cena. Ona takodje moze da nastane kada se smanji ponuda robe na trzistu,
a koli¢ina novca u opticaju ostane nepromenjena. Jos neki uzroci inflacije mogu biti i rast nov€ane mase
iznad rasta drustvenog proizvoda, kao i rast licnih dohodaka iznad rasta produktivnosti rada. Kada je u
pitanju uticaj inflacije na proizvodnju, osnovni problem je to $to cene postaju haoti¢ne i nekontrolisano
rastu a proizvodnja postaje potpuno dezorganizovana. Jedna od posledica svega ovoga je dinamican
povratak naturalnoj razmeni. Pa ipak, prisutne su i druge negativne pojave poput smanjenja motivacije
za rad i Stednju, loSeg uticaja na celokupno funkcionisanje ekonomskog sistema i preraspodelu
bogatstva tj. redistribuciju dohotka i imovine. U toku inflacije subjekti na trZiStu se orijentiSu na
kratkorocne ciljeve, interese i odluke, nastojedi iskljucivo da se zastite od trenutnog gubitka, tj. firme
postaju primarno skoncentrisane na proces raspodele i kretanja cena, a ne na proizvodnju, dok stalno
obezvredivanje domace valute ugroZava valutni identitet, Sto se pretvara u ponor bez dna za ekonomiju
jedne zemlje jer produktivnost i efikasnost privredivanja potpuno opadaju.

Vratimo se na teoriju igara i pokuSajmo objasniti zasto inflacija najéeS¢e ne biva lako i brzo
zaustavljena iako bi udruzenim snagama privrednika i centralne banke to bilo moguce. Prema
neoklasi¢noj ekonomskoj teoriji inflacija nastaje kada centralna banka emituje isuviSe brzo novcanu
masu (uzroci tome su vec¢ navedeni). Logi¢no reSenje ovog problema je znacajno smanjenje brzine
emitovanja novca ili njeno potpuno prekidanje na odredeno vreme. Ukoliko bi centralna banka htela da
zaustavi inflaciju na ovaj nacin i ukoliko bi svi privrednici znali za ovo nastojanje, inflacija bi se prema
neoklasi¢noj teoriji mogla brzo i bez veéih problema zaustaviti. Ipak, centralna banka je pod velikim
politickim uticajem vlade i stoga se ona ne moZe tako lako odluciti na ovaj potez, obzirom da bi on na
duZi period doveo do povecanja nezaposlenosti, velikog rasta kamatnih stopa i propadanja nekih
preduzeéa. Cak, inflacija drzavi moze i¢i u prilog buduéi da smanjuje vrednost realnog duga te su svi
duZnici, a pogotovo drZava, u povlaséenom polozaju. Drzava se zaduZuje u domacoj valuti i vraéa dug u
toj valuti i to najcesce sa fiksnom kamatnom stopom, a inflacija smanjuje realnu vrednost javnog duga.
Inflacija odgovara drZavi iz jo$ jednog razloga. Svaku odStampanu novcéanicu drZzava moZe da koristi za
razna placanja — npr. za kupovinu dobara i usluga ili za finansiranje subvencija. Drzava na taj nacin
izmiruje svoje obaveze odstampanim novcem. Sve ovo su razlozi zasto vlada moze kociti centralnu banku
U smanjenju emitovanja novca. Jasno, privrednici znaju koliki politicki uticaj postoji na centralnu banku i
oni ne mogu biti sigurni u njeno ponasanje, sto dovodi do situacije u kojoj nema kooperacije, i gde svako
pocinje da deluje po sopstvenom nahodenju. Teoreticari vole reci da je reSenje nekooperativnih igara
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upravo nekooperativno resenje, a u slucaju inflacije to je najcesée recesija i opSta nekonzistentnost
izmedu poteza banke i poteza aktera na trzistu, jer konsenzus nije mogao biti ostvaren. Situacije sliéne
opisanoj se vrlo ¢esto deSavaju i u igrama manjeg obima gde je faktor ljudske nepredvidivosti najjaci
razlog za sumnju u kooperaciju.

Ma koliko bila pomno analizirana sa razli¢itih stanovista pojava inflacije verovatno nikad nece
uspeti biti iskorenjena. Neke od najvecih inflacija iz XX i XXI veka desile su se u periodu od 80-ih godina
pa do danas (Jugoslavija, Brazil, Meksiko, Argentina), a poslednja velika inflacija zadesila je drzavu
Zimbabve 2008.godine. [17]

Kooperativne igre, s druge strane, mogu dovesti do nekih drugih poteskoc¢a u privredi. Naravno,
reSenje kooperativne igre je upravo kooperativno reSenje, ali se postavlja pitanje da li je ono uvek u
skladu sa moralnim principima i da li zaista dovodi do opsteg privrednog boljitka? Osnovno pitanje koje
racionalan igra¢ postavlja kod kooperativnih igara je “Koju strategiju izabrati kako bi svi u€esnici igre bili
na dobitku?” Na nesredu, iako ovo pitanje deluje potpuno idealisticno, ono upravo moze podstaéi na
korupciju koja predstavlja jedan od najznacajnijih problema danasnjice.
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6. ODNOS MATEMATIKE | EKONOMIJE DANAS

Poglavlje 2 ovog rada bavilo se diskusijom na temu uspe$nosti primene matematike unutar
ekonomskih disciplina, kao i prihva¢enosti koju matematika uZiva od strane ekonomista. Ve¢ tada iznet
je zaklju¢ak da je od 50-ih godina XX veka pa do danas upotreba matematike u ekonomiji doZivela
ekspanziju od koje je jasno i sama ekonomija profitirala obzirom da su neki njeni koncepti vrlo jasno i
Anketa iz 1987. godine sprovedena od strane Dejvida Grinaveja (David Greenaway), profesora
ekonomije na Univerzitetu u Notingemu, imala je za cilj da prikupi informacije o profesionalnim
stavovima profesora sa britanskih Univerziteta, ali ne i da se istovremeno prikloni bilo kakvoj hipotezi o
jakoj ili slaboj povezanosti matematike i ekonomije, ve¢ da u ovom smislu zadrzi neutralnost i ostavi
¢itaocu ankete da rezultate interpretira na svoj nacin. Ipak, anketa je pokazala da i pored neospornog
napretka koji je matematika ekonomiji donela, uvek postoji prostor za nepoverenje (razlozi su pomenuti
u poglavlju 2), te da ekonomisti ipak nikada najveée zasluge nede pripisati matematici. Davne
1987.godine kada je anketa sprovedena, britanski profesori su smatrali da na diplomskim i
postdiplomskim studijama ekonomije veé¢ ima sasvim dovoljno izu¢avanja matematike, ali Sto je veoma
zanimljivo, vecina njih je ocenila da u naucnim c¢asopisima matematicke ekonomije ima i previse.
Konkretan rezultat za 99 ispitanika izgledao je ovako:

Prostora posve¢enog matematickoj ekonomiji u
naucnim ¢asopisima ima:
80

60 Slika 6.1: Rezultati ankete Dejvida Grinaveja iz
40 1987.godine
0

premalo(1/99 adekvatno previse (64/99)
(34/99)

Odgovor sa velikom dozom nepoverenja prema razvoju matematickih vestina kod ekonomista
zabelezen je i u sledeéim rezultatima:

Da li razvitak ¢isto matematickih vestina ¢ini ekonomiste
adekvatno pripremljenim za poslove u vladi ili industriji?

70

60 Slika 6.2: Rezultati ankete Dejvida Grinaveja iz
50 1987.godine
40

30
20
10

o NN . .

da (9/99) ne (61/99) nesigurni (29/99)
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Zanimljiv odgovor je zabeleZen i kod sledeéeg pitanja, i on se indirektno moZze tumaciti kao
,hedozvoljavanje” od strane ekonomista da matematika pokori koncepte njihove nauke, odnosno da ma
koliko matematicki orijentisan jedan ekonomista bio, na kraju ée ipak zavrsiti u onome sto ekonomija
zaista jeste, a to je prvenstveno ,studija uzroka i posledica, ¢ija je svrha da razlikuje posledice razlicitih
nacina alokacije resursa koji imaju alternativnu upotrebu; kao takva, ekonomija nema nista da kaze o
filozofiji, ili o vrednostima, isto kao Sto niSta ne bi mogla re¢i o muzici ili literaturi.“*® Rezultati su
prikazani na slici 6.3.

Mislite li da se strucnjaci specijalizovani u oblasti
matematicke ekonomije u toku kasnije karijere ipak
okrenu manje matematicki orijentisanom radu?

80
Slika 6.3: Rezultati ankete Dejvida Grinaveja iz
60 1987.godine
40
. I
0 | B

da (63/98) ne (21/98) nesigurni (14/98)

Prema ispitanicima obuhvadenim ovom anketom, kao osnovni kriterijumi za uspesSan
matematicki model navedeni su:

1) elegancija

2) korisnost u prakticnom smislu
3) profesionalni napredak

4) unosenje originalnosti

a, sloZzicemo se, bar 3 od 4 navedene osobine su i danas od sustinske vaznosti kod matematickih modela.
[5]

Okrenimo se sada novijem istraZivanju preduzetom upravo za cilj objavljivanja njegovih rezultata
i tumacenja istih u ovom master radu. IstraZzivanje je sprovedeno u periodu od 5. do 7. jula 2014. godine,
a ispitanici su bili studenti i svrSeni studenti ekonomije na Univerzitetu u Novom Sadu. IstraZivanje je
sprovedeno u obliku anonimne ankete koja je online putem prosledena ciljnoj grupi. Anketa nije
zahtevala podatke o godini studija i prosecnoj oceni tokom studija, kao ni podatke o usmerenju za koje
su se opredelili ispitanici, jer je njen cilj bio prvenstveno stvaranje generalne slike o tome kako studenti
ekonomije vide opstu povezanost ekonomije i matematike. Neosporno je da bi se detaljnijom analizom
sigurno dobili validniji rezultati, i da bi se u zavisnosti od gore navedenih parametara (godina studija,
prosek ocena, usmerenje) rezultati sigurno razlikovali od grupe do grupe, no, za takvu analizu bi skoro
sigurno bila potrebna mnogo detaljnija priprema, a samo istraZivanje bi bilo vremenski mnogo
zahtevnije. Medutim, kako se ovi rezultati iskljucivo koriste za zatvaranje diskusije zapocete u prvom
delu ovog rada, i kako je njegova poenta ipak prikaz matematicke pozadine modela koji se koriste za
opisivanje ekonomskih pojava, u samoj anketi se nije insistiralo na pomenutim finesama.

Pitanja postavljena u anketi direktno su vezana za razmisljanja studenata ekonomije o tome koliko
je matematika znacajna za njihovu bransu. Postavljeno je 6 pitanja na koje je odgovor bio obavezan, a

?® Citat: Thomas Sowell, Basic Economics: A Citizen's Guide to the Economy
e
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ostavljen je prostor da ispitanici sami prokomentarisu odnos dve nauke ukoliko to Zele. Podeseno je da
odgovori budu koncipirani tako da studenti odgovaraju sa da ili ne, ili ocenjuju stepen svog slaganja sa
nekom tvrdnjom. Anketa je popunjena od strane 41 ispitanika, a trend popunjavanja bio je slededi:

Slika 6.4: Trend popunjavanja ankete u
periodu od 5.do 7.jula 2014.godine

o
7514 TiN4

U nastavku su prikazani neki od najznacajnijih rezultata istraZivanja:

U kojoj meri su, po vama, matematika i ekonomija povezane nauke?

18

16 Broj

14 odgovora Procenat

12 1-potpuno su nepovezane 1 2.44%

10 2-nisu narocito povezane 1 2.44%
g 3-nisam siguran 16 39.02%
4 4-delimi¢no su povezane 17 41.46%
2 — 5-potpuno su povezane 6 14.63%
o Wmm__

1 2 3 4 5

Slika 6.5: Rezultati ankete za studente ekonomije
sprovedene izmedu 5. i 7. jula 2014. godine

U kojoj meri se slaZete sa tvrdnjom: "Dobar
matematicar moZe postati dobar ekonomista"
14 Broj
12 odgovora Procenat
10

1-potpuno neslaganje 2 4.88%

2-delimi¢no neslaganje 9 21.95%

3-nisam siguran 13 31.71%

4-delimi¢no slaganje 8 19.51%

:. 5-potpuno slaganje 9 21.95%
1 2 3 4 5

o N B~ OO

Slika 6.6: Rezultati ankete za studente ekonomije
sprovedene izmedu 5. i 7. jula 2014. godine
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U kojoj meri se slaZete sa tvrdnjom: "Dobar
ekonomista ne mora da zna matematiku"

1 2 3 4 5

Slika 6.7: Rezultati ankete za studente ekonomije
sprovedene izmedu 5. i 7. jula 2014. godine

Da li smatrate da se ekonomija mozZe savladati bez

dobrog poznavanja matematike?

0 ﬁ
da ne

Slika 6.8: Rezultati ankete za studente ekonomije
sprovedene izmedu 5. i 7. jula 2014. godine

30

Da li ste ikada razmisljali da umesto ekonomije
upisete matematiku?

25

20
15

Da Ne

Slika 6.9: Rezultati ankete za studente ekonomije
sprovedene izmedu 5. i 7. jula 2014. godine

1-potpuno neslaganje
2-delimi¢no neslaganje
3-nisam siguran
4-delimi¢no slaganje
5-potpuno slaganje

da
ne

da
ne

Broj

odgovora Procenat

16

9
7
8
1

Broj

39.02%
21.95%
17.07%
19.51%

2.44%

odgovora Procenat

17
24

Broj

41.46%
58.54%

odgovora Procenat

13
28
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Ocenite svoje znanje matematike:

18
16 Broj
14 odgovora Procenat
1(2) 1-nedovoljno 1 2.44%
8 2-zadovoljavajuce 2 4.88%
6 3-dovoljno 5 12.20%
4 I 4-vrlo dobro 17  41.46%
- ic 0,
(2) ] | - | | | 5-odli¢no 16 39.02%
1 2 3 4 5

Slika 6.10: Rezultati ankete za studente ekonomije
sprovedene izmedu 5. i 7. jula 2014. godine

Rezultati ove ankete veoma su interesantni za tumacenje. Prema prvom grafikonu, mogli bismo
zakljuditi da buduéi ekonomisti u dovoljnoj meri prepoznaju znacaj matematike obzirom da je preko 55%
ispitanika povezanost ove dve nauke ocenilo sa 4 ili 5. Samo minimalnih 5% na ovo pitanje je odgovorilo
ocenama 1 ili 2, te bi ovo moglo biti interpretirano i kao spremnost ekonomista da i ubududée prihvataju
matematicke modele kao pomagala za lakSe interpretiranje svojih istrazivanja i izuavanja, Sto bi
automatski oznacilo svetlu buduénost za obe nauke, a pogotovo za one naucne discipline koje
predstavljaju njihove osnovne tacke preklapanja — statistiku i statisticko modeliranje, teoriju racionalnog
izbora i teoriju igara. Odgovori na tvrdnju da dobar matemati¢ar moze postati dobar ekonomista ponovo
idu u korist primene matematike, Sto bi moglo znaciti da ciljna grupa izvrSene ankete pozitivno gleda na
matematicku interpretaciju uzro¢no posledi¢nih veza koje njihova nauka proucava, te da uvidaju koliko
logika i analiticnost koja je kod matematicara veoma razvijena mogu da budu odskoc¢na daska ukoliko bi
se oni poceli baviti ekonomijom. Isto tako, preko 60% ispitanika se ne slaze sa tvrdnjom da dobar
ekonomista ne mora raspolagati zavidnim matemati¢kim znanjem, premda je jasno da za jako puno
bransi ekonomije, a pogotovo radnih mesta na kojima se ekonomisti zaposljavaju matematika nije od
presudnog znacaja. Zanimljivo je da je preko 80% studenata ekonomije svoje znanje matematike
procenilo kao vrlo dobro ili odli¢no. Stice se utisak da za matematicare onda u ekonomskoj bransi i nema
mesta, ako bududi ekonomisti zaista poznaju matematicke zakone tako dobro. No ipak, ovde se moze
postaviti pitanje da li ekonomisti uopste imaju tacnu sliku o tome koliko ,, duboko” matematika moze
za¢i u tumacenje ekonomskih pojava, i da li je njihovo znanje zaista toliko, ili je ono ipak samo
povrsinsko i pruza im lazan osedaj sigurnosti? Danas, u eri razvijene tehnologije, najlakse je koristiti
softvere za reSavanje matematickih problema i bas statistika predstavlja primer gde je vrlo jednostavno
nauciti rukovati kompjuterskim programima, a znamo da se ekonomisti od sveg izu¢avanja matematike
najvise i suocavaju upravo sa statistikom. MoZda bas ovakva situacija u kojoj su reSenja lako dostupna i
stvara iluziju znanja matematike, iako, iznad svega, poenta nije samo izbaciti rezultat, veé ga znati
interpretirati, uociti da li je on zaista taan i Sta je uticalo da on bude ba$ takav, te uociti eventualne
slicnosti i pravilnosti u reSavanju razlicitih problema ukoliko one postoje.

Na osnovu svega navedenog kako u poglavlju 2 tako i kroz rezultate anketa sprovedenih pre
skoro 30 godina i danas, vidi se da jaka veza izmedu ekonomije i matematike definitivno postoji, no da
¢e ona najverovatnije zauvek biti interpretirana u zavisnosti od toga da li je posmatrana od strane
matematicara ili od strane ekonomiste. Matematicaru finansija je svakako nezamislivo da se mnostvo
tema iz oblasti finansija,bankarstva, upravljanja rizicima, itd. uopste i razmatra bez zavidnog poznavanja
verovatnoce, stohastickih procesa, diferencijalnih jednacina itd. a jasno je da ekonomisti u ovakvim
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poljima nikada ne mogu biti toliko jaki da bi njihova istraZivanja uopste i opstala bez matematicara. S
druge strane, veliki broj ekonomskih disciplina skoro da ni ne zahteva poznavanje matematickih
koncepata, pa ée se uvek naci oni koji ¢e ulogu matematike osporavati. Na kraju krajeva, bilo koji
pobornik jedne nau¢ne discipline tesSko da moZze sa narocitim zadovoljstvom posmatrati kako se ono sto
je godinama samostalno izu¢avao stapa u drugu disciplinu i potpuno gubi identitet, te se odbrambeni
mehanizam koji se medu ekonomistima stvara na pomen matematike ba$ iz ovog razloga moze
razumeti.
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7. ZAKUJUCAK

Obzirom da ovaj rad predstavlja zavrSnu tacku petogodiSnjih studija usmerenja Matematika
finansija, njegova ideja je, €ini se, sasvim jasna — njime se Zelela prikazati jedna veoma vazna i Siroko
primenjena disciplina primenjene matematike, a narocito se nastojalo predociti ¢itaocu kakvu ulogu ona
ima u ekonomiji i kolika je njena efikasnost u interpretaciji ekonomskih problema. Van toga ipak, a uz
nadu da je Citalac to i sam uvideo Citajuci ga, rad je pokuSao objasniti odnos matematike i ekonomije sa
jednog mozda pomalo i filozofskog stanovista, uz Zelju da se odrzi prividan balans i nepristrasnost u
tumacenju postojecih razloga za i protiv prisnosti ovog odnosa, kako bi Citalac Sto uspesnije uspeo
oformiti svoje misljenje na ovu temu.

Treba primetiti da je poglavlje broj 2 u kome se diskutovalo o prihvaéenosti matematickih modela
u ekonomiji uglavnom navodilo razloge zasto postoji skepti¢nost prema matematickim modelima, dok su
rezultati iz poglavlja 6 pokazali da buduéi ekonomisti ipak pozitivno gledaju na ovaj odnos. Kroz
centralni deo rada prozimale su se teme koje su itekako pronasle primenu u ekonomskoj nauci i ucinile
je boljom, a bas na osnovu ovog centralnog dela, kao i na osnovu samog naziva rada, prikazano je,
mozda i metaforicki, kakvi su stavovi autorke po pitanju konekcije koja postoji izmedu matematike i
ekonomije.

Matematicar finansija je po svojoj definiciji ipak matematicar, i iako se od njega trazi balans
izmedu navedenih disciplina, vecina ljudi iz ove branse ée se verovatno radije prikloniti matematici nego
ekonomiji, prvenstveno jer je matematika ta koja ¢oveka nauci da razmislja i da analizira, na osnovu ¢ega
¢e posle resiti postavljeni problem, bilo da je on matematicki, ekonomski ili bilo kog drugog karaktera.
Najveca lepota matematike je upravo u tome $to ona ima sposobnost da pusti korene u bilo koju drugu
naucnu disciplinu i utemelji svoje mesto u njoj zauvek, dok sa druge strane moze da postoji i sama za
sebe i da onome ko vlada njenim zakonitostima obezbedi sigurnu Zzivotnu, nauc¢nu i duhovnu
egzistenciju.
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