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1. UVOD 
 
 
 

Nejednakosti su nastale onog momenta kada su počeli da se koriste 
brojevi. Mnogi matematičari su se bavili nejednakostima tako da danas ima 
veliki broj nejednakosti koje su dobile imena po njima: Bernulijeva, Koši- 
Švarc- Bunjakovskog, Minkovskog, Kantorova, Hajgensova, Aristarhova 

(
20
13sin

18
1 0 >> ) , Ptolomejeva i svakako najpoznatije aritmetičko- 

geometrijska nejednakost i nejednakost trougla. 
 
 Nejednakosti se javljaju u svim oblastima matematike. Naš poznati 

profesor  Dragoslav Mitrinović je bio opsednut svim vrstama nejednakosti te 
je govorio: “Nema jednakosti čak ni u ljudskom životu, postoje samo 
nejednakosti!“ Mitrinovićevo ime postalo je sinonim za nejednakosti. 

 
Stalno posmatramo svet i donosimo odluke na osnovu onoga što 

vidimo. Kako deca bolje shvataju crteže, sa kojima žive od malih nogu, tako 
je vizuelni dokaz lakši za prihvatanje od analitičkog dokaza na višem uzrastu. 
Lepota je u očima onog ko je vidi, u slučaju nejednakosti elegancija načina 
na koji dolazimo do njih je ono što ih čini privlačnim. Profesor Th. M. 
Rassias je rekao: “Nejednakosti su pravilo u matematici dok su jednakosti 
izuzetak!“ 

 
Master rad ima primenu u osnovnoj, a naročito u srednjoj školi jer 

korišćenje slike u dokazu ili slika kao dokaz je lakše za prihvatanje većini 
učenika. 
 

De Morgan je rekao: “Lakše je načiniti kvadrat od kružnice nego 
zaokružiti matematičara!“ 
 
 
Veliku zahvalnost dugujem predsedniku komisije prof. dr. Ljiljani Gajić i 
članu komisije prof. dr. Zagorki Lozanov Crvenković, a izuzetnu zahvalnost 
dugujem mentoru prof. dr. Siniši Crvenkoviću na bezrezervnoj podršci, 
sugestijama i savetima. 
 
Novi Sad   decembar 2011.                        Aleksandra Petrović 
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2. POZITIVNI BROJEVI U NEJEDNAKOSTIMA 
 
      Blaise Pascal :“Bolje je znati o svakoj stvari ponešto , nego o jednoj 
sve!“ 
 
 

Definicija: Nejednakost trougla: Dat je trougao ABC sa stranicama 
a , b  i c . Tada važi da je svaka stranica manja ili jednaka zbiru ostale dve  
( pri čemu jednakost važi za degenerisani trougao, trougao kod koga su sva 
tri temena na istoj duži ) □ 
 
 
 

 
Slika 1.1 

 
Sa Slike 1.1 je očigledno da je  c < ba + . Analogno, a < cb +  , b< ca +  . 
 
Važi još i cba <−   i  acb <−    i   bca <−  
 

 

 
Slika 1.2.  
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U pravouglom trouglu za ba, >0 važi : 

 
Slika 1.3. 

 
 

baba +<+  □ 
 
 

Za dva pozitivna broja a  i b  važi:  
 

 
Slika 1.4. 

 
 

( ) ( )bababa +<+<+ 222 22  □ 
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Kada ovu nejednakost podelimo sa     22  dobijamo  
 

222

22 bababa +
≤

+
≤

+
 

 

Gde je 
2

ba +
 aritmetička sredina za dva broja a  i b  kraće AS , a 

2

22 ba +
  je kvadratna sredina za dva broja a  i b  kraće KS □ 

 
Za tri pozitivna broja a  , b  , c  važi: 

 
 

 
 

Slika 1.5. 
 
 

   ( ) ( )cbacacbbacba ++≤+++++≤++ 22 222222  
 
 

Izlomljena linija je duža od prave linije □ 
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2.1. Nejednakost Minkovskog: 

 
 
 

( ) ( ) 22

1

2

1

2

1
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
baba +≤+ ∑∑∑

===

. 

 
 

Za n pozitivnih brojeva važi: 
 

 
                                                             Slika 1.6. 
 
 
 
 
 

 
 

       Geometrijska sredina dva pozitivna broja je ab . 
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       Jedna od najpoznatijih nejednakosti je aritmetičko-geometrijska sredina 
tj.  

2
baab +

≤ , 

 pri čemu jednakost važi kada je ba =  □ 
 
 Sledi tri dokaza ove najpoznatije nejednakosti. 
 
 
 

1. Način 
            
  

 
Slika 2.1. 

 
bAD =       aDB =   i u D je normala na  AB .U preseku normale 

i polukružnice je tačka c. 
 

O je središte kružnice prečnika AB  pri čemu je ba + = AB . 
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2
baOBOA +

==  

 
Kako je ugao nad prečnikom prav (Talesova teorema), to je trougao 

ABC pravougli.  

  
2

baCO +
= . 

CD  je visina iz C na AB   te je  abCD =  (Euklidova teorema. 
Visina na hipotenuzu je geometrijska sredina dužine odsečaka  
na hipotenuzi.).  
 

Kako je DC  kateta, a OC  hipotenuza trougla OCD to je:  
 

OCDC ≤  tj. 
2

baab +
≤  jednakost važi za D=O tj. 

ba =  □ 
 
 
 
 

2. Način 
 
 
 

 
 

Slika 2.2. 
 

Očigledno je baab +≤2      te je 
2

baab +
≤   □     
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3. Način 
 

 

 
 

Slika 2.3. 
 

Kvadrat stranice   a +b  . Površina kvadrata je 
  

( )
( )

abba
abba

abba
baabba

bababa

≥
+

≥+

≥+

−+=+

++=+

2

2)(

4)(
)(4

2

2

22

222

 

Jednakost važi za ba =  tj. kada je 0)( 2 =− ba  □ 
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2.2 Primena A-G nejednakosti: 
 
 

Neka je u krug poluprečnika R upisan pravougaonik, pokazati da je  
 
pravougaonik maksimalne površine kvadrat. 

 
 
 

 
Slika 2.4. 

 
 

ba,  su stranice pravougaonika  te važi da je  
 

2
22

22
Rba

=





+






  

 
     Kako je površina pravougaonika  abP =    koristeći A-G nejednakost 
važi da je 

abP = = 2
22

22 2
2

Rbaba =
+

≤ . 

 
  Jednakost važi za ba =  tj.  2aP =    što je površina kvadrata □ 
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Problem kraljice Dido 
 
 

Koliko zemljišta može da se označi sa kožom bika??? 
 
Kralj Libije je postavio ovaj problem pred kraljicu Dido ne 

očekujući da žena može da ga reši . Dido je kožu bika isekla na tanke 
trake koje je zašila u dugi niz. Na obali mora ivice traka postavila je u 
polukrug. Dobila je površinu zemlje veću nego što se moglo 
predpostaviti. Tako je nastao grad Kartagina. 
 

 
 

Slika 2.5. 
 

Neka je dužina izlomljene prave  yxL += 2 . 
 
Površina pravougaonika stranica x   i y   je   xyP =  
 

xyP = = ( ) ( )22
2
12

2
1 xyxy = . 

 
Ovde iskoristimo A-G nejednakost 
 

( ) 2
2

2

8
1

2
2

2
12

2
1 Lyxxy =






 +

≤  to je 

                     P 2

8
1 L≤   

 
Jednakost se postiže za xy 2=  tj.   P=2 2x  . 
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Dido problem je zapravo izoperimetrijski problem. Ona je dobila da 

površina mora biti dva puta šira nego duža □ 
 

 
 

Ako poredimo sredine za dva broja   a  , b    imamo  
 

 ),max(
22

2),min(
22

bababaab
ba

abba ≤
+

≤
+

≤≤
+

≤  

 
jednakost važi za ba = . 
 

ba
ba

ab
11

22

+
=

+
    je harmonijska sredina (HS) 

 

2

22 ba +
  je kvadratna sredina (KS) 

 
 

Slika  2.6. 
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Neka je aPM =  , izaberemo Q na  PM  tako da je bQM = . A 

je polovina duži PQ . 
 

baPQ −=  

2
baAQAP −

==  

QMAQAM +=  . 
 

Konstruišemo kružnicu sa centrom u A poluprečnika  
2

ba −
 .Iz tačke 

M nacrtamo tangentu na kružnicu i to je tačka G. 090=AGM  te je 

trougao AGM  pravougli sa hipotenuzom AM  , 
2

baAG −
=  koristeći 

Pitagorinu teoremu. 
 
 

abbabaAGAMGM =





 −

−





 +

=+=
22

22

22
    

 

to je       
2

baab +
≤ . 

 

Jednakost važi za ba =  tj. 0
2

=
− ba

. 

H je podnožje visine iz G na AM trougla AMG.Trouglovi AMG i 
GMH su slični te je 

 

AM
GM

GM
HM

=   tj. 
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ba
ab

ba
ab

AM
GM

HM
+

=
+

==
2

2

2

  kako je GMHM ≤   

to je 
 

ab
ba

ab
≤

+
2

 

 
jednakost važi za ba = . Iz tačke A povučemo normalu i označimo tačku R, 

trougao ARM je pravougli, 
2

baAR −
= . 

 
Koristeći Pitagorinu teoremu imamo 
 
 

222

2222
22 bababaARAMRM +

=





 −

+





 +

=+=  

 

22

22 baba +
≤

+
      RMAM =     akko A=R tj. 

0
2

=
− ba

 , 

 
 a to važi za   ba =  □ 
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Ravi zamena 
 
 

Dat je trougao stranica a  ,b , c  u koji je upisana kružnica 

 
 

                                                               Slika 2.7. 
 

Ako tačke dodira kružnice i stranica ABCBAC ,,  označimo redom 

sa M, P, R tada je y yCPCM ==   (tangente na kružnicu ,SSU) 
 

zARAM ==  
 

xBPBR ==         te važi yxa +=  
 
                                               zyb +=  
 
                                               zxc +=  
 

ycba 2=−+  
 

xcba 2=+−  
 
                     zcba 2=++−  
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 Poluobim je     s =
2

cba ++
   tj.        s = zyxzyx

++=
++

2
222

 

 
 Kako je              zas =−                  xbs =−                 ycs =−  
 
Sada je očigledno da je yx + < zyx 2++    što je ekvivalentno sa  
 

a < cb +  □ 
 

 
 

2. 3.  Padoa    nejednakost 
 
 
 
 

Neka su a , b , c  tri stranice trougla. Tada važi da je  
 

( )( )( )cbacbacbaabc ++−+−−+≥ . 
 

Koristeći Ravi zamenu imamo ekvivalent  
 

( )( )( ) ( )( )( ) xyzzyxxzzyyx 8222 =≥+++  .  
  

Takođe, koristeći A-G nejednakost 
 
 

xyyx 2≥+  
 

  yzzy 2≥+  
 
  zxxz 2≥+   
 
  ( )( )( ) zxyzxyxzzyyx 222≥+++ xyz8= , 
 
pa sledi gornje tvrđenje □ 
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Posmatrajmo funkciju ( ) Rf →∝+,0:    tako da je   
x

xf 1)( =  

 
 

 
 

Slika 2.8. 
 
 

Jednačina tangente na hiperbolu   
x

y 1
=    je   xy −= 2   u tački 

T(1,1).Funkcija je  
 
konveksna i nalazi se iznad tangente za x > 0   pa je 

x
x

−≥ 21 21
≥+⇔

x
x     jednakost važi samo za 1=x . 

To takođe proizilazi iz A-G nejednakosti primenjene za x , 
x
1

 □ 
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3. Površine i zapremine u nejednakostima 
 
 
 
Albert Einstajn:“Mašta je puno važnija od znanja. Može se sve znati ,ali 
ništa ne napraviti ,dok se sa malo mašte može napraviti sve „ 
 
 
Primer 1.    Površina kvadrata stranica   ba +     je baP += . 
 
      

 
Slika 3.1. 

 

Površina pravouglog trougla čije su katete a     i  b  je 
2
abP = . 

 
Sa slike se vidi da je površina kvadrata veća od površine četiri trougla tj.   

2
4 abba ≥+  

 
abba 2≥+  

 
 

abba
≥

+
2

 □ 
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Primer 2.        
 
          
 

 
 

Slika 3.2. 
 
 

Površina kvadrata dužine stranice ba +   je  
 

2)( baP += . 
 

Vidi se sa slike da je  
 

( ) ( ) ( )222
22 baba +≥+  

 
 

bababa ++≥+ 222  
 
 

abba 2≥+  
 
 

. abba
≥

+
2

 □ 
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Primer 3.   Površina pravougaonika stranica a  i b  je abP = . 
  
 

 
 

Slika 3.3. 
 

 Površina jednakokrako pravouglog trougla katete a  je  
 

( )21 2
1 aP = . 

 
 

 Analogno za katetu b  je 
 

( )22 2
1 bP =  

 
 

te važi da je PPP ≥+ 21  pa kada zamenimo 

( ) ( ) abba ≥+
22

2
1

2
1

  , 

 
 

abba
≥

+
2

 □ 
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Primer 4.a)  Za bilo koja četiri pozitivna broja dcba ,,,  takva da je 
ba ≤ , 
dc ≤       tada važi    bdacbcad +≤+ . 

 
                       

 

 
Slika 3.4. 

 
 

Jednakost važi za ba =  ili dc =  za      0,, ≥cba   ,    cba ≥≥  □ 
 
b) Važi  
 
 

 
 

Slika 3.5. 
 
 

 
cabcabcba ++≥++ 222  □ 
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3.1.Čebiševa nejednakost 
 

Teorema.   Za 2≥n  i 0 < nxx ≤≤ ....1  važi: 
 

(i) Ako je 0 < nyyy ≤≤≤ ...21   onda  
 

   ∑∑∑
===

≤
n

i
ii

n

i
i

n

i
i yxnyx

111
. 

 
(ii)  Ako je nyyy ≥≥≥ ...21    onda 
 

   i

n

i
i

n

i
i

n

i
i yxnyx ∑∑∑

===

≥
111

 ,   jednakost važi akko su svi ix  

jednaki  i svi    iy  
  

jednaki. 
 
Dokaz:(i)  
 

 
 

Slika 3.6. 
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ji xx ≤   ,  ji yy ≤  
 

jjiiijji yxyxyxyx +≤+  . 

Sledi    )()(
1 11 1

jji

n

i

n

j
iijj

n

i

n

j
i yxyxyxyx +≤+ ∑∑∑∑

= == =

   

 
tj.    ( )( ) ( )nnnn yxyxnyyxx ++≤++++ ......... 1111   □ 
 

(ii)      ji xx ≤    ji yy ≥  
 

jjiiijji yxyxyxyx +≥+  . 

Sledi    )()(
1 11 1

jji

n

i

n

j
iijj

n

i

n

j
i yxyxyxyx +≥+ ∑∑∑∑

= == =

  

 
tj.    ( )( ) ( )nnnn yxyxnyyxx ++≥++++ ......... 1111   . 

 
 

 Kada stavimo da je 
i

i x
y 1
=     

 

( ) 2

1
1

1...1... n
xx

xx
n

n ≥







++++   

 

n

n

xx

n
n

xx
1...1

...

1

1

++
≥

++
⇔           jednakost važi za  nxx == ...1 □ 
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 Primena:   Voicu's nejednakost:  Neka su α, β, γ uglovi koje 
prostorna dijagonala prizme formira sa ivicama. Tada važi 
                                                tgα tgβ tgγ ≥ 2 2  .     
 Jednakost važi za kocku. 
 
Dokaz:    

     
                                                      Slika 3.7. 

 
 

222 cbaD ++=  
 

2cos α+ 2cos β+ 2cos γ= 1
222

2

222

2

222

2

=
++

+
++

+
++ cba

c
cba

b
cba

a
 

 
Kada stavimo da je x =cosα     y =cosβ    z =cosγ   dobijamo 
 

   21 tg+ α 2tg β 2tg γ = 1+ 2

2

2

2

2

2 111
z

z
y

y
x

x −
⋅

−
⋅

−
= 

 

 =
( )( )

222

22222222 11
zyx

zyxxyzyx −+−−+
= 
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 =
222

222222222222222 1
zyx

zyxyxzxxzyyzzyx −++−+−−+
= 

 

            =
222

222222

zyx
zxzyyx ++

= 

 

           =
222

111
yxz

++ = 

 

           = ( ) 9111
222

222 ≥







++++

zyx
zyx  , na osnovu prethodnog, 

 
tg α tg β tg γ 228 =≥   jednakost važi samo ako je u pitanju kocka 

(tangens ugla je 2 )  □ 
 
 
 

3.2  Guba nejednakost 
 

U pravoj prizmi dimenzija cba ,,  zapremine abcV =   i površine 
strana          abP =1   , bcP =2   , acP =3  

sa prostornom dijagonalom 222 cbaD ++=   važi da je  
 
                    VDPPP 32

3
2

2
2

1 ≥++ . 
 
Dokaz: ( ) ( )≥+++++=++ acbcabcbacba 22222

 
 
(Koristeći prethodno  da je   bcacabcba ++≥++ 222   dobijamo ) 
 

( )acbcabbcacab +++++≥ 2  
 

                                 ( )bcacab ++= 3  
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( ) ( )2
3

2
2

2
3

2
1

2
2

2
1

22
3

2
2

2
1 3 PPPPPPPPP ++≥++  

 
                             =3 ( )222222222222 cacbcabacbba ++  

 
                              =3 ( )422224242 cabcbacba ++  

 
                              =3 ( )222222 cbacba ++  

 
                              =3 22 DV       te je 

 
                           VDPPP 32

3
2

2
2

1 ≥++  □ 
 
 
 
Teorema.    Za sve 0,, ≥cba      abccba 3333 ≥++ . 

 

 
 
 

                                                        Slika 3.8. 
 

Dokaz: Kako je acbcabcba ++≥++ 222  kada prvo 
pomnožimo sa a , zatim sa b , a zatim sa c  i saberemo, dobijamo 
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22322

22232

22223

acbcabcccbca
abccbabbcbba

caabcbaacaba

++≥++

++≥++

++≥++

 

 
 
Kada se ispotire dobijamo da je 
 

abccba 3333 ≥++  □ 
 
 
 

3.3 Avionske nejednakosti 
 

Dimenzije prtljaga koje propisuju avio kompanije je 45≤++ cba  
inča.A-G nejednakost pokazuje da oblik takvog prtljaga mora biti  kocka.  
.Nažalost takav prtljag retko ulazi u boks iznad putnika, jer boks ima oblik 
prizme.   
 
(15 inča≈38,1 cm) 
 

( 1,38
3

115
≈ cm )   

 

 15
3
45

3
3 =≤

++
≤

cbaabc . 

 
151515 ⋅⋅≤abc   

 
te jednakost važi kada je 15=== cba  tj. ivice su 15 inča, a to važi za 
kocku □ 
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Teorema.   Od svih trouglova koji su upisani u datu kružnicu najveću 

površinu ima jednakostraničan trougao . 
 
 
 

Dokaz: 
 

 
 

Slika 3.9.   
 

Posmatrajmo jednakokraki trougao i oko njega opisanu kružnicu. R je 
poluprečnik opisane kružnice oko jednakokrakog trougla. Pretpostavimo da 
je Rh ≥  u trouglu AOC važi da je 
 

( ) 22
2

2
RRhb

=−+





  , 

 

222
2

2
2

RhRhRb
−+−=






  ,  

 

( )hRhb
−=






 2

2

2

 .       

 
                   Kako je površina trougla ABC 
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2
bhP =   , 

 

2
22

2

22
hbbhP 






=






=  

 
( )hRh −= 23  

 

( )hRh
−






= 2

3
27

3

 

 

( )
4

2
3334

127 











 −+++≤ hRhhh

 

 
4

2
27 






=

R
 

 
4

16
27 R=    . 

 

                    
4
33

16
27 2

4 RRP =≤  .   

   Jednakost važi za 
2

3Rh =  ,  a to je tačno za jednakostraničan trougao □ 

 
Teorema.      Za n pozitivnih brojeva nxx ,...,1  imamo  

 

n
xx

n
xx

xx

xx

n nnn
n

n

22
11

1

1

......
...

1...1
++

≤
++

≤≤
++

 □ 
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Simpsonov paradoks 

 
 

Ako imamo razlomke 
b
a

  i  
d
c

  ,  b > 0  ,  d > 0    ako je   

 
d
c

b
a
<          tada je        

d
c

db
ca

b
a

<
+
+

< . 

                    

 
                                                                Slika 3.10 
 
 
 
 

 
 
                                                         Slika 3.11. 
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Simpsonov paradoks:  
B
A

b
a
<    

D
C

d
c
<   ali 

DB
CA

db
ca

+
+

>
+
+

. 

 
 
 
 

. 
 

Slika 3.12. 
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4. Trougao u nejednakostima 
 
Galileo Galilei:“Ko razume geometriju poseduje moć razumevanja 
sveta!“ 

 
Konstrukcije trougla: 
 

1.) ako je dato: ,,ba ah   . Trougao postoji ako je ahb ≥ >0. 
 
 

 
 

Slika 4.1. 
 

2.) ako je dato: ch , a , bh ,.Trougao postoji ako je ahb ≤   i  ahc ≤ . 
 

 
 

Slika 4.2. 
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Lema.  Neka je dat trougao ABC sa stranicama cba ,,  važi da je  
 

( )assha −≤  
 
 

( )bsshb −≤  
 

( )csshc −≤      pri čemu je 
2

cbas ++
=  (poluobim). 

Dokaz:  Koristimo Heronov obrazac   ( )( )( )csbsassP −−−=  
 

2
aahP =  

 

( )( )( )csbsass
aa

Pha −−−==
22

 

       

( ) ( )( )

2
a

csbsass −−
−=  

Koristeći A-G nejednakost ( )( )
22
acsbscsbs =

−+−
≤−−      te je 

( )assha −≤ . 
 
Analogno je   ( )bsshb −≤      i    ( )csshc −≤  □ 
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Teorema.   Ako su cba hhh ,,    visine trougla tada je: 

shhh cba 3≤++   i 
sPhhh cba ≤ . 

 
 
Dokaz: Iz prethodne Leme i aritmetičko kvadratne nejednakosti sledi  
 

( ) ( ) ( )cssbssasshhh cba −+−+−≤++  
 

( ) ( ) ( )
3

3 cssbssass −+−+−
≤  

 

=3
3

222 scssbsass −+−+−
 

 

=3
( )
3

3 2 cbass ++−
     kako je  scba 2=++  to je 

 

3
233

22 ss −
=  

 

=3
3

2s
 

 
= s3   

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) sPcsbsassscssbssasshhh cba =−−−=−−−≤ 2
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Ako je u oštrouglom trouglu cba ≥≥  ,  može se dokazati da je  
                            cosα ≤  cosβ ≤  cosγ . 
 
Dokaz:  Neka je cosba = γ+ cosc β     ( Slika 4.2 ) , 
 

b=acosγ+ccosα , 
 
c=acosβ+bcosα .   Od prve jednakosti oduzmemo 

drugu  dobijamo 
 

( )cos0 abba −=−≤ γ+c (cosβ-cosα) , 
 
(a-b)cosγ ≤ c (cosβ-cosα)           kako je γ oštar 

ugao  
0 ≤ cosβ-cosα         te je cosα ≤ cosβ   
 
analogno je cosβ ≤ cos γ  . 
 
 

Težišne linije trougla spajaju temena trougla,  sa središtima 
naspramnih stranica. Težišne linije se seku u jednoj tački, težištu trougla. 

Rastojanje od težišta do temena je 
3
2    težišne linije. 

4
22 222

2 acbta

−+
=  

 

4
22 222

2 bcatb

−+
=  

 

4
22 222

2 cabtc

−+
=             ako za stranice trougla 

važi cba ≤≤  onda je cba ttt ≥≥  
 

( )
4

3 222
222 cbattt cba

++
=++   □  
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Teorema.   Neka su cba ttt ,,  težišne linije trougla ABC tada je   

                   sttts
cba 2

2
3

≤++≤ . 

 
Dokaz: Prvo dokazujemo da je sttt cba 2≤++ . 
 

Trougao ABC prvo centralno simetrično preslikamo u odnosu na sredinu 
stranice AB, a zatim dobijeni trougao takođe centralno simetrično preslikamo 
u odnosu na sredinu stranice BM   tako da  dobijemo  trapez CAMN. 

 
Slika 4.3. 

 
catb +≤2     analogno cbta +≤2   i   batc +≤2 . 

 
cbattt cba 222222 ++≤++  

 
cbattt cba ++≤++  
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Sada dokažimo  cba ttts
++≤

2
3

. 

 
Trougao ABC sada pet puta centralno simetrično preslikamo ( u odnosu na 
sredinu stranice AB , zatim BM , BN ,BP i BQ redom ) dok ne dobijemo 
heksagon AMNPQC . 
 
 

 
 

Slika 4.4.  

U trouglu ANQ  čije su stranice cba ttt 2,2,2    težišne linije su 
2
3,

2
3,

2
3 cba

 

te je  

     
( )

cba tttcba
++≤

++
2

3
  □  
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Teorema.  U trouglu ABC cba sss ,,    su simetrale uglova i važi 

ssss cba 3≤++     i sPsss cba ≤     . 
 

Dokaz: 

 
Slika 4.5. 

 
 

Trougao ACF je jednakokrak. Kako je spoljašnji ugao jednak zbiru 
dva unutrašnja nesusedna dobijamo da je CEAF     te je trougao DBC sličan 
trouglu ABF te važi da je 
 

ba
acx

ba
a

c
x

+
=⇒

+
=  

 

ba
cbxcy
+

=−= . 

 
Kako je trougao DAC sličan trouglu BEC jer je  

 
BECDAC  ≅  

 
ECBACD  ≅    to imamo 

 

abzss
s
a

b
sz

cc
c

c =+⇒=
+ 2  .        
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Kako pri preseku tetiva imamo 
 

                       xyzsc =            (na osnovu teoreme o preseku tetiva) , 
 

( )2

2

ba
abcxyzsc +

==   ubacimo  u abzss cc =+2   

pa dobijamo da je 

( )2

2
2

ba
abcabsc +

−=            

 
( )2

222 )2(
ba

abcbabaab
+

−++
=                                                       

( )2

23223 2
ba

abcabbaba
+

−++
=  

( )2

222 )2(
ba

cabbaab
+

−++
=  

( ) ( ) 22 cba
ba

ab
−+

+
=  

( )
( )( )

4
4 22 cba

ba
ab −+
+

=  

( ) 22
2 cbacba

ba
ab ++

⋅
−+

+
=  

( ) ( )css
ba

ab
−

+
=

2
  .  

 

  Kako je ( )css
ba

absc −
+

=
2

   i   baab +≤2     iz A-G nejednakosti 

je 
 

( )csssc −≤     ,   analogno ( )asssa −≤     i    ( )bsssb −≤ . 
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Koristeći aritmetičko kvadratnu  nejednakost važi da je 
 
            ( ) ( ) ( )cssbssasssss cba −+−+−≤++  

 
 
 

            
( ) ( ) ( )

3
3 cssbssass −+−+−

≤  

 
 

            s3≤  
 
 

            ( ) ( ) ( )cssbssasssss cba −−−≤ sP=     □ 
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    5. Upisane i opisane kružnice  u nejednakostima 
 
Platon :“Znanje kojem teži geometrija je znanje o večnome!“ 
 

Lema 1.             
R

abcP
4

=  .  

 
 

Dokaz: 
 

 
 
 

Slika 5.1. 
 

 Trougao CTA je sličan sa trouglom COM. OMCATC  ≅   

COMCAT  ≅   (periferijski i centralni ugao) te je   
R

a

b
h 2=   pa je 

             
R
abh

2
1

=   , a odatle je    
R

abchcP
4
1

2
1

==   □ 
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Lema 2.   ( ) rszyxrP =++= . 

 
Dokaz: 
 
 

 
 
 

Slika 5.2. □ 
 
 
Lema 3.     ( ) srzyxrxyz 22 =++= . 
Dokaz:                xas =−  
                           ybs =−  
                           zcs =−  
             ( )( )( )csbsasxyz −−−=  

             ( )( )( )csbsasssxyz −−−= 222 srP ==  

              srxyz 2=  □ 
 
 
 

Teorema.   (Ojlerova teorema)  Za trougao važi    
                      rR 2≥           R poluprečnik opisane kružnice, r 

poluprečnik upisane kružnice. 
 
Dokaz: Pošto je Padoa nejednakost 

 
xyzabc 8≥       na osnovu Leme 1 imamo 

 
xyzPR 84 ≥      na osnovu Leme 3 imamo 



 44 

 
srPR 284 ≥     ,a iz Leme 2 imamo 

 
Pr84 ≥PR      pa  je 

 
rR 2≥      

 
Jednakost važi za jednakostranične trouglove □ 

 
Primena.   Heronov obrazac 
 

( )( )( )csbsassP −−−=  
 
 

gde je    zyxcbas ++=
++

=
2

     poluobim . 

 
 

Dokaz: xas =−  ybs =−  zcs =−  Iz Leme2 imamo   

( )( )( )csbsasxyzsr −−−==2  pomnožimo sa s sa obe strane i dobijamo 
  

( ) ( )( )( )csbsassrs −−−=2  
 

( )( )( )csbsassrs −−−=     kako je rsP =      to je 
 

( )( )( )csbsassP −−−=  □ 
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Teorema.   Među svim trouglovima opisanim oko datog kruga 

najmanju površinu ima jednakostraničan trougao.  
Dokaz:  

                          
                                           Slika 5.3. 
 
Znamo da je  

( ) xyzzyxr =++2  
 

xyxzyzxyz
zyx

r
1111

2
++=

++
=  

 
Iz Leme 3 i Heronovog obrazca imamo da je 
 
                               ( )( )( )csbsassP −−−=  
 
                              ( )xyzsP =2        ( jer je 222 srP = ssr 2= ( )sxyz=  ) 
 

( )2

2

4
22 xyz

s
PrP ==  

Koristeći A-G nejednakost važi da je    
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3

22 3

111
1111

















 ++
≤= xyxzyz

xzxyyzrP 627
1
r

=     

Kada je P minimalno 22

1
rP

 je maksimalno pa je očigledno da  

 jednakost važi za jednakostraničan trougao □ 
 
 
 

Janoš Aczel je ispričao priču da  je moguće naći  površinu kruga 
poluprečnika 1 tako što se upiše i opiše kvadrat površine 2 i površine 4 te je 
zaključak da je površina kruga aritmetička sredina ove dve površine što bi 
bilo 3. 
 
 

 
 

Slika 5.4. 
 

 
Tetivan četvorougao je četvorougao oko koga je opisana kružnica. 

 
Tangentni četvorougao je četvorougao koji je opisan oko kruga. 

 
Četvorougao je bicentričan ako se oko i u njega može opisati i upisati 

kružnica. 
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Lema 4.  Ako je četvorougao tetivan važi PR ≥22   . 

Dokaz:   Za konveksni četvorougao važi da je 
( )

2
21 hhpP +

=  

 

qhh ≤+ 21     pa je       
2
pqP ≤  

 
 

 
 

Slika 5.5. 
 

Jednakost važi ako su dijagonale uzajamno normalne.Kako je 
četvorougao tetivan tada važi da je     Rp 2≤   Rq 2≤  

24Rpq ≤  
22RP ≤    □ 

 
Lema 5.   Ako je četvorougao bicentričan tada važi 24rP ≥  . 

 
Dokaz:     Neka je četvorougao bicentričan. Kako je četvorougao 

tetivan to je 2θ+2φ=π        θ+φ= 090     .   
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Slika 5.6. 
 

Iz sličnosti trouglova TMO i BOS važi 

xzr
z
r

r
x

=⇒= 2      analogno    tyr =2  

Iz činjenice da je četvorougao tangentan imamo da je 
 

( )tzyxrP +++=  
 

)
22

(2 tyzxrP +
+

+
=  

 
                      ( )ytxzr +≥ 2                ( kako je xzr =  i tyr =  ) 

 
    24r= . 
 

24rP ≥  . 
 
 Jednakost važi samo za tzyx ===   tj. kada je četvorougao 

kvadrat □ 
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Teorema.  Ako je četvorougao bicentričan tada važi da je  
 

22 2
2

rPR ≥≥   .  

 
Dokaz.  Direktno iz Leme 4 i Leme 5 ▫ 

 

Lema 6.   Ako je četvorougao tetivan , važi da je   
cdab
bcad

q
p

+
+

=    . 

 
Dokaz: 
 

 
Slika 5.7. 

 

Iz Leme 1 imamo da je   
R

abcP
4

=  

 
( )

R
cdabp

R
dcp

R
abpPPP

44421

+
=+=+=  

 
( )

R
bcadq

R
bcq

R
adqPPP

44443

+
=+=+=      pa sledi  

 
( ) ( )bcadqcdabp +=+  

 

cdab
bcad

q
p

+
+

=  □ 
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6. Rotacije u nejednakostima 
 

Descartes: „Nije dovoljno imati zdrav razum, treba ga znati i primeniti!“ 
 
Ptolomejeva teorema.  Za tetivni četvorougao sa dijagonalama qp,  i 
stranicama dcba ,,,  važi 

 
bdacpq += . 

 
Ptolomejeva nejednakost:  Za konveksan četvorougao koji ima 

stranice dcba ,,,  i dijagonale qp,  važi bdacpq +≤ . 
 
Dokaz:  Četvorougao ABCD je konveksan, qp,  su dijagonale. Oko 

temena  C rotiramo stranicu   BC na dijagonalu p  i označimo tačku E tako 

da bECBC == . 

 
Slika 6.1. 

 
Kroz tačku E povučemo paralelu sa AD i na CD i označimo tačku F 

tako da iz sličnosti trouglova CEF i CAD imamo  
 

p
bdEF

EF
b

d
p

=⇒=  
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pd

cbdCF =⇒  

p
cbCF =⇒     . 

 
 

 
 

Slika 6.2. 
 
Trougao CFE rotiramo oko C za negativan ugao,sada važi 
 

qx
p

bd
≥+     i neka  je   DFx 1=     sada rotiramo i transliramo trougao 

DCF1  takođe za negativan ugao oko C i dobijamo trougao BTK. Iz sličnosti 
trouglova BTK i ABC sledi 
 

p
acx

c
x

p
a

=⇒=      to je iz prethodnog 

 

q
p

ac
p

bd
≥+                  pqbdac ≥+   . 

p
bd
CF

d
c

EF
CF

d
c

=⇒=
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 Kada je četvorougao tetivan  važi da je 
 

CEFCADCBD  ≅≅  
 

CBFCBD  ≅    jer  1BF   i DF1   leže na BD te imamo 
jednakost □ 

 
 
 
Teorema.   Ako je četvorougao tetivan , tada je  

 
( )( )

cdab
bcadbdacp

+
++

=  ,    
( )( )

bcad
cdabbdacq

+
++

=     i 

 
( )( )( )bcadbdaccdabPR +++=4   . 

 
 

Dokaz:  Iz Ptolomejeve teoreme imamo da je  
 
           bdacpq += ,  a iz Leme 6 da je  

          
cdab
bcad

q
p

+
+

=    ,            
bcad
cdab

p
q

+
+

=    

  
( )( )

cdab
bcadbdac

q
ppqp

+
++

==2  , 

( )( )
cdab

bcadbdacp
+

++
=  , 

 
( )( )

bcad
cdabbdac

p
qpqq

+
++

==2  , 

( )( )
bcad

cdabbdacq
+

++
=  . 
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      Iz   
( )

R
cdabpP

4
+

=     i      
( )

R
bcadqP

4
+

=     kada  

 
pomnožimo  dobijamo 
 

              
( )( )

( )2
2

4R
bcadcdabpqP ++

=  , 

 

     2P ( )( )( )
216R

bcadcdabbdac +++
=     , 

      
( )( )( )

R
bcadcdabbdacP

4
+++

=  , 

 
( )( )( )bcadcdabbdacPR +++=4     □ 

 
 
 

 
Pitagorina teorema.   U pravouglom trouglu čije su katete ba,  i 

hipotenuza c  važi  222 cba =+  .  
 

Pitagorina nejednakost se odnosi na bilo koji trougao i kvadrate nad stranama 
tog trougla tj. Ako su cba ,,  stranice posmatranog trougla tada važi 

222 bac +≤  ,   222 cba +≤  i     222 cab +≤    . 
Dokaz:              cosbCM = γ      sinbAM = γ    rotiramo oko A 

,  tako da  
ATAM =  . 
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Slika 6.3. 

 
Koristeći Pitagorinu teoremu   
 

222 )sin()cos( γγ bbac +−=  
 
bsinγ ≤ b   i a-bcosγ ≤ a 
 

imamo da je 222 bac +≤       jednakost imamo samo za sinγ =1   i cosγ = 
0 , a to znači da je 
  
ugao kod temena C prav. Analogno važi i za slučajeve  
 

222 cab +≤     i 222 cba +≤ . 
 

Kao dodatak imamo ako je 
 

222 )cos()sin( γγ babc −+=  
 

222 sinbc = γ+ cos22 aba − γ+ 22 cosb γ 
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cos2222 abbac −+= γ     što je kosinusna teorema □ 
 

 Teorema.    U trouglu ABC važi cosα+cosβ+cosγ>1  . 
 
 Dokaz: Iz kosinusne teoreme važi da je 
 

cosα=
bc

acb
2

222 −+
 

 

cosβ=
ac

bca
2

222 −+
 

 

cosγ=
ab

cba
2

222 −+
 .     

 
Kada saberemo ove tri jednakosti i oduzmemo 1 dobijamo da je  

 
 

cosα+cosβ+cosγ-1= 1
222

222222222

−
−+

+
−+

+
−+

ab
cba

ac
bac

bc
acb

 

 

  ( ) ( ) ( )( )abccbacbacbacba
abc

2
2

1 222222222 −−++−++−+=    

 

 ( )( )( )( )cbacbacba
abc

−++−++−=
2

1
 

 

 0Pr
4
44

2
8 2

>=====
R
r

PRPR
sr

abc
xyz

abc
xyz

     jer je R r2≥   ( vidi stranu 13.) 
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Koristili smo  
 

( )( )( )csbsassP −−−=   ,           rrssrxyz == 2  , 

R
abcrsP
4

==   ,    □  
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   7. Neizometrijske transformacije u nejednakostima 

 
Pierre Simmon de Laplace :“Što znamo-nije mnogo, što ne znamo-
neizmerno je!“ 

 
Lema . Za dati trougao ABC važi  cvbwax +≥ , ( videti sliku ) 
 

cuawby +≥ , 
 

buavcz +≥  . 
 

Dokaz: 

 
Slika 7.1.  

 
Iz slike se vidi  cvbwax +≥  , ostale dve nejednakosti slede 

analogno. Figura je trapez pa imamo  0
21 180=+++ αγβα    □ 
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MordellsoErd −  teorema .   Ako u trouglu ABC postoji tačka 

takva da su njena rastojanja od stranica wvu ,, ,  a rastojanja tačke O do 
temena zyx ,,  redom tada je 

 
                             x+y+z )(2 wvu ++≥   . 
 
 
Dokaz: Iz Leme  imamo  

a
cvbwxcvbwax +

≥⇒+≥  , 

 

b
cuawycuawby +

≥⇒+≥  , 

 

c
buavzbuavcz +

≥⇒+≥  . 

 Kada saberemo ove tri nejednakosti dobijamo 

w
b
a

a
bv

c
a

a
cu

b
c

c
bzyx 






 ++






 ++






 +≥++  

 
 A-G nejednakosti daje da je 
 

22 =≥+
b
c

c
b

b
c

c
b

 .  

Analogno je   2≥+
c
a

a
c

     i   2≥+
b
a

a
b

 , to je 

 
)(2 wvuzyx ++≥++   □ 
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Zapažanje 1.  Tri nejednakosti iz prethodne Leme su jednakosti ako i 

samo ako je O centar opisane kružnice trougla ABC. Trapez je pravougaonik 
ako je 0

2 90=+αβ   i  0
1 90=+αγ  , ostala dva ugla su svakako 090  . 

 
COQAOQ  ≅      te su trouglovi AOQ i COQ  podudarni pa 

sledi x=z. Slično važi i x=y=z te O mora biti centar opisane kružnice ABC. 
Koeficijenti od u, v, w su jednaki 2, a to važi ako je cba == . 

 
Za teoremu MordellsoErd −  važi jednakost ako i samo ako je 

trougao ABC  jednakostraničan i O je centar opisane kružnice oko trougla 
ABC □ 

 
 
Zapažanje 2.   Koristeći A-G nejednakost  
 

bcvwax 2≥    (iz bvcwcvbwax 2≥+≥ ) 
 

awcuby 2≥  
 

avbucz 2≥ . 
 

Kada pomnožimo ove tri nejednakosti dobijamo 
 

2222228 wvubcaaxbycz ≥  
 

acbuvwabcxyz 8≥  
                           uvwxyz 8≥  □ 
 

Teorema.   U trouglu ABC imamo  

( ) ( )wvuzyx
v
xz

u
yz

w
xy

++≥++≥++ 42 . 
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Dokaz:  Konstruišemo trougao CBA ′′′   tako da je   

 
OCBA ⊥′′  

 
AOCB ⊥′′  

 
BOCA ⊥′′  

 
 

 
 

Slika 7.2. 
 

Četvorougao BAOC ′    je tetivan jer su uglovi kod temena B i C pravi 
te kružnica koja je opisana oko tog četvorougla je ujedno i kružnica opisana i 
oko trougla BOC sa prečnikom AO ′   te  je yz= AOu ′   koristeći da je 
proizvod dve stranice u trouglu jednako proizvodu visine i prečnika opisane 
kružnice što je dokazano ranije u Lemi1( iz glave 5.)  

 
            Rhab 2=  
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u
yzAO =′   slično 

v
xzBO =′     i    

w
xyCO =′ . 

 
Primenom MordellsoErd −  nejednakosti na trougao CBA ′′′     dobijamo 
da je    

 
( )zyxCOBOAO ++≥′+′+′ 2    (Lema) . 

            Kako je  

w
xy

v
xz

u
yzCOBOAO ++=′+′+′      to je 

 

)(4)(2 wvuzyx
w
xy

v
xz

u
yz

++≥++≥++  □ 

 
 
 

7.1. Koši Švarc Bunjakovski nejednakost 
 
 

Za svako a, b, x, y R∈    važi 
 

                 2222 yxbabyax ++≤+    .  
 

Dokaz 1:  (geometrijski dokaz)  Neumanjujući opštost pretpostavimo 
da je ,,ba  0, >yx  . Nacrtajmo pravougaonik sa susednim 
stranicama ya +  i bx + . Stranicu ya +  podelimo na delove a  i y , a one 

bx +  na x  i b . 
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                                                Slika 7.3 

Taj pravougaonik se sastoji od dva pravougla trougla površine 
2

ab
,   i dva 

pravougla trougla površine 
2
xy

  i paralelograma susednih stranica 

22 ba +    i  22 yx +  (iz Pitagorine teoreme). Površinu paralelograma 
dobijamo kad se od površine pravougaonika oduzmu površine trouglova to je  
      

( )( )
2

2
2

2 xyabxbyaP −−++=  

 
xyabxybyaxab −−+++=  

byax += . 
 

Sa druge srane od svih paralelograma sa susednim stranicama dužina 
22 ba +    i   22 yx +    najveću površinu će imati pravougaonik.  
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Površina paralelograma je 2222 yxba ++     te je  
 

2222 yxbabyax ++≤+     u slučaju da je neki od 
brojeva   xba ,,  ili y  negativan ,zamenjujemo ga apsolutnom vrednošću  te 
je 

 
2222 yxbabyax ++≤+   □ 

 
 

 
 

Dokaz 2: (koristi vektore i projekciju vektora)  
Neka je   c    projekcija vektora b


   na vektor a    tada je 

 
  

 
 

                                                            Slika 7.4. 
 
 

a
ab

bc == θcos      kako je bc ≤  .    to je baab ≤  □ 
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Aczel nejednakost:  Ako su czxa ,,,  realni brojevi važi  

 

byczyzbc −≤−− 2222  . 
 

Dokaz: 
 
 

 
 

Slika 7.5. 
 

22 bac +=  
 

22 yxz +=  
 

22 bca −=  
 

22 yzx −=  
 

2222 yxbaybxa ++≤+  
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zcybyzbc ≤+−− 2222  
 

ybzcyzbc −≤−− 2222  
 

byczyzbc −≤−− 2222   □ 
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8. Funkcije u nejednakostima 

 
Leonhard Euler:“Matematika je ključ za celokupno ljudsko znanje!“ 
 

Teorema.   Koši Švarc Bunjakovski. Neka su ( naa ,...,1 ) i ( nbb ,...,1 )  
dve n-torke realnih brojeva. Tada važi  

 











≤





 ∑∑∑

===

n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

1

2

1

2
2

1
    pri tome jednakost važi ako 

su n-torke 
 

 proporcionalne tj. 
 

n

n

b
a

b
a

== ...
1

1  .  

 
Dokaz: Posmatramo kvadratnu funkciju RRf →:   definisanu 

formulom: 
 

( )∑
=

+=
n

i
ii bxaxf

1

2)(  

 
( ) ( )22

11 ... nn bxabxa ++++=  
 
( ) ( ) ( )2

1
2

11
222

1 ......2... nnnn bbxbabaxaa ++++++++=
 

 






+





+





= ∑∑∑

===

n

i
i

n

i
ii

n

i
i bxbaxa

1

2

1

2

1

2 2      kako je ova 

funkcija nenegativna  
 

( 0)( ≥xf    za svako x iz R) to D ne može biti pozitivna 
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044
1

2

1

2
2

1
≤










−





= ∑∑∑

===

n

i
i

n

i
i

n

i
ii babaD     te je 

 
 











≤





 ∑∑∑

===

n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

1

2

1

2
2

1
  .  

 
Jednakost važi akko postoji realan broj m  takav da je 

ii mab =     i=1,...,n    tj. n-torke   ( )naa ,...,1    i    ( )nbb ,...,1     su 
proporcionalne □ 
 
 

Ojlerova formula za konveksne poliedre.  Ako sa F označimo broj 
strana, sa V broj  

 
temena, a sa E broj ivica konveksnog poliedra tada važi da je  
 
 

F+V-E=2  . 
 
 

Teorema.    Za konveksne poliedre važi  

42
2

2 −≤≤+ FVF
      i     63 −≤ FE  . 

Dokaz: Neka je a broj ivica po broju temena tj. 
V
Ea 2

=   jer je svaka 

ivica povezana sa dva temena i 3≥a  , jer najmanje tri ivice ishode iz 

temena te VE 32 ≥  . Neka je b  broj ivica po strani te je 
F
Eb 2

=  , jer je 

svaka ivica zajednička sa dve strane i 3≥b  , jer je svaka strana ograničena 
sa najmanje tri ivice te   FE 32 ≥    . 
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Kako je po Ojlerovoj formuli    E=V+F-2 ,   gde je F broj fiksnih 

strana , 
2

3VE ≥    i 
2

3FE ≥ . 

 

Tačka (V,E) je na pravoj E=V+F-2. Iznad pravih  
2

3VE =    i  

2
3FE =  krajnje tačke su (2+

2
F ,

2
3F )   i (2F-4,3F-6) te sledi  

 

42
2

2 −≤≤+ FVF
 

 
63 −≤ FE  . 

 
 
 

□ 
 

Slika 8.1. 
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Najnovija medicinska opsesija Bodi indeks mase u oznaci BMI koji se 

definiše kao BMI= 2h
w      gde je w    težina  tela u kilogramima, a h je visina u 

metrima. Za odrasle osobe h je fiksno tako da je BMI proporcionalno sa 
težinom , koja nije fiksna za mnoge od nas. Normalna težina odgovara u 
nejednakostima  

 
2520 ≤≤ BMI    ili 22 2520 hwh ≤≤  . Pre nego što  je uveden 

BMI  popularna Evropska preporuka  za težinu u odnosu na h je 
aproksimativno    100100 −≈ hw       (za muškarca visokog 175cm 
optimalna težina je 75kg,a za ženu iste visine 65kg) 

 

2510010020 2 ≤
−

≤
h

h
 

 
10010025010010020 22 +−≤≤+− hhhh  

 
22 )2(2510010025 −=+− hhh     te je jedna 

nejednakost zadovoljena 
 

5510010020 22 +−=+− hhhh  
Pošto mora da je 0552 ≤+− hh    ispitujemo grafik funkcije     

552 +−= hhy        ( parabola)   0552 =+− hh  

2
55

1

−
=h              

2
55

2

+
=h  

mhm 61,3
2

55
2

5538.1 ≈
+

≤≤
−

≈  □ 
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Konveksna funkcija na grafiku implicira da kada se povežu bilo koje 

dve tačke na grafiku, ta tetiva se nalazi iznad grafika funkcije.Analogno za 
konkavne funkcije tetiva je ispod grafika funkcije. 

 
Primer 1.  Funkcija xexf =)(  je konveksna. 

 
Slika 8.2. 

 
 

Na grafiku eksponencijalne funkcije odaberemo dve tačke sa 
koordinatama ),( xex      i      ),( yey     i    xea =     i     yeb =    . 
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Jednačina prave kroz dve tačke je 

( )yX
xy
abbY −

−
−

=−     tačka te prave sa apscisom
2

yx +
   

ima ordinatu 
2

ba +
, sa druge strane tačka sa istom apscisom, ali na 

grafiku eksponencijalne funkcije ima ordinatu  
( )

2
yx

e
+

   što je u stvari   
ab . Kako je tačka na grafiku ispod tačke na tetivi (koja spaja tačke 

sa koordinatama ),( xex    i   ),( yey ) . Sledi A-G nejednakost  
 

abba
≥

+
2

 .  

Uopšteno , konveksna funkcija zadovoljava nejednakost 
  

( )( ) ( ) ( ) ( )bftatfbttaf −+≤−+ 11    za sve ba,  iz intervala I, za 
sve  10 << t  . 
 
Skup ( ){ IxyxC ∈= ,  })(xfy ≥     je konveksan . Tetiva čije su 

krajnje tačke  
 
( )( )afa,    i    ( )( )bfb,    je iznad grafika funkcije ( )xfy =   . 

 
 

Slika 8.3. 
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Za konkavne funkcije važi nejednakost  
 

( )( ) ( ) ( ) ( )bftatfbttaf −+≥−+ 11    
 

Za sve ba,  iz intervala I, za sve 0<t<1  skup   

( ){ IxyxC ∈= ,  })(xfy ≤   je konkavan. Tetiva čije su krajnje 

tačke ( )( )afa,   i   ( )( )bfb,    se nalazi ispod grafika funkcije ( )xfy =  □ 
 
Konkavnost ili konveksnost proveravamo utvrđivanjem znaka drugog 

izvoda ako je funkcija dva puta diferencijabilna. 
 
 
Primer 2.   Za konkavnu funkciju definisanu na  [ )b,0    gde b  može 

biti ograničeno ili beskonačno sa    ( ) 00 =f    ,   λ     je u intervalu  (0,1) , 
0≥x  

( ) ( )xfxf λλ ≤  . 
 

 
 

Slika 8.4. 
 

Kako je ( ) ( )xxf += 1ln  ,  konkavna na ).0( ∞   sa 0)0( =f    za                
λ   iz (0,1) to je  

)1ln()1ln( xx λλ +≤+    ili   xx λλ +≤+ 1)1(    što je ekvivalent 
Bernulijeve nejednakosti □  
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Primer 3.  (Aristarh sa Samosa) Ako je 0900 <<< αβ    tada važi  

β
α

β
α

β
α

tg
tg

<<
sin
sin

 

 

 
 

Slika 8.5. 
 

Sinus je konkavna funkcija na intervalu )90,0( 0  , tetiva x
α
αsin

  na 

(0,0), )sin.( αα   je ispod grafika funkcije y=sinx  za x  iz ),0( α . .Kada 

je β=x        β
α
αβ sinsin >     

β
β

α
α sinsin
<  .  

Analogno , za konveksnu funkciju tangens važi   β
α
αβ tgtg <  

β
α

β
α

tg
tg

<  □ 
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9. Kombinovane nejednakosti 

 
 

Aristotel:“Duhovitost je drskost koja je stekla obrazovanje!“ 
 

Primer.  Dat je pravougli trougao ABC sa katetama  i a , b  i 
hipotenuzom c   važi da je  

abbac 22)( ≥+    . 
 

Dokaz: 

 
 

Slika 9.1.  
 

U kvadratu stranice ba +  imamo 4 pravougaonika i važi da je 
površina kvadrata veća ili jednaka od površine 4 pravougaonika. 

 
abba 4)( 2 ≥+  

 
abba 2≥+            
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Kada gledamo unutrašnji kvadrat stranice c  , površina kvadrata je 

veća ili jednaka od površine četiri pravougla trougla. 
 

2
42 abc ≥ abc 22 ≥⇒  

 
abc 2≥⇒  

 
Kada pomnožimo ove dve nejednakosti dobijamo  

 
abcba 22)( ≥+  □ 
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      Zaključak 
 
 
Rad je podeljen na devet poglavlja u kojima su  dati dokazi, raznih 
nejednakosti koristeći ukupno 52 slike i. Kako su slike u boji to je rad 
atraktivniji za eventualnu pomoć u shvatanju dokaza nejednakosti, za uzrast 
srednješkolskih đaka. 
Kroz većinu poglavlja provlači se aritmetičko-geometrijska nejednakost. 
Treba pomenuti nejednakost Minkovskog, Guba nejednakost, Čebiševu 
nejednakost, Padoa nejednakost, Ptolomejevu nejednakost, Koši-Švarc-
Bunjakovski nejednakost i naravno MordellsoErd −  teoremu. 
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