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1. UvVOD

Nejednakosti su nastale onog momenta kada su poceli da se koriste
brojevi. Mnogi matematicari su se bavili nejednakostima tako da danas ima
veliki broj nejednakosti koje su dobile imena po njima: Bernulijeva, KoSi-
Svarc- Bunjakovskog, Minkovskog, Kantorova, Hajgensova, Aristarhova

. 1
(l_ >sin3° > %) , Ptolomejeva 1 svakako najpoznatije aritmeti¢ko-

geometrijska nejednakost i nejednakost trougla.

Nejednakosti se javljaju u svim oblastima matematike. Nas poznati
profesor Dragoslav Mitrinovi¢ je bio opsednut svim vrstama nejednakosti te
je govorio: “Nema jednakosti ¢ak ni u ljudskom zivotu, postoje samo
nejednakosti!* Mitrinovi¢evo ime postalo je sinonim za nejednakosti.

Stalno posmatramo svet i donosimo odluke na osnovu onoga S$to
vidimo. Kako deca bolje shvataju crteZe, sa kojima Zive od malih nogu, tako
je vizuelni dokaz laksi za prihvatanje od analitiCkog dokaza na viSem uzrastu.
Lepota je u o€ima onog ko je vidi, u slucaju nejednakosti elegancija nacina
na koji dolazimo do njih je ono §to ih Cini privlacnim. Profesor Th. M.
Rassias je rekao: “Nejednakosti su pravilo u matematici dok su jednakosti
izuzetak!*

Master rad ima primenu u osnovnoj, a naroCito u srednjoj skoli jer
koriS¢enje slike u dokazu ili slika kao dokaz je lakSe za prihvatanje vecini
ucenika.

De Morgan je rekao: “Lakse je naciniti kvadrat od kruznice nego
zaokruziti matematicara!*

Veliku zahvalnost dugujem predsedniku komisije prof. dr. Ljiljani Gaji¢ i
¢lanu komisije prof. dr. Zagorki Lozanov Crvenkovi¢, a izuzetnu zahvalnost
dugujem mentoru prof. dr. SiniSi Crvenkovicu na bezrezervnoj podrsci,
sugestijama i savetima.

Novi Sad decembar 2011. Aleksandra Petrovié



2. POZITIVNI BROJEVI U NEJEDNAKOSTIMA

Blaise Pascal :*“Bolje je znati o svakoj stvari ponesto , nego o jednoj
svel*

Definicija: Nejednakost trougla: Dat je trougao ABC sa stranicama
a, b i c. Tada vazi da je svaka stranica manja ili jednaka zbiru ostale dve
( pri ¢cemu jednakost vaZi za degenerisani trougao, trougao kod koga su sva
tri temena na istoj duzi ) o

Slika 1.1

Sa Slike 1.1 je o¢igledno daje C<a+Db.Analogno, a<b+c , b<a+c.

Vazijosija—b|<c i p-c/<a i |a—c|<b




U pravouglom trouglu za a,b>0 vazi :

4z
Slika 1.3.

Ja+b<+a++b o

Za dva pozitivna broja a i b vazi:

V2(a+h)<2va®+b* <2(a+b)o



Kada ovu nejednakost podelimo sa 22 dobijamo

a+b< a’*+b* a+b

< <
2 2 J2

aritmeti¢ka sredina za dva broja @ i b krade AS , a

je kvadratna sredina za dva broja @ i b kra¢e KS o

Za tri pozitivna broja a , b , € vazi:

Slika 1.5.

V2(a+b+c)<+a’ +b? ++b*+c? ++/a’ +c? <2(a+b+c)

Izlomljena linija je duZa od prave linije O



2.1. Nejednakost Minkovskog:

J(Zay+(5b Fsy Jai+n

Za n pozitivnih brojeva vazi:

Slika 1.6.

Geometrijska sredina dva pozitivna broja je +/ab .



Jedna od najpoznatijih nejednakosti je aritmeticko-geometrijska sredina
tj.
a+b
Jab < ——,
2
pri ¢emu jednakost vazi kadaje a=Db o

Sledi tri dokaza ove najpoznatije nejednakosti.

1. Nacin

-, e

Slika 2.1.

|/AD|=b  |DB|=a iuD jenormalana |AB|.U preseku normale
1 polukruznice je tacka c.

O je srediste kruznice pre¢nika |AB| pri ¢emu je @+ b =|AB|.



a+b
\OA‘=\OB\=T

Kako je ugao nad pre¢nikom prav (Talesova teorema), to je trougao
ABC pravougli.
a+b
co|=2*2
2
ICD| je visina iz C na |AB| te je ‘CD‘ = +/ab (Euklidova teorema.

Visina na hipotenuzu je geometrijska sredina duzine odsecaka
na hipotenuzi.).

Kako je |DC| kateta, a |OC| hipotenuza trougla OCD to je:

a+b

IDC| <|OC] tj. vab <

a=bo

jednakost vazi za D=0 tj.

2. Nacin

la—b|

Slika 2.2.

a+b
Ocigledno je 24/ab <a+b teje vab < 5 O



3. Nacin

(a — b)?

Slika 2.3.

Kvadrat stranice a+Db . Povrsina kvadrata je

(a+b)’ =a’ +2ab +b?
(a+b) =4ab+ (a—b)?
(a+b)’>4ab
(a+b)>2+/ab

a;bzm

Jednakost vazi za a =D tj. kadaje(a—b)* =0 o
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2.2 Primena A-G nejednakosti:

Neka je u krug poluprecnika R upisan pravougaonik, pokazati da je

pravougaonik maksimalne povrsine kvadrat.

N i
R
a
- b -
. S
Slika 2.4.

a,b su stranice pravougaonika te vazi da je

2 2
a b
(— +|=| =R’
2 2
Kako je povrsina pravougaonika P =ab  koriste¢éi A-G nejednakost
vazi da je

2 2
P =ab=+/a’b? Sa erb =2R’.

Jednakostvaziza a=b tj. P=a® &to je povriina kvadrata o

11



Problem kraljice Dido

Koliko zemljista moze da se oznaci sa kozom bika???

Kralj Libije je postavio ovaj problem pred kraljicu Dido ne
o¢ekujuéi da Zena moze da ga resi . Dido je kozu bika isekla na tanke
trake koje je zaSila u dugi niz. Na obali mora ivice traka postavila je u
polukrug. Dobila je povrSinu zemlje veéu nego Sto se moglo
predpostaviti. Tako je nastao grad Kartagina.

Slika 2.5.

Neka je duzina izlomljene prave L =2X+Y.

Povrsina pravougaonika stranicaX iy je P =Xy

P=xy=1(2)= 220}

Ovde iskoristimo A-G nejednakost

1(1/2xy)2 S%(ZX; yj =%L2 to je

2

Pslﬁ
8

Jednakost se postize za Y = 2X tj. P=2 X% .

12



Dido problem je zapravo izoperimetrijski problem. Ona je dobila da
povrsina mora biti dva puta Sira nego duza o

Ako poredimo sredine za dvabroja d , b imamo

min(ab) <2 < Jab <22 A0 avian)
a+b 2 2

jednakost vazi za a=b.

2ab
= je harmonijska sredina (HS)
a+b 1 1
J— + —
a.2 + 2

je kvadratna sredina (KS)

Slika 2.6.

13



Neka je |[PM|=a , izaberemo Q na |PM| tako da je [QM|=b. A
je polovina duzi |PQ)|.

IPQ|=a-b
Apl=|aQ/= "7
|AM| = |AQ|+|QM| .

Konstrui§emo kruznicu sa centrom u A poluprecnika Iz tacke
M nacrtamo tangentu na kruZnicu i to je tatka G. < AGM =90° te je

- a-b .
trougao AGM pravougli sa hipotenuzom |AM| , ‘AG‘ = koriste¢i

Pitagorinu teoremu.

SR CIY SN

to je \/%Sa;rb.

a->b
Jednakost vazi za a =b tj. 5 =0.

H je podnozje visine iz G na AM trougla AMG.Trouglovi AMG i
GMH su sli¢ni te je

Hv[_foM |
GM| [AM]

14



\Hw:‘m‘ = =20 e JHM| < (6M|
2
to je
2ab S\/%
a+b

jednakost vazi za a=Db. Iz tatke A povudemo normalu i ozna¢imo tacku R,

a->b
trougao ARM je pravougli, |AR| = ——.

Koriste¢i Pitagorinu teoremu imamo

2 2 2 2
‘RM‘:\/‘AM‘2+‘AR‘2:\/(a+b] +(a_bj :Jm
2 2 2
2 2
a;—bgﬁ ‘AM‘=‘RM‘ akko A=R tj.

a__b:()’
2

atovaziza a=bao

15



Ravi zamena

Dat je trougao stranicaa ,b, € u koji je upisana kruznica

a=x+y,b=y+z,c=:z

Slika 2.7.

Ako tacke dodira kruznice i stranica |AC|,|CB|,|AB| ozna¢imo redom

sa M, P, R tada je y‘CM ‘ = ‘CP‘ =Y (tangente na kruznicu ,SSU)
AM| =|AR| = z

‘BR‘z‘BP‘zX tevazi a=X+Y

b=y+z

C=X+12
a+b-c=2y
a-b+c=2x
—a+b+c=2z

16



. a+b+c 2X + 2y + 22
Poluobim je S:T tj. S= >

=X+Yy+12
Kako je s—a=1z2 S—b=x s—c=Yy
Sada je o¢igledno daje X+ Y <X+ Yy+2Z $to je ekvivalentno sa

a<b+cao

2. 3. Padoa nejednakost

Nekasu a, b, ¢ tri stranice trougla. Tada vazi da je
abc>(a+b-c)a-b+c)l-a+b+c).

Koristeéi Ravi zamenu imamo ekvivalent

(x+y)y+2z)z+x)>(2x)2y)2z)=8xyz .

Takode, koriste¢i A-G nejednakost
X+Y2>2,Xy
y+22>2,yz

Z+x2>23/2x
(x+yNy+ 2Nz +x)> 2,/xy2\/yz2+/zx = 8xyz,

pa sledi gornje tvrdenje o

17



1
Posmatrajmo funkciju f :(0,+oc) > R takodaje f(X)=—

X

Slika 2.8.

1
Jednagina tangente na hiperbolu y=— je Yy=2-X u tacki
X

T(1,1).Funkcija je
konveksna i nalazi se iznad tangente za X>0 paje

1 1 _ :
—2>22-X<& X+—2>2  jednakost vazi samo za X =1.
X X

: : o 1
To takode proizilazi iz A-G nejednakosti primenjene za X, — O
X

18



3. Povrsine i zapremine u nejednakostima

Albert Einstajn:“Masta je puno vaznija od znanja. MoZe se sve znati ,ali
nista ne napraviti ,dok se sa malo maste moze napraviti sve ,,

Primer 1. Povrsina kvadrata stranica ~va+b jeP=a+b.

‘a'l:.f i ]l'l-;__,-" ., .
/ Va
.f:’ -
§ '
\'h |
o | #
, | '
W,
“ &
Wy F
\.
) |
Slika 3.1.

Jab

Povrsina pravouglog trougla Cije su katete \/5 i \/B je P= T

Sa slike se vidi da je povrSina kvadrata veéa od povrSine Cetiri trougla tj.

Jab

a+b>4——
2

a+b>2ab

a;bzvﬁﬁm

19



Primer 2.

Slika 3.2.

Povrsina kvadrata duZine stranice JE + x/B je

P =(Ja++/h)?.

Vidi se sa slike da je

2(Wa | +2(b) = (Va++b

2a+2b>a+2Jab+b
a+b>2Jab
a+b>\/—D

20



Primer 3. Povrsina pravougaonika stranica /a i +/b je P =+/ab.

va
Slika 3.3.

Povrsina jednakokrako pravouglog trougla katete \/5 je

te vazida je P, + P, > P pa kada zamenimo

%(45)2 +%(\/5)2 >+fab
a;—b 2\/% -

21



Primer 4.a) Za bilo koja &etiri pozitivna broja @,b,c,d takva da je
a<b,

c<d tadavazi ad+bc<ac+bd.

he b C ' bd b
a -:!:4" a ac
d - ¢ ¢ - d

Slika 3.4.
Jednakost vaziza a=bilic=d za a,b,c>0, a=>b>co
b) vazi

l"’t g ﬂ: I h: e,
L E lt-:
E
Slika 3.5.

a’+b*+c*>ab+bc+cano

22



3.1.Cebiseva nejednakost

Teorema. ZanN=>2i0<X <...<X vaZi

(1) Akoje0O<y, <y, <..<Yy onda
22X Y SN2XY,
(i) Akoje y, =2y, =..2Y, onda

DX 2.y, 2n) Xy, , jednakost vazi akko su svi X,
i=1 i=1 i=1

jednaki isvi Yy,
jednaki.
Dokaz: (i)
1 1 1 1 T
1 1 1 1 1
I ] H " "
v : ; :
1 ] 1 1 1
-==r n
1 1
: 1
Y :
1
. N
1
1
i
I
ai
il o
1
F==T
1
O I___
l|-'| T
xt TJ 't.l' 1"
Slika 3.6.

23



XY, + XY SXY XY
n n

Sledi ann:(xiyj +XY)S DD XY X Y,)

i=1 j=1 i=1 j=1

5 (%4t X Ny ot Y, )0, ot XY, ) 6

Sledi izn:(xiyj +X,Y,) 2 anzn:(xiyi +X,Y,)

i=1 j=1 i=1 j=1

. (X 4ot X Ny, Fety )20y, Foa XY, )

Kada stavimo da je y, = 1
X

)(1 1) )
(X, +ot X ) —+..4—|2n
X X

1 n

+.o+X n _ .
al -2 jednakost vaZi za X, =...

24



Primena:  Voicu's nejednakost: Neka su a, B, vy uglovi koje
prostorna dijagonala prizme formira sa ivicama. Tada vazi

tgo tgp tgy > 242 .
Jednakost vazi za kocku.

Dokaz:

Slika 3.7.

D=+a’+b*+c?

a’ b? C
2 2+ 2 2 2+ 2 2 2:1
+b°+¢c° a‘“+b°+c° a‘+b°+c

2
cos’ a+cos® B+cos’ y=

a2

Kada stavimo da je X=C0Sa. Yy =cosP z=cosy dobijamo

1-x* 1-y* 1-7° _

1+tg°a tgptg’y=1+— : -
X y z

_x*y*z? +(1— yZ—x*+ x2y2X1—22)
- Xzyzzz

25



_Xzyzzz +1—Zz—y2+y222—X2+X222+X2y2—X2y222_
- 2.,252 -

x*y?z

_X2y2+y222+X222_
- 2.,22 -

x*y?z
101 1
ety

1 1 1
:(X2 +yi+12° {—2 +—+ —2) > 9 | na osnovu prethodnog,
x> y? oz

tQatgptgy = \/§ = 2\/5 jednakost vazi samo ako je u pitanju kocka
(tangens ugla je \/E) m

3.2 Guba nejednakost

U pravoj prizmi dimenzija a,b,c zapremine V =abc i povrsine
strana P=ab ,P,=bc ,P=ac

sa prostornom dijagonalom D =+/a’ +b® +¢® vaZidaje
P?+P?+P2>4/3VD.
Dokaz: (a +b +c f =a’+b”+c? +2(ab+bc+ac)>

(Koristeéi prethodno daje a’+b’+c?>ab+ac+bc dobijamo)

> ab + ac + bc + 2(ab + be + ac)

= 3(ab + ac + bc)

26



(P2 +P7 +P2) >3(P*P? + P2P? + PP?2)
=3(a’h’b’c? +a’b’a’c’ +b’c’a’c?)
=3(a’h*c? +a‘b’c? +b%a’c*)
=3a’h’c?(a’ +b® +c?)
=3V’D? teje

P?+P2+P?>+/3VD o

Teorema. Zasve a,b,c>0 a®+b®+c®>3abc.

i b C a

b

be abe
HJ a
ac abe
-
b abe bh? bh?
- ) 3
Slika 3.8.
Dokaz: Kako je a’+b?+c’>ab+bc+ac kada

pomnozimo sa a, zatim sa b, a zatim sa C i saberemo, dobijamo

27
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a’+b’*a+c’a>a’b+abc+a’c
a’b+b®+c’h>ab’*+b’c+abc
a’c+b’c+c®*>abc+bc? +ac?

Kada se ispotire dobijamo da je

a’+b®+c®>3abc o

3.3 Avionske nejednakosti

Dimenzije prtljaga koje propisuju avio kompanije je a +b + ¢ < 45
in¢a.A-G nejednakost pokazuje da oblik takvog prtljaga mora biti kocka.
NaZalost takav prtljag retko ulazi u boks iznad putnika, jer boks ima oblik

prizme.
(15 in¢a~38,1 cm)

(%zBS,lcm)

Y abc Sa+_b+c££:15
3 3

abc<15-15-15

te jednakost vazi kada je a=b=c =15 tj. ivice su 15 inda, a to vaZi za
kocku o

28



Teorema. Od svih trouglova koji su upisani u datu kruznicu najveéu
povrSinu ima jednakostrani¢an trougao .

Dokaz:

Slika 3.9.

Posmatrajmo jednakokraki trougao i oko njega opisanu kruznicu. R je
poluprecnik opisane kruznice oko jednakokrakog trougla. Pretpostavimo da
jeh >R u trouglu AOC vazi da je

(9)2+(h_R)2 _R?,

2

2

(— =R*-h?+2hR-R?,

b 2
(— =h(2R-h) .
Kako je povrsina trougla ABC

29



"=
(]2
=h*2R -h)

14373 3
4

_ 27(Ej
2

_27p

16
2
P< ‘/ER“ = 3V3R .
16 4
Jednakost vaZzi za h = — | ato je tano za jednakostrani¢an trougao o

Teorema.  Zan pozitivnih brojeva X,..., X imamo

n X +.4+ X X2+ ...+ X2
<nlx . x <=2 n <L 1 " O
1 T SVXX, < <
n n

30



Simpsonov paradoks

AmnmmMMMmm%-ig,b>0 ,d>0 akoje

a ¢ | a4
P tadaje a.
b d

C
<_.
b b+d d

Slika 3.10

___sb+dato

Y b' a}

Slika 3.11.

31



: a A c C _a+c_A+C
Simpsonov paradoks: —<— —<— ali > .
b B d D b+d B+D
4 (b+d a+c)
(B+D A+C)
(B, A)

Slika 3.12.

32



4. Trougao u nejednakostima

Galileo Galilei:*“Ko razume geometriju poseduje mo¢ razumevanja
sveta!*

Konstrukcije trougla:

1.) ako je dato: a,b, h, . Trougao postoji ako je b > h_>0.

Slika 4.1.

2.) ako je dato: h_,a,h,,.Trougao postoji akoje h, <a i h <a.

Slika 4.2.

33



Lema. Neka je dat trougao ABC sa stranicama a,b, C vazi da je

h, <.s(s—a

a

N

h, <4/sls—Db

:

a+b+c

h, <./s(S—C) pricemuje S= (poluobim).

Dokaz: Koristimo Heronov obrazac P = \/S(S — a)(s - b)(s - C)

P:am
2
2P 2
h =" —% fs(s—a)s—b)s—
V== s(s—a)s—b)s-c)
_ S@_ayﬂs—?h—ci
2

Koriste¢i A-G nejednakost 1/(S - b)(s - C) < S_b% :% te je
h, <./s(s-a).

Analognoje h <./s(s—b) i h </s(s—c)o

34



Teorema. Ako su h_,h  h visine trougla tada je:
h,+h +h <+/3s i

ha hb hc

Dokaz:

<sP.

Iz prethodne Leme i aritmeticko kvadratne nejednakosti sledi
h, +h, +h, <ys(s—a)++/s(s—b)+4/s(s-c)
33\/3(5 —a)+s(s—b)+s(s—c)

3

_3\/sz—as+sz—sb+sz—sc
) 3

2_
:3\/38 s(2+b+c) kakoje a+b+c=2s toje

h,hh, </s(s—a)\/s(s—b)\/s(s—c)=4/s’s(s—a)s—b)s—c)=s

35



Ako je u o3trouglom trouglu @ >b >c , moZe se dokazati da je

Dokaz:

drugu dobijamo

ugao

cosa < cosfP < cosy.
Neka je a =bcosy+ccosp (Slika4.2),
b=acosy+ccosa,

c=acosP+bcosa. Od prve jednakosti oduzmemo

0<a-b=(b-a)cosy+c (cosp-cosa),
(a-b)cosy < ¢ (cosP-cosa) kako je y ostar
0 < cosp-cosa te je cosa < cosf

analogno je cospp <C0S vy .

TeziSne linije trougla spajaju temena trougla, sa srediStima
naspramnih stranica. Tezi$ne linije se seku u jednoj tacki, teziStu trougla.

- vy .2 wey e
Rastojanje od tezista do temena je 3 tezisne linije.

2 2b* +2¢* —a’
: 4
, 2a*+2c’-Db?
t = 2
, 2b*+2a*-c? _
t. = 2 ako za stranice trougla

vazia<b<condajet >t >t

ot :3(a2+b2+cz)
a b c
4

O

36



Teorema. Nekasu t_,t ,t, tezisne linije trougla ABC tada je

3%sta FtoHt <25,

Dokaz: Prvo dokazujemo daje t, +t, +t <2s.

Trougao ABC prvo centralno simetricno preslikamo u odnosu na sredinu
stranice AB, a zatim dobijeni trougao takode centralno simetri¢no preslikamo

u odnosu na sredinu stranice  BM tako da dobijemo trapez CAMN.

Slika 4.3.

2t, <a+C analogno 2t <b+c i 2t <a+b.
2t +2t, +2t <2a+2b+2cC

t +t +t. <a+b+cC
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3s
Sada dokazimo > <t, +t +t.

Trougao ABC sada pet puta centralno simetri¢no preslikamo ( u odnosu na
sredinu stranice AB , zatim BM , BN ,BP i BQ redom ) dok ne dobijemo
heksagon AMNPQC .

Slika 4.4.
3a 3b 3c
U trouglu ANQ ¢&ije su stranice 2t_,2t, ,2t_ tezine linije su 7,?,?
te je
3a+b+c)

<t, +t, +t, o
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Teorema. U trouglu ABC s,,S,,S, su simetrale uglova i vazi

S, +S, +5S, <35 i S,S,S, <sP

Dokaz:

Slika 4.5.

Trougao ACF je jednakokrak. Kako je spoljasnji ugao jednak zbiru
dva unutrasnja nesusedna dobijamo da je AF||CE te je trougao DBC slican

trouglu ABF te vaZi da je

ac
c a+b a+b

cb
a+hb

Kako je trougao DAC sli¢an trouglu BEC jer je

< DAC =< BEC
< ACD =< ECB toimamo

Z+s, a
c=—=s’+z5, =ab .
b S

c
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Kako pri preseku tetiva imamo

Zs, = Xy (na osnovu teoreme o preseku tetiva) ,
ZS, = Xy = abc” ubacimo u s’ +zs, = ab
i (a+by c
pa dobijamo da je
, abc’®
g—ab—G:BY
_ab(a® +2ab+b*) —abc’
- (a+b)
_a’b+2a’h* +ab’ —abc’
- (a+b)
_ab(a® +b*+2ab-c?)
- (a+b)
_ Vab_ (a+b) -c’
(a+b)
_«ﬁﬁhJ4@+bY—cﬁ
~(a+b) 4
_2J§5da+b—c a+b+c
“a+p)V 2 2

2+/ab
=m1/SiS—Ci .

2+/ab
Kako je s, = Js(s—c) i 2Jab<a+b iz A-G nejednakosti

a+b

je

s, <+/s(s—c) , analogno s, </s(s—a) i s, <./s(s—b).
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Koriste¢i aritmeti¢ko kvadratnu nejednakost vazi da je

S, +5, +5, <4/s(s—a)++/s(s—b)++/s(s—c)

S3\/s(S—a)+ s(s—b)+s(s—c)

3

<+/3s

$,8,S, <+/S(s—a)y/s(s—b)ys(s—c)=sP o
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5. Upisane i opisane kruznice u nejednakostima
Platon :“Znanje kojem teZi geometrija je znanje o ve¢nome!*
abc
Lema 1. P=

_E.

Dokaz:

Slika 5.1.

Trougao CTA je slican sa

trouglom COM. < ATC =z<OMC

h
< CAT =< COM (periferijski i centralni ugao) te je E

Ea_b , a odatle je lehC:labC
2R

——— O

oo

paje
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Lema2. P=r(x+y+z)=rs.

Dokaz:

Slika 5.2. o

Lema3. xyz=r’(x+y+z)=r’s.
Dokaz:

sxyz=s(s—a)s—b)s—c)=P?=r?s’
Xyz=r?s o

Teorema. (Ojlerova teorema) Za trougao vazi
R>2r R polupre¢nik opisane kruZnice, r
poluprec¢nik upisane kruznice.

Dokaz: Posto je Padoa nejednakost

abc>8xyz  naosnovu Leme 1 imamo

4PR >8Xxyz  naosnovu Leme 3 imamo
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4PR >8r?s ,aiz Leme 2 imamo
4PR>8Pr pa je
R>2r

Jednakost vazi za jednakostrani¢ne trouglove o

Primena. Heronov obrazac

P=.s(s—a)s-b)s-c)

a+b+c
2

gdeje S= =X+Y+2Z poluobim.

Dokazz s—a=X S—-b=y s—-Cc=z Iz Leme2 imamo
r’s=xyz= (S - a)(s - b)(s - C) pomnozimo sa s sa obe strane i dobijamo
(rs)’ =s(s—a)s—b)s—c)

rs=./s(s—a)s—b)s—c) kakoje P=rs toje

P=,s(s—a)s—b)s-c) o
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Teorema. Medu svim trouglovima opisanim oko datog kruga
najmanju povrsinu ima jednakostrani¢an trougao.
Dokaz:

Slika 5.3.

Znamo da je
r’(x+y+z)=xyz

1 x+y+z 1 1 1
- = 44—
r Xyz yZ Xz Xy

Iz Leme 3 i Heronovog obrazca imamo da je
P=.s(s—a)s—b)s-c)

P> =s(xyz) (jerjeP?=r’s’=r’ss =(xyz)s )

PZ 2 _ P4 _ 2
r=5" (xyz)
Koriste¢i A-G nejednakost vazi da je
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3

1 1 1

1 111 yz Xz Xy 1

= - - —<

P’r® yzxyxz 3 27r°

: . 1
Kada je P minimalno —— je maksimalno pa je ocigledno da

jednakost vazi za jednakostrani¢an trougao o

Jano$ Aczel je ispricao pricu da je moguée naéi povrsinu kruga
poluprecnika 1 tako Sto se upiSe i opiSe kvadrat povrSine 2 i povrsine 4 te je
zakljucak da je povrSina kruga aritmeticka sredina ove dve povrSine Sto bi
bilo 3.

D N
! 4 . "\“1.'
ANEENA
i ; J
\ : /
N
e 4 _,,ff

Slika 5.4.

Tetivan Cetvorougao je ¢etvorougao oko koga je opisana kruznica.
Tangentni Cetvorougao je Cetvorougao koji je opisan oko kruga.

Cetvorougao je bicentri¢an ako se oko i u njega moze opisati i upisati
kruznica.
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Lema 4. Ako je detvorougao tetivan vazi 2R* > P .

(h, +h,)

Dokaz: Za konveksni &etvorougao vazi daje P = P >

h +h,<q paje p< M

2

Slika 5.5.

Jednakost vazi ako su dijagonale uzajamno normalne.Kako je
Cetvorougao tetivan tada vazidaje pP<2R qQ<2R

pq <4R*
P<2R? o

Lema 5. Ako je Cetvorougao bicentrican tada vazi P > 4r? .

Dokaz: Neka je cetvorougao bicentriCan. Kako je ¢etvorougao
tetivantoje 20+2¢p=nt  O0-+@=90°
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Slika 5.6.

Iz sli¢nosti trouglova TMO i BOS vaZi

X r 2 2
—=—=r"=xz analogno r°=ty
r z

Iz ¢injenice da je Cetvorougao tangentan imamo da je
P=r(x+y+z+t)

p_or(XFZ, Yt
2 2

zZr(\/E+\/ﬁ) (kakoje r=~/xz i r=4Jty)
=4r?.
P>4r?.

Jednakost vazi samo za X=Yy=2z=t tj. kada je Cetvorougao
kvadrat O
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Teorema. Ako je Cetvorougao bicentri¢an tada vazi da je
P
R*>—>2r" .
2

Dokaz. Direktnoiz Leme4ilLeme5-=

L . .., . p ad+bc
Lema 6. Ako je Cetvorougao tetivan , vaZi daje — =

g ab+cd

Dokaz:

Slika 5.7.

abc

IzLeme 1limamodaje P =——
4R

P_p P - abp  dcp _ p(ab+cd)
4R 4R 4R

p _adg bcq _ g(ad +bc)

P=P + a sledi
s T TR TR 4R P

p(ab +cd)=q(ad + bc)

ad + bc .
ab +cd

P
q
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6. Rotacije u nejednakostima

Descartes: ,,Nije dovoljno imati zdrav razum, treba ga znati i primeniti!*

Ptolomejeva teorema. Za tetivni Cetvorougao sa dijagonalama P,q i
stranicamaa, b, c,d vazi

pg =ac+bd.

Ptolomejeva nejednakost: Za konveksan cetvorougao koji ima
stranice a,b,c,d idijagonale p,q vazi pq<ac+hd.

Dokaz: Cetvorougao ABCD je konveksan, P, su dijagonale. Oko
temena C rotiramo stranicu BC na dijagonalu P i oznac¢imo tacku E tako

da |BC| =|EC| =b.

—D

Slika 6.1.

Kroz tacku E povucemo paralelu sa AD i na CD i ozna¢imo tacku F
tako da iz sli¢nosti trouglova CEF i CAD imamo

b bd
ZES‘EF‘:?

50



p
\CF\:de
pd
cF|=®
p

Slika 6.2.

Trougao CFE rotiramo oko C za negativan ugao,sada vazi

—+X>q ineka je X=|FD| sada rotiramo i transliramo trougao

P

CFED takode za negativan ugao oko C i dobijamo trougao BTK. 1z sli¢nosti
trouglova BTK i ABC sledi

a X acC ..
—=—=>X=—toje iz prethodnog
p C P

EJF%zq ac+bd > pq .
p P

o1



Kada je Cetvorougao tetivan vaZi da je

< CBD =< CAD =< CEF

< CBD =< CBF jer BF, i FD leze na BD te imamo
jednakost o

Teorema. Ako je Cetvorougao tetivan , tada je

(ac +bd )(ad + bc) (ac +hbd )(ab +cd)
p= 0=
ab+cd ad +bc

4PR = ,/(ab+cd )(ac +bd )(ad +bc) .

Dokaz: 1z Ptolomejeve teoreme imamo da je

pg=ac+bd, aizLeme 6daje
ad +bc ﬂ_ab+cd
ab+cd p ad+bc

P
q

0t = pgP - (ac +bd )(ad + bc)
q ab + cd ’
p:\/(ac+bd)(ad +bc)

ab+cd

¢t = pgd - (ac+bd)(ab+cd),
p ad +bc

q:\/(ac+bd)(ab+cd)

ad +bc
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o p_Pp@b+cd) 5 qlad +bec)

kada
4R 4R

pomnozimo dobijamo

D2 _ pa(ab + cd )(ad + be)

(4R)
p2_ (ac +bd )(ab + cd )(ad + bc)
16R?
o_ J/(ac +bd )(ab + cd )ad + bc)
4R ’

4PR = /(ac+bd )(ab +cd )ad +bc) o

Pitagorina teorema. U pravouglom trouglu &ije su katete a,b i
hipotenuza C vazi a’ +b* =c?.

Pitagorina nejednakost se odnosi na bilo koji trougao i kvadrate nad stranama
tog trougla tj. Ako su a,b,C stranice posmatranog trougla tada vazi

c’<a’+b®, a*<b*+c®i b*<a’+c’

Dokaz: ‘CM‘:bCOSy ‘AM‘ =Dbsiny rotiramo oko A
, tako da
|AM |=|AT|.
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(]

T/ ' (bsin 7)°

beosy [a—hcosy

Slika 6.3.

Koriste¢i Pitagorinu teoremu
¢’ =(a—bcosy)? + (bsiny)?
bsiny <b ia-bcosy <a

imamo daje ¢* <a’+b*  jednakost imamo samo za siny =1 i cosy =
0, ato znadi da je

ugao kod temena C prav. Analogno vaZi i za slucajeve
b*<a*+c® ia’<b®+c’.
Kao dodatak imamo ako je
¢’ =(bsiny)® +(a—bcosy)?

c? =b*sin’y+a* —2abcosy+b? cos’y
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c’=a’+b*—-2abcosy stoje kosinusna teorema o

Teorema. U trouglu ABC vaZi coso+cosp+cosy>1 .

Dokaz: 1z kosinusne teoreme vazi da je

b>+c*-a’°

COSOo=
2bc

a*+c*-b°

COSp=
P 2ac

2+b2_C2

a
COSYy= 2ab

Kada saberemo ove tri jednakosti i oduzmemo 1 dobijamo da je

b2+&—a2+c”+¥—b2+a2+W—m2
2bc 2ac 2ab

coso+cosp+cosy-1= -1

1 2 2 a2 2 2 K2 2 2 _pr2)_
.;Z%E@® +c?—a?)+b(c? +a’ —b?)+c(a® +b? —c?)- 2ahc)

:Eag«—a+b+ch—b+ch+b—c»

2
— 8xyz - axyz = ar’s = Pr =L>0 jer je R> 2r (vidi stranu 13.)
2abc  abc 4PR PR R
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Koristili smo

P=.s(s—a)s—b)s-c) , Xyz=r’s=rrs,
P:rs:a—bc, O
4R
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7. Neizometrijske transformacije u nejednakostima

Pierre Simmon de Laplace :“Sto znamo-nije mnogo, $to ne znamo-
neizmerno je!*

Lema . Za dati trougao ABC vazi ax >bw + cv, (videti sliku )

by >aw + cu,
cz=>av+bhu .
Dokaz:
A
I
£ r_ .'r-'l'. .
atl i -4
R | ,/. I|I
W i ¥ I'. ; '?('.'- -'r‘.". Ly |
{J . Y2 N
4 \_:I ;;J o " . \ I:.; ag
2 . o a A - i =
Slika 7.1.

Iz slike se vidi

ax>bw+cv , ostale dve nejednakosti slede
analogno. Figura je trapez paimamo «, + B+ y +a, =180° o
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Erdos — Mordell teorema. Ako u trouglu ABC postoji tacka
takva da su njena rastojanja od stranica U,V,W, a rastojanja tacke O do
temena X, Y, Z redom tada je

Xty+z>2(U+Vv+Ww) .

Dokaz: 1z Leme imamo
bw + cv

ax>bw+cv=o x> ,
a

aw + cu
by>aw+cu=y>——

av+bu

C
Kada saberemo ove tri nejednakosti dobijamo

(b C (c a) b a
X+Yy+22|—4+—U+| —+—V+|—+—|W
c b a ¢ a b
A-G nejednakosti daje da je

b, Cup bl o
c b ch

c a b
Analognoje —+—2>2 i —+
a C a

czzav+hu—=z>

a
—2>2 ,toje
b

X+y+z222(U+V+W) o
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Zapazanje 1. Tri nejednakosti iz prethodne Leme su jednakosti ako i
samo ako je O centar opisane kruznice trougla ABC. Trapez je pravougaonik

akoje f+a,=90° i y+a, =90°, ostala dva ugla su svakako 90° .

< AOQ=<COQ te su trouglovi AOQ i COQ podudarni pa

sledi X=z. Sli¢no vazi i X=y=Z te O mora biti centar opisane kruznice ABC.
Koeficijenti od U, V, W su jednaki 2, a to vazi ako je a=b=cC.

Za teoremu Erdos — Mordell vaZi jednakost ako i samo ako je
trougao ABC jednakostranican i O je centar opisane kruznice oko trougla
ABC o

Zapazanje 2. Koriste¢i A-G nejednakost

ax > 2«/becvw (iz ax > bw + cv > 2+/bvcw)
by > 2+/awcu
cz > 2+/avbu .

Kada pomnozimo ove tri nejednakosti dobijamo

axbycz > 8+/a’c?b?u’viw?

abcxyz > 8acbuvw
Xyz > 8uvw o

Teorema. U trouglu ABC imamo

X yz+—>2(x+y+z) > 4(u+V+w).
W ou v
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Dokaz: Konstruisemo trougao A'B'C’ tako da je
A'B' 1 OC
B'C' L AO

A'C' L BO

Slika 7.2.

Cetvorougao OCA'B je tetivan jer su uglovi kod temena B i C pravi
te kruznica koja je opisana oko tog ¢etvorougla je ujedno i kruznica opisana i

oko trougla BOC sa preénikom OA’' te je Yyz= u|OA’ koriste¢i da je

proizvod dve stranice u trouglu jednako proizvodu visine i precnika opisane
kruznice Sto je dokazano ranije u Lemil( iz glave 5.)

ab=h2R

60



_y sliéno‘OB'=£ i |oC’ X

oA’
u v W

Primenom Erdos — Mordell nejednakosti na trougao A'B'C’  dobijamo
daje

OA'|+|OB'|+|0C'| = 2(x + y + ) (Lema).

Kako je
OA]+[oB]+joc]| =2+ X242 o
u v w
£+£+ﬁ22(x+y+z)24(u+v+w)m
u Vv w

7.1. Kosi Svarc Bunjakovski nejednakost

Zasvako a, b, X, ye R vazi

lax +by| <va? +b?|/x* + y?

Dokaz 1: (geometrijski dokaz) Neumanjujuci opStost pretpostavimo
da je a,b, X,y>0 . Nacrtajmo pravougaonik sa susednim

stranicamaa + Yy i X +D. Stranicu a+ y podelimo na delove a i Yy, aone
X+bnaXxib.
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< «

a v
Slika 7.3

ab
Taj pravougaonik se sastoji od dva pravougla trougla povrSine 7 i dva

Xy

pravougla trougla povrSine ? i paralelograma susednih stranica

vat+b? i 4/x*+y? (iz Pitagorine teoreme). Povriinu paralelograma

dobijamo kad se od povrsine pravougaonika oduzmu povrsine trouglova to je

P=(a+ y)(b+x)—2%b—2x—2y

=ab+ax+by +xy—ab—xy
=ax+by.

Sa druge srane od svih paralelograma sa susednim stranicama duZina

vai+b® i /x*+y? najveéu povrsinu ée imati pravougaonik.
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Povriina paralelograma je v/a’ + b’ \/X2 +Vy?  teje

ax+by < Ja? +b? \/X2 +y?  usludaju da je neki od
brojeva a,b, X ili y negativan ,zamenjujemo ga apsolutnom vredno3éu te
je

lax+by| <va’ +b*|x* +y? o

Dokaz 2: (koristi vektore i projekciju vektora)
Nekaje C projekcija vektora b navektor & tada je

Y
Y

Slika 7.4.

ab
HCH=HbH<:059=u kako je ¢ <[b] . to je |ab] <a][Jo] o

la]
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Aczel nejednakost: Ako su a, X, Z,C realni brojevi vazi

N7 —b?\z2? —y? <|cz-by| .

Dokaz:

r . d y x|
|b] 4
|a| vl
Slika 7.5.

\c\:\/m
o=y
\a\zm
M=z -y

X+ o]y <va+b*yx* + v’
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V&5 7y +]olyl<leld

Vet =b*yz" - y* <elz] - bl

Je? —b?\z? —y? <[cz-by| o
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8. Funkcije u nejednakostima

Leonhard Euler:“Matematika je klju¢ za celokupno ljudsko znanje!*

Teorema. Kosi Svarc Bunjakovski. Neka su (&, ,...,a,) i (b,...,b.)
dve n-torke realnih brojeva. Tada vazi

i=1

n 2 n n
(Zaibi) S(Zaﬁ)(bej pri tome jednakost vaZi ako
i=1 i=1

su n-torke

proporcionalne tj.

a, :
b, b

Dokaz: Posmatramo kvadratnu funkciju f:R—>R  definisanu
formulom:

f(x)=(ax+b,)

(ax+b) +..+(ax+b, )

(@2 +...+a2)x* +2(ab, +...+a b )x+(b% +..+b,)

- (Zn:af)xz +2(Zn:aibijx+( n bfj kako je ova

funkcija nenegativna

(f(x) >0 zasvako x iz R) to D ne moze biti pozitivna
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D- 4@ ab jz - 4@@2 j(ibfj <0 teje

i=1

(Bon) <80

Jednakost vazi akko postoji realan broj m takav da je
b,=ma, i=1,...n tj.n-torke (a,..,a,) i (b,..,0b ) su
proporcionalne o

Ojlerova formula za konveksne poliedre. Ako sa F oznac¢imo broj
strana, sa V broj

temena, a sa E broj ivica konveksnog poliedra tada vazi da je
F+V-E=2 .

Teorema. Za konveksne poliedre vazi

2+%SVS2F—4 i E<3F-6.

2E
Dokaz: Neka je a broj ivica po broju temenatj. a = 7 jer je svaka
ivica povezana sa dva temena i @ >3 , jer najmanje tri ivice ishode iz
2E
temena te 2E >3V . Neka je b broj ivica po strani te je b :? , jer je

svaka ivica zajednitka sa dve strane i D >3 , jer je svaka strana ogranitena
sa najmanje tri ivicete 2E > 3F
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Kako je po Ojlerovoj formuli  E=V+F-2 , gde je F broj fiksnih

strana , Ezy i EZB—F.
2 2

3V
Tacka (V.E) je na pravoj E=V+F-2. Iznad pravihn E :7 i

E= % krajnje tacke su (2+% : %) i (2F-4,3F-6) te sledi

F
2+ <V <2F -4
2
E<3F -6
aE E=3¥2
E=V+F-2
IF-6 /
3F2 / E=3FN
F-2
. -
2+ £ a4
2
O
Slika 8.1.
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Najnovija medicinska opsesija Bodi indeks mase u oznaci BMI koji se
definiSe kao BMI:h—V\; gde jew teZina tela u kilogramima, a h je visina u

metrima. Za odrasle osobe h je fiksno tako da je BMI proporcionalno sa
tezinom , koja nije fiksna za mnoge od nas. Normalna tezina odgovara u
nejednakostima

20 < BMI <25 ili 20h* <w<25h? . Pre nego §to je uveden
BMI  popularna Evropska preporuka za teZzinu u odnosu na h je
aproksimativno w ~100h -100 (za muskarca visokog 175cm
optimalna teZina je 75kg,a za Zenu iste visine 65kg)

< 100h -100 <

20<==

25

20h* —100h +100 <0< 25h* —100h +100

25h? —100h +100=25(h—2)* te je jedna
nejednakost zadovoljena

20h* —100h +100=h* —5h +5
Posto mora da je h®*—-5h+5<0 ispitujemo grafik funkcije
y=h?-5h+5  (parabola) h®-5h+5=0

545 h 5445

' 2 ? 2
5—\/5 5+x/§
2 2

h

1.38m ~ <h< ~ 3,61lm o
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Konveksna funkcija na grafiku implicira da kada se povezu bilo koje
dve tacke na grafiku, ta tetiva se nalazi iznad grafika funkcije.Analogno za
konkavne funkcije tetiva je ispod grafika funkcije.

Primer 1. Funkcija f(X)=e" je konveksna.

Y
e

Slika 8.2.

Na grafiku eksponencijalne funkcije odaberemo dve taCke sa
koordinatama (x,e*) i (y,e’) i a=e* i b=e’
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Jednacina prave kroz dve tacke je
X+Yy

Y -b="ro (X — y) tatka te prave sa apscisom

ima ordinatu

, sa druge strane tacka sa istom apscisom, ali na

(x+y)
grafiku eksponencijalne funkcije ima ordinatu € 2  $to je u stvari

~/ab . Kako je tac¢ka na grafiku ispod tacke na tetivi (koja spaja tacke
sa koordinatama (X,e*) i (y,e”)). Sledi A-G nejednakost

a+b
> >+/ab .
Uopsteno , konveksna funkcija zadovoljava nejednakost
f(ta+(L-th)<tf(a)+(@-t)f(b) zasve a,b izintervalal, za
sve O<t<l.

Skup C = {(X, y){x el y> f(X)} je konveksan . Tetiva ¢ije su

krajnje tacke

(a,f(a)) i (b, f(b)) jeiznad grafika funkcije y = f(x) .

Ay
FBY - m e /y=fx)
fla)+(1-0f(B)f--------
flta+(1-0b)----- ; l
J(@) | :
{; f,g+{i )b lf.‘-' *

Slika 8.3.
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Za konkavne funkcije vazi nejednakost
f(ta+(L—th)>tf (a)+ (1—t)f (b)

Zasve a,b iz intervala I, za sve 0<t<1l skup
C= {(X, y){Xe I y< f(X)} je konkavan. Tetiva &ije su krajnje
tacke (@, f(@)) i (b, f(b)) se nalazi ispod grafika funkcije y = f(x) o

Konkavnost ili konveksnost proveravamo utvrdivanjem znaka drugog
izvoda ako je funkcija dva puta diferencijabilna.

Primer 2. Za konkavnu funkciju definisanu na [0,b) gde b moze
biti ograni¢eno ili beskonaéno sa  f (O) =0 , A jeuintervalu (0,1),
x>0
A (x)< f(Ax).

av
— y=/)
o )
i)
/ . | 9
0 Ax x
Slika 8.4.

Kako je f(x)=In(1+x), konkavna na (0.0) sa f(0)=0 za
A iz(0,1)toje
AN+ x)<In(l+Ax) ili  (L+x)*<1+Ax o je ekvivalent
Bernulijeve nejednakosti o
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Primer 3. (Aristarh sa Samosa) Ako je 0 < B <a <90° tada vaZi
sin sina a tga

sing B 19p

Slika 8.5.

SINo
Sinus je konkavna funkcija na intervalu (0,90°) , tetiva X na

(0,0), (a.sina) je ispod grafika funkcije y=sinx za x iz (0,«). .Kada

sin
jex=p4 sing> d ﬂ
in in
sina <s p |
a B
g
Analogno , za konveksnu funkciju tangens vazi  tgf < —
a tga
/5’ t9f

73



9. Kombinovane nejednakosti

Aristotel:*Duhovitost je drskost koja je stekla obrazovanje!*

Primer. Dat je pravougli trougao ABC sa katetama i a, b i
hipotenuzom C vazi da je

c(a+b)>2+2ab
Dokaz:
i lJl .
.r"r: H..N\.
! ey a
bl 4 .
| l —H“:!
‘:H— ~ | — f}_..-'
HHH. | r'-r.." . ﬁ
a [ i "H..\H | _,':r
H'\.LJ.
b a
Slika 9.1.

U kvadratu stranice a+b imamo 4 pravougaonika i vazi da je
povrsina kvadrata veca ili jednaka od povrSine 4 pravougaonika.

(a+b)*>4ab

a+b>2Jab
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Kada gledamo unutradnji kvadrat stranice C , povrsSina kvadrata je
veca ili jednaka od povrSine Cetiri pravougla trougla.

0224%b:>0222ab

= C>4/2ab

Kada pomnozimo ove dve nejednakosti dobijamo

(a+b)c>2+/2ab o
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Zakljucéak

Rad je podeljen na devet poglavlja u kojima su dati dokazi, raznih
nejednakosti koriste¢i ukupno 52 slike i. Kako su slike u boji to je rad
atraktivniji za eventualnu pomo¢ u shvatanju dokaza nejednakosti, za uzrast
srednjeskolskih daka.

Kroz vecinu poglavlja provla¢i se aritmeticko-geometrijska nejednakost.
Treba pomenuti nejednakost Minkovskog, Guba nejednakost, Cebisevu
nejednakost, Padoa nejednakost, Ptolomejevu nejednakost, Kosi-Svarc-
Bunjakovski nejednakost i naravno Erdos — Mordell teoremu.
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