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Predgovor 

Kodiranje se javlja u svakodnevnom životu: svi elektronski uređaji, 
kompjuter i prateće komponente, CD-ovi, internet, telefon, barkodovi na 
raznim proizvodima ili ISBN brojevi na knjigama koriste se nekim 
kodiranjem. Zahvaljujući tome, nauka kodiranja počev od 20-og veka se 
brzo razvijala, jer je bilo važno da prenos informacije bude tačan i 
efikasan. 

Kodiranja možemo demonstrirati na jednostavnom primeru. Neka 
reč "ne" bude kodirana sa 0, a reč "da" sa 1. Ukoliko dođe do greške 
prilikom slanja informacije, moguće je da dobijemo upravo suprotnu 
poruku od poslate. Da bismo to izbegli, “ne” možemo kodirati sa 00, a 
“da” sa 11. Ovako smo smanjili mogućnost da dobijemo sasvim netačnu 
informaciju (“da” umesto “ne” i obratno), odnosno lako ćemo uočiti ako 
umesto jedne nule dobijemo 1 ili obratno. Doduše ovu poslednju grešku 
ne možemo ispraviti, ali barem smo je konstatovali i možemo tražiti 
ponovno slanje informacije. 

Kodiranje reči “da” i “ne” možemo proizvoljno produžiti na reči 
dužine ݊, ali onda to ide na račun brzine. Prepolovićemo brzinu prenosa 
informacije, kada u kodiranju umesto jedne cifre koristimo dve. 

Ovaj master rad sa jedne strane se bavi pitanjem efikasnosti 
kodiranja, a sa druge strane ispravljanjem grešaka. Prvo ćemo se osvrnuti 
na osnovne pojmove teorije informacije - kako izgleda i funkcioniše 
sistem i informacijski kanal, šta je entropija i koje su njene osobine. 
Zatim prelazimo na teoriju kodiranja. Proučavaćemo kodiranje u kanalu 
bez smetnji i kodiranje u kanalu sa smetnjama. Pri kraju se bavimo blok-
kodovima, zatim analiziramo linearne i ciklične kodove, gde ćemo se 
osvrnuti na nekoliko specifičnih cikličnih kodova.  

Agneš Kovač 
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1. Osnovni pojmovi 

Pre nego što pređemo na oblast teorije informacije i kodiranja, 
navedimo pojmove i osobine iz algebre i linearne algebre koje ćemo 
direktno koristiti u ovom master radu.  

1.1. Algebarske strukture 

Definicija 1.1. Uređeni par ሺܩ,∗ሻ je grupoid, gde je ܩ neprazan 
skup, a ∗ je binarna operacija na ܩ. 

Definicija 1.2. Grupoid ሺܩ,∗ሻ je asociativan ako važi asocijativni 
zakon, tj. za sve ݔ, ,ݕ ݖ ∈  važi ܩ

ݔ ∗ ሺݕ ∗ ሻݖ ൌ ሺݔ ∗ ሻݕ ∗  .ݖ

Definicija 1.3. Grupa ሺܩ,∗ሻ je takav grupoid da važe sledeće 
osobine:  

i. ሺ∀ݔ, ,ݕ ݖ ∈ ݔሻ ሺܩ ∗ ሻݕ ∗ ݖ ൌ ݔ ∗ ሺݕ ∗  ,ሻݖ
ii. ሺ∃݁ ∈ ݔ∀ሻ ሺܩ ∈ ݔ ሻܩ ∗ ݁ ൌ ݁ ∗  ,ݔ

iii. ሺ∀ݔ ∈ ܽ∃ሻ ሺܩ ∈ ݔ ሻܩ ∗ ܽ ൌ ܽ ∗ ݔ ൌ ݁. 
Elemenat ݁ se zove neutralni elemenat, a elemenat ܽ inverzni. 

Definicija 1.4. Komutativna grupa je grupa, gde za sve ݔ, ݕ ∈  ܩ
važi ݔ ∗ ݕ ൌ ݕ ∗  .Komutativnu grupu zovemo još i Abelova grupa .ݔ

Definicija 1.5. ܽܪ  je desna klasa (koset) razlaganja  

ܽܪ ൌ ሼ݄ܽ: ݄ ∈  ,ሽܪ

ako je ܪ podgrupa grupe ܩ i ܽ je elemenat iz grupe ܩ. 

Napomena: U daljem tekstu desnu klasu razlaganja nazivamo 
samo klasa ili koset. 

Osobine klasa: 

ݔ (.1 ∈ ଵିܽݔ ako i samo ako ܽܪ ∈ ݔ ako je) ܪ ∈  tada postoji ܽܪ
݄ ∈ ݔ takav da je ܪ ൌ ݄ܽ pa imamo da ିܽݔଵ ൌ ሺ݄ܽሻܽିଵ ൌ ݄), 

2.) Klase ܽܪ obrazuje particiju grupe ܩ (klase su neprazne i 
međusobno ili disjunktne ili jednake), 

ܽܪ (.3 ൌ ܽ ako i samo ako ܾܪ ∈  .ܾܪ

Definicija 1.6. Prsten ሺܴ, ൅,∙ሻ je operacijska struktura sa dve 
binarne operacije sa sledećim osobinama 

1.) ሺܴ, ൅ሻ je Abelova grupa, 

2.) ሺܴ,∙ሻ je asociativan grupoid, 
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3.) za sve ݔ, ,ݕ ݖ ∈ ܴ važi  

ݔ ∙ ሺݕ ൅ ሻݖ ൌ ݔ ∙ ݕ ൅ ݔ ∙  ,ݖ

ሺݔ ൅ ሻݕ ∙ ݖ ൌ ݔ ∙ ݖ ൅ ݕ ∙  .ݖ

Definicija 1.7. Presten ሺܴ,൅,∙ሻ je prsten sa jedinicom, ako za 
ሺܴ,∙ሻ postoji neutralni elemenat.  

Definicija 1.8. Prsten ሺܴ,൅,∙ሻ  je komutativan ako za sve ݔ, ݕ ∈ ܴ 
važi ݔ ∙ ݕ ൌ ݕ ∙  .ݔ

Definicija 1.9. Kažemo da je funkcija ݂: ܲ ⟶ ܴ homomorfizam 
ሺܲ,൅,∙ሻ u prsten ሺܴ, ൅,∙ሻ, ako za sve ݔ, ݕ ∈ ܲ važi݂ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൅

݂ሺݕሻ i ݂ሺݔ ∙ ሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ ∙ ݂ሺݕሻ. Ako je funkcija ݂ i bijekcija, onda to 
preslikavanje zovemo izomorfizam. 

Definicija 1.10. Neka je ܴ prsten. ܫ ⊆ ܴ je ideal u prstenu R, 
ܫ ് ∅, ako  

i) za svaki ܽ, ܾ ∈ ܽ sledi ܫ െ ܾ ∈  ܫ

ii) za svaki ݎ ∈ ܴ, ܽ ∈ ݎ sledi ܫ ∙ ܽ ∈ ܽ i ܫ ∙ ݎ ∈  .ܫ

Definicija 1.11. ܫ je glavni ideal u komutativnom prstenu ܴ ako 
postoji ݃ ∈  možemo dobiti ܫ tj. svaki elemenat iz ,ܫ koji generiše ,ܫ
pomoću ݃: 

ܫ ൌ 〈݃〉 ൌ ሼ݃ݎ, ݎ ∈ ܴሽ, 

݃ se zove generator ideala ܫ. 

Definicija 1.12. Polje je komutativan prsten ሺܨ,൅,⋅ሻ  sa jedinicom 
takav da je (ܨ ∖ ሼ0ሽ,⋅) grupa, gde je 0 neutralni element za sabiranje. 

Definicija 1.13. Kažemo da je ߙ primitivan element iz ݍܨ ako je 

on generator skupa ݍܨ, tj. 

ݍܨ ൌ ൛0, ,ߙ …,2ߙ ,  .െ1ൟݍߙ

Definicija 1.14. Potpolje ܲ polja 	ሺܨ, ൅,⋅ሻ je neprazni podskup 
skupa ܨ, koji je zatvoren u odnosu na operacije + i ∙. 

Teorema 1.1. Za svaki elemenat ߚ iz polja ܨ važi da je ݍߚ ൌ  ,ߚ
gde je ݍ ൌ  .|ܨ|

Dokaz: Za ߚ ൌ 0 dokaz je trivijalan. 

Neka je ߚ ് 0. Obeležimo sa ܨ∗ nenula elemente polja ܨ, 

∗ܨ ൌ ቄ1ߚ,… ,  .െ1ቅݍߚ

∗ܨ :se može napisati i na sledeći način 	∗ܨ ൌ ሼߚ ∙ …,1ߚ , ߚ ∙  ,െ1ሽݍߚ

jer je ߚ ∙ ݅ߚ ∈ ܨ
∗ za ݅ ൌ 1, . . . , ݍ െ 1 i pošto je (ܨ∗,∙) grupa, pa važi zakon 

kancelacije. 
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Posmatrajmo proizvod nenula elemenata polja ܨ 

ߚ
1
∙ … ∙ ߚ

െ1ݍ
ൌ ሺߚ ∙ ߚ

1
ሻ ∙ … ∙ ሺߚ ∙ ߚ

െ1ݍ
ሻ ൌ െ1ݍߚ ∙ ሺߚ

1
∙ … ∙ ߚ

െ1ݍ
ሻ. 

Sledi da je ݍߚെ1 ൌ 1. 

■ 

Posledica 1.2. Neka je ܨ potpolje polja ܧ i |ܨ| ൌ  Elemenat .ݍ
ߚ ∈ ݍߚ ako i samo ako ܨ pripada potpolju ܧ ൌ  .ߚ

Dokaz: ሺ⟹ሻ Iz prethodne teoreme sledi ovaj smer. 

ሺ⟸ሻ Pretpostavimo da važi ݍߚ ൌ ݍݔ Posmatrajmo polinom .ߚ െ  .ݔ
Ovaj polinom ima najviše ݍ različitih korena nad poljem ܧ. Pošto su 
elementi polja ܨ koreni polinoma ݍݔ െ |ܨ| i ,ݔ ൌ  skup svih ܨ zato je ,ݍ
korena polinoma ݍݔ െ ߚ Pošto za bilo koji .ܧ nad poljem ݔ ∈  za koji ܧ
važi ݍߚ ൌ ݍݔ koren polinoma ߚ sledi da je ,ߚ െ ߚ zato ,ݔ ∈  .ܨ

■ 

Definicija 1.15. Kompozicija polja ܧ ∙  je najmanje polje koje ܨ
sadrži oba polja ܧ i ܨ. 

Definicija 1.16. Karakteristika polja ܨ je najmanji pozitivan broj 
݌ za koji važi da je ݌ ∙ 1 ൌ 0. Ako ne postoji takav ݌, tada karakteristiku 
definišemo da je 0. 

Može se pokazati da konačno polje sa karakteristikom ݌ ima ݊݌ 
elemenata za neki ݊ ∈ Գ. ([3], Teorema 3.1.14) 

1.2. Vektorski prostor 

Definicija 1.17. Neka je ܸ sa operacijom ൅ Abelova grupa, ݍܨ je 

polje. Definišimo preslikavanje ∙: ௤ܨ ൈ ܸ → ܸ tako da važi za svaki 

,ݑ ,ݒ ݓ ∈ ,ߙ ,ܸ ߚ ∈  ௤ܨ

ߙ .1 ∙ ሺݑ ൅ ሻݒ ൌ ߙ ∙ ݑ ൅ ߙ ∙  ,ݒ
2. ሺߙ ൅ ሻߚ ∙ ݑ ൌ ሺߙ ∙ ሻݑ ൅ ሺߚ ∙  ,ሻݑ
ߙ .3 ∙ ሺߚ ∙ ሻݑ ൌ ሺߙ ∙ ሻߚ ∙  ,ݑ
4. 1 ∙ ݑ ൌ  ,ݑ

tada se ܸ naziva vektorski prostor nad poljem ݍܨ. 

Definicija 1.18. Skup ܹ ⊆ ܸ je potprostor vektorskog prostora ܸ 
nad poljem ܨ ako je zatvoren u odnosu na operacije ൅ i ⋅, dakle i sam ܹ 
je vektorski prostor nad istim poljem.  

ݍܨ
݊ je vektorski prostor nad poljem ݍܨ, pri čemu je sabiranje 

vektora definisano po koordinatama, kao i množenje sa elementima iz ݍܨ.  
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Definicija 1.19. Skalarni proizvod ∘: ௤ܨ
௡ ൈ ௤ܨ

௡ ⟶  ௤ je operacijaܨ

koju definišemo na sledeći način: ݔ, ݕ ∈ ௤ܨ
௡, ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ,௡ሻݔ ݕ ൌ

ሺݕଵ, … ,  ௡ሻݕ

ݔ ∘ ݕ ൌ ଵݔ ⋅ ଵݕ ൅ ⋯൅ ௡ݔ ⋅  .௡ݕ

Za skalarni proizvod ispunjeni su zakoni komutativnosti i 
distributivnosti prema sabiranju vektora: 

ݔ ∘ ݕ ൌ ݕ ∘  ,ݔ

ݔ ∘ ሺݕ ൅ ሻݖ ൌ ሺݔ ∘ ሻݕ ൅ ሺݕ ∘  .ሻݖ

Definicija 1.20. Vektor ݔ je ortogonalan na vektor ݕ ako je 

ݔ ∘ ݕ ൌ 0. 

1.3. Prsten polinoma 

Definicija 1.21. ܨሾݔሿ je prsten polinoma, ako je ܨ polje, gde je  

ሿݔሾܨ ൌ ൝෍ܽ௜ݔ
௜

௡

௜ୀଵ

, ܽ௜ ∈ ,ܨ ݊ ൒ 0ൡ, 

gde se elementi skupa ܨሾݔሿ zovu polinomi. Neka je ݂ሺݔሻ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅

⋯൅ ܽ௡ݔ
௡ polinom iz ܨሾݔሿ, tada se ݊ zove stepen polinoma i 

označavamo ga sa ݀݁݃ሺ݂ሺݔሻሻ ൌ ݊. 

 ሿ je prsten u odnosu na sabiranje i množenje polinomaݔሾܨ
definisano na uobičajen način. ܨሾݔሿ je vektorski prostor nad poljem ܨ, 
gde je sabiranje definisano uobičajno, a množenje sa skalarom (tj. 
elementom iz ܨ) isto na uobičajen način. 

Definicija 1.22. Polinom ݂ሺݔሻ je normiran ako ܽ݊ ൌ 1. 

Definicija 1.23. Polinom ݂ሺݔሻ, ݀݁݃ሺ݂ሺݔሻሻ ൌ ݊ je svodljiv nad ܨ 

ako postoje polinomi ݃ሺݔሻ i ݄ሺݔሻ, ݀݁݃൫݃ሺݔሻ൯, ݀݁݃ሺ݄ሺݔሻሻ ൏

݀݁݃ሺ݂ሺݔሻሻ, tako da je  

݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ݄ሺݔሻ, 

u suprotnom polinom je nesvodljiv. 

Definicija 1.24. Najmanji zajednički sadržalac polinoma 
݂ሺݔሻ, ݃ሺݔሻ, u oznaci nzsሺ݂ሺݔሻ, ݃ሺݔሻሻ je normirani polinom najmanjeg 
stepena koji je deljiv sa polinomima ݂ሺݔሻ i ݃ሺݔሻ. 

Najmanji zajednički sadržalac možemo proširiti i na više od dva 
polinoma. Važe sledeće osobine: 

i) nzsቀ݂
1
ሺݔሻ,… , ݂

݊െ1
ሺݔሻ, ݂

݊
ሺݔሻቁ ൌnzsሺnzsቀ݂

1
ሺݔሻ,… , ݂

݊െ1
ሺݔሻቁ , ݂

݊
ሺݔሻሻ 



8 
 

ii) nzsቀ݂
1
ሺݔሻ,… , ݂

݊
ሺݔሻቁ ൌ ሻݔ1ሺ݌

max ሼ݁11,…,݁1݊ሽ ሻݔሺ݊݌…
max ሼ݁݊1,…,݁݊݊ሽ, 

gde je ݂
݅
ሺݔሻ ൌ ሻݔ1ሺ݌݅ܽ

݁݅1 ሻݔሺ݊݌…
݁݅݊, ܽ݅ ∈ ݍܨ ∖ ሼ0ሽ, ݆݁݅ ൒ 0, i polinomi 

,݅ ,ݍܨ ሻ su različiti normirani nesvodljivi polinomi nadݔሺ݅݌ ݆ ∈ ሼ1, … , ݊ሽ. 

ሾ࢞ሿ/ሺ࢞ࢗࡲ
࢔ െ ૚ሻ je skup svih ostataka polinoma iz ݍܨሾݔሿ pri 

deljenju sa ሺ݊ݔ െ 1ሻ. ݍܨሾݔሿ/ሺ݊ݔ െ 1ሻ je prsten zajedno sa sabiranjem ൅ i 

množenjem ∙. ݍܨሾݔሿ/݂ሺݔሻ je polje ako i samo ako ݂ሺݔሻ je nesvodljiv 

polinom, dakle, za ݍܨሾݔሿ/ሺ݊ݔ െ 1ሻ polinom ሺ݊ݔ െ 1ሻ je nesvodljiv jedino 

ako je ݊ ൌ 1. [3] 

Može se pokazati da postoji nesvodljiv polinom stepena ݊ nad Ժ݌, 

gde je ݌ prost broj. 

Teorema 1.3. Za svaki prost broj ݌ i ݊ ∈ Գ postoji jedinstveno 
konačno polje sa ݊݌ elemenata. 

Dokaz: Egzistencija. Definišemo skup Ժ݌ skup ostataka pri 

deljenju sa ݌. Neka je ݂ሺݔሻ nesvodljiv polinom stepena ݊ nad Ժ݌. Tada 

Ժ݌ሾݔሿ/݂ሺݔሻ je polje i หԺ݌ሾݔሿ/݂ሺݔሻห ൌ   .݊݌

Jedinstvenost. Neka su ܧ i ܨ polja koja imaju ݊݌ elemenata. 

Posmatramo polinom ݌ݔ
݊
െ ܧ nad poljem ݔ ∙  .Tada iz Posledice 1.2 .ܨ

sledi da ܧ i ܨ su skupovi svih korena polinoma ݌ݔ
݊
െ ܧ nad ݔ ∙  .tj ,ܨ

ܧ ൌ  .ܨ

■ 

Definicija 1.25. Minimalni polinom za ߙ ∈  je ݍܨ ௤೘ nadܨ

normiran polinom ݂ሺݔሻ ∈   ሿ sa najmanjim stepenom takav da jeݔ௤ሾܨ

݂ሺߙሻ ൌ 0. 

Neka je ߙ primitivan elemenat skupa ݉ݍܨ. Označavamo sa ݅ܯሺݔሻ 

minimalni polinom za ݅ߙ nad ݍܨ. 

Neka su ݌ i ݉ celi brojevi, ݉ ൐ 0. Tada sa ࢖mod࢓ označavamo 
ostatak pri deljenju ݌ sa ݉. Slično ݌ሺݔሻmod݉ሺݔሻ označava ostatak pri 
deljenju polinoma ݌ሺݔሻ sa polinomom ݉ሺݔሻ. 

Teorema 1.4. Ideal u prstenu ݍܨሾݔሿ/ሺ݊ݔ െ 1ሻ je glavni ideal. 

Dokaz: Treba dokazati da je ܫ ൌ 〈݃ሺݔሻ〉, za ݃ሺݔሻ ∈  sa ܫ
minimalnim stepenom. Ako je ܫ ൌ ሼ0ሽ, tada ܫ ൌ 〈0〉 je glavni ideal.  

Pretpostavimo da ܫ ് ሼ0ሽ. Neka je ݃ሺݔሻ ∈  nenula polinom ܫ
najmanjeg stepena. Neka je ݂ሺݔሻ ∈  proizvoljni polinom. Za polinome ܫ
݂ሺݔሻ i ݃ሺݔሻ postoje jedinstveni polinomi ݍሺݔሻ i ݎሺݔሻ takvi da je  

݂ሺݔሻ ൌ ሻݔሻ݃ሺݔሺݍ ൅  ,ሻݔሺݎ
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gde su ݎሺݔሻ i ݍሺݔሻ neki polinomi i ݀݁݃ሺݎሺݔሻሻ ൏ ݀݁݃ሺ݃ሺݔሻሻ. 

Možemo izraziti ݎሺݔሻ iz gornje jednakosti 

ሻݔሺݎ ൌ ݂ሺݔሻ െ  .ሻݔሻ݃ሺݔሺݍ

Iz ݃ሺݔሻ, ݂ሺݔሻ ∈  ሻݔሺݎ na osnovu definicije ideala sledi da i ܫ
pripada ܫ.   ሻ mora biti nula, jer bi u suprotnom imali polinom saݔሺݎ
manjim stepenom polinoma od ݃ሺݔሻ što je kontradikcija sa 
pretpostavkom da polinom ݃ሺݔሻ ima najmanji stepen. Dobili smo da je  

݂ሺݔሻ ൌ  ,ሻݔሻ݃ሺݔሺݍ

za svaki ݂ሺݔሻ ∈ ܫ odnosno važi da ,ܫ ൌ 〈݃ሺݔሻ〉. 

■ 

Definicija 1.26. ܸ je potprostor vektorskog prostora ݍܨ
݊ nad poljem 

ܸ ௤ je skupܨ	Klasa ili koset vektorskog prostora ܸ nad poljem .ݍܨ ൅  ,ݑ

za proizvoljno ݑ ∈ ௤ܨ
௡, gde je 

ܸ ൅ ݑ ൌ ሼݒ ൅ :ݑ ݒ ∈ ܸሽ. 

Pošto u vektorskom prostoru važi komutativnost, onda je ܸ ൅ ݑ ൌ

ݑ ൅ ܸ. 

Te klase su u stvari desni koseti na grupi ݍܨ
݊, pa zbog toga važe 

sledeće osobine:  

1.) Svaki vektor iz ݍܨ
݊ pripada nekom kosetu ܸ.  

2.) Za svaki vektor ݑ iz ݍܨ
݊ važi |ܸ ൅ |ݑ ൌ |ܸ| ൌ  .݇ݍ

3.) Ako ݑ, ݒ ∈ ௤ܨ
௡, ݑ ∈ ܸ ൅ ܸ tada je ݒ ൅ ݑ ൌ ܸ ൅  .ݒ

4.) Za ݑ, ݒ ∈ ௤ܨ
௡, ݑ െ ݒ ∈ ܸ ako i samo ako ݑ i ݒ pripadaju istoj 

klasi. 

Definicija 1.27. Vektor koji ima minimalnu normu u klasi zove se 
lider te klase. 

Napomena: Lider klase ne mora biti jedinstven.  

Definicija 1.28. Ciklotomični koset ݍ-a (ݍ-ciklotomični koset) 
modula ݊ koji sadrži ݅ je  

݅ܥ ൌ ሼ݆݅ݍmod ݊ ∈ Ժ௡, ݆ ൌ 0,1, … ሽ, 

gde su ݊ i ݍ relativno prosti brojevi. 

Osobine: 

i) Dva ciklotomična koseta su ili disjunktna ili jednaka. 

ii) Broj elemenata ݍ-ciklotomičnog koseta modula ݊ koji sadrži ݅ 
nije veći od ݉, ako je ݊ ൌ ௠ݍ െ 1, ݉ ൒ 1. 
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iii) Ako je ߙ primitivan elemenat skupa ݉ݍܨ, i ݅ܯሺݔሻ minimalni 

polinom za ݅ߙ nad ݍܨ, tada je 

ሻݔሺ݅ܯ ൌෑ൫ݔ െ ,൯݆ߙ
݅ܥ∋݆

 

gde je ݍ ݅ܥ-ciklotomični koset modulo ݉ݍ െ 1 koji sadrži ݅. (Videti [3].) 

1.4. Vandermondova matrica 

Vandremondova matrica je matrica koja ima sledeći oblik: 

ܸ ൌ ቎
1 ܽ଴ ܽ଴

ଶ ⋯ ܽ଴
௡ିଵ

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 ܽ௡ିଵ ܽ௡ିଵ

ଶ ⋯ ܽ௡ିଵ
௡ିଵ

቏. 

Ako su elementi ܽ݅, ݅ ൌ 0,… , ݊ െ 1 matrice ܸ svi različiti, tada je 
Vandermondova matrica regularna. [5] 
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2. Elementi teorije informacije 

Teorija kodiranja koristi se elementima teorije informacije. U ovom 
poglavlju navodimo najbitnije osnovne pojmove i teoreme koji će se 
koristiti kasnije, kao što su pojam sistema, entropije i komunikacijskog 
sistema.  

2.1. Konačni verovatnosni sistemi 

Definicija 2.1. Za dat konačan skup ܺ ൌ ሼݔଵ, … ,  ௡ሽ i za funkcijuݔ
:݌ ܺ → Թ, za koju važi: 

݅݌  (.1 ൌ ሻ݅ݔሺ݌ ൒ 0, ݅ ൌ 1,… , ݊, 

2.)  ∑ ሻ݅ݔሺ݌ ൌ 1݊
݅ൌ1 , 

definišemo konačni verovatnosni sistem, gde je ݌ሺݔሻ raspodela 
verovatnoće na skupu ܺ. Označavamo sa ሼܺ,  ܺ ሻሽ. Elementi skupaݔሺ݌
nazivaju se stanjima, a ݌ሺݔሻ su verovatnoće da se sistem nalazi u stanju 
 .ݔ

Primer 2.1. Ako je X ൌ ሼpismo, grbሽ, pሺpismoሻ ൌ
ଵ

ଶ
, pሺgrbሻ ൌ

ଵ

ଶ
, tada sistem ሼX, pሺxሻሽ odgovara ishodu pri jednom bacanju novčića. 

□ 

Možemo proširiti pojam sistema i na direktne proizvode i preko 
toga na tzv. podsisteme na sledeći način: 

ሼX ൈ Y, pሺx, yሻሽ je sistem, gde je ܺ ൈ ܻ ൌ ሼሺݔ, ,ܺ߳ݔ|ሻݕ  ሽ, aܻ߳ݕ
,ݔሺ݌   .raspodela verovatnoće po uređenim parovima	ሻݕ

Definicija 2.2. Marginalna raspodela za složeni sistem ܺ ൈ ܻ 
definišemo kao 

௜ሻݔሺ݌ ൌ ෍ ,௜ݔ൫݌ ݅			,௝൯ݕ ൌ 1,… , ݊

௬ೕఢ௒

, 

௜ሻݕሺ݌ ൌ෍݌൫ݔ௜, ݆			,௝൯ݕ ൌ 1,… ,݉,

௜ఢ௑

 

i ሼX, pሺxሻሽ, ሼY, pሺyሻሽ su podsistemi složenog sistema ሼX ൈ Y, pሺx, yሻሽ. 

Kao što znamo iz verovatnoće, možemo definisati uslovne 
raspodele. 

Definicija 2.3. Definicija uslovne raspodele na sistemu ܻ u 
odnosu na ݅ݔ	je 
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௜൯ݔ|௝ݕ൫݌ ൌ
௣൫௫೔,௬ೕ൯

௣ሺ௫೔ሻ
, 

gde je ܺ߳݅ݔ, ሻ݅ݔሺ݌ ൐ 0, ∀݆߳ሼ1,… ,݉ሽ. 

Definicija 2.4. Sistemi ܺ i ܻ su nezavisni, ako važi ݌൫ݔ௜, ௝൯ݕ ൌ

௜ሻݔሺ݌ ∙ ,ܺ߳݅ݔ ௝൯, za sveݕ൫݌  .a u suprotnom sistemi su zavisni ,ܻ݆߳ݕ

2.2. Definicija entropije i osnovne osobine 

Neka je dat sistem ሼX, pሺxሻሽ. Taj sistem je neki izvor informacije. 
Zamislimo da smo izabrali element iz skupa ܺ slučajno (prema raspodeli 
verovatnoće ݌ሺݔሻ). Zbog definicije sistema, verovatnoća da smo izabrali 
element ݅ݔ je ݌ሺݔ௜ሻ (ili skraćeno ݅݌). Pre nego što smo uzeli element, 

imali smo određenu količinu neizvesnosti u vezi sa ishodom, a posle 
izbora dobijamo određenu količinu informacije o izvoru. Tako su 
pojmovi neizvesnosti (entropija) i informacije povezani. 

Entropijom dakle merimo apriornu neodređenost sistema.  

Kako možemo definisati funkciju ܪሺ݌ଵ, … ,  ௡ሻ koja meri݌
neizvesnost sistema? Treba voditi računa o sledećim osobinama 
neizvesnosti sistema kada definišemo funkciju: 

1.) Tražimo takvu funkciju koja je definisana za svaki realni broj, 
za koju važi 

݅݌ ൑ 1, ݅߳ሼ1,… , ݊ሽ,෍݅݌ ൌ 1

݊

݅ൌ1

. 

Pored toga funkcija ܪሺ݌ଵ, … ,  ௡ሻ treba da bude neprekidna, tj. mala݌
promena u verovatnoći treba da izaziva malu promenu u neizvesnosti. 

2.) Kada imamo jednako verovatne ishode, i ako imamo više 
ishoda, treba da imamo i veću entropiju, tj. što je veći broj stanja veća je i 
neodređenost 

ܪ ൬
1

݊
,… ,

1

݊
൰ ൏ ܪ ൬

1

݊ ൅ 1
,… ,

1

݊ ൅ 1
൰. 

3.) Neka je skup ܺ ൌ ሼݔଵ, … ,  ௡ሽ podeljen na neprazne disjunktneݔ
blokove ܳ1,… ,ܳ݇, ݇ ൐ 1. Neka je verovatnoća da je elemenat ݅ݔ izabran 

݅݌ ൌ
1

݊
 za svako ݅ ൌ 1,… , ݊. Neka je หܳ݅ห ൌ ,݅ݍ i ൌ 1, . . . , k.	(Tada važi 

݅ݍ∑ ൌ ݊). Izaberemo jedan blok na slučajan način. (Verovatnoće izbora 

blokova su srazmerne broju elemenata u tim blokovima, a to je ݌ሺܳ௜ሻ ൌ
 ௜/n.) Posle toga iz tog bloka treba da izaberemo jedan element. Tadaݍ
imamo sledeće uslovne raspodele, gde ݆ݔ pripada bloku ܳݑ: 
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௝|ܳ௜൯ݔ൫݌ ൌ ቐ

0,			݅ ് ݑ
1

௨ݍ
, ݅ ൌ ݑ

. 

Tada možemo računati  

௝൯ݔ൫݌ ൌ෍݌൫ݔ௝|ܳ௜൯݌ሺܳ௜ሻ ൌ
1

௨ݍ

௨ݍ
݊
ൌ
1

݊
.

௡

௜ୀଵ

 

Dakle, verovatnoća da je element ݆ݔ izabran direktno iz skupa ܺ 

jednaka je sa verovatnoćom da ćemo prvo izabrati blok gde se ݆ݔ nalazi, 

a onda izabrati element ݆ݔ iz bloka. To implicira da i entropija mora imati 

analogno svojstvo. 

Sa jedne strane imamo entropiju sa ravnomernom raspodelom 

verovatnoće koja je ܪ ቀ
ଵ

௡
, … ,

ଵ

௡
ቁ. Sa druge strane, kada prvo odaberemo 

blok tada je neodređenost ܪ ቀ
௤భ

௡
, … ,

௤ೖ

௡
ቁ. Posle izabranog bloka još uvek 

imamo neodređenost elemenata iz bloka. Tako možemo izraziti prosečnu 
neodređenost na sledeći način: 

෍݌൫ܳ݅൯ ∙ ൫݊݁݁ݎ݀݋đ݁݊ݐݏ݋	݆ܽ݊ܽݎܾ݅ܽݖ݅	ݖ݅	ܳ݅൯ ൌ෍
݅ݍ
݊
ቆܪ

1

݅ݍ
,… ,

1

݅ݍ
ቇ

݇

݅ൌ1

݇

݅ൌ1

. 

Dakle, dobili smo da je entropija tada: 

ܪ ൬
1

݊
,… ,

1

݊
൰ ൌ ܪ ቀ

ଵݍ
݊
,… ,

௞ݍ
݊
ቁ ൅෍

௜ݍ
݊
ܪ ൬

1

௜ݍ
, … ,

1

௜ݍ
൰

௞

௜ୀଵ

. 

Ako je ݇ ൌ 1, tada  

ሺ1ሻܪ ൌ ሺ1ሻܪ ൅෍
1

1
ሺ1ሻܪ

௞

௜ୀଵ

ൌ ሺ1ሻܪ ൅  ,ሺ1ሻܪ

dakle, 

ሺ1ሻܪ ൌ 0. 

Teorema 2.1. Funkcija ܪ zadovoljava osobine 1.)-3.), za 0 ൏ ௜݌ ൑

1, ݅߳ሼ1, … , ݊ሽ, ∑ ௜݌ ൌ 1௡
௜ୀଵ  ako i samo ako ima oblik 

…,1݌൫ܾܪ , ൯݊݌ ൌ െ෍݅݌ ܾ݃݋݈ ݅݌

݊

݅ൌ1

, 

gde je ܾ ൐ 1. 

Dokaz: (⟸) Prvo dokazujemo da ܾܪ zadovoljava osobine 1.) - 3.). 

1.) Funkcija ܾܪ je dobro definisana i neprekidna je, jer je 
kompozicija neprekidnih funkcija. 
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2.) Treba dokazati da ܪ ቀ
ଵ

௡
, … ,

ଵ

௡
ቁ ൏ ܪ ቀ

ଵ

௡ାଵ
, … ,

ଵ

௡ାଵ
ቁ , ݊߳Գ. Sledeće 

nejednakosti su ekvivalentne: 

െ෍
1

݊
log௕

1

݊
൏ െ෍

1

݊ ൅ 1
log௕

1

݊ ൅ 1

௡ାଵ

௜ୀଵ

,

௡

௜ୀଵ

 

െ݊ ∙
1

݊
log௕

1

݊
൏ െሺ݊ ൅ 1ሻ ∙

1

݊ ൅ 1
log௕

1

݊ ൅ 1
, 

log
ܾ

1

݊
൐ log

ܾ

1

݊ ൅ 1
, 

1

݊
൐

1

݊ ൅ 1
. 

To jeste pravilno pošto je ݊ prirodan broj i baza logaritma je ܾ ൐ 1. 

3.) 

ܪ ቀ
ଵݍ
݊
,… ,

௞ݍ
݊
ቁ ൅෍

௜ݍ
݊

௞

௜ୀଵ

ܪ ൬
1

௜ݍ
, … ,

1

௜ݍ
൰ ൌ െ෍

௜ݍ
݊

௞

௜ୀଵ

log
௜ݍ
݊
൅෍

௜ݍ
݊

௞

௜ୀଵ

log ௜ݍ

ൌ෍
௜ݍ
݊

௞

௜ୀଵ

log

௜ݍ
1
௜ݍ
݊

ൌ෍
௜ݍ
݊

௞

௜ୀଵ

log ݊ ൌ ݊ ∙
log ݊

݊
ൌ log ݊

ൌ ܪ ൬
1

݊
,… ,

1

݊
൰ 

što je i trebalo dokazati. 

ሺ⟹ሻ Naka su  ݉ i ݊ takvi da, ݉, ݊߳Գ, ݉|݊, ܾ݅ ൌ ݉,∀݅߳ሼ1,… , ݇ሽ i 

݇ ൌ
௡

௠
. Tada je 

݉ ∙ ݇ ൌ෍ܾ௜

௞

௜ୀଵ

ൌ ݊	. 

Na osnovu osobine 3.) imamo da je 

ܪ ൬
1

݊
,… ,

1

݊
൰ ൌ ܪ ቀ

݉

݊
,… ,

݉

݊
ቁ ൅෍

݉

݊
ܪ ൬

1

݉
,… ,

1

݉
൰

௞

௜ୀଵ

ൌ ܪ ቀ
݉

݊
,… ,

݉

݊
ቁ ൅ ܪ ൬

1

݉
,… ,

1

݉
൰. 

Neka sada bude ݊ ൌ ݉௦, ݉,  Գ, onda entropiju možemo napisati߳ݏ
u sledećem obliku 

ܪ ൬
1

݉௦
,… ,

1

݉௦
൰ ൌ ܪ ൬

1

݉௦ିଵ
, … ,

1

݉௦ିଵ
൰ ൅ ܪ ൬

1

݉
,… ,

1

݉
൰. 

Obeležimo sa ݄ sledeću funkciju 
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݄ሺ݊ሻ ≔ ܪ ൬
1

݊
,… ,

1

݊
൰. 

Do sada smo pokazali da za ݄ važi 

݄ሺ݉௦ሻ ൌ ݄ሺ݉௦ିଵሻ ൅ ݄ሺ݉ሻ. 

Indukcijom po ݏ dobijamo da je  

݄ሺ݉௦ሻ ൌ ݏ ∙ ݄ሺ݉ሻ, ∀݉,  .Գ߳ݏ

Sada koristeći osobinu 2.) dobijamo da je 

݄ሺ݉௦ሻ ൏ ݄ሺ݉௦ାଵሻ, 

jer je funkcija ݄ strogo rastuća. Iz prethodne nejednakosti dobijemo 

ݏ ∙ ݄ሺ݉ሻ ൏ ሺݏ ൅ 1ሻ ∙ ݄ሺ݉ሻ. 

Pošto ߳ݏԳ	 sledi da je ݄ሺ݉ሻ ൐ 0. 

Iz osobina prirodnih brojeva neposredno sledi da za proizvoljno 
,ݎ   takav da važi ݏ Գ, postoji߳ݐ

ݏ݉    (1) ൑ ݐݎ ൏  .൅1ݏ݉

Za ݉ ൌ 1 to je ܪሺ1ሻ ൌ ݄ሺ1ሻ ൌ 0 

Za ݉ različito od 1 i za ݎ ൌ 1 važi da ako ݏ ൌ 0 

݉0 ൑ ݐ1 ൏ ݉0൅1 

1 ൑ 1 ൏ ݉ 

što je u redu jer ݉ nije 1. 

Primenimo funkciju ݄ na nejednakosti (1) i dobijemo 

݄ሺ݉ݏሻ ൑ ݄ሺݐݎሻ ൏ ݄ሺ݉ݏ൅1ሻ,	 

ݏ ∙ ݄ሺ݉ሻ ൑ ݐ ∙ ݄ሺݎሻ ൏ ሺݏ ൅ 1ሻ ∙ ݄ሺ݉ሻ. 

Delimo izraz sa ݐ ∙ ݄ሺ݉ሻ i dobijemo 

ݏ    (2)

ݐ
൑

݄ሺݎሻ

݄ሺ݉ሻ
൏

൅1ݏ

ݐ
. 

Ako logaritmujemo ݉ݏ ൑ ݐݎ ൏  ൅1 dobijamoݏ݉

ݏ ∙ log݉ ൑ ݐ ∙ log ݎ ൏ ሺݏ ൅ 1ሻ ∙ log݉, 

ݏ    (3)

ݐ
൑

log ݎ

log݉
൏

൅1ݏ

ݐ
. 

Iz (2) zajedno sa (3) sledi 

ቤ
݄ሺݎሻ

݄ሺ݉ሻ
െ
log ݎ

log݉
ቤ ൏

1

ݐ
. 

Ako uzmemo da ݐ ⟶ ∞, tada dobijamo 
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݄ሺݎሻ

݄ሺ݉ሻ
ൌ
log ݎ

log݉
, 

݄ሺݎሻ

log ݎ
ൌ
݄ሺ݉ሻ

log݉
. 

݄ሺݎሻ

log ݎ
 je konstantan izraz za sve ݎ, tj. ݄ሺݎሻ

log ݎ
ൌ ሻݎpa je ݄ሺ ,ܥ ൌ

ܥ log ݎ , ܥ ൐ 0, zato je i ݄ሺݎሻ ൐ 0. Za specijalno izabrano ܾ može se 
dobiti da je ܥ ൌ 1, tada za ߳ݎԳ važi 

݄ሺݎሻ ൌ log௕  .ݎ

Iz osobine 3.) sledi 

ܪ ൬
ܾଵ
݊
,… ,

ܾ௞
݊
൰ ൌ ݄ሺ݊ሻ െ෍

ܾ௜
݊
݄ሺܾ௜ሻ

௞

௜ୀଵ

ൌ log௕ ݊ െ෍
ܾ௜
݊

௞

௜ୀଵ

log௕ ܾ௜

ൌ െ෍
ܾ௜
݊

௞

௜ୀଵ

log௕ ܾ௜
݊

. 

Svaki racionalan broj 1݌,… , možemo napisati u obliku  ܾ1 ݇݌
݊
,… ,

ܾ݇
݊

 

tako da svodimo na zajednički imenilac (a kada imamo realne brojeve 
zbog osobine 1.) svaki realan broj može se izraziti kao limes racionalnih 
brojeva jer je funkcija ܪ neprekidna) i pri tome dobijemo 

…,1݌൫ܾܪ , ൯݇݌ ൌ െ෍݅݌ logܾ ݅݌

݇

݅ൌ1

. 

■ 
Dakle, došli smo do definicije entropije:  

Definicija 2.5. Neka je dat sistem ሼܺ, ܺ ሻሽ, gde jeݔሺ݌ ൌ

ሼݔଵ, . . . ݅݌ ,௡ሽݔ ൌ  :ሻ. Tada je funkcija entropije raspodele݅ݔሺ݌

ሺܺሻܪ ൌ ,ଵ݌ሺܪ … , ௡ሻ݌ ൌ െ෍݌௜ ∙ log௕ ௜݌

௡

௜ୀଵ

. 

Napomena: Primetimo da važi:  

lim
0൅→݌

݌ log
ܾ
݌ ൌ 0 

Ako definišemo da je 0 ∙ log 0 ൌ 0, tada entropiju možemo računati 
i za raspodele u kojima se pojavljuje ݌ ൌ 0. 

Primer 2.2. Neka imamo sistem X ൌ ሼݔଵሽ, pሺݔଵሻ ൌ 1, tada 

ሺܺሻܪ ൌ ଵሻݔሺܪ ൌ െ݌ଵ ∙ logଶ ଵ݌ ൌ െ1 ∙ 0 ൌ 0, 

dakle nemamo neodređenost u ovom sistemu. Taj sistem može biti na 
primer nepravilan novčić koji ima sa obe strane grb.  

□ 
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Jedinica za entropiju je bit ako je baza logaritma ܾ ൌ 2. Do te baze 
možemo doći na sledeći način: Posmatramo binarni sistem sa dva 
jednakoverovatna stanja, tj. imamo 

H൬
1

2
,
1

2
൰ ൌ െC෍݌௜ ∙ ௜݌௕݃݋݈

ଶ

௜ୀଵ

ൌ ݄ሺ2ሻ. 

Hoćemo da dobijemo da je ݄ሺ2ሻ ൌ 1, tj. treba tako izabrati 
konstante ܾ i ܿ  da  

ܿ log௕ 2 ൌ 1. 

Za ܿ ൌ 1 dobijemo da je baza ܾ ൌ 2, pa je ݄ሺ2ሻ ൌ 1 bit. 

Napomena: U ovom radu bit smatramo kao meru entropije, a ne 
kao meru memorije. U navedenom Primeru 1.2. entropija sistema je 0 
bitova, međutim, ako hoćemo sačuvati jedan ishod tog eksperimenta 
onda nam treba 1 bit memorije za direktno čuvanje te informacije. 

Ako posmatramo funkciju ܪሺ݌, 1 െ ሻ݌ ൌ െ݌ log ݌ െ

ሺ1 െ ሻ݌ logሺ1 െ ݌ ሻ, tada dobijamo maksimalnu vrednost, za݌ ൌ 0.5. 
Kao što i očekujemo intuitivno: neodređenost sistema je najveća ako je 
stanje sistema jednako verovatna (Slika 1.). To važi i za funkciju 
,ଵ݌ሺܪ … , 1݌ ௡ሻ, ona maksimalnu vrednost dostiže kada je݌ ൌ 2݌ ൌ ⋯ ൌ

݊݌ ൌ
1

݊
. 

Slika 1. 
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log
2
ݔ ln2 ൑ ݔ െ 1. 

Neka su ݅ݔ ൌ
݅ݍ
݅݌
, ݅ ൌ 1,… , ݊. Tada 

log
2

ݍ
݅

݌
݅

ln 2 ൑
݅ݍ
݌
݅

െ 1. 

Množenjem nejednakosti sa ݌
݅
/ ln2 i sumiranjem po ݅ dobijamo 

෍݅݌

݊

݅ൌ1

log
2

ݍ
݅

݌
݅

൑
1

ln 2
෍݅ݍ െ

݊

݅ൌ1

݅݌ ൌ
1

ln2
൭෍݅ݍ െ

݊

݅ൌ1

෍݅݌

݊

݅ൌ1

൱. 

Po pretpostavci Leme ∑ ݅ݍ
݊
݅ൌ1 െ ∑ ݅݌

݊
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݊
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2
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෍݅݌

݊

݅ൌ1

log
2
݅ݍ െ෍݅݌

݊

݅ൌ1

log
2
݅݌ ൑ 0, 

što je i trebalo dokazati. 

Jednakost dobijemo ako i samo ako ln ݔ ൌ ݔ െ 1, tj. ݔ ൌ 1, tada je 
݅ݍ ൌ ݅ za sve ݅݌ ൌ 1, . . . , ݊. 

■ 
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3. Teorija kodiranja 

Definišemo najbitnije pojmove koji su neophodni da bismo se 
bavili analiziranjem strukture kodova. Sledi kratak osvrt na kodiranje bez 
smetnji, gde ćemo se baviti najviše prefiksnim kodovima. 

3.1. Kodiranje 

Definicija 3.1. Neka su dati konačni neprazni skupovi ܣ ൌ
ሼߙଵ, … , ܤ ௔ሽ iߙ ൌ ሼߚଵ, … ,  ܤ  nazivamo alfabetom izvora, dok je ܣ ,௕ሽߚ
alfabet koda,  broj ܾ ൌ   .je baza koda |ܤ|

Definicija 3.2. Neka je ܣ′ ⊆ :݂ Svaka injekcija .∗ܣ ’ܣ →  je  ∗ܤ
jedno kodiranje nad alfabetom ܣ. Skup ݂ሺܣ′ሻ ⊆  je kod. Elementi ∗ܤ
skupa ݂ሺܣ′ሻ su kodne reči odgovarajućih reči iz ܣ′. Kodiranje je 
alfabetno ako je ܣ′ ൌ  .ܣ tj. ako se kodiraju tačno slova alfabeta ,ܣ

U nastavku se bavimo samo alfabetnim kodiranjem. Kao što smo 
definisali gore, to je injekcija ݂: ܣ → ܣ ,∗ܤ ⊆ ܸ a kod ,∗ܣ ൌ ݂ሺܣሻ je 
skup reči, podskup od ܤ∗. Svaka poruka – reč nad alfabetom ܣ kodira se 
slovo po slovo. Tako dobijena reč nad alfabetom ܤ se takođe nalazi u 
skupu ܤ∗. 

Primer 3.1. a) U alfabetno kodiranje spada i Morzeov kod koji se 
koristio u telegrafiji od 1837. godine. 

A .- F ..-. K -.- P .--. U ..- Z --.. 4 ....- 9 ----. 

B -.. G --. L .-.. Q --.- V ...- 0 ----- 5 ..... . .-.-.- 

C -.-. H .... M -- R .-. W .-- 1 .---- 6 -.... , --..-- 

D -.. I .. N -. S ... X -..- 2 ..---- 7 --... ? ..--.. 

E . J .--- O --- T - Y -.-- 3 ...-- 8 ---.. ! --.-- 

b) Srpski jezik: ako koristimo za kod latinicu, tada kodiranje nije 
alfabetno jer na primer imamo slovo „j“ i „l“ a imamo i slovo „lj“. A 
kada koristimo ćirilicu tada je kodiranje alfabetno. 

□ 

Definicija 3.3. Neka je ܺ′ konačan podskup skupa ܺ∗, tada je ܺ′
ሬሬሬԦ

 

skup svih prefiksa reči iz ܺ′.  

Primer 3.2. Neka je dat ܺ ൌ ሼ0, 1ሽ, ܺᇱ ൌ ሼ	00, 10, 011, 111ሽ, 
tada skup svih različitih prefiksa je 

ܺ′
ሬሬሬԦ
ൌ ሼ∅, 0, 1, 00, 01,10, 11, 011, 111ሽ. 
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□ 

Elementima skupa ܺ′
ሬሬሬԦ

 mogu se jednoznačno pridružiti čvorovi 
jednog drveta (orijentisanog povezanog grafa bez konture) na sledeći 
način: 

Čvorovi grafa su reči. Neka su ݔ i ݕ reči. Iz čvora ݔ vodi grana u 
čvor ݕ ako i samo ako ݕ ൌ  .dakle slovo ,ܺ߳ߙ gde je ,ߙݔ

Primer 3.3. Kodno drvo Morzeovog koda je dato na slici 5. (na 
slici se vidi samo engleska abeceda bez dodatnih simbola i brojeva) 

 

Slika 5. 

□ 

Možemo posmatrati problem dekodiranja na sledeća dva načina: u 
prvom slučaju dekodiramo u kanalu bez smetnje, tada se bavimo 
problemom kako treba da definišemo kodiranje da kod bude što efikasniji 
i da omogućuje jednoznačno dekodiranje. U drugom slučaju dekodiranje 
se dešava u kanalu sa smetnjama i onda ako detektujemo greške u toku 
dekodiranja, ako je moguće treba ispraviti te greške. 

3.2. Kodiranje u kanalu bez smetnji 

Definicija 3.4. Kod je blok-kod ako su sve njegove kodne reči iste 
dužine. Blok-kod se zove  još i kod sa fiksnom dužinom kodnih reči. U 
suprotnom kod je sa promenljivom dužinom kodnih reči. 

Primer 3.4. ASCII kod (American Standard Code for Information 
Interchange - Američki standardni kod za razmenu podataka) je blok-kod 
koji obrazuje kodne reči na 8 bitova. Od tih 8 bitova koristi se samo 7 
bita, a na 8. –prvi bit sa leve strane- se stavi nula (pošto su računari 
koristili najčešće 8 bita za kodiranje, ponekad osmi bit je služio za 
ispravljanje grešaka – tada kreiramo takve kodne reči da svaka sadrži 
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paran broj jedinica, tada osmi bit može biti i 0 i 1), tako se ASCII kod 
sastoji od 128 kodnih reči. Od tih 128 kodnih reči 33 (prvih 32 i 
poslednja reč) su upravljački  znakovi, koji se ne mogu štampati, nego 
upravljaju izlaznim uređajima (na primer kod 10 pravi „novi red”). Na 
preostala mesta su stavljeni znakovi koji se mogu štampati: mala i velika 
slova latinske abecede, brojevi i znakovi. U tabeli je dat ASCII kod. 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 

0 nu
l 

so
h 

st
x 

et
x 

eo
t 

en
q 

ac
k 

be
l 

bs
 

ht
 

lf
 

vt
 

ff
 

cr
 

so
 

si
 

1 dl
e 

dc
1 

dc
2 

dc
3 

dc
4 

na
k 

sy
n 

et
b 

ca
n 

em
 

su
b 

es
c fs
 

gs
 

rs
 

us
 

2  ! " # $ % & ' ( ) * + , - . / 

3 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ? 

4 @ A B C D E F G H I J K L M N O 

5 P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _ 

6 ` a b c d e f g h i j k l m n o 

7 p q r s t u v w x y z { | } ~ de
l 

Tablica se koristi tako da prvo čitamo u kom redu je kodna reč, to 
prepišemo u binarnom zapisu sa 4 bita, a posle čitamo u kojoj je koloni 
(kolone A, B, C, D, E i F redom odgovaraju binarnom zapisu brojeva 11, 
12, 13, 14 i 15), i to takođe prevodimo u binarni zapis sa 4 bita. Na 
primer, slovo N je u 4. redu, to je u binarnom kodiranju  0100, i nalazi se 
u 14. koloni (kolona E), to je 1110. Dakle, u ASCII kodu slovo N je 
01001110. 

UTF-8 (8-bit Unicode Transformation Format) je razvijenija 
verzija ASCII koda, koji se i danas koristi za kodiranje alfabeta na primer 
kod Microsoft Windos i Linux. On je sa promenljivom dužinom kodnih 
reči. Kodna reč iz ASCII koda kodira se sa 8 bit=1 bajt. Te kodne reči 
uvek počinju sa 0. Ostale simbole UTF-8 kod kodira sa više bajtova tako 
da prvi bajt počinje sa onoliko jedinica sa koliko bajtova se kodira dati 
simbol, a svaki sledeći bajt počinje sa 10. 

□ 

Definicija 3.5. Kod ܸ je prefiksni kod ako ne postoji takva kodna 
reč koja je prefiks neke druge kodne reči.  

Primer 3.5. a) Morzeov kod nije prefiksni kod, na primer slovo K 
je „-.-“, a to je prefiks kodne reči C i Y. 

b) Kod ܸ ൌ ሼ0,1,20,21,220,221ሽ je prefiksni. 
c) bilo koji blok kod je prefiksni (jer u suprotnom imali bismo 

jednake kodne reči ili bi postojala bar jedna kodna reč koja ima različite 
dužine od ostalih.) 

□ 
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Prefiksni kodovi su važni pošto oni omogućuju jednoznačno 
dekodiranje kao što se vidi u sledećem tvrđenju. 

Teorema 3.1. Prefiksni kod omogućuje jednoznačno dekodiranje. 

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka je ݔ reč koju možemo 
dekodirati na bar dva načina: 

ݔ ൌ ௜భݒ ௜ೖݒ… ൌ ௝భݒ …  ,௝೘ݒ

gde su 1݅ݒ,… , ,݇݅ݒ …,1݆ݒ ,  .ܸ݆߳݉ݒ

Pošto dekodiranje nije jednoznačno, postoji bar jedan par ݈݅ݒ i ݆݊ݒ 

gde važi 

ห݈݅ݒห ൏ ቚ݆݊ݒቚ |݈݅ݒ|		݈݅݅		 ൐  .|݆݊ݒ|

To znači da je jedna kodna reč prefiks druge, a to je kontradikcija 
sa pretpostavkom da je kod prefiksni. Dakle, prefiksni kod omogućuje 
jednoznačno dekodiranje. 

■ 

Primer 3.6. Morzeov kod nije prefiksni kod, ali omogućuje 
jednoznačno dekodiranje. Posle svakog slova šalje se pauza u poruci. 
Ako ne bi bilo te pauze, tada se ne bi znalo na primer kako da 
dekodiramo niz simbola „---“, tj. da li je to „TTT“, „MT“, „TM“ ili „O“. 

□ 

O postojanju prefiksnog koda govori Kraftova nejednakost. 

Teorema 3.2. Neka su dati proizvoljni prirodni brojevi ݊1,… , ݊ܽ, ܾ, 
ܾ ൐ 1. Postoji prefiksni kod ܸ ൌ ሼݒଵ, … ,  ௔ሽ takav da je baza koda ܾ iݒ
dužine kodnih reči su ݊1 ൌ ܽ݊,...,|1ݒ| ൌ  ako i samo ako je ispunjena |ܽݒ|
Kraftova nejednakost: 

෍ܾെ݊݅
ܽ

݅ൌ1

൑ 1. 

Dokaz: ሺ⟹ሻ Neka je dat prefiksni kod ܸ ൌ ሼݒଵ, … , ܾ ,௔ሽݒ ൌ  ,|ܤ|
݊1 ൌ ܽ݊,...,|1ݒ| ൌ  .|ܽݒ|

Označimo sa ݊ maksimalnu dužinu kodne reči 

݊ ൌ maxሼ݊ଵ, … , ݊௔ሽ. 

Definišimo skup ݅ݒܤ na sledeći načinin: 

݅ݒܤ ൌ ሼ݊ܤ߳ݔ: .ݔ	je prefiks u	݅ݒ ሽ 

Tada važi da je ݅ݒܤ ∩ ݆ݒܤ ൌ ∅, za ݅ ് ݆, ݅, ݆߳ሼ1, . . . , ܽሽ. Ako bi 

postojala neka reč koja se nalazi u oba skupa, tada bi jedna kodna reč bila 
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prefiks druge, a ovo je kontradikcija jer je ܸ prefiksni kod. Pored toga, 
važi 

ራ݅ݒܤ

ܽ

݅ൌ1

⊆  ,݊ܤ

jer smo elemente skupa ݅ݒܤ izabrali tako da pripadaju skupu ݊ܤ. 

Pokažimo da je ห݅ݒܤห ൌ ܾ
݊െ݊݅. Znamo da je ห݊ܤห ൌ ܾ

݊. U svakoj reči prvih 
݊݅ elementa čine kodnu reč ݅ݒ, a na preostalih ݊െ ݊݅ mesta raspoređuju 
se elementi iz skupa ܤ. 

Zbog gore navedenih osobina ሼܤ௩೔: 0 ൏ ݅ ൏ ܽ ൅ 1ሽ je familija 

disjunktnih podskupova iz ݊ܤ, zato je ispunjeno 

෍ห݅ݒܤห

ܽ

݅ൌ1

ൌ อራ݅ݒܤ

ܽ

݅ൌ1

อ ൑ ห݊ܤห, 

tj. 

෍ܾ݊െ݊݅
ܽ

݅ൌ1

൑ ܾ݊. 

Ako podelimo nejednakost sa ܾ݊ dobićemo Kraftovu nejednakost: 

෍ܾെ݊݅
ܽ

݅ൌ1

൑ 1. 

ሺ⟸ሻ Neka je sada ispunjena Kraftova nejednakost. Bez umanjenja 
opštosti pretpostavimo da je ݊1 ൑ ݊2 ൑ ⋯ ൑ ݊ܽ. 

Posmatrajmo kodno drvo, koje ima na poslednjim granama čvorove 
dužine ݊ܽ cifara, gde su cifre uzete iz skupa ܤ. (Slika 6.) 

 

Slika 6. 

U prvom redu, dakle imamo ܾ različitih reči sa 1 cifrom, u drugom 
ܾ
2 dvocifrenih, i tako dalje do zadnjeg reda, gde se nalazi ukupno ܾ݊ܽ 

reči koje su dužine ݊ܽ. 

Kodne reči biramo na sledeći način: Prva kodna reč 1ݒ, treba da 
ima kodnu dužinu ݊1, zato sa kodnog drveta uzmemo prvi čvor sa leve 
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strane koji ima ݊1 cifru. Sve ostale čvorove koji se nalaze ispod čvora 1ݒ 
brišemo. Na taj način ćemo obezbediti da 1ݒ	ne bude prefiks nijedne reči 
u novom kodnom drvetu. Prilikom brisanja čvorova, obrisali smo ܾ݊െ݊1 
čvorova dužine ݊. 

 Za drugu kodnu reč 2ݒ ponovo izaberemo sledeći čvor sa kodnog 
drveta tako da on bude prvi sa leve strane koji ima ݊2 cifara i razlikuje se 
od 1ݒ. Ponovo brišemo sve čvorove koji izlaze iz 2ݒ. Prilikom brisanja 
čvorova, obrisali smo ܾ݊െ݊2 čvorova dužine ݊. 

Postupak ponavljamo ܽ puta i dobijamo prefiksni kod ܸ ൌ
ሼݒଵ, … ,   .௔ሽݒ

Sve ostale čvorove koji su desno od ܽݒ i nismo koristili brišemo. 

Postavlja se pitanje da li imamo dovoljno čvorova kod kodnog 
drveta? Odgovor je da, pošto smo pretpostavili da važi Kraftova 
nejednakost i obrisali smo ukupno  

ܾ݊െ݊1 ൅ ܾ݊െ݊2 ൅⋯൅ ܾ݊െ݊ܽ 

čvorova dužine ݊. 
■	

Kada govorimo o kanalu bez smetnji jedan bitan faktor je tzv. 
prosečna dužina kodnih reči, što meri efikasnost dekodiranja. 

Definicija 3.6. Izvor informacije nad alfabetom ܣ ൌ ሼܽଵ, … , ܽ௠ሽ 
je uređen par ሺܣ, ࣪ሻ, gde je ࣪ ൌ ሼܣ௡, ,ሺܽଵ݌ … , ܽ௡ሻሽ, za sve ݊ ∈ Գ. 

Definicija 3.7. Entropija stacionarnog izvora ܣ je  

ሻܣሺܪ ൌ lim
௡→ஶ

௡ሻܣሺܪ

݊
, 

gde je ܪሺܣ௡ሻ ൌ െ∑ ,ሺܽଵ݌ … , ܽ௡ሻሺ௔భ,…,௔೙ሻ∈஺
೙ log ,ሺܽଵ݌ … , ܽ௡ሻ. 

Može se pokazati da svaki stacionaran izvor ima konačnu entropiju. 
Ako imamo da je ܣ stacionaran izvor bez memorije. tada je entropija 
izvora ܣ jednaka sa ܪሺܣሻ. 

Definicija 3.8. Neka je dat izvor ሺܣ, ܲሻ i kod ܸ ൌ ݂ሺܣሻ, pri čemu 
je ܣ ൌ ሼߙଵ, … , ܲ ,௔ሽߙ ൌ ሼ݌ଵ, … ,  ௔ሽ, raspodela verovatnoće, gde je݌
݅݌ ൌ ݅݊ ሻ. Obeležimo sa݅ߙሺ݌ ൌ  dužinu kodnih reči. Tada je prosečna |݅ߙ|

dužina kodnih reči  

ഥܸ݊ ൌ෍݅݊݅݌

ܽ

݅ൌ1

. 

Napomena: Prosečne dužine kodnih reči  možemo uporediti ako 
razni kodovi imaju istu bazu koda. U opštem slučaju, što je veća baza 
koda, možemo formirati manju prosečnu dužinu kodnih reči. 
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Primer 3.7. Neka je dat ܣ ൌ ሼߙଵ, ,ଶߙ ,ଷߙ ,ସߙ  ହሽ i raspodelaߙ
verovatnoća je 1݌ ൌ 2݌ ,0.5 ൌ 3݌ ,0.2 ൌ 4݌ ,0.1 ൌ 0.1 i 5݌ ൌ 0.1. Dati 

su ܸ ൌ ሼ0,10,110, 1110,1111ሽ i ܹ ൌ ሼ00,01,10,110,111ሽ dva binarna 
koda za izvor ܣ. U tabeli su dati odgovarajuće dužine kodnih reči. 

݌ ݅ߙ
݅
 ሻݓሺ݅݊ ݓ ሻݒሺ݅݊ ݒ 

 2 00 1 0 0.5 1ߙ
 2 01 2 10 0.2 2ߙ
 2 10 3 110 0.1 3ߙ
 3 110 4 1110 0.1 4ߙ
 3 111 4 1111 0.1 5ߙ

Po datoj formuli prosečne dužine kodnih reči su ഥܸ݊ ൌ 2 i ഥܹ݊ ൌ

2,2. 

□ 

Sledeća dva tvrđenja određuju granice u kojima se kreće ഥܸ݊. Prvo 
posmatramo teoremu za donju granicu. 

Teorema 3.3. Neka je dat izvor ሺܣ, ܲሻ i baza koda ܾ. Tada za svaki 
ܸ ൌ ݂ሺܣሻ koji omogućuje jednoznačno dekodiranje važi: 

ഥܸ݊ ൒
ሻܣሺܪ

ܾ݃݋݈
, 

gde je ܪሺܣሻ ൌ െ∑ ௜݌ log ௜݌
௔
௜ୀଵ  entropija izvora. 

Dokaz: Znamo da važi ∑݅݌ ൌ 1 i takođe znamo da zbog Kraftove 

nejednakost važi ∑ ܾെ݊݅ܽ
݅ൌ1 ൑ 1. Zadovoljene su pretpostavke Leme 1.2. 

(za ݅ݍ uzmemo ݅ݍ ൌ ܾെ݊݅, ݅ ൌ 1,… , ܽ), odnosno 

෍ܾെ݊݅
ܽ

݅ൌ1

൑෍݅݌

ܽ

݅ൌ1

, 

pa prema lemi dobijamo 

െ෍݌௜ log ܾ
ି௡೔

௔

௜ୀଵ

൒ െ෍݌௜ log ௜݌

௔

௜ୀଵ

. 

Pošto je 

െ෍݌௜ log ௜݌

௔

௜ୀଵ

ൌ  ,ሻܣሺܪ

i 

െ෍݌௜ log ܾ
ି௡೔

௔

௜ୀଵ

ൌ෍݌௜

௔

௜ୀଵ

݊௜ log ܾ ൌ log ܾ ത݊௏, 

zato dobijamo 

ሻܣሺܪ ൑ ത݊௏ log ܾ, 
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odnosno 

ഥܸ݊ ൒
ሻܣሺܪ

log ܾ
. 

■ 

Napomena: Najmanja vrednost koju možemo dobiti za ഥܸ݊ je dakle 

ഥܸ݊ ൌ
ሻܣሺܪ

log ܾ
, koju dostižemo ako i samo ako je ݌

݅
ൌ ܾെ݊݅, ݅ ൌ 1,… , ܽ. To 

znači da će ഥܸ݊	 dostići navedenu donju granicu jedino ako se raspodela 
verovatnoće izvora sastoji od celobrojnih stepeni baze koda ܾ. 

Sledeće tvrđenje pokazuje da uvek možemo posmatrati prefiksni 
kod s kojim ćemo se dovoljno dobro približiti donjoj granici prosečne 
dužine kodnih reči. 

Teorema 3.4. Neka je dat izvor ሺܣ, ܲሻ i baza koda ܾ. Tada postoji 
prefiksni kod ܸ ൌ ݂ሺܣሻ za koji je  

ഥܸ݊ ൏
ሻܣሺܪ

ܾ݃݋݈
൅ 1. 

Dokaz: Neka su ݊1,… , ݊ܽ prirodni brojevi takvi da  

ܾെ݊݅ ൑ ݅݌ ൏ ܾെ݊݅൅1, ݅ ൌ 1,… , ܽ. 

Sumiramo gornju nejednakost po ݅ i iz leve strane dobijamo 

෍ܾെ݊݅
ܽ

݅ൌ1

൑෍݅݌

ܽ

݅ൌ1

ൌ 1, 

odnosno zadovoljena je Kraftova nejednakost, pa iz Teoreme 3.2. sledi 
da postoji prefiksni kod na datom izvoru ሺܣ, ܲሻ sa bazom koda ܾ tako da 
su dužine kodnih reči ݊1,… , ݊ܽ. 

Sa druge strane imamo nejednakost  

݌
݅ ൏ ܾെ݊݅൅1, ݅ ൌ 1,… , ܽ. 

Ako logaritmujemo izraz i pomnožimo sa ݅݌ dobijamo 

݅݌ log݅݌ ൏ ݌
݅
log ܾെ݊݅൅1. 

Sumiramo izraz po ݅ 

෍݅݌ log݅݌

ܽ

݅ൌ1

൏෍ሺെ݊݅݅݌ ൅ ሻ݅݌ log ܾ

ܽ

݅ൌ1

, 

െ
ሻܣሺܪ

log ܾ
൏෍ሺെ݊௜݌௜ሻ ൅ 1

௔

௜ୀଵ

, 

odnosno 
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ሻܣሺܪ

log ܾ
൐ ഥܸ݊ െ 1. 

■ 
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4. Kodiranje u kanalu sa smetnjama. Blok-kod 

Prelazimo na kodiranje sa smetnjama. U ovom poglavlju ćemo se 
osvrnuti na to, da li se desila greška u kodiranju. Za ispravljanje grešaka 
postoje raznovrsni kodovi, a najpoznatija klasa je blok-kod. U teoriji 
kodiranja blok-kodovi su veoma bitni pošto se u praksi koriste na puno 
mesta. Posebna klasa blok-kodova koja ima široku primenu, su linearni 
kodovi s kojima ćemo se kasnije baviti. 

4.1. Definicija i osnovni pojmovi 

Definicija 4.1. Neka su dati konačni skupovi ܣ ൌ ሼߙଵ, … ,  ௔ሽ iߙ
ܤ ൌ ሼߚଵ, … , ܾ ,je alfabet koda ܤ ,je alfabet izvora ܣ , ௕ሽߚ ൌ  je baza |ܤ|
koda. Svako 1 െ 1 preslikavanje ݂:	ܣ → ܸ ,௡ܤ ൌ ݂ሺܣሻ ⊆ -௡ je blokܤ
kod sa dužinom kodnih reči ݊, a broj ܽ ൌ  .je kardinalnost blok-koda |ܣ|

Napomena: U nastavku rada analiziramo samo stacionarne kanale 
bez memorije. 

Da bi postojao blok-kod ܸ ⊆  ௡ za dati alfabet izvora i alfabetܤ
koda treba da bude zadovoljeno sledeće tvrđenje. 

Teorema 4.1. Za date brojeve ܽ, ܾ, ݊ ∈ Գ postoji blok-kod 
ܸ ൌ ݂ሺܣሻ ⊆  ௡ sa bazom koda ܾ i kardinalnosti ܽ ako i samo ako jeܤ

݊ ൒
log ܽ

log ܾ
. 

Dokaz: Broj kodnih reči ne može biti veći od ukupnog broja reči 
nad ݊ܤ, tj. 

ܽ ൑ ܾ௡. 

Logaritmujemo nejednakost da izrazimo ݊ i dobijamo traženu 

nejednakost ݊ ൒
୪୭୥௔

୪୭୥௕
. 

■ 

Neka su ܿ ൌ ሺܿଵ, … , ܿ௡ሻ i ݀ ൌ ሺ݀ଵ, … , ݀௡ሻ reči dužine ݊. 
Verovatnoća da se reč ݀ pojavi na izlazu, ako je na ulazu primljena reč ܿ 
je 

ሺ݀|ܿሻ݌ ൌෑ݌ሺ݀௜|ܿ௜ሻ

௡

௜ୀଵ

, 

ili možemo napisati tu verovatnoću za BSC kanal i na sledeći način: 

ሺ݀|ܿሻ݌ ൌ ௘ሺ1݌ െ  ,ሻ௡ି௘݌
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gde je ݁ broj mesta gde se ܿ i ݀ razlikuju.  

Pretpostavimo da je kodna reč poslata preko kanala i da je stigla reč 
 nije ݔ kodna reč pretpostavljamo da nemamo grešku, a ako ݔ Ako je .ݔ
kodna reč tada treba ispraviti grešku. Jedna mogućnost je tzv. 
dekodiranje maksimalne verodostojnosti (MLD metoda-maximum 
likelihood decoding) koja uzima onu kodnu reč ݔݒ čija je verovatnoća 
najveća da je prihvaćena reč ݔ: 

ܲሺݒ|ݔ௫ሻ ൌ max
௩∈௏

ܲሺݒ|ݔሻ. 

Napomena: Pod greškom se uvek podrazumeva samo zamena 
simbola, a ne ispadanje ili umetanje simbola. 

Primer 4.1. MLD ne mora da određuje kodnu reč jedinstveno. Na 
primer ako imamo ܸ ൌ ሼ00,11ሽ i prihvaćena je reč ݔ ൌ 01 i neka je 
verovatnoća greške ݌ ൌ 0.1 tada je 

ܲሺ01|00ሻ ൌ 0.9 ∙ 0.1 ൌ 0.09, 

ܲሺ01|11ሻ ൌ 0.1 ∙ 0.9 ൌ 0.09. 

□ 

Uvodimo binarne operacije ൅ i ∙ na skupu ሼ0,1ሽ: 

൅ 0 1 

 

∙ 0 1 

0 0 1 0 0 0 

1 1 0 1 0 1 

ሺሼ0,1ሽ,൅,∙ሻ je polje, koje označavamo sa 2ܨ. 

Operacija ൅ se može proširiti na skup ሼ0,1ሽ݊: ݔ, ݕ ∈ ሼ0,1ሽ௡, ݔ ൌ
ሺݔଵ, … , ,௡ሻݔ ݕ ൌ ሺݕଵ, … ,  ௡ሻ na sledeći načinݕ

ݔ ൅ ݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ,ଵݕ … , ௡ݔ ൅  .௡ሻݕ

Definišimo operaciju  ⋅: ሼ0,1ሽ ൈ ሼ0,1ሽ௡ ⟶ ሼ0,1ሽ௡ na sledeći način: 
ܽ ∈ ሼ0,1ሽ, ݔ ∈ ሼ0,1ሽ௡ 

ܽ ⋅ ݔ ൌ ሺܽ ⋅ ,ଵݔ … , ܽ ⋅  ,௡ሻݔ

ili drugačije 

ܽ ⋅ ݔ ൌ ൜
ሺ0,… ,0ሻ,			ܽ ൌ 0

ܽ			,ݔ ൌ 1
. 

Gore navedene operacije su date nad 2ܨ. 

Definicija 4.2. Nad Ժݍ ൌ ሼ0,1,…ݍ െ 1ሽ, definišimo binarne 

operacije sabiranje ൅ i množenje ∙, za svaki ܽ, ܾ ∈ Ժ௤ tako da 

ܽ ൅ ܾ ൌ ሺܽ ൅ ܾሻmodݍ, 

i 
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ܽ ∙ ܾ ൌ ሺܽ ∙ ܾሻmodݍ. 

Napomena: Za ݍ prost broj ćemo Ժݍ obelezavati sa ݍܨ. 

Koristićemo iste oznake i u ݍܨ, ali one neće stvarati konfuziju u 

nastavku. 

ሺԺ௤, ൅,∙ሻ je prsten. 

Definicija 4.3. Norma vektora je unarno preslikavanje 
‖ ‖: ሼ0,1ሽ݊ ⟶ Գ0 tako da za ݔ ∈ ሼ0,1ሽ௡ je: 

‖ݔ‖ ൌ෍݅ݔ

݊

݅ൌ1

. 

Definicija 4.4. Hemingovo rastojanje je binarno preslikavanje 
݀ሺ	, ሻ: ሼ0,1ሽ௡ ൈ ሼ0,1ሽ௡ ⟶ Գ଴ definisano za ݔ, ݕ ∈ ሼ0,1ሽ௡ na sledeći način 

݀ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ‖ ൅ ‖ݕ ൌ෍ݔ௜ ൅ ௜ݕ

௡

௜ୀଵ

. 

Pojam Hemingovog rastojanja možemo uopštiti za bilo koji alfabet 
|ܤ| Najčešće dokaze tvrđenja ćemo izvoditi za .ܤ ൌ 2, ali će važiti za 
proizvoljno |ܤ| ൐ 2. Pored toga u Primeru 4.3. navodimo kodove 
definisane nad ܤ, gde je |ܤ| različito od 2. 

Definicija 4.5. Hemingovo rastojanje između reči ݔ i ݕ nad 
alfabetom ܤ (dužine reči je ݊) je broj koordinata na kojima se ti vektori 
razlikuju: 

݀ሺݔ, ሻݕ ൌ ݀ሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ݀ሺݔଶ, ଶሻݕ ൅ ⋯൅ ݀ሺݔ௡,  ,௡ሻݕ

gde vrednosti ݀ሺݔ௜,  :௜ሻ dobijemo na sledeći načinݕ

݀ሺݔ௜, ௜ሻݕ ൌ ൜
1, ௜ݔ ൌ 	௜ݕ
0, ௜ݔ ് ௜ݕ

. 

Kako smo definisali Hemingovo rastojanje za bilo koji alfabet ܤ, 
slično se može definisati i norma vektora za |ܤ| ൐ 2. 

Definicija 4.6. Neka je data proizvoljna reč ݔ iz skupa ݊ܤ Norma 
vektora ݔ je broj nenula koordinata u reči, tj. 

‖ݔ‖ ൌ ݀ሺݔ, 0ሻ. 

Možemo navesti metod koji koristi Hemingovo rastojanje za 
ispravljanje grešaka. To je metod minimalnog rastojanja (MDD-
minimum distance decoding). Kao što smo već napomenili, možemo 
računati verovatnoću da je reč ݔ stigla ako je ݒ poslata kao 

ሻݒ|ݔሺ݌ ൌ ௘ሺ1݌ െ  ,ሻ௡ି௘݌
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gde je ݌ ൏ 0.5. Ta verovatnoća je veća ako je ݊ െ ݁ veće, tj. što je ݁ 
manje, odnosno što je manje ݀ሺݔ,  dekodiramo kao kodnu ݔ ሻ. Dakle, rečݒ
reč ݔݒ koja je na minimalnom rastojanju od ݔ 

݀ሺݔ, ௫ሻݒ ൌ min
௩∈௏

݀ሺݔ,  .ሻݒ

Primer 4.2. Neka je ܸ ൌ ሼ0000,0011,1111ሽ. Neka je dobijena reč 
na izlazu ݔ ൌ  nije kodna reč pa primenimo metod minimalnog ݔ .1100
rastojanja. Kako je 

݀ሺ1100,0000ሻ ൌ 2, 

݀ሺ1100,0011ሻ ൌ 4, 

݀ሺ1100,1111ሻ ൌ 2, 

dobijamo da je ݀ሺݔ, ௫ሻݒ ൌ min௩∈௏ ݀ሺݔ, ሻݒ ൌ 2, tj. ovaj metod ne daje 
jedinstveno rešenje. 

□ 

Teorema 4.2. Ako imamo BSC kanal, ݌ ൏
ଵ

ଶ
, tada su MLD metod i 

MDD metod ekvivaletni. 

Dokaz: Neka je dat blok-kod ܸ ൌ ሼݒଵ, … , ݔ ௡ሽ iݒ ∈  ௡. Zaܤ
݅ ∈ ሼ0, . . . , ݊ሽ važi 

(1)  ݀ሺݒ, ሻݔ ൌ ݅	 ⟺ ሻݒ|ݔሺ݌	 ൌ ௜ሺ1݌ െ  .ሻ௡ି௜݌

Znamo da važi  

0ሺ1݌ െ ሻ݊݌ ൐ 1ሺ1݌ െ ሻ݊െ1݌ ൐ ⋯ ൐ ሺ1݊݌ െ  ,ሻ0݌

jer je ݌ ൏
ଵ

ଶ
. 

MDD metod dekodira reč ݔ sa ݒ, ako je rastojanje između ݒ i ݔ 
minimalno, dok MLD metod dekodira ݔ sa kodnom reči ݒ, ako je 
verovatnoća da je poslat ݒ ako je primljen ݔ maksimalna. Pošto važi (1) 
MLD i MDD metodi su ekvivalentni. 

■ 

Definicija 4.7. Neka je dat blok-kod ܸ nad ܤ. Kodno rastojanje 
za kod ܸ, u oznaci ݀ሺܸሻ ili ݀ je 

݀ሺܸሻ ൌ min
௨,௩∈௏,௨ஷ௩

݀ሺݑ,  .ሻݒ

Pomoću kodnog rastojanja utvrdićemo koliko grešaka može kod da 
ispravlja ili da otkrije. 

Definicija 4.8. Prolaskom kroz kanala neka se ݔ transformiše u ݕ, 
za ݔ, ݕ ∈ ݕ ௡. Ako jeܤ ൌ ݔ െ ݁, tada vektor ݁ zovemo vektor greške.  
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Neka je dat BSC kanal. Koordinata ݁݅ u vektoru ݁ je 0 sa 
verovatnoćom 1 െ  ݅-toj koordinati nije došlo do greške prilikom	tj. u ,݌
transformacije. ݁݅ ൌ 1 sa verovatnoćom ݌, tj. ݅-ta koordinata se menja. 

Definicija 4.9. Svako preslikavanje ݂: ௡ܤ ⟶ ܸ je jedno 
dekodiranje. 

Ako se ݕ razlikuje od ݔ na ݏ mesta, ݔ, ݕ ∈ ‖݁‖ ௡, tada jeܤ ൌ  ili ݏ
݀ሺݔ, ሻݕ ൌ  .ݏ

Neka je dat blok-kod ܸ, neka je ݒ ∈ ܸ, i 0 ൑ ݏ ൑ ݊, ݏ ∈ Գ. 
Definišemo skup ܼݏሺݒሻ kao skup koji sadrži sve reči iz skupa ݊ܤ koje 
možemo dobiti od ݒ usled najviše ݏ grešaka: 

ሻݒሺݏܼ ൌ ൛ݔ ∈ :݊ܤ ݀ሺݔ, ሻݒ ൑  .ൟݏ

U metričkom prostoru ܼݏሺݒሻ je lopta sa centrom u ݒ i 
poluprečnikom ݏ (Slika 7). 

 

Slika 7. 

Definicija 4.10. Kod ܸ omogućuje ispravljanje ࢙ grešaka ako 
postoji dekodiranje ݂ tako da je za sve ݒ ∈ ܸ 

ሻݒሺݏܼ ⊆ ݂െ1ሺݒሻ. 

Definicija 4.11. Kod ܸ omogućuje otkrivanje ࢙ grešaka ako 
ݔ ∈ ܼ௦ሺݒሻ 	⟹ ݔ ∉ ܸ ∖ ሼݒሽ. 

Sledeće tvrđenje daje potreban i dovoljan uslov za otkrivanje i 
ispravljanje grešaka. 

Teorema 4.3. Blok-kod ܸ omogućuje: 

i)  ispravljanje ݏ grešaka ako i samo ako ݀ሺܸሻ ൐  ,ݏ2

ii)  otkrivanje ݏ grešaka ako i samo ako ݀ሺܸሻ ൐  .ݏ

Dokaz: i) Neka je dat blok-kod ܸ. Iz definicijne znamo, da on 
omogućuje ispravljanje ݏ grešaka ako i samo ako su sve lopte ܼݏሺݒሻ 
disjunktne, odnosno ako za sve ݑ, ݒ ∈ ܸ, ݀ሺݑ, ሻݒ ൐  Zato je po .ݏ2
definiciji kodnog rastojanja ݀ሺܸሻ ൐  .ݏ2
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ii) Analiziranjem koda ܸ u metričkom prostoru primećujemo da u 
 ne može biti ni jedna druga kodna reč, tj. za svaki ݒ okolini kodne reči-ݏ
ݑ ∈ ܸ, ݀ሺݑ, ሻݒ ൐  Po definiciji kodnog rastojanja to je tačno ako i samo .ݏ
ako je ݀ሺܸሻ ൐   .ݏ

■ 

Poznat je Hemingov potreban uslov (videti [9], Tvrđenje 3.46.) za 
postojanje blok-koda ܸ ⊆  ௡ kardinalnosti ܽ koji omogućujeܤ
ispravljanje ݏ grešaka, i glasi da je zadovoljena sledeća nejednakost: 

2݊

∑ ቀ
݊
݅
ቁݏ

݅ൌ0

൒ ܽ. 

Primer 4.3. Dva klasična primera blok-koda, koje svakodnevno 
koristimo, su ISBN kod i barkod. ISBN (International Standard Book 
Number) kod se koristi za obeležavanje knjiga. Dužina koda je ݊ ൌ 10. 
Prva cifra obeležava jezik na kome je knjiga napisana. Sledeće 3 cifre 
kodira izdavač knjige. Od 5. do 9. cifre je redni broj knjige kod izdavača. 
Zadnja cifra je kontrolna cifra, dobijena od gore navedenih 9 cifara, tako 
da svaku cifru pomnožimo sa rednim brojom cifre, tj prvu cifru sa 
jedinicom, drugu sa dvojkom, itd. Proizvode saberemo i transformišemo 

u skup 11ܨ, tj. kodiranje se vrši na vektorskom prostoru 11ܨ
10. Ta cifra će 

biti kontrolna cifra. Ako je kontrolna cifra 10, obeležićemo sa ܺ. Na 
primer ako je ISBN knjige 867031024, množimo cifre sa rednim 
brojevima i sumiramo; 1 ∙ 8 ൅ 2 ∙ 6 ൅ 3 ∙ 7 ൅ 4 ∙ 0 ൅ 5 ∙ 3 ൅ 6 ∙ 1 ൅ 7 ∙

0 ൅ 8 ∙ 2 ൅ 9 ∙ 4 ൌ 114, dakle kontrolna cifra je 4. ISBN je nelinearan 
(definisaće se linearan kod u sledećoj glavi) blok-kod, pomoću koga se 
mogu otkriti najviše 2 greške, ali se ne može ni jedna ispraviti.  

Barkod je vrsta koda koji se može optički čitati sa odgovarajućim 
uređajima. Najčešće služi za identifikaciju proizvoda. Slično ISBN kodu 
bar kod ima jednu kontrolnu cifru. Sastoji se od tamnih i svetlih linija, 
čije su dužine 1, 2, 3 ili 4. Ispod linija kod najčešće sadrži niz brojeva od 
13 cifara. Jednu cifru kodiramo sa tamnim i svetlim linijama dužine 7. 
Ovaj kod omogućuje otkrivanje grešaka i sadrži informacije o 
proizvodima. 

□ 
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5. Linearni kodovi 

U praksi najčešće korišteni kodovi su linearni kodovi zbog svojih 
dobrih osobina. Njih lakše možemo konstruisati i dekodirati. Linearni 
kodovi su opisani parametrima, koji nam pomažu da lakše vidimo 
prednosti i mane koda. 

5.1. Generišuća i kontrolna matrica 

Definicija 5.1. Kod ܸ je linearni ሺ࢔, ࢑ሻ-kod nad ݍܨ ako je ܸ 

potprostor vektorskog prostora ݍܨ
݊, i ݇ je dimenzija koda. 

Napomena: Konačno polje sa ݍ elemenata obeležavaćemo sa 
ݍܨ ൌ ሼ0,1,… , ݍ െ 1ሽ, pri čemu je ݍ prost broj. 	

Definicija 5.2. Kod je ortogonalna dopuna (dual) linearnog 
ሺ݊, ݇ሻ-koda ܸ nad ݍܨ ako sadrži svako ݕ za koji važi  

ݔ∀ ∈ ܸ, ݔ ∘ ݕ ൌ 0. 

Oznaka za ortogonalnu dopunu je ܸ٣. 

Primer 5.1. a) Neka je dat linearan ሺ6,3ሻ െkod nad 2ܨ 

ܸ ൌ ሼ000000,001101,010011,011110,100110,101011,110101, 

111000ሽ. 

Njegova ortogonalna dopuna je  

ܸ٣ ൌ ሼ000000,000111,011001, 011110,101011,101100,110010, 

110101ሽ. 

b) Jedan linearan (3,2)-kod nad 3ܨ ൌ ሼ0,1,2ሽ je 

ܹ ൌ ሼ000,001,002,100,200,101,102,201,202ሽ. 

A njegova ortogonalna dopuna je 

ܹ٣ ൌ ሼ000,010,020ሽ. 

□	

Teorema 5.1. Ako je ܸ linearan kod nad poljem ݍܨ tada je i 

njegova ortogonalna dopuna takođe linearan kod. 

Dokaz: Neka je dat linearan kod ܸ i njegova ortogonalna dopuna 

ܸ٣. Neka su ܽ ∈ ܸ i ݑ, ݒ ∈ ܸୄ. Tada važi ܽ ∘ ݑ ൌ 0 i ܽ ∘ ݒ ൌ 0, odnosno 
ܽ ∘ ݑ ൅ ܽ ∘ ݒ ൌ 0 ൅ 0 ൌ 0. Prema osobinama skalarnog proizvoda, važi 
da je 
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ܽ ∘ ሺݑ ൅ ሻݒ ൌ ܽ ∘ ݑ ൅ ܽ ∘ ݒ ൌ 0, 

odnosno ܸ٣ je zatvoren u odnosu na sabiranje vektora.  

Neka je ߙ ∈ ܽ ௤ jedna konstanta i neka su datiܨ ∈ ܸ i ݒ ∈ ܸୄ. Tada 

i ߙ ∙ ܽ ∈ ܸ i važi 

ሺߙ ∙ ܽሻ ∘ ݒ ൌ ߙ ∙ ሺܽ ∘ ሻݒ ൌ ߙ ∙ 0 ൌ 0. 

Zbog gore navedene osobine  kod ܸ٣ je linearan.  

■ 

Lema 5.2. Nula vektor ሺ0, … ,0ሻ (dužina ݊) uvek pripada linearnom 
ሺ݊, ݇ሻ-kodu ܸ nad poljem ݍܨ. 

Dokaz: Neka je ܸ linearan ሺ݊, ݇ሻ-kod. Neka je ݒ proizvoljna kodna 
reč. Pošto je kod linearan svaka linearna kombinacija kodnih reči pripada 
skupu ܸ, pa i  

0 ⋅ ݒ ൌ ሺ0 ⋅ ,ଵݒ … ,0 ⋅ ௡ሻݒ ൌ ሺ0,… ,0ሻ ∈ ܸ. 

■ 

Teorema 5.3. Kodno rastojanje linearnog koda nad ݍܨ je  

݀ሺܸሻ ൌ ݉݅݊
௩∈௏,௩ஷ଴

 .‖ݒ‖

Dokaz: Kodno rastojanje po definiciji je 
݀ሺܸሻ ൌ min௨,௩∈௏,௨ஷ௩ ݀ሺݑ, ,ݑሻ. Znamo da je ݀ሺݒ ሻݒ ൌ ݑ‖ െ  Zbog .‖ݒ

zatvorensti skupa ܸ prema ൅ važi osobina i zbog toga što se svaka kodna 
reč može dobiti kao zbir neke dve zbog Leme 5.2. 

■ 

Primer 5.2. Za linearan ሺ6,3ሻ-kod u Primeru 5.1. kodno rastojanje 
݀ሺܸሻ ൌ 3 jer kodna reč 100110 sadrži 3 jedinice, a ne postoji kodna reč 
različita od 0 sa manje jedinica. Njegov dual ima kodno rastojanje 
݀ሺܸୄሻ ൌ 3. 

□ 

Za linearan kod ܸ kažemo da je ሺ݊, ݇, ݀ሻ-kod, ako je ݊ dužina 
koda, ݇ dimenzija vektorskog prostora ܸ i ݀ kodno rastojanje koda ܸ. 

U svakoj kodnoj reči postoji ݇ informacijskih koordinata, toliko 
koordinata je potrebno za prenos informacije. Preostalih ݊ െ ݇ 
koordinata su kontrolne koordinate, koje služe za ispravljanje grešaka. 

Definicija 5.3. Generišuća matrica ܩ formata ݇ ൈ ݊ za linearni 
ሺ݊, ݇ሻ-kod ܸ je ona matrica čije vrste formiraju bazu vektorskog prostora 
ܸ. 
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Može se pokazati da je broj elemenata baze ortogonalne dopune 
jednak razlici ݊ i broja elemenata baze za ܸ, tj. kod ܸ٣ je linearan 
ሺ݊, ݊ െ ݇ሻ-kod ([3], Teorema 4.2.4). 

Definicija 5.4. Kontrolna matrica ܪ formata ሺ݊ െ ݇ሻ ൈ ݊ 

linearnog ሺ݊, ݇ሻ-koda ܸ je generišuća matrica koda ܸ٣. 

Definicija 5.5. Generišuća matrica ܩ je u standardizovanoj formi 
ako ima oblik  

ܩ ൌ ሾܫ௞|ܺሿ, 

gde je ݇ܫ jedinična matrica formata ݇ ൈ ݇. 

Napomena: Ne postoji uvek generišuća matrica u standardizovanoj 
formi. Na primer, ako uzmemo kod ܸ ൌ ሼ0000,1100,0011,1111ሽ, tada 
moguće generišuće matrice su 

1ܩ ൌ ቂ
1100
0011

ቃ,  2ܩ ൌ ቂ1100
1111

ቃ,  3ܩ ൌ ቂ
1111
0011

ቃ. 

Te matrice se očigledno nikad ne mogu transformisati u standardizovanu 
formu. 

Definicija 5.6. Kontrolna matrica ܪ je u standardizovanoj formi 
ako je 

ܪ ൌ ሾܻ|ܫ௡ି௞ሿ. 

Pomoću generišuće matrice možemo odrediti linearni ሺ݊, ݇ሻ-kod, 
jer sve moguće linearne kombinacije vrsta matrice daju kod ܸ. Zbog toga 
je i dobila ime generišuća matrica. Kontrolna matrica je dobila ime jer 
pokazuje da li reč pripada kodu ܸ, jer ݔ ⋅ ⊺ܪ ൌ 0 ako i samo ako je ݔ 
kodna reč.  

Pored toga, važi da  

ܪ ⋅ ⊺ܩ ൌ ܱ, 

gde je ܱ nula matrica formata ሺ݊ െ ݇ሻ ൈ ݇. Tu osobinu dobijamo pošto 

su ܩ i ܪ generišuće matrice koda ܸ i ܸ٣, redom, a oni su ortogonalni. 

Primer 5.3. Možemo definisati generišuću matricu za linearni 
ሺ6,3ሻ-kod iz Primera 5.1. tako što ćemo izabrati 3 kodne reči, koje su 
linearno nezavisne. Na primer, tada ܩ može biti 

ܩ ൌ ൥
100110
111000
010011

൩. 

Njegova kontrolna matrica je takva matrica čije su vrste ortogonalne na 
sve kodne reči koda ܸ, odnosno čine bazu njegove ortogonalne dopune 

ܪ ൌ ൥
000111
101011
110010

൩. 
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□ 

Teorema 5.4. Ako je generišuća matrica ܩ za kod ܸ u 
standardizovanoj formi, ܩ ൌ ሾܫ௞|ܺሿ, tada kontrolna matrica za ܸ ima 
oblik  

ܪ ൌ ሾെܺ⊺|ܫ௡ି௞ሿ. 

Dokaz: Dovoljno je pokazati da je ܪ ⋅ ⊺ܩ ൌ ܱ. Iz dimenzije 
matrice ܩ sledi da je matrica ܺ formata ݇ ൈ ሺ݊ െ ݇ሻ, i elemente matrice 
ܺ obeležimo sa ݆݅ݔ.  

Neka elemente matrie 	ܪ ⋅ ݂ obeležimo sa ⊺ܩ
݆݅

. Kako je 

ܪ ⋅ ⊺ܩ ൌ ሾെܺ⊺|ܫ௡ି௞ሿ ൤
௞ܫ
ܺ⊺
൨, 

tada je  

݂
݆݅
ൌ െ1݅ݔ ∙ 0െ2݅ݔ ∙ 0 െ⋯െ݆݅ݔ ∙ 1 െ⋯െ݇݅ݔ ∙ 0 ൅ 0 ∙ 1݆ݔ ൅ 0 ∙ 2݆ݔ ൅⋯

൅ 1 ∙ ݆݅ݔ ൅⋯൅ 0 ∙ ሺ݊െ݇ሻ݆ݔ ൌ ݆݅ݔ െ ݆݅ݔ ൌ 0 

Dakle, ܪ ⋅ ⊺ܩ ൌ ܱ. 

■ 

Teorema 5.5. Linearni ሺ݊, ݇ሻ-kod nad ݍܨ ima ݇ݍ kodnih reči. 

Dokaz: Neka je dat linearni kod ܸ nad ݍܨ. Njegova generišuća 
matrica ܩ je formata ݇ ൈ ݊, tj. ܩ se sastoji od ݇ linearno nezavisnih 
vektora. Obeležimo tih vektori sa 1ݒ,…  Linearnom kombinacijom tih .݇ݒ,
݇ vektora su takođe kodne reči: ܿ11ݒ ൅⋯൅ ݇ݒ݇ܿ ∈ ܸ, gde su ܿ݅ ∈  za ,ݍܨ
svaki ݅ ൌ 1, . . . , ݇. To znači da imamo tačno ݍ mogućnost  za izbor svaki 
ܿ݅, odnosno ܸ ima ݇ݍ kodnih reči. 

■ 

5.2. Algoritam za nalaženje generišuće matrice  

Neka je dat linearni kod ܸ ൌ ሼݒଵ, … ,  Generišuću .ݍܨ ௔ሽ nadݒ

matricu određujemo na sledeći način: 

1.) Kodne reči stavimo u matricu ܣ 

ܣ ൌ ൥

ଵݒ
⋮
௡ݒ
൩. 

  transformišemo u formu ܣ (.2

ܣ ൌ ൤
௞ܫ ܺ

ሺܱ௔ି௞ሻൈ௞ ሺܱ௔ି௞ሻൈሺ௡ି௞ሻ
൨, 
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gde ܱ označava nula matricu. 

Možemo koristiti sledeće transformacije vrsta: 

i) zamena vrsta, 

ii) dodavanje jedne vrste drugoj, 

iii) množenje vrste nenula skalarom. 

Iz generišuće matrice lako se računa kontrolna matrica ܪ pomoću 
Teoreme 5.4. 

Primer 5.4. Već smo izračunali kodne reči za kod ܸ u Primeru 5.3. 
Sa gore navedenim algoritmom možemo definisati generišuću matricu u 
standardizovanoj formi. Stavimo u matricu ܣ kodne reči. Zamenimo 
redove matrice tako da u novoj matrici imamo sledeći redosled redova 
početne matrice: 53246781. U sledećem koraku transformišemo matricu 
tako da 4. redu dodamo drugi i treći red, 5. redu dodamo prvi i treći red, 
6. redu dodamo prvi i drugi red, a 7. redu dodamo prvi drugi i treći red 
matrice. 

ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
000000
001101
010011
011110
100110
101011
110101
ے111000

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

~

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
100110
010011
001101
011110
101011
110101
111000
ے000000

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

~

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
100110
010011
001101
000000
000000
000000
000000
ے000000

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ ൦
ଷܫ

10
11
01

0ହ,ଷ 0ହ,ଶ

൪. 

□ 

Sledeće tvrđenje pokazuje vezu između kodnog rastojanja i 
kontrolne matrice koda. 

Teorema 5.6. Neka je dat linearan kod ܸ i njegova kontrolna 
matrica ܪ. Tada je kodno rastojanje ݀ሺܸሻ ൌ  najmanji broj ݎ gde je ,ݎ
linearno zavisnih kolona u matrici ܪ.  

Napomena: To znači da svaka linearna kombinacija od ݎ െ 1 
kolone je linearno nezavisna, a postoji ݎ kolona matrice ܪ koje su 
linearno zavisne. 

Dokaz: Neka je data kontrolna matrica ܪ za kod ܸ nad ݍܨ. 

ܪ ൌ ሾ݄ଵ … ݄௡ሿ, gde je ݄݅ kolona matrice ܪ. Neka je ݒ kodna reč iz ܸ, 
za koju važi da je ݀ሺܸሻ ൌ ‖ݒ‖ ൌ  .ܸ ima minimalnu normu u ݒ Dakle . ݎ
Znamo da važi ܪݒ⊺ ൌ 0 ili u matričnom zapisu 

ሾ1ݒ … ሿ݊ݒ ൥
݄1
⋮
݄݊

൩ ൌ 0. 
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Uzmimo nenula koordinate vektora 1݅ ,ݒ,… ,  i ,ݎ ima ih ukupno ,ݎ݅
dobijamo 

1݄1ݒ ൅⋯൅ ݄݊݊ݒ ൌ 1݄݅1݅ݒ ൅⋯൅ ݎ݄݅ݎ݅ݒ ൌ 0. 

Iz gornje jednakosti smo dobili linearnu zavisnu kombinaciju 
kolona matrice ܪ. Za manje od ݎ kolona matrice ܪ dobijamo da su 
linearno nezavisne, jer smo pretpostavili da je ݀ሺܸሻ ൌ ‖ݒ‖ ൌ  time je ,ݎ
teorema dokazana. 

■ 

5.3. Dekodiranje linearnih kodova 

U praksi je bitno da dekodiranje bude efikasno, tj. što brže. Pomoću 
sledeća dva metoda dobijamo jednostavnu šemu za dekodiranje, koju 
možemo primeniti i za veće dužine kodova. 

MDD dekodiranje za linearne kodove možemo opisati pomoću 
klase. Neka je ܸ linearan ሺ݊, ݇ሻ-kod. Kodna reč ݒ je poslata preko kanala 
i prihvaćena je reč ݓ. Tada greška ݁ je 

݁ ൌ ݓ െ  .ݒ

Kako smo gore definisali klase, to znači da je ݁ ∈ ݓ ൅ ܸ, odnosno 
݁ i ݓ pripadaju istoj klasi, i zbog osobine koseta tada ݓ െ ݁ ൌ ݒ ∈ ܸ. 
Zbog korišćenja MDD metode pretpostavimo da je greška ݁ najmanja 
moguća, zato iz klase ݓ ൅ ܸ izaberemo po normi najmanji ݁, i ݓ 
dekodiramo sa kodnom reči ݒ ൌ ݓ െ ݁.  

Napomena: U BSC kanalu sabiranje i oduzimanje vektora je ista 
operacija. 

5.3.1. Standardni niz  

Standardni niz (Standard  array – SA) dobijamo na sledeći način: 

1.) Prvi red tablica popunjavamo sa kodnim rečima. 

2.) U drugi red stavimo ispod nule jednu od reči vektora greške ݁ 
koja ima minimalnu normu a da se ranije nije već pojavila. Na ostalim 
mestima ispod svake kodne reči ݒ stavimo reč ݒ ൅ ݁. 

3.) Ponavljamo drugi korak sve dok se ne pojavi svih ݊ݍ vektora u 
tablici (ݍ je kardinalnost skupa alfabeta). 

Pomoću SA reč ݓ dekodiramo tako da u tablici nađemo u kom 
redu je reč ݓ, iz tog reda isčitamo lidera ݁, i ݓ dekodiramo tako da je 
ݒ ൌ ݓ െ ݁. 
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Primer 5.5. a) Neka je dat linearan ሺ4,2ሻ-kod 
ܸ ൌ ሼ0000,0011,1100,1111ሽ nad 2ܨ ൌ ሼ0,1ሽ. Primljena je reč ݓ ൌ

1000. Da bismo dekodiramo ݓ prvo izračunamo SA tablicu, koja u 
našem slučaju izgleda na sledeći način: 

0000 0011 1100 1111 

0001 0010 1101 1110 

0100 0111 1000 1011 

0110 0101 1010 1001 

Nađemo reč ݓ u tabeli (treći red, prva kolona), tada je lider 
݁ ൌ 0100, zato dekodiramo ݓ tako da je  

ݒ ൌ ݁ ൅ ݓ ൌ 0100 ൅ 1000 ൌ 1100. 

Međutim u datoj tablici u 3. redu postoji još jedan vektor sa 
normom 1 (3. red 3. kolona 1000), dakle dekodiranje nije jedinstveno. 

b) Neka je dat linearan (3,2)-kod nad poljem 3ܨ ൌ ሼ0,1,2ሽ  
ܸ ൌ ሼ000,011,022,100,111,122,200,211,222ሽ.	

Primljena je reč ݓ ൌ 002. Za kod ܸ SA tablica je: 

000 011 022 100 111 122 200 211 222 
001 012 020 101 112 120 201 212 220 
010 021 002 110 121 102 210 221 202 

Lider za koset, gde se ݓ nalazi je 010, zato ݓ dekodiramo kao 

ݒ ൌ 002 െ 010 ൌ 022.	

□ 

5.3.2. Standardni dekodirajući niz 

Drugi metod je standardni dekodirajući niz (standard decoding 
array – SDA). Ako imamo malu dužinu ݊, tada SA metoda dobro 
funkcioniše. Ali kada imamo veliko ݊, treba previše vremena da pređemo 
po celoj tablici SA. Npr. ako imamo ሺ256,200ሻ-kod, to znači da se 

tablica sastoji od 256 redova i 2200 kolona, ali sa strane kodiranja kod ne 
smatramo velikim. Zbog efikasnosti zato uvodimo novi pojam: korektor. 

Neka je ܸ linearni ሺ݊, ݇ሻ-kod nad ܪ .ݍܨ je njegova kontrolna 

matrica. Neka je ݓ proizvoljan vektor iz vektorskog prostora ݍܨ
݊. 

Korektor za vektor ݓ je vektor 

ሻݓሺݏ ൌ  ,⊺ܪݓ

i ݏሺݓሻ pripada vektorskom prostoru ݍܨ
݊െ݇. 

Jasno je da je ݏሺݓሻ ൌ 0 ako i samo ako je ݓ kodna reč.  
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Važi da je ݏሺݑሻ ൌ  pripadaju istoj klasi ݒ i ݑ ሻ ako i samo akoݒሺݏ
koda ܸ. Prema teoremi ܸ ima onoliko korektora koliko ima i klasa, a iz 

osobine klase. sledi da ih ima ݊ݍെ݇. Šta više, svaki vektor iz ݍܨ
݊െ݇ je 

korektor. 

Tablica koja povezuje svaki lider koseta sa svojim korektorom 
zove se standardni dekodirajući niz (SDA), a dobijamo je na sledeći 
način:  

1.) izaberemo iz svake klase lidera (vektor sa minimalnom 
normom), označimo ga sa ݑ 

2.) pomoću kontrolne matrice ܪ za svaki lider računamo ݏሺݑሻ ൌ
  .⊺ܪݑ

Napomena: Možemo brže generisati SDA ako znamo kodno 
rastojanje linearnog koda: za svaki vektor ݁, za koji važi 

‖݁‖ ൑ ቞
݀ െ 1

2
቟, 

(zagrada ہ  ,(označava najveći ceo deo broja, a ݀ je kodno rastojanje ۂ
biće lider jednog koseta. S tom normom ne moramo da dobijemo sve 
lidere. U suštini treba da se pojavi svaki vektor dužine ݊ݍെ݇ u koloni 
korektora. 

Dekodiranje pomoću SDA vektora ݓ vršimo na sledeći način:  

1.) izračunamo korektor za ݏ :ݓሺݓሻ ൌ  ,⊺ܪݓ

2.) iz SDA tablice izaberemo ݑ, za koji važi ݏሺݑሻ ൌ  ,ሻݓሺݏ

3.) dekodiramo sa ݒ ൌ ݓ െ  .ݑ

SDA tablica ima ݊ݍെ݇ redova, ali ima samo 2 kolone, dok SA 
tablica ima ݇ݍ kolona i ݊ݍെ݇ redova. Sa SDA tablicom možemo brže 
računati nego sa SA, ali za velike dužine ݊ ta metoda još uvek nije 
efikasna. 

Primer 5. 6. Neka je dat linearan (5,2)-kod ܸ ൌ ሼ00000,01011, 
10110,11101ሽ, njegova generišuća matrica je  

ܩ ൌ ቂ
10110
01011

ቃ, 

pa kontrolnu matricu možemo računati pomoću tvrđenja 5.4.  

ܪ ൌ ൥
10100
11010
01001

൩. 

Pošto je dimenzija matrice ݀ ൌ 3, treba da stavimo sve lidere 
dužine 1 i 0. Tada dobijemo prvih šest redova tabele, fali još sedmi i 
osmi red, gde su korektori 101 i 111. Te korektore možemo dobiti 
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pomoću na primer greške 00101 i 10001. Dakle, naša SDA tablica je 
sledeća: 

greška (ݑ) korektor (ܪݑ⊺) 
00000 000 
00001 001 
00010 010 
00100 100 
01000 011 
10000 110 
00101 101 
10001 111 

Pretpostavimo da imamo reč ݓ ൌ 00110. Računamo ܪݓ⊺ ൌ

ሾ110ሿ. Iz tablice isčitamo grešku za vektor 110, a to je ݁ ൌ 10000.  

Dekodiramo ݓ tako da  

ݒ ൌ ݓ ൅ ݑ ൌ 00110 ൅ 10000 ൌ 10110. 
□ 

5.4. Hemingovi kodovi 

Specijalna klasa linearnih kodova su Hemingovi kodovi, koji su 
značajni jer se pomoću njih može lako ispraviti jedna greška. Mi ćemo se 
baviti samo binarnim Hemingovim kodovima. 

Definicija 5.7. Binarni Hemingov kod je linearan kod, čija 
kontrolna matrica ܪ ima ݉ redova, ݉ ൒ 2, i njegove kolone se sastoje 
od brojeva 1,… , ݊, ݊ ൌ 2௠ െ 1 u binarnom zapisu (nenula elementi 
polja 2ܨ

݉).  

Pošto skup 2ܨ
݉ ima 2݉ െ 1 vektora bez nule, to znači da je za 

Hemingov kod ݊ ൌ 2௠ െ 1, a ݇ ൌ 2݉ െ 1െ݉. Kodno rastojanje 
Hemingovog koda je ݀ ൌ 3. Iz Teoreme 5.6. znamo da je kodno 
rastojanje onoliko koliko kontrolna matrica ima najmanji broj zavisnih 
kolona. U ovom slučaju je ݀ ൐ 1, jer nula vektor ne pripada matrici. 
݀ ൐ 2 jer su kolone matrice različite. Kodno rastojanje je ݀ ൌ 3, jer bilo 
koje dve kolone ako saberemo ponovo dobijemo vektor iz prostora 2ܨ

݉, 
jer je vektorski prostor zatvoren prema sabiranju. 

Teorema 5.7. Neka je dat Hemingov ሺ݊, ݇ሻ-kod. Svaka reč ݎ iz 
prostora 2ܨ

݊ je ili kodna reč ili postoji kodna reč ݒ tako da je rastojanje 
između ݒ i ݎ jednako 1, ݀ሺݒ, ሻݎ ൌ 1. 

Dokaz: Znamo da Hemingov ሺ݊, ݇ሻ-kod ima 2݇ kodnih reči, i da je 
kodno rastojanje ݀ ൌ 3. U loptama ܼ1ሺݒሻ imamo ukupno ݊ ൅ 1 reči. 
Pošto je ݀ ൌ 3, lopte su međusobno disjunktne. Imamo onoliko 
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disjunktnih lopti koliko i kodnih reči, 2݇. Ukupno u loptama imamo 

2݇ሺ݊ ൅ 1ሻ reči, odnosno 

2݇ሺ݊ ൅ 1ሻ ൌ 22
݉െ1െ݉

൫2݉ െ 1 ൅ 1൯ ൌ 22
݉െ1 ൌ 2݊. 

To znači da je sa tim loptama pokriven ceo 2ܨ
݊. 

■ 

5.4.1. Dekodiranje Hemingovih kodova 

Redosled kolona kontrolne matrice ne utiče na osobinu 
Hemingovog koda, ali ima prednost ako kolone matrice definišemo 
redom, od najmanjeg ka najvećem broju, od 1 do ݊ u binarnom zapisu, 
jer tada je dekodiranje jednostavnije.  

Kao što smo pokazali, kodno rastojanje Hemingovih kodova je 
݀ ൌ 3, i zato oni omogućuju ispravljanje jedne greške. Vektor greške 
obeležimo sa ݁݅ ൌ 0…010…0, gde je na ݅-tom mestu jedinica, ݅ ൌ
1, . . . , ݊. Možemo posmatrati kosete 0 ൅ ܸ, ݁ଵ ൅ ܸ,… , ݁௡ ൅ ܸ. 

Za datu reč ݓ vektor greške pripada nekom kosetu, recimo ݁݅ ൅ ܸ, 
tj. korektor za nju je ݁݅ܪ

⊺. Pošto su kolone kontrolne matrice ܪ binarni 
zapisi brojeva, sledi da je ݁݅ܪ

⊺ binaran zapis broja ݅. To znači da u reči ݓ 
postoji greška na ݅-toj koordinati. 
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6. Ciklični kodovi 

Kao što smo videli linearni kodovi imaju prednost da se mogu 
opisati pomoću algebarske strukture, generišućom ili kontrolnom 
matricom. S time je olakšano kodiranje i dekodiranje. U ovom poglavlju 
se upoznajemo sa cikličnim kodovima. Oni su specijalna podklasa 
linearnih kodova. Njihova struktura obezbeđuje efikasnije kodiranje, 
pošto smo videli da je kodiranje uz pomoć linearnih kodova sa većom 
dužinom kodnih reči suviše sporo. 

6.1. Definicija cikličnog koda 

Definicija 6.1. Potprostor ܹ vektorskog prostora ݍܨ
݊ je cikličan, 

ako za savaki ܽ ൌ ሺܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௡ିଵሻ ∈ ܹ sledi da i desno ciklično 
pomerenje vektora ܽ pripada ܹ, tj. ෝܽ ൌ ሺܽ݊െ1, ܽ0,… , ܽ݊െ2ሻ ∈ ܹ. 

Definicija 6.2. Kod ܸ je cikličan ako  

i) ܸ je linearan kod i 

ii) ako je	ݒ ∈ ܸ, tada je i desno ciklično pomerenje vektora ݒ 
ෝݒ ൌ ሺ݊ݒെ1, …,0ݒ ,  .ܸ െ2ሻ pripada kodu݊ݒ

Dalje u radu ćemo podrazumevati jednoznačno pridruživanje 
vektora polinomima na sledeći način:  

ܿ ൌ ሺܿ଴, ܿଵ, … , ܿ௡ିଵሻ ⟼ ܿ଴ ൅ ܿଵݔ ൅ ⋯൅ ܿ௡ିଵݔ
௡ିଵ ൌ ܿሺݔሻ, 

i često ćemo umesto kodne reči koristiti njen polinomni zapis. 

Napomena: Na ovaj način se uopštava izomorfizam između 
vektorskih prostora ݍܨ

݊ i ݍܨሾݔሿ/ሺ݊ݔ െ 1ሻ.  

U strukturi ݍܨሾݔሿ/ሺ݊ݔ െ 1ሻ možemo smatrati ݊ݔ െ 1 ≡ 0	modሺݔ௡ െ

1ሻ, tj. ostatak pri deljenju sa ݊ݔ െ 1 je 0. Slično imamo da je ݊ݔ ≡ 1, 
൅1݊ݔ ≡  .i tako dalje ,ݔ

Desno ciklično pomeranje reči ݒ se može predstaviti polinomom 
  ሻ jer jeݔሺݒݔ

ሻݔሺݒݔ ≡ ݔ଴ݒ ൅ ݔଵݒ
ଶ ൅ ⋯൅ ݔ௡ିଵݒ

௡ െ ݔ௡ିଵሺݒ
௡ െ 1ሻ ≡ ଴ݒሺݔ ൅ ݔଵݒ ൅

⋯൅ ݔ௡ିଵݒ
௡ିଵሻ െ ݔ௡ିଵሺݒ

௡ െ 1ሻ, 

jer je െݒ௡ିଵሺݔ
௡ െ 1ሻ ≡ 0. Dakle, 

ሻݔሺݒݔ െ ݔ௡ିଵሺݒ
௡ െ 1ሻ ≡ ݊ݔሻmodሺݔሺݒݔ െ 1ሻ. 

Dobili smo da je kod ܸ ⊆ ௤ܨ
௡ cikličan ako i samo ako ݒሺݔሻ ∈ ܸ ⟹

݊ݔሻmodሺݔሺݒݔ െ 1ሻ ∈ ܸ. Primetimo pošto je cikličan kod ܸ ⊆ ௤ܨ
௡ 
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linearan, tada svaka konačna linearna kombinacija kodnih reči iz ܸ 
pripada ܸ, tj 

෍ܽ݅ݔ
ሻݔሺݒ݅

݅

∈ ܸ, 

za svaki ݒሺݔሻ ∈ ܸ, ܽ݅ ∈  .ݍܨ

Neka je dat cikličan kod ܸ. Sa skupom ܸሾݔሿ oznčavamo polinomni 
zapis kodnih reči iz ܸ: 

ܸሾݔሿ ൌ ሼݒ ∈ ܸ, ݒ ൌ ሺݒ଴, … , ,௡ିଵሻݒ ݒ ⟼  .ሻሽݔሺݒ

Napomena: ܸሾݔሿ je vektorski prostor (koji je potprostor od 
௡ݔ/ሿݔሾܨ െ 1) izomorfan sa prostorom ܸ (koji je potprostor od ݍܨ

݊) pa 
ponekad elemente skupa ܸ identifikujemo sa polinomima iz skupa ܸሾݔሿ. 
U daljem tekstu umesto ܸሾݔሿ često pišemo samo ܸ.	

Primer 6.1. a) ܸ ൌ ሼ000,100,010,001ሽ nije cikličan, jer kod nije 
linearan, npr. 

100 ൅ 001 ൌ 101 ∉ ܸ. 

b) U svakom ݍܨ
݊, ݊ ൒ 3 imamo četiri trivijalna ciklična koda 

1.) ሺ݊, 0ሻ-kod, koji ima samo jednu kodnu reč dužine ݊, čiji su elementi 
nule. 

2.) ሺ݊, 1ሻ-kod se sastoji od kodnih reči ሺܽ, ܽ, . . . , ܽሻ, ܽ ∈  .ݍܨ

3.) ሺ݊, ݊ െ 1ሻ-kod, gde su kodne reči ሺݒ଴, … , ∑ ௡ିଵሻ tako da jeݒ ݅ݒ
݊െ1
݅ൌ0 ൌ

0. 

4.) ሺ݊, ݊ሻ-kod, to su svi vektori dužine ݊. 

c) ܸ ൌ ሼ0000,1100,0110,0011,1001,1010,0101,1111ሽ je 
cikličan ሺ4,3ሻ-kod čija je generišuća matrica u standardizovanoj formi  

ܩ ൌ ൥
1001
0101
0011

൩. 

□ 

Teorema 6.1. Ortogonalna dopuna cikličnog koda je cikličan kod. 

Dokaz: Kod ܸ je linearan pa je i njegova ortogonalna dopuna ܸ٣ 
takođe linearna. 

Treba još pokazati cilkičnost. Neka ܾ ∈ ܸୄ. Pokažimo da	 ෠ܾ ∈ ܸୄ, 
෡ܾ ൌ ሺܾ݊െ1, ܾ0,…ܾ݊െ2ሻ,. Za proizvoljno	ܽ ∈ ܸ	važi da je	0 ൌ ܽ ∘ ܾ, a 

odavde sledi da je 0 ൌ ොܽ ∘ ෠ܾ: 

0 ൌ ܽ ∘ ܾ ൌ ܽ଴ ⋅ ܾ଴ ൅ ⋯൅ ܽ௡ିଶ ⋅ ܾ௡ିଶ ൅ ܽ௡ିଵ ⋅ ܾ௡ିଵ
ൌ ܽ௡ିଵ ⋅ ܾ௡ିଵ ൅ ܽ଴ ⋅ ܾ଴ ൅ ⋯൅ ܽ௡ିଶ ⋅ ܾ௡ିଶ ൌ ොܽ ∘ ෠ܾ. 
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Kako je ෡ܸ ൌ ܸ	sledi	da	෡ܾ ∈ ܸ٣. 

■ 

Teorema 6.2. Kod ܸ ∈ ௤ܨ
௡ je cikličan ako i samo ako je ܸሾݔሿ ideal 

u ݍܨሾݔሿ/ሺ݊ݔ െ 1ሻ. 

Dokaz: (⟹) Neka je ܸ cikličan kod. Po definiciji to znači da  

i) Za ܽ, ܾ ∈ ܸ važi ܽ ൅ ܾ ∈ ܸ. Prema tome iz 	ܽሺݔሻ, ܾሺݔሻ ∈ ܸሾݔሿ 
sledi ܽሺݔሻ ൅ ܾሺݔሻ ∈ ܸሾݔሿ. 

ii) Iz ܽ ∈ ܸ sledi ෝܽ ∈ ܸ. Prema tome važi ܽሺݔሻ ∈ ܸሾݔሿ ⟹ ሻݔሺܽݔ ∈

ܸሾݔሿ. 

Iz gore navedene osobine sledi da je ܸሾݔሿ ideal. 

(⟸) Sada pretpostavimo da je ܸሾݔሿ ideal u ݍܨሾݔሿ/ሺ݊ݔ െ 1ሻ. To po 

definiciji ideala znači da važi sledeće dve osobine:  

i) Ako je ܽሺݔሻ, ܾሺݔሻ ∈ ܸሾݔሿ tada ܽሺݔሻ ൅ ܾሺݔሻ ∈ ܸሾݔሿ – ova 
osobina odgovara linearnosti koda. 

ii) Iz ܽሺݔሻ ∈ ܸሾݔሿ sledi ܽݔሺݔሻ ∈ ܸሾݔሿ. Ta osobina odgovara 
cikličnosti. 

Dakle, kod ܸ je cikličan. 

■ 

Teorema 6.3. Svaki cikličan kod ܸ sadrži polinom ݃ሺݔሻ koji ima 
minimalan stepen i važi da je ܸ ൌ 〈݃ሺݔሻ〉. 

Dokaz: Dokaz sledi neposredno iz Teoreme 6.2. i iz dokaza 
Teoreme 1.4. 

■	

Teorema 6.4. Za svaki cikličan kod ܸ iz ݍܨ
݊ postoji jedinstveni 

normirani polinom  ݃ሺݔሻ ∈ ܸ sa minimalnim stepenom tako da je 
ܸ ൌ 〈݃ሺݔሻ〉. 

Dokaz: U prethodnoj teoremi smo pokazali da postoji polinom sa 
minimalnim stepenom. Treba još pokazati da je minimalni normirani 
polinom jedinstven. Pretpostavimo suprotno, da postoji ݃ሺݔሻ i ݄ሺݔሻ dva 
normalizovana polinoma sa minimalnim stepenom. Razlika polinoma 
݃ሺݔሻ െ ݄ሺݔሻ pripada skupu ܸ, jer je ܸ linearan kod. Pošto su ݃ሺݔሻ i ݄ሺݔሻ 
normirani i imaju isti stepen, sledi da njihova razlika ima manji stepen. 
To je kontradikcija sa pretpostavkom, da ݃ሺݔሻ i ݄ሺݔሻ imaju minimalni 
stepen, s time je jedinstvenost dokazana. 

■  
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Definicija 6.3. U prethodnoj teoremi navedeni minimalani 
normirani polinom ݃ሺݔሻ iz ܸ sa minimalnim setpenom, nazivamo 
generišući polinom koda ܸ. 

Primer 6.2. Neka je dat kod ܸ ൌ ሼ0000,1100, 
0110,0011,1001,1010,0101,1111ሽ. Za ovaj kod generišući polinom je  

݃ሺݔሻ ൌ 1 ൅  .ݔ

□ 

Teorema 6.5. Neka je ݃ሺݔሻ generišući polinom cikličnog koda 
ܸ ⊆ ௤ܨ

௡, tada je ݃ሺݔሻ delitelj polinoma ݊ݔ െ 1. 

Dokaz: Neka je dat kod ܸ i njegov generišući polinom ݃ሺݔሻ. 
Napišimo ݊ݔ െ 1 pomoću ݃ሺݔሻ: 

݊ݔ െ 1 ൌ ሻݔሻ݃ሺݔሺݍ ൅  ,ሻݔሺݎ

݀݁݃ሺݎሺݔሻሻ ൏ deg	ሺ݃ሺݔሻሻ. Delimo jednakost sa ݊ݔ െ 1 i gledamo ostatak 

0 ൌ ݃ሺݔሻݍሺݔሻ ൅ ݊ݔሻmodሺݔሺݎ െ 1ሻ. 

Znamo da ݃ሺݔሻݍሺݔሻmodሺ݊ݔ െ 1ሻ pripada kodu ܸ zbog cikličnosti, pa i 
 ሻ generišući polinom koda ܸ, sledi daݔሻ pripada kodu ܸ. Pošto je ݃ሺݔሺݎ
je ݎሺݔሻ ൌ 0. To znači da je 

݊ݔ െ 1 ൌ  ,ሻݔሻ݃ሺݔሺݍ

dakle, ݃ሺݔሻ je delitelj polinoma ݊ݔ െ 1. 

■ 

Teorema 6.6. Neka je dat ݍ-aran cikličan kod ܸ dužine ݊ i njegov 
generišući polinom ݃ሺݔሻ. Ako je stepen polinoma ݃ሺݔሻ ݊ െ ݇, tada je 
dimenzija koda ݇. 

Dokaz: Kodne reči imaju dužinu ݊, i njihov oblik je ݒሺݔሻ ൌ
݃ሺݔሻ݉ሺݔሻ, gde je ݉ሺݔሻ polinom stepena manjeg od ݇, ݉ሺݔሻ ൌ ݉଴ ൅

݉ଵݔ ൅⋯൅݉௞ିଵݔ
௞ିଵ. Tako je i dimenzija koda ݇ jer pomoću polinoma  

݉ሺݔሻ može se napisati tačno ݇ݍ različitih polinoma. 

■ 

Kao i kod linearnih kodova, možemo definisati generišuću matricu 
i za ciklične kodove. Pošto je cikličan kod potpuno određen sa njegovim 
generišućim polinomom, taj polinom nam takođe pomaže da odredimo 
generišuću matricu. 

Teorema 6.7. Neka je dat generišući polinom cikličnog ሺ݊, ݇ሻ-koda 

ܸ ⊆ ௤ܨ
௡: ݃ሺݔሻ ൌ ݃଴ ൅ ଵ݃ݔ ൅ ⋯൅ ݃௡ି௞ݔ

௡ି௞. Tada je generišuća 

matrica koda ܸ je 
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ܩ ൌ ൦

݃ሺݔሻ
ሻݔሺ݃ݔ
⋮

ሻݔ௞ିଵ݃ሺݔ

൪ ൌ ൦

݃଴ ଵ݃

0 ݃଴

⋯ ݃௡ି௞ 0
⋯ ݃௡ି௞ିଵ ݃௡ି௞

0	 ⋯ 0
0	 ⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ 						⋮									 ⋮	
⋯ 	0			 ݃଴

				⋮ ⋱ ⋮
	 ଵ݃ ⋯ ݃௡ି௞

൪. 

Dokaz: Iz prethodne teoreme znamo da je dimenzija koda ݇. 
Matrica ܩ se sastoji od ݇ linearno nezavisnih redova, dakle ܩ je 
generišuća matrica. 

■ 

Pomoću generišućeg polinoma možemo definisati i kontrolni 
polinom. 

Definicija 6.4. Neka je ܸ cikličan ሺ݊, ݇ሻ-kod sa generišućim 
polinomom ݃ሺݔሻ. Kontrolni polinom koda ܸ je normirani polinom 

݄ሺݔሻ ൌ
ሺݔ௡ െ 1ሻ

݃ሺݔሻ
. 

Napomena: Imamo da je ݃ሺݔሻ݄ሺݔሻ ൌ ሺݔ௡ െ 1ሻ, gde je ݃ሺݔሻ ൌ

݃଴ ൅ ଵ݃ݔ ൅ ⋯൅ ݃௡ି௞ݔ
௡ି௞ i ݄ሺݔሻ ൌ ݄଴ ൅ ݄ଵݔ ൅⋯൅ ݄௞ݔ

௞. Ako se 
kodiranje dešava nad poljem 2ܨ onda je ݃

0
ൌ ݄0 ൌ ݃

݊െ݇
ൌ ݄݇ ൌ 1. U 

svim ostalim slučajevima ne znamo sigurno koliki su ti koeficijenti zbog 
osobina množenja nad poljem ݍܨ, jer jedinicu možemo dobiti tako da 

1 ∙ 1 ൌ 1 i ሺሺݍ െ 1ሻ ∙ ሺݍ െ 1ሻሻmodݍ ൌ 1. 

Teorema 6.8. Neka je ݄ሺݔሻ kontrolni polinom cikličnog ሺ݊, ݇ሻ-
koda ܸ, tada je matrica 

ܪ ൌ ቎

෨݄ሺݔሻ
⋮

௡ି௞ିଵݔ ෨݄ሺݔሻ
቏ ൌ ൦

		݄௞ ݄௞ିଵ
				0 ݄௞

⋯ ݄଴ 0
⋯ ݄ଵ ݄଴

0	 ⋯ 	0
0	 ⋯ 	0

⋮ 	⋮
0 		0

⋱ ⋮ ⋮	
⋯ 0 ݄௞

	⋮ ⋱		 ⋮			
݄௞ିଵ ⋯	 ݄଴

൪ 

kontrolna matrica koda ܸ, gde je ෩݄ሺݔሻ ൌ ݄݇ ൅ ݄݇െ1ݔ ൅⋯൅ ݔ0݄
݇. 

Dokaz: Matrica ܪ se sastoji od ݊ െ ݇ linearno nezavisnih redova. 
Treba još pokazati da je ܪ ⋅ ⊺ܩ ൌ ܱ.  

Imamo 

ܪ ⋅ ⊺ܩ ൌ ቎

෨݄ሺݔሻ
⋮

௡ି௞ିଵݔ ෨݄ሺݔሻ
቏ ሾ݃ሺݔሻ ⋯  .ሻሿݔ௞ିଵ݃ሺݔ

Neka su ݆ܽ݅ elementi matrice ܪ ⋅   tada ,⊺ܩ

݆ܽ݅ ൌ ሻݔሻ݃ሺݔ൅݅െ݆݄ሺ݇ݔ ൌ ൅݅െ݆݇ݔ
ሺ݊ݔ െ 1ሻ

݃ሺݔሻ
݃ሺݔሻ ൌ ݊ݔ൅݅െ݆ሺ݇ݔ െ 1ሻ, 
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gde su ݅ ∈ ሼ0, … , ݊ െ ݇ െ 1ሽ, ݆ ∈ ሼ0,… , ݇ െ 1ሽ. Pošto stepen ݇ݔ൅݅െ݆ ide 
od 1 do ݊ െ 1, dobijemo da je ݆ܽ݅ ൌ 0 za svaki ݅ i ݆. Odnosno ܪ je 

kontrolna matrica. 

■ 

Primer 6.3. Za kod ܸ koji smo dali u Primeru 6.2. dobili smo da je 
݃ሺݔሻ ൌ 1 ൅  Odavde sledi da je generišuća matrica koju dobijamo .ݔ
pomoću generišućeg polinoma  

ܩ ൌ ቎

݃ሺݔሻ
ሻݔሺ݃ݔ

ሻݔଶ݃ሺݔ

቏ ൌ ൥
1100
0110
0011

൩, 

koja nije u standardizovanoj formi, ali pomoću tranformacije vrsta 
možemo dobiti standardizovanu formu. Kontrolni polinom izračunavamo 
pomoću generišućeg polinoma: 

݄ሺݔሻ ൌ
ሺݔସ െ 1ሻ

݃ሺݔሻ
ൌ 1 ൅ ݔ ൅ ଶݔ ൅  .ଷݔ

Dakle, kontrolna matrica koda je  

ܪ ൌ ሾ1111ሿ. 
□ 

6.2. Dekodiranje cikličnih kodova 

Teorema 6.9. Neka je dat cikličan kod ܸ, njegov generišući 
polinom ݃ሺݔሻ i kontrolna matrica 	ܪ ൌ ሾܫ௡ି௞|ܣሿ. Tada korektor reči 
ݓ ∈ ௤ܨ

௡ je ݓሺݔሻmod݃ሺݔሻ. 

Dokaz: Obeležimo kolone matrice ܣ sa ܽ݅ሺݔሻ, deg൫ܽ݅ሺݔሻ൯ ൑ ݊ െ

݇െ 1, tj. 

ܣ ൌ ሾܽ଴ሺݔሻ|ܽଵሺݔሻ|… |ܽ௞ିଵሺݔሻሿ. 

Znamo iz Teoreme 5.4. da generišuća matrica za ܸ je ܩ ൌ ሾെܫ|⊺ܣ௞ሿ, 
odnosno 

ܩ ൌ ൦

െܽ଴ሺݔሻ

െܽଵሺݔሻ
⋮

െܽ௞ିଵሺݔሻ

 .௞൪ܫ

To znači da ݅-ti red matrice u polinomnom zapisu je ݊ݔെ݇൅݅ െ ܽ݅ሺݔሻ 
(polinom ݊ݔെ݇൅݅ dodajemo zbog identične matrice). Pošto polinom 
െ݇൅݅݊ݔ െ ܽ݅ሺݔሻ odgovara ݅-toj vrsti generišuće matrice, to znači da je taj 
polinom kodna reč, pa ga možemo izraziti pomoću generišućeg 
polinoma: 
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െ݇൅݅݊ݔ െ ܽ݅ሺݔሻ ൌ ݍ
݅
ሺݔሻ݃ሺݔሻ, 

gde je ݍ
݅
ሺݔሻ ∈ ݔሿ/൫ݔሾݍܨ

݇ െ 1൯. Možemo izraziti ܽ݅ሺݔሻ 

ܽ݅ሺݔሻ ൌ െ݇൅݅݊ݔ െ ݍ
݅
ሺݔሻ݃ሺݔሻ. 

Posmatrajmo reč ݓ ∈ ௤ܨ
௡, ݓሺݔሻ ൌ ଴ݓ ൅ ݔଵݓ ൅⋯൅ݓ௡ିଵݔ

௡ିଵ. 

Korektor reči ݓ je 
ሻݓሺݏ ൌ  .⊺ܪݓ

Ili u polinomnom zapisu 

ሻݓሺݏ ൌ ሿܣ|௡ି௞ܫሻሾݔሺݓ
⊺ ൌ 

ൌ ଴ݓ ൅ ݔଵݓ ൅⋯൅ݓ௡ି௞ିଵݔ
௡ି௞ିଵ ൅ ሻݔ௡ି௞ܽ଴ሺݓ ൅ ⋯൅  ሻݔ௡ିଵܽ௡ିଵሺݓ

ൌ ෍ ݔ௜ݓ
௜

௡ି௞ିଵ

௜ୀ଴

൅෍ݓ௡ି௞ା௝ ቀݔ
௡ି௞ା௝ െ ሻቁݔሻ݃ሺݔ௝ሺݍ

௞ିଵ

௝ୀ଴

 

ൌ ෍ ݔ௜ݓ
௜

௡ି௞ିଵ

௜ୀ଴

൅෍ݓ௡ି௞ା௝ݔ
௡ି௞ା௝

௞ିଵ

௝ୀ଴

െ෍ݓ௡ି௞ା௝

௞ିଵ

௝ୀ଴

 ሻݔሻ݃ሺݔ௝ሺݍ

ൌ ෍ݓ௜ݔ
௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

െ෍ݓ௡ି௞ା௝ݍ௝ሺݔሻ݃ሺݔሻ

௞ିଵ

௝ୀ଴

 

Delimo izraz sa ݃ሺݔሻ i dobijemo 

ሻݓሺݏ ≡  .ሻݔሻmod݃ሺݔሺݓ

■ 

Definicija 6.5. Ciklična cirkulacija 0 dužine ࢒ ݊-torke je vektor 
koji sadrži ciklično uzastopno 0 na ݈ koordinata. 

Primer 6.4. Reč 10010000001 ima cikličnu cirkulaciju 0 dužine 
6. Reč 00012210100200 ima cikličnu cirkulaciju 0 dužine 5. 

□ 

6.2.1. Algoritam za dekodiranje cikličnih kodova 

Neka je dat cikličan ሺ݊, ݇ሻ-kod sa generišućom matricom ݃ሺݔሻ i 
kodnim rastojenjem ݀. Reč ݓሺݔሻ je primljena na izlazu. Neka je vektor 
greške ݁ሺݔሻ, koji ima cikličnu cirkulaciju 0 dužine barem ݇, i čija je 

norma ‖݁‖ ൑ ቔ
݀െ1

2
ቕ. 

Algoritam sastoji se od sledeća tri koraka: 

1.) Izračunamo korektore ݅ݏሺݔሻ ൌ ݅ ሻ zaݔሻmod݃ሺݔሺݓ݅ݔ ൌ 0,1,2, …., 
dok ne nađemo korektor ݉ݏሺݔሻ za koji važi 
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‖ሻݔሺ	݉ݏ‖ ൑ ቞
݀ െ 1

2
቟. 

2.) Računamo grešku za ݓሺݔሻ tako da je  

݁ሺݔሻ ൌ ൫ݔ௡ି௠ݏ௠ሺݔሻ൯modሺ݊ݔ െ 1ሻ. 

3.) Dekodiramo ݓሺݔሻ tako da je  

ሻݔሺݒ ൌ ሻݔሺݓ െ ݁ሺݔሻ. 

Teorema 6.10. Gore naveden algoritam je dobro definisan. 

Dokaz: Prvo pokažimo da postoji ݉ ൒ 0 tako da je ‖݉ݏ	ሺݔሻ‖ ൑

ቔ
݀െ1

2
ቕ. 

Pretpostavili smo da ݁ሺݔሻ ima cikličnu cirkulaciju 0 veću ili jednaku od 
݇. To znači da postoji ݉ takav da ݉ desnih cikličnih pomeranja reči 
݁ሺݔሻ pomera svaku nenula koordinatu na prvih ݊ െ ݇ koordinata. ݉ 
cikličnih pomerenja su  

݊ݔሻmodሺݔሺ݁݉ݔ െ 1ሻ ൌ ሺݓ݉ݔሺݔሻmodሺ݊ݔ െ 1ሻሻmod݃ሺݔሻ. 

Norma vektora ݁݉ݔሺݔሻ je isto što i norma vektora ݁ሺݔሻ, zato ‖݁݉ݔሺݔሻ‖ ൑

ቔ
݀െ1

2
ቕ, dakle postoji ݉ ൒ 0	tako da je  

‖ሻݔሺ	݉ݏ‖ ൌ ‖ሻݔሺ݁݉ݔ‖ ൌ ‖݁ሺݔሻ‖ ൑ ቞
݀ െ 1

2
቟. 

Posmatramo ݊ െ݉ ciklično pomeranje reči ݉ݏ	00…00 ∈ ݍܨ
݊ (gde je 

݉ݏ 	∈ ݍܨ
݊െ݇), koju ćemo obeležiti sa ݐሺݔሻ, tj. 

ሻݔሺݐ ൌ ݊ݔሻmodሺݔ௠ሺݏ௡ି௠ݔ െ 1ሻ. 

Znamo da važi  

‖ሻݔሺݐ‖ ൌ ‖ሻݔሺ݉ݏെ݉݊ݔ‖ ൑ ቞
݀ െ 1

2
቟. 

Posmatramo razliku 

ሻݔሺݓ൫݉ݔ െ ሻ൯ݔሺݐ ≡ ሻݔሺݓ൫݉ݔ െ ሻ൯ݔሺ݉ݏെ݉݊ݔ ≡ ሻݔሺݓ݉ݔ െ ሻݔሺ݉ݏ݊ݔ ≡

ሺ1 െ ሻݔሺ݉ݏሻ݊ݔ ≡ 0mod݃ሺݔሻ 

i znamo da jedini zajednički delitelj ݃ሺݔሻ-a i ݉ݔ-a je 1 (jer u polinomu 
݃ሺݔሻ prvi koeficijent je ݃0 ൌ 1), dakle ݓሺݔሻ െ  ሻ, aݔሻ je deljiv sa ݃ሺݔሺݐ
to znači da je ݓሺݔሻ െ  ሻ imaju istu normuݔሻ i ݁ሺݔሺݐ ሻ kodna reč. Poštoݔሺݐ
i važi da je	‖ݐሺݔሻ െ ݁ሺݔሻ‖ ൑ ‖ሻݔሺݐ‖ ൅ ‖݁ሺݔሻ‖, onda je norma vektora 
ሻݔሺݐ െ ݁ሺݔሻ manja od ݀. Kako vektor ݐሺݔሻ െ ݁ሺݔሻ pripada ܸሾݔሿ, i jedini 
vektor iz ܸ koji ima normu manju od ݀ je nula vektor, sledi da je 
ሻݔሺݐ ൌ ݁ሺݔሻ. Odnosno 

݁ሺݔሻ ൌ ሻݔሺݐ ൌ ݊ݔሻmodሺݔ௠ሺݏ௡ି௠ݔ െ 1ሻ. 

■ 
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ispravljanje proširene greške. Među kodovima ciklični kodovi su efikasni 
za ispravljanje te vrste greške. 

Definicija 6.6. (Ciklična) proširena greška dužine ܾ	vektora 
greške 	݁ je broj ciklično uzastopnih koordinata od neke nenula 
koordinate do poslednje nenula kordinate različite od početne. 

Svaka reč ima onoliko proširenih grešaka koliko ima nenula 
elemenata. Proširenu grešku možemo opisati sa šemom (pattern) i njenim 
položajem (location). Šema proširene greške je podreč vektora greške ݁ 
od prve nenula koordinate do zadnje nenula koordinate. Položaj proširene 
greške je indeks koordinate vektora greške, gde se nalazi prva nenula 
koordinata. 

U sledećem primeru videćemo da proširena greška nije jedinstvena. 

Primer 6.7. Neka je dat vektor greške ݁ ൌ 001011010000. 
Proširena greška ima dužinu 6, njena šema je 101101, a položaj je 2 
(numerišimo koordinate od 0 do 11). Zbog cikličnosti može biti 
proširena greška i 11, tada je šema 11010000001, položaj je 4, ili 
proširena greška je 12 koji ima šemu 101000000101, položaj je 5, ili 
proširena greška je 11, šema je 10000001011, položaj je 7. 

□ 

Pošto proširena greška nije jedinstvena, da to ne bude zbunjujuće 
koristimo sledeći stav: 

Neka je dat vektor greške dužine ݊. Neka su date dve proširene 
greške  i svaka od njih sa njenim položajem  i šemom. Ako je zbir dužina 
te dve šeme ൑ ݊ ൅ 1, tada su  te dve proširene greške identične, tj. 
jednake su im šeme i položaji. Zbog toga vektor greške dužine ݊ može da 
ima najviše jednu proširenu grešku dužine ܾ tako da je  

ܾ ൑
݊ ൅ 1

2
. 

Teorema 6.12. Neka je dat binaran ሺ݊, ݇ሻ-kod koji ispravlja 
proširenu grešku dužine ൑ ܾ, za 1 ൑ ܾ ൑ ሺ݊ ൅ 1ሻ/2. Tada postoji tačno 

݊2௕ିଵ ൅ 1 reči dužine ݊ koji imaju proširenu grešku ൑ ܾ. 

Dokaz: Svaka proširena greška ima jedintsveni prikaz jer je 
ܾ ൑ ሺ݊ ൅ 1ሻ/2. Svaku proširenu grešku možemo staviti u jednoj reči na 
݊ različitih mesta jer su dužine reči ݊. Pošto šema proširene greške mora 

da počinje sa jedinicom, sledi da je ukupan broj mogućih šema 2ܾെ1 
(Smanjujemo ܾ za 1 zbog fiksirane jedinice na početku greške.) Iz gore 
navedene osobine direktno sledi da je ukupan broj nenula reči sa manjom 
ili jednakom od ܾ dužinom proširene greške ݊2௕ିଵ. Na kraju treba još 
dodati nula proširenu grešku i sa time je dokazana teorema. 

■ 
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Sledeće teoreme daju granice broja kodnih reči. 

Teorema 6.13. (Hemingova granica za kodne reči proširene 
greške) Neka je dat binarni kod koji ispravlja proširenu grešku dužine 

൑ ܾ. Ako 1 ൑ ܾ ൑
௡ାଵ

ଶ
 tada kod ima kodnih reči najviše  

2݊

݊2ܾെ1 ൅ 1
. 

Dokaz: Imamo ukupno ݊2௕ିଵ ൅ 1 različitih reči čije su proširene 
greške dužine ൑ ܾ. Ukupan broj različitih vektora dužine ݊ je 2݊. Da bi 
ispravili sve proširene greške, potrebno je da sve kodne reči budu 
različite i da lopte poluprečnika ܾ budu disjunktne, zato je 

	č݅݁ݎ	݄݅݊݀݋݇	݆݋ݎܾ ∙ ሺ݊2௕ିଵ ൅ 1ሻ ൑ 2௡. 

■ 

Posledica 6.14. (Abramsonova granica) Da bi binarni linearni 
ሺ݊, ݇ሻ-kod ispravljao sve proširene greške dužine ൑ ܾ, treba da važi 

i) jaka Abransomova granica 

݊ ൑ 2௡ି௞ି௕ାଵ െ 1, 

ii) slaba Abramsonova granica 

݊ െ ݇ ൒ ଶሺ݊݃݋݈ڿ ൅ 1ሻۀ ൅ ܾ െ 1. 

Dokaz: i) Kod je linearan, pa zato imamo 2݇ kodnih reči. Iz 
prethodne teoreme znamo da tada važi 

2݇ ൑
2݊

݊2ܾെ1 ൅ 1
. 

Odavde sledi da je 

݊ ൑ 2௡ି௞ି௕ାଵ െ 2ଵି௕. 

݊ je ceo broj, zato umesto 21െܾ možemo pisati 1. 

ii) Nejednakost pod i) logaritmujemo: 

logሺ݊ ൅ 1ሻ ൑ ݊ െ ݇െ ܾ ൅ 1 

logሺ݊ ൅ 1ሻ ൅ ܾ െ 1 ൑ ݊ െ ݇ 

uzmemo ඃlog
2
ሺ݊ ൅ 1ሻඇ (najmanji ceo broj koji nije menji od broja koji je 

naveden u zagradi) jer mora da bude ceo broj, tada dobijamo traženi 
izraz. 

■ 

Teorema 6.15. Neka je dat binarni kod koji ispravlja proširenu 

grešku dužine ൑ ܾ. Ako je ܾ ൑ ݊/2 tada kod ima najviše 2݊െ2ܾ kodnih 
reči. 
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Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka kod ima više od 2݊െ2ܾ 
kodnih reči. Tada mora da postoje bar dve kodne reči (ݒሶ  i ݒሷ ) prema 
Dirihletovom principu koje imaju oblik 

ሶݒ ൌ 1ݒ െ2ܾ݊ݒ… ∗ …∗∈ 2ܨ
݊, 

i  

ሷݒ ൌ 1ݒ #…െ2ܾ#݊ݒ… ∈ 2ܨ
݊, 

gde su ݅ݒ ∈ ,2ܨ ݅ ൌ 1,… , ݊ െ 2ܾ. Prvih ݊ െ 2ܾ koordinata vektora ݒሶ  i ݒሷ  
su isti, a na mestu „*“ i „#“ imamo proizvoljne simbole. Posmatrajmo reč 
 ݓ

ݓ ൌ ଵݒ ௡ିଶ௕ݒ… ∗ …∗ถ
௕

#…#ᇣᇤᇥ
௕

, 

koja se sa reči ݒሶ  razlikuje najviše na poslednjih ܾ simbola, a od reči ݒሷ  
razlikuje najviše na predposlednjem bloku simbola dužine ܾ. 

Tada reč ݓ ne znamo kako da dekodiramo, jer kodne reči ݒሶ  i ݒሷ  
imaju najviše ܾ proširenih grešaka. Ovaj kod dakle ne ispravlja ܾ 
proširenih grešaka, a to je kontradikcija sa pretpostavkom. Dakle, kod 

ima najviše 2݊െ2ܾ kodnih reči. 

■ 

Posledica 6.16. Neka je ܸ linearan ሺ݊, ݇ሻ-kod koji ispravlja ܾ 

proširenih grešaka, ܾ ൑
௡

ଶ
. Tada granica za bazu koda ܸ je 

݇ ൑ ݊ െ 2ܾ. 

Dokaz: Linearan kod ima tačno 2݇ kodnih reči, pa iz prethodne 
teoreme znamo da važi 

2݇ ൑ 2݊െ2ܾ. 

Logaritmovanjem gornjeg izraza dobijamo traženu nejednakost. 

■ 

Primer 6.8. a) Binarni ciklični ሺ݊, 1ሻ-kod koji smo uveli u Primeru 

6.1. ispravlja sve proširene greške ൑
௡ିଵ

ଶ
. 

b) Hemingovi ሺ2௠ െ 1, 2௠ െ 1 െ݉ሻ-kodovi ispravljaju jednu 
grešku, pa oni takođe ispravljaju proširenu grešku dužine jedan. 

□ 
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7. Specijalni ciklični kodovi 

U ovom delu rada proučavamo neke klase cikličnih kodova, kao što 
su BCH kodovi, Rid-Solmon kodovi i Golej kodovi. Oni imaju posebne 
osobine  pa je njihova primena široka  u praksi. Ciklični kodovi su 
opisani sa njihovim generišućim polinomom, ali je teško isčitati kodno 
rastojanje iz generišućeg polinoma. Ti specijalni kodovi imaju poseban 
oblik generišućeg polinoma koji olakšavaju našu analizu. 

7.1. BCH kodovi 

Binarni BCH kodovi su dobili ime po njihovim pronalazačima. 
Binarni BCH kod prvo su opisali Hocquenghem, Bose i Chaudhuri. 
Kasnije Gorenstein i Zierler su opisali ݍ-arni BCH kodove. Ti kodovi su 
bolje verzije Hemingovih kodova, jer BCH kodovi omogućuju 
ispravljanje više grešaka, dok sa Hemingovim kodovima moguće je 
ispraviti samo jednu grešku. Koriste se npr za kodiranje informacija na 
CD-ovima. 

Definicija 7.1. Neka je ߙ primitivan element skupa ݉ݍܨ. Neka su 

 arni cikličan kod-ݍ BCH kod je .ݍܨ nad ݅ߙ ሻ minimalni polinomi zaݔሺ݅ܯ

nad ݍܨ sa dužinom ݊ ൌ ௠ݍ െ 1, njegovo planirano kodno rastojanje 

(designed distance) je ݀݀ i generišući polinom je  

݃ሺݔሻ ൌnzs൫ܽܯሺݔሻ,ܽܯ൅1ሺݔሻ…  ,ሻ൯ݔ൅݀݀െ2ሺܽܯ,

gde je ܽ neki prirodan broj. 

Sledeća teorema daje donju granicu dimenzije BCH koda. 

Teorema 7.1. ݍ-arni BCH kod dužine ݊ ൌ ௠ݍ െ 1 sa planiranim 
kodnim rastojanjem ݀݀ ima dimenziju ݇ 

݇ ൒ ௠ݍ െ 1 െ݉ሺ݀݀ െ 1ሻ. 

Dokaz: Znamo da je generišući polinom BCH koda  

݃ሺݔሻ ൌ …ሻݔ௔ାଵሺܯ,ሻݔ௔ሺܯ൫ݏݖ݊  .ሻ൯ݔ௔ାௗௗିଶሺܯ,

Iz osobine ciklotomičnog koseta iii) sledi da možemo napisati generišući 
polinom pomoću ciklotomičnih koseta, jer je ݅ܯሺݔሻ ൌ ∏ ൫ݔ െ ݅ܥ∋݆,൯݆ߙ  

odnosno 

݃ሺݔሻ ൌnzs൫∏ ൫ݔ െ ܽܥ∋݅,൯݅ߙ
∏ ൫ݔ െ ൅1ܽܥ∋݅,൯݆ߙ … ,∏ ൫ݔ െ ൅݀݀െ2ܽܥ∋൯݅݅ߙ ൯. 

Iz osobine najmanjeg zajedničkog sadržaoca ii) sledi da gornju jednakost 
možemo napisati na sledeći način 
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݃ሺݔሻ ൌෑ൫ݔ െ ,௜൯ߙ

௜∈஼

 

gde je ܥ ൌ ⋃ ௜ܥ
௔ାௗௗିଶ
௜ୀ௔ . 

Stepen generišućeg polinoma je ݊ െ ݇, zato preko dužine koda i 
stepena generišućeg polinoma možemo izraziti dimenziju koda: 

݇ ൌ ݊ െ ሺ݊ െ ݇ሻ ൌ ௠ݍ െ 1 െ deg൫݃ሺݔሻ൯. 

Preko ciklotomičnih koseta možemo naći granicu stepena generišućeg 
polinoma. Stepen polinoma je jednak broju elemenata skupa ܥ, imamo 
proizvode ൫ݔ െ  odnosno ,ܥ ൯ onoliko puta koliko elemenata imamo u݅ߙ

deg൫݃ሺݔሻ൯ ൌ |ܥ| ൌ ቮ ራ ݅ܥ

ܽ൅݀݀െ2

݅ൌܽ

ቮ ൑ ෍ |݅ܥ|

ܽ൅݀݀െ2

݅ൌܽ

. 

Na osnovu osobine ii) cikličnog koseta znamo da |݅ܥ| ൑ ݉ zato 

෍ |݅ܥ|

ܽ൅݀݀െ2

݅ൌܽ

൑ ෍ ݉

ܽ൅݀݀െ2

݅ൌܽ

ൌ ݉ሺ݀݀ െ 1ሻ. 

Dakle,  

݇ ൌ ௠ݍ െ 1 െ deg൫݃ሺݔሻ൯ ൒ ௠ݍ െ 1 െ݉ሺ݀݀ െ 1ሻ. 

■ 

Postavlja se pitanje kako možemo formirati kontrolnu matricu. 
Pošto je BCH kod cikličan, koristićemo generišući polinom. Definisali 
smo da je ݃ሺݔሻ ൌnzs൫ܽܯሺݔሻ,ܽܯ൅1ሺݔሻ…  ሻ൯, gde suݔ൅݀݀െ2ሺܽܯ,

…,ܽߙ , ௜൯ߙ൅݀݀െ2 koreni generišućeg polinoma, tj. ݃൫ܽߙ ൌ 0, ݅ ൌ

ܽ, … , ܽ ൅ ݀݀ െ 2. Kodnu reč ݒሺݔሻ možemo napisati pomoću generišućeg 
polinoma na sledeći način ݒሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻݍሺݔሻ, za neki polinom ݍሺݔሻ. 

Pošto je ݃൫ߙ௜൯ ൌ 0 za sve ݅ ൌ ܽ, . . . , ܽ ൅ ݀݀ െ 2, onda je i ݒ൫ߙ௜൯ ൌ

0, ݅ ൌ ܽ,… , ܽ ൅ ݀݀ െ 2. U polinomnom zapisu to je 

௜൯ߙ൫ݒ ൌ ଴ݒ ൅ ߙଵݒ
௜ ൅ ⋯൅ ߙ௡ିଵሺݒ

௜ሻ௡ିଵ ൌ 0, 

ili u matričnom zapisu 

ሾ1 ݅ߙ ⋯ ሺ݊െ1ሻ݅ሿߙ ൥
0ݒ
⋮

െ1݊ݒ
൩ ൌ 0. 

Stavimo u matricu ܪ redove vektora ሾ1 ݅ߙ ⋯  ሺ݊െ1ሻ݅ሿ zaߙ
različite ݅-ove i dobijemo da je  

ܪ ൌ ൦

1 ௔ߙ ଶ௔ߙ ⋯ ሺ௡ିଵሻ௔ߙ

1 ௔ାଵߙ ଶሺ௔ାଵሻߙ ⋯ ሺ௡ିଵሻሺ௔ାଵሻߙ

⋮
1

⋮
௔ାௗௗିଶߙ

⋮ ⋱ ⋮
ଶሺ௔ାௗௗିଶሻߙ ⋯ ሺ௡ିଵሻሺ௔ାௗௗିଶሻߙ

൪. 
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Matrica ܪ je kontrolna matrica redovi su linearno nezavisni jer je 
matrica ܪ Vandermondova i ona je ranga ݀݀ െ 1 ako su ,...,ܽߙ	ߙ௔ାௗௗିଶ 
različiti i za bilo koju kodnu reč ݒ važi da je ݒܪ ൌ 0. 

Sledeća teorema pokazuje odnos između kodnog rastojanja BCH 
koda i planiranog rastojanja. 

Teorema 7.2. Kodno rastojanje BCH koda nije manje od 
planiranog kodnog rastojanja 

݀ ൒ ݀݀. 

Dokaz: Neka je dat BCH kod i njegov generišući polinom 
݃ሺݔሻ ൌnzs൫ܽܯሺݔሻ,ܽܯ൅1ሺݔሻ…   .ሻ൯ݔ൅݀݀െ2ሺܽܯ,

Pretpostavimo suprotno ݀ ൏ ݀݀. To znači da postoji kodna reč ݒ 
tako da je ‖ݒ‖ ൌ ݀ (jer po Teoremi 5.3. linearan kod ima kodno 
rastojanje ݀ ൌ min௩∈௏ሼ‖ݒ‖, ݒ ് 0ሽ). Uzmemo kodnu reč ݒ. Znamo da je 
ݒܪ ൌ 0, tj. 

൦

1 ܽߙ 2ܽߙ ⋯ ሺ݊െ1ሻܽߙ

1 ൅1ܽߙ 2ሺܽ൅1ሻߙ ⋯ ሺ݊െ1ሻሺܽ൅1ሻߙ

⋮
1

⋮
൅݀݀െ2ܽߙ

⋮ ⋱ ⋮
2ሺܽ൅݀݀െ2ሻߙ ⋯ ሺ݊െ1ሻሺܽ൅݀݀െ2ሻߙ

൪ ൥

0ݒ
⋮

െ1݊ݒ
൩ ൌ 0. 

Uzmemo nenula elemnte vektora ݒ, kojih ima tačno ݀, i obeležimo 
te elemente sa 1݅ݒ,… ,  Sada je dovoljno da uzmemo iz jednakosti .݀݅ݒ

ݒܪ ൌ 0 samo nenula koordinate vektora ݒ, tj. 

൥
1݅ܽߙ ⋯ ݀݅ܽߙ

⋮ ⋱ ⋮
ሺܽ൅݀݀െ2ሻ݅1ߙ ⋯ ሺܽ൅݀݀െ2ሻ݅݀ߙ

൩ ቎

1݅ݒ
⋮
݀݅ݒ

቏ ൌ 0. 

Uzmemo prvih ݀ redova prethodnog sistema, tada dobijamo 

൥
1݅ܽߙ ⋯ ݀݅ܽߙ

⋮ ⋱ ⋮
ሺܽ൅݀െ1ሻ݅1ߙ ⋯ ሺܽ൅݀െ1ሻ݅݀ߙ

൩

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ܸ

቎

1݅ݒ
⋮
݀݅ݒ

቏ ൌ 0. 

ܸ je matrica formata ݀ ൈ ݀. Njegova determinanta je  

|ܸ| ൌ อ
1݅ܽߙ ⋯ ݀݅ܽߙ

⋮ ⋱ ⋮
ሺܽ൅݀െ1ሻ݅1ߙ ⋯ ሺܽ൅݀െ1ሻ݅݀ߙ

อ

ൌ ሺ݅1൅⋯൅݅݀ሻܽߙ ተ

1
1݅ߙ

⋯
⋯

1
݀݅ߙ

⋮ ⋱ ⋮
ሺ݀െ1ሻ݅1ߙ ⋯ ሺ݀െ1ሻ݅݀ߙ

ተ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ܹ

. 

ܹ je Vandermondova matrica, čija je determinanta različita od 
nule ako su elementi matrice različiti. U našem slučaju taj uslov je 
ispunjen, zato ݒܪ biće nula ako i samo ako su svi elementi vektora ݒ 
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jednaki nuli. To je kontradikcija sa pretpostavkom da je ݒ različit od nula 
vektora. Dakle, važi ݀ ൒ ݀݀. 

■ 

Prethodnu teoremu možemo shvatiti tako da možemo konstruisati 
BCH kod tako da ispravlja bilo koju dužinu greške. 

7.2. Rid-Solomon kodovi 

Rid-Solmon (Reed-Solomon) kodovi (RS) pripadaju klasi BCH 
kodova.  

Definicija 7.2. Posmatramo ݍ-aran BCH kod dužine ݊ ൌ ௠ݍ െ 1 
sa generišućim polinomom ݃ሺݔሻ ൌnzs൫ܽܯሺݔሻ,ܽܯ൅1ሺݔሻ…  .ሻ൯ݔ൅݀݀െ2ሺܽܯ,

BCH kod naziva se RS kod, ako je ݉ ൌ 1, tj. ako je dužina koda 
݊ ൌ ݍ െ 1, ܽ ൒ 0,	i 2 ൑ ݀݀ ൑ ݍ െ 1.  

U tom slučaju  

݃ሺݔሻ ൌnzs൫ܽܯሺݔሻ,ܽܯ൅1ሺݔሻ… ሻ൯ݔ൅݀݀െ2ሺܽܯ, ൌ ሺݔ െ …ሻܽߙ ൫ݔ െ

 ,൅݀݀െ2ሻܽߙ

gde je ߙ primitivan elemenat nad ݍܨ, ݅ ൌ ܽ, . . . , ܽ ൅ ݀݀ െ 2. 

Napomena: Binarne RS kodove ne možemo konstruisati, jer tada 
bi dužina koda bila 1. 

RS kodovi su ciklični kodovi sa parametrima ݊ ൌ ݍ െ 1, ݇ ൌ ݍ െ

݀݀ (jer je stepen generišućeg polinoma ݀݀ െ 1) i ݀ ൌ ݀݀ (za BCH 
kodove smo pokazali da je ݀ ൒ ݀݀, sa druge strane za linearne kodove 
uvek važi da je ݇ ൅ ݀ ൑ ݊ ൅ 1). 

U praksi više se primenjuju binarni kodovi. RS kodovi nisu binarni 
ali ih možemo transformisati tako da dobijemo binarne kodove. 

7.3. Golej kodovi 

Golej (Golay) kodovi se koriste za digitalizovanu komunikaciju. 
Postoje binarni i ternarni Golej kodovi. Мi ćemo sе baviti samo sa 
binarnim kodovima. Postoje dva binarna Golej koda: ܩଶସ i ܩଶଷ.  

Binarni Golej kod ܩଶସ ima generišuću matricu 

ܩ ൌ ሾܫଵଶ|ܣሿ, 

gde je ܫଵଶ jedinična matrica formata 12 ൈ 12, a ܣ je matrica 
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ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
011111111111
111011100010
110111000101
101110001011
111100010110
111000101101
110001011011
100010110111
100101101110
101011011100
110110111000
ے101101110001

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

. 

Može se definisati i kao ciklični kod, tada generišući polinom je 

݃ሺݔሻ ൌ ଵଵݔ ൅ ଵ଴ݔ ൅ ଺ݔ ൅ ହݔ ൅ ସݔ ൅ ଶݔ ൅ 1. 

Kodno rastojanje Golej ܩଶସ koda je ݀ ൌ 8, tj. sa tim kodom mogu 
se ispraviti 3 greške, dakle taj kod je binarni ciklični ሺ24,12,8ሻ-kod. 

Drugi binarni Golej kod je ܩଶଷ, koji dobijemo tako što brišemo 
zadnju cifru svake kodne reči iz ܩଶସ. Tako dobijamo jedan (23,12,7)-kod, 
koji je takođe cikličan.  

Kod ܩଶଷ je savršen kod. To znači da kod ima jednu specijalnu 
osobinu, a to je da važi jednakost kod Hemingovog potrebnog uslova za 
postojanje blok-koda ܸ ⊆ ܽ ௡ kardinalnosti ܽ (za linearne kodoveܤ ൌ 2௞) 
koji omogućuje ispravljanje ݏ grešaka 

2௡

∑ ቀ
݊
݅
ቁ௦

௜ୀ଴

ൌ ܽ. 

U našem slučaju 

ݏ ൌ ඌ
݀ െ 1

2
ඐ ൌ 3. 

To znači, da ima tačno toliko kodnih reči (ܩଶଷ ima 2௞ ൌ 2ଵଶ), da pokriva 
ceo vektorski prostor (ܨଶ

ଶଷ) u kome je definisan, odnosno ne otkriva samo 
greške najveće dužine ݏ, nego ih i ispravlja. (U geometrijskom smislu to 
znači, da svaka reč iz ܨଶ

ଶଷ pripada nekoj lopti ܼ௦ሺݒሻ, gde je ݒ kodna reč.) 

  



66 
 

Zaključak 

Ovaj rad se bavi cikličnim kodovima i pojmovima koji su u vezi sa 
njima. Definisani su pojmovi teorije informacija, kao što su entropija i 
komunikacijski sistem, i predstavljene su najvažnije osobine funkcije 
entropije. 

Sem toga, ovim master radom dobijamo uvid u osnove teorije 
kodiranja. Analizirani su prefiksni kodovi kanala bez smetnji. Navedeni 
su neki rezultati kodiranja u kanalu sa smetnjama, kao što su granice 
prosečnih dužina kodnih reči optimalnog koda. U radu su takođe opisani 
blok-kodovi  i njihova potklasa linearnih kodova. Predstavljene su neke 
njihove osobine kao što su generišuća i kontrolna matrica linearnih 
kodova, pomoću kojih je delotvornije i preglednije konstruisanje kodova 
i dekodiranje. Reprezentovani su linearni kodovi pomoću vektorskog 
prostora. 

Predstavljeni su ciklični kodovi, koji su potklasa linearnih kodova 
opisanih pomoću generišućih polinoma. Kao jedno od najvažnijih 
tvrđenja u vezi sa cikličnim kodovima je Teorema 6.4. koja govori o  
postojanju generišućeg polinoma, kao u radu [1]. Predstavljeni su neki 
poznati ciklični kodovi kao što su BCH-kodovi, Rid-Solmon kodovi i 
Golej kodovi. Ti kodovi se koriste na primer u komunikaciji sa 
satelitima, skladištenja podataka na CD, DVD, Blue-ray disk. 
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