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Predgovor

Kodiranje se javlja u svakodnevnom zivotu: svi elektronski uredaji,
kompjuter i prate¢e komponente, CD-ovi, internet, telefon, barkodovi na
raznim proizvodima ili ISBN brojevi na knjigama koriste se nekim
kodiranjem. Zahvaljujuéi tome, nauka kodiranja pocev od 20-og veka se
brzo razvijala, jer je bilo vazno da prenos informacije bude tacan i
efikasan.

Kodiranja mozemo demonstrirati na jednostavnom primeru. Neka
re¢ "ne" bude kodirana sa 0, a re¢ "da" sa 1. Ukoliko dode do greSke
prilikom slanja informacije, moguée je da dobijemo upravo suprotnu
poruku od poslate. Da bismo to izbegli, “ne” mozemo kodirati sa 00, a
“da” sa 11. Ovako smo smanjili moguénost da dobijemo sasvim neta¢nu
informaciju (“da” umesto “ne” i obratno), odnosno lako ¢emo uociti ako
umesto jedne nule dobijemo 1 ili obratno. Doduse ovu poslednju gresku
ne mozemo ispraviti, ali barem smo je konstatovali i mozemo traziti
ponovno slanje informacije.

Kodiranje re¢i “da” 1 “ne” mozemo proizvoljno produZiti na reci
duzine n, ali onda to ide na rac¢un brzine. Prepolovi¢emo brzinu prenosa
informacije, kada u kodiranju umesto jedne cifre koristimo dve.

Ovaj master rad sa jedne strane se bavi pitanjem efikasnosti
kodiranja, a sa druge strane ispravljanjem greSaka. Prvo ¢emo se osvrnuti
na osnovne pojmove teorije informacije - kako izgleda i funkcioniSe
sistem 1 informacijski kanal, Sta je entropija i koje su njene osobine.
Zatim prelazimo na teoriju kodiranja. Proucavac¢emo kodiranje u kanalu
bez smetnji i kodiranje u kanalu sa smetnjama. Pri kraju se bavimo blok-
kodovima, zatim analiziramo linearne i cikli¢ne kodove, gde ¢emo se
osvrnuti na nekoliko specifi¢nih cikli¢nih kodova.

Agnes Kovac



1. Osnovni pojmovi

Pre nego Sto predemo na oblast teorije informacije i kodiranja,
navedimo pojmove i osobine iz algebre i linearne algebre koje ¢emo
direktno koristiti u ovom master radu.

1.1. Algebarske strukture

Definicija 1.1. Uredeni par (G,*) je grupoid, gde je G neprazan
skup, a * je binarna operacijana G.

Definicija 1.2. Grupoid (G,*) je asociativan ako vazi asocijativni
zakon, tj. za sve x,y,zZ € G vazi

xx(yxz)=(x*y)xz

Definicija 1.3. Grupa (G,*) je takav grupoid da vaze sledece
osobine:

. (Yx,y,Z€G6) (x*xy)*z=x*(y*2),

ii. (e€G)(VxeEG)xxe=ex*x,

iii. (Vx€G)(Fa€ebG)x*xa=a*x=ce.
Elemenat e se zove neutralni elemenat, a elemenat a inverzni.

Definicija 1.4. Komutativna grupa je grupa, gde za sve x,y € G
vazi x * y = y * x. Komutativnu grupu zovemo josS i Abelova grupa.

Definicija 1.5. Ha je desna klasa (koset) razlaganja
Ha = {ha:h € H},
ako je H podgrupa grupe G 1 a je elemenat iz grupe G.
Napomena: U daljem tekstu desnu klasu razlaganja nazivamo
samo klasa ili koset.

Osobine klasa:

1.) x € Ha ako i samo ako xa™! € H (ako je x € Ha tada postoji
h € H takav da je x = ha pa imamo da xa™! = (ha)a™! = h),

2.) Klase Ha obrazuje particiju grupe G (klase su neprazne i
medusobno ili disjunktne ili jednake),

3.) Ha = Hb ako i samo ako a € Hb.

Definicija 1.6. Prsten (R,+,) je operacijska struktura sa dve
binarne operacije sa slede¢im osobinama

1.) (R, +) je Abelova grupa,

2.) (R,") je asociativan grupoid,



3.)zasve x,y,z € R vazi
x-(y+z2)=x-y+x-2z
x+y)-z=x-z+y-z

Definicija 1.7. Presten (R,+,”) je prsten sa jedinicom, ako za
(R,") postoji neutralni elemenat.

Definicija 1.8. Prsten (R, +,7) je komutativan ako za sve x,y € R
vazZix-y =y-x.

Definicija 1.9. Kazemo da je funkcija f: P — R homomorfizam
(P,+,) u prsten (R,+,"), ako za sve x,y € P vazif (x +y) = f(x) +

fO) i f(x-y)=f(x)-f(y). Ako je funkcija f i bijekcija, onda to
preslikavanje zovemo izomorfizam.

Definicija 1.10. Neka je R prsten. [ S R je ideal u prstenu R,
I # @, ako

i)zasvakia,b € Isledia—b €I
ii)zasvakir €ER, a€lsledir-a€lia-r €l

Definicija 1.11. I je glavni ideal u komutativnom prstenu R ako
postoji g € I, koji generiSe I, tj. svaki elemenat iz I mozemo dobiti
pomocu g:

I'=(g)={rg,r €R},
g se zove generator ideala [.

Definicija 1.12. Polje je komutativan prsten (F,+,-) sa jedinicom
takav da je (F \ {0},-) grupa, gde je 0 neutralni element za sabiranje.

Definicija 1.13. KaZzemo da je @ primitivan element iz F, ako je

on generator skupa F, tj.
Fo={0,a,a?, ..., 0771},

Definicija 1.14. Potpolje P polja (F,+,") je neprazni podskup
skupa F, koji je zatvoren u odnosu na operacije + 1 -.

Teorema 1.1. Za svaki elemenat B iz polja F vazi da je B = B,
gde je q = |F|.

Dokaz: Za § = 0 dokaz je trivijalan.

Neka je B # 0. Obelezimo sa F* nenula elemente polja F,

F'={Bp B, .}
F* se moze napisati i na sledeci na¢in: F* = {f-f,,...," Byad
jerje BB, €F zai=1,...,q — 1iposto je (F',7) grupa, pa vazi zakon
kancelacije.



Posmatrajmo proizvod nenula elemenata polja F
By By =B B BBy ) =BT (Bt By
Sledi daje B9 = 1.

[

Posledica 1.2. Neka je F potpolje polja E i |F| = q. Elemenat
B € E pripada potpolju F ako i samo ako B = .

Dokaz: (=) Iz prethodne teoreme sledi ovaj smer.

(&) Pretpostavimo da vazi 87 = . Posmatrajmo polinom x4 — x.
Ovaj polinom ima najviSe q razli¢itih korena nad poljem E. Posto su
elementi polja F koreni polinoma x? — x, i |F| = q, zato je F skup svih
korena polinoma x? — x nad poljem E. Posto za bilo koji f € E za koji
vazi f? = p, sledi da je B koren polinoma x? — x, zato 8 € F.

[
Definicija 1.15. Kompozicija polja E - F je najmanje polje koje
sadrzi oba polja E i F.

Definicija 1.16. Karakteristika polja F je najmanji pozitivan broj
p za koji vazi da je p - 1 = 0. Ako ne postoji takav p, tada karakteristiku
definiSemo da je 0.

Moze se pokazati da konacno polje sa karakteristikom p ima p"
elemenata za neki n € N. ([3], Teorema 3.1.14)

1.2. Vektorski prostor

Definicija 1.17. Neka je V sa operacijom + Abelova grupa, F, je
polje. DefiniSimo preslikavanje = F, XV - V tako da vazi za svaki
wv,weVlV,apf€ F,

. a-(u+v)=a-ut+a-v,
2. (@+Pu=(a-w+@-w,
3.a-Bruwy=(a-p)-u,
4. 1-u=u,
tada se V naziva vektorski prostor nad poljem F,.
Definicija 1.18. Skup W € V je potprostor vektorskog prostora V

nad poljem F ako je zatvoren u odnosu na operacije + i -, dakle i sam W
je vektorski prostor nad istim poljem.

Fg je vektorski prostor nad poljem F,, pri ¢emu je sabiranje

vektora definisano po koordinatama, kao i mnozenje sa elementima iz F .
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Definicija 1.19. Skalarni proizvod o: Fj' X Fj* — F, je operacija
koju definiSemo na slede¢i nacin: x,y € I, x = (Xy,...,Xp),y =
1 s Yn)

Xoy =X y1t -+ Xn Yn

Za skalarni proizvod ispunjeni su zakoni komutativnosti i
distributivnosti prema sabiranju vektora:

Xoy=1yox,
xo(y+z)=xeoy)+(yo2).
Definicija 1.20. Vektor x je ortogonalan na vektor y ako je

xoy=0.
1.3. Prsten polinoma

Definicija 1.21. F[x] je prsten polinoma, ako je F polje, gde je

n
Flx] = {Zaixi,ai EF,n> 0},

i=1
gde se elementi skupa F[x] zovu polinomi. Neka je f(x) = ay + a;x +
4+ a,x™ polinom iz F[x], tada se n zove stepen polinoma i
oznacavamo ga sa deg(f(x)) = n.

F[x] je prsten u odnosu na sabiranje i mnoZenje polinoma
definisano na uobicajen nacin. F[x] je vektorski prostor nad poljem F,
gde je sabiranje definisano uobi¢ajno, a mnoZenje sa skalarom (tj.
elementom iz F) isto na uobicajen nacin.

Definicija 1.22. Polinom f(x) je normiran ako a, = 1.

Definicija 1.23. Polinom f(x), deg(f(x)) = n je svodljiv nad F
ako postoje polinomi g(x) i h(x), deg(g(x)), deg(h(x)) <
deg(f(x)), tako da je

fO) = ghx),
u suprotnom polinom je nesvodljiv.

Definicija 1.24. Najmanji zajednicki sadrzalac polinoma
f(x),g(x), u oznaci nzs(f(x), g(x)) je normirani polinom najmanjeg
stepena koji je deljiv sa polinomima f(x) i g(x).

Najmanji zajednicki sadrzalac moZzemo prosiriti i na viSe od dva
polinoma. Vaze sledece osobine:

) 028( £, (0 s 3 (O, £,(0)) =028 (0zs(f, (), o, £y (), £ ()



if) nzs( £, (), o, £, (1)) = py ()™ 1) p ()X (emtrml,

gde je f,(x) = a;p, ()" ...p, ()", a; € Fg\ {0}, e;; =0, i polinomi

p,;(x) su razliciti normirani nesvodljivi polinomi nad Fy, i,j € {1, ..., n}.

Fq[x]/(x™ —1) je skup svih ostataka polinoma iz F,[x] pri
deljenju sa (x™ — 1). Fy[x]/(x™ — 1) je prsten zajedno sa sabiranjem + i
mnozenjem . Fy[x]/f(x) je polje ako i samo ako f(x) je nesvodljiv
polinom, dakle, za F,[x]/(x™ — 1) polinom (x™ — 1) je nesvodljiv jedino
akojen = 1.[3]

MozZe se pokazati da postoji nesvodljiv polinom stepena n nad Z,,
gde je p prost broj.

Teorema 1.3. Za svaki prost broj p i n € N postoji jedinstveno
konacno polje sa p™ elemenata.

Dokaz: Egzistencija. DefiniSemo skup Z, skup ostataka pri
deljenju sa p. Neka je f(x) nesvodljiv polinom stepena n nad Z,. Tada

Zy[x1/f (x) je polie i |Z,[x1/f (x)| = p™.

Jedinstvenost. Neka su E i F polja koja imaju p" elemenata.
Posmatramo polinom x?" — x nad poljem E - F. Tada iz Posledice 1.2.
sledi da E i F su skupovi svih korena polinoma x?" — x nad E - F, tj.
E=F.

Definicija 1.25. Minimalni polinom za «a € F;m nad F, je
normiran polinom f (x) € F;[x] sa najmanjim stepenom takav da je

f(a) =0.
Neka je a primitivan elemenat skupa Fgm. Ozna¢avamo sa M;(x)

minimalni polinom za a' nad F.

Neka su p i m celi brojevi, m > 0. Tada sa pmodm oznacavamo
ostatak pri deljenju p sa m. Sli¢no p(x)modm(x) oznacava ostatak pri
deljenju polinoma p(x) sa polinomom m(x).

Teorema 1.4. Ideal u prstenu F[x]/(x" — 1) je glavni ideal.

Dokaz: Treba dokazati da je I =(g(x)), za g(x) €Il sa
minimalnim stepenom. Ako je I = {0}, tada I = (0) je glavni ideal.

Pretpostavimo da [ # {0}. Neka je g(x) €1 nenula polinom
najmanjeg stepena. Neka je f(x) € I proizvoljni polinom. Za polinome
f(x) 1 g(x) postoje jedinstveni polinomi q(x) i r(x) takvi da je

f(x) = q(x)g(x) +r(x),



gde sur(x) i q(x) neki polinomiideg(r(x)) < deg(g(x)).
Mozemo izraziti r(x) iz gornje jednakosti
r(x) = f(x) —q(x)gX).

Iz g(x),f(x) €1 na osnovu definicije ideala sledi da i 7(x)
pripada I. r(x) mora biti nula, jer bi u suprotnom imali polinom sa
manjim stepenom polinoma od g(x) Sto je kontradikcija sa
pretpostavkom da polinom g(x) ima najmanji stepen. Dobili smo da je

fx) =q(x)gX),
za svaki f(x) € I, odnosno vazi da I = (g(x)).
n

Definicija 1.26. V je potprostor vektorskog prostora F Z nad poljem
F,. Klasa ili koset vektorskog prostora V nad poljem F; je skup V + u,
za proizvoljno u € FJ*, gde je
V+u={w+uveV}

Posto u vektorskom prostoru vazi komutativnost, onda je V + u =
u+V.

Te klase su u stvari desni koseti na grupi FZ, pa zbog toga vaze
sledece osobine:

1.) Svaki vektor iz F Z pripada nekom kosetu V.
2.) Za svaki vektor u iz Fy vazi |V + u| = |V| = g~.
3)Akou,v EF,u€V +vtadajeV+u=V+wv.

4.) Za u,v € Fl', u—v €V ako i samo ako u i v pripadaju istoj
klasi.

Definicija 1.27. Vektor koji ima minimalnu normu u klasi zove se
lider te klase.

Napomena: Lider klase ne mora biti jedinstven.

Definicija 1.28. Ciklotomic¢ni koset g-a (g-ciklotomi¢ni koset)
modula n koji sadrzi i je

C; = {i¢modn € Z,,j = 0,1, ...},
gde su n i q relativno prosti brojevi.
Osobine:
1) Dva ciklotomic¢na koseta su ili disjunktna ili jednaka.

ii) Broj elemenata g-ciklotomi¢nog koseta modula n koji sadrzi i
nije ve¢iod m,akojen =qm™ -1, m > 1.



iii) Ako je a primitivan elemenat skupa Fym, i M;(x) minimalni

polinom za a' nad F, tada je

Mo = [ [(x— o),

JEC;

gde je C; q-ciklotomic¢ni koset modulo g™ — 1 koji sadrzi i. (Videti [3].)
1.4. Vandermondova matrica

Vandremondova matrica je matrica koja ima slede¢i oblik:

1 a a3 - ad’t
V=]: : : :
2 n-1
1 apn-1 apq - apZg

Ako su elementi a;,i =0, ...,n— 1 matrice V svi razliciti, tada je
Vandermondova matrica regularna. [5]
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2. Elementi teorije informacije

Teorija kodiranja koristi se elementima teorije informacije. U ovom
poglavlju navodimo najbitnije osnovne pojmove i teoreme koji ¢e se
koristiti kasnije, kao $to su pojam sistema, entropije i komunikacijskog
sistema.

2.1. Konacni verovatnosni sistemi

Definicija 2.1. Za dat konacan skup X = {x;, ..., x,,} i za funkciju
p: X = R, za koju vazi:

1.) p;, = p(x;)) =20,i=1,..,n,
2.) tipx) =1,

definiSemo konaéni verovatnosni sistem, gde je p(x) raspodela
verovatno¢e na skupu X. Oznacavamo sa {X,p(x)}. Elementi skupa X
nazivaju se stanjima, a p(x) su verovatnoce da se sistem nalazi u stanju
X.

Primer 2.1. Ako je X = {pismo, grb}, p(pismo) = %,p(grb) =

%, tada sistem {X, p(x)} odgovara ishodu pri jednom bacanju novcica.

O

Mozemo prosiriti pojam sistema i na direktne proizvode i preko
toga na tzv. podsisteme na sledeci nacin:

{XXY,p(x,y)} je sistem, gde je X XY = {(x,y)|xeX,yeY}, a
p(x,y) raspodela verovatno¢e po uredenim parovima.

Definicija 2.2. Marginalna raspodela za slozeni sistem X XY
definiSemo kao

p(x;) = Z p(xl-,yj), i=1,..,n,

yjeY
p(y) = Zp(xbyj)' ji=1..,m,
ieX
1{X, p(x)}, {Y,p(y)} su podsistemi slozenog sistema {X X Y, p(x,y)}.

Kao §to znamo iz verovatnoée, mozemo definisati uslovne
raspodele.

Definicija 2.3. Definicija uslovne raspodele na sistemu Y u
odnosu na x; je

11



p(xiy;)

P(}’j|xi) = )

gde je x;eX,p(x;) > 0, Vjefl,...,m}.

Definicija 2.4. Sistemi X i Y su nezavisni, ako vazi p(xl-,yj) =

p(x;) - p(y]-), za sve x;eX, y jeY, a u suprotnom sistemi su zavisni.

2.2. Definicija entropije i osnovne osobine

Neka je dat sistem {X, p(x)}. Taj sistem je neki izvor informacije.
Zamislimo da smo izabrali element iz skupa X sluc¢ajno (prema raspodeli
verovatnoée p(x)). Zbog definicije sistema, verovatnoc¢a da smo izabrali
element x; je p(x;) (ili skraceno p,). Pre nego Sto smo uzeli element,
imali smo odredenu koli¢inu neizvesnosti u vezi sa ishodom, a posle
izbora dobijamo odredenu koli¢inu informacije o izvoru. Tako su
pojmovi neizvesnosti (entropija) i informacije povezani.

Entropijom dakle merimo apriornu neodredenost sistema.
Kako mozemo definisati funkciju H(p4,...,p,) koja meri

neizvesnost sistema? Treba voditi racuna o slede¢im osobinama
neizvesnosti sistema kada definiS§emo funkciju:

1.) Trazimo takvu funkciju koja je definisana za svaki realni broj,
za koju vazi

n

p. <1,iefl,..,n}, ) p.=1.
L ; L

Pored toga funkcija H(py, ..., p,) treba da bude neprekidna, tj. mala
promena u verovatno¢i treba da izaziva malu promenu u neizvesnosti.

2.) Kada imamo jednako verovatne ishode, 1 ako imamo vise
ishoda, treba da imamo i vecu entropiju, tj. Sto je veci broj stanja veca je i

1 1 1 1
il en( 1)
n n n+1 n+1

3.) Neka je skup X = {xy, ..., x,} podeljen na neprazne disjunktne

neodredenost

blokove @, ..., Q,, k > 1. Neka je verovatnoca da je elemenat x; izabran
D, =% za svako i = 1,..,n. Neka je |Q,| =q, i=1,...,k (Tada vazi
2.q; = n). Izaberemo jedan blok na slu¢ajan nalin. (Verovatnoce izbora
blokova su srazmerne broju elemenata u tim blokovima, a to je p(Q;) =

qi;/n.) Posle toga iz tog bloka treba da izaberemo jedan element. Tada
imamo sledece uslovne raspodele, gde x; pripada bloku Q;:
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0, Il#u
(x|Q) —L—u'

u
Tada mozemo racunati
1
() = Z (510)p(@) = — T4 =
Dakle, verovatnoc¢a da je element x; izabran direktno iz skupa X
jednaka je sa verovatnocom da ¢emo prvo izabrati blok gde se x; nalazi,

a onda izabrati element x; iz bloka. To implicira da i entropija mora imati
analogno svojstvo.

Sa jedne strane imamo entropiju sa ravnomernom raspodelom

verovatno¢e koja je H (%, ,%) Sa druge strane, kada prvo odaberemo

blok tada je neodredenost H (%, ""q_,f)‘ Posle izabranog bloka jos uvek

imamo neodredenost elemenata iz bloka. Tako moZzemo izraziti prosecnu
neodredenost na slede¢i nacin:

k k
. ; . q; 1 1>
) - (neodredenost izabiranja iz Q.) = —“H{—,..,—).
glp(QJ ( jaizQ,) ;:1” <qi Z

Dakle, dobili smo da je entropija tada:

1 1 i
H(—,...,—)_ q1 . Zq— (— . )
n''n Lin\q" g,

Ako je k = 1, tada

k
H(1) = H() + Z%H(l) —H1) +H(Q),

dakle,
H(1) = 0.

Teorema 2.1. Funkcija H zadovoljava osobine 1.)-3.), za 0 < p; <
1,ie{1, ...,n}, Y=, p; = 1 ako i samo ako ima oblik

n
Hb(pl' "-'pn) = _zpi lOgb b,
i=1

gdejeb > 1.
Dokaz: (<) Prvo dokazujemo da H;, zadovoljava osobine 1.) - 3.).

1.) Funkcija H, je dobro definisana i1 neprekidna je, jer je
kompozicija neprekidnih funkcija.
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2.) Treba dokazati da H (%, ) %) <

nejednakosti su ekvivalentne:

H ( ! ..,ﬁ),neN. Sledece

n+1’’

n 1 1 n+1 1 1
_;;10&’5<_;n+110gbn+1'
1 1 1 1
—n-Elogb;< —(n+ 1)-mlogbn+1,
1ogb1 > log, L,
n n+1
1,1
n- n+1

To jeste pravilno posto je n prirodan broj 1 baza logaritma je b > 1.

3)
" " K k
@ % a N, % N
H(z,...,z)-l- ZH<E. a)— ang +Z log q;

Sto je 1 trebalo dokazati.

(=) Naka su m i n takvi da, m,neN, m|n, b; = m,Vie{1, ..., k} i
k= % Tada je

Na osnovu osobine 3.) imamo da je

k
1 1 m m m 1 1
H (—, —) —H (—, —) +Z—H(—, —)
n n n n = n m m

11
= H(% %) +H<E, E)

Neka sada bude n = m®, m, seN, onda entropiju mozemo napisati
u slede¢em obliku

1 1 1 1 1 1
T Y S S T

Obelezimo sa h slede¢u funkciju
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h(n) =H (% 1)

n

Do sada smo pokazali da za h vazi
h(m®) = h(m*™1) + h(m).
Indukcijom po s dobijamo da je
h(mS) = s - h(m), Vm, seN.
Sada koriste¢i osobinu 2.) dobijamo da je
h(m®) < h(ms*1),
jer je funkcija h strogo rastuca. Iz prethodne nejednakosti dobijemo
s-h(m) < (s+ 1) - h(m).
Posto seN sledi da je h(m) > 0.

Iz osobina prirodnih brojeva neposredno sledi da za proizvoljno
1, teN, postoji s takav da vazi

(1) ms <rt <mstL,
Zam=1toje H(1) =h(1) =0
Zamrazlicitood 1izar = 1vazidaakos =0
mP < 1' < mO0+!
1<1<m
Sto je u redu jer m nije 1.

Primenimo funkciju h na nejednakosti (1) i dobijemo
h(m®) < h(r") < h(m**Y),
s*h(m)<t-h(r)<(s+ 1) -h(m).
Delimo izraz sa t - h(m) i dobijemo

s h(r) s+1
(2) t = h(m) t

Ako logaritmujemo m® < rt < ms*1 dobijamo

s-logm <t-logr < (s+1)-logm,

s logr s+1
2 2T
3) t ~ logm < t '

Iz (2) zajedno sa (3) sledi

h(r) logr
h(m) logm

1
=

Ako uzmemo da t — oo, tada dobijamo
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h(r) _ logr

h(m)  logm’

h(r) _ h(m)

logr  logm’
) : . () _ : _
ogr € konstantan izraz za sve r, tj. ogr = C, pa je h(r) =

Clogr,C >0, zato je i h(r) > 0. Za specijalno izabrano b moze se
dobiti da je C = 1, tada za reN vazi

h(r) =log, .
Iz osobine 3.) sledi

K k
b b b; b;
H (—1, ,—k) =h(n) — Z#h(bi) = log, n — z#logb b;

n n

i=1 i=1
k
Z bi lOgb bi
l.n n
i=1
) ) ) . .. . by by,
Svaki racionalan broj Py -, P, MOZemo napisati u obliku e

tako da svodimo na zajednicki imenilac (a kada imamo realne brojeve
zbog osobine 1.) svaki realan broj moze se izraziti kao limes racionalnih
brojeva jer je funkcija H neprekidna) i pri tome dobijemo

k
Hy(py ipy) = — 2 p,log, p,.
i=1

Dakle, dosli smo do definicije entropije:

Definicija 2.5. Neka je dat sistem {X,p(x)}, gde je X =
{x1,... %}, p, = p(x)). Tada je funkcija entropije raspodele:

n
HX) =H(y, ....,Pn) = —Zpi -logy, p;-

=1

Napomena: Primetimo da vazi:
Jirg+plogbp =0
Ako definiSemo da je 0 - log 0 = 0, tada entropiju mozemo racunati
1 za raspodele u kojima se pojavljuje p = 0.
Primer 2.2. Neka imamo sistem X = {x;}, p(x;) = 1, tada
H(X) = H(x;) = —p;-log,p; = —-1-0=0,

dakle nemamo neodredenost u ovom sistemu. Taj sistem moze biti na
primer nepravilan nov¢€i¢ koji ima sa obe strane grb.
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Jedinica za entropiju je bit ako je baza logaritma b = 2. Do te baze
mozemo do¢i na slede¢i nacin: Posmatramo binarni sistem sa dva
jednakoverovatna stanja, tj. imamo

11 -
H <§'E) = —Czl pi - logyp; = h(2).
i=

Ho¢emo da dobijemo da je h(2) =1, tj. treba tako izabrati
konstante bic da

clog, 2 =1.
Za c = 1 dobijemo da je baza b = 2, pa je h(2) = 1 bit.

Napomena: U ovom radu bit smatramo kao meru entropije, a ne
kao meru memorije. U navedenom Primeru 1.2. entropija sistema je 0
bitova, medutim, ako hoc¢emo sacuvati jedan ishod tog eksperimenta
onda nam treba 1 bit memorije za direktno ¢uvanje te informacije.

Ako posmatramo funkciju H(p,1—p) =—plogp —
(1 —p)log(1 —p), tada dobijamo maksimalnu vrednost, za p = 0.5.
Kao §to i ofekujemo intuitivno: neodredenost sistema je najveca ako je
stanje sistema jednako verovatna (Slika 1.). To vazi i za funkciju
H(p4, .-, Pn), ona maksimalnu vrednost dostize kada je p, =p, =--- =

1
pnz_'

n

0 N AN S SN NS SN SR S

0 01 020304050607 0808 1
P
Slika 1.
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2.3. Sistem komunikacije

Izvor informacije generiSe poruku i Salje preko kodera. Koder
transformise poruku u odgovarajué¢u formu, u kodne reci i tako poruka
ide kroz kanal. Informacije se prenose sa jednog mesta na drugo putem
kanala. U kanalu su moguc¢e smetnje, i zato su moguce greske u poruci.
U opstem slucaju koder dodaje informacije (za poruku) koje sluze da
dekoder detektuje 1 ispravi greske. Posle toga poruka stize primaocu koji
je krajnji cilj informacije.

izvor ﬁ kanal

smetnje

dekoder —>| primalac

b

Slika 2.

Izvor informacije moze biti na primer covek koji telefonira, tada je
kanal telefonski kabel, a primalac je drugi ¢ovek. Drugi primer za
komunikacijski sistem je e-mail koju Salje banka, tada je komunikacijski
kanal internet kabel, izvor je automatizovan sistem koji $alje poruku, a
primaoci smo mi.

2.4. Komunikacijski kanal

Definicija 2.6. Neka je dat konaCan skup X = {xi,..,x,},
elemente skupa X nazivamo slovima, a skup X je alfabet. Uredene n-
torke slova su re€i, a skup

x = Jx,

ieN
je skup svih re¢i nad X. DuZina reéi je n = |x| ako je xeX", tj. re¢ ima n
slova.

Napomena: Zbog jednostavnosti re¢ (x4, ..., X,,) obelezavacemo sa
X1 e Xy

Moze se dodati skupu reci i prazna re¢ @, koja po definiciji ima
duzinu nula, |@| = 0. Tada obelezimo sa X© = X" U @.

Definicija 2.7. Neka su x,yeX®, x = (x1, ..., %), VY1, oo Vi),
tada binarna operacija nadovezivanja reCi x 1 y je

7Z = xy = xl --.xnyl ym’

gde je x prefiks u reci z, a y je sufiks.
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Definicija 2.8. Diskretni komunikacijski kanal K sa ulaznim
alfabetom U = {uy, ..., u,} 1 izlaznim alfabetom V = {v;, ..., v, } definiSe
se kao uredena trojka K = (U, P,V), gde je P = {p(y|(x,i)): xeU™y €
V™, neN, ieT ={0,1,2, ... }} kolekcija uslovnih raspodela verovatnoce,
gdejeie T = {0, 1,2, ... } trenutak emitovanja.

Kanal je diskretan jer su skupovi U i V konacni.

Verovatnoéa p(y|(x,i)) je data zbog smetnje kanala, tu
verovatnocu shvatamo intuitivno kao verovatnoc¢u da se na izlazu pojavi
re¢ y, ako je na ulazu primljena re¢ x.

Definicija 2.9. Komunikacijski kanal je stacionaran ako
p(1(x, D) =p(I(x.)), Vi jeT,
dakle vreme nema ulogu u prenosenju.
Definicija 2.10. Kazemo da je kanal K bez memorije, ako je K
stacionaran i vaZi za svako n, (x4, ..., x,)eU", (3’1' " yn)EV"
pW1%) = p(1, o, I Gty s %)) = PO1%L) * oo P |%),

tj. ako je pojava bilo kog slova na izlazu nezavisna od pojave prethodnih
izlaznih slova.

Jedan diskretan kanal bez memorije dat je na Slici 3.

X1 @ o

X @ ® v
P(xily;)

X @ >0 v

Xn @ ® v,
Slika 3.

Definicija 2.11. Preko uslovnih verovatno¢a definiSemo matricu
kanala II formata a X b

p(viluy) - p(wpluy)
H: H i .

)

pilug)  p(vlud)

gde je a broj elemenata ulaznog alfabeta (a = |U|), b je broj elemenata
izlaznog alfabeta (b = |V]).

Tada kanal bez memorije oznacavamo sa K = (U,I1, V).

Definicija 2.12. Kanal je simetri¢an po ulazu ako su sve vrste
njegove matrice obrazovane permutacijama elemenata prve vrste.
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Definicija 2.13. Kanal je simetri¢an po izlazu ako su sve kolone
njegove matrice obrazovane permutacijama elemenata prve kolone.

Definicija 2.14. Kanal je simetri¢an ako je simetri¢an i po ulazu i
po izlazu.

Primer 2.3. a) a-arni simetri¢ni kanal je takav simetri¢an kanal
koji ima matricu Il formata a X a, a > 1.

b) Najznacajni simetri¢ni kanal je binarni simetricni kanal (BSC),
koji ima matricu kanala formata 2 X 2,tj. a=b=2, U=V ={0,1},
p <05

nz[l—p P
p 1-p

p je verovatnoca greske za jedan bit.

Na Slici 4. dat je binarni simetri¢ni kanal.

Oe P - o]
1-p
1-p
[ ]
1 P > 0
Slika 4.

O

Lema 2.2. Neka su dati brojevi pl,...,pn,ql,...,qn>0. Ako
Yie19; < Y- p, tada

n n
> p,10g,p,2 ) p;log,a,
i=1 i=1

Jednakost vaZi pod uslovom da su q, = p; zasvei = 1,...,n.
.. : log,. b
Dokaz: Znamo da vazi Inx <x—11idalog b = ]Z:—Ca. Za a = x,

c

b =21c = eimamo

Inx

IOgZ X = m

Vratimo u nejednakosti da je Inx =log, xIn 2 i dobijamo
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log, xIn2 < x—1.

Neka su x; = %,i =1,..,n. Tada

i

logz%an < L 1.

i i
Mnozenjem nejednakosti sa p,/In 2 i sumiranjem po i dobijamo

Zp 10g2 —Zz —pi=m<2qi—2pi>-
i=1 i=1 i=1 i=1
Po pretpostavci Leme YL, q, — XL p, <01 ﬁ > 0 dobijamo da

je

n
q;
p.log,— <0,

odnosno,

n n
z p;log,q; — Z p;log,p; <0
i=1 i=1

Sto je i trebalo dokazati.

Jednakost dobijemo ako i samo ako Inx = x — 1, tj. x = 1, tada je
q;=p;zasvel = 1,...,n
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3. Teorija kodiranja

DefiniSemo najbitnije pojmove koji su neophodni da bismo se
bavili analiziranjem strukture kodova. Sledi kratak osvrt na kodiranje bez
smetnji, gde ¢emo se baviti najvise prefiksnim kodovima.

3.1. Kodiranje

Definicija 3.1. Neka su dati konacni neprazni skupovi A =
{ay, ..., aq} 1 B={f, ..., 0}, A nazivamo alfabetom izvora, dok je B
alfabet koda, broj b = |B| je baza koda.

Definicija 3.2. Neka je A’ € A*. Svaka injekcija f: A’ > B* je
jedno kodiranje nad alfabetom A. Skup f(A") € B* je kod. Elementi
skupa f(A") su kodne rei odgovarajucih re¢i iz A’. Kodiranje je
alfabetno ako je A’ = A, tj. ako se kodiraju ta¢no slova alfabeta A.

U nastavku se bavimo samo alfabetnim kodiranjem. Kao $to smo
definisali gore, to je injekcija f:A = B*, AC A", a kod V = f(4) je
skup re¢i, podskup od B*. Svaka poruka — re¢ nad alfabetom A kodira se
slovo po slovo. Tako dobijena re¢ nad alfabetom B se takode nalazi u
skupu B”".

Primer 3.1. a) U alfabetno kodiranje spada i Morzeov kod koji se
koristio u telegrafiji od 1837. godine.

A- |F. |Kem [P (U |Z—- |4om |9
B-. |G- |Le. |Q-v [V.- |0-— 5. e
Com. |Huo |[M—- |Reo. |[Wem [l 6 |,
D-. |I.. N-. S [ Xem |20 [T |2
E. Jo— |O— |T- Yo |3 |8 |1

b) Srpski jezik: ako koristimo za kod latinicu, tada kodiranje nije
alfabetno jer na primer imamo slovo ,,j“ i ,1“ a imamo 1 slovo ,,lj*. A
kada koristimo ¢irilicu tada je kodiranje alfabetno.

O

Definicija 3.3. Neka je X " konatan podskup skupa X", tada je X ’
skup svih prefiksa reci iz X ;

Primer 3.2. Neka je dat X ={0,1}, X' = {00, 10, 011, 111},
tada skup svih razlic¢itih prefiksa je

—

X = {9,0,1,00,01,10,11,011,111}.
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O

Elementima skupa X mogu se jednoznacno pridruziti ¢vorovi
jednog drveta (orijentisanog povezanog grafa bez konture) na sledeci
nacin:

Cvorovi grafa su re¢i. Neka su x 1 y reci. Iz ¢vora x vodi grana u
¢vor y ako i samo ako y = xa, gde je aeX, dakle slovo.

Primer 3.3. Kodno drvo Morzeovog koda je dato na slici 5. (na
slici se vidi samo engleska abeceda bez dodatnih simbola i brojeva)

Slika 5.

O

MoZemo posmatrati problem dekodiranja na slede¢a dva nacina: u
prvom sluc¢aju dekodiramo u kanalu bez smetnje, tada se bavimo
problemom kako treba da definiSemo kodiranje da kod bude Sto efikasniji
1 da omogucuje jednozna¢no dekodiranje. U drugom slucaju dekodiranje
se deSava u kanalu sa smetnjama i1 onda ako detektujemo greske u toku
dekodiranja, ako je moguce treba ispraviti te greske.

3.2. Kodiranje u kanalu bez smetnji

Definicija 3.4. Kod je blok-kod ako su sve njegove kodne reci iste
duzine. Blok-kod se zove jos$ i kod sa fiksnom duzinom kodnih reci. U
suprotnom kod je sa promenljivom duzinom kodnih reci.

Primer 3.4. ASCII kod (American Standard Code for Information
Interchange - Americki standardni kod za razmenu podataka) je blok-kod
koji obrazuje kodne reci na 8 bitova. Od tih 8 bitova koristi se samo 7
bita, a na 8. —prvi bit sa leve strane- se stavi nula (posSto su racunari
koristili naj¢es¢e 8 bita za kodiranje, ponekad osmi bit je sluzio za
ispravljanje greSaka — tada kreiramo takve kodne reci da svaka sadrzi
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paran broj jedinica, tada osmi bit moze biti 1 0 1 1), tako se ASCII kod
sastoji od 128 kodnih reci. Od tih 128 kodnih re¢i 33 (prvih 32 i
poslednja re€) su upravljacki znakovi, koji se ne mogu Stampati, nego
upravljaju izlaznim uredajima (na primer kod 10 pravi ,,novi red”’). Na
preostala mesta su stavljeni znakovi koji se mogu Stampati: mala i velika
slova latinske abecede, brojevi i znakovi. U tabeli je dat ASCII kod.

o| 1,23 |4|5|6|7|8|]9|A|B|C|DJ|E]F
0| Z| S| 5| 5|8|8|E8|2|8|=|=|s|e|5]|8|s
23|23 |3|2|5|8|5|5|8|8|«|8|ce]|:
2 ! #1085 | % | & Cl )y [ 1+, /
3o (1|2 (3|4 |S5]|61]7]|8]9 <= > 7?
4l@| A | B|C|DJ|E|F|G|H]|TI K|L|M|N]|O
SIP|{Q|R|S|T|U|V I IW|X|Y|Z]|[|\N]|1]|]"]._
6 a|b|c|d|]e| f|g|h |1 ]|j|]k|]]l|m|n]|o
7pqrstuvwxyz{\}~g

Tablica se koristi tako da prvo ¢itamo u kom redu je kodna re¢, to
prepiSemo u binarnom zapisu sa 4 bita, a posle ¢itamo u kojoj je koloni
(kolone A, B, C, D, E i F redom odgovaraju binarnom zapisu brojeva 11,
12, 13, 14 i 15), i to takode prevodimo u binarni zapis sa 4 bita. Na
primer, slovo N je u 4. redu, to je u binarnom kodiranju 0100, i nalazi se
u 14. koloni (kolona E), to je 1110. Dakle, u ASCII kodu slovo N je
01001110.

UTF-8 (8-bit Unicode Transformation Format) je razvijenija
verzija ASCII koda, koji se 1 danas koristi za kodiranje alfabeta na primer
kod Microsoft Windos i Linux. On je sa promenljivom duzinom kodnih
re¢i. Kodna re¢ iz ASCII koda kodira se sa 8 bit=1 bajt. Te kodne reci
uvek pocinju sa 0. Ostale simbole UTF-8 kod kodira sa vise bajtova tako
da prvi bajt pocinje sa onoliko jedinica sa koliko bajtova se kodira dati
simbol, a svaki sledeci bajt pocinje sa 10.

O

Definicija 3.5. Kod V je prefiksni kod ako ne postoji takva kodna
re¢ koja je prefiks neke druge kodne reci.

Primer 3.5. a) Morzeov kod nije prefiksni kod, na primer slovo K
je ==, a to je prefiks kodne re¢i C1Y.

b) Kod V = {0,1,20,21,220,221} je prefiksni.

¢) bilo koji blok kod je prefiksni (jer u suprotnom imali bismo
jednake kodne reci ili bi postojala bar jedna kodna re¢ koja ima razlicite
duZzine od ostalih.)
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Prefiksni kodovi su vazni poSto oni omogucuju jednoznacno
dekodiranje kao $to se vidi u slede¢em tvrdenju.

Teorema 3.1. Prefiksni kod omogucuje jednoznacno dekodiranje.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka je x re¢ koju mozemo
dekodirati na bar dva nacina:

X = Ui1 "'vik = Ujl "'vjm’

v; v, €.

gdesuv;,..,v eV

iy
Posto dekodiranje nije jednoznacno, postoji bar jedan par v;, i v
gde vazi

vyl < |v; | ili vy > 1w |.

To znaci da je jedna kodna re¢ prefiks druge, a to je kontradikcija
sa pretpostavkom da je kod prefiksni. Dakle, prefiksni kod omogucuje
jednoznacéno dekodiranje.

Primer 3.6. Morzeov kod nije prefiksni kod, ali omogucuje
jednoznaéno dekodiranje. Posle svakog slova Salje se pauza u poruci.
Ako ne bi bilo te pauze, tada se ne bi znalo na primer kako da
dekodiramo niz simbola ,,---“, tj. da li je to ,, TTT*, ,MT*, ,, TM*“ ili ,,O*.

O
O postojanju prefiksnog koda govori Kraftova nejednakost.

Teorema 3.2. Neka su dati proizvoljni prirodni brojeviny, ...,ng, b,
b > 1. Postoji prefiksni kod V = {v,, ..., v,} takav da je baza koda b i
duzine kodnih reci su ny = |vq|,...,n, = |v,| ako i samo ako je ispunjena
Kraftova nejednakost:
a
Pt
i=1

Dokaz: (=) Neka je dat prefiksni kod V = {v,, ...,v,}, b = |B|,
ny = |vl,....nqg = Vgl

Oznac¢imo sa n maksimalnu duzinu kodne reci
n = max{ny, ..., Ng}.
DefiniSimo skup B, na slede¢i naCinin:
B, = {xeB": v; je prefiks u x.}
Tada vazi da je B,, NB,, = @, za i #j, i,je{l,...,a}. Ako bi

postojala neka re¢ koja se nalazi u oba skupa, tada bi jedna kodna rec bila
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prefiks druge, a ovo je kontradikcija jer je V prefiksni kod. Pored toga,
vazi

jer smo elemente skupa B, izabrali tako da pripadaju skupu B".

Pokazimo da je |By,| = ™" Znamo da je |B"| = b". U svakoj re¢i prvih
n; elementa ¢ine kodnu re¢ v;, a na preostalih n — n; mesta rasporeduju
se elementi iz skupa B.

Zbog gore navedenih osobina {B,:0 <i<a+1} je familija
disjunktnih podskupova iz B", zato je ispunjeno

a
D 1Byl =
i=1

a

Us.

i=1

<",

£.

Ako podelimo nejednakost sa b dobi¢emo Kraftovu nejednakost:

a
n
;b <1

(&) Neka je sada ispunjena Kraftova nejednakost. Bez umanjenja
opstosti pretpostavimo da je ny < n, < -+ < ny.

Posmatrajmo kodno drvo, koje ima na poslednjim granama ¢vorove
duzine n, cifara, gde su cifre uzete iz skupa B. (Slika 6.)

06 61 o(b-1) 10 11 1{p-1)" ~ (b-10 (b1 (b-1)(b-1)

0.00 0.01  0.0(A1)  (b1)..(b-10 (b).(b-1)1 (b-1)..(B-1)(b-1)

n- n- n-1 n-1 n-1 n

Slika 6.

U prvom redu, dakle imamo b razli¢itih reci sa 1 cifrom, u drugom

b? dvocifrenih, i tako dalje do zadnjeg reda, gde se nalazi ukupno b™
reci koje su duzine n,.

Kodne reci biramo na slede¢i nacin: Prva kodna re¢ vq, treba da
ima kodnu duZinu n,, zato sa kodnog drveta uzmemo prvi ¢vor sa leve
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strane koji ima nq cifru. Sve ostale ¢vorove koji se nalaze ispod ¢vora v,
briSemo. Na taj na¢in ¢emo obezbediti da v{ ne bude prefiks nijedne reci
u novom kodnom drvetu. Prilikom brisanja ¢vorova, obrisali smo b" ™
¢vorova duZine n.

Za drugu kodnu re¢ v, ponovo izaberemo sledeci ¢vor sa kodnog
drveta tako da on bude prvi sa leve strane koji ima n; cifara i razlikuje se
od v;. Ponovo briSemo sve ¢vorove koji izlaze iz v,. Prilikom brisanja
&vorova, obrisali smo b" "2 &vorova duzine n.

Postupak ponavljamo a puta i dobijamo prefiksni kod V =
{vi, ..., U}

Sve ostale ¢vorove koji su desno od v, i nismo koristili briSemo.

Postavlja se pitanje da li imamo dovoljno ¢vorova kod kodnog
drveta? Odgovor je da, poSto smo pretpostavili da vazi Kraftova

nejednakost 1 obrisali smo ukupno
bn—nl + bn—TlZ + . + bn—na

¢vorova duzine n.
n

Kada govorimo o kanalu bez smetnji jedan bitan faktor je tzv.
prosecna duzina kodnih reci, §to meri efikasnost dekodiranja.

Definicija 3.6. Izvor informacije nad alfabetom A = {ay, ..., a;,}
je ureden par (4, P), gde je P = {A",p(a4, ...,a,)}, zasven € N.

Definicija 3.7. Entropija stacionarnog izvora 4 je

H(A) = lim H(A”),
n

n—-0o
gde je H(A™) = = Y(a,..apear P(@y, -, @) 10gP(ay, ., @y).

Moze se pokazati da svaki stacionaran izvor ima kona¢nu entropiju.
Ako imamo da je A stacionaran izvor bez memorije. tada je entropija
izvora A jednaka sa H(A).

Definicija 3.8. Neka je dat izvor (4,P) i kod V = f(A), pri Cemu
je A={ay,..,a,}, P={py,..,pa}, raspodela verovatnoce, gde je
p; = p(@;). Obelezimo sa n; = |a;| duZinu kodnih reci. Tada je prose¢na

a
ny = z pini'
i=1

Napomena: Prosecne duzine kodnih re¢i mozemo uporediti ako
razni kodovi imaju istu bazu koda. U opStem slucaju, Sto je veca baza
koda, mozemo formirati manju prose¢nu duzinu kodnih reci.

duzina kodnih reci
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Primer 3.7. Neka je dat A ={a;, @, a3 a4, a5} 1 raspodela
verovatnoc¢a je p, = 0.5, p, = 0.2, p, =0.1, p, = 0.1 i p, = 0.1. Dati
suV ={0,10,110,1110,1111} i W = {00,01,10,110,111} dva binarna
koda za izvor A. U tabeli su dati odgovaraju¢e duzine kodnih reci.

@i p; v n;(v) w n;(w)
aq 0.5 0 1 00 2
ay 0.2 10 2 01 2
as 0.1 110 3 10 2
ay 0.1 1110 4 110 3
as 0.1 1111 4 111 3

Po datoj formuli prosecne duzine kodnih re¢i su ny =2 1 ny =
2,2.

O

Sledec¢a dva tvrdenja odreduju granice u kojima se kre¢e ny. Prvo
posmatramo teoremu za donju granicu.

Teorema 3.3. Neka je dat izvor (A, P) i baza koda b. Tada za svaki
V = f(A) koji omogucuje jednoznacno dekodiranje vazi:

_ _H@
W2 1gb

gde je H(A) = — Y.i-, p; log p; entropija izvora.

Dokaz: Znamo da vazi Y p, = 1 i takode znamo da zbog Kraftove

nejednakost vazi Y%, b "t < 1. Zadovoljene su pretpostavke Leme 1.2.
(za q; uzmemo q, = b~ ", i = 1, ..., a), odnosno

a a
Z b—ni S Z pi,
i=1 i=1

pa prema lemi dobijamo
a a
- Z pilogh™ = — z pilogp;.
i=1 i=1
Posto je

a
- Z p;logp; = H(A4),
i=1

a a
—Z p;logh™i = Z p;n;logb = logb ny,
i=1 i=1

zato dobijamo
H(A) < nylogb,
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odnosno

Napomena: Najmanja vrednost koju mozemo dobiti za ny je dakle
7, = 1A
V= logb

znaci da ¢e ny dosti¢i navedenu donju granicu jedino ako se raspodela
verovatnoce izvora sastoji od celobrojnih stepeni baze koda b.

, koju dostizemo ako i samo ako je p;, = b Mi=1,..a To

Sledece tvrdenje pokazuje da uvek moZemo posmatrati prefiksni
kod s kojim ¢emo se dovoljno dobro pribliziti donjoj granici prosecne
duzine kodnih reci.

Teorema 3.4. Neka je dat izvor (A, P) i baza koda b. Tada postoji
prefiksni kod V = f(A) za koji je

_ _H@A
Ny <m+ 1.

Dokaz: Neka su ny, ..., n, prirodni brojevi takvi da
bM<p, <b " i=1,.,a
Sumiramo gornju nejednakost po i 1 iz leve strane dobijamo
a a
-n; —
2 b < Z p, =1,
i=1 i=1
odnosno zadovoljena je Kraftova nejednakost, pa iz Teoreme 3.2. sledi

da postoji prefiksni kod na datom izvoru (4, P) sa bazom koda b tako da
su duzine kodnih reci nq, ..., n,.

Sa druge strane imamo nejednakost
p,<b™i=1,.,a

Ako logaritmujemo izraz i pomnoZimo sa p; dobijamo
p;logp, < p,log pmt

Sumiramo izraz po i
a a
Z p;logp, < Z(—nmi +p,)logb,
i=1 =1

H(A) <
E —N:D: 1
10gb < 1( nlpl)+ )
L=

odnosno
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H(A) _ _
logb >y
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4. Kodiranje u kanalu sa smetnjama. Blok-kod

Prelazimo na kodiranje sa smetnjama. U ovom poglavlju ¢emo se
osvrnuti na to, da li se desila greSka u kodiranju. Za ispravljanje gresaka
postoje raznovrsni kodovi, a najpoznatija klasa je blok-kod. U teoriji
kodiranja blok-kodovi su veoma bitni posto se u praksi koriste na puno
mesta. Posebna klasa blok-kodova koja ima Siroku primenu, su linearni
kodovi s kojima ¢emo se kasnije baviti.

4.1. Definicija i osnovni pojmovi

Definicija 4.1. Neka su dati konacni skupovi 4 = {4, ..., g} 1
B ={f;,...,0p} , A je alfabet izvora, B je alfabet koda, b = |B| je baza
koda. Svako 1 —1 preslikavanje f: A = B", V = f(A) € B™ je blok-
kod sa duzinom kodnih rec¢i n, a broj a = |A| je kardinalnost blok-koda.

Napomena: U nastavku rada analiziramo samo stacionarne kanale
bez memorije.

Da bi postojao blok-kod V € B™ za dati alfabet izvora i alfabet
koda treba da bude zadovoljeno sledece tvrdenje.

Teorema 4.1. Za date brojeve a,b,n € N postoji blok-kod
V = f(A) € B™ sa bazom koda b i kardinalnosti a ako i samo ako je
1
n= o8 a'
log b

Dokaz: Broj kodnih re¢i ne moZze biti ve¢i od ukupnog broja reci
nad B", tj.

a<bm™

Logaritmujemo nejednakost da izrazimo n 1 dobijamo trazenu
loga

nejednakost n > .
logb

Neka su ¢ =(cq,...,¢c) 1 d=(dq,..,d,) reci duzine n.
Verovatnoca da se re¢ d pojavi na izlazu, ako je na ulazu primljena rec ¢
je

p(ie) = | [peilen,
i=1

ili mozemo napisati tu verovatno¢u za BSC kanal i na slede¢i nacin:

p(dlc) =p*(1—p)"~¢,
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gde je e broj mesta gde se c i d razlikuju.

Pretpostavimo da je kodna re€ poslata preko kanala i da je stigla re¢
x. Ako je x kodna re¢ pretpostavljamo da nemamo gresku, a ako x nije
kodna re¢ tada treba ispraviti greSku. Jedna mogucnost je tzv.
dekodiranje maksimalne verodostojnosti (MLD metoda-maximum
likelihood decoding) koja uzima onu kodnu re¢ v, ¢ija je verovatnoca
najveca da je prihvacena rec x:

P(x|v,) = max P(x|v).
vev

Napomena: Pod greSkom se uvek podrazumeva samo zamena
simbola, a ne ispadanje ili umetanje simbola.

Primer 4.1. MLD ne mora da odreduje kodnu rec jedinstveno. Na
primer ako imamo V = {00,11} i prihvaéena je re¢ x = 01 i neka je
verovatnoca greske p = 0.1 tada je

P(01]00) = 0.9 0.1 = 0.09,
P(01]11) = 0.1- 0.9 = 0.09.

Uvodimo binarne operacije + i - na skupu {0,1}:

+ 0|1 -1 0] 1
01011 01010
1|10 1101

({0,1}, +,) je polje, koje oznacavamo sa F5.

Operacija + se moze proSiriti na skup {0,1}*: x,y € {0,1}", x =
(x4, ey Xn), ¥ = (¥4, .v, V) na sledeci nadin

x+y =01+ V1,00, X0 + Vo).

Defini§imo operaciju -:{0,1} x {0,1}"* — {0,1}" na slede¢i naéin:
a € {0,1},x € {0,1}"

a-x=(@a-xq,..,a xy),
ili drugacije
a4 x= {(0, .).C.’,Oc)l,=a1 0.
Gore navedene operacije su date nad F.
Definicija 4.2. Nad Z, = {0,1,...q — 1}, definiSimo binarne

operacije sabiranje + i mnoZenje -, za svaki a, b € Z, tako da

a+ b = (a+ b)modg,
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a*b = (a-b)modg.

Napomena: Za g prost broj ¢emo Z, obelezavati sa F,.
Koristicemo iste oznake i u Fg, ali one nee stvarati konfuziju u

nastavku.
(Zg,+,) je prsten.
Definicija 4.3. Norma vektora je unarno preslikavanje

I [I:{0,1}® — N tako da za x € {0,1}" je:

n

Il =) x:

i=1
Definicija 4.4. Hemingovo rastojanje je binarno preslikavanje
d(,):{0,1}" x {0,1}" — N, definisano za x,y € {0,1}" na slede¢i nacin

n

d@y) = llx +y = ) x4+

i=1
Pojam Hemingovog rastojanja mozemo uopstiti za bilo koji alfabet
B. Najces¢e dokaze tvrdenja ¢emo izvoditi za |B| = 2, ali ¢e vaziti za
proizvoljno |B| > 2. Pored toga u Primeru 4.3. navodimo kodove

definisane nad B, gde je |B| razli¢ito od 2.

Definicija 4.5. Hemingovo rastojanje izmedu re¢i x i y nad
alfabetom B (duzine reci je n) je broj koordinata na kojima se ti vektori
razlikuju:

d(x:y) = d(xliyl) + d(xZ'yZ) + -+ d(xnryn)'
gde vrednosti d(x;, y;) dobijemo na sledec¢i naéin:

_(Lxi=w
dCey) ={g e 20
Kako smo definisali Hemingovo rastojanje za bilo koji alfabet B,
slino se moze definisati i norma vektora za |B| > 2.

Definicija 4.6. Neka je data proizvoljna re¢ x iz skupa B" Norma
vektora x je broj nenula koordinata u reci, tj.

x|l = d(x, 0).

Mozemo navesti metod koji koristi Hemingovo rastojanje za
ispravljanje greSaka. To je metod minimalnog rastojanja (MDD-
minimum distance decoding). Kao §to smo ve¢ napomenili, mozemo
racunati verovatnocu da je re€ x stigla ako je v poslata kao

p(x|v) =p*(1—p)"~°,
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gde je p < 0.5. Ta verovatnoca je veca ako je n — e vece, tj. §to je e
manje, odnosno $to je manje d(x, v). Dakle, re¢ x dekodiramo kao kodnu
re¢ v, koja je na minimalnom rastojanju od x

d(x,v,) = min d(x,v).
Primer 4.2. Neka je V = {0000,0011,1111}. Neka je dobijena rec¢

na izlazu x = 1100. x nije kodna re¢ pa primenimo metod minimalnog
rastojanja. Kako je

d(1100,0000) = 2,
d(1100,0011) = 4,
d(1100,1111) = 2,

dobijamo da je d(x,v,) = min,e, d(x,v) = 2, tj. ovaj metod ne daje
jedinstveno resenje.

m

Teorema 4.2. Ako imamo BSC kanal, p < % tada su MLD metod i
MDD metod ekvivaletni.

Dokaz: Neka je dat blok-kod V ={v,,..,v,} 1 x € B". Za
i €{0,...,n}vazi
(1) d(v,x) =i & plxlv) =p'(1-p)".
Znamo da vazi

p’A-p">p'A—p)* !> >p"A-p)

jerjep < %

MDD metod dekodira re¢ x sa v, ako je rastojanje izmedu v i x
minimalno, dok MLD metod dekodira x sa kodnom re¢i v, ako je

verovatnoca da je poslat v ako je primljen x maksimalna. Posto vazi (1)
MLD i MDD metodi su ekvivalentni.

Definicija 4.7. Neka je dat blok-kod V nad B. Kodno rastojanje
zakod V,uoznacid(V)ilid je

d(V) = min d(u,v).

uveEV,u*v

Pomocu kodnog rastojanja utvrdicemo koliko gresaka moze kod da
ispravlja ili da otkrije.

Definicija 4.8. Prolaskom kroz kanala neka se x transformiSe u y,
zax,y € B™". Ako je y = x — e, tada vektor e zovemo vektor greske.
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Neka je dat BSC kanal. Koordinata e; u vektoru e je 0 sa
verovatno¢om 1 — p, tj. ui-toj koordinati nije doslo do greske prilikom
transformacije. e; = 1 sa verovatnocom p, tj. i-ta koordinata se menja.

Definicija 4.9. Svako preslikavanje f:B"™ — V je jedno
dekodiranje.

Ako se y razlikuje od x na s mesta, x,y € B™, tada je |le|| = s ili
d(x,y) =s.

Neka je dat blok-kod V, neka je veV, i 0<s<n,s€N.
Definisemo skup Z¢(v) kao skup koji sadrzi sve reéi iz skupa B" koje
mozemo dobiti od v usled najviSe s greSaka:

Z;(v) ={x € B":d(x,v) <s}.

U metrickom prostoru Z (v) je lopta sa centrom u v i
polupre¢nikom s (Slika 7).

Z(v)

Slika 7.

Definicija 4.10. Kod V omoguéuje ispravljanje s greSaka ako
postoji dekodiranje f tako daje zasve v € V

Z,w) € f ).

Definicija 4.11. Kod V omogucuje otkrivanje s greSaka ako
x€Z,(w) = xeV\{v}
Slede¢e tvrdenje daje potreban i dovoljan uslov za otkrivanje i
ispravljanje greSaka.

Teorema 4.3. Blok-kod V omogucuje:
1) ispravijanje s greSaka ako i samo ako d(V) > 2s,
i) otkrivanje s gresaka ako i samo ako d(V) > s.

Dokaz: i) Neka je dat blok-kod V. Iz definicijne znamo, da on
omogucuje ispravljanje s greSaka ako i samo ako su sve lopte Z(v)
disjunktne, odnosno ako za sve uw,v €V, d(u,v) > 2s. Zato je po
definiciji kodnog rastojanja d(V) > 2s.
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ii) Analiziranjem koda V u metriCkom prostoru primecujemo da u
s-okolini kodne re¢i v ne moZe biti ni jedna druga kodna rec, tj. za svaki
u €V,d(u,v) > s. Po definiciji kodnog rastojanja to je tacno ako i samo
akojed(V) > s.

[

Poznat je Hemingov potreban uslov (videti [9], Tvrdenje 3.46.) za
postojanje blok-koda ¥V € B™ kardinalnosti a koji omogucuje
ispravljanje s greSaka, i glasi da je zadovoljena slede¢a nejednakost:

2n
— = a.
o(3)

Primer 4.3. Dva klasi¢na primera blok-koda, koje svakodnevno
koristimo, su ISBN kod i barkod. ISBN (International Standard Book
Number) kod se koristi za obelezavanje knjiga. Duzina koda je n = 10.
Prva cifra obelezava jezik na kome je knjiga napisana. Sledece 3 cifre
kodira izdavac knjige. Od 5. do 9. cifre je redni broj knjige kod izdavaca.
Zadnja cifra je kontrolna cifra, dobijena od gore navedenih 9 cifara, tako
da svaku cifru pomnozimo sa rednim brojom cifre, tj prvu cifru sa
jedinicom, drugu sa dvojkom, itd. Proizvode saberemo i transformisemo
u skup F14, tj. kodiranje se vrsi na vektorskom prostoru F 19 Ta cifra ¢e
biti kontrolna cifra. Ako je kontrolna cifra 10, obelezicemo sa X. Na
primer ako je ISBN knjige 867031024, mnozimo cifre sa rednim
brojevima i sumiramo; 1:-8+4+2:-64+3-7+4-0+5-34+6-14+7"
0+8-2+9-4 =114, dakle kontrolna cifra je 4. ISBN je nelinearan
(definisace se linearan kod u sledecoj glavi) blok-kod, pomoc¢u koga se

mogu otkriti najvise 2 greske, ali se ne moze ni jedna ispraviti.

Barkod je vrsta koda koji se moze opticki Citati sa odgovarajué¢im
uredajima. Najcesce sluzi za identifikaciju proizvoda. Sli¢no ISBN kodu
bar kod ima jednu kontrolnu cifru. Sastoji se od tamnih i svetlih linija,
¢ije su duzine 1, 2, 3 ili 4. Ispod linija kod naj¢es¢e sadrzi niz brojeva od
13 cifara. Jednu cifru kodiramo sa tamnim i svetlim linijjama duzine 7.
Ovaj kod omogucuje otkrivanje greSaka 1 sadrzi informacije o
proizvodima.
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5. Linearni kodovi

U praksi najces¢e koriSteni kodovi su linearni kodovi zbog svojih
dobrih osobina. Njih lak§e mozemo konstruisati i dekodirati. Linearni
kodovi su opisani parametrima, koji nam pomazu da lakSe vidimo
prednosti i mane koda.

5.1. GeneriSuéa i kontrolna matrica

Definicija 5.1. Kod V je linearni (m, k)-kod nad F, ako je V
potprostor vektorskog prostora F Z, 1 k je dimenzija koda.

Napomena: Kona¢no polje sa g elemenata obelezavacemo sa
Fq=1{0,1,...,q — 1}, pri Cemu je q prost broj.

Definicija 5.2. Kod je ortogonalna dopuna (dual) linearnog
(n, k)-koda V nad F; ako sadrzi svako y za koji vazi

Vx €V, xoy=0.
Oznaka za ortogonalnu dopunu je V*.
Primer 5.1. a) Neka je dat linearan (6,3) —kod nad F,
vV ={000000,001101,010011,011110,100110,101011,110101,
111000}.
Njegova ortogonalna dopuna je
v+ ={000000,000111,011001,011110,101011,101100,110010,
110101}
b) Jedan linearan (3,2)-kod nad F3 = {0,1,2} je
W ={000,001,002,100,200,101,102,201,202}.
A njegova ortogonalna dopuna je
W+ = {000,010,020}.
O

Teorema 5.1. Ako je V linearan kod nad poljem F, tada je i

njegova ortogonalna dopuna takode linearan kod.

Dokaz: Neka je dat linearan kod V' 1 njegova ortogonalna dopuna
V. Nekasua € ViuveV+ Tadavaziaou =0iaov = 0, odnosno
aocu+aov=0+0 = 0. Prema osobinama skalarnog proizvoda, vazi
da je
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ac(u+v)=aocu+aov=0,
odnosno V* je zatvoren u odnosu na sabiranje vektora.
Neka je a € F; jedna konstantainekasudatia € Viv € VL. Tada
ia-a€Vivaz
(a-a)ev=a-(acv)=a-0=0.
Zbog gore navedene osobine kod V* je linearan.
[

Lema 5.2. Nula vektor (0, ...,0) (duzina n) uvek pripada linearnom
(n, k)-kodu V nad poljem F .

Dokaz: Neka je V linearan (n, k)-kod. Neka je v proizvoljna kodna
re€. Posto je kod linearan svaka linearna kombinacija kodnih reci pripada
skupu V, pai

0O-v=0-vy,..,0-v,) =(0,..,0) €V.

[
Teorema 5.3. Kodno rastojanje linearnog koda nad F, je

av) = ven[}’g]gollvll-
Dokaz: Kodno rastojanje po definiciji je

d(V) = miny, yey y»p (W, v). Znamo da je d(u,v) = [[u —v|[. Zbog
zatvorensti skupa V prema + vaZi osobina 1 zbog toga $to se svaka kodna
re¢ moze dobiti kao zbir neke dve zbog Leme 5.2.

Primer 5.2. Za linearan (6,3)-kod u Primeru 5.1. kodno rastojanje
d(V) = 3 jer kodna re¢ 100110 sadrzi 3 jedinice, a ne postoji kodna rec¢
razli¢ita od 0 sa manje jedinica. Njegov dual ima kodno rastojanje
dwt) =3.

O

Za linearan kod V kazemo da je (n,k,d)-kod, ako je n duzina
koda, k dimenzija vektorskog prostora V' i d kodno rastojanje koda V.

U svakoj kodnoj re¢i postoji k informacijskih koordinata, toliko
koordinata je potrebno za prenos informacije. Preostalih n —k
koordinata su kontrolne koordinate, koje sluze za ispravljanje gresaka.

Definicija 5.3. GeneriSuéa matrica ¢ formata k X n za linearni

(n, k)-kod V je ona matrica Cije vrste formiraju bazu vektorskog prostora
V.
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Moze se pokazati da je broj elemenata baze ortogonalne dopune

jednak razlici n i broja elemenata baze za V, tj. kod V' je linearan
(n,n — k)-kod ([3], Teorema 4.2.4).

Definicija 5.4. Kontrolna matrica H formata (n—k)Xn
linearnog (n, k)-koda V je generisuéa matrica koda V*.

Definicija 5.5. GeneriSu¢a matrica G je u standardizovanoj formi
ako ima oblik

G = [Ik |X],
gde je I}, jedini¢na matrica formata k X k.

Napomena: Ne postoji uvek generiSuca matrica u standardizovanoj
formi. Na primer, ako uzmemo kod V = {0000,1100,0011,1111}, tada
moguce generiSuce matrice su
— 1100]' G, = [1100 1111

@ =1loo11 11110 63 = 5011}
Te matrice se ocigledno nikad ne mogu transformisati u standardizovanu

formu.

Definicija 5.6. Kontrolna matrica H je u standardizovanoj formi
ako je

H = [Y|Ih—].

Pomoc¢u generiSu¢e matrice mozemo odrediti linearni (n, k)-kod,
jer sve moguce linearne kombinacije vrsta matrice daju kod V. Zbog toga
je 1 dobila ime generiSu¢a matrica. Kontrolna matrica je dobila ime jer
pokazuje da li re¢ pripada kodu V, jer x - H' = 0 ako i samo ako je x
kodna re¢.

Pored toga, vazi da
H-G'=0,

gde je O nula matrica formata (n — k) X k. Tu osobinu dobijamo posto
su G i H generiSuée matrice koda V i V*, redom, a oni su ortogonalni.

Primer 5.3. Mozemo definisati generiSu¢u matricu za linearni
(6,3)-kod iz Primera 5.1. tako Sto ¢emo izabrati 3 kodne reci, koje su
linearno nezavisne. Na primer, tada G moze biti

100110
G =1111000].
010011

Njegova kontrolna matrica je takva matrica ¢ije su vrste ortogonalne na

sve kodne reci koda V, odnosno ¢ine bazu njegove ortogonalne dopune
000111
H =1101011].

110010
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O

Teorema 5.4. Ako je generisuca matrica G za kod V u
standardizovanoj formi, G = [I;|X], tada kontrolna matrica za V ima

oblik
H = [-X"|Ip_].

Dokaz: Dovoljno je pokazati da je H-G'= 0. Iz dimenzije
matrice G sledi da je matrica X formata k X (n — k), i elemente matrice
X obelezimo sa x;;.

Neka elemente matrie H - G' obelezimo sa f i Kako je

Iy
H-6" = (=Xl [,
tada je

fij:_xil'o—xiz'o_"’_xij'1_"'_xik'0+0'x1j+0'x2j+"'

+1'xl'j+"‘+0'X(n_k)j=xij—xij=0
Dakle, H-G' = O.

Teorema 5.5. Linearni (n, k)-kod nad F; ima q* kodnih reci.

Dokaz: Neka je dat linearni kod V nad F,. Njegova generiSuca
matrica G je formata k X n, tj. G se sastoji od k linearno nezavisnih
vektora. Obelezimo tih vektori sa vy, ..., v;. Linearnom kombinacijom tih
k vektora su takode kodne re€i: ¢qvq + -+ ¢ v €V, gde su ¢; EFy, za
svakii =1,..., k. To znaci da imamo ta¢no q mogucnost za izbor svaki
¢;, odnosno V ima g* kodnih re¢i.

5.2. Algoritam za nalaZenje generiSuce matrice

Neka je dat linearni kod V = {vy,...,v,} nad F,. GeneriSucu

matricu odredujemo na slede¢i nacin:

1.) Kodne reci stavimo u matricu A

%1
A=

Un

2.) A transformiSemo u formu

A= [ I X ]
B O(a—k)xk O(a—k)x(n—k) ’
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gde O oznacava nula matricu.
Mozemo koristiti sledeée transformacije vrsta:
1) zamena vrsta,
i1) dodavanje jedne vrste drugoj,
111) mnozenje vrste nenula skalarom.

Iz generiSuce matrice lako se racuna kontrolna matrica H pomocu
Teoreme 5.4.

Primer 5.4. Ve¢ smo izra¢unali kodne reci za kod V u Primeru 5.3.
Sa gore navedenim algoritmom mozemo definisati generiSu¢u matricu u
standardizovanoj formi. Stavimo u matricu A kodne re¢i. Zamenimo
redove matrice tako da u novoj matrici imamo slede¢i redosled redova
pocetne matrice: 53246781. U slede¢em koraku transformiSemo matricu
tako da 4. redu dodamo drugi i treé¢i red, 5. redu dodamo prvi i treci red,
6. redu dodamo prvi i drugi red, a 7. redu dodamo prvi drugi 1 treci red
matrice.

10000007 1001107 (1001107
001101 010011 010011

010011 |001101| |001101 10
4 = |o11110f fo11110f foooooo| _ (15 11
100110] [101011] ]000000 01|

101011 |110101| |000000 053 05>
110101| |111000]| |[000000

1110004 L000000+4 000000

O

Slede¢e tvrdenje pokazuje vezu izmedu kodnog rastojanja 1
kontrolne matrice koda.

Teorema 5.6. Neka je dat linearan kod V i njegova kontrolna
matrica H. Tada je kodno rastojanje d(V) = r, gde je r najmanji broj
linearno zavisnih kolona u matrici H.

Napomena: To znaci da svaka linearna kombinacija od r—1
kolone je linearno nezavisna, a postoji r kolona matrice H koje su
linearno zavisne.

Dokaz: Neka je data kontrolna matrica H za kod V nad F,.
H =1[h; .. hy], gdeje h; kolona matrice H. Neka je v kodna re¢ iz V,
za koju vazi da je d(V) = ||v|| = r . Dakle v ima minimalnu normu u V.
Znamo da vazi vH' = 0 ili u matriénom zapisu

hy
[Ul Un][ ] = (.
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Uzmimo nenula koordinate vektora v, iy,...,i,, ima ih ukupno 7, i
dobijamo

vihy + -+ vh, = vilhil + -+ Uirh = 0.

lr

Iz gornje jednakosti smo dobili linearnu zavisnu kombinaciju
kolona matrice H. Za manje od r kolona matrice H dobijamo da su
linearno nezavisne, jer smo pretpostavili da je d(V) = ||v]| = r, time je
teorema dokazana.

5.3. Dekodiranje linearnih kodova

U praksi je bitno da dekodiranje bude efikasno, tj. S§to brze. Pomocu
slede¢a dva metoda dobijamo jednostavnu Semu za dekodiranje, koju
mozemo primeniti i za ve¢e duzine kodova.

MDD dekodiranje za linearne kodove mozemo opisati pomocu
klase. Neka je V linearan (n, k)-kod. Kodna re¢ v je poslata preko kanala
1 prihvacena je re¢ w. Tada greska e je

e=w-—v.

Kako smo gore definisali klase, to znaci da je e € w + V, odnosno
e 1 w pripadaju istoj klasi, 1 zbog osobine koseta tada w —e =v € V.
Zbog koris¢enja MDD metode pretpostavimo da je greska e najmanja

moguca, zato iz klase w +V izaberemo po normi najmanji e, i w
dekodiramo sa kodnom re¢iv = w —e.

Napomena: U BSC kanalu sabiranje 1 oduzimanje vektora je ista
operacija.

5.3.1. Standardni niz

Standardni niz (Standard array — SA) dobijamo na slede¢i nacin:
1.) Prvi red tablica popunjavamo sa kodnim re¢ima.

2.) U drugi red stavimo ispod nule jednu od reci vektora greske e
koja ima minimalnu normu a da se ranije nije ve¢ pojavila. Na ostalim
mestima ispod svake kodne reci v stavimo re¢ v + e.

3.) Ponavljamo drugi korak sve dok se ne pojavi svih g" vektora u
tablici (q je kardinalnost skupa alfabeta).

Pomoc¢u SA re¢ w dekodiramo tako da u tablici nademo u kom
redu je re¢ w, iz tog reda isCitamo lidera e, i w dekodiramo tako da je
v=w-—e.

42



Primer 5.5. a) Neka je dat Ilinearan (4,2)-kod
V ={0000,0011,1100,1111} nad F, = {0,1}. Primljena je re¢ w =
1000. Da bismo dekodiramo w prvo izratunamo SA tablicu, koja u
naSem slucaju izgleda na slede¢i nacin:
0000 | 0011 | 1100 | 1111
0001 | 0010 | 1101 | 1110
0100 | 0111 1000 | 1011
0110 | 0101 | 1010 | 1001

Nademo re¢ w u tabeli (tre¢i red, prva kolona), tada je lider
e = 0100, zato dekodiramo w tako da je

v=e+w=0100+ 1000 = 1100.

Medutim u datoj tablici u 3. redu postoji jo§ jedan vektor sa
normom 1 (3. red 3. kolona 1000), dakle dekodiranje nije jedinstveno.

b) Neka je dat linearan (3,2)-kod nad poljem F3 = {0,1,2}
V ={000,011,022,100,111,122,200,211,222}.

Primljena je re¢ w = 002. Za kod V SA tablica je:

000 | 011 022|100 | 111 | 122|200 | 211 | 222
001 | 012 ] 020 | 101 | 112 | 120 | 201 | 212 | 220
010 | 021 | 002 | 110 | 121 | 102 | 210 | 221 | 202
Lider za koset, gde se w nalazi je 010, zato w dekodiramo kao

v =002 - 010 = 022.

5.3.2. Standardni dekodirajudi niz

Drugi metod je standardni dekodiraju¢i niz (standard decoding
array — SDA). Ako imamo malu duZinu n, tada SA metoda dobro
funkcionise. Ali kada imamo veliko n, treba previse vremena da predemo
po celoj tablici SA. Npr. ako imamo (256,200)-kod, to znaci da se

tablica sastoji od 256 redova i 2%°° kolona, ali sa strane kodiranja kod ne
smatramo velikim. Zbog efikasnosti zato uvodimo novi pojam: korektor.

Neka je V linearni (n, k)-kod nad F,. H je njegova kontrolna
matrica. Neka je w proizvoljan vektor iz vektorskog prostora FZ.
Korektor za vektor w je vektor

s(w) = wH',
1 s(w) pripada vektorskom prostoru F Z_k.

Jasno je da je s(w) = 0 ako i samo ako je w kodna rec.
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Vazi da je s(u) = s(v) ako i1 samo ako u 1 v pripadaju istoj klasi
koda V. Prema teoremi V ima onoliko korektora koliko ima i klasa, a iz
osobine klase. sledi da ih ima gq"*. Sta viSe, svaki vektor iz Fg_k je
korektor.

Tablica koja povezuje svaki lider koseta sa svojim korektorom
zove se standardni dekodiraju¢i niz (SDA), a dobijamo je na sledeci
nacin:

1.) izaberemo iz svake klase lidera (vektor sa minimalnom

normom), ozna¢imo ga sa u

2.) pomoc¢u kontrolne matrice H za svaki lider raCunamo s(u) =
uH'.

Napomena: Mozemo brze generisati SDA ako znamo kodno
rastojanje linearnog koda: za svaki vektor e, za koji vazi

d—1
< |——
||e||_[ —|

(zagrada | ] oznacava najveéi ceo deo broja, a d je kodno rastojanje),
bic¢e lider jednog koseta. S tom normom ne moramo da dobijemo sve
lidere. U sustini treba da se pojavi svaki vektor duZzine g™ * u koloni
korektora.

Dekodiranje pomo¢u SDA vektora w vr§imo na sledeci nacin:
1.) izra¢unamo korektor za w: s(w) = wH',
2.) iz SDA tablice izaberemo u, za koji vazi s(u) = s(w),
3.) dekodiramo sa v = w — u.

SDA tablica ima q" ¥ redova, ali ima samo 2 kolone, dok SA
tablica ima g* kolona i q" % redova. Sa SDA tablicom moZemo brze
racunati nego sa SA, ali za velike duZine n ta metoda jo§ uvek nije
efikasna.

Primer 5. 6. Neka je dat linearan (5,2)-kod ¥V = {00000,01011,
10110,11101}, njegova generiSuca matrica je

_[10110
6 = [p1011)
pa kontrolnu matricu mozemo racunati pomocu tvrdenja 5.4.
10100
H =111010{.
01001

Posto je dimenzija matrice d = 3, treba da stavimo sve lidere
duzine 1 i 0. Tada dobijemo prvih Sest redova tabele, fali jo§ sedmi i
osmi red, gde su korektori 101 i 111. Te korektore mozemo dobiti
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pomoc¢u na primer greSke 00101 i 10001. Dakle, nasa SDA tablica je
sledeca:

greska (u) | korektor (uH")
00000 000
00001 001
00010 010
00100 100
01000 011
10000 110
00101 101
10001 111

Pretpostavimo da imamo re¢ w = 00110. Radunamo wH' =
[110]. Iz tablice is¢itamo gresku za vektor 110, a to je e = 10000.

Dekodiramo w tako da

v=w+u=00110+ 10000 = 10110.

5.4. Hemingovi kodovi

Specijalna klasa linearnih kodova su Hemingovi kodovi, koji su
znacajni jer se pomocu njih moze lako ispraviti jedna greska. Mi ¢emo se
baviti samo binarnim Hemingovim kodovima.

Definicija 5.7. Binarni Hemingov kod je linearan kod, cija
kontrolna matrica H ima m redova, m = 2, i njegove kolone se sastoje
od brojeva 1,..,n, n=2M—1 u binarnom zapisu (nenula elementi
polja F3Y).

Posto skup F3' ima 2™ — 1 vektora bez nule, to znaci da je za
Hemingov kod n=2"—1, a k=2"—1—-m. Kodno rastojanje
Hemingovog koda je d = 3. Iz Teoreme 5.6. znamo da je kodno
rastojanje onoliko koliko kontrolna matrica ima najmanji broj zavisnih
kolona. U ovom slucaju je d > 1, jer nula vektor ne pripada matrici.
d > 2 jer su kolone matrice razliite. Kodno rastojanje je d = 3, jer bilo
koje dve kolone ako saberemo ponovo dobijemo vektor iz prostora F7',
jer je vektorski prostor zatvoren prema sabiranju.

Teorema 5.7. Neka je dat Hemingov (n,k)-kod. Svaka re¢ r iz
prostora F?y je ili kodna rec ili postoji kodna rec v tako da je rastojanje
izmedu v i r jednako 1, d(v,r) = 1.

Dokaz: Znamo da Hemingov (n, k)-kod ima 2% kodnih re¢i, i da je
kodno rastojanje d = 3. U loptama Z;(v) imamo ukupno n + 1 reci.
Posto je d =3, lopte su medusobno disjunktne. Imamo onoliko
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disjunktnih lopti koliko i kodnih reci, 2k, Ukupno u loptama imamo

Zk(n + 1) reci, odnosno
2m+ 1) =22""tm2m—141) =22t =2",

To znadi da je sa tim loptama pokriven ceo F3.

5.4.1. Dekodiranje Hemingovih kodova

Redosled kolona kontrolne matrice ne wutiCe na osobinu
Hemingovog koda, ali ima prednost ako kolone matrice definiSemo
redom, od najmanjeg ka najve¢em broju, od 1 do n u binarnom zapisu,
jer tada je dekodiranje jednostavnije.

Kao §to smo pokazali, kodno rastojanje Hemingovih kodova je
d = 3, 1 zato oni omoguéuju ispravljanje jedne greske. Vektor greske
obelezimo sa e; =0...010...0, gde je na i-tom mestu jedinica, i =
1,...,n. MoZemo posmatrati kosete 0 + V, e; +V,...,e,, + V.

Za datu re¢ w vektor greske pripada nekom kosetu, recimo e; + V,
tj. korektor za nju je e;H'. Posto su kolone kontrolne matrice H binarni
zapisi brojeva, sledi da je e;H' binaran zapis broja i. To zna&i da u re¢i w
postoji greska na i-toj koordinati.
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6. Cikli¢ni kodovi

Kao $to smo videli linearni kodovi imaju prednost da se mogu
opisati pomocu algebarske strukture, generiSu¢om ili kontrolnom
matricom. S time je olakSano kodiranje i dekodiranje. U ovom poglavlju
se upoznajemo sa cikliénim kodovima. Oni su specijalna podklasa
linearnih kodova. Njihova struktura obezbeduje efikasnije kodiranje,
posto smo videli da je kodiranje uz pomo¢ linearnih kodova sa vecom
duzinom kodnih reci suvise sporo.

6.1. Definicija ciklicnog koda

Definicija 6.1. Potprostor W vektorskog prostora Fy je cikli¢an,
ako za savaki a = (ag,ay,...,a,_1) EW sledi da i desno cikli¢no
pomerenje vektora a pripada W, tj. @ = (a,_1,ag, ---, ap—2) € W.

Definicija 6.2. Kod V je cikli¢an ako
1) V je linearan kod i

i1) ako jev € V, tada je 1 desno ciklitno pomerenje vektora v
U = (v,_1, Vg, ---, Vn_2) pripada kodu V.

Dalje u radu ¢emo podrazumevati jednoznac¢no pridruzivanje
vektora polinomima na slede¢i nacin:

¢ =(Cg,C1yunrCpog) ™ Co+ C1X + -+ o x™ 1 = c(x),
1 Cesto ¢emo umesto kodne reci koristiti njen polinomni zapis.

Napomena: Na ovaj] nacin se uopStava izomorfizam izmedu
vektorskih prostora Fg i Fg[x]/(x™ — 1).

U strukturi Fy[x]/(x™ — 1) moZemo smatrati x™ — 1 = 0 mod(x™ —
1), tj. ostatak pri deljenju sa x™ — 1 je 0. Sli¢no imamo da je x" = 1,
x"1 = x, i tako dalje.

Desno cikli¢no pomeranje reci v se moze predstaviti polinomom
xv(x) jer je

xV(x) Evox + v1x2 + -+ vy 1 x" — v (™ — 1) = x(vy + vix +
ot vn—lxn_l) - vn—l(xn - 1),

jer je —vp_1(x™ — 1) = 0. Dakle,
xv(x) — vy (x™ — 1) = xv(x)mod(x™ — 1).
Dobili smo da je kod V € F}' ciklican ako i samo ako v(x) €V =

xv(x)mod(x™ — 1) € V. Primetimo poSto je ciklican kod V C F'
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linearan, tada svaka konacna linearna kombinacija kodnih re¢i iz V
pripada V, tj

z ax'v(x) €V,

i
zasvakiv(x) €V, a; € F,.
Neka je dat cikli¢an kod V. Sa skupom V[x] oznéavamo polinomni
zapis kodnih reci iz V:
Vix] ={veV,v=(vy,.., 1), v+— v(x)}

Napomena: V[x] je vektorski prostor (koji je potprostor od
F[x]/x™ — 1) izomorfan sa prostorom V (koji je potprostor od Fg) pa
ponekad elemente skupa V identifikujemo sa polinomima iz skupa V[x].
U daljem tekstu umesto V[x] ¢esto piSemo samo V.

Primer 6.1. a) V = {000,100,010,001} nije cikli¢an, jer kod nije
linearan, npr.

100+ 001 =101 & V.

b) U svakom F Z, n = 3 imamo Cetiri trivijalna cikli¢na koda

1.) (n, 0)-kod, koji ima samo jednu kodnu re¢ duzine n, ¢iji su elementi
nule.

2.) (n, 1)-kod se sastoji od kodnih reci (a, a,...,a), a € F,.

3.) (n,n — 1)-kod, gde su kodne reéi (vy, ..., V,_1) tako da je Ydv; =
0.

4.) (n,n)-kod, to su svi vektori duzine n.

c) vV ={0000,1100,0110,0011,1001,1010,0101,1111}  je
ciklican (4,3)-kod ¢ija je generiSu¢a matrica u standardizovanoj formi

1001
G =10101].
0011
o

Teorema 6.1. Ortogonalna dopuna ciklicnog koda je ciklican kod.

Dokaz: Kod V je linearan pa je i njegova ortogonalna dopuna V*
takode linearna.

Treba jo§ pokazati cilki¢nost. Neka b € VL. Pokazimo da b € V1,
b = (b,_1,bg, ...bn_3),. Za proizvoljnoa € Vvazi da je0=aobh, a
odavde sledi daje 0 = @ o b:
O=acobh =ao'b0+"‘+an_2‘bn_2+an_1‘bn_1
== an_l . bn_1 + aO . bo + -+ an_z . bn_2 s a o B.
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Kakoje V = Vsledidab € V*.
| |

Teorema 6.2. Kod V € Fj! je ciklican ako i samo ako je V|[x] ideal
u Fglx]/(x™ —1).

Dokaz: (=) Neka je V ciklican kod. Po definiciji to znaci da

i) Za a,b €V vazi a+ b € V. Prema tome iz a(x),b(x) € V[x]
sledi a(x) + b(x) € V[x].

ii) Iz a € V sledi @ € V. Prema tome vazi a(x) € V[x] = xa(x) €
V[x].

Iz gore navedene osobine sledi da je V[x] ideal.

(&) Sada pretpostavimo da je V[x] ideal u Fy[x]/(x" — 1). To po
definiciji ideala znaci da vazi sledece dve osobine:

i) Ako je a(x),b(x) € V[x] tada a(x) + b(x) € V[x] — ova
osobina odgovara linearnosti koda.

ii) Iz a(x) € V[x] sledi xa(x) € V[x]. Ta osobina odgovara
cikli¢nosti.

Dakle, kod V je cikli¢an.

Teorema 6.3. Svaki ciklican kod V sadrzi polinom g(x) koji ima
minimalan stepen i vazi da je V = {g(x)).

Dokaz: Dokaz sledi neposredno iz Teoreme 6.2. i iz dokaza
Teoreme 1.4.

Teorema 6.4. Za svaki ciklican kod V iz Fy postoji jedinstveni

normirani polinom g(x) €V sa minimalnim stepenom tako da je
V = (g(x)).

Dokaz: U prethodnoj teoremi smo pokazali da postoji polinom sa
minimalnim stepenom. Treba joS pokazati da je minimalni normirani
polinom jedinstven. Pretpostavimo suprotno, da postoji g(x) 1 h(x) dva
normalizovana polinoma sa minimalnim stepenom. Razlika polinoma
g(x) — h(x) pripada skupu V, jer je V linearan kod. Posto su g(x) i h(x)
normirani i imaju isti stepen, sledi da njihova razlika ima manji stepen.
To je kontradikcija sa pretpostavkom, da g(x) i h(x) imaju minimalni
stepen, s time je jedinstvenost dokazana.
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Definicija 6.3. U prethodnoj teoremi navedeni minimalani
normirani polinom g(x) iz V sa minimalnim setpenom, nazivamo
generiSuéi polinom koda V.

Primer 6.2. Neka je dat kod V ={0000,1100,
0110,0011,1001,1010,0101,1111}. Za ovaj kod generisuci polinom je

gx)=1+x.
O

Teorema 6.5. Neka je g(x) generisuci polinom ciklicnog koda
V € F}, tada je g(x) delitelj polinoma x™ — 1.

Dokaz: Neka je dat kod V i njegov generiSu¢i polinom g(x).
Napisimo x™ — 1 pomocu g(x):
x"—1=qx)gx) +r),
deg(r(x)) < deg (g(x)). Delimo jednakost sa x™ — 1 i gledamo ostatak
0=g()qg(x) + r(x)mod(x™ — 1).

Znamo da g(x)q(x)mod(x" — 1) pripada kodu V zbog cikli¢nosti, pa i
r(x) pripada kodu V. Posto je g(x) generiSuci polinom koda V, sledi da
jer(x) = 0. To znaci da je
x"—1=qx)g(x),
dakle, g(x) je delitelj polinoma x™ — 1.
u

Teorema 6.6. Neka je dat q-aran ciklican kod V duzine n i njegov
generisuci polinom g(x). Ako je stepen polinoma g(x) n —k, tada je
dimenzija koda k.

Dokaz: Kodne re¢i imaju duzinu n, i njihov oblik je v(x) =
g(x)m(x), gde je m(x) polinom stepena manjeg od k, m(x) = my +
myx + -+ + my_1x*1. Tako je i dimenzija koda k jer pomo¢u polinoma
m(x) moZe se napisati ta¢no g razli¢itih polinoma.

[

Kao i kod linearnih kodova, mozemo definisati generiSu¢u matricu
1 za cikli¢ne kodove. Posto je ciklican kod potpuno odreden sa njegovim

generiSu¢im polinomom, taj polinom nam takode pomaze da odredimo
generiSucu matricu.

Teorema 6.7. Neka je dat generisuci polinom ciklicnog (n, k)-koda
VSEY gx)=go+g1x+ -+ gnix" % Tada je generisuca

matrica koda V je

50



9(0) o gk 00 0
xg(x) 0 go 0 Gn-k-1 Gnk 0 = 0
() w0 9o 91 " YGnk
Dokaz: 1z prethodne teoreme znamo da je dimenzija koda k.

Matrica G se sastoji od k linearno nezavisnih redova, dakle G je
generiSuca matrica.

Pomocu generiSuceg polinoma mozemo definisati i kontrolni
polinom.

Definicija 6.4. Neka je V ciklican (n,k)-kod sa generiSu¢im
polinomom g (x). Kontrolni polinom koda V je normirani polinom

Napomena: Imamo da je g(x)h(x) = (x™ — 1), gde je g(x) =
Jot+ gix+ -+ gnxx™* i h(x) =hy+hx + -+ hx®. Ako se
kodiranje deSava nad poljem F; onda je g, =ho=9, ,=h=1.U
svim ostalim slucajevima ne znamo sigurno koliki su ti koeficijenti zbog
osobina mnozenja nad poljem F, jer jedinicu mozemo dobiti tako da
1-1=1i((q—1) (@ —1))modq = 1.

Teorema 6.8. Neka je h(x) kontrolni polinom ciklicnog (n,k)-
koda V, tada je matrica

hk 1 b ho O O oo 0
i) } l < hh 00
- W SR
x" k=] (x) 0 hk he—qy -+ hg
kontrolna matrica koda V, gde je ﬁ(x) = hy + hy_1x + = + hox*.

Dokaz: Matrica H se sastoji od n — k linearno nezavisnih redova.
Treba jos pokazati daje H - GT = 0.

Imamo
h(x)
H-G'= P lgG) e xR g(l.
xn—k—lh(x)

Neka su a;; elementi matrice H - G T tada

" -1

a; = X Th(0g(0) = X ——— 00 9™ = X (en = 1),

ij
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gde su i €{0,..,n—k—1},j €{0, ...,k — 1}. Posto stepen x**~J ide
od 1 do n—1, dobijemo da je a;; =0 za svaki i i j. Odnosno H je

kontrolna matrica.
]

Primer 6.3. Za kod V koji smo dali u Primeru 6.2. dobili smo da je
g(x) =1+ x. Odavde sledi da je generiSu¢a matrica koju dobijamo
pomocu generisuceg polinoma

g(x) 1100
= | xg(x) [0110
x2g(x) 0011

koja nije u standardizovanoj formi, ali pomocu tranformacije vrsta
mozemo dobiti standardizovanu formu. Kontrolni polinom izra¢unavamo
pomocu generiSuéeg polinoma:

x*—1
h(x) =¥= 14+ x+x2% +x3.
g(x)
Dakle, kontrolna matrica koda je
H =[1111].

6.2. Dekodiranje ciklicnih kodova

Teorema 6.9. Neka je dat ciklican kod V, njegov generisuci
polinom g(x) i kontrolna matrica H = [I,_y|A]. Tada korektor reci
w € I je w(x)modg(x).

Dokaz: Obelezimo kolone matrice A sa a;(x),deg(a;(x)) <n-—
k—1,1.
= [ag(®)]ay ()] ... [ag-1 ()]
Znamo iz Teoreme 5.4. da generi$uéa matrica za V je G = [—A"|I;],

odnosno

—ay(x)
G = —al.(x) I

—ak_.l(x)

To znaéi da i-ti red matrice u polinomnom zapisu je x" %+ — q;(x)
(polinom x" %+ dodajemo zbog identi¢ne matrice). Posto polinom
x"**+ — q;(x) odgovara i-toj vrsti generi§uée matrice, to znadi da je taj
polinom kodna re¢, pa ga moZemo izraziti pomocu generiSuceg
polinoma:
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xR — g, (x) = q,(x) g(x),
gde je q,(x) € Fy[x]/(x* — 1). MoZemo izraziti a;(x)
a;(x) = x" 7k — g (x) g ().

Posmatrajmo re¢ w € F*, w(x) = wy +wyx + -+ wy_x" L
Korektor reci w je
s(w) = wH'.
I1i u polinomnom zapisu

sw) = w) [ |A]" =

=Wy + W1x + -+ Wn_k_lxn_k_l + Wn_kao(X) + -+ Wn_lan_l(X)

n—k-1 k-1
D w4 ) e (2 = (09 ()
i=0 j=0
n—-k-1 k-1 k-1
= Wlxl + Z Wp— k+]xn kti — Whn—k+j 4; (x)g(x)
i=0 =0 j=0
n— k-1
- Z Wnoies 1,09 ()

=0

~.

Delimo izraz sa g(x) i dobljemo
s(w) = w(x)modg (x).
[

Definicija 6.5. Cikli¢na cirkulacija 0 duZine [ n-torke je vektor
koji sadrzi cikli¢no uzastopno 0 na ! koordinata.

Primer 6.4. Re¢ 10010000001 ima cikli¢nu cirkulaciju 0 duzine
6. Re¢ 00012210100200 ima cikli¢nu cirkulaciju 0 duzine 5.

6.2.1. Algoritam za dekodiranje cikli¢nih kodova

Neka je dat ciklican (n, k)-kod sa generiSu¢om matricom g(x) i
kodnim rastojenjem d. Re¢ w(x) je primljena na izlazu. Neka je vektor
greske e(x), koji ima cikli¢nu cirkulaciju 0 duzine barem k, i Cija je

norma |le|| < l%
Algoritam sastoji se od sledeca tri koraka:

1.) Izra¢unamo korektore s;(x) = xiw(x)modg(x) zali=0,1.2,...,
dok ne nademo korektor s,,(x) za koji vazi

53



s GO <[5

2.) Rac¢unamo gresku za w(x) tako da je
e(x) = (x”‘msm(x))mod(xn —1).
3.) Dekodiramo w(x) tako da je
v(x) = w(x) —e(x).

Teorema 6.10. Gore naveden algoritam je dobro definisan.

Dokaz: Prvo pokazimo da postoji m > 0 tako da je ||s,, ()|l <
51
Pretpostavili smo da e(x) ima cikli¢nu cirkulaciju 0 vecu ili jednaku od
k. To znaci da postoji m takav da m desnih cikli¢nih pomeranja reci

e(x) pomera svaku nenula koordinatu na prvih n — k koordinata. m
cikli¢énih pomerenja su

xme(x)mod(x™ — 1) = (x™w(x)mod(x"™ — 1))modg (x).

Norma vektora x™e(x) je isto $to i norma vektora e(x), zato ||[x™e(x)|| <
%J, dakle postoji m = 0 tako da je

d—1
15 (Ol = lIxmeCOl = el < {Tj

Posmatramo n —m cikliéno pomeranje re¢i s,, 00...00 € F Z (gde je
Sm € Fg_k), koju ¢emo obeleziti sa t(x), tj.
t(x) = x™ Ms,, (x)mod(x™ — 1).

Znamo da vazi
_ d—1
It = llx"™sp )| < —

Posmatramo razliku

x™(w(x) — t(x)) = x™(W(x) — XM, (X)) = MW (x) — XS, (%) =
(1 — x™Ms,,(x) = 0modg (x)

1 znamo da jedini zajednicki delitelj g(x)-a i x™-a je 1 (jer u polinomu
g(x) prvi koeficijent je g, = 1), dakle w(x) — t(x) je deljiv sa g(x), a
to znaci da je w(x) — t(x) kodna re¢. Posto t(x) i e(x) imaju istu normu
i vazi da je ||t(x) — e < ltCOIl + lle(x)]|l, onda je norma vektora
t(x) — e(x) manja od d. Kako vektor t(x) — e(x) pripada V[x], i jedini
vektor iz V' koji ima normu manju od d je nula vektor, sledi da je
t(x) = e(x). Odnosno

e(x) = t(x) = x" ™5, (x)mod(x"™ — 1).
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Primer 6.5. Neka je dat ciklican (7,4,3)-kod, generiSu¢i polinom je
gx)=1+4+x*+x3, i data je re¢ w=0101001. Napravimo
odgovarajuéi polinom w(x) = x + x3 + x°. Prvi korak je da izraGunamo
korektore s;(x) = x'w(x)modg(x) sve dok norma nije manja ili jednaka
od 1. Za i = 0 ve¢ dobijamo da je w(x)modg(x) = 1. m=0 i so(x) = 1.
U drugom koraku bi bilo e(x) = x™ - 1 (mod g(x)), pa je e(x) = 1. To
zna¢i da re¢ w dekodiramo kaow —e = 0101001 — 1000000 =
1101001.

|

U prethodnom primeru videli smo da je dekodiranje pomocu
cikliénih kodova mnogo puta brze nego dekodiranje sa metodom SA ili
SDA tablicom.

6.3. Pomeracki registar (Shift register)

Pre nego Sto definiSemo pomeracki registar dokazimo teoremu,
koja govori o vezi izmedu kodne reci i informacije.

Teorema 6.11. Neka je dat ciklican (n, k)-kod, njegov generisuci
polinom g(x) i generisuca matrica G. Ako rec r = ryry ... 1,—1 kodiramo
pomocu generisSuce matrice i dobijemo kodnu re¢ v =rG, tada je u
polinomnom zapisu v(x) = r(x)g(x).

Dokaz: Znamo da generiSu¢u matricu mozZzemo izraziti pomocu
generiSuéeg polinoma:

g(x)
v=rG=[" - Tr-1] :
x*g(x)
=109 (x) + 11xg (%) + -+ + 11 x* g (x) = r(x) g ().

Iz prethodne teoreme videmo da informaciju mozemo brzo kodirati
pomocu generiSuéeg polinoma. Pomeracki registar sluzi za vrSenje
mnozenja proizvoljne informacije sa fiksiranim generiSu¢im polinomom.
Pomeracki registar je objekat koji realizuje mnozenje generiSuceg
polinoma 1 informacijskog polinoma. Taj objekat se sastoji od 3 glavna
dela, to su flip-flop, ader (adder) i multiplikator konstantom (constant
multiplier).

Flip-flop sluzi za drzanje elementa iz polja F,. Sadrzaj flip-flopa
se menja u svakom trenutku, koju racuna klok (clock), tako da u svakom
trenutku jedan element izlazi iz flip-flopa i jedan ude u skladu sa smerom
strelica.
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Slika 8.

Druga komponenta je ader koja vr$i binarnu operaciju, sabira (dva)

ulazna elementa nad F.

Slika 9.

Tre¢i deo pomerackog registra je multiplikator konstantom, ¢iji
je zadatak mnozenje ulaznog elementa sa datom konstantnom vrednos$cu
(na Slici 10. je to g,).

gi

Slika 10.
U Teoremi 6.10. smo pokazali da vazi v(x) = vy + xvy + -+
Vno1 =1(x)g(x). Ako pomnozimo r(x) i g(x) i1 grupiSemo
koeficijente po stepenima x, dobijamo:

xn—l
Vo = rOg()'

V1 =Tog, T 719,
V=709, tT19;,, T +T19,

Un—1 = Tg-19,—p

Na Slici 11. je prikazan pomeracki registar za kodiranje
informacija r(x) duzine k pomocu ciklicnog (n, k)-koda sa generiSu¢im
polinomom g(x) = g + *** + gn_rx™ *. Ako hoéemo kodirati pomoéu
kodova duZzine n, tada je potrebno n trenutaka ty, ..., t,_1. Mnozenje se
vr$i na sledeci nacin:

izlaz:
[Vn_l, e .,Vo)

9n-k-1 9n-k

ulaz:
[01- ey OJ rk-ll s r0]

Slika 11.

Pre prvog trenutka flip-flop je popunjen nulama. Na ulazu ulaze
elementi 1, ..., 7x_1 1jo§ n — k nula.
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U trenutku t; ude prvi elemenat ry u prvi flip-flop i u prvi
multiplikator se mnozi 1 sa g,. Na svim ostalim delovima registra ulaze

1 izlaze nule odatle sledi da je izlaz (output) 1o g,

U t, trenutku izlazi r1 g, iz prvog multiplikatora, a rog, iz drugog,
dok iz ostalih izlaze 0, pa na izlazu imamo 19, + 709, -

U i-tom trenutku izlaz je rog, +r1g, , + - +1;g,. Postupak se
ponavlja n puta. Posle n-tog trenutka na izlazu je 1419, , 1 u
pomerackom registru imamo nule, stime smo dobili koeficijente
polinoma v(x).

Primer 6.6. Neka je dat ciklican (5,3)-kod, Ciji je generiSuci
polinom g(x) = 1 + x + x?. Raunamo kodiranje re¢i r = 101. Na slici
12. je dato stanje pomerackog registra a) u trenutku t(, b) u trenutku t;.

TN & TN & izlaz:
+ + + &, 1
do=1 g1=1 g>=1
ulaz:
0010 H1> H0
Slika 12. a)
T s Ty s izlaz:
- Cd Cd Cd 11
do=1 g1=1 g=1
ulaz:
001 HO P H1
Slika 12. b)

6.4. ProSirena greska

Cikli¢ni kodovi imaju jos jednu prednost pored dobre strukture, da
oni omogucuju ispravljanje prosirene greske. Do sada smo imali greske
koje su slucajne, te greske su se pojavljivale u pojedina¢nim bitovima.
ProSirene ili eksplozivne greske (burst error) javljaju se u grupi
uzastopnih bitova u komunikacijskom kanalu. Primer za takav kanal je
telefonski kabel ili internet kabel, CD, i tako dalje. U opStem slucaju
kodovi koji omoguéuju ispravljanje slucajne greske nisu efikasni za
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ispravljanje proSirene greske. Medu kodovima cikli¢ni kodovi su efikasni
za ispravljanje te vrste greske.

Definicija 6.6. (Cikli¢na) proSirena greSka duzine b vektora
greSke e je broj ciklicno uzastopnih koordinata od neke nenula
koordinate do poslednje nenula kordinate razlicite od pocetne.

Svaka re¢ ima onoliko proSirenih greSaka koliko ima nenula
elemenata. ProSirenu gresku mozemo opisati sa §emom (pattern) i njenim
poloZajem (location). Sema prosirene greske je podre¢ vektora greske e
od prve nenula koordinate do zadnje nenula koordinate. Polozaj proSirene
greske je indeks koordinate vektora greske, gde se nalazi prva nenula
koordinata.

U slede¢em primeru vide¢emo da proSirena greska nije jedinstvena.

Primer 6.7. Neka je dat vektor greske e = 001011010000.
ProSirena greska ima duzinu 6, njena Sema je 101101, a polozaj je 2
(numeriS§imo koordinate od 0 do 11). Zbog ciklicnosti moze biti
proSirena greSka i 11, tada je Sema 11010000001, polozaj je 4, ili
prosirena greSka je 12 koji ima Semu 101000000101, polozaj je 5, ili
prosirena greska je 11, Sema je 10000001011, polozaj je 7.

m

Posto proSirena greska nije jedinstvena, da to ne bude zbunjujuce
koristimo slede¢i stav:

Neka je dat vektor greSke duzine n. Neka su date dve proSirene
greske 1 svaka od njih sa njenim polozajem i Semom. Ako je zbir duzina
te dve Seme <n+ 1, tada su te dve proSirene greske identicne, tj.
jednake su im Seme i polozaji. Zbog toga vektor greske duzine n moze da
ima najvise jednu prosirenu gresku duzine b tako da je

b < n+1
S —

Teorema 6.12. Neka je dat binaran (n,k)-kod koji ispravija

prosirenu greSku duzine < b, za 1 < b < (n + 1)/2. Tada postoji tacno

n2b=1 + 1 reci duzine n koji imaju prosirenu gresku < b.

Dokaz: Svaka proSirena greska ima jedintsveni prikaz jer je
b < (n+ 1)/2. Svaku proSirenu greSku mozemo staviti u jednoj reci na
n razli¢itih mesta jer su duzine reci n. PoSto Sema prosirene greske mora
da pocinje sa jedinicom, sledi da je ukupan broj moguc¢ih Sema 201
(Smanjujemo b za 1 zbog fiksirane jedinice na pocetku greske.) Iz gore
navedene osobine direktno sledi da je ukupan broj nenula reci sa manjom
ili jednakom od b duzinom prosirene greske n2°~1. Na kraju treba jo$
dodati nula proSirenu gresku i sa time je dokazana teorema.
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Sledece teoreme daju granice broja kodnih reci.

Teorema 6.13. (Hemingova granica za kodne reCi proSirene
greske) Neka je dat binarni kod koji ispravlja prosirenu gresku duzine
<b. Ako1<b < nTﬂ tada kod ima kodnih reci najvise

271
n2" '+ 1

Dokaz: Imamo ukupno n2°~1 + 1 razli¢itih reci &ije su prosirene
greSke duzine < b. Ukupan broj razli¢itih vektora duzine n je 2". Da bi
ispravili sve proSirene greSke, potrebno je da sve kodne rec¢i budu
razli¢ite 1 da lopte polupre¢nika b budu disjunktne, zato je

broj kodnih re¢i - (n2b~1 + 1) < 2™

Posledica 6.14. (Abramsonova granica) Da bi binarni linearni
(n, k)-kod ispravijao sve prosirene greske duzine < b, treba da vazi
i) jaka Abransomova granica
n < 2nk-b+l_q
ii) slaba Abramsonova granica
n—k=>[log,(n+1)]+b—1.

Dokaz: i) Kod je linearan, pa zato imamo 2% kodnih redi. Iz
prethodne teoreme znamo da tada vazi

2k < Z—n
BRIV
Odavde sledi da je

n< 2n—k—b+1 _ 21—b

n je ceo broj, zato umesto 27" mozemo pisati 1.
ii) Nejednakost pod 1) logaritmujemo:
logln+1)<n—-k—->b+1
logln+1)+b—-1<n-k

uzmemo [log,(n + 1)| (najmanji ceo broj koji nije menji od broja koji je
naveden u zagradi) jer mora da bude ceo broj, tada dobijamo trazeni
1zraz.

Teorema 6.15. Neka je dat binarni kod koji ispravija prosirenu

gresku duzine < b. Ako je b < n/2 tada kod ima najvise 2% kodnih
reci.
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Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka kod ima vise od 2n2b
kodnih reci. Tada mora da postoje bar dve kodne reci (¥ 1 ¥) prema
Dirihletovom principu koje imaju oblik

V= V1 .. Vpy_op * ... XE€ F3,

V= V1 '"Un—Zb# . HE Fn,

gde suv; € Fy,i=1,..,n—2b. Prvih n — 2b koordinata vektora v i ¥
su isti, a na mestu ,,** 1 ,,#* imamo proizvoljne simbole. Posmatrajmo re¢
w

W =7V1..Up_2p* .. % # #,

b b

koja se sa reci ¥ razlikuje najviSe na poslednjih b simbola, a od reci ¥
razlikuje najviSe na predposlednjem bloku simbola duzine b.

Tada re¢ w ne znamo kako da dekodiramo, jer kodne re¢i v i1 ¥
imaju najviSe b proSirenih greSaka. Ovaj kod dakle ne ispravlja b
prosirenih gresaka, a to je kontradikcija sa pretpostavkom. Dakle, kod

ima najvise 2"?? kodnih re¢i.
[
Posledica 6.16. Neka je V linearan (n,k)-kod koji ispravija b
prosirenih gresaka, b < % Tada granica za bazu koda V je
k <n-—2b.

. . . k . .. .
Dokaz: Linearan kod ima ta¢no 2" kodnih reci, pa iz prethodne
teoreme znamo da vazi

2k < 2n—2b
Logaritmovanjem gornjeg izraza dobijamo traZzenu nejednakost.
|
Primer 6.8. a) Binarni cikli¢ni (n, 1)-kod koji smo uveli u Primeru

. . we v n-1
6.1. ispravlja sve proSirene greske < 5

b) Hemingovi (2™ —1,2™ — 1 —m)-kodovi ispravljaju jednu
gresku, pa oni takode ispravljaju prosirenu gresku duzine jedan.
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7. Specijalni cikli¢ni kodovi

U ovom delu rada prou¢avamo neke klase cikli¢nih kodova, kao §to
su BCH kodovi, Rid-Solmon kodovi i Golej kodovi. Oni imaju posebne
osobine pa je njihova primena Siroka u praksi. Ciklicni kodovi su
opisani sa njihovim generiSu¢im polinomom, ali je tesko iscitati kodno
rastojanje iz generiSuc¢eg polinoma. Ti specijalni kodovi imaju poseban
oblik generisuceg polinoma koji olakSavaju naSu analizu.

7.1. BCH kodovi

Binarni BCH kodovi su dobili ime po njthovim pronalaza¢ima.
Binarni BCH kod prvo su opisali Hocquenghem, Bose 1 Chaudhuri.
Kasnije Gorenstein i Zierler su opisali g-arni BCH kodove. Ti kodovi su
bolje verzije Hemingovih kodova, jer BCH kodovi omogucuju
ispravljanje viSe gresaka, dok sa Hemingovim kodovima moguce je
ispraviti samo jednu gresku. Koriste se npr za kodiranje informacija na
CD-ovima.

Definicija 7.1. Neka je a primitivan element skupa F m. Neka su
M;(x) minimalni polinomi za a' nad F ¢- BCH kod je g-arni cikli¢an kod
nad F, sa duZinom n =q™ — 1, njegovo planirano kodno rastojanje

(designed distance) je dd 1 generiSuci polinom je
g(x) =nzs(Mo(x), Mg11(X) ..., Mgrag—2(x)),
gde je a neki prirodan broj.
Sledeca teorema daje donju granicu dimenzije BCH koda.

Teorema 7.1. q-arni BCH kod duzine n = q™ — 1 sa planiranim
kodnim rastojanjem dd ima dimenziju k

k>q™—1—-m(dd —1).
Dokaz: Znamo da je generiSuci polinom BCH koda
g(0) = nzs(Mg(x), Ma11(x) .., Mayga—2(x)).
Iz osobine ciklotomi¢nog koseta iii) sledi da mozemo napisati generiSuci
polinom pomocu ciklotomi¢nih koseta, jer je M;(x) = [Tjec,(x — &),
odnosno

g(x) :nZS(HiECa(x - ai)' I_Ii‘ECa+1(x - aj)' S HiECa+dd—2(x - ai))'

Iz osobine najmanjeg zajedni¢kog sadrzaoca ii) sledi da gornju jednakost
moZzemo napisati na slede¢i nacin
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gx) = n(x —ab),

iec
gdeje C = U&rda-2¢c,

Stepen generiSuceg polinoma je n — k, zato preko duzine koda i
stepena generiSu¢eg polinoma mozemo izraziti dimenziju koda:

k=n—(n—-k)=q™— 1—deg(g(x)).

Preko ciklotomi¢nih koseta mozemo naci granicu stepena generiSuceg
polinoma. Stepen polinoma je jednak broju elemenata skupa C, imamo
proizvode (x — a') onoliko puta koliko elemenata imamo u C, odnosno

a+dd—2

K

i=a

a+dd—-2

< >l

i=a

deg(g(x)) = IC| =

Na osnovu osobine ii) ciklicnog koseta znamo da |C;| < m zato

a+dd—2 a+dd—2

Z IC)l < Z m=m(dd — 1).

Dakle,
k=qm—1- deg(g(x)) >qm—1-—m(dd —1).
]

Postavlja se pitanje kako mozemo formirati kontrolnu matricu.
Posto je BCH kod cikli¢an, koristicemo generiSu¢i polinom. Definisali
smo da je g(x) =nzs(Ma(x),Mg11(%) .., Mgigq—2(x)), gde su
a‘, ..., a%t44=2 koreni generiSuéeg polinoma, tj. g(ai) =0,i =
a, ...,a+ dd — 2. Kodnu re¢ v(x) mozemo napisati pomocu generisuceg
polinoma na sledeé¢i nacin v(x) = g(x)q(x), za neki polinom q(x).
Posto je g(@') =0 za sve i =aq,...,a+dd — 2, onda je i v(a’) =
0,i =a,..,a+ dd — 2. U polinomnom zapisu to je

v(a') =vo +viat + -+ vy (@) =0,

ili u matricnom zapisu

Vo
1 a .. a(n—l)i][ : ]zo.
Un—1
Stavimo u matricu H redove vektora [1 a! ... g®Di] za

razlicite i-ove i dobijemo da je

1 a? a2e ... g-Da
H= 1 aftl q2lat+)) .. y@-1)(a+1)
1 qotdd-2 g2(a+dd-2) g (n-D(a+dd-2)
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Matrica H je kontrolna matrica redovi su linearno nezavisni jer je
matrica H Vandermondova i ona je ranga dd — 1 ako su a¥,..., a%*4-2

razliciti i za bilo koju kodnu re¢ v vazi da je Hv = 0.

Sledeca teorema pokazuje odnos izmedu kodnog rastojanja BCH
koda i planiranog rastojanja.

Teorema 7.2. Kodno rastojanje BCH koda nije manje od
planiranog kodnog rastojanja

d = dd.

Dokaz: Neka je dat BCH kod i njegov generiSu¢i polinom
g(x) nZS(Ma(x) Mgp1(X) oo, Mgy ga— Z(x))

Pretpostavimo suprotno d < dd. To znaci da postoji kodna re¢ v
tako da je ||lv|]|=d (jer po Teoremi 5.3. linearan kod ima kodno
rastojanje d = min, ¢, {||v||, v # 0}). Uzmemo kodnu re¢ v. Znamo da je
Hv =0, tj.

1 at 2@ ... g—Da vy
1 a®tl qa+l) .. gm=D(a+1) [ : ] —
] getdd-2  g2atdd-2) ... g-D(a+dd-2)] T

Uzmemo nenula elemnte vektora v, kojih ima ta¢no d, i obeleZimo

te elemente sa v;,..,v;, Sada je dovoljno da uzmemo iz jednakosti

d-
Hv = 0 samo nenula koordinate vektora v, tj.
[ a®i1 a®d ] Vi
qlatdd=2)i; ... qlat+dd=2)iq Vi,

Uzmemo prvih d redova prethodnog sistema, tada dobijamo

a1 a%id
a(a+d—1)i1 a(a+d l)ld vld
|4

V je matrica formata d X d. Njegova determinanta je

aail aaid
VI = . " s
qatd=-Dii ... latd-Dig
1 cee 1
_ gl | @t ak
@Dt ... g@d=Dig
W

W je Vandermondova matrica, ¢ija je determinanta razli¢ita od
nule ako su elementi matrice razli¢iti. U naSem slucaju taj uslov je
ispunjen, zato Hv bi¢e nula ako i samo ako su svi elementi vektora v
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jednaki nuli. To je kontradikcija sa pretpostavkom da je v razli¢it od nula
vektora. Dakle, vazi d > dd.

Prethodnu teoremu mozZemo shvatiti tako da mozemo konstruisati
BCH kod tako da ispravlja bilo koju duZinu greske.

7.2. Rid-Solomon kodovi

Rid-Solmon (Reed-Solomon) kodovi (RS) pripadaju klasi BCH
kodova.

Definicija 7.2. Posmatramo g-aran BCH kod duzine n = q™ — 1
sa generiSu¢im polinomom g(x) =nzs(My(x), M411(X) ..., Mgrqq—2(x)).
BCH kod naziva se RS kod, ako je m =1, tj. ako je duzina koda
n=q—1,a>0,i12<dd <q-1.

U tom slucaju

g(x) =nzs(My(x), Mg11(X) ..., Mgyaa—2(x)) = (x — a®) ... (x —
aa+dd—2)’

gde je a primitivan elemenatnad Fg, i = a,...,a + dd — 2.

Napomena: Binarne RS kodove ne mozemo konstruisati, jer tada
bi duZina koda bila 1.

RS kodovi su cikli¢ni kodovi sa parametriman=q— 1,k =q —
dd (jer je stepen generiSuceg polinoma dd — 1) i d =dd (za BCH
kodove smo pokazali da je d = dd, sa druge strane za linearne kodove
uvek vazidajek +d <n+1).

U praksi vise se primenjuju binarni kodovi. RS kodovi nisu binarni
ali ih mozemo transformisati tako da dobijemo binarne kodove.

7.3. Golej kodovi

Golej (Golay) kodovi se koriste za digitalizovanu komunikaciju.
Postoje binarni i ternarni Golej kodovi. Mi ¢emo se baviti samo sa
binarnim kodovima. Postoje dva binarna Golej koda: G,, 1 G,5.

Binarni Golej kod G,, ima generiSu¢u matricu
G = [I1214],

gde je I;, jedini¢na matrica formata 12 x 12, a A je matrica
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(0111111111117

111011100010
110111000101
101110001011

111100010110

111000101101
1100010110117
100010110111

100101101110
101011011100

110110111000
1101101110001

MozZe se definisati 1 kao cikli¢ni kod, tada generiSuci polinom je
gx) = x11 + x10 4+ x6 + x5 + x* + x%2 + 1.

Kodno rastojanje Golej G,, koda je d = 8, tj. sa tim kodom mogu
se ispraviti 3 greske, dakle taj kod je binarni cikli¢ni (24,12,8)-kod.

Drugi binarni Golej kod je G,3, koji dobijemo tako $to briSemo
zadnju cifru svake kodne reci iz G,,. Tako dobijamo jedan (23,12,7)-kod,
koji je takode ciklican.

Kod G,5 je savrsen kod. To znaci da kod ima jednu specijalnu
osobinu, a to je da vazi jednakost kod Hemingovog potrebnog uslova za
postojanje blok-koda V € B™ kardinalnosti a (za linearne kodove a = 2k)
koji omogucuje ispravljanje s greSaka

271

= a.

U nasem sluéaju
d— 1J 3
2 '

To znaci, da ima tacno toliko kodnih reéi (G,; ima 2% = 22), da pokriva
ceo vektorski prostor (FZ3) u kome je definisan, odnosno ne otkriva samo
greske najveée duzine s, nego ih i ispravlja. (U geometrijskom smislu to
znacdi, da svaka re¢ iz F33 pripada nekoj lopti Z;(v), gde je v kodna rec.)
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Zakljucak

Ovaj rad se bavi ciklicnim kodovima 1 pojmovima koji su u vezi sa
njima. Definisani su pojmovi teorije informacija, kao Sto su entropija i
komunikacijski sistem, i predstavljene su najvaznije osobine funkcije
entropije.

Sem toga, ovim master radom dobijamo uvid u osnove teorije
kodiranja. Analizirani su prefiksni kodovi kanala bez smetnji. Navedeni
su neki rezultati kodiranja u kanalu sa smetnjama, kao Sto su granice
prosecnih duZzina kodnih rec¢i optimalnog koda. U radu su takode opisani
blok-kodovi 1 njihova potklasa linearnih kodova. Predstavljene su neke
njihove osobine kao S§to su generiSuéa i kontrolna matrica linearnih
kodova, pomoc¢u kojih je delotvornije i preglednije konstruisanje kodova
1 dekodiranje. Reprezentovani su linearni kodovi pomocu vektorskog
prostora.

Predstavljeni su ciklicni kodovi, koji su potklasa linearnih kodova
opisanih pomoc¢u generiSu¢ih polinoma. Kao jedno od najvaznijih
tvrdenja u vezi sa ciklicnim kodovima je Teorema 6.4. koja govori o
postojanju generiSuc¢eg polinoma, kao u radu [1]. Predstavljeni su neki
poznati cikli¢ni kodovi kao Sto su BCH-kodovi, Rid-Solmon kodovi i
Golej kodovi. Ti kodovi se koriste na primer u komunikaciji sa
satelitima, skladiStenja podataka na CD, DVD, Blue-ray disk.

66



Literatura

I. Norman L. Biggs: Codes An Introduction to Information
Communication and Cryptography, Springer, London, 2008.,123.-162.

2. Lakatos Piroska: Kodelmélet Egyetemi jegyzet, Debreceni
Egyetem Természettudomdnyi kar Algebra és szamelmélet tanszék,
Debrecen, 2010., 3.-80.

3. San Ling, ChaopingC Xing: Coding Theory A First Course,
Cambridge University Press, United States of America, 2004., 1.-92.,
133.-183.

4.  Robert J. McEliece: The Theory of Information and Coding,
Cambridge University Press, United Kingdom, 2004., 139.-236.

5. Todd K. Moon: Error Correction Coding Mathematical
Methods and Algorithms Wiley, New Jersey, 2005., 1.-14., 22.-39., 61.-
98., 113.-128., 235.-241.

6.  Steven Roman: Coding and Information Theory, Springer-
Verlag, California, 1992.

7.  Ron M. Roth: Introduction to Coding Theory, Cambridge
University Press, United States of America, 2006., 1.-62., 218.-256.

8.  Branimir Seielja, Andreja Tepavéevié: Algebra 1, Prirodno-
matematicki fakultet, Novi Sad, 2004.

9.  Branimir Seselja: Teorija informacije i kodiranja, Prirodno-
matematicki fakultet, Novi Sad, 2005.

10. en.wikipedia.org/wiki/Binary Golay code (10.3.2015.)
11. hu.wikipedia.org/wiki/ASCII (2.2.2015.)

12.  hu.wikipedia.org/wiki/Morzekod (2.2.2015.)

13. hu.wikipedia.org/wiki/Vonalkod (10.3.2015.)

14.  hu.wikipedia.org/wiki/UTF-8 (22.3.2015.)

15. sr.wikipedia.org/wiki/UTF-8 (22.3.2015.)

67



Biografija

Agnes Kovac je rodena 29. aprila 1989.
godine u Senti. Godine 2004. zavrSava
Osnovnu Skolu "Stevan Sremac" u Senti kao
nosilac Vukove diplome. Iste godine upisuje
"Sencansku gimnaziju" u Senti koju zavrsava
2008. godine. Po =zavrSetku sredje Skole
upisuje osnovne akademske studije primenjene
matematike na  Prirodno-matematickom
fakultetu u Novom Sadu koje zavrSava u
septembru 2012. godine. Iste godine u oktobru,
upisuje master akademske studije primenjene
matematike. Sve ispite predvidene planom i
programom polaze zakljucno sa septembarskim ispitnim rokom 2014.
godine 1 time sti¢e uslov za odbranu ovog master rada.

U Novom Sadu, maj 2015. godine Agnes Kovac

68



UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO - MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIISKA INFORMACIJA

Redni broj:
RBR

Identifikacioni broj:
IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
TD

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal

TZ

Vrsta rada: Master rad

VR

Autor: Agnes Kovac

AU

Mentor: dr Petar Papié

MN

Naslov rada: Cikli¢ne kodove

MR

Jezik publikacije: Srpski (latinica)
JP

Jezik izvoda: srpski/engleski

JI

Zemlja publikovanja: Republika Srbija
zp

Uze geografsko podrucje: Vojvodina
UGP

Godina: 2015.

GO

Izdavag: Autorski reprint

17

Mesto i adresa: Prirodno-matemati£ki fakultet, Departman za
matematiku i informatiku, Trg Dositeja Obradovi¢a 4, Novi Sad
MA

Fizicki opis rada: (7/72/0/8/13/0/0)
FO

Naucna oblast: Matematika
NO



Naucna disciplina: Teorija kodiranja
ND

Kljucne reci: Cikli¢ni kod, generiSuci polinom, generiSuca
matrica
PO

UDK

Cuva se: Biblioteka Departmana za matematiku i informatiku, Prirodno
matematifki

fakultet, Univerzitet u Novom Sadu

CU

Vazna napomena:

VN

Izvod: Tema ovog rada su ciklicni kodovi. Prvo definiSemo
osnovne pojmove teorije informacije. Nakon toga prelazimo na
teoriju kodiranja. Tu se bavimo sa komunikacijskim kanalima bez
smetnje, pri ¢emu posebnu paznju posvecujemo prefiksnim
kodovima. Zatim prou¢avamo kodiranje sa smetnjama. DefiniSemo
blok-kodove 1 dokazujemo njihove osobine. Zatim se bavimo sa
jednom Sirom potklasom blok-kodova, sa linearnim kodovima.
Uvodimo odredivanje koda pomocu generiSu¢e 1 kontrolne
matrice. Potom opisujemo ciklicne kodove i neke specijalne klase
cikli¢nih kodova pomoc¢u generiSuc¢eg polinoma.

17

Datum prihvatanja teme od strane NN veca: 11.07.2014
DP

Datum odbrane:

DO

Clanovi komisije:

KO

Predsednik: dr Andreja Tepavcevi¢, redovni profesor Prirodno-
matematickog fakulteta, Univerziteta u Novom Sadu

Clan: dr Branimir Se$elja, redovni profesor Prirodno-
matematickog fakulteta, Univerziteta u Novom Sadu
Clan: dr Petar Dapi¢, docent Prirodno-matemati¢kog

fakulteta, Univerziteta u Novom Sadu

70



UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCE KEY
WORDS DOCUMENTATION

Accession number:
ANO

Identification umber:
INO

Document type: Monograph type
DT

Type of record: Printed text
TR

Contents Code: Master's thesis
CC

Author: Agnes Kovac
AU

Mentor: Petar Papi¢, Ph. D.
MN

Title: Cyclic codes
TI

Language of text: Serbian (Latin)
LT

Language of abstract: English
LA

Country of publication: Republic of Serbia
Cp

Locality of publication: Vojvodina
LP

Publication year: 2015.
PY

Publisher: Author's reprint
PU

Publ. place: Department of Mathematics and Informatics, Faculty of
Science, Trg
Dositeja Obradovi¢a 4, Novi Sad

PP

Physical description: (7/72/0/8/13/0/0)
PD

Scientific field:
Mathematics
SF



Scientific discipline: Coding theory
SD

Key words: Cyclic code, generator polynomial, generator
matrix
KW

Holding data: Library of Department of Mathematics and Informatics,
Faculty of
Science, University of Novi Sad

HD

Note:
N

Abstract: The main purpose of this work is to analyze cyclic codes. First,
we define what information theory is. We deal with coding theory, and
we also mention noiseless channels, where prefix codes are specially
emphasized. After this, noisy coding is defined. Block-codes and their
purposes are explained. We talk about linear codes, which make a
subgroup of block codes. The use of the generator and parity check
matrices are being introduced. Cyclic codes and their subgroups are
defined with generator polynomials.

AB
Accepted by the Scientific Board on:
ASB

Defended:
DE

Thesis defend board:

DB

President: Andreja Tepavcevi¢ PhD, full professor, Faculty of
Science, University of Novi Sad

Member: Branimir Seselja PhD, full professor, Faculty of
Science, University of Novi Sad

Member: Petar Papi¢ PhD, docent, Faculty of Science,
University of Novi Sad

72



