\&U\Wlly
St UNIVERZITET U NOVOM SADU § 1
s I & PRIRODNO - MATEMATICK] FAKULTET 3%, JC 3
Y § 1IN o
X DEPARTMAN ZA MATEMATIKU | INFORMATIKU  “op 1%
Dajana Jokic

MATEMATICKI ASPEKTI U KARTOGRAFIJI

- master rad

Mentor: dr Milica Zigié¢
docent Prirodno-matematickog fakulteta u Novom Sadu

Novi Sad, 2019.



Predgovor

Kartografija je nauka koja se bavi grafiCkim prikazivanjem prostorne stvarnosti i
fiziCkog sveta u ravni. lako u Sirem smislu ista predstavlja spoj nauke i umetnosti, opseg
istrazivanja ovom prilikom sveden je na matemati¢ku kartografiju. Master rad pod
nazivom ,MatematiCki aspekti u kartografiji“ izu€ava temelje matematicke kartografije,
odnosno metode preslikavanja elipsoida i sfere u Cijim osnovama leze matematicka
tvrdenja, formule i adekvatna primena istih.

Prvo poglavlje predstavlja pregled definicija i pojmova o kojima ¢e biti reci u
preostalom delu rada. U najvecoj meri to je osvrt na fundamentalne pojmove iz teorije
krivih i povrsi, diferencijalnog i integralnog racuna, ravne i sferne trigonometrije i
diferencijalne geometrije.

Drugo poglavlje sadrzi pregled najpoznatijih kartografskih projekcija i njihovih
karakteristika, s obzirom na razliCite kriterijume podele. Svaka od navedenih projekcija
data je svojom parametrizacijom, grafickim prikazom i opisom postupka preslikavanja.
Generalno, uz navodenje razlika bi¢e predstavljene i veze medu navedenim nacinima
preslikavanja. Takode, opisana je i povezanost kompleksne funkcije e sa Merkatorovom
projekcijom, na koju je stavljen poseban akcenat, kao jednu od najCeS¢e koriS¢enih u
praksi.

TrecCe poglavlje izu€ava proces projektovanja Zemljine povrsine kao rotacionog
elipsoida, osvrcucéi se sa druge strane na uobiCajenu aproksimaciju iste kao sfere.
Shodno tome, navodi se uporedni pregled navedenih naina modeliranja, uz relacije koje
opisuju pojmove longitude i latitude, koordinata ta¢aka i transformacija istih. Uz to bice
reCi i o problemu optimalnih kartografskih projekcija, odnosno selekciji adekvatnih
tehnika konsturisanja i samim kriterijumima izbora. U vezi s tim opisan je pojam Gausove
zakrivljenosti Zemljine povrsi i Guvena ,Theorema Egregium*“. Kroz sazetu analizu teorije
deformacija, bice obradeni razli€iti pristupi minimizaciji navedenog. Svakako, u upotrebi
su ponovo matematiCke metode aproksimacije, iteracije i sliCni elementi numeriCke
analize.

Cetvrto, ujedno i poslednje poglavlje daje prikaz stanja kartografije savremenog
doba i nesumnjivog napretka koji je zabelezen sa razvojem geoinformacionih i ,web®-
tehnologija. Navedeni su i osnovni pojmovi koji se ti€u drzavnog referentnog sistema
Republike Srbije i sluzbene kartografske projekcije Srbije.

Zaklju€ak predstavlja kratak osvrt na tematiku obradenu kroz ovaj rad. Uz to
sadrzi i neka od otvorenih pitanja i nedoumica sa kojima se susre¢u savremeni kartografi
ili su se kao zanimljiva nametnula tokom ovog rada i istraZivanja.
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1. Uvodni deo

U ovom poglavlju dat je pregled definicija i pojmova o kojima ¢e biti re€i u preostalom
delu rada. U najvecoj meri to predstavlja osvrt na fundamentalne pojmove iz teorije
krivin i povrsi, diferencijalnog i integralnog racuna, ravne i sferne trigonometrije i
diferencijalne geometrije. U ovom delu rada koriséene su reference [9],[10], [11], [15],
[17]1[25], isprac¢eno ilustracijama iz [17].

1.1. Koordinate tacaka

Podsetimo se najpre, polozaj tacke u ravni ili prostoru jedinstveno je odreden njenim

koordinatama. Dekartov pravougli koordinatni sistem najjednostavniji je nacin

prikazivanja tataka u ravni i kao takav prvi je sa kojim se upoznaju pocetnici u
matematici.

Slika 1. (levo): Dvodimenzionalni pravougli
A(x,y)  koordinatni sistem

Ovaj sistem C¢&ine dve medusobno normalne
B koordinatne ose x i y Cija se taCka preseka naziva
/ x  centrom O. Iste su nosioci baznih ortonormiranih
0 i vektora 7 i j (jediniénih medusobno normalnih
vektora). Koordinate tacke A u ovom sistemu date su
uredenim parom brojeva (x,y), koji predstavijaju koeficijente vektora OA = xi+ yj i
pritom, x nazivamo apscisom, a y ordinatom tacke A. Za nas cCe ipak bitnije biti da
odredimo koordinate taCaka u prostoru, te shodno tome podsecamo i na Dekartov
koordinatni sistem u prostoru, nastao analogno - proSirenjem prethodno navedenog
dvodimenzionalnog sistema. Vazi:

A(x,y,z) o 04 = xi+ yj + zk.

~—
=

A(x,v,z)

|

Slika 2. Dekartov pravouogli koordinatni sistem u prostoru



Polozaj tatke takode moZe biti predstavijen i preko polarnih koordinata. Veza sa
pravolinijskim Dekartovim koordinatama sledi na osnhovu trigonometrije pravouglog
trougla i data je sledecim relacijama:

Y
X =T1cos@
y = rsing r “)
b
0<r<ow 0<¢ <2m ¥ O
rcosy X

Slika 3. Polarni koordinatni sistem

Dvodimenzionalni polarni koordinatni sistem Cini jedna osa koja se naziva polarnom i
koja se poklapa sa pozitivnim delom x —ose. Polozaj take opisan je na oshovu
parametara r i ¢, u skladu sa sledec¢im postupkom: rotiranjem polarne ose (dakle,
poluprave sa centrom u tacki (0,0) za ugao ¢ i potom pronalazenja tacke na istoj koja je
na rastojanju r od koordinatnog pocetka, dobijamo poziciju tacke Cije su polarne
koordinate (r, ¢).

O primeni istih u matemati¢koj kartografiji bice re€i nakon $to uvedemo klasifikaciju
kartografskih projekcija.

NajceSca uopstenja polarnih koordinata su cilindri¢ne i sferne koordinate, koje primenu
nalaze kada je re€ o orijentaciji i odredivanju polozaja tacaka u prostoru.

Naime, cilindriéne koordinate uzimaju u obzir parametre r i ¢ sa istim zna¢enjem kao sto

je slu€aj sa polarnim koordinatama, ali uz iste vezuje

“1 se jo$S jedan parametar, oznaCen sa z, a on
predstavlja rastojanje zadate tacke od Oxy — ravni.

(r, ¢, 2)

Dakle, tacku u ravni odredenu preko polarnih
koordinata pomeramo vertiklano u pravcu z — ose i na
taj nacin dobijamo polozaj trazene tacke.

X =1rcos@,y = rsing, z € %)

« Slika 4. Cilindriéne koordinate




Sferne koordinate takode kao parametre koriste
rastojanje i ugao, ali u odnosu na polarne ovde se
primenjuje jedno rastojanje (p) i dva ugla (¢, 9).

b}

i Napomenucemo i to da ovaj koordinatni sistem

ima dve polarne ose: polarna osa koja je
B horizontalna [ odgovara polarnoj osi
) i dvodimenzionalnog polarnog koordinatnog
0 SV sistema, odnosno pozitivnom smeru x-ose U
N / pravouglom koordinatnom sistemu i druga polarna
BT T, ~ osa koja je vertikalna i odgovara pozitivnom
smeru z-ose u pravouglom koordinatnom sistemu.

Slika 5. Sferni koordinatni sistem

Naime, polozaj taCke u prostoru moze biti opisan na sledeci nacin: najpre rotiramo
horizontalnu osu za ugao ¢, a potom i vertiklalnu osu Ciji je prvobitni poloZaj usmeren
kao pozitivni deo z-ose za ugao 6 . Preostaje da na dobijenoj polupravoj odredimo tacku

koja je na rastojanju p od koordinatnog pocetka.

Posmatrajuci pravougle trouglove na slici izvodimo sledece relacije:

AM*OM =90°— 0 = cos(3ZM*OM) = cos(90°—6)
= c0s90°co0s8 + sin90°sinf = sin6

cos(AM*OM) = Oolzk

Svakako, isti zakljuak smo mogli da izvedemo i uo€avajuéi da je ugao AM*MO = 6,u
skladu sa Cinjenicom da je Oz Il p(M*, M).
Dakle, vazi

= sin@,

0OA X
OM* OM*

cosp = = x = OM*cosp = OMsinfcos@

Dakle, x = psinOcos¢, a slicnim razmatranjem, dobijamo i koordinatu y = sinpOM"* =
psingsind, i poslednje i najprostije: cosf = ﬁ = Z = pcos0.
Napomena: Neretko se, radi jednostavnosti, posmatra jedini¢na sfera i tada tacke sa iste

imaju koordinate: x = sinfcos@, y = sin@sinf, z = cosé.

Ovim smo dobilii vezu sfernih i Dekartovih pravouglih koordinata. U nastavku dodajemo
jednu bitnu napomenu u vezi s istim.



Naime, sferne koordinate mogu biti date i na sledeéi nacin:

X = pcos@coso y = psin@cos@ z = psin@

uz uslove:

0<p<oo 0Zp<2r —-<06<

N ]
N[ _

U vezi s navedenim granicama, bitno je imati u vidu sledece:

Postoje dva pristupa tumacenja, pa i postavljanja granica u skladu sa Cinjenicom koju
smo paralelu odabrali kao referentnu.

Pre svega, jasno je da sferni koordinatni sistem za orijentaciju koristi sferu, sa centrom
0(0,0,0), koja moze biti podeljena na kruznice paralelne ravni Oxy - paralele, medu
kojima je ekvatorijalna najceS¢e izdvojena kao glavna i kruznicama koje prolaze kroz
polove — meridijanima, od kojih se kao vodecéi uzima Grinic.

Shodno navedenom, opis poloZaja neke taCke najprikladnije je dati preko odredenih
uglova — dakle, u smislu udaljenosti od fiksnog meridijana i udaljenosti od fiksne
paralele. Nakon ovoga, preostaje joS odrediti i udaljenost od koordinatnog pocetka.

Sada dolazimo do onoga $to smo hteli da izdvojimo, a to je izbor referentne paralele.

Ukoliko je za fiksnu paralelu odabran Ekvator, tada su, ocito, granice ugla 6 € [—g,%]

odnosno najudaljenije taCke su severni i juzni pol, pa vazi: —g <0< g, dok u slucaju
kada se merenja datog ugla vrSe od severnog pola, (slika 5.) parametrizacija sfere je:

X = pcospsind y = psingsin z = pcosO

uz granice date sa:
0<p<o O0=<¢p<2m 0<60<m

Dakle, naveli smo dva mogucéa nacina definisanja poloZaja tacke na sferi, odnosno
orijentacije na sferi, a time i parametrizacije iste.



1.2. Parametrizacija povrsiu 93

Koristeéi se teorijom i metodama diferencijalne geometrije razmotricemo sada neke
osobine povrsi u euklidskom prostoru #73. Iste ¢e nam biti neophodne za razumevanije i
dobru definisanost pojmova [ tvrdenja navedenih u nastavku.
Napomenimo jo$ da ¢e biti koriStene pravougle Dekartove koordinate, kao i to da ce

tacka A(x,y,z) ujedno biti identifikovana sa svojim radijus-vektorom x?+yf+z§.

Podsetimo se najpre, parametrizovanom krivom nazvali smo neprekidno preslikavanje
skupa IcR u R". U #3ista je najceSce data parametarski sa r(t) = (x(t), y(t), z(t)).
Specijalno, u nastavku posmatracemo preslikavanja takva da su komponentne funkcije
(x(®),y(t),z(t)) , t €I = (a,b), neprekidno-diferencijabilne. Regularnost krive u tacki
t € I definisali smo putem uslova r(t) # 0. Krivu koja je regularna u svakoj tacki
intervala I nazivamo regularnom krivom. Suprotno tome, tatku koja ne ispunjava
navedeni uslov, odnosno za koju je 7(t) = 0 imenujemo singularnom tackom date krive.
Jasno, u skladu sa interpretacijom tangentnog vektora kao vektora brzine, uo€avamo da
uslov regularnosti mozZe da se interpretira kao uslov da se Cestica Cije kretanje
posmatramo u vremenu t neprestano kreCe (odnosno, ne prestaje da se kre¢e - ne
staje).

Parametrizovana kriva ¢ : I = R" je po delovima regularna ako je ¢ neprekidna funkcija
i postoji podela intervala I :t, < t; <..< ty, tako da su restrikcije C‘[ti,ti+1]’ i=0,.,k+1,

regularne krive.

Vektor f(t)z%z(jc(t),y(t)j(t)) nazivamo tangentnim vektorom u taéki r(t) i

interpretiramo kao vektor brzine.

Definicija 1.2.1. Neka je U otvoren skup u R?. Parametrizovana povrs u %3 je
neprekidno-diferencijalno preslikavanje r : U » %72, a slika iste bio bi skup tacaka
r(U)c %°.

T ~ & 2 P b

\
\
// ~ \
i / r(u,v) //\\.\
N
\.\ I/ %

\\\ /

Y

Slika 6. Regularna parametrizovana povrs
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PovrS moze biti zadata na sledeca tri nadina:

R/

B3 Parametarski — (u,v) - (x(u,v), y(w,v), z(w,v)) ili r: (u,v) >

(r(w, v), 1, (w, v), 13(u, V) ;
X Kao grafik funkcije—g: U - %;
X Implicitno — F(x,y,z) = 0.

Primer: 1) Jediniéna sfera S? = {(x,y,2) € % : x? + y? + z2 = 1} je data slede¢om
parametrizacijom: r : U = 9°, r(0,¢) = (sinfcosg, sinbsing,cosd) za
U={(¢,0):0<¢p<2m 0<6<m};

2) Cilindar je dat parametrizacijom: C={(x,y,2) € 97 : x? +y% =1} za
riU = 92, r(u,v) = (cosv,sinv,u) i U={(u,v):u€ R, vel02m)}

3) Konus je definisan sa K = {(x,y,z) € 9% : x> +y? =z} zar:U - 9,
r(u,v) = (ucosv,usinv,u), U ={(uw,v) :u e # vel02m)}. (1.2)

Parcijalni izvodi prvog reda parametrizovane povrsi T Su:
d
a_;(u: V) = ru(u: V) = (xu(u: V), yu(ur v),zu(u, ’U))

= (WD) = 1y (W) = (%, W), y,(.v), 2, v)) (1.2)

Napomena: lzvod preslikavanja definisanog u zavisnosti od jednog parametra (slucaj
krive) kroz ovaj rad oznacen je sa i(t) ali u prvom navodenju istog data je i oznaka %

takode Cesto koriS¢ena u literaturi. U slu€aju funkcijske zavisnosti od dva parametra
(povrs) ravnopravno ¢e biti u upotrebi zapisi iz (1.2).

Definicija 1.2.2. Za fiksiranu tacku (ug,,v,) € U parametri u i v generiSu krive u —
r(u,vy), v = r(uy, v) koje nazivamo parametarske krive povrsi r ili koordinatne krive.

Geometrijska interpretacija istih prikazana je na slici :

v - kriva

-
R4 v
-"/ u - kriva

Slika 7. Parametarske krive regularne povrsi
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Definicija 1.2.3. Tangentne vektore r,(u,v) i r,(u,v) na u- i v- krive parametrizovane
povrsi r, respektivho, nazivamo koordinatnim vektorima iste.

Analogno uslovu regularnosti za krive, isti se uvodi i za povrsi i to na sledeéi nacin:

Definicija 1.2.4. Parametrizovanu povrs r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) nazivamo
regularnom u tacki (u, v) € U ako vazi r,(u,v) x r,(u, v) # 0, u suprotnom, data tacka je
singularna tacka povrsi r.

Napomena: Navedeni uslov regularnosti ekvivalentan je uslovima da su koordinatni
vektori linearno nezavisni, odnosno wuslovu da je rang Jakobijan matrice
J(r)(u, v) maksimalan, u ovom slu¢aju jednak 2.

Dodajemo,
xu x’U
J) (W) Z(Yu Yo
Zu Z’U
T T tangentna
Definicija 1.2.5. Jedini¢ni vektor normale & .A__|“— normala
ravan ~ NT—

povrsi r u tacki (u,v) € U dat je sa:

ry(uv)xr,(u,v)

N(u,v) =

[ru(uv)xr,(wo)| -

Y
Ravan odredena tatkom M = r(u, v) i / ’\
xr

vektorom normale N naziva se
tangentnom ravni. Slika 8. Tangentna ravan

Dakle, tangentna ravan i normala na povr$ 1 u tacki M = r(u, v) date su sa:

RAw =ruv)+A-r,(u,v)+u -r,(u,v).

R(p) = r(u,v) + p(r,(w,v) X r,(w,v))

Opsta jednacina ravni R(x, y, z) u zadatoj tacki P(xg, Yo Zo) i vektorom normale
N = (n,n,,n,) bila bi:

Ny (x = xo) + 1y (¥ — ¥o) + n,(z2 —29) = 0

12



Napomena: U regularnoj tacki povrsi r uvek mozemo da postavimo tangentnu ravan. Sa
druge strane, singularitet moze biti svojstven parametrizaciji, te odabirom neke druge
parametrizacije isti moze biti otklonjen, ali isto tako postoje primeri u kojima je
singularitet svojstvo same povrSi, pa ¢e svaka njena parametrizacija tada imati
singularnu tacku.

Primeri. U vezi s prethodnom napomenom razmotrimo slucaj sfere i konusa u 973 :

1) Kao $to je veé navedeno, standardna parametrizacija sfere (koja se jo$ naziva i
geometrijska parametrizacija) data je sa: r(u,v) = (sinu - cosv, sinu - sinv, cosu).

Koordinatni vektori tada su.:
r,(u,v) = (cosu- cosv,cosu - sinv, —sinu)
r,(u,v) = (—sinu - sinv, sinu - cosv,0).

Dalje imamo:

i j K
ru XT)WV) = | cosu-cosv  cosu-siny —sinu
—sinu-Ssinv Sinu-cosv 0

- . g
= sin®u - cosv T — sinu - sinv J + sinu - cosu k

Preostaje da proverimo koje tatke su na osnovu dobijenog takve da je
(ry Xry)(u,v) =0.

Ako takve tacke postoje, nazivamo ih singularnim taCkama.
U ovom slucaju, dakle imamo

sin®u - cosv =0, sin?u-sinv =0, sinu-cosu = 0,

dakle, sve tacke (0,v), (,v) za v € [ — m, ] su singulariteti. Slike takvih tacaka su
(0,0,1)1(0,0,—1), odnosno severni i juzni pol kada govorimo o Zemlji i aproksimaciji
iste kao sfere.

No, zakljuCak da sfera nije regularna povrs bio bi pogreSan. Tacno je zapravo to da ne

postoji regularna parametrizacija cele sfere odjednom, odnosno jedna takva koja bi je u
celini pokrila.
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Dakle, potrebno nam je vise parametrizacija, i u ovom slu¢aju to bi mogla da bude
prethodno navedena,

r(u,v) = (sinucosv, sinu - sinv,cosu), 0<u<m, 0<v<2m i
r(u,v) = (cosu - sinv, sinu - sinv,cosv), 0<u<m 0<v<2nm

Sto je parametrizacija sfere rotirane tako da joj polovi leze u xy-ravni ili pak da u
prvobitno navedenoj, standardnoj parametrizaciji samo isklju¢imo granice intervala —
koje nam i jesu problematicne, dakle, da isklju€imo tacke iz domena cije slike su polovi.

Sa druge strane, sferu mozemo da predstavimo i parametrizacijom njenih polusfera u
Dekartovim koordinatama, te nakon provere ispunjenosti odredenih uslova utvrdimo da
je ista regularna povrs.

U vezi s tim navodimo jo$ jednu definiciju regularne povrsi:

Definicija 1.2.6. Regularna povr§ S je podskup u R° tako da za svaku tacku p € S
postoji otvoren skup V<R3, otvoren skup UcR? i preslikavanje a: U - SNV R3
koja zadovoljava uslove:
1. o je preslikavanje Cije komponentne funkcije — x(u,v),y(u,v),z(u, v) imaju
neprekidne parcijalne izvode k —ogredau U, k € Z,
2. 0 je homeomorfizam (imajuéi u vidu prethodno, dovoljno je sada pokazati da
postoji inverzna funkcija o7 i da je ista neprekidna);
3. (uslov regularnosti za svako q €U vaz DqO' je  injektivno.

Ekvivalentni uslovi za 3. bili bi g, X g, # 0, ekvivaletno - navedeni vektori su linearno
nezavisni, odnosno bar jedna od determinanti (1.3) je razlicita od nule u q:

ox ox
a(x,y) _ ou ox a(y,z) a(X,Z)
- ) ) . (13)
o(u,v) dy 0yl’ a(uw)’ a(uw)
du Jv
Primenom ove definicije pokazaéemo da je sfera regularna povrs.
Tako npr. posmatramo li preslikavanja o:UcH —» %, 0, UcH —» 92, U =
{(x,y) € 92, x> +y? <1} zadatasa o,(x,y) = (x,y,J1—-22—y2 ) i o,(xy)=

(x,y,—/1—x%2 —y2 ), uo¢icemo da ona zadovoljavaju uslove iz definicije i pokrivaju
sferu x? + y? 4+ z%2 =1, preciznije predstavijaju parametrizacije gornje i donje
polusfere respektivno.
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Naime, na domenu U = {(x,y) € 97: x% + y? < 1} preslikavanje o; je glatko (uslov 1.),
inverzno preslikavanje je restrikcija projekcije na prve dve koordinate i kao takvo je
neprekidno (uslov 2.) i konacno, uslov regularnosti proizilazi iz €injenice da su vektori
o, i g, linearno nezavisni. Diferencijal preslikavanja o, je:

1 0

0 1
0W1-x2-y? ) 0W1-x?-y2 )/

0x dy

Uoc¢imo da smo na ovaj nacin pokrili tacke sfere van Ekvatora.

Sliéno mozemo da razmatramo i levu i desnu, kao i prednju i zadnju otvorenu polusferu
predstavljene analogno prethodnom sa:

o3(x,z) = (x\/l —x2 — zz,z)

o,(x,z) = (x —\/1 —x2 — zz,z)

os(y,z) = (\/1 —y?% — zz,y,z)

06(y;Z) = (_\/1 _y2 _Zz'y'Z)

Sve one zajedno pokrivaju celu sferu i kao regularne parametrizacije delova sfere Cine je
regularnom povrsi.

Slika 9. Regularna parametrizacija sfere preko njenih polusfera
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Podsetimo se sada i parametrizacije konusa i proverimo da li je to regularna povrs:

2)  Standardna parametrizacija konusa date je sa: r (u,v) = (u- cosv, u- sinv,u).
Koordinatni vektrori su:

r,(u,v) = (cosv, sinv, 1)
r,(u,v) = (—u- sinv,u- cosv,0).
Ovo nam dalje daje

i 7 K
(ru Xnr)(Wwv)=| cosv sinv 1| =
—u-sinv u-cosv 0

—u-cosvi—u-sinvj+uk

Kao $to je u prethodnom primeru ucinjeno, i sada proveravamo koje tacke su (ako takve
postoje) takve daje (r, X 7,)(u,v) = 0, odnosno

u-cosv=0, u-sinv=0, u=0.

Ovoga puta dobijamo da su to tacke oblika (0,v), 0 < v < 2m. Slika istih identifikuje se
sa tackom (0,0,0) - vrhom konusa. Dakle ova taCka je singularna tacka konusa,
svojstvena samoj povrsi, odnosno neotklonjiv singularitet.

Napomena: Zaista, tangentna ravan ne moze biti postavljena na vrhu konusa, dok je kod
sfere to u polovima moguce udiniti.

Jasno je da bi proces ispitivanja regularnosti neke povrsi putem uslova iz Definicije 1.2.6.
bio komplikovan i sam po sebi vremenski dug. S toga, u nastavku navodimo jo$ dva
ekvivalentna uslova, koja prevashodno koristimo ukoliko je u pitanju povr§ zadata
implicitno ili eksplicitno (kao grafik funkcije, o ¢emu je ve¢ bilo re€i u prvim napomenama
0 pojmu povrsi).

Napomena: Orijentisana po delovima regularna kriva je klasa ekvivalencije po delovima

regularnih parametrizovanih krivih. Svaki predstavnik te klase se naziva parametrizacija.
Orijentisana po delovima regularna kriva se naziva glatka kriva.

Definicija 1.2.7. Neka je Uc%2 otvoren skup i f: U — 973 glatka funkcija.

Jednaéina z = f(x,y) naziva se eksplicitnom jednac¢inom povrsi, a skup S =
{(x,y,z) e :z =f(x,y)} koji predstavija grafik iste — G(f) =S nazivamo
eksplicitno zadanom povrsi.

Parametrizacija iste data je sa r(u, v) = (u, v, f(u, v)).
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Lema 1.2.8. Grafik funkcije f, odnosno eksplicitno definisana povr§ iz prethodne
definicije je regularna.

Dokaz. Posmatracemo preslikavanje r(u,v) = (u,v, f(u,v)) i utvrditi da ono ispunjava
uslove iz definicije regularnosti. Naime, ono je glatko, bijektivno i neprekidno jer su
komponentne funkcije takve.

Inverzno preslikavanje je projekcija na prve dve koordinate, dakle neprekidno.
Jakobijeva matrica ima linearno nezavisne kolone, odnosno vektori

-(10) 1= (01.8)
r, = (1,0, )i =(01Z (1.4)
su linearno nezavisni. Dakle, povr$ definisana u definiciji 1.2.7. je regularna. [

Napomena: U vezi sa oznakama za izvode - vec je bilo reCi pri prvom uvodenju istih.
Razli¢iti zapisi u istoj jednakosti kao sto je slu€aj (1.4) dati su u cilju razlikovanja glavne i
komponentne funkcije.

Definicija 1.2.9. Nekaje V922 i F:V — 9 glatka funkcija.
Skup S = {(x, y,2) € % F(x,y,2) = 0} naziva se implicitno zadanom povrsi, a
jednacina F(x,y, z) = 0 implicitnom jednaéinom povrsi.

Lema 1.2.10. Za otvoren skup V%22 i glatku funkciju F: V — %, podskup S definisan u
prethodnoj definiciji je regularna povrs ako je gradijent VF funkcije F razliit od nule u
svim taCkama podskupa S.

Dokaz. Pretpostavka da je VF = (Z—i,g—;,g—i) # 0 daje nam da je bar jedan od

parcijalnih izvoda razli€it od nule u nekoj proizvoljnoj tacki g u S.

Iz Teoreme o implicitnom preslikavanju imamo da se F(x,y, z) = 0 moze resiti za bar
jednu promenljivu (bar lokalno) i neka je to npr. za promenljivu z. Dakle, dobijamo:
postoji glatka funkcija f: U = 9, Uc¥? takva da vaZi

F(uv,f(u,v)) =0,(u,v) €U

i tacke (u,v,f(u,v)) cine otvorenu okolinu tatke q € S. Preslikavanje 7: (u,v) -
(u,v, f(u,v)) je tada lokalni graf glatke funkcije f, $to nam na osnovu prethodno
izloZzenog ukazuje na regularnost date povrsi. [
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Teorema 1.2.11. Neka je S implicitno zadata povr$ sa svojom jednacinom F(x,y,z) = 0,
MeS i VF(M) =+ 0. Tada je vektor gradijenta funkcije F normalan na tangentnu ravan
na povrs S u tacki M.

Dokaz. Uslov VF(M) # 0 na osnovu prethodno izlozenog ukazuje nam na egzistenciju
regularne parametrizacije povrsi S, lokalno oko tatke M € S. Neka je ista data sa:
r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v)).

Tada je F(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) = 0, $to nam nakon diferenciranja daje: Fex,, +
E,y, + E,z,, = 0 i analogno za izvod po parametru v.

Dakle, zapisemo li to na ovaj nac¢in: VF -r,, = 0,VF -1, = 0 imamo jasno iskazane
jednakosti koje nam pokazuju da je vektor gradijenta ortogonalan na koordinatne
vektore. Kako je tangenta ravan upravo njima odredena, odnosno oni Cine bazu
tangentnog prostora vektora tangentne ravni, sledi trazeno. [

Jasno je sada da opSta jednacina tangentne ravni moze biti iskazana i na sledeci nacin:

Fx-(X—x)—I-Fy-(Y—y)+FZ-(Z—Z) =0
Napomena: Upotreba oznake F, za izvod (isto vazi i za druge dve promenljive — oznake
za komponentne funkcije), ponovo je opravdana ciliem razlikovanja parcijalnih izvoda
slozenih funkcija.
U dokazu teoreme 1.2.11. Koristili smo pojam tangentnog prostora, imajuc¢i u vidu
prethodno ste€eno znanje uopsteno o vektorskom prostoru i operacijama definisanim u
istom. No, definiSimo precizno navedene pojmove:

Dakle, za regularnu povrs$ r i taCku P = r(u, v) skup
Tp(r) ={A-r,(u,v) + p-r,(u,v), ALue R}

nazivamo tangentnim prostorom povrsi r u tacki P, a elemente istog tangentnim
vektorima. Isti je zatvoren za sabiranje i mnozenje skalarom i predstavlja potprostor
vektorskog prostora V3. Bazu ovog prostora dakle ¢ine koordinatni vektori r,ir,, ali
svakako svaki od njih moze biti predstavljen i kao linearna kombinacija jedini¢nih

ortonormiranih vektora {z,7, k}. (1.5)
Definicija 1.2.12. Za regularnu povrs 7 i tacku P = r(u,v) preslikavanje I, dato sa
Ip: Tp(r) XTp(r) - #, Ip(ty,ty) =t t;

naziva se prva fundamentalna forma povrsi r, pri ¢emu je sa t4 - t, oznacen skalarni
proizvod tangentnih vektora iz T p (7).
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Imajuci u vidu (1.5) zaklju€ujemo da prva fundamentalna forma moze biti predstavljena
sa:

1) Ip(ty,t2) = X1X2 + Y1¥2 + 2122, 78ty = (x1,¥1,21) t2 = (X2,¥2.22)
predstavljene u standardnoj bazi {7, 7, E} vektorskog prostora 97°.

2) Ip(t1,t2) = A4dy - 1y 1y + (/11”2 + }‘2”1) Ty Ty + U U, Ty Ty,
zat; = (Aq, 1), t2 = (A2, u,) predstavijene u bazi vektorskog prostora T p(T).

Napomena: Uvedimo oznake:
E=ryr,, G= r,r,, F=r,r, ilipreciznije preslikavanja

E(wv)=r,(u,v) r,(u,v)
G(uv) =r,(uv) r,(uv)
F(uv) =r,(w,v) - r,(u,v)

pri ¢emu (u,v) € U predstavlja taCku u kojoj raCunamo vrednosti tangentnih vektora
(u P =r(u,v) , dakle njenoj slici posmatrali smo tangentnu ravan postavljenu na povrs

r).

Sve ovo moze biti iskazano i kroz matri¢ni zapis na sledeci nacin:

Ip(ty,tz) = [A4 4] [i g] [ﬁi]

Podsetimo se dalje - formula za izraunavanje duzine luka krive c : (a,b) - #" data je
b .
sa: s(a,b) = fa lc(t)| dt.

Posmatramo li regularnu parametrizovau povr$ r : U — % i krivu c: I = % na njoj, koja
kao takva moZe biti predstavijena sa c(t) = r(u(t), v(t)), sledi:

Definicija 1.2.13. Duzina luka krive na intervalu (a, b) €I je:

s(a,b) = [ le@®|dt = [ \[e(®) - et) dt =

b b
f \/(ru-u+rv-v)((ru-u+rv-1'))dt=f VE - u2+2-F-u-v+G-v?dt

a a

Dakle, ds=JE-u2+2-F-u-v+G-v2dt,odnosno ds?=E-du?+2-F-

du - dv + G - dv?, $to nazivamo elementom duzine luka (linijskim elementom).
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Napomena: Poslednja jednakost sledi na osnovu izraza: u = %, V= %.
Definicija 1.2.14. Ugao izmedu dve krive p; i p, na povrsi r:U - w3

(p1 = r(u (0. v (D), p2 = r(uz (D). v, () u tacki preseka istih (r(uo,v,)) odredujemo kao
ugao izmedu njihovih tangentnih vektora u zadatoj tacki.

U

A\
| [ &N
N
) (II“. '.(J‘) ‘ U
y \ >

:r

Slika 10. Ugao izmedu dve krive na reqularnoj parametrizovanoj povrsi

P1° P2

Dakle, cos0 = — :
lP1] - |p2]

\/Eu12+2Fu1v1+Gv12 - \/Euzz‘i‘ZFuzvz‘l‘Gsz

Jasno je da je uslov da su dve proizvoljne krive na povrsi medusobno normalne
ekvivalentan uslovu E -uq Uy + F - (Uq -V + Uy V1) + G- V1V =0.

Specijalno, pretpostavka da su u fiksiranoj tacki (u,, v,) posmatrane krive zapravo p; u-
kriva i p, v-kriva, pojednostavljuje izraz za ugao izmedu parametarskih krivih (Definicija
1.2.2), te je isti sada dat sa:

_F . . _VEG-F?
cose—m i sin@ = Nr (1.6)

Definicija 1.2.15. Povr$ina dela regularne parametrizovane povrsi r: U — %3, uz
pretpostavku da je U ograni¢eno glatkom krivom data je izrazom:

P =, VEG — F2dudv

20



Sliéno kao sto smo uveli za duzinu luka, izraz VEG — F2dudv nazivamo elementom
povrsine.

Slika 11. Povrsina dela povrsi i element povrsi

Napomena: Na osnovu izlozenog, u nastavku navodimo prve fundamentalne forme za
sferu, konus, cilindar i elipsoid. Ove veliCine bi¢e nam neophodne u nastavku kada
obradujemo pojam deformacija kartografskih projekcija.

Dakle, imajuci u vidu (1.1) odredimo koeficijente E, F i G prve fundamentalne forme:

Sfera

r(u,v) = (sinu - cosv, sinu - sinv, cosu)

E =r1,'1, = cos*u- cos?v + cos?u - sinv + sin*u = 1

F=r,1,= —cosu-cosv-sinu-sinv + cosu - sinv - sinu-cosv+0 =10
G =1, 1, = sin®u- sin?v + sin®u - cos?v + 0 = sin’u

Konus

Cilindar

r(u,v) = (u-cosv,u-sinv,u)
E=11=cos’v+sinfv+1=2
F=r,1rn=—u-cosv-sinv+u-sinv-cosv+0=0
G =1, 1, = u?(sin®v + cos?v) = u?

r(u,v) = (cosv, sinv,u)
E=nrn=1
F=r1=20
G=1r1n=1
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e Rotacioni elipsoid

Napomena: JednacCina rotacionog elipsoida sa centrom u koordinatnom pocCetku i
poluosama a i b glasi:

Slika 12. Elementi Zemljinog elipsoida

Veza sa Dekartovim koordinatama odnosno parametrizacija elipsoida data je sa:
2_pn2

uz uvedene oznake W = —e?singp e = gde je e ekscentricitet — konstanta

d ke W = /1 —eZsing ie?=2""gd kscentricitet — konstant

a?
karakteristicna za elipse i elipsoide i naglasak na to da su ovde u primeni geografske
koordinate Ciji je odnos sa koordinatama sfernog sistema:

A=¢, ¢ =7— 0, teotudaigranice za iste) :

2
r(p, 1) = (x(«p, 1),y(p, ), z(e, A)) = (% cosQ - COSl,%COS(p . sinl,%simp)

—2<¢<7, -m<A<m

U nastavku odredujemo parcijalne izvode:
;) . (—e?: 2+ sing - cosg) -
2/ (1—e?sin2¢)3

a . a 2 . a . .
cosQ * cosAd — Ly Sing - cosA = 3 e sing - cosg - cosg - cosA — - Sing cosA = sing -

d a 1 -_— . —
Xp = (W) * coSQ * cosA + W' (—sing) - cosA =a (

3

22 (102 cin? 2_
cosA - (% -e? - cos?p — %) = sing - cosA - (a(e = (pW(: - (p)) = sing ‘- cosi - a(‘;/s O
. . . . , a(e?-1) . a , a(1-e?
Sli¢no dobijamo i y, = sing - sini - (T) iz, = ((W) -(1—e?)-sing + % L cosQ =

2
%-ez -sin<p-cos<p-(1—ez)-sin(p+a(1we )-cosqo =a-(1-—e?)-
e?-sinp+(1—e?sin?¢) a(1-e?
cosQ ( 3 ) = (w3 ). cos@

22



Dalje, x; = % cos@ - (—sini), slicno, y; = % -cos@-cosA i z; =0.
Uoc¢imo da se pojavljuju dva karakteristiCna izraza za koja, radi jednostavnosti daljih

2 =R,

. . . a(1-e?)
zapisa, uvodimo oznake ito: — == =Ry, o

Dakle, koeficijenti prve fundamentalne forme su:

Ty = (—Ry ' sing * cosA, —R, - sing - sind, Ry - cos)
13 = (—R, " cos@ - sinA, R, - cos - cosA,0)

—e?)
) =R?, F=1,-13=0
G=1y"1 = (%coscp)2 = R,%cos?¢

E=r1,"1,=(

Detaljnije o izvodenju koriS¢enih formula, upotrebljenih oznaka i korisnih transformacija
moze se pronaci u referencama [3] i [22].

U geodetskoj i kartografskoj literaturi ¢esto se pominju normalni preseci, poluprecnici
zakrivljenosti po meridijanima i paralelama. Kako se isti kroz jednakosti vezu za vec
uvedene oznake, dajemo kratak pregled o teorijskim osnovama istih i izraze kojima se
definiSu. ViSe o tome istraziti kroz reference [3], [4] i [9].

Definicija 1.2.16. Ravan odredena normalom regularne tacke na povrsi i tangentnim
vektorom u datoj tacki, seCe elipsoid i taj presek nazivamo normalnim presekom. Medu
beskonacno mnogo njih, mogu da se izdvoje dva koja imaju minimalnu i maksimalnu

zakrivljenost?.
Pronalazak ekstremnih vrednosti svodi se na reSavanje sistema diferencijalnih jednacina
i daje — meridijani i paralele su krive ekstremnih vrednosti i vaZi

1 . 1 - . .o . C e .
K, = = i K, = - z, pri ¢emu su K;, K, respektivno zakrivljenosti u smeru meridijana i
1 2

paralela.

Napomena: PoluprecCnik zakrivljenosti meridijana je R;, a paralele R, - cosq, $to sledi na
osnovu prve diferencijalne forme elipsoida. U kartografiji najéeSce su u primeni oznake:

M =Ry, N=R,, r=N"cose.3 1.7

Vise o ovome istraziti u [9].

1 Zakrivljenost normalnog preseka povrsi definise se kao zakrivljenost krive r koja leZi u preseku tangentne i

X7
723
forme, kada je povrs zadata svojom regularnom parametrizacijom. Vise o tome u [25].

normalne ravni, po definiciji zakrivljenosti krive k = ili pak preko koeficijenata prve i druge fundamentalne

2 Geometrijska interpretacija zakrivljenosti je da je ista zapravo mera promene ugla tangentnog vektora, a R = P

predstavlja poluprecnik zakrivljenosti krive.
3 Specijalno, r je polupreénik paralele.
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1.3. Osnovni pojmovi teorije kartografskih projekcija

Relacije preko kojih se uspostavlja veza izmedu koordinata taCaka na Zemlji kao sferi ili
elipsoidu i slika istih u projekciji, najéeS¢e su date u funkcijskoj zavisnosti od dva
parametra — geografske Sirine i geografske duZine.

Meridijan je kruznica na Zemljinoj sferi dobijena presekom iste sa ravni Ciji se pravac
poklapa sa osom rotacije sfere, tj. sa pravcem Kkoji prolazi kroz severni i juzni pol.
Geografska duzZina predstavlja ugao izmedu ravni pocetnog meridijana i ravni
meridijana date tacke (0° < 1 < 180°). Pocetni meridijan - Grini¢* je dakle referentni i u
odnosu na njega — isto€no ili zapadno vrSi se merenje, te tako razlikujemo istoCnu i
zapadnu geografsku duzinu °.

Paralela je kruznica na Zemljinoj sferi koja nastaje presekom iste sa ravni koja je
normalna na osu rotacije sfere. Glavnu (referentnu paralelu — Ekvator) u odnosu na koju
se vrSe merenja, karakteriSe jednaka udaljenost od polova i najveca vrednost duZine
(obima).

Geografska Sirina predstavlja ugao izmedu Ekvatora i normale na Zemljinu sferu
povucene kroz datu tacku. Sli€no kao za prethodno, merenja mogu biti izvr§ena, u ovom
slu¢aju, severno ili juzno, te tako razlikujemo severnu i juznu geografsku Sirinu.®
Dakle, sve tacke na povrsi Zemlje odredene su presekom koordinatnih linija’ meridijana i
paralela. Svaka mreza koordinatnih linija preslikana na ravan naziva se kartografska
mreza, a mreza Zemlje bila bi osnovna kartografska mreza.

Azimutom nazivamo ugao odreden meridijanom neke tacke i pravca kretanja ka drugoj
tacki na sferi. Kriva koja sve meridijane seCe pod istim azimutom naziva se loksodroma.
Najkracu krivu koja spaja neke dve tacke na sferi nazivamo ortodromom. (Slika 13).
Ovi pojmovi postaju izrazito znac¢ajni kada je re€ o plovidbi i navigaciji, te onda kada se
karta izraduje prevashodno u te svrhe, loksodrome se u ravni projektuju kao pravci,
odnosno prave linije.

Vise o tome u drugom poglavlju ovog rada, a Citaoce zainteresovane za izraCunavanje
duzine putanja i uporedivanja istih kroz primenu prethodno navedenih pojmova
upucujemo na reference [18] i [26].

« Sika 13. Ortodroma i loksodroma

4 U cilju jedinstvenog prikaza uvodi se dogovor o meridijanu u odnosu na koji se vrée merenja i &ija je
geografska duZina 0°. Naziv je dobio po istoimenom predgradu Londona kroz koje prolazi.

> Vrednost ugla merenog u smeru istoka uzima se kao pozitivna.

® Merenje ugla u smeru severa smatramo pozitivhim smerom.

7 Koordinatne linije su skupovi tadaka koje dobijamo fiksiranjem vrednosti jedne koordinate, za sve
moguce vrednosti druge koordinate.
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Sledeca bitna karakteristika svake karte jeste njeno merilo. Ono predstavlja odnos
izmedu duzina na karti i odgovarajucih duzina na Zemljinom elipsoidu ili sferi. No, u vezi
s tim bitno je napomenuti da merilo ne mozZe biti o€uvano na celom prostoru koji se
preslikava, tako da zapravo kada govorimo o merilu, razlikujemo glavno® i lokalno®
merilo. Radi preciznijeg definisanja, posmatramo nadalje diferencijalni deo Zemljinog
elipsoida ili sfere. Zakljucke do kojih pritom dodemo, koristicemo u nastavku kada
definiSemo razliCite vrste kartografskih projekcija i deformacije koje one sa sobom nose.

Definicija 1.3.1. Odnos diferencijala duzine luka u projekciji, u oznaci ds* i diferencijala
odgovarajuce duzine na Zemljinom elispoidu ili sferi ds, nazivamo linearnim merilom i

oznadavamo sa ¢. Dakle, vazi:

ds*
ds

def

Slika 14. Elementarni (diferencijalni) deo na elipsoidu i u projekciji

Sliéno, uvodimo i pojam koji se odnosi na merilo povrSina i nazivamo ga povrsinskim
merilom. Analogno prethodnom sledi:
p & dp”
=

U nastavku, sluzeci se uvedenim oznakama za koeficijente prve fundamentalne forme i
njihovu vezu sa poluprec¢nicima zakrivljenosti dajemo izraze za deformacije projekcija.

8 Glavno ili opste merilo dobijamo na osnovu podatka koliko je Zemljin elipsoid ili sfera umanjen radi projekcije
istog.
9 Lokalno merilo u zavisnosti od projekcije manje ili vise odstupa od glavnog merila i razlikuje se od tacke do tacke.
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Teorema 1.3.2. (Linearne deformacije) Linearno merilo zavisi od polozaja taCke i
azimuta o linijskog elementa. Veza istih data je relacijom:

2 =L cos?a+ L sin2a + £ sin?
C MZCOS (Z-l-MrSln a+rzsm a
Dokaz.

Najpre na osnovu definicija 1.2.13, 1.3.1., kao i uvedenih oznaka (1.7), sledi jednakost:

2 = ds*? _ Ed@?+2FddA+GdA?

, Sto dalje imajuci u vidu sliku 14. i sledece izraze:

dsz M2dp2+r2dA2
a — azimut, ¢ a—\/Edl— rdl do _ V6 _ T id(p2 S S
- Edgp - Mde ar Etga - Mtga aaz Etg-a M tg-a
4 g \/— yl \/— A2 2 2+A2
do? -de de? do
c? = G +2:da+6 = 752 "2 FTANRErPY; ZFEZ AP ¢ 2412
2d9° o dL.(zr‘M> dL.(zr‘“) dL.(zrdﬂ)
M azt’ daz M2+ de? da? M+ de? da? + de?
E 2F G
- MZ2(1 2y T r cosa 1 + 2
(1+tg?a) I  cosa M2( ) rZ(COS a 1)
M sina cos?a sin?a
implicira trazeno. [

Posledica: Specijalno, merilo u smeru meridijana dobijamo za a = 0° , dakle tada je

E . . G .
c? = = m? i merilo u pravcu paralele za a = 90°, ¢? = Z= n?. Uvedene oznake m i

n bi¢e Cesto koriSéene u nastavku.

Napomena: U kartografiji su u upotrebi i pojmovi glavnih pravaca, oznacenih sa ai b, a
kako se isti vezuju za pojam merila, navodimo i definiciju istih. Naime, u svakoj tacki
elipsoida postoje medusobno normalni pravci (Sto i u projekciji ostaje oCuvano) duz kojih
merilo uzima ekstremne vrednosti i navedene pravce zovemo glavnim pravcima.

Teorema 1.3.3. (Deformacija povrsina) Merilo povrSina p odredeno je sledecom
jednakosti:

_ JEG-F?
p= Mr
Dokaz.
Ponovo, imajuci u vidu definiciju 1.3.1, prethodno navedeno — element povrsine
regularne povrsi r raunamo kao /Det(I), I = (g g) i oznake za koeficijente prve

fundamentalne forme Zemljinog elipsoida imamo:

_ JVEG-F2 _ JEG-F* _ \EG-F?
~ VEG6  JmZrz  Mr
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Posledica: Ugao izmedu meridijana i paralela (kao ugao izmedu parametarskih krivi), na
osnovu (1.6) dat je sa:

VEG—-F2
VEG
Uz oznake iz prethodne posledice, omoguc¢eno nam je da merilo povrSina izrazimo sa:

sinf =

__ VEG—-F? _ sinf-VEG

P="r = R =m-n-sinf.
m n
Takode, m-n-sind=a-b =p=a-b,

Sto sledi iz Apolonijeve teoreme, vise o tome mozemo pronadi u [16].

Za teoremu koja sledi, potrebni su nam sledeci podaci:
Naime, proizvoljna kruznica na elipsoidu preslikava se na elipsu i istu nazivamo elipsom
deformacije (Slika 15.).

b% elipsoid X projekcija
_____ T
LY ONT v
vl g Y14/,
b
) } 0’90/ Y
a

Slika 15. Elipsa deformacije

Jednacina elipse tada je (>)*+ (3)? =1, odnosno sledi veza: a = x;',b =y;', uz

pretpostavku da se koordinatne ose poklapaju sa glavnim pravcima. (1.8)

Teorema 1.3.4. (Deformacija uglova) Maksimalna deformacija ugla, u oznaci w data je

relacijom:
. W a-b
sin—=—
2 a+b
Dokaz.
Posmatrajmo ugao 8 = m — 2a i njegovu projekciju ' = — 2a’.
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Neka je w maksimalna deformacija istog, dakle maksimalna vrednost razlike:
B'—p=@m—2a)— (m—2a") =2(a"—a)

U skladu sa oznakama na slici 16. imamo:
tga = %, tga' =Z.

X!

Koristeci (1.8) sledi: tga’ = by 2. tga. Dalje se sluzimo pogodnim transformacijama:

ax  a
b b
tga—tga'ztga—a “tga = tga -(1—5)

b b
tga+tga'=tga+a “tga = tga -(1+a)

a—>b
tga—tga’ —5 a—b
tga+tga’ a+b a+b
a

sina  sina’
cosa  cosa’
sina sina’
cosa cosa’

sina - cosa’ — sina’ - cosa

"~ sina - cosa' + sina’ - cosa

sin(a-a') _ a-b

istedi: sin(a + b) = sina - cosp + cosa - sin imamo: =
te koristeci: sin(a + b) = sina - cosf + cosa - sinff imamo Sin@i @) atb

Oznadimo li sa a,, a', uglove za koje je « — a' maksimalno (a to je kada je njihov zbir
~) i tada:

sin(a, —d,) = % sin(a, +d.) = % sin (g) - %'

Kona¢no, sledi a, —a’, = %

, Cime je dokazana Zeljena jednakost. ]

2
-

a) b)

Slika 16. Deformacija ugla
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1.4. Obrasci sferne trigonometrije i sferni trougao

Posmatrajmo sferni trougao ABC na slici 17.
Kao $to je prikazano na istoj, stranice sfernog
trougla su lukovi velikih kruznica. Uglove ovog

trougla oznaCavamo velikim latiniCnim slovima u
skladu sa odgovaraju¢im temenom.

SpecifiCnosti istog u odnosu na trougao u ravni bile |-
bi sledece: ’

_,

e Zbir uglova u sfernom trouglu nema \ B — .-r—”/‘f /
konstantnu vrednost, ali se zna da je '
vrednost u rasponu od 180° do 540°.

e Stranice se izraZzavaju u uglovnim jednicima,
te se moze izraCunati i njihov zbir, koji je
takode promenijiv ali uvek manji od 360°.

e Nejednakost trougla ipak vazi kao i u ravni. Slika 17. Sferni trougao

B

Za reSavanja sfernih trouglova, dovoljno je znati i koristiti sledeca tri obrasca:
e sinusni;
e kosinusni;
e sinusno-kosinusni.

Sinusni obrazac dat je sa:
sina _ sinb __ sinc

sinA ~ sinB  sinC
Kosinusni obrazac dat je sa:
cosa = cosb - cosc + sinb - sinc - cosA
Sinusno-kosinusni obrazac dat je sa:
sina - cosB = sinc - cosb — cosc - sinb - cosA

Zainteresovane Citaoce upucujemo na reference [3] i [14] u kojima mogu da pronadu
vise detalja o sfernoj trigonometriji, kao i zanimljivim, u ovom radu nepomenutim,
koordinatnim sistemima i transformacijama koordinata medu istim. Primena navedenog
ponajvise se moze videti u geodeziji i astronomiji.
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2. Kartografske projekcije

2.1. Klasifikacija kartografskih projekcija

Kartografskim projekcijama nazivamo matematicki utemeljene nacine preslikavanja
Zemlje ili njenih delova. S obzirom na specifi€nosti oblika i izgleda Zemljine povrsine,
pred kartografe je postavljen ne tako lak zadatak. Uz pomenuti osnovni zadatak —
otkrivanje eksplicitnih oblika preslikavanja elipsoida na ravan i obrnuto, pronalazenje
izraza za inverzno preslikavanje, postupak iziskuje i analizu i interpretaciju geografskih
karata, kao i odredivanje relevantnih kriterijuma izbora i kvaliteta projekcija. Kao $to je
ve¢ napomenuto, opravdanja za izbore i odluke pronalazimo u razli€itim matematickim
disciplinama.

U nastavku dajemo podelu projekcija, na osnovu razli€itih kriterijuma klasifikacije
istih. Napominjemo da ¢e jedan od nacina podele biti vrsta deformacije $to ukazuje na to
da zapravo svaka karta ima odredenu deformaciju. Za sada se vodimo ovom tezom, dok
Ce ista biti detaljnije obrazlozena u treCem poglavlju ovog rada.

Dakle, na osnovu osobina preslikavanja, odnosno vrste deformacije razlikujemo:

o Konformne projekcije (karakteriSe ih odsustvo deformacije uglova, odnosno

uglovi u prirodi odgovaraju uglovima na karti);

e Ekvivalentne (kod kojih je saCuvana jednakost povrsina);

e Ekvidistantne (za koje vazi da je saCuvana jednakost duzina, u jednom

pravcu);

e Uslovne (kod kojih su proizvoljno odabrane specifinosti prikaza).
Napomena: Uglovi, duZine i povrSine su osnovni elementi kartografskog domena, o
¢emu je vec bilo re€i u uvodnom delu. Svaka projekcija zapravo mora da ima odstupanja
u duZinama, posmatrano na celoj oblasti koja se projektuje, s toga kao prvi kriterijum
treba posmatrati deformacije duzine, odnosno odabrati preslikavanje koje e istu svesti
na minimum.

Sledeca klasifikacija bila bi prema obliku normalne kartografske mreze'©:

e Cilindriéne;

e Konusne;

e Azimutalne;

e Pseudokonusne;

e Pseudocilindricne;

e Polikonusne;

e Kruzne.

1% Normalna kartografska mreza je mreza koordinatnih linija po obliku jednostavnija od bilo koje druge
mreze.
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Kroz rad Ce biti predstavljene i preciznije opisane prve tri navedene projekcije,
propracene grafickim prikazima istih. U ovom delu koris¢ene su reference [4], [9], [23],
[24] i takode slike iz navedenih.

Poslednja klasifikacija vrSi se na osnovu poloZaja pola normalne kartografske mreze
i daje nam sledece projekcije (Slika 18.):

e Uspravne (pol normalne kartografske mreze poklapa se sa geografskim polom);

e Poprecne (pol normalne kartografske mreze nalazi se na ekvatoru);

e Kose (pol normalne kartografske mreze nalazi se u proizvoljnoj tacki na poziciji
izmedu pola i ekvatora).

_____
———

Slika 18. Normalna mreZa uspravnih, poprecnih i kosih projekcija

Dakle, kod uspravnih projekcija mreza meridijana i paralela poklapa se s normalnom
mrezom. Kod poprec€nih projekcija pol normalne mreze nalazi se na ekvatoru mreze
meridijana i paralela, a ekvator normalne mreze prolazi polom mreze meridijana i
paralela. Kod kosih projekcija normalna mreza stoji u nekom proizvoljinom polozaju u
odnosu na mrezu meridijana i paralela, te proizilazi da su uspravne i popre¢ne projekcije
posebni slu€ajevi kosih projekcija.

Neformalniji opis neke projekcije moze biti najprostije dat na sledec¢i nacin: najpre
sferu ili elipsoid preslikamo na povr§ koja moze da se “razmota” (kao npr. cilindar ili
konus), a potom se ista preseCe i razvije u ravan. U zavisnosti od pocetne postavke
povrsi na koju preslikavamo sferu imamo prethodno navedenu klasifikaciju. (Slika 19.)

Slika 19. Uspravne, poprecne i kose projekcije
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ZakljuCujemo, za uspravnu (normalnu) projekciju vazi - osa simetrije pomoc¢ne povrsi
podudara se sa osom rotacije sfere ili elipsoida, za poprecnu (transverzalnu) projekciju
ispunjeno je - osa simetrije pomoc¢ne povrsi normalna je na osu rotacije sfere ili elipsoida
i poslednje, kosu projekciju odlikuje — ugao izmedu navedenih osa je proizvoljan ostar
ugao.

Napomena: (Veza izmedu uspravnih, poprecnih i kosih projekcija)

Naime, kako su uspravne projekcije jednostavnije za rad, najCeS€e se upravo one i
koriste. Ipak, kada je nephodno Koristiti kosu ili popre€nu projekciju, zapravo se najpre
izvrSi preslikavanje s karakteristikama koje odgovaraju uspravnoj projekciji, a potom
transformacija koordinata medu sistemima, najpre izraCunavajuci koordinate polova.

U nastavku navodimo i specificnosti projekcija klasifikovanih po druga dva kriterijuma:

Konformne projekcije: Uslov za postojanje konformnosti ekvivalentan je sa uslovima da
su merila duz meridijana i paralela medusobno jednaka, kao i to da se meridijani i
paralele seku pod pravim uglom. Odsustvo deformacija uglova €ini da je merilo duZina u
jednoj tacki jednako u svim pravcima, odnosno ne zavisi od azimuta. Dakle, zadrzava se
slicnost  korespodentnih  infintezimalnih  likova na elipsoidu i u ravni.
Na osnhovu posledice teoreme 1.3.2, teoreme 1.3.4. i uslova w =0 konacno sledi:

c=m=m=a=»>b

Ekvivalentne projekcije: Buduci da deformaciju povrSina definiSemo kao odstupanje
povrSinskog merila p od jedinice, za ove projekcije ono je jednako jedinici. Jednacdina
koje odreduje ekvivalentno preslikavanje ukazuje nam na to da ne moze da se desi
slu€aj a = b, stoga nijedna projekcija nije ujedno i ekvivalentna i konformna.

p = ab = mnsinf =1

Ekvidistantne projekcije: Po vrstama i veli€ini deformacija ekvidistantne projekcije se
nalaze izmedu konformnih i ekvivalentnih projekcija. Naime u ekvidistantnim
projekcijama deformacije povrSina manje su nego u konformnim projekcijama, a
deformacije uglova manje su nego u ekvivalentnim projekcijama. Vazi:

a=1 ili b=1
Tabelarni uporedni pregled tipova deformacija prema tipu projekcije i stepenu
generalizacije mozZe se pronaci u [24], a u [20] album razli¢tih prikaza projekcija.

U ovom i narednom delu u kome izvodimo jednacine klasifikovanih projekcija, koriséene
su reference [1], [5], [9] | [22].
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2.2. Konusne projekcije

Meridijani uspravnih projekcija preslikavaju se na
pravce koji se seku u jednoj tacki, pod uglovima
proporcionalnim  odgovarajuéim razlikama
duzina.

Sa druge strane, paralele su predstavljene kao
lukovi koncentriénih kruznica sa centrom u
preseku meridijana.

Jednacdine  ove  projekciie u  polarnim
koordinatama date su sa:

Konusne projekcije

Slika 20. Konusna projekcija

p=[f1(@), &=k(d-2) (2.1)

pri Cemu § predstavlja ugao izmedu meridijana tj. ugao pod kojim se isti seku u datoj
projekciji, p — polupre¢nik paralela, k je konstanta proporcionalnosti, 4 geografska
duZina i A, —geografska duzina srednjeg meridijana na delu koji se preslikava.

Funkcija f; odreduje se na osnovu uslova konformnosti, ekvivalentnosti ili
ekvidistantnosti. U nastavku dajemo pregled konusnih projekcija, s obzirom na navedena

tri uslova.

Slika 21. Elementi konusne projekcije
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2.2.1. Uspravna konformna konusna projekcija

Slika 22. Prikaz Zemljine povrsi — uspravna konformna konusna projekcija

Veza sa Dekartovim koordinatama (u skladu sa slikom 21.) izrazava se na sledeci nacin:
X =q — pcoséd, y = psind.
Teorema 2.2.1. Funkcija f1 iz (2.1) koja zadovoljava uslov konformnosti data je sa

tgG+9)

K
= =~ pri¢emuje P % .
p=F1(0) = ppricemuje P TaS

Dokaz. Imaju¢i u vidu da data projekcija treba da zadovoljava uslov konformnosti,
polazne relaciie su w =0,m=n. Na osnhovu prethodno izvedenog imamo i

_ (%2 yz_(d_p)z 2_ E _ _

a a G ‘k
G=G+ G =(p-Rin’ =5 =>n="7

d 'k d M-k-d d M-k-d
_P_P_=>_P___‘P:>f_l’=f_ L
Mde r p r P Ncoso

Dalje, koristeci (1.7) dobijamo:

) 2 2
lnp:kf_WT3Ld(p=kf_(le)d(p=kf (18) o1 d(p

B (1-e2sin2¢p) cose
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Napomena: fc';—;”(p = In(sece + tg) . ReSenje ovog integrala bice predstavljeno u delu o

Merkatorovoj projekciji (poglavlje 2.5.1). U vezi s tim u nastavku navodimo jedan identitet

koji je ovde Cesto u primeni:

tg (% + %) = secp +tge.

Koristeci adicione formule imamo: tg G + %) = 1—tg(5)-tg(9) = 1—tg(§) . Sin

cos (%) + sin (%) _ (Cos (%) + sin (%)) _ 1+2-sin (%) . oS (%)
cos (%) —sin (%) cos? (%) — sin? (ﬂ) cosg
— —1::;:"’ = secp +tge

Dakle, oznacimo li sa K konstantu integracije i 8 takvo da vazi sinf = esing, tada imamo:

Inp=k-[- (=) | 1 deo =>lnp=an—k-ln(tg(%+%))+k-ln(tge(§+g)>

(1-e2sin2¢p) cosg

Inp = InK — k (ln <tg (% + %)) —In (tge (g N 9)) _

InK —k-In <M> =In (5) za P = ———%, sto je i trebalo dokazati. "
wey)) ~ 2R P ey

Detaljnije o0 samim izvodenjima i daljim nadinima odredivanja kori§¢enih konstanti moze

odnosno:

se pronadi u [1]1[9].
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2.2.2. Uspravna ekvivalentna konusna projekcija

Slika 23. Prikaz Zemljine povr$i — uspravna ekvivalentna konusna projekcija

Osnovne kartografske jednacine kojim su izrazene specifi€nosti ove projekcije su:

1= dp P k—
mon= Mde r
Ovo nam dalje daje:
—pdp = —pdp = fw = 1p2 -fMNCOS(pd(p + K

Integral sa desne strane jednakosti predstavlja povrSinu trapeza na povrsi elipsoida.
Njegova vrednost odnosno izraz kojim je dat je slozen, te je postupak integracije ovom
priikom izostavljen. (ReSenje istog moze se pronaéi u [1] ili [9]).
Konacno, funkcija f kojom se definiSu koordinate ove projekcije data je sa:

2=1(K-S),

pri ¢emu konstanta S predstavlja reSenje integracije [ MNcosg@d¢. Ovim smo zapravo
utvrdili:

Teorema 2.2.2. Opste kartografske jednacine koje odreduju uspravnu ekvivalentnu
konusnu projekciju date su sa:

x=q— pcosd, y =psinéd, 6 =k(A—1,)

(K S) S = _( sing _I_iln 1+esin(p)

1-e2sin2¢p 2e  l1-esing’’

?:‘IN

p?
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2.2.3. Uspravna ekvidistantna konusna projekcija

Slika 24. Prikaz Zemljine povrsi — uspravna ekvidistantna konusna projekcija

Osnovne kartografske jednacine kojim su izraZzene specifiCnosti ove projekcije ponovo
definiSemo kroz teoremu:

Teorema 2.2.3. Koordinate u uspravnoj ekvidistantnoj konusnoj projekciji odredene su
sa:

X =q— pcosd, y = psinéd, § = k(41— 4)
P
p=K-I§, Ig=[  Mdeo.

Dokaz. Pretpostavimo da se meridijani preslikavaju bez deformacija, stoga imamo uslov:

.
m= Mde

p=—Jy Mdo

Integral koji se javlja u prethodnoj jednakosti reSava se razvijanjem u redove:

®
j Mde = A(@ + sin2¢@(cy + (c3 + (c3 + (¢4 + c5c052¢@)cos2¢@)cos2¢@)cos2¢@)+..
0

37



gde su: A=a-(1-n)-(1—n?)- (1_|_ n2+2245 nt 4 )

3 31 669 15 435 35 651 315
cg=—n+=n3-2nd., c,==2n? —=n*, c3=-— 3+ n®.., c, ==—n*,
2 24 640 8 128 12 64
o= 885 . _asb
57 g0 " " a+b’

pri ¢emu su sa a, b oznaCene poluose elipsoida i sa n jedan od izraza za spljoStenost
elipsoida. Na osnovu sledi

p=K-[; Mdo,

dok se konstante odreduju uz postavljanje uslova o vrednostima merila. [

Konusnim projekcijama slicne su pseudokonusne projekcije koje karakteriSe:

o Paralele su predstavljene kao lukovi koncentri¢nih kruznica;

o Meridijani u ovom slucaju nisu pravci, zapravo svim sem srednjeg meridijana koji
se slika kao pravac, predstavljeni su kao krive simetriche u odnosu na isti.

Najpoznatija takva jeste "Bonneova” projekcija, Ciji je prikaz dat na slici ispod:

Slika 25. Pseudokonusna projekcija
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2.3. C(Cilindricne projekcije

Meridijani uspravnih cilindri¢nih projekcija preslikavaju se u projekciji kao paralelni pravci
uz rastojanja proporcionalna odgovaraju¢im razlikama duZzina, a paralele su takode
pravci - normalni na merdijane. U skladu sa ve¢ uvedenim oznakama najpre dajemo
pregled formula za ova preslikavanja, a potom kao i prethodnom slu€aju razmatramo u
zavisnosti od uslova konformnosti/ekvivalentnosti/ekvidistantnosti date projekcije.

U posmatranom koordinatnom sistemu (imati u vidu sliku 19.) koordinatne ose x i y
odgovaraju — projekciji ekvatora i srednjeg meridijana podrucja koje se preslikava
respektivno.

Dakle: x=f(p), y=k(A1—Ay).
Dalje,
ady E dx
24 2 — —
( ) ( ) ( ) 2 T ™ Mde’
3 G k
6=C)P+D)? =k, n*=5 =n="

2.3.1. Uspravna konformna cilindri¢na projekcija
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Slika 26. Prikaz Zemljine povrSi — uspravna konformna cilindrina projekcija

U nastavku imamo u vidu osobine konformnih preslikavanja, konkretno odnos:
c=m=n=a=>h.
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Osnovne kartografske jednacine kojim su izrazene specifi€nosti ove projekcije su:

dx k M-
=—_- X = k . f
Mde r Ncoso

deo.
Ovaj integral smo vec¢ imali u teoremi 2.1., te koristeci se istim sada imamo:

tgG+o)

0 .
tg°(g+y)

x=k-lnU, U<

2.3.2. Uspravna ekvivalentna cilindri¢na projekcija

% i
R S
| &/ {”“’: >

Slika 27. Prikaz Zemljine povrsi — uspravna ekvivalentna cilindri¢na projekcija

Sada koristimo pravilo koje izrazava ekvivalentnost, dakle ve¢ pomenutu jednakost:
m-n=1

UobiCajeno je da pri ovim projekciama Zemljinu povr§ aproksimiramo sferom.

Osnovne kartografske jednacine kojim su izraZene specificnosti ove projekcije tada su:

dx k _1:>dx _ Rcose g _1R2 d
Rde Rcosp Rde  k Tk cosg-ae
R? R?
x=T- cos<p-d(p=7-sm(p+K.

Napomena: Specijalno, izborom koordinatnog sistema takvog da se osa y poklapa sa
projekcijom ekvatora, dobijamo K = 0. Takode, konstanta k odreduje se pod uslovom da
nema deformacija paralela, te je merilo duz paralela tada jednako 1.
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2.3.3 Uspravna ekvidistantna cilindri¢na projekcija
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Slika 28. Prikaz Zemljine povrsi — uspravna ekvidistantna cilindriCna projekcija

Napomena: Kao i u prethodnom slu€aju, u ovim projekcijama Zemlju opisujemo kao
sferu. Imaju¢i u vidu m =1, osnovne kartografske jednaline kojim su izrazene
specificnosti ove projekcije su:

dx
%:1 =>x=Rfd(p=R(p+K
Takode, ako se y — osa poklapa sa ekvatorskom ravni sledi K = 0, odnosno

x=R- @, y=k(4-2),

pri ¢emu se ponovo konstanta k odreduje uz uslov o odsustva deformacije paralela.

Kako je navedeno, u ovim projekcijama Kkoristili smo vrednosti merila duz meridijana i
paralela  definisanih za  sferu, te  ovde navodimo pregled istih:
dx k

m= Rde '’ n= Rcosg

8to sledi iz M = N = R za sferu, formula za merila duz meridijana i paralela generalno
izvedenih za elipsoid i ranije uvedenih oznaka za M,N ir.
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2.4. Azimutalne projekcije

Paralele uspravnih azimutalnih projekcija preslikavaju
se kao koncentricne kruznice. Sa druge strane,
meridijani su pravci koji se seku u centru paralela, pod
uglovima jednakim odgovarajuc¢im razlikama duzina.

X = pcosd, y = psind

Slika 29. Koordinatni sistem uspravnih
azimutalnih projekcija

Vazi: p je polupre¢nik paralele date tacke, a 6§ =A—12, ugao izmedu meridijana,
konkretno razlika geografskih duZina posmatrane tacke i referentnog meridijana.

_0p., __dp _ I
E_((?(p) - m= Mde’ G=p :n_Ncomp'

Specijalno, za sferu, M = N = R, te su izrazi za merila duz meridijana i paralela data sa:

dp p

, N = .
Rde Rcose

2.4.1.Uspravna konformna azimutalna projekcija

Slika 30. Prikaz Zemljine povrsi — uspravna konformna azimutalna projekcija
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Teorema 2.4.1. Osnovne kartografske jednacine kojim su izrazene specificnosti ove
projekcije su:

— 2 _ — K- T_¢®
§=2a-2, p=K tgG-9
Dokaz. Uslov konformnosti dat je preko jednakosti m = n, stoga sledi:

dp p dp Rde do

_a:Rcosq) = _7:Rcostp = _lnp:fcostp+K
= lnp=an—lntg(§+%)
= =—==K tgc-9, m
p tg(z+%) 9(4 2)

2.4.2.Uspravna ekvivalentna azimutalna projekcija

Slika 31. Prikaz Zemljine povr$i —uspravna ekvivalentna azimutalna projekcija

Teorema 2.4.2. Osnovne kartografske jednacine kojim su izrazene specifiCnosti ove
projekcije su: 6 =A—4y, p=+2Rsing

Dokaz. Jasno, kao u prethodnim primerima, koristeCi uslov m - n = 1 dobijamo:

__dp P
Rdg Rcose
=>p-dp=—R2-c03(p=>%-pzz—RZ-sin(p+K m
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2.4.3.Uspravna ekvidistantna azimutalna projekcija

Slika 32. Prikaz Zemljine povr§i — uspravna ekvidistantna azimutalna projekcija

Teorema 2.4.3. Osnovne kartografske jednacine kojim su izraZene specifiCnosti ove
projekcije su:

§=1-1, p=—-Rp+K

Dokaz. Izraz kojim je definisano p u ovoj projekciji dobijamo uz uslov m = 1. Dakle:

dp _
~Rde = dp =—Rde
p=-R-[dp=R-¢+K n

Uz uslov da se pol slika u tacku imamo ¢ = 90° — p = 0, te dalje sledi:

K=R-90° > p=R-(90°— o).
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2.5. Merkatorova projekcija

Merkatorova projekcija je uspravna konformna
cilindricna projekcija o kojoj je vec¢ bilo reci.
Stoga, u ovom delu izvodimo formule koje
odreduju koordinate u slu€aju aproksimacije
Zemlje sferom. Takode, navodimo dodatno i
neke njene specificnosti, koje je i Cine
najprimenjivijom kartografskom projekcijom.

Slika 33. Prikaz Zemljine povrS$i u
Merkatorovoj projekciji

Naime, ova projekcija najznacajniju primenu ima u pomorskom saobracaju i navigaciji,
pre svega jer je odlikuje sledeée: meridijani i paralele preslikavaju se kao pravci,
konformna je i specijalno, odnosno za pomorce najbitnije - loksodrome se preslikavaju
kao pravci (slika 34.). Ovo konkretno znaci da brod ne menja kurs pri celom svom
kretanju.

Slika 34. Prikaz loksodrome u Merkatorovoj projekciji

Karakteristika loksodrome je da se ona kao kriva linija koja pod istim uglom sece
meridijane postepeno priblizava polu, ali nikada “ne stize” do njega. Specijalno, za
azimut a = 0°, loksodroma je referentni meridijan, a za a = 90° ona se poklapa sa
Ekvatorom.

Kada je re€C o putovanjima po loksodromi, prednosti su uocCljive onda kada se radi o
krac¢im relacijama, dok se ka udaljenijim mestima ¢eSc¢e plovi po ortodromi. Zanimljivo je
da i tu ima odstupanja, pa tako npr. deSava se da se ortodroma kao kriva linija preseca
odnosno deli na prave linije — loksodrome i na taj na€in smanjuje broj promena kursa
broda. Dakle, u ovom slucaju to se deSava samo pri prelazu na slede¢u loksodromu, dok
bi pri putovanju po ortodromi broj promena bio znatno veéi te samo putovanje za
pomorce otezavajuce. Primer takvog (Rt Dobre Nade — Melburn) dat je u [16].
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2.5.1. Jednacine Merkatorove projekcije

Kao Sto je navedeno, u ovom delu posmatracemo Zemlju kao sferu polupre¢nika R = 1 i
shodno tome doc¢i do formula koje odreduju koordinate iste. Najpre pretpostavimo da
smo Zemlju obavili cilindrom (kao na slici 19.). Svakoj tacki na povrsi sfere pridruzujemo
tacku na cilindru. Potom kao $to je ranije opisano (projekcije se i vrSe na oblasti koje se
mogu razviti) cilindar razvijamo u ravni i tada prelazimo na Dekartove koordinate. Cilj je
uspostaviti vezu x iy sa sfernim koordinatama (¢,0) taCaka na sferi.
Napomena: Pri razvijanju cilindra u ravan pretpostavljamo da se u posmatranom
koordinatnom sistemu x — osa poklapa sa izvodnicom cilindra, a y — osa sa Ekvatorom.

Posmatrajmo sada proizvoljnu tacku na sferi. Kruznica na povrsi sfere koja sadrzi istu i
koja je paralelna sa ekvatorskom ravni ujedno je smeStena u kruZnicu na povrsi cilindra,
na visini koja odgovara vrednosti 6. Kako je cilindar postavljen tako da obavija sferu
jedinicnog poluprecCnika, njegova baza i svaki njoj paralelan krug su takode istog
poluprecnika. Sa druge strane, poluprec¢nik kruga koja sadrzi nasu posmatranu tacku
jednak je cosf, §to je direktna posledica definisanosti ugla 8 pomenute jo$ pri
parametrizaciji sfere i pretpostavke da izvodenja vr§imo na sferi jediniénog poluprecnika.

v . . 1 . . . i
Generalno, odnos polupre¢nika ova dva posmatrana kruga je —iu smislu zapisa kojim

je dat nezavisan je od izbora taCke koju projektujemo. Dakle, ovaj izraz se moze
posmatrati kada razmatramo ovaj tip projekcije, stoga u nastavku izvodimo formule koje
Ce ispunjavati uslov — odnos polupreCnika kruznica je lokalno zadrzan duz x-ose.

. Y- . . x(0+A0)—x(0 1
To bi znacilo da zapravo treba da bude ispunjen uslov: y = ¢, ( A; @ _ Py
i dx _ 1 — x= de
do ~ cos@ ~J coso’

f de _fCOSB'dB f dt

" TR A cos6 7 1-sin%0 1-t2
//" J
! - r|ir)

& _ L qde ., pdty 1 dising
f v} \ T2 J e fl—t) T2 ln(l—sine)
I — - 1 (1+sin)2 (1+sin@)?
I'-L / — 2 ln( cos20 ) =lIn cos20
J
\\‘\ KJJ
\ 4 1 sin@
.\ = =
- / In (wsa + wsa) In(secO +tg0)

« Slika 35. Projekcija tacke sfere na cilindricnu povrs
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2.5.2. Veza sa kompleksnom funkcijom

U ovom delu prikazacemo vezu Merkatorove i joS jedne projekcije CcCijom

kompozicijom dobija preslikavanje u kompleksnoj ravni. (Izvor: [23])

Sada najpre definiSemo stereografsku projekciju.

Definicija 2.5.1. Projekcija koja preslikava sferu sa jednog od njenih polova na ravan
paralelnu sa ekvatorskom ravni, naziva se stereografska projekcija. Uobiajeno je da se
projekcija vrsi specijalno na ekvatorsku ravan ili pak tangencijalnu ravan (koja sadrzi pol

suprotan onom iz kog vr§imo preslikavanije).

Nama ¢e u ovom slucaju posluziti primer projekcije na ravan Ekvatora, definisanu iz
severnog pola (Slika 36.). Dakle, ovom projekcijom tacka P(¢,0) zadata sfernim
polarnim  koordinatama.

koordinatama slika

se na tacku R(r,¢), zadatu
Napomena: Kako je ravan projekcije ekvatorijalna ravan vazi: ¢ = .
| N
A i R S
/ X P(e.6)
/ /i A
/ \
ér e \
Ol R(r.y)

Slika 36. Stereografska projekcija

U skladu sa oznakama na slici 36., koristeci sli€nost trouglova imamo:

OR _ ON
TP TN’

Uz pretpostavku o aproksimaciji Zemlje jedini€nom sferom, dalje sledi:

OP=1,0N =1, TP = cos0, OT =sinf =

1
cos0 1

1—-sing®  1=siné
cosO

secO—-tg0
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Dakle, dobili smo koordinate tacke pri stereografskom preslikavanju. Uporedimo sada
iste sa Merkatorovom projekcijom.

Tacka P(¢, 0) stereografskom projekcijom slika se na R(r,¢), r = secO + tg0, ¢y = ¢,
dok pri Merkatorovoj projekciji dobijamo tacku M (x,y), x = In(sec6 + tgh), y = ¢.

DefiniSimo sada preslikavanje

fU-V, U={(y) € 9},
fx,y) = (e 9)

Naime, na osnovu prethodno izlozenih formula u projekcijama, nije teSko uociti vezu:

r = secO + tg0 = e'"(sec6+tg0) — ox
Y=9=y.

Skup U je dvodimenzionalni podskup skupa %, koji moZemo da predstavimo i na slededi
nacin:
U={z:z=x+iy,—nm<y<m}

Slika koju dobijamo ovim preslikavanjem, odnosno skup koji moZzemo da oznacimo sa V
podskup je takode dvodimenzionalne ravni, iskljuCujuci ishodiSte. I1zborom skupa U kao
podskupa kompleksne ravni, ¢inimo da je i skup V takode isto to. Oznacdimo njegove
elemente sa v.

Tada vazi (sada se sluzimo polarnim koordinatama):
v = 1cos0 + irsin@ = e*cosO + ie*sinf = e*(cosO + isinf) = e**V = e?

Dakle, vazi: f(z) =e* , ¢ime smo dobili povezanost Merkatorove i stereografske
funkcije sa kompleksnom funkcijom.

Napomena: Svojstvo konformnosti ostaje o€uvano, odnosno vazi i za funkciju f.
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3. Geometrija Zemljinog elipsoida i problemi kartografskih projekcija

3.1. Zakrivljenost Zemljine povrsi

U ovom delu razmotricemo pitanje: da li se odredeni delovi Zemljine povrSi mogu
aproksimirati kao ravan? Svakako da specificnost reljefa i drugih Zemljinih elemenata
generalno to ne dopusta, ali uz odredene napomene o greSkama, odnosno razmeri i
grafiCkoj strani karte, moze se govoriti 0 pomenutoj aproksimaciji. Za nastavak korisna
nam je slika 37, preuzeta iz [2], gde je detaljnije obradena ova tema.

/ '/
[ AN/

Z A1
S
R 0 A

o

Slika 37. Aproksimacija dela Zemljine povrSi ravnim delom

U skladu sa oznakama na slici, projekcija Zemljinog luka ZA na ravan P je tangenta
na sferu u tacki Z. Minimizacijom razlike istih ukazujemo na moguénost Zeljene
aproksimacije. Konkretno, vrednost razlike duzine luka i njegove projekcije na ravan —
duzine duzi ZA,; je “pogodna” u nasem smislu aproksimacije, ukoliko je manja od
unapred postavljene granice ta¢nosti karte odnosno razmere, merila i odstupanja iste.
Oznacimo razliku koju razmatramo sa AS. Primenom trigonometrije i Maklorenovog
razvoja funkcije tg(6) s opravdanjem da 6 — 0, imamo:

03 03

AS=S—t=R-0—R -tgd = R(6 —tg0) =R 0—(0—?> =R+
s3 s3
=R sm=:

Dakle, poznajuci graficku tacnost karte, moZzemo da odredimo maksimalnu udaljenost
merenu po povrsi sfere od tacke u kojoj je postavljena tangentna ravan i time procenimo
koji deo je dozvoljeno posmatrati i projektovati kao ravan.
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3.2. Rotacioni elipsoid

Parametrizaciju i osnovne oznake koje prate rotacioni elipsoid predstavili smo vec u
prvom poglavlju rada. Sada ¢emo kratko da se osvrnemo na isti, sa stanovista
kartografskih projekcija. Naime, Zemljinu povr§ sa svim svojim neravninama nemoguce
je kao takvu projektovati, stoga se pribegava povoljnim aproksimacijama iste. Svakako,
izbor tada pada na povrsi koje je dovoljno dobro opisuju i to bi na prvom mestu bio bas
rotacioni elipsoid, pa tek onda sfera. No, kako je ponovo od ove dve povrsi sfera “laksa”
za rad, neretko je Zemlja poistovecena sa njom.

U nastavku definiSemo pojam Gausove zakrivljenosti regularne povrsi kao uvod u
teoremu koja predstavlja zna¢ajnu matemati¢ku osnovu i obrazlozenje o deformacijama.

Definicija 3.2.1. (Gausova krivina) Neka je r:U — 9° regularna parametrizovana
povrs. Gausova krivina povrsi r predstavlja funkciju izrazenu kao proizvod glavnih
krivina, €ije se vrednosti raCunaju u tacki P = r(u, v). Dakle:

K(u,v) =K;(u,v) - K;(u,v) =

1 1
-

Sada, kada razmatramo mogucnost i nacine projektovanja jedne povrsi na drugu,
uvidamo znacCaj pojma krivine. Naime, vaZzi sledeCe - ukoliko Zelimo izometricko
preslikavanje izmedu dve povrsi (preslikavanje koji bi Cuvalo uglove i duzine) neophodno
je da posmatrane povrsi imaju iste vrednosti Gausove zakrivljenosti u odgovarajuéim

taCkama. Preciznije:

Teorema 3.2.2. (Teorema Egregium) Zakrivljenost K regularne povrSi r je svojstvo koje
ostaje oCuvano pri identicCkom preslikavanju povrsi.

Posledica: Ne postoji identiCko preslikavanje sfere na ravan (Gausova zakrivljenost
ravni je K = 0, a za sferu iznosi é).

Napomena: Gausova zakrivljenost, za elipsoid nije konstantna nego zavisi od
geografske Sirine tacke u Cijim koordinatama raunamo vrednost, no ipak je bliza krivini
sfere nego krivini ravni. Zbog toga su odstupanja manja pri preslikavanju elipsoida na
sferu, nego na ravan. Jednakost Gausovih zakrivljenosti u korespodentnim tackama za
dve posmatrane povrsi generalno je potreban uslov za identi¢ko preslikavanje izmedu
istih, a u sluaju Gausovih zakrivljenosti konstantnih vrednosti (npr. kao za sferu ili
specijalno za ravan), uslov je i potreban i dovoljan.

U ovom delu rada kori§¢ena je referenca: [11].
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3.3. Preslikavanje elipsoida na sferu

Kao $to je ve¢ pomenuto, povrS§ Zemlje uobiCajeno se aproksimira rotacionim
elipsoidom. Za potrebe izrade razliCitih karata, vrSe se dalje aproksimacije i tada
mozemo da govorimo generalno o dva postupka:

e Preslikavanja elipsoida na ravan, uz ve¢a odstupanja i deformacije;
e Preslikavanije elipsoida najpre na sferu, a potom sfere na ravan.

Kada je re€ o ovom drugom nacinu, izdvojicemo sledece napomene:

1) Deformacije su manje u odnosu na direktni i komplikovaniji prvi nacin projekcije;
2) Uspostavljanjem funkcije izmedu ove dve povrSi, odreduju se osobine
preslikavanja (konformnost, ekvivalentnost ili ekvidistantnost) u skladu sa namenom
karte i velicinom dela koji se preslikava;

3) Uobi¢ajeno se nastoji da se meridijani elipsoida slikaju na meridijane sfere, pri
¢emu geografske duzine korespodentnih tataka bivaju jednake ili proporcionalne;

4) Kompozicija konformnih (ekvivalentnih) preslikavanja je ponovo konformno
(ekvivalentno) preslikavanje, sto ¢e reé¢i da ukoliko npr. elipsoid konformno
preslikamo na sferu, a potom istu konformno na ravan, dobijeno preslikavanje
elipsoida na ravan ispunjava uslov konformnosti. Za ekvidistantna preslikavanja,
generalno to ne vazi;

5) Veze izmedu geografskih Sirina taCaka elipsoida i sfere su u medusobnoj
funkcijskoj zavisnosti koja prati postavljene uslove o deformacijama. Pri tom, izrazi do
kojih se dolazi su prilicno slozeni i uklju€uju trigonometrijske funkcije koje se u svrhu
preciznih preraCunavanja razvijaju u redove. Veliku ulogu tu uzimaju savremene
tehnologije i primena istih u otklanjanju racunskih poteskoca.

Detaljno i postupno, pomenute veze i razvoji funkcija, predstavijeni su u [1] i

referencama [6] i [7] - nau¢nim radovima u kojima su posebno prou¢avana konformna i
ekvidistantna preslikavanja, te zainteresovane €itaoce upucujemo na pomenute izvore.
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3.4. Problem optimalnih kartografskih projekcija

Svakako najveéi izazov za kartografe predstavlja izbor adekvatnih tehnika
konstruisanja kako bi karta, kao umanjena i uopstena slika Zemlje ili nekog njenog dela,
ipak bila verodostojan prikaz stvarnog stanja. Dakle, u osnovi je cilj da prostorne relacije
medu prikazanim objektima u najmanjoj mogucoj meri odstupaju od realnosti, odnosno
da sacCuvaju svojstva uprkos Cinjenici da je izvrSena redukcija veliCine istih.
Kao sto smo vec¢ naveli, deformacije pri projektovanju su neizbezne, te se bas na osnovu
veli€ina istih moze i govoriti o kriterijumima za ocenu kartografskih projekcija. U vezi s
tim najpre ¢emo da napomenemo da postoje dve mogucénosti — merenja i poredenja
maksimalnih deformacija (odstupanja od glavnih pravaca) u svakoj tacki povrsi ili pak
druga (primenjivija opcija) — poredenje srednje kvadratne deformacije izmerene na celom
podrucju Cija se projekcija vrsi.

U kartografskoj literaturi prihvacen je kriterijum Airy-al! koji je izrazen sa:

e2=-[(a-12+(b-1? = E?==:-[; £2-dS

pri Cemu je sa €2 oznadena aritmeticka sredina deformacija u odnosu na glavne pravce,
asaE? srednja kvadratna deformacija na celoj posmatranoj povrsi S.

Takode, u praksi je primenjiva i formula koja deformacije izrazava kroz logaritamsku
zavisnost od glavnih pravaca:

E? =~ - [¢ (Ina)? + (Inb)?) - dS (3.1)

Minimizacijom (3.1) dolazimo do najpovoljnije projekcije u smislu najmanjih deformacija.

Napomena: Integracija (3.1) neretko je komplikovana, ponekad i nemoguéa. Zapravo, u
samo nekoliko slu€ajeva istu je moguce direktno izvrsiti, dok se u suprothom pribegava
primeni razliCitih numeri¢kin metoda od kojih se izdvaja metoda najmanjih kvadrata.
IzraCunavanja se vr8e u odredenom broju taCaka koje verodostojno predstavljaju
posmatrani domen, dobijene vrednosti ponovo uvrStavaju i ceo iterativni postupak
ponavlja sve dok (3.1) uzima redom sve manje vrednosti. Proces prestaje kada se
vrednosti po¢nu ponavljati i tada se dobijeno definiSe kao najmanja konaéna vrednost.
Ponovo znacajnu ulogu i ovde preuzimaju raCunarske tehnologije, pa se Cesto i same
metode prilagodavaju istom.

U ovom delu, u osnovi koris¢eni su pojmovi iz reference [10]. U navedenoj je izloZena i
Cebisevljeva teorema specijalno za deformacije konformnih preslikavanja.

11 Airy je engleski astronom koje je 1861. godine definisao kriterijum za procenu kartografskih projekcija.
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4. Kartografija savremenog doba

4.1. Primena kompjuterske tehnologije u kartografiji

Koreni matematicke kartografije, odnosno potrebe za prikazivanje Zemlje i sveta oko
nas, sezu u davnu proSlost, te pregled istorijata sam za sebe bio bi obiman posao.
Stoga, u nastavku izlaganja akcenat Ce biti stavljen na kartografiju savremenog doba, sa
osvrtom na blagodeti razvoja i sveukupnog napretka informacionih tehnologija.

Proces izrade karata je vrlo slozen i dug. Primena komjuterske tehnologije na prvom
mestu doprinosi ubrzanju tog procesa. Takode, u skladu sa promenama koje skoro
svakodnevno nastaju (imamo u vidu razvoj arhitekture i gradevinarstva), karte je
neophodno osavremenijivati. Tako znaCajnu ulogu ponovo preuzimaju upravo savremene
tehnologije, dok Kklasi¢ni postupci izrade ostaju po strani, kako zbog vremenske
zaostalosti tako i finansijske (ne)isplativosti. Svakako kao prednost mozZemo da
izdvojimo i poboljSanje kvaliteta karata, kao i mogucnost reSavanja nekih problema koje
je klasicnim metodama bilo teSko ili nemoguce resiti.

Ipak, ne budemo Ili pristrasni, olako ¢emo uoditi i odredene nedostatke. Tako npr.
kartograf danas mora biti struénjak za racunarsko programiranje, baze podataka,
digitalnu obradu slika, daljinska istrazivanja, zemljiSne i geografske informacijske
sisteme. Dakle, tehniCka umeca kojima isti treba da ovlada rastu iz dana u dan.

Sa druge strane, kao posledica napretka savremene tehnologije stoji €injenica da danas
ne postoji jasna razlika izmedu autora i korisnika karata, buduci da je izrada karte, zbog
sve vece interaktivnosti na Internetu, omogucena svakom pojedincu. Naime, kartografija
je usla u period demokratizacije. Shodno tome, sada je vidljiv i u upotrebi ne tako mali
broj neispravnih karata. ViSse o mogucnosti prikazivanja pogreSnih podataka putem
karata, zainteresovani Citaoci mogu da pronadu u [13].

Takode, detaljnije o vezi kartografijie i internacionalne istorije i politike, odnosno
sveprisustnom uticaju istih na karte koje su u upotrebi, sa kojih se i danas ocCitavaju
podaci i u Skolama izu€ava svet oko nas, mozemo da pronademo u [19].
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4.2. Geografski informacioni sistem (GIS)

Medu pregrst definicija GIS-a, izvdojiéemo onu koja ga definiste kao ,skup ili skladiste
digitalnih karata” i ,kompjuterizovani alat za obradu geografskih podataka”. Isti Cine
razli€iti podsistemi zaduzeni za unos i izradu karata, skladiStenje i analizu istih.

Ako je prvobitno i bio osmiSljen za upotrebu i rad povezan s kartografijom, geodezijom i
srodnim naukama, danas se njegovim resursima sluze pojedinci iz razli€itih profesija i sa
razli¢itim namenama. Razvoj GIS tehnologije doprinosi sveopsStem napretku u razli€itim
sferama i procesima upravljanja i organizacije.

GIS je usko povezan sa kartografijom (sam nastanak veze se za potrebu predstavljanja
karata u digitalnom obliku), bazama podataka (koje Cuvaju podatke i C€ine skup
matematickih struktura koje reSavaju probleme predstavljene racunarskom grafikom) i
komjuterskom grafikom i daljinskim upravljanjem (aplikacijama za stvaranje i Cuvanje
digitalnih podataka). Izvor: [12].

Kartografija

4
- Baze
Komp)l;it:;ska GI S 4 podataka

gra

/ | '
/
~Daljinsko -

osmatranje

Slika 38. Veza GIS-a sa drugim disciplinama
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4.3. Beselov elipsoid i koordinatni sistem WGS 84

Referentnim elipsoidom nazivamo elipsoid na kojem se vrS§e prou€avanja i koji se koristi
kao aproksimacija Zemljine povrSi. Jedan od najpoznatijih jeste Beselov elipsoid, ali
svakako primenu u praksi naslo je joS mnogo njih. Parametri kojima su definisani
proucavali su se, merili i prihvatali u razliitim vremenskim periodima, zavisno od
podru¢ja koje je bilo potrebno prikazati, kao i same namene Kkarte.
U nastavku sledi tabelarni prikaz parametara poznatih elipsoida pri ¢emu su sa a,b, f
respektivno oznacene poluose i spljostenost na polovima:

Naziv Godina a b 1f
Everest 1830 637727V6.345 6356075.415 300.801726
Beszel 1841 6377397.155 6356078.963 209,152813
Clarke 1866 6378206.400 6326583.200 204973698
Clarke 1330 6378249.145 6356514.967 203.466308
Eﬁﬁ;iionahﬂ 1909 1924 | 63733838 G356011.946 297
Krasovsldj 1940 6378245 6356863.019 208.3

GRS 1967 1967 6373160 6356774.516 208.247166
GRS 1920 1980 6378137 6356752.3141 208.257222
WGES 72 6378135 6356750.520 2038.26
WGS 84 1987 6378137 6356752.314 208.257223563

Slika 39. Parametri elipsoida

Zanimljivo je da je u proSlosti svaka zemlja imala svoj referentni elipsoid, uredujuci
podatke u skladu sa podru¢jem koje se predstavlja, Sto je u slu€aju potrebe za
ujedinjenom projekcijom prestavljalo problem zbog neslaganja.

Pod pojmom datum karte podrazumevamo koordinatni sistem odreden centrom Zemlje,
Ekvatorom i glavnim meridijanom u odnosu na polozaj elipsoida. WGS 84 predstavlja
svetski referentni datum uveden radi pojednostavljenja odnosno otklanjanja poteSkoca u
vezi sa preraCunima oko prelaza podataka datih u razliitim datumima. Vise o ovome
moze se istraziti u [21].
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4.4. Gaus - Krigerova projekcija

Topografske karte Srbije (i drugih zemalja u
okruzenju) koriste Gaus — Krigerovu projekciju, koja
bi, prema Klasifikaciji koju smo u drugom poglavlju
predstavili, pripala poprecnoj konformnoj cilindricnoj
projekciji.

Datum karte odnosno koordinatni isistem koji je u
upotrebi naziva se “Hermannskogel” uz “Beselov
elipsoid 1841”. Dimenzije istog (polupreCnik na
Ekvatoru i spljoStenje na polovima) date su sa:

L 2>

=6377397.155m

= 299.1528128 m

= Q

Slika 40. Poprecna cilindri¢na
projekcija

Transformaciju ovih koordinata odredenih geografskom duZinom i Sirinom u pravougle
koordinate (x,y), sada je moguce izvrSiti primenom kalkulatora dostupnih na internetu.
MatematiCki postupak koji se krije iza istog detaljno je opisan u [9].

Zanimljiva i korisna analiza sadrzaja dostupnog na internetu koji se odnosi na tematiku
kartografije i kartografskih projekcija predstavljena je u [8], te zainteresovane upucujemo
na pregled sadrzaja iste.

I. g;(?flj 3y |2

Sl o 1
R,

: i
40° % - 7

Slika 41. UTM?*2 projekcija

12 UTM je skraéenica za univerzalnu popreénu Merkatorovu projekciju, sliénu Gaus-Krigerovoj projekciji.
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U Gaus — Krigerovoj projekciji, poCevsi od Grini€a, izvrSena je podela na meridijanske
zone Cije Sirine iznose 3 stepena. Prema takvoj podeli, Srbija pripada Sestoj i sedmoj
zoni. Najveca deformacija duzine unutar zone je 0.1 m/km.
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Slika 42. Projekcija Srbije u Gaus-Krigerovoj projekciji

Gaus-Krigerevoj projekciji potpuno je slicna prethodno pomenuta UTM projekcija. Naime,
razlika je jedino u tome da UTM projekciju odlikuje podela na meridijanske zone Sirine 6
stepeni, takode koristeci Grini¢ kao pocetni meridijan. Najveca deformacija duZine unutar

zone ovde iznosi 0.4 m/km.

Poredenja radi, primetimo da teritorija Srbije u UTM projekciji cela pripada 34 zoni (Slika
41.). U ovom delu primenjena je referenca [21].
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5. Zakljucak

Cilj ovog rada bio je izloziti i detaljnije objasniti matematiCku stranu teorije
kartografskih projekcija. Opisane su zakonitosti iz razli€itih sfera matematike kojima se
sluze kartografi u procesu reSavanja teorijskih i prakti¢nih zadataka. Uz to nepobitna je i
povezanost teorije kartografskih projekcija sa geografijom, geodezijom, geodetskom
astronomijom kao i drugim srodnim naukama za Cije se potrebe izraduje velik broj
raznovrsnih karata.

lako je skup preslikavanja elipsoida i sfere na ravan zapravo beskonacan, do
sada je primenu nasao samo konacan broj. Zavisno od namene projektovanog crteza
vrSi se i odabir same projekcije, a neke od naj¢esce koriS¢enih detaljnije su obrazlozene
u drugom poglavlju ovog rada.

Takode, na osnovu Gaussovih dostignuc¢a utvrdeno je da idealna karta ne postoji.
Obrazlozenje za to lezi u Cinjenici da sfera (ili elipsoid) imaju razliCite Gausove
zakrivljenosti u odnosu na ravan, te ne postoji izometricko preslikavanje medu
navedenim povrsima.

Dakle, ovo predstavlja opravdanje za uvek prisutne deformacije ali isto, pred
kartografe stavlja teZzak zadatak — pronalazak projekcija koje bi karakterisala minimalna
odstupanja. Na snagu tada stupaju savremene tehnologije i sva otkrica propracena
razvojem istih. No, pozeljno je naglasiti da kartografija i danas, u doba interneta i
tehnoloSke revolucije, ne gubi konvencionalne elemente, odnosno ona je samo postala
spoj konvencionalnih i tehnicki podrzanih metoda za izradu karata.

Uprkos velikim odstupanjima u merama i deformacijama koje odlikuju
Merkatorovu projekciju, Google Maps istu koristi za prikaz povrSine Zemlje. Kako
statistiCki podaci o povrSinama razliitih zemalja i kontinenata nisu informacije koje koristi
i pamti Sira populacija, mnogima ostaje nepoznata Cinjenica o stvarnim veli€inama
pojedinih delova Zemlje. U prilog tome navodimo nekoliko zanimljivosti. Afrika i Grenland
prikazaju se na Merkatorovoj projekciji u priblizno istim merama, dok je Afrika zapravo
oko 14 puta veéa. Takode, dok Velika Britanija i Madagaskar na karti uzimaju slicne
dimenzije, u stvarnosti je Madagaskar 2 puta veci. Slicna poredenja nepobitno vode do
Cinjenice da su karte zapravo vrlo ¢esto metod manipulacije i kao sto je vec bilo redi,
bitan deo politiCke sfere jedne drzave.
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navodi se , Theorema Egregium®“. Cetvrto poglavije je saZet pregled stanja
kartografije savremenog doba dok zakljucak predstavlja osvrt na sadrzaj rada i
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navodi neke zanimljivosti o veli¢inama pojedinih drzava na Merkatorovoj karti.
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