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Predgovor

Glavna zamisao, kao profesora u srednjoj skoli, bila mi je to da se
ovaj rad moze kasnije primenjivati u nastavi ali i u sekcijama i dodatnoj
nastavi. PoSto smatram da je princip spiraliteta u poducavanju matematike
najuspeSnija metoda, trudila sam se da pronadem temu koja moze
zadovoljiti radoznalost ucenika razli¢itih starosnih doba. SuStina principa
spiraliteta se nalazi u tome $to se, s vremena na vreme, pojavljuju odredene
tematske celine koje se mogu proucavati sa aktuelnim nastavnim gradivom
uz odgovarajuca nastavna sredstva. Na ovaj nacin, ucenici ucvrs¢uju vec
prethodno steCena znanja, sti¢u nova saznanja i uporeduju razli¢ite nacine
reSavanja. Ovo im pomaZze u boljem razumevanju, motiviSe ih da na Sto
elegantniji nain resavaju zadatke povezivanjem razli¢itih matematickih
podrugja.

Prva tri poglavlja rada bave se cikloidom i srodnim krivama. Pored
njihovog kratkog istorijskog pregleda nalaze se i definicije, zatim detaljan
postupak izrade parametarskih jednacina, najosnovnije karakteristike kriva i
njihovo dokazivanje. Da bismo mogli ove tvdnje predstaviti ucenicima
potrebno im je predznanje iz trigonometrije, osnova  koordinatne
geometrije, grani¢nih vrednosti, integralnog rac¢una kao i jo§ mnogo toga. Iz
tog razloga je ovo tezak zadatak i za maturante gimnazija.

Glavni deo rada pocinje Cetvrtim poglavljem u kom predstavljam
nove pristupe izraCunavanju povrsine ispod jednog svoda krive, a koje se
zasniva na radovima Toma Apostola i Mamikon Mnatsakaniana. Posebnost
ovog pristupa je u tome Sto ne zahteva veliko matematicko predznanje,

samo detaljno znanje mnogouglova i kruga. Takozvani ciklogoni - kriva
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koja se dobija kao trag jednog temena pravilnog mnogougla dok se kotrlja
po pravi - i izraCunavanje njegove povrSine je razumljivo i interesantno
svakom prvaku srednje Skole, iako generalisanje je za njih novina. Sam
proces nastajanja cikloida iz reda ciklogona moze biti vidljiv uvod u
grani¢ne vrednosti, $to je za njih nepoznanica.

U petom poglavlju odredujemo , na sli¢an nacin, duzine luka ve¢
pomenute Krive.

Sa osobinama srodnih kriva se bavi Sesto 1 sedmo poglavlje.
Postupak je isti ali se , umesto po pravi, mnogougao kotrlja oko i unutar
drugih mnogouglova, a umesto temena, tacka koja ostavlja trag moze biti
proizvoljna unutrasnja ili spoljaSnja tacka mnogougla. U zavisnosti od
odnosa broja stranica mozemo pribliziti poznate krive kao Sto su astroida,
deltoida, kardioida, pa Cak 1 elipsa. PoSto je crtanje ovih kriva dosta
komplikovano veliku korist moZemo izvucéi iz kompjuterskih programa kao
§to su ,,Euklides®, ,, Mathematica®“ 1ili ,, GeoGebra®“. U ,, Mathematici“ 1
»Buklidesu® jednom jedinom komandom moZzemo nacrtati zeljenu krivu
pomocu parametarskih jednacina, dok u ,, GeoGebri*“ mozemo modelizovati
proces okretanja posto krivu prikazujemo uz pomo¢ podnoznice. Poslednje
navedeno je korisnije u nastavi iz razloga Sto savrSeno razumevanje gradiva
nije dovoljno - neophodni su i kreativnost i preciznost.

Ovaj rad sadrzi najbitnije osobine cikloide i njene srodne krive, $to
bih htela da interpretiram na takav naCiun, s kojim bih lako mogla da

iskoristim u nastavi matematike.

Novi Sad, 2012 Zuzana Fekete



Glava |

Kriva generisana tockom

1.1. Uvod

Johan Bernuli ! je 1696. godine postavio jedno interesantno pitanje
bratu Jakobu?:
“ Koja je ta kriva kojom ¢e telo uz uticaj gravitacione sile sti¢i od

tacke A do nize tacke B za najkrace vreme?”

Slika 1. Brachistochron-ova problema

Zadatak su od grcke re¢i brachistochrone (koje znaci najkrace
vreme), nazvali Brahistokronovim problemom.

Kod resavanja problema dosli su i do zaklju¢ka, da kad pustimo telo
iz bilo koje tacke ove krive, telu ¢e uvek trebati istovremenski period da bi
stiglo do najniZe tacke te krive.

Jakob je tacno odgovorio : “ReSenje je cikloida! “

! Johann Bernoulli (1667-1748), $vajcarski matematidar
2 Jacob Bernoulli (1654-1705), §vajcarski matematicar i nauénik

-7-




1.2. Sta je cikloida?

Cikloida je kriva koja se moze opisati proizvoljnom tackom
periferije kruga koji se kotrlja po pravoj bez klizanja.

Neka je Ox (osa pravouglog Dekartovog® koordinatnog sistema)
prava, po kojoj se kotrlja krug K polupre¢nika a. Neka je u pocetnom
polozaju kruga tacka O dodirna tacka kruga K i ose Ox. Oznac¢imo sa t
ugao za koji se obrnuo krug pocev od svog pocetnog polozaja, tj. t = <PCB.
Posto se krug kotrlja bez klizanja, dobijamo rezultat da je duz OB jednaka
luku PB = at.

Koordinate tacke P, koje opisuje cikloidu, ra¢unamo na sledeci
nacin:

x =0B — PE y=CB—-CE
x =a(t —sint) y =a(l —cost)

To su jednacine cikloide u parametarskom obliku.

O] B 2113 Ox

Slika 2. Cikloida

Pod jednim svodom cikloide podrazumevamo deo krive koju

posmatrana tacka P opisuje sa jednim obrtajem kruga K.

% René Descartes (1596-1650), francuski matematicar, filozof i nau¢nik
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1.3. Malo istorije

Jedna od najpoznatijih Kkrivi u istoriji matematike je cikloida.
Cikloidu je prvi prougavao de Kusu* , kasnije Mersen®. Kriva je dobila ime
po Galileju® 1599. godine. On je pokusao da odredi povrsinu ispod jednog
luka, ali bezuspe$no. Matematicki metod nije uspeo da pronade, te je izrezao
komadi¢e metala u obliku povrSine ispod cikloide i uporedivao tezinu sa
tezinom kruga koji generise cikloidu. Dosao je do rezultata da je cikloida
teza oko tri puta od kruga, ali je on odbio da prihvati ovaj rezultat jer je
verovao da odnos izmedu ove dve tezine, treba da bude iracionalan.
Ispostavilo se da je Galilejev eksperimenat zaista dao tacan rezultat.

Roberval” je 1628. godine odredio povrsinu cikloide koristeé¢i novi
metod “beskonadno malih”, koji je razvijen od strane Kavalijerija® , Ferma’
i Dekarta, kao i Robervala, medutim svaki od njih je pronasao drugaciji
metod za povladenje tangente na ovu krivu. Toriceli'®, ucenik Galileja je
1644. godine objavio svoje otkri¢e o povrSinama i tangentama cikloida.

Cikloida je, u tom dobu, bila jedna od najpopularnijih problema
matematike, mnogi sporovi i ljubomore su nastale vezani za nju, zato je
pastala poznata po imenu “Helena geometricara”.

U skladu sa Arhimedovom tradicijom, Hajgens**, Lajbnic*? i Johan
Bernuli su trazili posebne delove regiona cikloide Cije su povrSine
jednostavnog pravolinijskog oblika . Slika 3 ilustruje njihovu zajednicku
stavku. Svaki cikloidni luk je opisan jednim pravougaonikom Kkoji je
prepolovljen po horizontalnoj srednjoj liniji, sa kotrljaju¢im krugom u

centru.

* Nicholas de Cusa (1401 - 1464), nemacki filozof, matematiGar i astronom

> Marin Mersenne (1588 — 1648), francuski teolog,matematicar i filozof

® Galileo Galilei (1564 — 1642), italijanski matematicar, fizi¢ar i astronom

" Gilles Personne de Roberval (1602 — 1675), francuski matematicar

& Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647), italijanski matematicar

° Pierre de Fermat (1601 - 1665), francuski matematicki amater

19 Evangelista Torricelli (1608 - 1647), italijanski matemati&ar i fiziGar

! Christiaan Huygens (1629 — 1695 ), holandski matematicar, fizi¢ar i filozof
12 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), nemacki matematicar i filozof
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Godine 1658. Hajgens je pokazao da deo cikloide odsecen
isprekidanom linijom na slici 3(a), koja prepolovljava gornju polovinu
pravougaonika, ima povrSinu jednaku polovini upisanog pravilnog Sestougla
u kotrljaju¢i krug, ili ekvivalentno - jednaka povrSini osencenog

jednakostrani¢nog trougla upisanog u isti krug.

Huygens K / Leibniz

(a) (b)
+ +
N/ Bernoulli N / Bernoulli

(c) ()

|

«

Slika 3. Pojedini delovi regiona cikloide

Dve decenije kasnije, godine 1678, Lajbnic je dokazao da segment
cikloida na slici 3(b) ima istu povrSinu kao i osenceni pravougli trougao,
¢iji su kraci jednaki poluprecniku kruga.

Nakon jo§ dve decenije, godine 1699, Bernuli je proSirio oba
rezultata, koriste¢i dve horizontalne isprekidane linije, jednako udaljene od
srednje i gornje linije kao $to je na slici 3(c) i 3(d). On je dokazao da je
povrsina segmenta cikloida na slici 3(c) zbir povrSina dva osen¢ena
pravougla trougla, dok je manji segment cikloide na slici 3(d) predstavlja
razliku povrSina pravouglih trougla. Dijagram na slici 3(c) se pojavljuje na

naslovnim stranicama sva Cetiri toma sabrana dela Bernulija.
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Glava ll

Najvaznije osobine cikloide

Teorema 2.1. Duzina luka jednog svoda cikloide je 8a, gde je a

poluprecnik kruga.

Dokaz: Za duzinu luka krive imamo formulu:

L= f ’ \/x’z(t)+y’2 (®) dt.

2ma  QOx

Slika 4. Duzina luka cikloide

Iz x = a(t — sint) dobijamo, da je prvi izvod x' = a(1 — cost),

aizy =a(l —cost),daje y' =asint.

x?+y”% = (a(1 = cost))?+(asint)?

=a?(1—2cost+ cos?t) +a?sin’t

=a?(1—2cost+cos?t+ sin?t)

-11 -




=a®’(2—2cost) = 2a*(1 —cost)

t t
=2 2,2 P 2_=4 2., cin2 _
a sin > a sin >

Sada se vratimo u integralu:

ﬁ 2 2 2 t

L= j \[x O)+y“ (t)dt = f 4a?sin? = dt
a 0 2

2T t 2T t

= | 2asin-dt =2 in—dt =
fo asm2 Cljo Slle

t|2m

= —4acos—

5 =—4q-(—1—-1) =8a

0

Teorema 2.2. Povrsina ogranicena jednim lukom cikloide i osom Ox je

3a’r, gde je a poluprecnik kruga.

Dokaz: Posmatrajmo prvi luk cikloide, kada je x € [0,2an]. Kako je
x = a(t — sint), dobijamo da je dx = a(1 — cost)dt.
x=0 = a(t—sint)=0 = t=sint = t=0

x=2ar = 2arm=a(t—sint) > 2mr=t-—sint = t=2x

A

P -

O 2ma  QOx

Slika 5. Povrsina ispod jednog svoda cikloide
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2am 2T
sz ydx=a2f (1 —cost)?dt =
0 0
2T
= azf (1 —2cost+ cos?t)dt
0
2T 1
= azf (1—2cost+ 5(1 + cos(2t))dt
0
2" (3 1
= a? f (— —2cost+ —cos(Zt)) dt
. \2 2

3
2 _ a?=2m = 3na?

= 2<3t 2 si t+1 i (2t))|
=a > Sin 4‘SLTL 0 >

Teorema 2.3. Zapremina tela nastalog rotacijom jednog luka cikloide oko

ose Ox je 5a°7%, gde je a poluprecnik kruga.

Dokaz:

2am 21 2
V= nf y2dx = nf (a(1—cost)) a(l — cost)dt
0 0
21 3 2m
= nf (a(1—cost)) dt = a3nf (1—cost)3dt
0 0

21
=a3nf (1—3cost+3cos?t—cos3t)dt
0

Prva dva su tabli¢na, zato reS8avamo samo poslednja dva.
1+ cos 2t 1 1 1 .
fcoszt = det = Ef(l + cos2t) dt = E(t +Esm2t)

—11,“+1 in 2t
=3 5 Sin
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Slika 6. Zapremina obrtnog tela

f cos3tdt = f costcos’tdt = j cost (1 —sin?t)dt

=fcostdt —fcostsinztdt= sint —J.szz

. t Z3 . t
=sint —— =sint —
3

sind t

gde smo Koristili smenu sint = z, cos tdt = dz.

1 1 _ sin®t_|2m
V=a3n(t—3cost+3 E(t-l_ESant) —sint —— )|0 = 5a3m?

-14 -



Glava lll

Krive srodne cikloidi

Grcki matematiCar Hiparh (oko 140 pne.) je bio prvi koji je koristio
epicikloidu u njegovoj astronomskoj teoriji 0 epiciklima, u kojem je razvio
model za kretanje Meseca.

Kasnije Ptolomej (oko 130 pne), gréki astronom i geograf, koristio je
kombinacije epicikla za predvidanje poloZaja Sunca, Meseca i1 planeta.
Proucavaju¢i kretanje planeta dosli su do krivih koje se dobijaju kada
svemirsko telo ucestvuje istovremeno u dve rotacije, krec¢uci se po krugu ¢iji
se centar kre¢e po drugom krugu. Ove krive se mogu opisati kao putanje
fiksirane tacke kruga K koji se bez klizanja kotrlja po nepokretnom krugu
Ko. Zavisno od radijusa a i b krugova K, i K i od toga da li krug K rotira

izvan ili unutar kruga Ko imamo razne krive.

e Ako jea>Dbikrug K se kotrlja iznutra po krugu Ko, odgovarajuce
krive zovemo hipocikloide.

e Ako se krug K kotrlja spolja po krugu Ko, odgovarajuce krive
zovemo epicikloide.
Ako je pak a < b i K se kotrlja spolja po Ko dobijamo specijalne

epicikloide, koje zovemo pericikloide.

- 15 -



Ako je odnos polupreénika a i b kod epi-, hipo- i pericikloida
irracionalan, tacke ,krive® leze gusto i ispunjavaju kruzni prsten oko
nepokretnog kruga ili unutar njega, pa ne postoji neprekidna funkcija koja bi
zadavala jednacinu krive u implicitnom obliku. U tom slucaju se i ne moze
govoriti o krivoj.

Ptolemejova teorija se ispostavila netatnom kada je Kopernik®®
(1514. godine) postavio teoriju da je centar univerzuma Sunce, a ne Zemlja.

Konstrukcija epicikloide je prvi put zabelezena 1525. godine od
strane Direra'®, nemac¢kog umetnika. Direr je objavio ove i jo§ mnoge druge
krive u prvom nemackom matematickom tekstu.

Dezarg"® (1640. godine) je bio prvi koji je stavio epicikloidu u
upotrebu, u sistem koji se koristi za podizanje nivoa vode u blizini Pariza.
Sledec¢a prakti¢na upotreba epicikloida je bila za rad mehanickih zupc¢anika,
iako se ne zna ko je prvi doSao do te ideje. Romer'® je trazio korist
cikloidalnih krivi u proizvodnji zubaca zupcanika 1674. godine.

Epicikloida je dobila ime po Romeru 1674. godine.

[N
w

Nicolaus Copernicus (1473 — 1543), nemacki astronom
Albrecht Diirer (1471 — 1528), nemacki slikar

Gérard Desargues ( 1591-1661), francuski matematicar i inZenjer
Olaus Roemer (1644 —1710), danski astronom

B e
o o &
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3.1. Hipocikloide

Hipocikloidu opisuje tacka na kruznici koja se, bez trenja kotrlja sa

unutrasnje strane druge kruznice.

Slika 7. Hipocikloida

Pretpostavimo da se po unutra$njosti kruznice Ko polupreénika a
kotrlja bez trenja kruznica K polupre¢nika b, b < a. Koordinatni pocetak
¢emo postaviti u centar velike kruznice Ko , a malu kruznicu K ¢emo
postaviti tako da dodiruje veliku kruznicu Ko sa unutrasnje strane u tacki Q
preseka sa X osom. Posmatra¢éemo putanju koju opisuje tacka Q; kada se
mala kruznica K ravnomerno Kkotrlja u smeru suprotnom kretanju kazaljke
na satu. Pretpostavimo da je, posle izvesnog vremena t ta tacka presla u
tacku M(x,y).

Uslov da je kotrljanje bez trenja, zna¢i da je duzina ad luka QP
velike kruznice jednaka duzini b(8 + ¢) luka PNM male kruznice. Dakle:

ad = b0+ ).

-17 -




S druge strane , ukoliko se mala kruznica ravnomerno kotrlja znaci
da je predeni put |QP| proporcionalan vremenu t. To znagi da je ad = kt; pri
c¢emu je k brzina kotrljanja. Dakle, ako uzmemo da se mala kruznica kotrlja
za a duznih jedinica u jedinici vremena dobijamo 6 = t; pa se, dakle, ugao ¢
moze tretirati kao vreme.

Odredimo sada koordinate tacke M u koordinatnom sistemu xy:
Koordinate centra male kruznice na kojoj se nalazi tacka M su:

((a—b)cos@,(a—Db)sinbh).

Postavimo koordinatni sistem uv tako da mu koordinatni pocetak
bude u centru te male kruznice, a koordinatne ose paralelne sa x odnosno sa
y osom. U tom koordinatnom sistemu koordinate u i v tatke M su :

u=>bcos(2r — @) =bcos¢e
v = bsin(2mw — @) = —b sin ¢.
Iz uslova a@ = b(68 + ¢) sledi da je

_a—be
(p_ b Y

tako da parametarske jednacine hipocikloide u koordinatnom sistemu Xy su

sledeéi :

a—>b
x=(a—b)cos€+bcos( 5 9)

a—>b
y=(a—b)sin0—bsin( 5 9).

U zavisnosti od polupre¢nika male i1 velike kruznice mogu se dobiti
razni oblici hipocikloide. Pre svega zanima nas kada je hipocikloida
zatvorena kriva. Hipocikloida ¢e biti zatvorena kriva ako tacka M
kotrljanjem padne ponovo u pocetni polozaj. Dakle, da bi hipocikloida bila
zatvorena kriva potrebno je i dovoljno da je taj odnos a : b racionalan broj .

Pod jednim svodom hipocikloide podrazumevamo deo krive koju

posmatrana tatka M opisuje jednim obrtajem kruga K unutar kruga Ko.

-18 -



Ako je odnos a : b ceo broj, koji ¢emo oznaditi sa s,0nda mozemo
pricati o duzini luka i povr$ini hipocikloide. Pod duzinom luka hipocikloide
podrazumevamo duzinu s svodova , tj duzinu krive koju napiSe posmatrana
tacka dok ne stigne do pocetnog polozaja. Povr§ina hipocikloide je povrSina

koja je ograniCena sa s uzastopnim svodovima hipocikloide .

3.1.1. Osobine hipocikloide

Teorema 3.1. Duzina luka hipocikloide je 8b(s — 1), gde je b poluprecnik
kruga Kkoji se krece po unutrasnjosti nepokretnog kruga

poluprecnika a i s=alb je broj svodova hipocikloide.

Dokaz: Za duZinu luka krive imamo formulu L = ff Jx’2(9)+y’2 (6) de.

x'=—(a—b)sin@—(a—b)sin(a;be)=

=—(a—b) (sinH + sin (a;be))

y'=(a—b)COSQ—(a—b)cos(a;b9>:

= (a—b)(cos@—cos(a;be»

a—>b a—>b
x'?2 = (a—b)? [sin2 0+ 2sin@ sin( ) 9) + sin? (TQ)]

a—>b a—>b
y'? = (a — b)? [cos2 0 —2cosb cos( > 9) + cos? (TQ)]

a—>b a—>b
2+2[sinesin( 9>—cost9cos< 9)] =

2 12 — (q — P)2
xX“+y (a—Db) 5 5

= 2(a — b)? [1 — cos (9 + ab%beﬂ =

=4(a — b)Z%(l — Cos (%9)) = 4(a — b)? sin® (%)
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Na osnovu ovoga dobijamo da je duzina luka jednog svoda
hipocikloide:

21tb

2mh
a “a 0
L'y = j “ Jx’2(0)+)"2 (6)d6 = 2(a — b) f “ sin (“—) 6 =
. . 2b

21h

2b ad\|— 4b(a—Db) 2abm
= — — — — a — - - - =
2(a—Db) . ( cos 2b> 0 " (cosO cos 2ab)

=M.(1_(_1))=M

a

Duzinu luka s svodova hipocikloide ¢emo dobiti na sledeé¢i nacin:

.Mzg(a—b) =8b(s — 1).

S Q

Lh=S'L’h=

Teorema 3.2. PovrSina hipocikloide je mb?(s —1)(s—2), gde je b
poluprecnik kruga koja se krece po unutrasnjosti stalnog

kruga poluprecnika a i s=alb je broj svodova hipocikloide.

Dokaz: Ra¢una¢emo pomocu Grinove teoreme:

xy' —yx' =

= [(a—b)cos@+bcos(a;b0>]-(a—b)[cos@—cos(a;be)]

+ [(a—b)sin@—bsin(a;beﬂ- (a—b)[sin9+sin<a;b9)] =

= ((a—b)? —b(a—b)) [1 +sin951n(a 5 9) —cochos(a;be)]

= ((a—b)2 —b(a—b)) [1 — cos (9 +ab%b9>]

ab
= 2(a? — 3ab + 2b?) sin? (ﬁ)

Nakon toga dobijamo povrsinu ispod jednog svoda:
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2mh 2mh

1 a a al
P, = —f (xy' — yx')dO = (a? — 3ab + ZbZ)f sin? (—) do
2, . 2b
2mh
2b 1 a6 1 af|—
— (a2 _ a2 122 2 %Y a
(a? — 3ab + 2b?) <2 2 2 Sin b 0
(a? — 3ab + 2b?) (a? — 3ab + 2b?)
=TT =T .
a s

Kako je s = % ceo broj, povrsina ispod s svodova je jednaka:

a? — 3ab + 2b?
Ph=s-Ph’=s7T( . )=n(a2—3ab+2b2)

=nb?(s — 1)(s — 2).

3.1.2. Najpoznatije hipocikloide

Naves¢emo sada nekoliko zanimljivih specijalnih slucajeva.

e a=2b, s=2. U ovom sluéaju jednacine hipocikloide (dijametar) glase:

x = 2bcos0
y =0,
yJ
0 X

Slika 8.Dijametar
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Sto znac¢i da tacka na kotrljajucem krugu osciluje po precniku velike
kruznice. Ovo je jedan od najlepsih modela koje pokazuje kako pretvoriti
kruzno kretanje u pravolinijsko i obrnuto.

Duzina luka te hipocikloide je 8b.

e a=3b, s=3. Dobijamo trouglastu hipocikloidu (deltoidu, Stajnerovu®’
krivu), sa jednac¢inama :
x = 2bcos8 + b cos 260
y = 2bsin 0 — bsin 26.

y

Slika 9. Deltoida

Deltoida ima zanimljivo svojstvo, da odsecci njenih tangenti unutar
krive imaju konstantnu duzinu tj. jedan Stap te duzine bi se mogao rotirati
unutar nje stalno je dodirujuci.

Deltoida ima povr§inu 27b? iduzinu luka 16b.

17" Jakob Steiner (1796 -1863), $vajcarski matematiar
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Slika 10. llustracija poznate osobine deltoide

e a=4b, s=4. U ovom slu¢aju ¢emo dobiti astroidu, sa parametarskim

jednacinama:

x =3bcos8 + bcos30 =acos30
y =3bsin@ — bsin 30 = asin3 0.

Slika 11. Astroida

Poreklo imena astroida moze se na¢i u grckoj reéi (asteri) Cije je
znaCenje zvezda. Ova Kriva je ranije nazivana i kubocikloidom i paraciklom.

Ima sli¢no svojstvo kao deltoida: ako se odsecak fiksirane duzine krece u



ravni tako da njegovi krajevi klize po koordinatnim osama, obvojnica

dobijene familije odsecaka je astroida.

y

Slika 12. llustracija poznate osobine astroide

Povrsina astroide je 6b?, a duzina luka je 24b.

e Zaa=1l7,b=5i s = 15—7 dobijamo hipocikloidu, koja je prikazana na

slici 13.

Slika 13. Hipocikloida : a=17, b=5
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Mali krug poluprecnika b pet puta treba da obide veliki krug
polupre¢nika a da bi fiksirana tacka dosla u pocetni polozaj, tj da bi

hipocikloida bila zatvorena.

e a=mn,b=1 1 s= m Posto je odnos prec¢nika iracionalan,
hipocikloida se nikada neée zatvoriti. Ako bi nastavili kotrljati krug

do beskonacnosti, dobili bi jedan prsten.

Slika 14. Posle 50 krugova.

3.1.3. Teorema dvostruke generacije

Godine 1725, Daniel Bernuli*® je otkrio jedno izvanredno svojstvo

hipocikloida koje se danas naziva ”teoremom dvostruke generacije”.

Teorema 3.3. Krug poluprecnika b, koji se krece po unutrasnjosti kruga
poluprecnika a, generise istu hipocikloidu kao i krug

poluprecnika a — b krecuci se unutar istog kruga.

'8 Daniel Bernoulli (1700-1782), $vajcarski matematicar
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Ako ozna¢imo prvu hipocikloidu sa H(a,b) a drugu sa H(a,a—b) na
osnovu teoreme dobijamo da je H(a,b) = H(a,a—b). Primetimo da su ova
dva unutrasnja kruga komplementarna u odnosu na nepokretan krug, tj. zbir

njihovih polupre¢nika jednak je polupre¢niku nepokretnog kruga.

Slika 15. Teorema dvostruke generacije

Dokaz teoreme: iskoristicemo parametarske jednac¢ina hipocikloide H(a,b):

a—>b
x=(a—b)cos@+bcos( 5 9)

a—>b
y=(a—b)sin0—bsin( 5 9).
bo a—br

Zamenjujuéib' =a—b i ¢ = ab%be ,odnosno 6 =~ ==->¢ uowu

jednacinu, dobijamo:

!

bl

x=b’cos< (p>+(a—b')cos<p

a—>b'
y = b’sin< W (p>—(a—b')sin<p.

Sada zamenimo redosled sabiraka:

a—>b'
x = (a—b’)cos<p+b'cos< X <p>

a—>b'
y = —(a—b’)sin<p+b'sin< X <p>.
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Ako u drugoj jednacini koristimo poznate trigonometrijske identitete
(svodenje na prvi kvadrat):
cos(—¢) = cos @
sin(—¢@) = —sin g,
I zamenimo parametar —¢ na w onda ¢emo dobiti parametarske jednacine

hipocikloide H(a,a-b), koje su potpuno identi¢ne sa pocetnim jedna¢inama:

a—>b'
x = (a—b’)cosw+b’cos< X a)>

a—>b'
y = (a—b’)sinw—b’sin( X w),

Sto znaéi da ja hipocikloida H(a,a-b) generise isti skup tacaka kao i H(a,b).
Tako smo dokazali teoremu dvostruke generacije.

Kao posledica ove teoreme imamo da se istu astroidu moze dobiti i
— L. Ba . L. a
rotiranjem kruga polupre¢nika e I rotiranjem kruga poluprec¢nika 7 unutar

fiksiranog kruga poluprecnika a.

-

Slika 16. Dve kruznice generisu istu astroidu
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3.2. Epicikloide

Izvedimo jednacine epicikloide. U centar stalnog kruga Ko
polupre¢nika OA = a postavimo pravougli Dekartov koordinatni sistem.
Tacka P(x,y) pokretnog kruga K poluprec¢nika CB = b u pocetku obrtanja
imala je pocetni polozaj A na osi Ox. Posto kod ovog kretanja nema
klizanja, lukovi AB i BP su jednaki i zato je 8-a = ¢ - b, pri ¢emu je ¢
ugao izmedu duzi OC koja spaja centre krugova i poluprec¢nika CP kruznice
K. (dva polupre¢nika pokretnog kruga: poluprecnika dodirne tacke B i
poluprecnika tacke P, koja opisuje epicikloidu.)

Yi
C
¢
P
B
6 -
@) E/A X

Slika 17. Epicikloida

Na osnovu slike mozemo zakljugciti da je apscisa tacke P:
x=0E+ FP = (a+ b)cos8 + bsin(xFCP).

Koriste¢i adicione formule dobi¢emo da je sin(<FCP) = — cos(p + 8), jer

je XFCP = <BCP — xO0CE i X0CE = g— 6, pa koordinatu x dobijamo

kao sledecu funkciju veli¢ine ¢:
x = (a+b)cos6 — bcos(p + 0)
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i sliéno bismo dobili y koordinatu :
y =(a+ b)sin6 — bsin(p + 6).
Iz razloga §to medu uglovima ¢ i 6 vazi odnos6@-a = ¢ b,
mozemo ¢ izraziti preko 6 i na taj na¢in dobijamo parametarske jednacine

epicikloide:

a+b
x=(a+b)c050—bcos( 5 9)

) . (a+b
y=(a+b)sm0—bsm( 5 9).

Slicno kao kod hipocikloide, pod jednim svodom epicikloide
podrazumevamo deo krive koju posmatrana tacka P opisuje sa jednim
obrtajem kruga K oko kruga Ko. Ako je odnos poluprec¢nika kruznice a : b
racionalan broj , tada je kriva zatvorena. Ukoliko je odnos a : b ceo broj s,
mozemo pri¢ati o duzini luka i povrSini epicikloide. Pod duZinom luka
epicikloide podrazumevamo duZinu s svodova . PovrSina epicikloide je

povrsina koja je ograni¢ena sa s uzastopnim svodovima epicikloide .

3.2.1. Osobine epicikloide

Teorema 3.4. Duzina luka epicikloide je 8b(s + 1), gde je b poluprecnik
kruga koja se krece po spoljasnjosti nepokretnog kruga

poluprecnika a i s=alb je broj svodova epicikloide.

Dokaz: Za izracunavanje duzine luka krive imamo formulu:

L =fBJx’2(9)+y’2 (6) d6.

a+b
x’=—(a+b)sin9+(a+b)sin( 5 9>=

=—(a+b) (Sin9 — sin (azbe»

-29-



+b
y’=(a+b)cosé)—(a+b)cos(ab 9)=

= (a+b)<cos@—cos(azb9))

b ) a+b
9)+sm2< 5 9)]

a+b a+b
yrz=(a+b)2[c0520—2c058cos( 5 9)+cosz( 5 9)]

b a+b
9) +c059cos< 5 9)]

=2(a+b)2-[1—cos(0—azb9)]=

a+
x'? = (a + b)? [sin2 0 — 2sin6 sin(

a-+
x'?2+y'? = (a+ b)? 2—2[sin95in(

= 4(a + b)? %(1 — cos (—%9))

7]
= 4(a + b)? sin? (Z_b)

Na osnovu ovoga dobijamo da je duzina luka jednog svoda

epicikloide:

al

2mb 2mh
L, =f ¢ \/x’2(9)+y’2 (8)do = 2(a+b)f “ sin (—) ag =
. o 2b

et b 2b< a0>¥_4b(a+b) ( . Zabn)_

= a a COoS b 0 = COoS COoS 2ab =
4b(a + b) 8b(a + b)
e N CE G R

Duzinu s svodova epicikloide ¢emo dobiti na slede¢i nacin:

8b(a+ b)

Lo=s-L,= =8(a+ b) =8b(s + 1).

a
b
Teorema 3.5. Povrsina epicikloide je mbh?(s+ 1)(s+2), gde je b
poluprecnik kruga koja Se krece po spoljasnjosti
nepokretnog kruga poluprecnika a i s=a/b je broj svodova

epicikloide.
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Dokaz: Ra¢una¢emo pomocu Grinove teoreme:

xy' —yx' =
a+b a+b
= [(a+ b) cos 0 —bcos( 5 0)] - (a +b) [cos@ - cos( b 9)]
. . (a+b _ _/a+b
+ [(a+b)sm0 —bsm( 5 0)] ‘(a+b) [sm@—sm( 5 9)] =
a+b a+b
= (a+ b)((a +b) + b) [1 — sin@sin( 5 9) — cosBcos( 5 9)]
+b
= ((a +b)? +b(a+b))[1—cos(0—ab 9)]
ab
= 2(a® + 3ab + 2b?) sin? (—)
2b
Nakon toga dobijamo povrsinu ispod jednog svoda:
1% & i
Ple = —f " (xy' — yx)d6 = (a + 3ab + 2b2)J " sin? (a—) de
2), . 2b
2mh
2b 11a8 1 01—
= (a® + 3ab + 2b?) - —- Y CanZ|[a

(a? + 3ab + 2b?) (a? + 3ab + 2b?)
=mnb a =7 :

S

Ako je s = % racionalan broj, povr$ina ispod s-svodova je jednaka:

a’ + 3ab + 2b?
- ( . ) = n(a? + 3ab + 2b?)

=nb?(s+ 1)(s + 2).

P,=s-P,=sm
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3.2.2. Najpoznatije epicikloide

e Najpoznatija od svih epicikloida je kardioida koja se dobija u
slu¢aju a = b i s = 1. Njene su parametarske jednacine :
x = b(2cosO — cos208)
y = b(2sin 6 — sin 20).
Polarna jednacina kardioide se moZe dobiti jednostavno, uzimajuci

tacku Q za koordinatni pocetak, a X 0su za polarnu osu.

y

(g

Slika 18. Kardioida

U ovom slucaju je, dakle, a = b, pa je ¢ = 6. Na taj nacin je p kraca
osnova ravnokrakog trapeza OCMQ ¢ija je veca osnova 2b, kraci jednaki b,
a 0 ugao na vecoj osnovi. Odatle lako dobijamo

p =2b(1 —cos@0),
Sto je polarna jednacina kardioide.

Povrsina kardioide je 67h?, a duzina luka je 16b.

Ime je dobila po sréanom obliku krive (gréka re¢
kardioeides = kardia : srce, a eidos : oblik, forma ). Uporedivsi je
sa simbolom srca (¥), kardioida ima samo jedan vrh . Vise li¢i na

poprecnipresek jedne §ljive.
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e Ako je a=2b , s=2 dobijamo nefroidu, sa parametarskim
jednac¢inama:
x = b(3 cosO — cos 36)
y = b(3sinf — sin360) = 4asin3 6,

povrsinom 12mh?, i duzinom luka 24b.

Slika 19. Nefroida

Ona ima jedno interesantno svojstvo. Jo$ su stari Grei primetili da
ako se paralelni snop svetlosti odbija od ogledala intenzitet odbijene
svetlosti se pojacava duz neke krive, takozvane kaustike. Kod parabolickog
ogledala to je kao $to znamo jedna taCka - fokus. Kod sfernog ogledala
kaustika je upravo nefroida.

lako je termin nefroida koriS¢ena za opisivanje drugih Krivi, u ovom

nasem slu¢aju Proktor'® je ove krive nazvao nefroidama 1878-e godine.

9 Richard Anthony Proctor (1837-1888) — engleski matemati¢ar
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Ranunkuloida je epicikloida, kad a = 5b, n = 5.

y

Slika 20. Ranunkuloida

Parametarske jednacine su sledece:
x = b(6 cosO — cos 68)
y = b(6sin 6 — sin 60)

Povrsina i duzina luka su : 42mb? i 48b.

a=5, b=3. Krug polupre¢nika b tri puta treba da obide krug

polupreénika a da bi se kriva zatvorila.

y

Slika 21. Epicikloida : a=5, b=3
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a=n, b=1. Hipocikloidi slicno, kao kod epicikloide kada je odnos

iracionalan, dobijamo prsten.

Slika 22. Epicikloida posle 12 obrtaja
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3.3. Pericikloide

Pericikloide su specijalne epicikloide sa osobinom da je polupre¢nik

nepokretnog kruga K manji od polupre¢nika kotrljajuceg kruga Ko, tj a < b.
e a=1, b=3. Ova je jedna pericikloida interesantnog oblika koja po

delovima li¢i na kardioidu. Veliki krug tri puta treba da obide mali krug

da bi se kriva zatvorila. Parametarske jednacine su sledece:

4
x=4cos@—3€os(§9)

y=4sin9—35in(§9).
/)

Slika 23. Pericikloida: a=1, b=3

CA

e a=2 i b=3. Suprotno od prethodnog primera ovde dobijamo

pericikloidu koja ima dve ose simetrije.
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Slika 24. Pericikloida : a=2 i b=3

a=n , b=I. Nije iznenadenje, da ako je odnos poluprecnika dve
kruznice iracionalan, onda i kod pericikloide dobijamo jedan prsten, i

kriva se necée zatvoriti.

Slika 25. Pericikloida posle 20 obrtaja
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3.4. Familija trohoida

Trohoida je kriva koju opisuje tacka koja je na rastojanju h od
centra kruga polupre¢nika a koja se kotrlja po pravoj. Trohoide su dobile
ime od Robervala?’. U zavisnosti od rastojanja h i polupre¢nika a imamo
sledece podele trohoide:

e h = a. Kriva je upravo cikloida.

e 0 < h < a. Kriva se naziva skracena cikloida.

2ma Ox

Slika 26. Skracena cikloida

e h > a.Kriva se naziva produzena cikloida.

o 21a J 6x

Slika 27. Produzena cikloida

Parametarske jednacine trohoide su:
x =at—hsint

y =a— hcost.

2 Gilles Personne de Roberval (1602 — 1675), francuski matematicar
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Sli¢no se definisu epitrohoide i hipotrohoide. Njihove parametarske
jednacine su sledece:

e Hipotrohoida:

a—b>b
x=(a—b)cos@+hbcos( 5 9)

a—b>b
y=(a—b)sin9—hbsin( 9)

Ny
L

Slika 28. Hipotrohoida za a/b=5,kada je h maniji

odnosno veéi od b

e Epitrohoida:

a+b
x=(a+b)cos€—hbcos( 5 9)

a+b
y=(a+b)sin9—hbsin( 5 9)

Slika 29. Epitrohoide za a/b=4,kada je h maniji

odnosno veéi od b
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Glava IV

Povrsina ispod jednog svoda

cikloide bez koris¢enja integrala

4.1. Uvod

U drugom poglavlju smo pomocu integrala dokazali da je povrSina
ispod jednog luka cikloide tri puta ve¢a od povrsSine kotrljaju¢eg kruga. Ako
¢emo ovU povrsinu obeleZavati sa P, a povrsinu kruga sa (, tada :

P=3-0.
U ovom poglavlju kotrljaju¢i krug ¢emo zameniti nekim pravilnim

mnogouglom. Ovim postupkom dobijamo jednu krivu koju ¢emo nazvati
ciklogonom. Jedan ceo obrtaj pravilnog mnogougla generise jedan svod
ciklogona.

Povec¢anjem broja stranica mnogouglova do beskonacnosti, kao
grani¢nu vrednost niza ciklogona dobijamo cikloidu. Ovom geometrijskom
metodom bez integrala i bez znanja parametrijskih jednacina, jednostavno

mozemo dobiti povrSinu ispod jednog svoda cikloide.
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4.2. Ciklogoni

Kada se jedan pravilan mnogougao kotrlja bez klizanja po pravoj,
jedno teme njegovog obima ostavlja trag jedne krive, koju zovemo
ciklogonom. Jedan svod ciklogona generisan sa n-uglom se sastoji od n-1
kruznih lukova koje ¢ine jednu neprekidnu krivu, kako je na slici 30

prikazana kod kotrljajuc¢eg petougla.

Slika 30. Ciklogon generisan pravilnim petouglom

Lukovi ne moraju imati isti poluprecnik.

Ako P9 oznafava povrSinu izmedu prave i jednog svoda te krive,
pokaza¢emo da je umesto:

P=30
imamo drugu sli¢nu formulu za povrsinu ciklogona :
P9I =R +2 O,
gde ® oznacava povrsinu kotrljajuceg pravilnog mnogougla, a © oznacava
povrSinu kruga koja opisuje isti mnogougao.

Ako posmatramo jedan niz pravilnih mnogouglova, tako da je prvi
¢lan trougao, drugi Cetvorougao a n-ti ¢lan je n+2-ugao, i da svaki od
navedenih mnogouglova imaju isti polupreénik opisane kruznice, onda kao
grani¢nu vrednost ovog niza dabijamo ba$ pomenutu kruznicu. Odavde sledi
da je i cikloida grani¢na vrednost niza ciklogona generisana sa tim nizom
mnogouglova, i jedna¢inu P = 3-(©, =za povrsSinu ispod jednog svoda

cikloide mozemo gledati kao grani¢ni slu¢aj jednacine P9 =Q +2 ©.
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4.3. Kotrljajudi jednakostranicni trougao

Slika 31 pokazuje jedan svod ciklogona, konstruisanu kotrljanjem

jednakostrani¢nog trougla ¢ija je stranica jednak c.

Slika 31. Ciklogon generisan jednakostranicnim trouglom

PovrSina izmedu jednog svoda krive i prave sastoji se od dva

jednaka kruzna iseCka polupre¢nika C i datog jednakostrani¢nog trougla.
Kruzni isecci imaju povrSinu % c?, §to je i povrsina opisane kruZnice oko
datog jednakostrani¢nog trougla stranice ¢. Odavde sledi :

T
P9I =® +2§'C2

Sto dokazuje jednac¢inu P9 =@ +2 -O.

4.4 Kotrljajuéi kvadrat

Slika 32 pokazuje ciklogon konstruisan kvadratom.

Slika 32. Ciklogon generisan kvadratom
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Povrsina izmedu jednog svoda krive i prave sastoji se od dva
pravougla trougla ¢ije su katete C I tri povrSine Cetvrtine kruga, dva
polupreénika ¢ i jedan polupreénika cv2. Odnosno suma povrsina kruznih
iseCaka je:

2
2%-62 +%(cx/§)2 = 2-n<c§> =2-0.
Odavde sledidaje: P9 =c?2+2-0,

Sto dokazuje jednacinu P9 =@ +2 -© , i u ovom slucaju.

4.5. Teorema o zbiru kvadrata rastojanja temena

pravilnog mnogougla

Da bi stigli do cilja poglavlja, tj da dokaZzemo da je formula
P9 =Q +2-©O vazi za svaki ciklogon nezavisno od broja stranica

pravilnog mnogougla, potrebno je dokazati dve teoreme.

2km
2m+1

Teorema 4.5.1.: Y7, cosf, = —% gdeje 6, = , k,m e N.

Dokaz: Za dokazivanje ove teoreme koristicemo poznati trigonometrijski
identitet:

“ — sin% + sin —(Zn -5 La
Z coska = 7
= 2sin 5
Ako uvodimo sledeéu zamenu:
_ . 2T
nEmt e oM 1

onda dobijamo:
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2m+1)-2m

m —sinz—n+sin—
z 2 22m+1) 2(2m+ 1)
cosk =
2m+1 Zsinz—n
k=1 22m+1)
e T + . e
_ 51n—2m_|_1 smn_ Sm2m+1__l
- . T - . T - 2
Zsing g Zsing
odnosno:

Sto smo hteli da dokazemo.
Druga potrebna teorema bavi se zbirom kvadrata rastojanja temena

pravilnog mnogougla.

Teorema 4.5.2.: Zbir kvadrata rastojanja r¢ , k=1,2,...,n-1 od jednog
temena pravilnog n-ugla prema ostali n-1 temena je jednak

2nR?, gde je R poluprecnik opisanog kruga oko pravilnog

mnogougla. Tj:
n-1

Z 1% = 2nR?2.

k=1

Dokaz: za dokazivanje ove teoreme moramo razmotriti dva slu¢aja, zavisno
od toga da li je broj stranica pravilnog mnogougla paran ili neparan.

e Prvi slucaj: broj stranice je paran, tj n=2m.

Dokaz za paran broj n ¢ini uzastopno koriséenje Pitagorine teoreme.
Na primer uzmimo slu¢aj n=10, kao $to je prikazano na slici 35, koja

pokazuje devet duzi povucene od jednog temena prema ostalim (n-1=9)

temenima , za pravilan desetougao.
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Slika 35. Devet duzi povucen iz jednog temena pravilnog

desetougla prema ostalim temenima

Na slici 35 imamo cetiri duzi oznaéene sa i, Iy, I3, 4, NjeNe 0SNO
simetri¢ne slike gde je osa simetrije vertikalan pre¢nik opisanog kruga oko
pravilnog desetougla i pre¢nik duzine 2R. Dakle zbir kvadrata tih rastojanja

je sledeca:

4
ZZ 2 + (2R)2.
k=1

Slika 36 prikazuje, dve centralno simetri¢no preslikane duzi ry i r,
gde je centar simetrije centar opisane kruznice desetougla, odnosno srediSte
precnika 2R.

Prema preslikavanju dobijamo novi ry koji se spaja na obimu kruga
sa prethodnim rs i koji sa vertikalnim pre¢nikom kruga ¢ini pravougli
trougao (ako se hipotenuza pre¢nik kruga i naspramno teme nalazi na obim
kruznice, trougao je pravougli). Prema Pitagorinoj teoremi:

7"12 + T'42 = 4’R2.



Slika 36. Preslikavanje duzirii r,

Analogno preslikani r, spaja se sa prethodnim r3 i konstruiSu sa
vertikalnim pre¢nikom kruga drugi pravougli trougao. Jo§ jednom koristimo
Pitagorinu teoremu i dobijamo:

1,2 + 132 = 4R?,
Odavde sledi da je:
9

4
Zrkz = zzrkz + 4R? = 20R?,

k=1 k=1
Sto pokazuje teoremu za n=10 .
U opstem slucaju kod parnih n, jedna od n-1 duzi je preénik
opisanog kruga oko pravilnog n-ugla, a ostali n-2 duzi od nT_Z su u

parovima, jer su osno simetricne. Isti argumenti koji su bili kod n=10,

ukazuju da:
n-2
n-1 2
2 2 2 n—2 2 2 2
ZTRZZ n.° + 4R :T4R + 4R° = 2nR
k=1 k=1

Sto dokazuje da formula vazi za svaki paran broj n.
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e Drugi slucaj: broj stranice je neparan, tj n=2m+1.

Imamo drugaciji metod, koji vazi za sve pravilne mnogouglove sa
neparnim brojem stranica, kao §to je pravilan sedmougao ilustrovan na

slici 37.

Slika 37. Pravilni sedmougao sa stranicama r; upisan

u krugu poluprecnika R.

Sli¢no kao 1 kod parnih brojeva stranica: imamo tri duzi, i njihove
osno simetricne slike gde je osa simetrije vertikalan pre¢nik opisanog kruga
oko pravilnog sedmougla. Sada ukupno imamo Sest duzi, povucena iz
jednog temena prema ostalih 6 temena. Sada zelimo da dokazemo :

2(r %2 + 1,2 +13%) = 14R? i
2 4+ 1,2 + 132 = 7R?

Koristimo kosinusnu teoremu na sva tri jednakokraka trougla na
slici 37, ¢ije je teme u centru sedmougla. Kraci su jednaki polupre¢nikom
R, a osnovica je ry, za k=1,2,3. Odgovaraju¢i uglovi (centralni uglovi

izmedu krakova trougla) su 6y, gde je:




. . 2k
Kosinusna teorema za jednakokrake trougle sa uglom 6, = ﬁ

kaze da:
12 = 2R? — 2R? cos 0.

Odavde sledi da je:
3 3

3
Z 1.2 = 2R? Z(l —cos8,) = 6R? — 2R? z cos 0.
k=1

k=1 k=1
Ali kada uzmemo u obzir trigonometrijski identitet (koji smo veé
dokazali):

m

1
Zcos@k =3

k=1

, k,m e N, formula Y3_, n,2 = 6R?> — 2R? Y3 _, cos 0,

. 2k
gde je 6y =KZ1

¢e se implicirati sa
le + 7'22 + 7'32 = 7R2
U opstem slucaju kod pravilnog mnogougla sa n=2m+1 stranica,

zelimo da dokazemo :

2m

Z et =22m + 1)R?,
k=1
Odnosno, da je:
m
Z .2 = (2m+ 1)R2
k=1

Sto vazi zbog simetri¢nosti duzi ry i ram+1-«.
U ovom slucaju se pozivamo na kosinusnu teoremu za m
jednakokrakih trouglova. Koriste¢i formulu 7,2 = 2R? — 2R? cos 6, gde

kod svakog trougla (izmedu krakova) imamo ugao:

2km
O = om 1
dobijamo jednacinu:
m m m
z 12 = 2R? Z(l —cos B,) = 2mR? — 2R? Z cos 6.
k=1 k=1 k=1
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Isto kao malopre, uzmemo poznati trigonometrijski identitet

I, cos B, = —=, gde je 6 = ——— i dobijamo da iz Tj%, 2 = 2mR? —
2R%YR_ cos B, sledi:

m

Z r = (2m+ 1)R?,
k=1
Tako smo dosli do jednacine:
n—1 m
Z r2 = ZZ e = 2(2m + 1)R? = 2nR?,
k=1 k=1

§to smo hteli da dokazemo.

Ako prethodnu teoremu primenimo na pravilan mnogougao koja ima

tacno pet stranica, onda mozemo napisati jedan potpuno drugaciji dokaz.

Teorema 4.5.3.:U pravilnom petouglu je Y%_, 7% = 10R?, gde su ry ,
k=1,2,...,4 rastojanje od jednog temena petougla prema

ostalim 4, a R je poluprecnik opisanog kruga .

U dokazu ove teoreme ¢emo koristiti Ptojomejovu?! teoremu za

tetivni ¢etvorougao, zato ¢emo prvo to formulisati.

Teorema 4.7.2.:(Ptolomejova teorema) Za svaki tetivni Ccetvorougao
proizvod duzina dijagonale jednaka je zbiru proizvoda

duZina naspramnih stranica.

Dokaz: Na slici 38 je prikazano ABCD tetivni Cetvorougao, sa stranicama
a,b,cididijagonalama e i f. Neka se tacka E nalazi na dijagonali e, tako da
je ABD< = EBC<.

2! Klaudije Ptolomej ( 90-168 ), poslednji od velikih helenskih astronoma
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BDA«xiBCA< su periferijski uglovi nad istom tetivom AB, sto
zna¢i da su jednaki. Naravno iz ovoga mozemo videti: BAD<« = 180° —

ABD<« — BDA<« = 180° — EBC« — BCE« = CEB<.

Slika 38. Ptolomejova teorema

Sledi da su ABD 4 i BCE 4 imaju tri para jednakih uglova, tj sli¢ne.
Mozemo napisati proporciju:
. db
d:f=EC:b ili EC=—.
f
Na sli¢an nacin, mozemo primeniti da je : ABEX = DBC<.i da
CAB<« = CDB<x jer su periferijski uglovi nad tetivom BC. Zato su i

EABA4 i DBC4 slicne, $to implicira:

ac
AE :a=c: f ili AE=7.

Kako je e = AE + EC = % + %, dobili smo da je:

ef =ac+ bd

$to smo hteli da dokazemo.

-850 -



Dokaz teoreme 4.5.3:
Slika 39 nam pokazuje pravilan petougao sa stranicama r, upisan u
pravilan desetougao sa stranicama duzine rj.
Pre¢nik opisane kruznice desetougla je 2R, a duzi rp, r3 i ry su
dijagonale mnogougla. Sada ¢emo dokazati da je:
752 + 1,2 + 1,2+1,%2 = 10R?

ili ekvivalentan izraz:

T‘22+T'42 = 5R2

Slika 39. Tetivni cetvorougao sa tri stranice duZine

riijedne sarz, i dve dijagonale r,

Koristimo Ptolemejevu teoremu za tetivni ¢etvorougao na slici 39 sa
dve ukrstajuce dijagonale duzine r,, da bismo dobili:
2 =1y + 1l
Na slici 40 mozemo videti dva sli¢na jednakokraka trougla sa

odnosom stranica:

R 1r
r_lzﬁ ili rr; =R%



Slika 40. Jednakokraki trouglovi, sa kracima rs i osnovicom R je

slican trouglom sa kracima R i osnovicom ry.

Uzmimo jednaine 1,2 =rr;+nr?% i rrs=R? i primenimo
Pitagorinu teoramu na pravougli trougao sa kracima ry,r4 i hipotenuzom 2R:
r1241,% = 4R?

i dobijamo da:
2 = R> + 12 =R?>+4R? — 1,2 = 5R? — 1,2

$to implicira jedna¢inu r,%+71,%2 = 5R2.



4.6. Kotrljajuéi n-ugao

Kod slucaja sa pravilnim mnogouglom sa n temena, povrSina izmedu

jednog svoda krive i prave sastoji se od n-2 trouglova i n-1 kruznih ise¢aka
sa uglom od 27” radijana, $to je jednako sa spoljasnjim uglom pravilnog n-

ugla.

Slika 33. Otisci ciklogona generisanog

pravilnim Sestouglom

Te n-2 trouglove moZemo nacrtati kao tragove ostavljene prilikom
kotrljanja. Trouglove moZemeo dobiti deljenjem mnogougla sa n-3
dijagonalom. Dijagonale dobijamo tako $to dato teme spajamo sa svakim
nesusednim temenom ( dva put ra¢unamo i stranice), kao $to je ilustrovano

na Slici 34 za n=6.

Slika 34. Rastavljenje pravilnog Sestougla na trouglove

Poluprecnici kruznog isecka su jednaki duzinama koje spajaju dato

teme sa preostalim n-1 temena. Kruzni isecak je odreden sa polupreénikom



Y k2

R 2T - - . e . . - - .
rq i uglom od — radijana i njegova povrSina iznosi , pa je zbir svih

T
n
kruznih iseCaka jednaka:

n—-1

T2

1

SR

&
1l

U prethodnom poglavlju dokazali smo da je zbir kvadrata ovih
polupreénika jednak 2nR?, gde je R polupreénik opisanog kruga oko datog
pravilnog mnogougla. Tako je zbir povrSina svih kruznih ise¢aka jednak
2mR?, $to je dva puta veéa povr§ina nego povrSina datog opisanog kruga.

Drugim re¢ima, jednacina P9 =@ +2 -© je posledica jednacine:
n-1
Z 1.2 = 2nR?,
k=1
jer vazi:
n-1
T i
PI =® +E-Zrk2 =® +-2nR? =® +2-O.

k=1
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Glava V

Duzina luka cikloide bez

koriS¢enja integrala

Pomocu integrala smo ve¢ izracunali da je duzina luka jednog svoda
cikloide je 8a, gde je a polupre¢nik kotrljajuceg kruga. To mozemo napisati
u obliku: L=8a ili L=4D, gde je D pre¢nik kruznice. U ovom poglavlju
¢emo prikazati kako mozemo sti¢i do ovog rezultata sa jednim drugim
interesantnim metodom.

Duzina luka jednog svoda ciklogona LY je dobijena od kotrljaju¢eg

pravilnog n-ugla, i jednak je zbiru duzina n-1 luka ly kruznog isecaka sa

v . - 2 .
polupre¢nikom ry i uglom od 7” radijana.

Slika 41. Duzina luka ciklogona generisan sa petouglom
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To mozemo napisati i ovako:

2m
L‘g =21k =72'rk.

k=1 k=1
U tabeli su dati primeri ciklogona, u slu¢aju kada je duZzina stranice
kotrljaju¢eg pravilnog trougla, Cetvorougla i Sestougla je ¢ , a pre¢nik

opisane kruznice pravilnog mnogougla je D.

Precnik )
. . Ugao kruz- DuZina luka
poluprecnici opisane ) )
. nog isecka jednog svoda
kruznice
Kotrljajuéi 2 21 21
rn=r,=c D= cv3 — —2c = 3,63-D
trougao 3 3 3
. 2
Kotrljajuéi rn=1r==c T —(2 + \/E)C
5 D=cV2 > 4
&etvorougao = cV2 2 ~379.D
n=15s=¢ 2w
Kotrljajuci ™ —(4+2V3)c
Sest T, =14 = C\/§ D =2c § 6
Sestougao N )
rs = 2¢ ~391:D

Tablica 1. Duzina luka nekih ciklogona

Iz zadnje kolone tabele (duzina luka) se jasno vidi da se sa
povecanjem broja stranica sve blize priblizavamo 4D.

Na slici 42 je prikazan slu¢aj kada je n=5. Duzi r; ,r; ,r3 ,rs Spajaju
jedno teme pravilnog petougla sa ostalim n-1, i svaki par rx i rh« Su 0sno

simetri¢ne, gde je osa simetrije vertikalni pre¢nik D.




Slika 42. Dijagonale petougla

U opstem slucaju u pravilnom n-uglu, svaki od odsecaka r¢ sa
pre¢nikom kruga D odreduju pravougli trougao upisan u polukrug. Tada
jedan od ostrih uglova pravouglog trougla jednak je:

km
kO = —,
n

gde je 6 ugao izmedu stranice mnogougla i tangente opisane kruznice .

Tada duzinu ise¢ka mozemo izrac¢unati na slede¢i nacin:
_ km
7, = D sin—.
n
Koriste¢i prethodnu formulu, duzinu luka ciklogona mozemo napisati i U
obliku:

2Dm - km
LI =——- Zsm—.
no&4oon

Za eliminaciju zbira sinusa koristimo poznate trigonometrijske identitete:

n

_ sinna-sin(n + 1a
z sin(2ka) = - .
] sina
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Ako koristimo smenu a = %, onda ¢emo dobiti ekvivalentan izraz :

S ok T sin (% — %) sin%
ZSin7=ZSin2k%= sinl
k=1 k=1 2n
cos% T
= T = Ctgz—
smﬁ

Dosli smo do rezultata prema kojem je duzina luka jednog svoda
ciklogona dobijena kotrljaju¢éem pravilnim mnogouglom sa n stranica
jednak:

LI = ZD—n ctgl =4D (lctgl).
n 2n 2n " 2n

Isto kao kod povrSine, povecanjem broja stranica mnogougla do

beskonacnosti, iz ranije formule kao grani¢nu vrednost dobi¢emo formulu

za duzinu luka jednog svoda cikloide :

T
T T T COSH—-
lim 4D (—ctg—) = lim 4D __2nn = 8acos(0 = 8a
n—oo 2n °2n/  n-oo 2N gino—
2n
Tj krace:
lim LY = L.
n—-oo
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Glava VI

Duzina luka i povrsina

Ispod jednog svoda trohoide

Prvo ¢emo se baviti sa nepravilnim konveksnim n-uglom, koji se
kotrlja po pravoj bez klizanja. Na slici 43 je prikazan Cetvorougao koji

zadovoljava sve uslove jednog nepravilnog mnogougla.

37

Nk

Slika 43. Podeljen nepravilni cetvorougao

Kako se tacka koja ostavlja trag nalazi u unutrasnjosti ¢etvorougla,
ta tacka jednim obrtajem opisuje Cetiri kruzna luka. Trohogonalna povrsina
je povrsina izmedu tih lukova (trohogon) i prave na kojoj se ¢etvorougao
kotrlja i sastoji se od Cetiri kruznih iseGaka i skupom od pet trouglova,

dobijena je razdvajanjem datog mnogougla.
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Slika 44. Trohogon generisan opstim Cetvorouglom

U opstem slucaju , unutrasnja tacka n-ugla, sa jednim obrtajem po
pravoj, sa tragom odreduje trohogonalnu povrSinu, koja se sastoji od n
kruznih iseCaka, i skupom od n+1 trouglova, koje mozemeo dobiti
deljenjem datog mnogougla. Dobijena povriina P? je jednaka zbiru
povrSina @ kotrljaju¢eg mnogougla i sumi povrSina n kruznih isecaka.

2
"TT" , gde je r¢ poluprecnik kruznog isecka

Povrsina k-tog iseCaka jednak je 4
sa uglom ¢, radijana, k = 1,2,...n. Medutim, duzina polupre¢nika ry
jednak je rastojanju izmedu k-tog temena mnogougla i tatke z koja ostavlja
trag, a ugao ¢y, je spoljasnji ugao mnogougla, koji lezi kod k-tog temena.

Povrsinu ispod jednog svoda trohogona moZzemo napisati formulom:
n
g 1 2
P7 =® +§Z PrTe-
k=1

Duzina lukova dobijenih kruznnih isecaka je @y1, k= 1,2,..n ,a
suma duzina svih tih lukova je L{ koju zovemo duzinom luka jednog svoda

trohogona, tj:

n
L? = Z PrTk-
k=1

e Ako je kotrljaju¢i n-ugao pravilan, i tacka z koja ostavlja trag se
nalazi u unutrasnjosti mnogougla, onda dobijenu krivu nazivamo

skracenim ciklogonom.
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KAZek]

Slika 45. Skraceni ciklogon

e Ako je tacka koja ostavlja trag izvan pravilnog mnogougla, onda

]

¢emo dobiti produzeni ciklogon.

Slika 46. Produzeni ciklogon

U tim slu¢ajevima - kada je mnogougao pravilan - prethodne sume
mozemo napisati u jednom jednostavnijem obliku.

Kako je mnogougao pravilan, svaki od spoljasnjih uglovova ¢ su
jednaki sa spoljasnjim uglom mnogougla, tj. sa 27” radijana, §to znaéi, da
prethodne formule mozemo pretvoriti na slede¢i nacin:

n n
P? =® +%Z i L= Zn_nz T
k=1 k=1

Zbir Y}_, 2 moZemo pojednostaviti pomoc¢u kompleksnih brojeva.
Neka su 71,2y, ...,z leze na kruznici polupreénika r i centrom u koordinatnom

pocetku, i zadovoljavaju uslov da se baricentar (centroid) tih tacaka nalazi

isto u koordinatnom pocetku, kako je prikazano na slici 47.
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Slika 47. Pravilan mnogougao sa baricentrom u tacki O

Kako je O baricentar tih n tacaka, moZemo napisati da je:

n

sz=0.

k=1

Tada za svaku tacku z ravni, vazi da je:

D=zl =) (=20 G=7) = ) (12l + |zl = 27 — 72)

n n n
k=1 k=1 k=1

n
= nlzl? + ) lzl? = 0 + |21%)
k=1

Ako su tacke 73,2,...,zz temena pravilnog mnogougla, sa istim

uslovima, onda r, = |z — z|, i tada sledi da je:
n
T 2 2 2
E.Zrl‘ =nr’+mn|z|* =0+ ©

gde © oznacava povrsinu kruga koja opisuje kotrljaju¢i mnogougao, a @
oznacava povrsinu kruznice, €iji je poluprecnik jednak rastojanju izmedu
centra opisane kruznice i tacke z. Kona¢no, za povrsinu ispod trohogona

dobili smo jedan neocekivano jednostavan rezultat:

=@ +0O+0©.



Glava VII

Osobine srodne krive

Metoda prikazana u prethodnim poglavljima moze se primeniti ne
samo na cikloidu ve¢ i na njene srodne krive. Zamislimo S§ta bi se desilo
kad bi se pravilni n-ugao kotrljao oko drugog pravilnog m-ugla. Duzine

stranica moraju da se podudaraju.

Slika 48. Epitrohogon generisan pravilnim Sestouglom

Kriva konstruisana ta¢kom z koja se nalazi unutar, odnosno izvan
pravilnog n-ugla se zove hipotrohogon odnosno epitrohogon, a kriva

konstruisana temenom n-ugla je hipociklogon, odnosno epiciklogon.
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Nomenklatura nije slu¢ajna, jer poveéanjem broja stranica prema
beskonacnosti dobijamo hipocikloidu odnosno epicikloidu. Iz ovoga se
jasno vidi da se povrsina izmedu ovim Krivama i mnogougla moze dobiti
pomenutim  metodama, i nazvacemo ih kra¢om povr§inom hipo- i

epitrohogona.

7.1. Povrsina hipo- i epicikloide bez kori§¢enja

integrala

U drugom poglavlju smo ve¢ dokazali da je povrsina hipocikloide je
mb?(s—1)(s—2), gde je b polupre¢nik kruga koja se kreée po
unutra$njosti nepokretnog kruga polupre¢nika a i s = a/b je broj svodova
hipocikloide, a povrsina epicikloide je mb?(s + 1)(s + 2), odnosno:

P,=0(6-1D(E-2) i PB=0(6+1(s+2),
gde je © povrsina kotrljajuce kruznice. Pomocu hipo- i epiciklogona
mozemo dobiti formule, ¢ije su graniéne vrednosti ekvivalentni sa ovim

rezultatima.

Slika 49. Hipociklogon sa n=5 i m=15
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Na slici 49 prikazan je deo hipociklogona, generisan sa pravilnim

petnaestouglom i kotrljajuéim petouglom. Ocigledno je da povrsinu
hipociklogona mozemo dobiti tako da iz povrSine m-ugla izvuc¢emo % puta
povrsinu Afl koja je ograniCena sa m-uglom i jednim svodom
hipociklogona. Povr$ina Afl sastoji se od n-2 trouglova, koje zajedno daju
povrsinu kotrljajuceg n-ugla (oznacena sa @ ), i n-1 kruznih isecaka. Znaci,

mozemo napisati:

n-1

1 2

=Q® + EZ QT
k=1

gde je%gor,f povrsina k-tog kruznog isecka, a r,, k=1,2,..,n—1 su
duzine koje spajaju jedno teme n-ugla sa ostalim n-1 temenima. U slucaju

ciklogona smo imali da je ugao kruznog isecka jednak je 27”, koji moramo

smanjiti sa spoljasnjim uglom m-ugla, tj. ¢ = 2—” - 2—”. To znaci da je:
2 2w 2n 2m\ "
013 (- )i -o 21 5\
k=1
2n 2w n
=® +—(—— —) -2nR? =@ +2R%1 (1 - —)
2\n m m

n
=®+20(1-—)
m
gde je R polupreénik opisane kruznice kotrljajuceg pravilnog n-ugla.
Sada posmatramo niz hipociklogona generisan sa n-uglom koji se
kotrlja unutar m-ugla ( oznacen sa H9 (n,m)) upisan u krug polupre¢nika a,

tako da odnos broja stranica v = = pravilnih mnogouglova se ne menja.
n

Prvi ¢lan niza je ciklogon generisan sa trouglom koji se kotrlja oko 3v-ugla,
drugi ¢lan niza je generisan sa kvadratom Kkoji se kotrlja oko 4v-ugla, n-ti
¢lan generiSe pravilan n+2-ugao koji se kotrlja oko (n+2)v-ugla . Preciznije,
niz ciklogona izgleda ovako:

H9(3,3v),H9(4,4v),HI(5,5v), ..., HI(n,m), ...
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Kako su stranice n-ugla i m-ugla jednake duzine, moZemo
posmatrati da za svaki ¢lan niza vazi da je obim nepokretnog mnogougla v
puta veca od kotrljajué¢eg. U grani¢nom slucaju, n — oo zato i m — oo jer je
m=v-n, §to znai da smo dobili dve kruznice, takve da je obim prve
kruznice v puta manji od obima druge kruznice, tj i polupreénici imaju
odnos v =% . Sto mozemo napisati ovako: % - %, gde je a poluprecnik
kruznice Ko opisan oko m-ugla, a b polupre¢nik kotrljajuée kruznice K
dobijen od pravilnog n-ugla

Tada:

Ap = lim A = lim <®+2@(1—%)> =@(3—2§)

n—->oo n—-oo
Koriste¢i prethodni rezultat i da je s=a/b broj svodova

hipocikloide, dobijamo da je povrsina hipocikloide jednak:
2
Pp=a*m—sA, =520 —-s-0 (3—;) =0 (s*—3s+2)

=QG-1D(-2)

Sto smo ve¢ dokazali pomocu integrala.

Povrsinu epiciklogona mozemo dobiti na sli¢an nac¢in sa razlikom,

r v y .. m e g - -

da ¢emo povrSinu m-ugla povecati — puta sa povrSinom A, , koja je
ograni¢ena sa m-uglom i jednim svodom epiciklogona. Ova povrsina data

je jedna¢inom:
n—1
g 1 2
Ae =Q +E QT
k=1

Na slici 50 je prikazan deo epicikloide generisane sa pravilnim

petouglom koji se kotrlja oko pravilnog petnaestougla.

- 66 -



Slika 50. Epiciklogon sa n=5i m=15

Sada moramo uzeti u obzir da je ugao kruznog iseCka veéi za
spoljasnjim uglom m-ugla od ugla kruznog ise¢ka kod ciklogona. Zato

mozemo Napisati sledece:
n—-1
A] —®+1Z(2n+2n> =R +2®(1+ n)
e 2 n T m)TkT m
k=1
U grani¢nom slucaju, kada je in — oo , odnosno % - Z:

b b
A, = lim A7 = lim ®+2®(1+5)=@<3+25)

n—-oo n—-oo
gde je a polupre¢nik kruznice Ko opisan oko pravilnog m-ugla,, a b
polupre¢nik male kruznice K generisana n-uglom.
Koriste¢i prethodni rezultat i da je s =a/b broj svodova

epicikloide, dobijamo da je povrsina epicikloide jednak:
2
P=a’m+s4,=0n+s-0® (3+§> =0O (s?+3s+2)

=OG+1)(s+2)

Sto smo hteli, da dokazemo.
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7.2. Specijalni primeri

Sada ¢emo predstaviti nekoliko primera kako iz hipo- i epiciklogona

mozemo dobiti poznate Krive.

e Ako se n-ugao kotrlja oko m-ugla, i vazi, da je %= 1, onda jedno
teme n-ugla opisuje krivu, koju nazivamo kardiogon. PovrSina
izmedu kvadrata i krive je:

A =® +4 O.

Kad n - o, onda je @ =, i kriva kardiogon se pretvara u poznatu
kardioidu. Tada se dogada da je povrSina izmedu krive i kruZznice jednaka
5@© . A iz ovoga sledi rezultat, $to smo ve¢ izraunali pomocu integrala, da
je cela povrsina ogranicena kardioidom, jednaka :

P,=0+50=60.

——

Slika 51. Kardiogon i kardioida

v - 1 . v
e U slucaju % =2 dobijamo nefrogon, sa povrsinom :

A9 =R +3 0.
Kad n — oo dobijamo rezultat, da je povrsina ispod jednog svoda jednaka

Sa.
A, =40.
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Slika 52. Nefrogon i nefroida

Mozemo videti da se nefroida sastoji od dve jednake krive, §to znaci
da je povrsina cele nefroide jednaka:
P,=40+4+24, =120

Sto je poznato.

e Na slici je prikazana ranunkulogon, generisan petnaestouglom i

trouglom, tj %z L Ova kriva se sastoji od 5 svodova, svaki sa

povrsinom:

g 12
47 =@ +-0

(0

Slika 53. Ranunkulogon i ranunkuloida

-69 -



Kad n — oo tada ranunkulogon postaje ranunkuloida, sa povr§inom
. v . .. 17
izmedu nepokretne kruznice i jednog svoda: A, = = O.

Kako je poluprecnik nepokretne kruznice pet puta veéi od male,
mozemo napisati da je povrsina ranunkuloide :

P, =250 454, =420

e Akoje % = i i n-ugao se kotrlja unutar drugog mnogougla, dobijeni

hipociklogon nazivamo astrogonom, sa povr§inom ispod jednog

svoda:
g 3
A, =Q + 5 O.
Ako n - oo, ®—0, dobijamo krivu astroida, koja se sastoji od
Cetiri svoda , i ograniCena povrsina je razlika nepokretnog kruga i povrSine
izmedu ta Cetiri svoda i kruga.

To znaci, da moZemo pisati:

Ph=160—4(O+%®)=6®,

Sto je opet, jedan poznat rezultat.

Slika 54. Astrogon i astroida
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e Deltogon je hipociklogon generisan sa mnogouglovima odnosom

brojem stranica: % = é Deltogon ima povrsinu izmedu jednog svoda
i fiksnog m-ugla:

A7 =®+f©
h 3 '

AL

Slika 55. Deltogon i deltoida

Kad n — oo, dobijamo poznatu deltoidu sa tri svoda, koja ima

povrsinu:

Ph=9®—3-§®=2®.

e Jedan interesantan primer hipociklogone je takozvani dijamogon. To

mozemo dobiti kada je % = %

&

Slika 56. Dijamogoni
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Dok se n-gon kotrlja u unutrasnjosti pravilnog 2n-ugla, opise osno
simetri¢nu krivu, koja se sastoji od n-1 svodova. Na slici 56 su prikazane
dijamogone za n=3 i n=6.

PovrSinu izmedu jednog svoda i 2n-ugla mozemo lako izracunati:

A7 =@ + 0.

U grani¢nom sluc¢aju, kada n — oo, dobijamo da je 4, =2 O, {j
povrsina ispod dva svoda je 4 (. Kako je povrsina 2n-ugla takode jednaka
sa 4 (O, odavde sledi da povrSina dijamogona tezi nuli. Drugim re¢ima

kadan — oo, dijagomon postaje pre¢nik nepokretne kruznice.
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7.3. Duzina luka hipo- i epicikloide bez koriséenja

integrala

Na osnovu prethodnog poglavlja moZemo izraCunati jedan jo$
opstiji izraz, koji daje duzinu luka jednog svoda hipo- i epicikloide,
koris¢enjem jednostavne formule za duzinu luka ciklogona. Znamo da je

duzina luka ciklogona jednak:

n-1 n—-1
Lg_zl_mrz

= k= Tk
k=1 k=1

gde su r, k=1,2,..,n-1 poluprecnici kruznih iseCaka sa uglom

2 ..
od 7” radijana.

Slika 57. Duzina luka epiciklogona

generisana kvadratom
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Owvu formulu moramo promeniti, jer kod epiciklogonih kruznih

isecaka imamo uglove od 27"+%” radijana , a kod hipociklogona od

27”—%. Na slici 57 mozemo videti epiciklogon, kada je m=12 i n=4, pa

v e ey . 2 2 .
kruzni ise¢ak ima ugao od Tn + £ radijana.

Ocigledno je, da za duzinu luka jednog svoda mozemo napisati

formulu:
2 2 n—1 2 n-1
/] T T T n
g _ _
1) = (T2 2) D= (1) e
k=1 k=1

gde uzimamo znak plus za izraCunavanje povrsinu epiciklogona, a minus za
hipociklogon.

Jo§ jednom, znamo da je r, = D sin kf, gde je D pre¢nik opisane
kruznice kotrljajuéeg mnogougla, i da je duzina luka ciklogona

L, =4D (% ctg%). Zato mozemo pisati da je:
91 _ MYV e
19, =40 (1% m) (Zn ctg 2n)
U grani¢nom slucaju, kada n,m — oo, dobijamo jednu nepokretnu

kruZnicu sa polupre¢nikom a idrugu kruznicu sa polupreénikom b, koja se

kotrlja unutar ili van prve, tako da se odnos broja stranice i dva
polupre¢nika ne menja, tj % - Z. Ako uzmemo u obzir, da je u tom slucaju

D = 2b, tada dobijamo :

! —4D(1+ D>—8b(1+b)
eh ™ —2a) ~a

tj, duzina luka cele hipo- i epicikloide je jedenak:
a
b

gde jes = % broj svodova.

1
Lep=+"Lep=5-8b (1i§> =8b(s £ 1)
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U sledecoj tabeli ¢emo dati neke primere:

Epi- o Duzina luka Duzina
) faktor Epi- hipocikloid |
hipotrohogon jednog svoda luka
. n 1 .
diamogon 1——== dijametar 4b 8b
m 2
n 2 1
deltogon 1—-—=z deltoida 16b 16b
m 3 3
n 3 .
astrogon 1—-—=- astroida 6b 24b
m 4
. n .
kardiogon 1+—=2 kardioida 16b 16b
n 3 .
nefrogon 1+—== nefroida 12b 24b
m 2
. 48b
ranunkulogon 1+ L é ranunkuloida — 48b
m 5 5

Tablica 2. Duzina luka neke poznate krive
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7.4. PovrSina epi- i hipotrohoida

Povr$ina ograni¢ena sa nepokretnim mnogouglom i jednim svodom

epi- ili hipotrohogona je data sa:

4 =@+ (122) (@ +©)
gde uzimamo znak plus za izraGunavanje povrsine epitrohogona, a minus za
hipotrohogon.

Ako m,R — oo , nepokretan mnogougao postaje prava, i kao
grani¢ni slucaj iz prethodne formule dobijamo ve¢ poznatu formulu
Al =R+0+0©®

Na slici 57 je prikazana kriva dobijena kotrljanjem trougla oko i
unutar pravilnog devetougla, kada je tacka z koja ostavlja trag lezi u

unutraS$njosti jednakostrani¢nog trougla.

C20N

Slika 58. Epi- i hipotrohogen genetisane trouglom

Trazena povrSina Aft‘ht sastoji se od ¢etiri trougla, koje zajedno daju

povrsinu kotrljajuceg trougla, i tri kruzna isecka. Znaéi, mozemo napisati:
3
A =Q + : ;
et,ht = 5/, Pk
k=1
gde je % @r# povrsina k-te kruzne isecke.
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U opstem slucaju, kada se pravilan mnogougao sa n stranica kotrlja
oko pravilnog poligona sa m stranica, tacka z koja se zajedno krece sa n-
uglom, konstruiSe povrSinu, koja se sastoji od n kruznih sektora sa
polupre¢nikom ry, i uglom¢ , i skupa sa n+1 trouglom koji formira
mnogougao koji je u pokretu. Polupre¢nik ry je isto kao kod trohogona
jednak rastojanju tacke z i k-tog temena mnogougla, ali je sada ugao ¢ zbir

ili razlika dva spoljasnja ugla, u zavisnosti od toga da li imamo

. - . . v . . 2 2 v
epitrohogonu 1ili hipotrohogonu, tj moZzemo pisati: ¢ = %if Znaci,
formulu za povrsinu trohogona moramo formirati na slede¢i nacin:

n
A‘gtht—®+ 1+ Zr

k=1
Sada ¢emo opet koristiti poznatu formulu iz kompleksne analize

Y11z = z|? = n(r? + |z|?), i dobijamo ve¢ navedeno resenje:
A% =@+ (14 )(®+@)

Opet ¢emo ispitati grani¢ni sluaj. Ako n,m — oo, tada

mnogouglovi  postaju kruznice, tako da se odnos broja stranica |

polupre¢nika kruznice ne menja, tj % - 2. U tom slucaju vazi da je:
Aope =0 +(1£2) (@ + O,

Kako epi- i hipotrohoid ima 2 -=s svodova , cela povrsina je sledeca:

Petht—s O Aetht_s ®+S<©+<1+ )(@+@)>

(s+1)((s+1)®+@)

(s-D(G-DO-6)
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7.4. Elipsa

Sedmo poglavlje ¢u zavrSiti jednim interesantnim primerom
hipotrohogona koju ¢emo zvati elipsogonom. Nije tesko shvatiti, Sta ¢e biti
grani¢ni slucaj ovog hipotrohogona.

Neka je tacka z u unutrasnjosti kotrljajuceg Sestougla - koja je unutar
12-ugla - ostavlja trag, $to je prikazana na slici 59. Odnos broja stranice

mnogouglova je 1:2. Kada je n — oo, elipsogon postaje elipsa.

Slika 59. Elipsogon i elipsa

U grani¢nom slucaju, povrSina izmedu stalnog kruga i jednog svoda

Krive je:

Ape =0 +%(® +©)
Iz ovoga sledi, da je povrSina elipse ispod 2 svoda sledeca:
P =4 0O =24, =0 — @.

Ako uzmemo da je polupre¢nik kotrljaju¢e kruznice r, a rastojanje

izmedu tacke z i centra te kruznice h, onda je:
P =0 —©@=n(r?—-h*)=n(r—-h)(r+h)

MozZemo videti da su duzine a =r+ hib =7 —h poluprecnici

elipse, Sto znaci da je:
Py =© — ©@= mab,

Sto je poznata formula za povrSinu elipse.
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Zakljucak

U prvom delu rada sam, pomocu integrala, dokazala neke vazne
teoreme — duzinu luka, povrSinu i zapreminu obrtnog tela — vezane za
cikloidu i njene srodne krive. Posle toga sam definisala pojam ciklogona i
uvela hipotezu — ako broj stranica pravilnog mnogougla koji generise
ciklogon pove¢amo do beskona¢nosti, tokom kotrljanja, posmatrana tacka
opisuje cikloidu. Pomocu teorije ciklogona ponovo sam dokazala teoreme
iz prvog dela rada. Sustina rada jeste u tome da ukaze na to da mozemo
izraunati povrSinu, ograni¢ene sa takvim sloZenim krivama kao Sto je na
primer astroida ili kardioida, a sve to bez znanja parametarskih jednacina i

integrala.
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Abstract: Master thesis deals with the topic cycloid, its most important characteristics,
related curves and a method of calculating the arc length and the area under the cycloid
and related curves without the use of parametric equations and integrals. Displays
Brahistokronov problem definition and equation of the cycloid. Includes calculations arc
length of one arch, area under the curve and the volume of the solid of revolution. The
third chapter shows related curves: hypocycloid, epicycloid, trochoid. Then includes
definitions of cyclogon, epicyclogon, hypocyclogon, trochogon, and epitrochogon,
hyipotrochogon. It deals with the area and with the arc length of the cyclogon. Contains
the proofs of the theoremes about the area of the related curves with the similar method.
In the end show some concrete examples like cardioid and cardiogon, nephroid and
nephrogon astroid and astrogon,deltoid and deltogon, diamogon, ellipse and ellipsogon.
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