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Predgovor

Kalkulus na euklidskom prostoru obuhvata odredivanje duzine, i to ne samo
podskupova od R!', veé i glatkih krivih u R? i R3. Njime je obuhvaéeno i
izraéunavanje povrsine, ne samo podskupova od RZ, nego i glatkih povrsi u
R3. Cilj ovog rada je uvodenje k- dimenzionalnih analogona krivih i povrsi,
koje nazivamo it k- dimenzionalnim podmnogostrukostima od R", k < n, i
razvijanje dieferencijalnog i integralnog racuna na njima. Definisa¢emo kon-
cept odgovarajuceg zapreminskog elementa za ovakve objekte, i integral funkcije
na k - dimenzionalnoj podmnogostrukosti, generalizujué¢i pojmove definisane u
okviru kalkulusa nad krivama i povrsima. Intuitivno, k- dimenzionalna podmno-
gostrukost od R™ je prostor koji lokalno ”1i¢i na R¥,” a taj prostor opisujemo
lokalnim koordinatnim sistemom sa k koordinata.

Potreba za pojmom podmnogostrukosti se pojavila sa razvijanjem neeuk-
lidske geometrije, kada je otkriveno da postoje prostori razli¢iti od euklidskih
prostora, a koji su sa matematickog aspekta interesantni za analiziranje. To
su bili rezultati radova Bolyaija', Gaussa? i Lobachevskog® oko 1880. godine.
Moderna definicija je bila omoguéena Hilbertovom?* aksiomatizacijom, koju je
dalje unapredio Weyl® 1913. godine.

U prvom poglavlju je obuhvacen kalkulus na euklidskom prostoru, ¢iji rezul-
tati su neophodni za razvijanje kalkulusa na podmnogostrukostima. Definisemo
diferencijalne forme na R3, koje predstavljaju osnovu za ravijanje diferencijalnog
rac¢una na podmnogostrukostima. Zatim prosirujemo koncept diferencijalnih
formi sa R? na R”, i definisemo spoljasnji izvod forme.

Drugo poglavlje sadrzi definiciju k- dimenzionalne podmnogostrukosti od R,
i njegove karakterizacije kao podskupa od R"™. Zatim pojam podmnogostrukosti
prosirujemo do pojma diferencijalnih mnogostrukosti.

U tre¢em poglavlju definiSemo tangentni prostor podmnogostrukosti i, koji
aproksimira podmnogostrukost u nekoj njenoj fiksnoj tacki, i snabdevamo ga
unutrasnjom strukturom vektorskog prostora. Izlozeni su rezultati vezani za
tangentno raslojenje i tenzore, koji dovode do definicije diferencijalne forme na
mnogostrukosti.

1 Janos Bolyai, 1802-1860

2Carl Friedrich Gauss, 1777-1855

3Nikolai Ivanovich Lobachevsky, 1792-1856
4David Hilbert, 1862-1943

5Hermann Weyl, 1885-1955



ii

Cetvrto poglavlje obuhvata razvijanje teorije integracije na mnogostrukos-
tima. U njemu je izlozen koncept integracije diferencijalnih formi na podmno-
gostrukostima. Uvodimo pojam orijentisanih mnogostrukosti i mnogostrukosti
sa rubom, koji su neophodni za izvodenje glavnog cilja ovog poglavlja, a to
je formulacija i dokaz Stokesove® teoreme kao generalizacije klasi¢nih teorema

integralnog racuna Gaussa i Greena.”.

6George Stokes, 1819-1903
"George Green, 1793-1841
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Glava 1

Kalkulus na euklidskom
prostoru

Krive, povrsi i njihova uopstenja- mnogostrukosti, su osnovni pojmovi diferenci-
jalne geometrije. Metodama matematicike analize i algebre se u diferencijalnoj
geometriji proucavaju razli¢iti tipovi geometrijskih pojmova i invarijanti. U
ovom poglavlju ¢emo izloziti rezultate diferencijalnog i integralnog ra¢una na
euklidskom prostoru. Detaljnije izlaganje ¢italac moze pronaéi u [1].

1.1 Euklidski prostor

Trodimenzionalni prostor se ¢esto u matematici koristi bez formalne definicije.
Intuitivno, posmatrajmo ¢osak sobe, pri ¢emu primecujemo ose pravouglog ko-
ordinatnog sistema. Na svakoj osi mozemo nac¢i broj koji opisuje polozaj neke
tacke. Precizna definicija koja opisuje ovu intuitivnu predstavu moze se dobiti
na sledec¢i na¢in: umesto da tri broja opisuju poloZaj tacke u prostoru, tu trojku
brojeva definisemo tackom wu prostoru.

1.1.1 Definicija Euklidski trodimenzionalni prostor R® je skup svih uredenih
trojki realnih brojeva. Uredena trojka p = (p1, p2, p3) se zove tacka u R3.

U okviru linearne algebre je pokazano da je R3 vektorski prostor nad poljem
realnih brojeva. U sustini, ako su p = (p1,p2,p3) i ¢ = (q1,92,q3) tacke u R3,
njihova suma je tacka

p+q=(p1+q,p2+q2,p3+q3).
Skalarni proizvod tacke p = (p1,p2,ps3) 1 broja a € R je tacka
ap = (ap1, apz, aps).

Lako je proveriti da ove dve operacije zadovoljavaju aksiome vektorskog pro-
stora. Tacka 0 = (0,0,0) se naziva koordinatnim pocetkom u R3. Diferencijalni
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raéun podrazumeva drugaciji aspekt prostora R?, pocevsi od pojma diferenci-
jabilne realne funkcije na R3. Podseti¢emo se osnovnih pojmova.

1.1.2 Definicija Neka su f, g i h realne funkcije na R?, takve da je za svaku
tacku p = (p1, p2,p3) iz R?

f(p) = p1, 9(p) = p2, h(p) = ps.

Funkcije f, g i h zovemo koordinatnim funkcijama na R3.

Mozemo koristiti i indeksnu notaciju za ove funkcije, pisuci

flzfa f2:gaf3:h'

Kako je vrednost funkcije f; u tacki p broj p;, vazi identitet p = (p1,p2,p3) =
(fi(p), f2(p), f3(p)), za svaku tacku p € R3. Elementarni kalkulus ne pravi uvek
razliku izmedu brojeva p1, p2, p3 i funkcija f1, fo, f3. U viSedimenzionalnim
prostorima kao $to je R3, taj nedostatak vodi ka ozbiljnim nedoumicama. (U
sustini, pravimo razliku kada funkciju na R?® ozna¢imo jednim slovom f, dok sa
f(p) oznacavamo njenu vrednost u tacki p.)

1.1.3 Definicija Realna funkcija f na R3 je diferencijabilna (ili beskonacno
puta diferencijabilna, ili glatka, ili klase C*°) ako postoje svi njeni parcijalni
izvodi i neprekidni su.

Diferencijabilne realne funkcije f i g mozemo sabirati i mnoziti na uobicajen
nacin i time dolazimo do funkcija koje su opet diferencijabilne i realne. Jednos-
tavno sabiramo i mnozimo njihove vrednosti u svakoj tacki tj. za tacku p € R3
imamo

(f+9)p) = fp) +9(p)
(fg)(p) = f(p)g(p)-

Izraz ”diferencijabilna realna funkcija” je dugacak. Zato ¢emo uvesti kon-
venciju prema kojoj ¢emo ”funkcijom” smatrati "realnu funkciju”, osim ako nije
drugacije napomenuto, a za funkcije koje posmatramo ¢emo podrazumevati da
su diferencijabilne.

Ovde posmatramo trodimenzionalni euklidski prostor samo zato §to ¢emo
njega najcesée koristiti u daljem radu. Analogno bismo rezonovali za Fuklidski n
- prostor R™, u kom su tacke n - torke p = (p1, ..., pn) 1 koji ima n koordinatnih
funkcija fi,..., fn. Svi rezultati ovog poglavlja vaze za prostore proizvoljnih
dimenzija. Jasno, oni vaze i za realnu pravu R' = R. Mnogi koncepti koji slede
se prenose i na vece dimenzije, a moguce ih je ponovo izvesti i ako se ograni¢imo
na jednodimenzionalni prostor.
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1.2 Tangentni vektori

Intuitivno, vektor u R? je orijentisana duz, ili "strelica”. Vektori se ¢esto koriste
u fizici ili inzenjerstvu da bi se opisala sila, brzina, impuls i mnogi druge veli¢ine.
Da bismo dosli do definicije koja je i prakti¢na i precizna, opisa¢emo ”strelicu”
u R3 tako to éemo dati pocetnu tacku p i promenu, odnosno vektor v, da bismo
stigli do krajnje tacke p 4+ v. Striktno govoreéi, v je samo tacka u R3.

1.2.1 Definicija Tangentni vektor v, na R3 sastoji se od dve tacke prostora
R3: svoje vektorske komponente v i tacke dodira p.

Naglasimo da su dva tangentna vektora jednaka, u oznaci v, = wq, ako i
samo ako imaju jednake vektorske komponente, v = w, i istu tacku dodira, p =
g. Dalje, za tangentne vektore v, i vq, koji imaju jednake vektorske komponente
ali razlicite tacke dodira, kazemo da su paralelni. Od sustinske je vaznosti
primetiti da su v, i v, razli¢iti za p # ¢. Primer gde se ovo jasno vidi je koncept
momenta sile u fizici: ista sila v, koja deluje na razlicite dve tacke ¢vrstog tela,
moze proizvesti razli¢ite rotacione efekte.

1.2.2 Definicija Neka je p tacka u R3. Skup TP(R?’) svih tangentnih vektora
sa istom tackom dodira p zove se tangentni prostor od R3 u tacki p.

Naglasimo jos da R? u svakoj svojoj tacki ima razli¢it tangentni prostor.

Kako svi vektori jednog tangentnog prostora imaju zajednicku tacku dodira,
sabiranje vektora, kao i mnozenje vektora skalarom, iz R?® mozemo preneti na
Tp(]R3) i time ga uciniti vektorskim prostorom. Eksplicitno, definiSemo da je
zbir v, + w, zapravo (v+w),, i za realan broj ¢ definiSemo da je proizvod c(vp)
zapravo (cv),. U pitanju je uobi¢ajeno "pravilo paralelograma” za sabiranje
vektora, a mnozenjem skalarom ¢ samo menjamo duzinu polaznog tangentnog
vektora u zavisnosti od skalara ¢, pri ¢emu mu menjamo smer za ¢ < 0.

Ove operacije na tangentnom prostoru 7),(IR?) ¢ine vektorski prostor T}, (R?)
izomorfnim sa R3. Zaista, iz gornjih definicija direktno sledi da je funkcija
v — vy, za fiksnu tacku p, linearni izomorfizam prostora R3 na prostor T, (R?),
odnosno linearna transformacija koja je 71-1”7 i "na”.
planete Zemlje, recimo, svakoj tacki svemira dodeljuje silu (vektor) usmeren ka
centru Zemlje.

1.2.3 Definicija Vektorsko polje V na R? je funkcija koja svakoj tacki p pro-
stora R® dodeljuje tangentni vektor V(p) na R® u tacki p.

Grubo govoredi, vektorsko polje je samo kolekcija mnostva strelica u svim ta-
¢kama, prostora R3. No, postoji prirodna algebra vektorskih polja. Da bismo
je opisali, preispitajmo prvo poznati pojam sabiranja realnih funkcija f i g.
Mogucée je sabirati funkcije f i g, jer je moguce sabrati njihove vrednosti u svim
tackama. Isto je sa vektorskim poljima V i W. U svakoj tacki p, vrednosti
V(p) i W(p) su u istom vektorskom prostoru - tangentnom prostoru 7, (R?), pa
odatle sledi da je moguée sabirati V(p) i W (p). Vektorska polja V' i W sabiramo
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jednostavno, tako $to sabiramo njihove vrednosti u svakoj tacki. Odatle sledi
da je formula za sabiranje vektorskih polja ista kao za funkcije,

(V+W)(p)=V(p) + Wi(p).

Ova Sema ¢e se pojavljivati u vise navrata; ako se odredena operacija moze
primeniti na vrednosti dve funkcije u svakoj tacki, onda se ta operacija moze
prosiriti bas na funkcije - jednostavno, primenjujuéi je na vrednosti tih funkcija
u svakoj tacki.

Na primer, posmatrajmo proSirenje operacije skalarnog mmnozenja na tan-
gentne prostore od R3. Ako je f realna funkcija na R® i V vektorsko polje na
R3, onda je sa fV definisano vektorsko polje nad R3 takvo da je

(fV)(p) = f(p)V(p) za svako p.

Nas$ cilj je da precizno odredimo kako vektorsko polje izgleda. Da bismo to
ucinili, uves¢emo tri specijalna vektorska polja, koja ¢e nam posluziti kao ”baza”
svih vektorskih polja.

1.2.4 Definicija Neka su Uy, Uy i Us vektorska polja nad R3, tako da je
Ul(p) = (17 0; O)P

Uz(p) = (0,1,0),
US(p) = (0707 1)17

za svaku tacku p prostora R3. Uy, Us, Us éemo zvati prirodnim okvirom polja
na R3.

Tako je U; (i = 1,2,3) jedini¢no vektorsko polje u pozitivnom z; smeru.

1.2.5 Lema Ako je V wvektorsko polje na R3, onda postoje tri jedinstveno
odredene realne funkcije vi,va,v3 na R tako da je

V =vU; + voUs + v3Us.
Funkcije vy, vq,v3 se nazivaju euklidske koordinatne funkcije vektorskog polja V.

Dokaz. Prema definiciji, vektorsko polje V' svakoj tacki p dodeljuje tangentni
vektor V(p) u tacki p. Tako vektorska komponenta od V(p) zavisi od p, pa
je zapisujemo kao v1(p), v2(p),vs(p). Na ovj nacin su vy, vq, v3 definisani kao
realne funkcije na R3. Odatle sledi

V(p) = (vi(p),v2(p),v3(p))p
v1(p)(1,0,0), +va2(p)(0,1,0), +v3(p)(0,0,1),
= vi(p)Ui(p) + v2(p)U2(p) + v3(p)Us(p)
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za svaku tacku p. Prema gornjem razmatranju, to znac¢i da vektorsko polje V' i
Z?Zl v;U; imaju jednake vrednosti tangentnih vektora u svakoj tacki. Odatle

sledi da je V = Z§:1 v;U;. O

Dobijeni identitet tangentnih vektora, (a1,az2,as), = E?Zl a;U;(p), bice
Cesto koriséen u daljem izlaganju.

Racunske operacije na vektorskim poljima se uvek mogu izvesti pomocu
odgovarajuéih funkcija. Na primer, sabiranje vektorskih polja i mnozenje vek-
torskih polja funkcijom je izrazeno preko koordinata na sledeéi nacin:

3 3 3
ZviUi + ZwiUi = Z(Uz +w;)U;,
i=1 i=1

i=1

3

f(Z vU;) = Z(fvi)Ui.

i=1

Obzirom na to da ¢emo se baviti diferencijalnim racunom, prirodno je ocekiva-
ti da ¢emo za razne objekte koje budemo posmatrali, zahtevati da budu difer-
encijabilni. Vektorsko polje V je snabdeveno diferencijabilnoséu, ako su njegove
koordinatne funkcije diferencijabilne (u smislu Definicije 1.1.3). Od sada, kada
kazemo ”vektorsko polje”, podrazumevac¢emo ” diferencijabilno vektorsko polje”.

1.3 1Izvod u pravcu

Svakom tangentnom vektoru v, prostora R3 dodelimo pravu t — p + tv (prava
je najjednostavnija kriva u Euklidskom prostoru; njene koordinatne funkcije su
linearne u smislu ¢ — at + b, a ne u smislu homogenosti t — at; eksplicitno,
kriva o : R — R3, za koju je

a(t) =p+tqg=(p1+tq1,p2 +tqz, p3 +tgs3) (¢ #0)

je prava kroz tacku p u praveu q.) Ako je f diferencijabilna funkcija na R?, onda
jet = f(p + tv) obitna diferencijabilna funkcija na realnoj pravi. Oc¢igledno je
da izvod ove funkcije u ¢t = 0 pokazuje stepen promene funkcije f, dok se tacka
P pomera u pravcu v.

1.3.1 Definicija Neka je f diferencijabilna realna funkcija na R3, i neka je Up
tangentni vektor na R3. Tada je broj

vp[f] (f(p+tv))

~ dtli=o
izvod funkcije f u pravcu vektora vy.

Ova definicija se pojavljuje u okviru elementarnog kalkulusa sa dodatnim za-
htevom da je v, jediniéni vektor. Iako mi to ovde ne zahtevamo, ipak ¢emo v,|f]
smatrati izvodom u pravcu.
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Na primer, izra¢unajmo v, za dato f = z2yz,zap = (1,1,0) iv = (1,0, —-3).
Jednakost
p+tv=(1,1,0) +¢(1,0,-3) = (1 +¢,1,—3t)

opisuje pravu kroz tacku p u pravcu v. Primenjujuéi funkciju f na tacke ove
prave, dobijamo

flp+tv)=(1+t)* 1. (=3t) = -3t — 6t* — 3t>.
Dalje je
d
S (fp+tv) = -3 -12t - 92,

odakle sledi da za ¢ = 0 dobijamo v,[f] = —3. Sledi da funkcija f opada, dok
se tacka p krece u pravcu v.

Sledeca lema pokazuje kako vrednosti v, | f] izrac¢unavamo pomoc¢u parcijalnih
izvoda funkcije f u tacki p.

1.3.2 Lema Ako je v, = (vi,vs,v3), tangentni vektor prostora R3, onda je

wlfl = Y vgl o).

Dokaz. Neka je p = (p1,p2,ps3). Tada je

P+ tv = (p1 + tvi, p2 + tva, p3 + tuz).

Koristimo pravilo za izvod kompozicije da izra¢unamo izvod funkcije

f(p+tv) = f(p1 + tvr, p2 + tvg, p3 + tvs)

ut=0.
Kako je
d
%(pi +tv;) = vy,
dobijamo

wlfl = Sleolf o+ ) = Y 2Ly,

O
Koristeéi navedenu lemu, izra¢unajmo ponovo v,|f] iz prethodnog primera.

Kako je f = z%yz, imamo

of 5
- =2zyz, — =x°2, — = IT°Y.
Ox 4 dy Y

Odatle sledi da je u tacki p = (1,1,0),

=0 Zw=o. Lo-1



GLAVA 1. KALKULUS NA EUKLIDSKOM PROSTORU 7

Dalje prema lemi sledi
vplfl=04+04+(=3)-1=-3,

kao $to smo i ranije dobili.
Osnovne osobine ovako definisanog izvoda su navedene u narednoj teoremi.

1.3.3 Teorema Neka su fi g funkcije na R3, v, i w, tangentni vektori, a i b
brojevi. Tada je:

1. (avp + bwp)[f] = avy[f] + bwp[f].
2. vplaf + bg] = avy[f] + buyg].

3. vp[fgl = vplf]-9(p) + f(p) - vplg]-

Dokaz. Sve tri osobine se lako mogu izvesti iz prethodne leme. Dokazimo deo
tvrdenja 3. Prema lemi, ako je v = (v1,v9,v3), onda je

vlfgl =D v 8((9]2) (p)-

Kako je
: o(fa) o)

_ 9(g)
833‘1' B 6$l g

8.131' ’

+f-

sledi da je

vlfgl = Zvi<§£(p)~g(p)+f(p)-gji(p)>

= v[f] - g(p) + f(p) - vplgl.

Prve dve osobine mozemo ukratko rezimirati konstatacijom da je v,[f] li-
nearno i po v, i po f. Treta osobina je, kako smo i u dokazu naveli, pri-
mena uobicajenog Leibnizovog! pravila za diferenciranje proizvoda. Bez obzira
na formu, diferenciranje ée uvek imati odgovarajuce linearne osobine i zadovo-
ljavace Leibnizovo pravilo.

Sada ¢emo definisati dejstvo vektorskog polja V na funkciju f. Rezultat je
realna funkcija V[f], ¢ija je vrednost u svakoj tacki p broj V(p)[f], tj. izvod
funkcije f u pravcu tangentnog vektora V(p) u tacki p. Ovaj postupak ne bi
trebao biti neobic¢an, jer za funkciju f na realnoj pravi, on pocinje definisa-
njem izvoda funkcije f u tacki, a tada je izvod % funkcija ¢ija je vrednost u
svakoj tacki upravo izvod u toj tacki. Definicija funkcije V' (p)[f] je analogna. U

LGottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716
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sustini, ako je Uy, Uy, Us prirodni okvir oblasti u R?, onda je U;[f] = %. Ovo
je neposredna posledica Leme 1.3.2 . Npr., U1 (p) = (1,0, 0),, odakle sledi
d of
U = —|= t = ——(p).
1(p)[f] dt\tfo(f(pl +1t,p2,p3)) B (p)
Ovo je tacno za tacke p = (p1,p2, p3), odakle je Uy[f] = ngl.
Ovakvu notaciju izvoda u pravcu ¢emo nadalje u veéoj meri koristiti za
vektorska polja, nego za pojedinacne tangentne vektore.

1.3.4 Lema Neka su V i W wvektorska polja na R3 i f,g,h realne funkcije.
Tada je

1 (fV +gW)lh] = fVIh] + gWIh].
2. Viaf + bg] = aV[f] + bV [g], Va,beR.
3. VIfgl=VIfl-g+f-Vigl

Dokaz. Dokazimo treé¢u formulu. Po definiciji, vrednost funkcije V[fg] u p je
V(p)[fg]. Prema Teoremi 1.3.3 imamo

V(p)fl-g9p) + f(p)-V(p)lgl = VIfllp)-g9(p) + f(p)-VIgl(p)
= (VIfl-g+f-Vigh(p).

O

Napomenimo dalje da fV uglavnom oznacava mnozenje, ali V[f] je diferen-
ciranje. Npr. ako je V = zU; — y?Us i f = 2%y + 23, onda je

VIl = alila®y] + aU[e%] = y*Us[2*y] — y*Us[2]
= 2(2zy) +0— 0 —y*(327)
= 22%y — 3y%22

1.4 Krive u R

Neka je I otvoren interval na realnoj pravi R. Interpretirac¢emo ga na sledeéi
na¢in: osim uobicajenog otvorenog intervala a < ¢ < b (a,b su realni brojevi),
otvorenim intervalom smatrac¢emo i beskonaé¢ne oblike a < ¢ (poluprava do +00),
t < b (poluprava do —c0), kao i ¢itavu realnu pravu.

Krivu u R? mozemo zamisliti kao put koji svojim kretanjem prede tacka o.
U svakom ”trenutku” ¢ u nekom otvorenom intervalu, « se nalazi u polozaju

a(t) = (e (t), az(t), as(t))

u R3. Preciznije, a je funkcija iz I u R3, a relane funkcije a1, s, a3 su njene
euklidske koordinatne funkcije. Tako onda pisemo o = (aq,as,as), pri ¢emu
naravno podrazumevamo

a(t) = (a1 (t), as(t), as(t)), za sve t iz 1.
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Definisemo da je funkeija a diferencijabilna ako su njene (realne) koordinatne
funkcije diferencijabilne u uobi¢ajenom smislu.

1.4.1 Definicija Kriva v R3 je diferencijabilno preslikavanje o : I — R3
otvorenog intervala I na R3.

Sledi nekoliko primera krivih.

1. Prava linija. Linija je najjednostavniji oblik krive u euklidskom prostoru.
Njene koordinatne funkcije su linearne (u smislu ¢ — at 4 b, ne u smislu
homogenosti ¢ — at). Eksplicitno, kriva o : R — R? za koju je

a(t) =p+tg= (p1 + tq1,p2 + tg2, ps + tg3) (¢ #0)
je prava linija kroz tacku p = «(0) u pravcu q.

2. Spirala. Kriva ¢t — (acost,asint,0) prostire se oko kruga poluprecnika
a > 0, u zy - ravni u R®. Ako pretpostavimo da kriva raste (ili opada)
konstantnom brzinom, dobijamo spiralu o : R — R3, datu formulom

a(t) = (acost,asint, bt)
gde je a > 0,b # 0.

3. Kriva
t
at) = (1 + cost,sint, 2sin 2), za svako t € R,

ima svojstvo koje je bitno napomenuti: neka je C cilindar u R3 nad
kruznicom u zy - ravni sa centrom u (1,0,0) i polupreénikom 1. Tada
se a konstantno kreée putanjom isecenom od C po sferi ¥ poluprecnika
2, sa centrom u koordinatnom pocetku.

4. Kriva o : R = R? za koju je
at) = <€t,€7t, \/§t)

ima svojstvo da konstantno raste, kao i spirala u (2). Medutim, za razliku
od spirale, ona se prostire nad parabolom zy 1 u xy ravni.

Ako su koordinatne funkcije krive dovoljno jednostavne, onda njen oblik u R3
mozemo barem aproksimativno pronaéi nalazenjem na grafiku nekoliko njenih
tacaka.

Ako krivu @ u R® zamislimo kao pokretnu tacku, onda u svakom trenutku
t, postoji tangentni vektor u tacki a(t) koji nam daje trenutnu brzinu od « u
tom trenutku.

1.4.2 Definicija Neka je o : I — R3 kriva u R3, pri éemu je o = (a1, e, a3).
Za svaki broj t u I, vektor brzine krive o u t je tangentni vektor

@0 = (%o, G2, 5 o)

u tacki at) u R3.
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Datu definiciju mozemo interpretirati i geometrijski, na sledeéi nacin: izvod
realne funkcije fna R u ¢ je dat sa

df

B ft+ At = f(t)
dt(t) = lim — M8 "~ ~,

A%—)O At

Ova formula ima smisla i kada funkciju f zamenimo krivom o = (a1, ag,a3). U
sustini, vazi sledece:

1
(0t + A0 —a() =

<a1(t + At) —ag(t) ao(t+ At) — as(t) as(t+ At) — ag(t))
At ’ At ’ At '

Ovo je vektor od a(t) do a(t+At), skalarno pomnozeno sa z7. Sada, kako se At
smanjuje, ot + At) se priblizava ka «(t), i u grani¢nom slucaju kada At — 0,
dobijamo tangentni vektor na krivu a u tacki a(t),

qu dOéQ dOé3
(%o 0. %),

Tacka u kojoj tangentni vektor dodiruje krivu je a(t).

Primena identiteta
(v1,v2,v3)p = Z%‘Ui(p)

na vektor brzine o/ (¢) u ¢ nas dovodi do alternativne formule

o'(1) = 3 S (1)U (ar).

Npr., brzina prave a(t) = p + tq je
o (t) = (41,62, 43) a(t) = a(t)-

Cinjenica da je o prava linija se ogleda u tome §to su svi njeni vektori brzine
paralelni; samo se usled promene argumenta ¢ menja tacka dodira. Za spiralu

a(t) = (acost,asint, bt),

brzina je
o/(t) = (—a Sint7CLCOSt7b)a(t)'

Cinjenica da spirala konstantno raste se ogleda u cinjenici da je z koordinata
vektora o/ (t) konstanta.

1.4.3 Definicija Neka je o : I — R? kriva. Ako je h:J — I C! preslikavanje
na otvorenom intervalu J, onda je kompozicija preslikavanja

B=a(h):J— R

kriva koja se naziva reparametrizacija krive o pomocu h.
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Za svako s € J, nova kriva f se u tacki 8(s) = a(h(s)) poklapa sa o u h(s) u L
Da bismo izra¢unali koordinate krive 8, treba jednostavno zameniti ¢t = h(s)
umesto koordinata ai(t), as(t), az(t) u a. Npr., pretpostavimo da je

alt) = (\/i,t\/{t,lft) nal:0<t<4.

Ako je h(s) = s®> na J : 0 < s < 2, onda je reparametrizacija date krive
B(s) = a(h(s)) = a(s?) = (s,5°,1 — s°).

Naredna lema povezuje brzinu krive sa njenom reparametrizacijom.

1.4.4 Lema Ako je 8 reparametrizacija od o po h, onda je

7(5) = o' (h(s)) 2 (5).

Dokaz. Ako je a = (a1, a2, ar3), onda je

B(s) = a(h(s)) = (ar(h(s)), a2(h(s)), as(h(s)))-

Koristeéi pravilo za izvod slozene funkcije, dobijamo

(@i(h(5)))" = ai(h(s)) - W' (s).

Prema definiciji brzine, odavde proizilazi

B'(s) = (a(h)(s)
1(A(

Q
—~
>
v
~
—
=
—
w
~
]
o~
—~
>
—~
w
~
~—
=
—
»
~
Q
w~
—~
>
—~
w
~
~—
=
—
¥
~
~

Prema ovoj lemi, brzinu reparametrizacije od o po h dobijamo tako $to prvo
dobijemo reparametrizaciju o’ po h, a onda nju skalarno pomnozimo sa izvodom
od h.

1.4.5 Lema Neka je o kriva u R? i neka je f diferencijabilna funkcija na R3.
Tada je
(foa)

7 (t).

da1 dOéQ dOl3
A et
o (t) <dt’dt’dt>a’

prema Lemi 1.3.2 imamo da je

o (0)f) =2

Dokaz. Kako je
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No, kako se kompozicija funkcija f o a moze zapisati kao f(«1, a2, az), pravilo
za izvod kompozicije daje isti rezultat. O

Prema definiciji, o/ (¢)[f] je brzina promene funkcije fduz a(t) u praveu o/ (¢).
Ako je o/(t) # 0, to je tangenta na « u «(t). Prethodna lema pokazuje da je
brzina promene ista kao ona od fduz krive «.

Kako je kriva a : I — R3 funkcija, ima smisla reéi da je a 71-17 tj. a(t) =
a(t) samo ako je t = t;. Drugo specifi¢no svojstvo krivih je periodiénost: kriva
a: R — R? je periodiéna ako postoji broj p > 0 takav da je a(t + p) = a(t) za
svako t. Najmanji takav broj p zovemo periodom krive .

Sto se kalkulusa tice, najvazniji uslov za krivu a je da bude regularna, tj.
svi njeni vektori brzine su razli¢iti od nule.

1.5 1- forme na R3

Ako je frealna funkcija na R?, onda se u okviru elementarnog kalkulusa dife-
rencijal funkcije f obi¢no definise kao
of of af

df = ——dx+ ——dy+ ——dz.

! ox oy Y 0z
Nije uvek sasvim jasno $ta ovaj formalni izraz znaci. U ovom odeljku dajemo
rigorozni pristup koristeéi notaciju 1 - formi, koje ¢e se u daljem radu pojavljivati
u bitnim momentima.

1.5.1 Definicija 1- forma ¢ na R? je realna funkcija na skupu svih tangentnih
vektora na R® takva da je ¢ linearno u svakoj tacki, tj.

plav + bw) = ad(v) + b(w),
za sve a,b € R i sve tangentne vektore v, w u istoj tacki prostora R3.

Naglasimo da za svaki tangentni vektor v, 1 - forma ¢ definiSe realan broj ¢(v), i
za svaku tacku p prostora R3, rezultujuéa funkcija op 2 T (R?) — R je linearna.
Tako je u svakoj tacki p, ¢, element dualnog prostora od TP(R?’). U ovom
smislu, pojam 1- forme je dualan pojmu vektorskog polja.

Zbir 1- formi ¢ i 1 se definiSe na uobi¢ajen nacin:

(@ +¥)(v) = ¢(v) +¢¥(v),

za svaki tangentni vektor v.
Sli¢no, ako je frealna funkcija na R? i ¢ je 1- forma, onda je f¢ 1- forma
tako da je

(fo)(vp) = f(p)d(vp),

za sve tangentne vektore vy,.
Postoji takode prirodan nac¢in primene 1- forme na vektorsko polje V' da bi se
dobila realna funkcija ¢(V'): u svakoj tacki p, vrednost funkcije ¢(V') je ¢(V (p)).
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Tako 1- formu moZemo posmatrati kao masinu koja konvertuje vektroska polja
u realne funkcije. Kao i kod vektorskih polja, uvek ¢emo pretpostaviti da su 1-
forme diferencijabilne.

Po definiciji se pokazuje da je ¢(V') linearno i po ¢ i po V;, tj.

o(fV + gW) = fo(V) + gp(W)

(fo+g)(V) = fo(V) + gy(V),
gde su fi g funkcije.
Koriste¢i pojam izvoda u pravcu, sada cemo definisati najvazniji nacin pre-
tvaranja funkcija u 1- forme.

1.5.2 Definicija Ako je f diferencijabilna realna funkcija na R3, onda je dife-
rencijal df funkcije f 1- forma tako da je

df (vp) = vp[f],
za sve tangentne vektore vp.

Zapravo, df je 1- forma, jer je df po definiciji realna funkcija primenjena na
tangentne vektore, a prema (1) Teoreme 1.3.3 df je linearno u svakoj tacki p.
Jasno je da df pokazuje sve brzine promene funkcije fu svim pravcima u R?, pa
nije neobi¢no §to je diferencijal fundamentalan pojam u kalkulusu na R3.

Sada je nas zadatak da pokazemo da ove apstraktne definicije vode ka po-
znatim rezultatima.

1.5.3 Primer 1- forme na R3.

1. Diferencijali dz1,dxs,dzrs koordinatnih funkcija. Koriste¢i Lemu 1.3.2,
dobijamo

&ri
da;(vp) = vprs] = Y v 9. P) = > vibi = i,
. ] .
J

J

gde je 0;; Kronekerov simbol (koji uzima vrednost 0 za i # j, a 1 za
i = j). Tako je vrednost dz; na proizvoljnom tangentnom vektoru v, i - ta
koordinata v; njegove vektorske komponente, i ona ne zavisi od tacke p.

2. 1- forma ¢ = fidey + fodzrs 4+ f3drs. Kako je dx; 1- forma, nase
definicije pokazuju da je 1 takode 1- forma za bilo koje funkcije f1, fa, f3.
Vrednost 1 na proizvoljnom tangentnom vektoru v, je

Y(op) = (D fidwi)(vp) = Y filp)di(vy) =Y fi(p)ui-

Prvi primer pokazuje da su 1- forme dzi,dzs,drs analogne tangentnim ve-
ktorima koordinatnih funkcija x1,x2,23. S druge strane, mozemo posmatrati
dz1,dzo, drs kao "duale” vektorskih polja Uy, Us, Us. Zapravo, direktno iz (1)
sledi da funkcija da;(U;) ima konstantnu vrednost ;.

Dalje ¢emo pokazati da se svaka 1- forma moze prikazati kao linearna kom-
binacija 1- formi dx1,dzs, i dzs..
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1.5.4 Lema Ako je ¢ 1- forma na R3, onda je ¢ = > fidx;, gde je f; = ¢(Uj;).
Funkcije fi1, fa, f3 se zovu euklidske koordinatne funkcije 1- forme ¢.

Dokaz. Po definiciji, 1- forma je funkcija na tangentnim vektorima, odakle
sledi da su ¢ i ) fidx; jednaki ako i samo ako imaju istu vrednost za svaki
tangentni vektor v, = Y v;U;(p). U (2) u prethodnom primeru smo videli da

je
Zfzdmz Up Zfz
=o(>_vili(p)) = Y _vid(Ui(p)) = Y _vifi(p)

posto je fi = ¢(U;). Tako ¢ 1 Y fidz; zaista imaju istu vrednost za svaki
tangentni vektor. O

S druge strane,

Ova lema pokazuje da 1- forma na R? nije nista drugo do izraz
fdx+gdy+hdz,

a takvi izrazi su sada rigorozno definisani kao funkcije na tangentnim vektorima.
Sada pokazimo da se definicija diferencijala funkcije (Definicija 1.5.2) slaze sa
neformalnom definicijom datom na pocetku ovog odeljka.

1.5.5 Propozicija Ako je f diferencijabilna funkcija na R3, onda je
o
0x;

Dokaz. Vrednost sume Z( )dxl u proizvoljnom tangentnom vektoru v, je

Z(gxfi)(p)vz. Prema Lemi 1.3.27 vrednost df (v,) = vp[f] je ista. Odatle dobi-

jamo da su 1- forme df i Z(%)dmi jednake. O

Sada, nezavisno od toga da li koristimo ovaj rezultat ili definiciju diferencijala
d, dobijamo da je
d(f +9) = df + dg.
Kona¢no, ustanovi¢emo kako d deluje na proizvod i kompoziciju funkcija.

1.5.6 Lema Neka je fg proizvod diferencijabilnih fukncija f i ¢ na R3. Tada je

d(fg) = gdf + fdg.
Dokaz. Koristeé¢i Propoziciju 1.5.5, dobijamo

ar) = Y azl
- 2<§§ )
(E ) (T i)

= gdf + fdg.




GLAVA 1. KALKULUS NA EUKLIDSKOM PROSTORU 15

0O

1.5.7 Lema Neka su f : R?> = R i h: R — R diferencijabilne funkcije, tako da
je i kompozicija tih funkcija h(f) : R® — R takode diferencijabilna. Tada je

d(h(f)) =1 (f)df.

Dokaz. Uobicajeno pravilo za izvod kompozicije funkcija nam daje

Ah(f) s Of
Odatle sledi
aA(h(f))

i) = 25 a, = S vy = wip

O

Da bismo izracunali df za datu funkciju, gotovo uvek je jednostavnije koristiti
ova svojstva diferencijala nego formulu datu u Propoziciji 1.5.5. Pomoc¢u df
odmah dobijamo parcijalne izvode funkcije f, i u sustini, sve njene izvode u
pravcu. Npr., pretpostavimo da je

f==y+ @y +2)=
Tada je prema Lemi 1.5.6 1 1.5.7,

df = (2zdx)y+ (2> — Ddy + (2y dy)z + (y° + 2)dz
= 2xy dr+ (2% +2yz — 1) dy + (v* + 2) dz.
~—~ —_———— ——
of of of
ox dy Oz
Sada iskoristimo navedena pravila da odredimo vrednost ovog izraza u tangent-
nom vektoru v,. Rezultat je:

vp[f] = df (vp) = 2p1pav1 + (P12 + 2p2ps — v + (p2” + 1)vs.

1.6 Diferencijalne forme na R?

1- forme na R? su deo vedeg sistema zvanog diferencijalne forme na R3. Kako
ra¢un ovog sistema ne¢emo izlagati rigorozno kao u slu¢aju 1- formi, napomenimo
da sva ranije navedena svojstva vaze i za diferencijalne forme.

Grubo govoreéi, diferencijalna forma na R3 je izraz dobijen sabiranjem i
mnozenjem realnih funkcija i diferencijala dxi,dxs,dxs prirodnih koordinata
funkcija na R3. Za ove dve operacije vaze uobi¢ajeni zakoni asocijativnosti i
distributivnosti; medutim, mnozenje nije komutativno. Umesto toga vazi

pravilo alternacije : dx;dx; = —dz;dx; (1 <1i,j <3).
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Ovo pravilo se pojavljuje i u elementarnom kalkulusu. Posledica pravila
alternacije je ¢injenica da ”ponavljanje daje nulu” tj., da je dx;dz; = 0, jer za
1 = j, pravilo alternacije daje

dr;dx; = —dx;dz;.

Ako svaki sabirak diferencijalne forme sadrzi p umnozaka diferencijala dz; (p =
0,1,2,3, i = 1,2,3), forma se zove p- forma, i kazemo da ona ima stepen p.
Tako, opredelivsi se za notaciju dz, dy, dz, dobijamo

e 0 - forma je upravo diferencijabilna funkcija f.

e 1 - forma je izraz f dx + g dy + h dz, kao u prethodnom odeljku.
e 2 - forma je izraz f dr dy+ g dr dz+ h dy dz.

e 3 - forma je izraz f dx dy dz.

Od ranije znamo kako da saberemo 1- forme: jednostavnim sabiranjem odgo-
varajucih koeficijenata. Tako je, u indeksnoj notaciji,

Z fidx; + Zgid%‘ = Z(fi + g;)dx;.

Odgovarajuce pravilo vazi i za 2- forme, odnosno za 3- forme.

Na trodimenzionalnom euklidskom prostoru, sve p- forme za p > 3 su je-
dnake nuli. Ovo je posledica pravila alternacije, jer proizvod vise od tri umnoska
diferencijala dx; mora sadrzati neki diferencijal dx; dva puta, a u tom slucaju
dobijamo nulu. Npr., dz dy dx dz = —dz dx dy dz = 0, jer je dx dr = 0. Kao
podsetnik za koriS¢enje pravila alternacije, oznac¢imo ovo mnozenje 1- formi
znakom A. Ovaj proizvod zvaemo spoljasnjim proizvodom. (Naravno, neéemo
koristiti ovu oznaku ukoliko ra¢unamo samo proizvode diferencijala dz, dy, dz.)

1.6.1 Primer Neka je
dp=xdr—ydy, v==zdr+xdz.
Tada je

pANY = (vdr—ydy)A(zde+zdz)
= zzdr dzx+ 2® de dz — yz dy de — yzx dy dz.

Kako je dxr dr =01 dy dex = —dx dy, imamo da je
SN =yz de dy + 2%dx dz — vy dy dz.

Generalno, proizvod dve 1- forme je 2- forma.
Neka je sada 0 = zdy. Tada je

ONGNAY =yz* dy doe dy + 2%z dy dx dz — xyz dy dy dz.



GLAVA 1. KALKULUS NA EUKLIDSKOM PROSTORU 17

Oba izraza dy dx dy i dy dy dz su jednaki nuli. Odatle je
ONPNAY =—2%2 do dy dz.
Neka je n =y dr dz + x dy dz 2- forma. Tada imamo da je
dAn=2a%dr dy dz —y? dy doe dz = (w2+y2)dgc dy dz.
Dakle, ¢ A 1 je 3- forma.

Iz prethodnog primera primeéujemo da je A - proizvod p- forme i g- forme (p+q)-
forma. Odatle sledi da je ovakav proizvod jednak nuli za p + ¢ > 3.

1.6.2 Lema Ako su ¢ i1 1- forme, onda je
SAY =~ Ao

Dokaz. Zapisimo date 1- forme na sledeéi nacin:

¢ = fidzi, =" gidu;.

Tada je, prema pravilu alternacije,

OGN = Zfigidxidxj = —Zgjfid%'dfi = -9 Ao

O

1.6.3 Definicija Ako je ¢ =Y. fidx; 1- forma na R®, onda je spoljasnji izvod
1- forme ¢ 2- forma d¢ =S df; A dux;.
Ako datu definiciju prosirimo koristeéi Propoziciju 1.5.5, dobijamo slede¢u za-

nimljivu formulu za spoljasnji izvod od

¢ = fidzy + fadza + fzdxs,
_ (0 9k ofs _oh ofs 0
d¢ = <81}1 amQ)dl‘ldIQ + (6,’1}1 amB)dl’ldl’g + (8.’172 al'g)dl'gdl'g.

Nema potrebe pamtiti ovu formulu, jednostavnije je svaki put primeniti defini-
ciju. Npr., neka je
¢ = zy dx + 2% dz.

Tada je
dp = d(zy) Ade+d(z?) Adz
= (ydx+xdy) Ndr+ 2z dx) Ndz
= —xdx dy+2x dr dz.
Lako je proveriti da za spoljasnji izvod vazi linearnost kao u Definiciji 1.5.2,
tj.
dlap + ) =a dp+ b dy,

gde su ¢ i 9 proizvoljne forme, a a i b brojevi. Sledec¢a teorema daje vezu izmedu
spoljasnjeg izvoda i spoljasnjeg proizvoda.
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1.6.4 Teorema Neka su f i g funkcije, ¢ i1 1- forme. Tada
1. d(fg)=df g+f dg.
2. d(fp)=dfng+f d.
3. d(pNY)=dd N - ¢ Adip.?

Dokaz. Prva formula je pokazana u Lemi 1.5.6. Izvedimo dokaz za treéu
formulu.

Formulu je dovoljno dokazati za ¢ = f du, ¢ = g dv, gde su u i v bilo
koje od kooridnatnih funkcija zi,x9,x3. Kako je svaka 1- forma suma takvih
izraza, opsti slucaj ¢e slediti iz linearnosti diferencijala d i algebre spoljasnjeg

proizvoda.
Pretpostavimo da je ¢ = f dx, ¥ = g dy. Dobijamo
a(f9g) g  Of
= = == - - . 1.1
d(p ANp) =d(fg dx dy) oy dz dzx dy f@z+gaz dx dy dz. (1.1)
Sada je
dp Ny =d(f dx) Ng dy = o7 gdz/\dx/\dy:ggdx dy dz.
0z 0z
No,
0 0
dAdY = f de Ad(g dy) = f dz A a—gdz dy = —fa—gdas dy dz,
z z
posto je dx dz dy = —dx dy dz. Odatle sledi da poslednju jedna¢inu moramo
oduzeti od prethodne, da bismo dobili (1.1). O

Jedan nac¢in pamcéenja minusa u trecoj jednacini je da tretiramo d kao da
je 1- forma. Da bismo dobili ¥, d mora zameniti mesto sa ¢, pa je tako minus
konzistentan sa pravilom alternacije u Lemi 1.6.2.

Diferencijalne forme i njima pridruzeni pojmovi spoljasnjeg proizvoda i spo-
ljasnjeg izvoda, omoguéavaju nam da izrazimo komplikovane veze izmedu par-
cijalnih izvoda.

Rezultate ovog odeljka ¢emo uopstiti definicijom i osobinama diferencijalnih
formi na otvorenim podskupovima od R™. Neka je X otvoren skup u prostoru
R™ i k € N. Ozna¢imo sa C*(X) skup svih funkcija X — R koje imaju sve
parcijalne izvode u svakoj tacki skupa X do reda < k, pri ¢emu su pomenuti
izvodi neprekidne funkcije na X. Elementi skupa C*(X) zovu se funkcije klase
C*. Primetimo i sledec¢e: ako je X C R”, tada je f € C*(X), k > 0, ako za
svako x € X postoji otvoren skup U, u R" i f € C*¥(U,), k > 0.

1.6.5 Definicija Neka je U otvoren skup u R™. Funkcija f : U — R klase
C*, k>0, je diferencijalna 0-forma klase C* na otvorenom podskupu U C R™.
Izraz

fida! + fodz® + -+ frdaz”,

2Kao i obi¢no, mnozenje ima prednost nad sabiranjem i oduzimanjem, pa ovaj izraz treba,
citati kao (dp Ap) — (o Adip).
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gde su fi, fa, -+, fn : U — R funkcije klase C*, k > 0, je diferencijalna 1-
forma klase C* na otvorenom skupu U u prostoru R™. Ako je k = oo, ova
forma se zove glatka 1- forma.

1.6.6 Primer Izraz %dere“’ dz je diferencijalna 1- forma klase C'°*° na otvorenom
skupu U = {(z,y,2) € R3|z # 0} u R3.

Sabiranje dve 1- forme iste klase C* na otvorenom skupu Uu R™ definise se
analogno sabiranju formi u R3:

n

(X_;f dwi) + (;g dwi) = (fi +gi) da’,

i=1

dok se mnozenje 1- forme sa 0- formom iste klase C* na otvorenom podskupu
U od R™ definise sa:

g(Zfi dxl‘) =Y g fida'.
=1 i=1

Diferencijalna 2- forma klase C*, k > 0, ili kra¢e samo 2- forma, na otvorenom
skupu U u R” je formalni izraz oblika

w = Z fijda’ A da? (1.2)
ij=1

gde su funkcije f;; : U — R klase CF, k > 0. Izraz dx* A da? je spoljasnji ili A
proizvod 1- forme dx’ sa 1- formom dz?. Definige se tako da je

de* Nda? = —da? Ndat, i, =1,2,...,n. (1.3)
Jednakost (1.3) implicira
de* Ndzx' =0, i=1,2,...,n,
pa se 2- forma w data sa (1.2) moze zapisati u obliku
w =Y (fij— fii)da' Adal,
1<i<j<n
1.6.7 Primer Koristeci osobinu

det Ndzx' =0, i=1,2,...,n,

dobijamo
3
g sin ' cos 2’ dz' Adx’! =
ij=1
(sin @' cos 2 —sin 2 cos x')dz' A da?

4+ (sin z' cos 2® —sin 2 cos z!)dx' A da?

+  (sin 2? cos 2 —sin 2® cos 2?)da’ A dx.
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1.6.8 Napomena U daljem tekstu, kada je re¢ o operacijama medu formama,
uvek pretpostavljamo da su iste klase C*, k > 0, osim ako drugacije nije ek-
splicitno navedeno.

Spoljasngi proizvod dve 1- forme na R™ definiSemo sa

<if¢ d:vi)/\<igi dxj) = i fig; dz'Ada?) = Z (figi—1i9i) dzAda .
i=1 j=1

1,j=1 1<i<j<n
Analogno rezultatu datom u Lemi 1.6.2, vazi antikomutativnost mnozenja.

1.6.9 Primer Neka je w = 2 dy +xy dz i n = 2 dv — 4sin z dy + 22 dz na R3.
Tada je w A = —2x dx Ady — 2xy dx A dz + (2 + 4oy sin 2) dy A dz.

Formalni izraz

w= Z firvin ipdxil Adx AN da',

i17i27~~~aip:1

gde je fiis,..i, : U — R funkcija klase C*(U), k > 0, za sve iy,ia,...,7, €
{1,2,...,n}, de"* Adx*2 A\ - -Adzx'® je antikomutativni proizvod 1 -formi dx*t, da*?
...,dx' | je diferencijalna p- forma na otvorenom skupu U u prostoru R™ (krace
receno p- forma na U).

Zbir dve p- forme

n

wp = Z fil’i%wipdm“ Adz? A - A date (1.4)
i1,iz,.nsip=1
n
Wy = Z Girsigsonnyindx™ Adz Ao Ada'

1,00, ip=1

definiSemo sa

n
w1 + wg = Z (.fihiz,m,ip + gi17i2,_“7ip)dafil A d.fh A A dxip.

i1,00,0ip=1

Spoljasnji proizvod p- forme w; klase C*, k > 0 date sa (1.4) i 0- forme h iste
klase, definiSemo sa

n
hihwi= Y hfi.ida™ Ada? A Ada'r

i1,02,mip=1

Konacno, spoljasnji proizvod p- forme i s- forme se definiSe sa
(Z fil,i%m,ipdzil Adz2 A - Ada') A (Z Gir oo dTT N da?2 A - A da?®)

= Z Z Firsiorsin @it arenje AT AdT™ A - Ada'™ A dz? Ada?? Ao A da?s.
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Drugim re¢ima, svaki sabirak u p- formi pomnozimo se svakim sabirkom u s-
formi (pri éemu je dz' A da? = —dx? A dx"), i dobijene proizvode saberemo.

U narednoj teoremi ¢emo navesti osnovne osobine sume i spoljasnjeg proizvoda
formi.

1.6.10 Teorema Neka su wy i wy p- forme, n1 @ N2 q- forme iy r- forma na
otvorenom skupu u R™. Tada je

(Witw2)Am = wiAm+wrAm
wiA(m+m) = wiAn+w A
wi A(mAY) = (Wi Am) A7

Tvrdenje sledece teoreme se Cesto naziva antikomutativni zakon.

1.6.11 Teorema Neka je w1 p- forma, a n q- forma na otvorenom skupu U u
R"™. Tada je

wAn=(=1)PInAw. (1.5)
Dokaz. Dokazimo tvrdenje u specijalnom slucaju kada je

w=f dz" Ndx® A Adxi

n=gdx* Adz? A - Adade,
gde je i1,%2,...,4p, 1,72, - -5 Jqg € {1,2,...,n}. Tada je

wWAN = fgdr™ Adx™ A--- Ada' Ade?t Ada?? A A dade (1.6)
nAw=gf de? Adz?2 A - Adxde Adx Adzt? A Adate. (1.7)

Koristeéi osobinu: dz’ A dx/ = —da? Adat, i,5 € {1,2,...,n}, dobijamo
da™ Ndx A--- Adxte A dat AdaT? A - A dade

= —dz" Adx Ao Ada't Ada?t Ada't AdaB A Ndade =
= (=1)Pdx?* Adx™ Ndx A Nda't AdxI2 A Ndade = -
(—=1)?Pda?* A da?2 Adz™ Ndz™ A ---da'? Adx?® A Ndade =
(=1)®dz? Adx?> A~ Adadt Ada™ Ada® A A date
Iz prethodnih jednakosti, i jednakosti 1.6 i 1.7, sledi tvrdenje teoreme u ovom
specijalnom slucaju.

Ako su w i n proizvoljne diferencijalne forme, tada je svaka od njih suma
sabiraka oblika f dx" A dz'> A --- Adx' i g dz?* A dx?2 A -+ A da?e, gde
01,82, -5 dps J1, J2, - -5 Jg € {1,2,...,n}, redom. Tvrdenje sledi iz prethodnog
razmatranja i Teoreme 1.6.10. O
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1.6.12 Napomena Vazi sledeée: Ako je w n- forma klase C*, k > 0, na
otvorenom skupu u R", tada je

w=fdet Ndz® A - Ada"

gde je f: U — R funkcija klase C*, k > 0.

Ako je w p- forma na otvorenom skupu u R" i p > n, tada je w = 0.

Zaista, ako je w p- forma na otvorenom skupu U u R™, ona je suma sabiraka
oblika, fi1,i2,--.ip dl’il /\dIZé/\' . '/\dIiP, gde il, ig, . ,ip € {1, 2, ey TL}, a fil,ig,...ip
je funkcija klase C*, k>0, U — R. Ako je p = n, tada je (zbog dx’ A dz’ = 0)
svaki od tih sabiraka, osim flﬁgw’ndxl Adxz? A -+ Adz™, jednak sa nulom. Ako
je p > n, tada se u svakom od uocéenih sabiraka bar jedan od diferencijala dxz?
pojavljuje dva puta, te su svi jednaki nuli.

1.6.13 Definicija Spoljasnji diferencijal (izvod) 0- forme f na R™, u oznaci
df, definisemo analogno odgovarajucoj definiciji u slucaju forme na R3,

df = Z ooyl (1.8)
Jj=1
1.6.14 Napomena Spoljasnji diferencijal projekcije (!, 22,... 2") — z°,

r=(z%...,2") €ER" jedzti=1,...,n.

1.6.15 Definicija Ako je w p- forma klase C*, k > 1, na otvorenom skupu
prostora R", data sa

W= Z fil,’iQ,...ipdxil Adx® A A dat,
(158250 vip) €T

gde je I C {1,2,...,n}P, tada se spoljasnji diferencijal (izvod) p- forme w, u
oznaci dw definise sa

do= > d(firii,) Ada™ Ada® A Ndar

(i1 sip) €T
n
- Z Z 7f1512]’."'“’ dz? Ndx™ ANdx2 A - Ndzte.

(il,iQ ..... ip)GI j=1 v

To je (p + 1)- forma klase C*~1.

Umesto izraza spoljasnji diferencijal ili izvod, ¢esto koristimo kraéi izraz -
diferencijal ili izvod.

1.6.16 Primer Ako je w 1 -forma na R* data sa: w = z22*dz! + (21)%da?,
tada je
dw = d(z*x*) Adat + d((z)?) A da®
= (2*d2® + 2%da*) Adxt + (22 dat) A da?
= —z'dat Ada? + 22 dat A da® — 2Pdat A dat
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Sledeca teorema koju dajemo bez dokaza pokazuje da je spoljasnji diferencijal
aditivan.

1.6.17 Teorema Neka suwi,ws, . ..,ws p- forme klase C*, k > 1, na otvorenom
skupu U u R™. Tada je

d(wy +wy + - +wg) = dwy + dwg + - -+ + dwy.

Naredna teorema odreduje dejstvo spoljasnjeg diferencijala na proizvod dve
forme.

1.6.18 Teorema Ako je w p- forma klase C*, k > 1, a n q- forma klase
C*, k > 1, na otvorenom skupu U u R™, tada je

dw An) = (dw) An+ (=1)Pw A dn.
Dokaz. Za 0- forme fi g vazi d(fg) = gdf + fdg. Ako je
w= fdz" A---Adx'r, n=gdri A Adate,
tada je
dwAn) =d(fg dz™ A--- Ndz' Adzdt A - A dade)
= (gdf + fdg)(dz"* N--- Ndx'» Ndx?t Ao A dade)
g(df)dz™ A -+ Ndz'® Nda?t A - A dade
+ f(dg)dz™ A---Ndz'® Ada?t A - A dade.
Kako je dg 1- forma, a dz™ A --- A dx'» p- forma, sledi
(dg) A (dz®* A -+ Adx'?) = (=1)P(dz™ A--- Adz™) A dg.
Tako dobijamo
dwAn) = ((df) ANdx™ A--- Ada'®)g Adzd* A--- A dade
+ (=DP(fdz"™* A---ANdx') A (dg)dx?t A - A dade
= (dw)An+ (—1)Pw Adn.

Posto je svaka p- forma suma sabiraka oblika fdx®t A --- A dz'», a svaka ¢-
forma suma sabiraka oblika gdxz/* A --- A dade, dokaz teoreme sledi iz gornjeg
razmatranja i Teoreme 1.6.17. O

1.6.19 Teorema Ako je w p- forma klase C*, k > 2, na otvorenom skupu u
R"”, tada je
d(dw) = 0.
Dokaz. Dovoljno je pokazati da je d(df) = 0, za f € C*(U), gde je U C R"
otvoren skup. Ako je f0- forma, tada je
ddfy =% (0f —0;f)da’ nda’.
1<i<j<n

Kako je f funkcija klase C*, k > 2, vazi 0;; f — 0;;f = 0, pa je d(df) = 0. m]
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1.7 Preslikavanja iz R” u R™

U ovom odeljku ¢emo posmatrati funkcije iz R® u R™. Zan = 3 im = 1,
takva funkcija je upravo realna funkcija na R3. Iako ¢e nasi rezultati vaziti za
proizvoljne m i n, prvenstveno smo zainteresovani za sledeca tri slucaja:

R? - R?, R? - R? R?® — R3.

Osnovna osobina funkcije F' : R" — R™ je to §to je mozemo u potpunosti
opisati pomoéu m realnih funkcija na R™. (U odeljku 1.4 smo razmatrali slucaj
zan=1, m=3.)

1.7.1 Definicija Neka je data funkcija F : R™ — R™ ¢ neka f1, fo,-.., fm
oznacavaju realne funkcije na R™ tako da je

F(p) = (f1(p), f2(p), -, fm(P))

za sve tacke p € R™. Ove fukcije se nazivaju euklidske koordinatne funkcije date
funkcije F, i pisemo F = (f1, fo, .- fm)-

Funkcija F je diferencijabilna ako su njene koordinatne funkcije diferenci-
jabilne u wobicajenom smislu. Diferencijabilna funkcija F : R — R™ se zove
preslikavangje iz R™ u R™.

Primetimo da su koordinatne funkcije od F zapravo kompozicije funkcija
fi = x;(F), gde su x4, ..., z,, koordinatne funkcije od R™.

Preslikavanja se mogu opisati na mnogo razli¢itih nac¢ina. Npr., neka je
F :R3 — R? preslikavanje tako da je F' = (22, yz, zy). Tada je

F(p) = (z(p)*, y(p)z(p), z(p)y(p)),

za svako p. Sada, p = (p1,p2,ps), i prema definiciji koordinatnih funkcija,
imamo

z(p) = p1, y(p) = p2, 2(p) = ps.
Odatle dobijamo
F(p1,p2,p3) = (P12, p2ps, p1p2)

za sve p1, P2, p3. Lako je, npr.
F(1,-2,0) =(1,0,-2), F(-3,1,3) = (9,3,-3).

U sustini, teorija krivih bi se mogla izvesti iz opSte teorije preslikavanja. Ali
za razliku od krivih, preslikavanja mogu biti veoma komplikovana (pa ¢ak u
slucaju R? — R2.) Zato éemo mi obrnuti ovaj proces i, koristeéi krive, izucavati
preslikavanja.

1.7.2 Definicija Ako je a: I — R" kriva v R™ ¢ F : R™ — R™ preslikavanje,
onda je kompozicija funkcija = F(a) : I — R™ kriva u R™ koja se zove slika
krive o dobijena pomoéu F.
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1.7.3 Primer Uzmimo preslikavanje F : R3 — R3 tako da je
F= (IL’*y,x{»y,QZ)
Tada je
F(p17p27p3) = (pl —P2,D1 +p2a2p3)

Za sve p1, P2, P3-

Samo u slucaju jednostavnog preslikavanja, mozemo ocekivati da ¢emo nje-
govo ponasanje konstatovati jednostavnim izraCunavanjem njegovih vrednosti u
kona¢no mnogo tacaka. Kako je ova funkcija je prilicno jednostavna linearna
transformacija iz R u R2, i ona je u potpunosti odredena svojim vrednostima
u trima (linearno nezavisnim) tac¢kama, recimo jedini¢nim tackama

u; = (1,0,0), ug = (0,1,0), us = (0,0,1).

Uopsteno govoredi, diferencijalni kalkulus se bavi aproksimacijom glatkih ob-
jekata linearnim objektima. Najpoznatiji slucaj je aproksimacija realne funkcije
fu okolini z liearnom funkcijom Az — f'(x)Az, $to nam daje tangentu u z na
grafik funkcije f. Nas$ cilj je da sada definiSemo analognu linearnu aproksimaciju
za preslikavanje F' : R™ — R™ u okolini tacke p prostora R™.

1.7.4 Definicija Neka je F' : R™ — R™ preslikavanje. Ako je v tangentni
vektor na R™ u p, neka je Fi(v) podetna brzina krive t — F(p+tv). Rezultujuéa
funkcija F, tangentnim vektorima na R™ opredeljuje tangenine vektore na R™,
1 zove se tangentno preslikavanje od F.

Tangentno preslikavanje se moze eksplicitno opisati na slede¢i nacin.

1.7.5 Propozicija Neka je F = (f1, fa,- .-, fm) preslikavange iz R™ u R™. Ako
je v tangentni vektor na R™ wu tacki p, onda je

Fi(v) = ([fil,-- - vlfm]),
u tacki F(p).
Dokaz. Za konacan slucaj uzmimo m = 3. Tada je
B(t) = F(p+tv) = (fi(p+ tv), f2(p + tv), f3(p + tv)).

Prema definiciji, Fi(v) = /(0). Da bismo dobili 4’(0), nadimo izvode koordi-
natnih funkcija od g ut = 0. Vazi

d
%(fi(p + tv))|t=0 = v[fi]-
Prema tome, imamo

Fi(v) = (vlfil, vl fals ol fsD) s o)
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i 5(0) = F(p). 0

Fiksirajmo sada tacku p u R™. Definicija tangentnog preslikavanja pokazuje
da F, preslikava tangentne vektore u p na tangentne vektore u F(p). Tako za
svako p iz R™, funkcija F, dovodi do funkcije

F*p : Tp(Rn) — TF(p) (Rm),

koju zovemo tangentnim preslikavanjem od F u p. (Analogon ovome u elemen-
tarnom kalkulusu je funkcija f : R — R koja ima izvodnu funkciju f/ : R — R,
koja u svakoj tacki ¢ prostora R daje izvod funkcije fu tacki t.)

1.7.6 Propozicija Ako je F' : R — R™ preslikavanje, onda je tangentno
preslikavange F., : Tp(R") — Tpy (R™) linearna transformacija, za svako p iz
R™.

Dokaz. Treba pokazati da za tangentne vektore vi wu pia,b € R vazi
F.(av 4+ bw) = aFy(v) + bF,(w).

Ovo sledi direktno iz prethodne propozicije koristeéi linearnost u tvrdenju (1)
Teoreme 1.3.3. O

Zapravo, tangentno preslikavanje Fi, u p je linearna transformacija koja
nagbolje aproksimira F u okolini p.

Jos§ jedna posledica ove propozicije je to sto preslikavanja oCuvavaju brzine
krivih.

1.7.7 Propozicija Neka je F : R™ — R™ preslikavanje. Ako je = F(«) slika
krive a iz R™, onda je ' = Fi(a).

Dokaz. Uzmimo opet da je m = 3. Ako je F = (f1, fa, f3), onda
B=F(a) = (fi(a), f2(a), f3()).
Odatle nam Teorema 1.7.5 daje
F(d) = (d[fa], &/[f2], o[ f3]).

Ali prema Lemi 1.4.6 imamo

dh «
/[ Fl] d(t ) .
Odatle je

R = (10 e 0w)  ~se

O

Neka su U; (1 < j < n)iU; (1 <i < m) prirodni okviri za R" i R™,
respektivno (videti Definiciju 1.2.4).
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1.7.8 Propozicija Ako je F = (f1,..., fm) preslikavanje iz R™ v R™, onda je

M= i) (1<i<n.

=1

Dokaz. Tvrdenje sledi direktno iz Propozicije 1.7.5, posto je U;|fi] = gf:; . O

Matrica koja se pojavljuje u prethodnoj formuli,

(3w)
Oz 1<i<m,1<5<n

se naziva Jakobijeva matrica preslikavanja F u p. Za m = n = 1, ona se svodi
na jedan broj: izvod od F u p.

Kao $to nam izvod funkcije daje informaciju o funkciji, tako nam tangentno
preslikavanje F, moze koristiti prilikom proucavanja preslikavanja F.

Kako su tangentna preslikavanja linearne transformacije, standardni rezul-
tati linearne algebre pokazuju da su sledeéi uslovi ekvivalentni:

1. F.p je injektivno preslikavanje.
2. F.(vp) = 0 implicira da je v = 0.

3. Jakobijeva matrica preslikavanja F'u p je ranga n, $to je dimenzija domena
R™ preslikavanja F.

Sledece svojstvo linearnih transformacija T : V' — W ée biti korisno prilikom
proucavanja tangentnih preslikavanja. Ako vektorski prostori Vi W imaju iste
dimenzije, onda je T injekcija ako i samo ako je ”na”, pa je i jedna i druga
osobina ekvivalent ¢injenici da je T linearni izomorfizam.

Preslikavanje koje ima (diferencijabilno) inverzno preslikavanje se zove difeo-
morfizam. Rezultati ovog odeljka vaze i kada euklidske prostore R™ zamenimo
otvorenim skupovima, pa onda mozemo govoriti o difeomorfizmima iz jednog
otvorenog skupa na drugi.

1.7.9 Teorema Neka je F' : R® — R™ preslikavanje euklidskih prostora istih
dimenzija. Ako je F. injektivno u tacki p, onda postoji otvoren skup U koji
sadrzi p, takav da je restrikcija preslikavanja F na U difeomorfizam skupa U na
otvoren skup V.

Ova teorema se naziva teorema o inverznoj funkciji, jer tvrdi da restrikcija
preslikavanja & — V ima diferencijabilno inverzno preslikavanje V — U.

Polazeé¢i od poznatog pojma realne funkcije i koristeéi rezultate linearne
algebre u svakom koraku, konstruisali smo raznovrsne matematicke objekate.
Osnovni pojam tangentnog vektora vodio je ka pojmu vektorskog polja, koji
se dalje dualizovao u 1 - forme, koje su vodile proizvoljnim diferencijalnim
formama. Pojam krive i diferencijabilne funkcije smo generalizovali pojmom
preslikavanja F': R® — R™.
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Zatim, polazeéi od uobi¢ajenog pojma izvoda realne funkcije, nastavili smo
konstruisanjem odgovarajuce operacije diferenciranja za sledec¢e objekte: izvod
u pravcu funkcije, spoljasnji izvod forme, brzinu krive, tangentno preslikavanje.
Sve ove operacije su svedene na (obi¢ne ili parcijalne) izvode relanih koordinat-
nih funkcija, ali treba napomenuti da u veéini sluc¢ajeva definicije ovih operacija
nisu date preko koordinata. Uopsteno govoredi, sve pomenute operacije dife-
renciranja na neki nac¢in pokazuju linearne i Leibnizove osobine obi¢nih izvoda.

1.8 Povlacenje forme unazad

Neka je U otvoren skup u R™, V otvoren skup u R™. Definisa¢emo preslikavanje
p* koje svakoj p- formi na V pridruzuje p- formu na U.

1.8.1 Definicija Neka je o = (o', %, ...,0™) : U = V funkcija klase C*, k >
1. Ako je f0- forma klase C%,q > 0, na V, 0- forma @*f je kompozicija f o .
Ona je klase CP,p = min(k, q).

Ako su sa z', ..., 2" i y',...,y™ oznacene koordinate u R™ i R™ redom,
definisemo formu ¢*dy’ sa

p dy —;mjdar,

gde jecp: (x17"'7zn) H (yl""7ym) = ((pl(x:l""’xn)""7<pm(x17"'71:”))'
Ova forma je klase C*~1,
Za proizvoljnu 1- formu w klase C1, ¢ > 0, na V datu sa

w= fidy' + -+ frndy™

definisemo formu p*w klase CP, p = min(q,k — 1), sa

prw=) @ (fi)e (dy') =D Y (fiod)zSda.
i=1 i=1 j=1
Ako je w p- forma klase C1, ¢ > 1, na V data sa
W= > fiimea, Yyt A Ady',
(31,02,...,0p)ET
tada je
VW = Z O (firim i )P (dY) A - A @ (dy'™),

(il,iz,...7ip)€1

forma klase C?, p = min(q,k —1). Preslikavanje ©* nazivamo povlacenje forme
unazad indukovano preslikavanjem ¢ : U — V.

1.8.2 Napomena Jasno, ako je ¢ funkcija klase C'*°, ¢* ne menja klasu forme.
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1.8.3 Primer Ako je ¢ : R — R preslikavanje klase C' i w = fdy je 1- forma
klase C” na R, tada je p*w = ¢*(f)e*(dy) = (f o @)%dm forma klase C.

Ako je
0:R* = R?, (2!, 2?) — (v',9%) = (az' + bx?, ca’ + ex?)

iw=dzr' Adz?, tada je

It Ot
w71 _ 1 2 _ 1 2
godyf%dx +wdx =adx +bdx”,
2 2
ordy? = %dml + %dm2 =cdz! + e da?,
te je
'w = (¢ dz') A (p*da?)

(a dzt +b d2z®) A (c da* + e da?)
= (ac —be)dx' A dx?.

Na kraju ovog poglavlja dajemo dve teoreme bez dokaza.

1.8.4 Teorema Neka je U otvoren skup u R™, V otvoren skup u R™ §
p:U =V funkcija klase CP, p > 1. Tada jednakosti

P (w+w) =p'wt o

P (wAn) = (¢ w) A (¢™n)

vaze za svake dve p- forme w, w i q- formu n klase C?, ¢ >0, na V.
Ako je W otvoren skup u RF, i1 : V. — W funkcija klase C1, ¢ > 1, tada je

(Vo) =g oy

1.8.5 Teorema Neka je U otvoren skup u R™, V otvoren skup u R™ 4 neka je
preslikavanje ¢ : U — V klase C?, q > 2. Tada je

d(¢p*w) = " (dw),

za svaku p- formu w klase C*, k> 1 na V.



Glava 2

Podmnogostrukosti
euklidskog prostora

Povrsi u R? su pojam iz naSeg svakodnevnog iskustva, pa je logi¢no ispitivati
ih matematicki. Ali kada ovaj koncept pogledamo kriticki, mozemo se zapi-
tati da 1i slicne povrsi postoje i u R%, ili u R®— ili éak postoje povrsi koje
nisu u okviru bilo kakvog euklidskog prostora. Intuitivno, povrs dimenzije m u
euklidskom prostoru R™, koju é¢emo zvati podmnogostrukost od R™, je prostor
koji posmatracu koji zivi na njemu izgleda kao prostor R”. Medutim, da bismo
precizno definisali pojam mnogostrukosti, ne smemo se osloniti na nase direk-
tno iskustvo percepcije realnog prostora, nego na nase matematicko iskustvo o
povrsima u R™. U ovom poglavlju ¢éemo definisati podmnogostrukost dimenzije
m kao objekat u prostoru R”, m < n, koji je lokalno jednak sa prostorom R™, a
snabdeven je takvom strukturom koja omoguéava da se na njemu moze razviti
i diferencijalni i integralni racun. Dakle, najopstiji objekat na kojem se moze
izvoditi matematicki kalkulus nazva¢emo mnogostrukost. To je, jednostavnije
receno, apstraktna povrs proizvoljne dimenzije m.

2.1 Podmnogostrukosti od R"

Na pocetku ovog odeljka ¢emo se podsetiti odredenih rezultata iz analize. Radi
jednostavnosti, pretpostaviéemo da su sva preslikavanja klase C'*.

2.1.1 Teorema (Teorema o inverznoj funkciji) Neka je U C R™ otvoren skup,
f:U = R"™ klase C®°, 29 € U, yo := f(x0) ¢ Df(xg) invertibilno preslikavangje
(detDf(x9) # 0). Tada je, lokalno u okolini g, [ difeomorfizam, tj. postoji
otvorena okolina Uy C U tacke xq i otvorena okolina Vi tacke yo tako da je
f: Uy — Vi bijekcija i f~1: Vi — Uy je klase C*°.

2.1.2 Teorema (Teorema o implicitnoj funkciji) Neka su U C R™, V C R™
otvoreni skupovi, f : U x V — R™ klase O, (xo,y0) € U X V, f(xo,y0) =0

30
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1 neka je g—i(xo,yo) : R™ — R™ nvertibilno. Tada postoji otvorena okolina
Uy C U tacke xg i otvorena okolina V1 tacke yg tako da za svako x € Uy postoji
jedinstveno y = y(x) € Vi da je f(x,y(x)) = 0. Preslikavanje x — y(x) je klase

c*.
Podmnogostrukost od R™ ¢emo definisati uz pomo¢ regularnih preslikavanja.

2.1.3 Definicija Neka je U C R* otvoren skup i ¢ : U — R™ klase C™.
@ je regularno preslikavanje ako je za svako x € U rang jakobijana Dy(x)
maksimalan, stoga jednak sa min(k,n). Tada za rang r(Dy) imamo:

r(Dp(z)) = dim(ImDy(z)) = dim(R¥) — dim(KerDy(x)).

Ako je k < n, onda je KerDp(z) = 0 i Dp(z) je injektivno preslikavanje, za
svako z. Tada se ¢ naziva imerzija. Za'k > n je Dp(x) sirjektivno preslikavange,
za svako x 1 p se maziva submerzija.

2.1.4 Definicija (Lokalno nula skup) k - dimenzionalna podmnogostrukost od
R™ je podskup X C R"™ sa sledecom osobinom: za svako p € X postoji otvorena
okolina U, C R™, p € U,, i diferencijabilno preslikavanje

£ = (Pt fus) Uy RO

koje je regularno (tj. r(Df(q)) = n —k,za sve ¢ € X), tako da je X N U, =
f7H0) = {z € Up|f(z) = 0}.

Jednodimenzionalne podmnogostrukosti od R™ nazivamo krivama, a dvodimen-
zionalne podmnogostrukosti nazivamo povrsima u R". Podmnogostrukosti od
R™ dimenzije n — 1 su hiperpovrsi u R™.

Dakle, k - dimenzionalna podmnogostrukost od R™ je definisana lokalno u
R™, pomocu otvorenih okolina. Svaka od tih okolina je sadrzana u R™ kao $to
je R™ sadrzan u R™ u vidu vektorskog potprostora. Slede primeri podmno-
gostrukosti od R”.

2.1.5 Primeri

1. Skup X u R” je 0- dimenzionalna podmnogostrukost od R™ ako i samo
ako je X diskretan u R™.
Podskup X C R" je diskretan ako i samo ako za svako p € X postoji
otvoren podskup U C R”, tako da je X N U = {p}. U ovom slucaju,
definisimo preslikavanje

f:U—=RY f(z):=2—p.
Tada je f diferencijabilno preslikavanje i X NU = {p} = f~1(0). Pri tome
je rang r(Df(p)) = r(idgn) = n = n — 0. Ovim je pokazano da je X 0-
dimenzionalna podmnogostrukost.

Obrnuto, neka je X 0 - dimenzionalna podmnogostrukosti od R™ i p € X.
Tada postoji otvoren podskup U C R", p € U, i diferencijabilno preslika-
vanje f : U — R"™0 = R" tako da je X NU = f~1(0) i 7(Df(p)) = n.
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Prema Teoremi o inverznoj funkciji mozemo pretpostaviti da je f difeo-
morfizam pa samim tim i injekcija. Otuda sledi da je {p} = f~1(0) =
XnU.

2. Skup X u R"™ je n- dimenzionalna podmnogostrukost od R™ ako i samo
ako je X otvoren u R".
Neka je X C R” otvoren. Tada za svako p € X biramo U = X i f =0,
konstantnu funkciju U — {0} = R? = R"~", Jakobijan ovog preslikavanja
je ranga 0, odakle sledi da je X n- dimenzionalna podmnogostrukost.

Obrnuto, neka je X C R™ n - dimenzionalna podmnogostrukost, i neka
p € X. Tada postoji otvoren podskup U C R", p € U i diferencijabilno
preslikavanje f : U — R*"™" = R? = {0}, tako da je X NU = f~1(0) = U.
Odatle sledi da za svako p € X postoji otvoren skup U C R"”, tako da
p€e U C X, tj. X je otvoren podskup od R™.

3. Neka je S* = {(x1,22) € R?|2? + 22 = 1} jedini¢na kruznica. Za svaku
tacku p = (p1,p2) € S! izaberimo U =R?*i f : U = R, f(z1,72) =23 +
x3—1. Preslikavanje f je diferencijabilno, i vazi da je S* = S'NU = f=1(0).
Jakobijan preslikavanja f je Df(x1,22) = (2x1,2x2). Kako je (p1,p2) #
(0,0) za sve (p1,p2) € S, imamo da je rang r(Df(p1,p2)) = 1, za sve
(p1,p2) € S. Odatle sledi da je S* 1 - dimenzionalna podmnogostrukost
od R2.

4. Pretpostavimo da je X C R" lokalno nula skup preslikavanja f : U —

R”~F ali da f nije svuda diferencijabilno, ili da je za neko p € X NU vazi
da je r(Df(p)) < n — k. Pokazademo da X moze biti podmnogostrukost,
uz odgovarajuéi izbor preslikavanja f.
Posmatrajmo pravu X := {(z1,22) € R?}|z; = 22}. Vazi da je X = f~!
za diferencijabilnu funkciju f(z1,22) = (21 — 12)? = 2% — 22129 + 23,
¢iji Jakobijan je Df(x1,22) = (221 — 229, —221 + 222) = (0,0), za sve
(x1,22) € X tj. vazi da je rang r(Df((x1,22))) =0 < 2—1=1, za sve
(z1,22) € X. Ipak, X je 1 - dimenzionalna podmnogostrukost, posto je to
nula skup diferencijabilne funkcije x1 — x4, ¢iji Jakobijan (1, —1) je svuda
jednak sa 1.

5. Neka je M(n) vektorski prostor realnih (n x m)- matrica, koji prirodno
identifikujemo sa R"". Neka je S(n) = {4 € M(n)|A = A'} vektorski
prostor simetri¢nih realnih (nxn) - matrica, koji identifikujemo sa R™EH ,
uzimajuéi za koordinate koeficijente sa i iznad dijagonale. Neka je sa
I,, oznatena n X n jedinitna matrica. Tada je O(n) = {A € M(n)|A -
At = I,,} ortogonalna grupa dimenzije n, tj. grupa ortogonalnih (n x n)
- matrica. Napomenimo jo$ da je ortogonalna matrica A invertibilna, sa
inverznom matricom A~! = A’. Tada je O(n) w
podmnogostrukost od M (n).

O(n) je nula skup diferencijabilnog preslikavanja

f:M(n)— S(n), f(A):=A- A" —1,.

- dimenzionalna
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Za svako A € M(n), Jakobijan preslikavanja f

Df(A) : M(n) — S(n)

je dat sa
d
Df(A)(B) = —(f(A+1tB))li=o
— %(A.At +t(A-B'+B-A")+*B-B' — I,)|i—o

= (A-B'+B-A"+2tB-B")|;.o=A-B'+ B A"

Uzmimo sada A € O(n) i C € S(n), i definisimo B := £C'- A € M(n).
Tada je B = £ A" - C, odakle dobijamo

Df(A)(B):%(A-At~C+C~A~At):C.

To znadi da je za svako A € O(n) Jakobijan D f(A) sirjekcija, tj. da ima
rang 7(D(f)) = dimS(n) = %, tj. da je O(n) podmnogostrukost od
M (n) dimenzije

W2 n(n+1) n(n—1)

2 2

Sada ¢emo k- dimenzionalne podmnogostrukosti od R™ opisati lokalno, ko-
risteéi preslikavanja izmedu otvorenih podskupova od X i R¥,

2.1.6 Teorema Neka je X C R"™. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
1. X je k- dimenzionalna podmmnogostrukost od R™.

2. (Lokalna trivijalizacija) Za svako p € X postoji otvorena okolina U C R™
tacke p, otvoreni podskup U’ C R"™, i difeomorfizam ® : U — U’ tako da

je
S(XNU)={z=(21,...,xy) €U'|lx1 = ... = 21, = 0}.

3. (Lokalna parametrizacija) Za svako p € X postoji otvorena okolina U C
R" tacke p, otvoreni podskup W C RF, i diferencijabilno preslikavanje
n: W = R" tako da je

(a) XNU =n(W),
(b) n: W — X NU je homeomorfizam,
(c) r(Dn(n~'(p))) = k.

Takvo preslikavangje se naziva lokalna parametrizacija skupa X.
Prethodna tri uslova impliciraju sledecu osobinu skupa X C R™ :
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4. Postoji k- dimenzionalni diferencijabilni atlas za X, tj. skup
gde je I skup indeksa, sa sledeéim osobinama:

(a) za svakoi € I, V; je otvoren u X, W je otvoren u RF, i ¢; : V; — W
je homeomorfizam

(b) za svako i,j € I, preslikavanje
(65007 DoV Vi) : 6i(ViNVy) = ¢5(V; N V)

je diferencijabilno. Elementi (V;, ¢;, W;) se zovu karte skupa X.

Dokaz. Za k = 01 k = n tvrdenje je trivijalno, pa pretpostavimo da je
0<k<n.
1. = 4. Uzmimo I := X. Za svako p € X biramo U, C R" i

fp = (f17 ~"7fn7k) : Up — Rn—k:

kao u 2.1.4. Definisimo V), := X NU,; tada vazi X = Upex V. Kako je

mozemo pretpostaviti

ofi )
d 0.
et ( (axj (p) et nk) #

.....

Prema Teoremi o implicitnoj funkciji 2.1.2, za svako U,, postoji otvoren podskup
W, C R* 35 (i1, Tn) i jedinstveno diferencijabilno preslikavanje

g: Wy, — R * 5 (X1 ooy Tnek),
tako da je
Tp(Gp(Tn_kt1, s Bn), Tn—kt1, -y Tn) = 0 28 V€ (Tp—gt1,..,Tn) € Wp, (2.1)
i tako da

V, = UpNX=U,Nf"10) ={(z1,....2n) € Up|(Tpn—pt1, - Tn) € Wy,
(X1 ey Tn—k) = Gp(Tn—kt1s -, Tn) }- (2.2)

Definigimo ¢, : V, = Wy, ¢p(x1,...s @) := (Tn—ki1, -y Tn) tj. &p je restrik-
cija ortogonalne projekcije na V), koja je neprekidna. Dalje, ¢, je bijekcija, sa
neprekidnom inverznom funkcijom

¢;1(xn—k+1a axn) = (gp(xn—k—&-la ey xn)amn—k—&-la ey xn)
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Sledi da je ¢, homeomorfizam, a ¢, ! je diferencijabilno preslikavanje skupa W,
na R™, pa je preslikavanje ¢4 o ¢, ! diferencijabilno (gde je definisano) za sve
p,q € X (kao komporzicija projekcije i diferencijabilnog preslikavanja).

1. = 2. Uzmimo U := U, V,,, W, i g, kao u dokazu 1. = 4., i definis§imo

O:U - R, O(x1,....20n) = (Z1, 1, Tn) — Gp(Tn—kt1s oy Tn)y ekt 1y ey Tn)-

Tada je @ diferencijabilno, i njegov Jakobijan je oblika

In—k *
0 I, )’

gde je sa I oznacena k x k jedini¢na matrica. Vazi da je det(D®(p)) # 0,
odakle, prema Teoremi o inverznoj funkciji 2.1.1 (za dovoljno malo U), mozemo
pretpostaviti da je ® : U — U’ difeomorfizam. Iz 2.1 i 2.2 dalje sledi

(X NU)=2(V,) ={z=(z1,....zn) €U'|z1 = ... = 2y, = 0}.
2. = 1. Za svako p € X uzmimo U, ® i U’ kao u 2. DefiniSimo
7R 5 R w(zy, . zn) = (21, oy Trei);

tada je m linearno diferencijabilno preslikavanje ranga n — k, ¢iji Jakobijan je
Dr(z) = m za sve x € R™.
Definisimo sada diferencijabilno preslikavanje

fi=mo®:U — Rk,
Tada, posto je ® bijekcija, vazi
XNU =0 ({o € U'lr(z) = 0}) = &~ (r7(0)) = (w0 ®)~1(0) = £(0).
Kona¢no, imamo da je
Df(p) = Dn(®(p)) o D®(p) = m o DP(p)

ranga n — k, posto je D®(p) izomorfizam, a preslikavanje 7 ima rang n — k.

1. = 3. Uzmimo U :=U,, V,, W, i ¢, kao u dokazu 1. = 4., i definiSimo
skup W = W, i preslikavanje n := (b;l W =V, =XnU C R" Kao &to
je ranije primeceno, n je diferencijabilni homeomorfizam skupa W na X N U.
Ostaje nam da pokazemo osobinu 3(c).

Kako je W C R¥, jasno je da vazi 7(Dn(n~1(p))) < k. Sa druge strane, iz ¢, o0
1N =iqy sledi iq, = D¢y(p)oDn(n~"(p)), sto dalje implicira r(Dn(n~"(p))) >
k.

3. = 1. Za svako p € X uzmimo U,W i n kao u 3., n = (n,...,n,). Kako je
Dn(n~t(p)) ranga k, mozemo pretpostaviti da je

det((gg; <n1<p>>)i7j_1wk> 0.
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Prema Teoremi o inverznoj funkciji 2.1.1 (za dovoljno malo U i W), postoji
otvoren podskup W’ C RF, tako da je

g:=n1yemp) : W =W
difeomorfizam. Neka je
7R 5 RF, (21, ..., 20) = (@1,..., T1),

projekcija. Tada
g=mon=nlmw on=rlxnvon: W -5 XU " W,

pa je
Tlxauv =gon t: XNU— W’

homeomorfizam, ¢iji inverz je
d=nog t:W = XNU.

Primetimo da je ® = (@4, ...,P,,) : W’ — R" injektivno i diferencijabilno.
Neka je sada (z1,...,z,) € X NU. Tada

(1, ey xn) = P(m(x1,....20)) = P(x1, ..., Tk)
= (Pr(@1, ey Tk)y eery P (X1, oy 1)),
t.
Vee XNU : z;=P(x1,..,zx) , i =1,...,n. (2.3)

Sa druge strane, za (z1, ..., ) € W’ vazi

(1‘17 7:L‘k) = W(‘P(l‘l, ,{L‘k)) = w(@l(ml, ...,l‘k), ...,(I)n(l‘l, ,{L‘k))
(P1(21y ey TE)y vey P (@1, ey k) ),
tj.
V(z1, .y xk) €W 1 B(21,yxp) =25, i =1, k. (2.4)

Primetimo da ako zamenimo skup U skupom U N 7~}

mozemo pretpostaviti

(ako je nepohodno),

(1, 0y ) €U = (21,...,71) € W', (2.5)
Definisimo sada diferencijabilno preslikavanje
f:U—R"F fl@1, oo xn) = (@p41 — Prp1 (21, ooy Tk, oy T — P (21, ooy 1))

Tada iz 2.3 direktno sledi XNU C f~1(0). Dalje, kako je Jakobijan preslikavanja
f oblika
Df = (A I’I’L*k?)a
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gde je A matrica formata ((n — k) x k), vazi da je r(Df) = n — k. Ostaje da
pokazemo
zeUiflx)=0 = z€X.

Za to je dovoljno pokazati da je x = (1, ..., 2, ) sadrzano u slici preslikavanja 7.
Iz 2.5(x1,...,x) € W/, dakle ®(x1, ..., x)) je difinisano. Prema 2.4 sledi

(21, .y ) = (T1, ey Tl Pl 1 (1,5 ooy Ty oery P (X1, oy )

Sa druge strane, f(x) = 0 znadi z; = ®;(x1,...,2%), ¢ = k + 1,...,n, odakle
dobijamo

x = (T, Ty Ppp1 (21, ooy Tk)y ooy P (X1, ooy 1))
= @(xl,...,xk):n(gfl(ml,..‘,xk)),

§to je i trebalo pokazati. |

Kartu k- dimenzionalne podmnogostrukosti X od R™ krac¢e oznacavamo sa
(¢, V). Ona, dakle, predstavlja difeomorfizam sa otvorenog podskupa V' C X
na otvoren podskup od R*. Karte su inverzi lokalnih parametrizacija, §to je
detaljno obrazlozeno u [5].

2.2 Diferencijabilne mnogostrukosti

U ovom odeljku ¢emo definisati pojam diferencijabilne mnogostrukosti, ¢ije
topoloske osobine su detaljno izlozene u [5].

2.2.1 Definicija Neka je dat skup X. Karta (v,V) od X je bijektivno pres-
likavange 1 : V. — U otvorenog podskupa V- C X na otvoren podskup U C R™.
Dve karte (11, V1) i (2, V2) se nazivaju C*°- komptibilne, ako su 11 (Vi NVa) 4
Yo (V1 N Va) otvoreni u R™ 4

Yo oprt 1 p (Vi NVa) = o (Vi N Va)

je C*°- difeomorfizam.

C- atlas od X je familija A = {(¢a, Va)|la € A} kompatibilnih karata tako da
je M =ycn Ve

Dua atlasa su ekvivalentna ako je A1 UAs atlas od X, tj. ako su sve karte atlasa
A1 U As kompatibilne. Apstraktna diferencijabilna mnogostrukost je skup X
zajedno sa klasom ekvivalencije atlasa. Takva struktura se zove diferencijabilna
(ili C*°) stuktrura na X.
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2.2.2 Primeri

1. Neka je St = {(z,y)|z? + y* = 1} C R? jedini¢na kruznica, Vi :=
{(cosp,sinp)|0 < ¢ < 27} i

1 Vi — (0,27), (cosp,sing) — .
Neka je, dalje, Vo := {(cos,sing)| —m < p <7} i
e : Vo = (—m, ), (cose,sing) — .

Tada su (1, V1) i (o, Va) karte za S* i S = Vi U V. Stavise, karte su
kompatibilne. Vazi ¢ (V4 NVa) = (0,7) U (m,27) 1 ¢2 097 (0,m) 1 0 =
Dalje je 1o oq/)1_1|(7r,27r) T — 2w, paje

Yoot i (VinVe) = ¢2(Vin1e)
difeomorfizam. Sledi da je A := {(¢1, V1), (¢2, V2)} atlas od S*.
2. Neka je dat skup M u R" i neka je
Vi={(50)-1<s<1}, ¢1:V7 = (=1,1), ¥1(s,0) = s.
Neka je, dalje,

Vo :={(5,0)] -1 <s<0}U{(s,s)]0 <s <1},

1/12 : V2 — (_171)7 1#2(3»0) =S, "/}2(878) = S.

Tada su 1 i ¥y bijekcije pa sledi da su to karte i w3 o ¢f1 18 S,
Medutim, (V1 NV3) = (=1, 0] nije otvoren, pa 7 i ¢2 nisu kompatibilne
karte.

Dokaz naredne teoreme je dat u [5].

2.2.3 Teorema Neka je X m- dimenzionalna podmnogostrukost od R™. Tada
je X i m- dimenzionalna C*>° mnogostrukost u smislu Definicije 2.2.1.



Glava 3

Diferencijalni racun na
mnogostrukostima

Jedan od osnovnih koncepata neophodnih za ra¢un na podmnogostukostima
je pojam tangentnog prostora. Ovaj koncept je zasnovan na intuitivnoj geome-
trijskoj ideji tangentne ravni na povrs. Kljuéno pitanje je Sta bi trebalo zameniti
intuitivnu ideju tangentnog vektora, kao necega $to je tangentno na povrs u
uobic¢ajenom smislu. Odgovor je da tangentni vektor treba razumeti kao nesto
§to je tangentno na krivu u podmnogostrukosti.

Mnogostrukosti u opstem slucaju nemaju strukturu vektorskog prostora.
Stoga diferenciranje na mnogostrukostima mozemo posmatrati kao proces aproksi-
macije u dva koraka: prvo se mnogostrukost u bilo kojoj tacki aproksimira vek-
torskim prostorom (tangentnim prostorom koji odgovara tangentnoj ravni na
povrs), a zatim se izvod definiSe kao linearno preslikavanje na tim tangentnim
prostorima.

3.1 Tangentni prostor

Neka je X C R™ k- dimenzionalna podmnogostrukost, i p € X.

3.1.1 Definicija Kriva u X kroz p je diferencijabilno preslikavanje y : (—¢, €) —
R™ 0<e€R, pri cemuy(—e,e) C X iv(0) =p.

3.1.2 Napomene

1. Kriva v u X kroz p je diferencijabilna (jer preslikava na R™), pa je
dy
'(0)=—(0) e R
7(0) = “1(0) €

dobro definisano.

39
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2. Postoji vise krivih kroz svaku tacku p € X : ako je n : W — R" preslika-
vanje kao u 2.1.6 (3), p=n(q),q € W i~ : (—¢,e) = W je kriva kroz g u
R*, onda je v :=n o~/ kriva u X kroz p.

3.1.3 Definicija Skup
T,X :={~(0)|y je kriva u X kroz p} C R"

je tangentni prostor od X u tacki p. Elemente ovog prostora zvacemo tangentnim
vektorima podmnogostrukosti X u tacki p.

Dakle, vektor v € R™ je tangentni vektor (tj. v € T,X) na X u p ako postoji
diferencijabilna kriva v : (—¢,e) — X C R™ tako da je v(0) = pi+/(0) = v.

3.1.4 Teorema Neka je X podmnogostrukost od R™ i p € X. Tada se se sledeéi
podskupovi od R™ poklapaju:

1. ImDp(0), gde je ¢ lokalna parametrizacija od X i ©(0) = p.
2. (Y (0)|y: I =X C™, ICR, v(0) =p}.

3. KerDf(p), gde je lokalno oko p, X nula skup regularnog preslikavanja f :
R" — R"* (k = dimX.)

Dokaz. 1 C 2. Za dato Dg(0) - v € ImDp(0) definisemo ~(t) := @(t - v). Tako
je za, odgovarajuéi interval I, funkcija v : I — X glatka, v(0) = ¢(0) = p i
7'(0) = G le=op(t - v) = Dip(0) - v.
2 C 3. Neka je dato 7/(0), v: I — X, i neka je data funkcija f kao u 3. Tada,
lokalno oko 0, imamo f((t)) = 0, pa je stoga
d )
0= le=of(v(t)) = Df(v(0)) - v(0),

odkale sledi v/(0) € KerD f(p).
3C1. Kakojel C2C3tj. 1C 3, dovoljno je pokazati

dim(ImDe(0)) = dim(KerDf(p)).
Preslikavanje ¢ je imerzija, pa je dim(ImDp(0)) = k = dimX. Preslikavanje
f je regularno, pa je dim(ImDf(p)) = n — k, odakle je dim(KerDf(p)) =
n—(n—k)=k. a
Posmatrajmo skup

T,X ={(0)y: I — X C>®, I CR, 4(0) = p},

tj. tangentni prostor podmnogostrukosti X u tacki p. Pokaza¢emo da je T, X
linearni potprostor od R”.
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3.1.5 Primeri

1. Ako je X afini potprostor od R™, i X = pg + V gde je V vektorski pot-
prostor od R", onda je T, X =V za sve p € X.

2. Neka je X podmnogostrukost od R”, i v kriva u X kroz tacku p. Neka je
f:U CR" =V C R" difeomorfizam izmedu dva otvorena skupa U i V.
Ako je y(t) € X NU, pri ¢emu je y(0) = p, onda je f(y(t)) € f(X)NV
i LF(y(t)|t=o = dpf(7/(0)). Sledi da v € T,X ako i samo ako d,f(v) €
Ts(p)(f(X)). Tako dobijamo izomorfizam

7,X 25 7y (£(X)).

Na osnovu prethodnih primera zaklju¢ujemo: ako za p € X uzmemo kartu
p:Udx—->VCR" ¢(XNU)=(R"x0)UV, sledi

T,X = (dy¢) H(R™ x 0).

3.1.6 Primer Posmatrajmo R""! sa standardnim unutragnjim proizvodom ( , )
i podmnogostrukost
S = {x e R""|(z,2) = 1.}

Za f(x) = (z,2) — 1, x € S" iy € R"*"! vazi Df(x)(y) = 2(x,y). Odatle sledi
Tzsn _ l‘l C Rn—&-l-

3.1.7 Napomena Sada éemo pokazati da X = {(x1,z2) € R?|zy = |71} nije
1 - dimenzionalna podmnogostrukost od R?. Pretpostavimo suprotno. Neka je
X 1- dimenzionalna podmnogostrukost. Tada postoji 1 - dimenzionalni tan-
gentni prostor u tacki (0,0). Zapravo, tada postoji diferencijabilna kriva v =
(71,72) * (—€,€) = R, pri cemu je y(—€,¢) C X, 4(0) = (0,0) i +/(0) # (0,0).
v(—¢,€) C X implicira v3(t) = 72(t), za svako t. Diferencirajuéi dva puta posled-
nju jednakost, dobijamo

291(8)% + 271 ()] (8) = 295(8)% + 272(£)75 (£).

Koristeci 71 (0) = 72(0) = 0, dobijamo

1(0)* = 73(0)*. (3.1)

Sa druge strane, y(—e,e) C X implicira y,(t) > 0 za svako ¢, i 7(0) = (0,0)
povlagi y(0) = 0. To znaci da 2 ima minimum u ¢ = 0, odakle sledi v5(0) = 0.
No, tada 3.1 implicira 41 (0) = 0, pa je 7/(0) = (0,0), $to je kontradikcija.

3.1.8 Definicija Neka su X CR™ 1Y C R™ podmnogostrukosti. Preslikavanje
f:X =Y jeglatko (ili C*), ako za svako p € X postoji otvorena okolina U,
od p u R™ i glatko prosirenje f : U, — R™, pri éemu je f|XﬁUp = flxnu,. Ako
je f bijekcija, i fi f~1 su glatka preslikavanja, onda je f difeomorfizam.
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Ako je Y takode podmnogostrukost, i f: X — Y glatko preslikavanje kao u
3.1.8, definisimo preslikavanje medu podmnogostrukostima na sledeé¢i nag¢in:

Tpf : Ty X — TpY, 7(0) = (f o) (0).

T, f se zove tangentno preslikavangje od f u p.

Pokazimo da je preslikavanje T}, f dobro definisano. Neka su v;,72 : I — X
glatke krive kroz tacku p, dakle 1 (0) = p, v2(0) = p, i neka v1(0) = +54(0). Kako
je fglatko preslikavanje, sledi da lokalno oko p postoji otvorena okolina U, C R"
i glatko prosirenje f : U, — R", tako da vazi f|Uan = flu,nx. Tada:

foni=fomy, i=12

pa je

(for1)'(0) = (fom1)'(0) = Df(p)1(0) = Df(p)5(0) = (for2)'(0) = (fo72)'(0).
(Df(p) oznacava izvod preslikavanja f u tacki p.)

3.1.9 Lema Neka su X, Y, Z podmnogostrukosti, f : X =Y, g:Y — Z
preslikavanja klase C* i neka p € X. Tada vaZi:

Tp(go f)=TrpygoTpf.

Dokaz. Neka su § i f glatka prosirenja funkcija ¢ i f Tada je o f glatko
prosirenje funkcije g o f i vazi:

Tp(gof) = (gofov)(0)
= Dg(fo(0) Fo)(0)
= Tp9(Df(p)'(0))
= TipgoTpf(7/'(0)).
0

Sada nam je cilj da pojam tangentnog prostora proSirimo na apstraktne
mnogostrukosti. Za mnogostrukost X i glatku krivu v : I — X, izvod +/(0)
nema smisla zbog nedostatka euklidskog prostora koji okruzuje X. Zato ¢emo
posmatrati karte.

3.1.10 Definicija Neka je X mnogostrukost, p € X i ¢ karta oko p. Dve glatke
krive v1,v2 : I — X koje prolaze kroz tacku p (tj. v1(0) = p = ¥2(0)) se zovu
tangentne krive u p u odnosu na kartu ¢ ako je

(¢ o) (0) = (¢ 072)'(0).

3.1.11 Lema Definicija 3.1.10 je dobra, tj. ne zavisi od izbora karte ¢.
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Dokaz. Neka su 71 i o glatke krive kroz p, koje su tangentne u p na X u
odnosu na kartu ¢;. Neka je ¢ druga karta oko p. Tada, lokalno oko 0, imamo

$20% = (b20d7") 0 (¢10m), i =1,2paje
(¢2071)'(0) = D(¢2 0 ¢7 ") ($1(p))($1 0 71)(0) = (¢h2 ©72)'(0)
o

Na prostoru glatkih krivih koje prolaze kroz tacku p definisimo relaciju ek-
vivalencije: neka je v1(0) = 72(0). Tada je v; ~ 72 ako i samo ako za bilo koju
kartu ¢ u tacki p vazi

(607)'(0) = (¢ 0 72)'(0).

Za krivuy: I — X, v(0) = p oznacimo sa [v], klasu ekvivalencije kojoj pripada
v s obzirom na relaciju ekvivalencije ~ . Tada se [Y], zove tangentni vektor u p.

3.1.12 Definicija Tangentni prostor mnogostrukosti X u tacki p € X je
T,X ={[7lpl7: (—€,¢) = X C, (—¢,¢) CR, ~v(0) = p}.

3.1.13 Definicija Neka su X i Y mnogostrukosti i f : X — Y glatka funkcija.
Preslikavangje

Tpf : T,X = TyYs Wp = [f 025

se naziva tangentno preslikavanje od f u p.
Sledi proporzicija, ¢iji dokaz je detaljno izlozen u [5].

3.1.14 Propozicija Neka su X, Y i Z mnogostrukosti, f : X =Y ig:Y = Z
glatka preslikavanja i p € X. Tada

Tp(go f) =TipygoTpf.
Stavise, kako je Tpliay) = Gdr, x» 20 difeomorfizam f, T, f je bijekcija i (T,f)" ' =
Ty fL.
f()

Primenimo ovo na lokalnu kartu oko p : preslikavanje ¢ je difeomorfizam
¢:U C X —V CR"” pa dobijamo izomorfizam

T,¢:T,X — R™, v (¢o7)(0).

Da bismo pokazali da je T}, X vektorski prostor, treba pokazati da T, X ne
zavisi od izbora karte ¢. Sledi teorema, kojom ée prostor T, X biti snabdeven
unutra§njom (nezavisnom od izbora karte) strukturom vektorskog prostora:

3.1.15 Teorema Neka je X mnogostrukost, p € X, V C X otvoren i ¢ karta
oko p. Struktura vektorskog prostora, indukovanog na T,X bijekcijom T, :
Ty X = Typyo(V) = R™, ne zavisi od izbora karte .
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Dokaz. Prema definiciji je T,V = T, X. Vazi Tp¢ : T, X — Typo(V) = R™.
Prema Propoziciji 3.1.14, T,,¢ je bijekcija. Pokazimo sada da ova struktura ne
zavisi od izbora karte. Neka [y1],, [2]p € Tp X, @, 8 € R, i neka je ¢ neka druga
karta oko p sa istim domenom V (¢ime ne gubimo na opstosti). Tada vazi:

almlpy + Bhelp )~ aTpp([mlp) + BTpo([12]p))

)" a(dom)'(0) + ( ¢ ©72)'(0))

Tp0) " (a(g oy ™ 0pom)(0) + B(po ™" 01p072)'(0))
)T (DD o ™) ((p) (e 0 71)'(0) + Bt 0 72)'(0))
)" (Ty) (@0 ™) (a(w 0 71)'(0) + B 0 92)'(0))
)" T ([nalp) + BTp0([elp))-

Za xr € R™, tangentni vektor na R™ u tacki £ mozemo posmatrati kao ureden
par (z,v), gde v € R™. Pri tome je

(z,v) + (z,w) = (z,v+w),

c(z,v) = (x,cv).

Skup tangentnih vektora ¢ini vektorski prostor, koji zovemo tangentnim pros-
torom na R™ i oznacavamo sa T, R"™.

3.1.16 Definicija Neka je (a,b) otvoreni interval u R i~y : (a,b) — R™ pres-
likavange klase C". Vektor brzine preslikavanja v je (y(t),7'(t)), t € (a,b).

3.1.17 Definicija Neka je A otvoren skup u R* i o : A — R" preslikavanje
klase C". Neka x € A i p = ax). Defini§imo linearnu transformaciju

o, : T,RY — T,R"

ax(z,v) = (p, Da(z) - v).

KazZemo da je au transformacija indukovana diferencijabilnim preslikavanjem
a.

Za dato (x,v), primetimo da je vektor a.(x,v) zapravo vektor brzine krive
~v(t) = a(z + tv), za t = 0.
Navodimo pravilo kompozicije transformacija, ¢iji dokaz je izlozen u [9].

3.1.18 Lema Neka je A otvoren skup u R i neka je preslikavanje oo : A — R™
klase C". Neka je B otvoren skup u R™ koji sadrzi a(A) i neka je preslikavanje
B : B = R"™ klase C". Tada vaZi (8o a). = By 0 .

3.1.19 Definicija Neka je A otvoren skup u R™. Tangentno vektrosko polje u
A je neprekidna funkcija F : A — R™ x R™, takva da je F(x) € T,R", za svako
x € A. Tada F ima oblik F(z) = (z, f(z)), pri ¢emu f: A — R".
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U skladu sa prethodno izlozenim rezultatima, tangentni prostor podmno-
gostrukosti od R™ dimenzije k¥ mozemo posmatrati na slede¢i nacin: neka je
X mnogostrukost u R™ dimenzije k. Za p € X izaberimo parametrizaciju
a: U — V oko p, gde je U otvoren u R*, a V otvoren u R™. Neka je z tacka
skupa U tako da je a(x) = p. Skup svih vektora oblika «.,(z,v), gde je v vektor
iz R*, je tangentni prostor od X u p, T,X. Drugim rec¢ima,

T,X = . (T,R¥).

3.2 Tangentno raslojenje

Definisali smo tangentni prostor mmnogostrukosti. Medutim, pojedin¢ni tan-
gentni prostori jo§ uvek nisu povezani u mnogostrukost. Stoga nam je sledeci
cilj da uniju tangentnih prostora snabdemo atlasom uz pomo¢ kojeg ¢e ta unija
postati mnogostrukost.

3.2.1 Definicija Neka je X glatka mnogostrukost i p € X. Definisimo tan-
gentno raslojenje mnogostrukosti X kao disjunktnu uniju vektorskih prostora
T,X:
TX = | | T,X = ([ J{p} x T, X.
peX peX

Preslikavanje mx : TX — X dato sa (p,v) — p se zove kanonicka projekcija.
Ako je f : X — Y glatka funkcija, tada je tangentno preslikavanje T'f od f

definisano sa T'f(p,v) = (f(p), Tpf(v)).
Sledi analogon Propozicije 3.1.14.

3.2.2 Propozicija Neka su X, Yi Z mnogostrykosti i1 f: X=>Y ¢g:Y—>Z
glatke funkcije. Tada je T(go f) = TgoTf. Sta vise, T(igy) = tdpx, Pa 20
difeomorfizam f: X — Y imamo (Tf)~' =T(f71).

Neka p € V, gde je V otvoren skup u X. Da bi tangentno raslojenje T'X
postalo mnogostrukost, moramo ga snabdeti C*° - atlasom. Prirodni kandi-
dati za karte od T'X su tangentna preslikavanja karti T'¢, gde je ¢ karta mno-
gostrukosti X :

T¢:TV = | J{p} x T,V = | J{p} x T,X = TX|y = T((V)),
pEV peV

gde je T(¢(V) = Upegry{z} x Tu(d(V)) = ¢(V) x R™.
Svako ovako definisano T'¢ je bijekcija. Sledi teorema, ¢iji dokaz ¢italac moze
procitati u [5]:

3.2.3 Definicija Neka je X glatka mnogostrukost sa atlasom (¢q, Va)|la € A.
Tada je (T, TX|v, )| € A C* atlas za TX.
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3.3 Tenzori

3.3.1 Definicija Neka je V vektorski prostor. Oznacimo sa VF =V x ... xV
skup svih k- torki (vy,...,vx) vektora iz V. Funkcija f : V¥ — R je linearna
po i- toj promenljivoj ako je, za date vektore v, j # i, funkcija T : V — R
definisana sa

T(v) = f(v1,. ., 0ie1,0,Vig 15 - -+, Uk),

linearna. Funkcija f je multilinearna, ako je linearna po i- toj promenljivoj, za
svako i. Takvu funkciju nazivamo k- tenzorom, ili tenzorom reda k na V. Skup
svih k- tenzora na V oznacavamo sa LF(V).

3.3.2 Napomena Za k = 1, £L}(V) je skup linearnih transformacija f : V — R.
Ponekad ga nazivamo dual- prostorom prostora V' i oznacavamo ga sa V*.

3.3.3 Teorema Skup svih k- tenzora na V' éini vektorski prostor, pri ¢emu je
zbir dva k- tenzora definisan sa

(f+g)(v1,...,v) = for,.. . vk) + g(v1,. .., 08),

a mnozenje k- tenzora skalarom je dato sa

(ef)(v1,... vp) =c(f(v1,...,08)).
Sledi rezultat o jednakosti dva k- tenzora na V.

3.3.4 Lema Neka je a,...,a, baza prostora V. Ako su f,g : V¥ — R k-
tenzori na V, 1

f(ai17"'7a'ik) :g(ai17"'7aik)a

za svaku k- torku I = (i1,...,1x) elemenata skupa {1,...,n}, onda je f = g.

Dokaz. Neka je (v1,...,v;) proizvoljna k- torka vektora iz V. Vektor v; izrazavamo
pomodéu vektora baze na sledeéi nacin:

n
v = E cijaj.
j=1

Tada imamo

n
flo,...,ue) = Z Cljlf(@j17v2,-~-7vk)

ji=1

n n
Z Z ClleCszf(ajl y Ajyy U3y e v e ,Uk),

Jj1=1j2=1

i tako dalje. Na kraju dobijamo jednacinu

flor, . vg) = Z C1j1 €2y Chji [ (@415 - - -y g, ).

1<d1,...Jk<n
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Analogno izvodimo izraz za g. Sledi da su f i g jednaki za sve k- torke vektora
iz V, ako su jednaki za sve k- torke bazisnih elemenata. a

Kao §to linearna transformacija sa V na W moze biti definisana odredivanjem
njenih vrednosti u baznim vektorima prostora V, tako i k- tenzor na V mozemo
definisati njegovim vrednostima u k- torkama baznih elemenata. Ova Cinjenica
je posledica prethodne leme i sledeée teoreme, ¢iji dokaz je izlozen u [9].

3.3.5 Teorema Neka je V vektorski prostor sa bazom ai,...,a,. Neka je I =
(i1, ... 1) k- torka elemenata skupa {1,...,n}. Postoji jedinstveni k- tenzor ¢r
na 'V, takav da je za svaku k- torku J = (ji1,...,jx) elemenata skupa {1,...,n},

0, I#J

L I=J (3.2)

(b[(a’jl""?ajk) :{

Tenzori ¢y formiraju bazu prostora LF(V).

Tenzori ¢; se nazivaju elementarni k- tenzori na V koji odgovaraju bazi

ai,...,a,. Kako oni formiraju bazu za £¥(V), i kako postoji n* razlicitih k-

torki skupa {1,...,n}, dimenzija prostora £¥(V) je upravo n*.

Uvedimo operaciju mnozenja na skupu svih tenzora prostora V. Proizvod k-
tenzora i [- tenzora ¢e biti k + [- tenzor.

3.3.6 Definicija Neka je f k- tenzor, a g I- tenzor na V. Definisemo k + I-
tenzor f ® g na V na sledeéi nacin:

(f@g) (1, k) = f(or, .o vk) - 9(Ukgs - - -5 Vi)
Funkcija f ® g je multilinearna i naziva se tenzorski proizvod tenzora f i g.

Sledeca teorema sadrzi osnovne osobine tenzorskog proizvoda, a dokaz je ko-
mentarisan u [9].

3.3.7 Teorema Neka su f,g i h tenzori na V. Tada vazZe sledecée osobine:
1. (Asocijativnost) f @ (@ h) = (f ® g) ® h.
2. (Homogenost) (cf) ® g = c(f ® g) = f ® (cg).
3. (Distributivnost) Neka su f i g tenzori istog reda. Tada:

(f+9)®h = fRQh+g®h,
h@(f+g9) = h@f+h®g.

3.3.8 Definicija Neka je T : V. — W linearna transformacija. DefiniSimo
dualnu transformaciju
T : LFW) — £E(V),

na sledeci nacin: ako je f € LF(W), i vy, ..., v su vektori iz V, onda je

(T*f)(vlv s ’Uk) = f(T(Ul)v ce 7T('Uk))'
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Transformacija T je kompzicija transformacija T x - -- x T'i f, odakle sledi
da je multilinerana (jer je T linearno, a f multilinearno).

3.3.9 Teorema Neka je T : V. — W linearna transformacija i neka je
T : LFW) — LF(V)
njena dualna transformacija. Tada:
1. T* je linearna transformacija.
2. T*(fog)=T"foT"g.
3. Ako je S : W =Y linearna transformacija, onda je (SoT)* f = T*(S*f).
Dokaz. Pokazac¢emo linearnost. Vazi

(T*(af + bg))(v1,...,v5) = (af +bg)(T(v1),...,T(vg))
= af(T(v1),...,T(vg)) +bg(T(v1),...,T(vx))
= al"f(v1,...,v) +bT"g(v1,...,08),

odakle sledi T*(af + bg) = aT* f + bT*g. O

Da bismo definisali alterativne tenzore, neophodan je pojam i odredene os-
obine permutacija.

3.3.10 Definicija Neka je k > 2. Permutacija skupa {1,...,k} je injektivno
preslikavanje o datog skupa na samog sebe. Skup svih takvih permutacija ozna-
éavamo sa Sy. Ako 7,0 € Sy, onda vaziToo € Sy i1 € Si. Stoga je Sy, grupa,
koju nazivamo simetricnom grupom ili grupom permutacija skupa {1,... k}.

3.3.11 Definicija Neka je 1 < i < k i neka je e; € Sk permutacija data sa
ei()=i+1ie(i+1)=1.
Permutaciju e; nazivamo elementarnom premutacijom.

Dokaz sledeée leme je dat u [9].

3.3.12 Lema Ako je o0 € Sk, onda je o kompozicija elementarnih permutacija.

3.3.13 Definicija Neka o € S. Posmatrajmo skup svih parova elemenata 1, j
skupa {1,...,k}, gde za i < j wvazi o(i) > o(j). Takav par elemenata skupa
{1,...,k} sa naziva inverzija. Definisemo znak permutacije o, koji je jednak
sa —1, ako je broj inverzija neparan, a u suprotnom je jednak sa 1. Ukoliko
je znak permutacije o —1, zovemo je meparnom permutacijom. U suprotnom,
permutacija o se naziva parna permutacija. Znak permutacije o ima oznaku
sgno.
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Sledi lema u kojoj su izlozeni rezultati o znaku permutacije, a ¢iji dokaz je
naveden u [9].

3.3.14 Lema Neka 0,7 € Si. Tada:
1. Ako je o kompozicija m elementarnih permutacija, onda je sgno = (—1)™.
2. sgn(ooT)=(sgno)- (sgnr)
3. sgno~! =sgno.
3.3.15 Definicija Neka je f proizvoljni k- tenzor na V. Ako je o permutacija
skupa {1,...,k}, onda definisemo f7 :
JoO, o 0k) = f(Vo(1)s s Vo(r))-

Kako je f linarno po svakoj promenljivoj, onda to vazi i za f°, odakle sledi da je
f7 k- tenzor na V. KaZemo da je tenzor f simetrican, ako je f¢ = f, za svaku
elementarnu permutaciju e. Tenzor f je alternativan ako je f¢ = —f, za svaku
elementarnu permutaciju e.

Drugim rec¢ima, f je simetrican tenzor, ako je

f(vlv"',vi+17vi7"'avk) :f('Ula"'avi,viJrlv"'vvk)v

za svako i. Tenzor f je alternativan ako je

f(l}17...,1}i+1,vi,...,vk) = —f(’l]l,... ,’Ui,’Ui_;,_l,...,’Uk).

Neka je V vektorski prostor. Oznacimo sa A*(V) skup svih alternativnih k-
tenzora na V. Lako je proveriti da je zbir dva alternativna tenzora alternativni
tenzor, i da je proizvod alternativnog tenzora sa skalarom opet alternativni
tenzor. Stoga je A*(V) linearni potprostor prostora svih k- tenzora na V, £*(V).

Da bismo pronagli bazu prostora AF(V), naveséemo sledeéu lemu koja je
detaljno dokazana u [9].

3.3.16 Lema Neka je f k- tenzor na V i neka o, 7 € Si.

1. Transformacija f — f° je linearna transformacija sa LX(V) na LF(V).
Za svako o, T vazi

(fO')T — fTOO'.
2. Tenzor f je alternativan ako i samo je f° = (sgno)f, za svako o. Ako je
tenzor f alternativan, i v, = vg za p # q, onda je f(v1,...,vx) = 0.

Sada smo u moguénosti da odredimo bazu prostora A*(V). Za k = 1 je
AYV) = LY(V), pa je taj slucaj resen. Za k > n je prostor A¥(V) trivijalan.
Za bilo koji k- tenzor f, jedinstveno je odreden svojim vrednostima u k- torkama
baznih elemenata. U slu¢aju k > n, neki bazni elementi se moraju pojaviti vise
puta u k- torci, a kako je f alternativan tenzor, njegova vrednost u k- torci je
nula.

Konaéno, posmatrajmo slucaj 1 < k < n. Pokazac¢emo da je alternativni ten-
zor f u potpunosti odreden svojim vrednostima u k- torkama baznih elemenata,
¢iji indeksi su u rastu¢em poretku.
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3.3.17 Lema Neka je ay,...,a, baza prostora V. Ako su f,g alternativni k-
tenzori na V, i

f(ai17"'7a'ik) :g(ailv"'7a’ik)a

za svaku rastuéu k- torku I = (i1, ..., i) skupa {1,...,n}, onda je f=g.
3.3.18 Teorema Neka je V wektorski prostor sa bazom aq,...,a,. Neka je
I = (iy,..., i) rastuéa k- torka elemenata skupa {1,...,n}. Postoji jedinstveni

alternativni k- tenzor ¢y na V, tekav da je za svaku rastuéu k- torku J =
(J1s---,Jk) elemenata skupa {1,...,n},

0, I+#J,
wI(ajla'--va'jk):{l Iij

Tenzori 11 formiraju bazu prostora A*(V). Tenzor 11 zadovoljava jednakost

br =3 (sgno) (),

o

pri cemu o € S.
Tenzori ¥y se nazivaju elementarni alternativni k- tenzori na V koji odgo-
varaju bazi ay,...,a, prostora V.

Dokaz. Jedinstvenost je posledica prethodne leme. Da bismo pokazali egzi-
stenciju, definisimo ¢; kao $to je navedeno u formulaciji teoreme, i pokazimo da
11 zadovoljava uslove teoreme.

Prvo ¢emo pokazati da je ¢y alternativni tenzor. Neka 7 € Si. Tada

> (sgn o) (4r)7)"

o

S (sgn o) (46r)™

[oa

= (sgn 7)) _((sgn (T00)) (W)™

[oa

(Yr)"

= (sgn 7)r.

Dalje, za dati skup J imamo

Yr(aj,, ..., a5) = Z(Sgn O)V1(@jo(1)s- - Ajo(k))-

o

Sada, najvise jedan izraz moze biti razli¢it od nule; to je izraz koji odgovara
permutaciji o za koju je I = (jo(1),...,jo(k)). Kako su I i J skupovi rastué¢ih
indeksa, ovaj slucaj je jedino mogu¢ ako je I = J i ako je o identi¢ka permutacija.
Tada je vrdnost sume 1. Ako je I # J, svi sabirci se anuliraju.

Sada ¢emo pokazati da 97 formiraju bazu prostora A*(V). Neka je f alter-
nativni k- tenzor na V. Pokazimo da f mozemo izraziti kao linearnu kombinaciju
tenzora 1y.
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Neka je za dato f i za svaku rastuéu k- torku I = (i1,...,i) elemenata
skupa {1,...,n}, d; skalar oblika

d] = f(ail,...,aik).

Posmatrajmo alternativni k- tenzor

9= _dsby,

(V]

gde je [J] oznaka za sumiranje po svim rastué¢im k- torkama elemenata skupa
{1,...,n}. Ako je I rastuéa k- torka, onda je vrednost tenzora g u k- torci
(@iy,---,ai,) jednaka sa dy, i jednaka je sa vrednosti tenzora f u istoj k- torci.
Sledi da je f = g. m]

Prethodna teorema pokazuje da, kada odredimo bazu aq,...,a, prostora V,
onda se proizvoljni k- tenzor f moze izraziti jedinstveno na sledeéi nacin:

F=Y dsps.
(7]

Brojevi d; se nazivaju komponente tenzora f u odnosu na bazu {¢;}.

3.3.19 Teorema Neka je V vektorski prostor. Definisemo operaciju koja svakom
k- tenzoru f € AF(V) i svakom I- tenzoru g € AYV) opredeljuje element
fAge AUV, tako da vazi sledeée:

1. (Asocijativnost) f A(gANh) = (f Ag) Ah.
2. (Homogenost) (cf) Ng=c(f Ng)=f A (cg).
3. (Distributivnost) Ako su f i g tenzori istog reda, onda

(f+9)Ah = fAh+gAh,
hA(f+g9) = hAf+hAg.

4. (Antikomutativnost) Ako su f i g tenzori reda k i l, respektivno, onda
gnf=(EDMfAg.

5. Za datu bazu ay, . .., ay, prostora V, neka ¢; oznacava dualnu bazu prostora
V*, i neka su 1y odgovarajuci elementarni alternativni tenzori. Ako je
I =(iy,...,i) rastuéa k- torka elemenata skupa {1,...,n}, onda je

¢I:¢i1/\¢iz/\"'/\¢ik'

6. Ako je T : V. — W linearna transformacija, f i g su alternativni tenzori
na W, onda je
T(fANg) =T fNT*g.
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Tenzor f Ag se naziva spoljasnji proizvod tenzora fi g. Primetimo da je posledica
cetvrte osobine ¢injenica da za alternativni tenzor f neparnog reda vazi fAf = 0.

Dokaz. Neka je F' k- tenzor na V. Definigimo transformaciju 4 : £F(V) —
LF(V) formulom
AF = Z(sgn 0)F?, o € Sk.
Transformacija A ima sledeée osobine:
(i) A je linearno.
(ii) AF je alternativni tenzor.
(iii) Ako je F alternativni tenzor, onda je AF = (k!)F.

Linearnost je posledica ¢injenice da je preslikavanje F© — F'? linearno. Alterna-
tivnost pokazujemo direktno,

(AF)T

> (sgno)(F7)”

o

Z(sgn o)FT°?

o

= (sgnr7) Z(sgnT oo)F™?

o

= (sgn7)AF.

Definisimo proizvod f A g. Ako je f alternativni k- tenzor na V, a g alternativni
[- tenzor na V, definiSimo

fhg= - Alf @),

Tada je f A g alternativni k + [- tenzor.
Dokazimo homogenost:

ng = mmAlef) o)

1
= WA(C(JC ® g)), zbog linearnosti operacije ®,

1
= WCA(f ® ¢g), zbog linearnosti transformacije A,

= c(fAg)
Distributivnost je posledica distributivnosti proizvoda ® i linearnosti od A. O

Dokazi antikomutativnosti, asocijativnosti, kao i poslednje dve osobine, de-
taljno su izlozeni u [9], pa pomenute dokaze izostavljamo.
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3.4 Diferencijalne forme

3.4.1 Definicija Neka je A otvoren skup u R™. k- tenzorsko polje u A je
funkcija w koja svakoj tacki x € A pridruZuje k- tenzor definisan na vektorskom
prostoru T, R™, 5.

w(z) € LH(T,R™),

za svako x. Tako je w(z) funkcija koja k- torke tangentnih vektora na R™ u tacki
x preslikava na R. Stoga se njena vrednost u datoj k- torci moze zapisati u obliku

w(@)((@,01), .., (2, 00):

Zahtevamo da je w(x) neprekidna funkcija od (z,v1,...,vx), i ako je klase C",
onda kazemo da je w tenzorsko polje klase C. Ako je w(x) alternativni k- tenzor
za svako z, onda se w naziva diferencijalna forma reda k na A.

Ako je X mnogostukost dimenzije m uR"™, k- tenzorsko polje na X definisemo
kao funkciju w koja svakoj tacki p € X dodeljuje element prostora LF (T, X).
Ako je w(p) alternativno za svako p, i tada se w naziva diferencijalna forma na
X.

3.4.2 Definicija Neka je eq,...,e, standardna baza prostora R™. Tada se
(w,e1),...,(x,en) naziva standardna baza prostora T,R™. Definisemo 1- formu
¢; na R™ na sledeéi nacin:

7 _ Oa { 7& jv

s@ee)={ ¢ 177
Forme &1, .. .,(,ZNSn su elementarne 1- forme na R™. Slicno, za datu rastucu k-
torku I = (i1,...,1x) elemenata skupa {1,...,n}, definisemo k- formu v; na

R"™ sa ~ ~ ~
Y1 = ¢i () Ao A iy (@)

Forme ¢y se nazivaju elementarne k- forme na R™.

Primetimo da za svako z, 1- tenzori g?)l(:c), .. ,qgn(:z:) ¢ine bazu prostora
LY(T,R™) dualnu standardnoj bazi prostora T,R", a k- tenzori l/N}] odgovaraju
elementarnim alternativnim tenzorima na T,R"™.

Ako je w k- forma definisana na otvorenom skupu A u R™, onda k- tenzore
w(z) mozemo jedinstveno zapisati u obliku

w(x) = Z br () (),
(7]

za neke skalarne funkcije by (z). Ove funkcije nazivamo komponentama forme w
u odnosu na standardne elemenatarne forme u R™.

Dajemo formulaciju leme o diferencijabilnosti forme, ¢iji dokaz je naveden u
[9].
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3.4.3 Lema Neka je w k- forma na otvorenom skupu u R™. w je klase C" ako
1 samo ako su njene komponente by klase C™ na A.

3.4.4 Lema Neka suw in k- forme, i 0 I- forma na otvorenom skupu A u R™.
Ako su w,n, 0 klase C", onda su aw +bn, a,b € R i w A 0 takode klase C".

Dokaz. aw +bn, a,b € R je klase C" kao linearna kombinacija funkcija klase
C". Drugi deo tvrdenja se pokazuje koris¢enjem formule za spoljasnji proizvod,
date u Teoremi 3.3.19. |

3.4.5 Definicija Neka je A otvoren skup u R™. Ako je f : A — R preslikavanje
klase C™, onda se f naziva skalarno polje na A. f takode zovemo i diferencijalnom
formom reda 0.

Spoljasnji proizvod dve 0O- forme f i g definisemo sa f A g = f - g, Sto je
zapravo uobicajeni proizvod dve realne funkcije. Uopsteno, spoljasnji proizvod
0- forme f i k- forme w definisano je na sledeéi nacin

(WA f)(x) = (f Aw)(z) = f(2) - w(z),

§to je zapravo proizvod tenzora w(x) i skalara f(z).

Algebarske osobine spoljasnjeg proizvoda vaze i u ovom sluc¢aju; asocija-
tivnost, homogenost i distributivnost direktno, a antikomutativnost vazi jer su
skalarna polja 0- forme:

frg=ED9nf , fArw=(-1)wAf,
pri ¢emu su f, g 0- forme, a w je k- forma, za k > 0.

3.4.6 Definicija Neka je X mnogostrukost dimenzije m. Preslikavanje w koje
svakoj tacki x € X pridruiuje alternativni k- tenzor w(x) definisan na tangent-
nom prostoru T, X je k- forma na mnogostrukosti X.

Sve osobine formi na otvorenim podskupovima od R™ vaze i na mnogostrukos-
tima.

3.4.1 Diferencijalni operator

U ovom odeljku ¢emo uvesti operator d na diferencijalnim formama. Generalno,
opearator d, primenjen na k- formu, daje k + 1- formu. Poc¢e¢emo definisanjem
operatora d na 0- formama.

0- forma na otvorenom podskupu A od R" je funkcija f : A — R. Diferencijal
df je 1- forma na A, tj. linearna transformacija prostora T,R™ na R, za svako
x € A

3.4.7 Definicija Neka je A otvoren skup u R™, i f: A — R funkcija klase C".
1- formu df na A definisemo formulom

df(x)(xav) = fl(xvv) = Df(IL') v,

i zovemo je diferencijalom funkcije f. Ona je klase C™1.
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3.4.8 Teorema Operator d je linearan na 0- formama.

Dokaz. Nekasu f,g: A — R 0- forme na A klase C". Neka je h = af+bg, a,b €
R. Tada je
Dh(x) = aDf(x) + bDg(x),

odakle sledi
dh(z)(z,v) = a df (z)(x,v) + b dg(z)(z,v).

Zato je dh = a(df) + b(dg), §to je i trebalo pokazati. a

Ako je f 0- forma, onda je df 1- forma, pa se mozZe izraziti kao linearna
kombinacija elementarnih 1- formi.

3.4.9 Teorema Neka je A otvoren skup u R™, i f: A — R funkcija klase C.
Tada

Vazi da je df =0, ako je f konstantna funkcija.
U Leibnitzovoj notaciji, ova jednakost ima formu

of L or

df day + -

Dokaz. Odredimo vrednost obe strane jednakosti u tangentnom vektoru (x, v).
Prema definiciji imamo

4 (@)(z,v) = Df(x) v,
odakle je
Z D, f(z)dz;(x)(z,v) = Z D; f(x)v;,

odakle sledi tvrdenje. O U daljem izlaganju, pretpostavi¢emo da su sve forme
klase C*°. Definisa¢emo operator d u opstem slucaju.

3.4.10 Definicija Neka je A otvoren skup u R", i neka je sa QF(A) oznacen
skup svih k- formi na A (klase C*°). Suma takve dve k- forme je opet k- forma.
Proizvod k- forme sa skalarom je takode k- forma. Stoga QF(A) zadovoljava
aksiome vektorskog prostora, i zvacemo ga linearnim prostorom k- formi na A.

U sledetoj teoremi uvodimo diferencijalni operator forme. Dokazacemo
egzistenciju, jedinstvenost i prve dve osobine. Treca osobina se dokazuje di-
rektno, i detaljno je pokazana u [9], pa stoga taj deo dokaza izostavljamo.

3.4.11 Teorema Neka je M mnogostrukost. Za svaki otvoren skup A C M
postoji jedinstvena linearna transformacija

d:QF(A) — QF1(A),

definisana za k > 0, tako da:
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1. Ako je f 0- forma, onda je df 1- forma
df (2)(x,v) = DS (&) - v.
2. Ako suw imn forme reda k i l, respektivno, onda je

dwAn) =dwAn+ (=1)Fw A dn.

8. Za svaku formu w vazi
d(dw) = 0.

d nazivamo diferencijalnim operatorom, a dw diferencijalom forme w.

Dokaz. Dokazimo jedinstvenost. Prvo ¢emo pokazati da uslovi (2) i (3) impli-
ciraju da za proizvoljne forme wy, ..., wy, vazi

d(dwy A -+ Adwy) = 0.

Za k = 1, ova jednakost je posledica osobine (3). Pretpostavimo da je ona tacna
za k — 1, 1 uzmimo 1 = (dwa A - - - A dwy,). Koriséenjem osobine (2) dobijamo

d(dwy Am) = d(dwy) An £ dwy Adn.

Tada se d(dwy) anulira zbog osobine (3), a dw; A dyp = 0 prema indukcijskoj
hipotezi.

Sada pokazimo da je forma dw u potpunosti odredena vrednoscéu diferencijala
d u 0- formi, za bilo koju k- formu w (3to je precizirano u (1)). Kako je d linearno,
dovoljno je posmatrati slucaj w = f dx;. Tada imamo

dw=4d(f de;) = d(f Ndzg)
= df ANdxy+ f Ad(dzy), prema osobini (2),
= df Ndx;.

Sada definisimo d. Njegova vrednost u 0- formi je precizirana u (1). Neka je
A otvoren skup u R", i w je k- forma na A. Tada je

w = Zf[dva
(1]

i definisemo
dw =" "df; Adz;.
(7]
Pokazac¢emo da je dw klase C*°. Vazi

n

dw="> "> (D;f)dx;] Aday.

1] j=1
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Da bismo dw izrazili kao linearnu kombinaciju elementarnih k- formi, prvo
izuzmemo sve izraze za koje je j jednak sa odgovarajuéim indeksom k- torke I.
Zatim u preostalim izrazima preraspodelimo diferencijale dz;, tako da indeksi
budu u rastu¢em poretku. Tako je svaka komponenta od dw linearna kombi-
nacija funkcija D; f, pa je stoga klase C*°.

Pokazimo sada da je d linearno za k- formu, pri ¢emu je k > 0. Neka a,b € R

i neka su
WZZflda?I, szgldl“l
(1] (1]

k- forme. Tada

d(aw +bn) = dZ(afI + bgr)dzy
1]
= Z d(afr +bgr) Adxy, prema definiciji,
(1]
= Z(a dfr +bdgr) ANdxy, jer je d linearna k — forma,
(1]
= adw+bdn.

Sada pokazimo da, ako je J proizvoljna k- torka elemenata skupa {1,...,n},
onda je
d(f Ndxy) =df Ndxy.

Ako u J postoje dva jednaka indeksa, slucaj je trivijalan jer je tada dxj; =
0. Stoga pretpostavimo da su svi indeksi u J medusobno razli¢iti. Neka je I
k- torka dobijena rasporedivanjem indeksa iz J u rastuéi poredak. Neka je 7
pomenuta permutacija. Zbog antikomutativnosti spoljanjeg proizvoda, imamo
dxy = (sgum)dz ;. Kako je d linearno, a spoljaiji proizvod homogen, iz formule
d(f Ndxy) = df Adzxy sledi

(senm)d(f ANdxy) = (sgnm)df Adxy.

Sada ¢emo proveriti osobinu (2) za k =011 =0. Vazi

d(f Ng) = Y _D;(fg)dz;
j=1
= > (Dif)-gdu;+)_ f-(Djg)da;
j=1 j=1

= (df)Ng+ fA(dg).

Pokazimo sada osobinu (2) u opstem slu¢aju. Posmatrajmo prvo slucaj kada su
obe forme pozitivnog reda. Kako su obe strane trazene jednakosti linearne po
w i n, dovoljno je posmatrati slucaj

w:fdxl, n:gd.rj.
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Vazi
dlwAn) = d(fgdxyNdxy)
= d(fg) Ndxy ANdxy
= (df Ng+ fAdg) Ndxr Ndxy
= (df Ndzp) A(gAdry) + (=D)F(f Adzr) Adg Adey
= doAn+ (=1)FwAdy.

Znak (—1)* je posledica ¢injenice da je dx; k-forma, a dg je 1- forma.
Konaé¢no, dokaz u sluc¢aju kada je k ili [ jednako sa nulom sledi iz predhodnog
racuna. Ako je k = 0, izraz dxj i¢¢ezava iz prethodnih jednakosti, a ako je [ = 0,
iCCezava izraz dx ;. O

Neka je a : A — R™ C* preslikavanje, gde je A otvoren skup u R*. Tada nas
a dovodi do linearne transformacije o, koja tangentni prostor od R¥ u tacki
x preslikava na tangentni prostor od R™ u tacki «(x). Nadalje, znamo da bilo
koja linearna transformacija T : V' — W vektorskih prostora indukuje dualnu
transformaciju 7* : A (W) — AY(V) medu alternativnim tenzorima.

3.4.12 Definicija Neka je A otvoren skup u RF, i neka je o : A — R™ klase
C®. Neka je, dalje, B otvoren skup u R™ koji sadrzi a(A). Definisemo dualnu
transformaciju formsi

a* : QY(B) — Ql(A)
na sledeci nacin: za datu 0- formu f: B — R na B, definisemo 0- formu o* f
na A sa o* f(x) = f(a(x)), za svako x € A. Tada za datu I- formu w na B, gde
je l >0, definisemo I- formu o*w na A sa

afw(@)(z,v1), ..., (x, ) = wla(@))(a(x,v1), ..., a(z,v1)).

Kako su f,w, a, Da klase C*°, onda su i forme o f i a*w klase C'*°. Prime-
timo da, ako je a konstantno preslikavanje, onda je a* f takode konstantno, a
a*w je 0- tenzor.

3.4.13 Teorema Neka je A otvoren skup v R*, i neka je o : A — R™ klase
C®. Neka je B otvoren skup u R™, i sadrzi a(A) i neka je B : B — R™ klase
C®°. Neka su, dalje, w,n,0 forme definisane na otvorenom skupu C u R™ koji
sadrzi B(B) i pretpostavimo da w i 1 imagju isti red. Tada:

1. f*(aw + bn) = a(f*w) + b(5*n), a,b € R.
2. B*(wA0)=B*wA B*n.
3. (Boa)w=a*"(f*w).

Prethodna teorema pokazuje da o* ocuvava strukturu vektorskog prostora
i spoljasnji proizvod. Sada ¢emo izvesti formulu za izracunavanje forme a*w.
Neka je A otvoren skup u R¥, i o : A — R™. Formulu ¢emo izvesti u dva slucaja,
kada je w 1- forma i kada je w k- forma.

Kako je a* linearno i o¢uvava spoljasnji proizvod, i kako je a*f = f o «a,
dovoljno je odrediti a* za elementarne 1- forme i elementarne k- forme.
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3.4.14 Teorema Neka je A otvoren skup u R*. i neka je o : A — R™ klase
C>. Neka x € R*, y € R™. Tada dx; i dy; oznacavaju elementarne 1- forme na
RF i R™, respektivno. Vazi:

1. a*(dyi) = dOéi.
2. Ako je I = (i,...,ix) rastuca k- torka elemenata skupa {1,...,n}, onda
je
a*(dyr) = (det%)dml A Adxg,

pri cemu je
8041 6(ai1,...,aik)

Br  O(xi,...,xp)

Dokaz prethodne teoreme ¢italac moze pronaéi u [9].



Glava 4

Integralni racun na
mnogostrukostima

Cilj ovog poglavlja je razvijanje teorije integracije na mnogostrukostima u R™.
Videli smo u prethodnom poglavlju da k- forme predstavljaju generalizaciju
skalarnih i vektorskih polja na R™. Definisa¢emo integral k- forme na mno-
gostrukosti dimenzije k, ¢ime ¢emo uopstiti pojam linijskog i povrsinskog inte-
grala sa R, na prostor R™.

4.1 Integracija skalarnih funkcija na mnogostru-
kostima

U ovom odeljku ¢emo definisati pojam integrala neprekidne skalarne funkcije f
na mnogostrukosti X od R", pri ¢emu ¢emo se ograniciti na slucaj kada je X
kompaktna mnogostrukost.

4.1.1 Definicija Ako je ¢ : R® — R, nosaé preslikavanja ¢ definisemo kao
zatvaranje skupa {z|p(x) # 0}, i oznacavamo ga sa S(¢).

4.1.2 Definicija Neka je X kompaktna mnogostrukost dimenzije k u R™ klase
C". Neka je f: X — R™ neprekidna funkcija. Neka je, dalje, sa S(f) oznacen
kompaktni nosac¢ funkcije f. Pretpostavimo da postoji lokalna parametrizacija o
U — V mnogostrukosti X, gde je U otvoren skup uRF, a V je otvoren u X, tako
da je S(f) C V. Tada je a=(S(f)) kompaktan skup. Stoga, ako U zamenimo
mangim otvorenim skupom (ukoliko je neophodno), mozemo preptostaviti da je
U ogranicen skup. Integral funkcije f na X definisemo na sledeci nacin:

/ fav={ (foa)V(Da)
X IntU

gde je unutrasnjost skupa U, IntU = U ako je U otvoren u R™.

60
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4.1.3 Teorema Ako je nosac funkcije f sadrzan u jednoj lokalnoj parametrizaciji
mmnogostrukosti X, onda je integral fX fdV dobro definisan i nezavisan od izbora
karte.

Dokaz date teoreme je izlozen u [9].
Da bismo integral [ + fdV definisali u opstem slucaju, potrebna nam je
particije jedinice na X.

4.1.4 Lema Neka je X kompaktna mnogostrukost od R™ dimenzije k i klase C".
Za dati pokriva¢ mnogostrukosti X sac¢injen od lokalnih parametrizacija, postoji
konacna familija C*° funkcija ¢1,...,¢; : R™ — R, takvih da

2. Za dato i, nosaé S(¢;) je kompaktan i postoji lokalna parametrizacija o :
U; — V; sadrzana u pokrivacu, tako da je

S(ps)N X C V.

3. > ¢i(x)=1, z € X.
Skup {¢1,...,¢1} se naziva particija jedinice na X podredena familiji lokalnih

parametrizacija koje pokrivaju X.

4.1.5 Definicija Neka je X kompakina mnogostrukost u R™ dimenzije k i
klase C". Neka je f : X — R neprekidna funkcija. Izaberimo particiju je-
dinice {é1,...,¢1} na X podredena familiji svih lokalnih parametrizacija mno-
gostrukosti X. Integral funkcije f na X definisemo na sledeéi nacin:

[ rav - ij[ [ @nan

Dalje definisemo k- dimenzionalnu zapreminu mnogostrukosti X jednakoséu

v(X):/deV.

Ako je nosac funkcije f sadrzan u jednoj parametrizaciji « : U — V, ova
definicija je saglasna sa prethodnom definicijom. U tom slucaju, neka je A =
IntU. Tada

l l

Z[/;((¢if)dv] = Z[/A(QSZ oa)(foa)V(Da)], prema definiciji
!

= / [Z(qﬁz oa)(foa)V(Da)], zbog linearnosti

i=1

!
= /A(foa)V(Da), jer je Z(¢’ oa)=1mna A

i=1

= / fdV prema definiciji.
b'e
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Definicija je nezavisna od parametrizacije, $to je pokazano u [9]. Sledi teo-
rema o linearnosti integrala skalarne funkcije na mnogostrukosti.

4.1.6 Teorema Neka je X kompaktna mnogostrukost od R"™ dimenzije k i klase
C". Neka su f,g: X — R neprekidna preslikavanja i a,b € R. Tada

/X(af+bg) dV:a/deVer/ngV.

4.2 Orijentabilnost

U ovom odeljku ¢emo definisati integral k- forme w na k- dimenzionalnoj mno-
gostrukosti. Prvo éemo posmatrati slucaj kada je nosa¢ forme w sadrzan u
jednoj lokalnoj parametrizaciji « : U — V. Tada definisemo

/wz/ otw.
X IntU

Medutim, ovaj integral je invarijantan u odnosu na reparametrizaciju samo do
na znak. Stoga, da bi integral [  w bio dobro definisan, potreban nam je jo§
jedan uslov na mnogostrukosti X, a taj uslov se naziva orijentabilnost.

4.2.1 Definicija Neka je g : A — B difeomorfizam izmedu otvorenih poskupova
od R*. Kazemo da g ocuvava orijentaciju, ako je Dg > 0 na A. Ako je Dg < 0
na A, onda g ne oéuvava orijentaciju.

Posmatrajmo linearnu transformaciju medu tangentnim prostorima, induko-
vanu sa g,

gt T,RY — T, RY,

datusa g.(z,v) = (g(x), Dg(x)-v). Tada g ocuvava orijentaciju ako i samo ako za
svako z, linearna transformacija na R” ¢ija matrica je Dg, o¢uvava orijentaciju
u smislu prethodne definicije.

4.2.2 Definicija Neka je X mnogostrukost dimenzije k v R™. Za date lokalne
parametrizacije o; @ Uy — Vi na X, gde i = 0,1 kaZemo da se preklapaju,
ako je Vo N'Vq neprazan skup. Dalje, kaZemo da se pozitivno preklapaju, ako
funkcija prelaza ozl_l oy ocuvava orijentaciju. Ako se X moze prekriti familijom
lokalnih parametrizacija, medu kojima se svake dve pozitivno preklapaju (ukoliko
se preklapaju), onda kazemo da je X orijentabilna mnogostrukost. U suprotnom,
X se naziva neorijentabilna mnogostrukost.

4.2.3 Definicija Neka je X orijentabilna mnogostrukost dimenzije k v R™. Da-
toj familiji lokalnih parametrizacija koje se pozitivno preklapaju i koje pokrivaju
X, pridruzimo familiju svih drugih lokalnih parametrizacija od X koje se poz-
itivno preklapaju sa datim parametrizacijama. Lako je primetiti da se svake
dve parametrizacije ove prosirene familije parametrizacija pozitivno preklapaju.
Ova prosirena kolekcija se naziva orijentacija mnogostrukosti X. Mnogostrukost
X zajedno sa orijentacijom se naziva orijentisana mnogostrukost.
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Neka je r : R¥ — R¥ preslikavanje dato sa
r(zy, T2y ... xk) = (=21, T2, ..., Tf).
Ono je samom sebi inverzno preslikavanje.

4.2.4 Definicija Neka je X origentabilna mnogostrukost dimenzije k u R™.
Neka su o @ U; — Vi lokalne parametrizacige od X koje pripadaju orijentaciji
mnogostrukosti X, i B; lokalna parametrizacija data sa B; = a;or : r(U;) = V.
Tada se B; i a; negativno preklapaju, pa B ne pripada orijentaciji mnogostrukosti
X. Sa druge strane, lokalne parametrizacije B; se medusobno pozitivno prekla-
paju, pa ¢ine novu orijentaciju na X. Ona se naziva obrnuta ili suprotna ori-
jentacijom na X.

Vidimo, dakle, da svaka orijentabilna mnogostrukost ima barem dve ori-
jentacije, datu orijentaciju i njoj suprotnu orijentaciju.

4.3 Mnogostrukosti sa rubom

Da bismo definisali mnogostrukost sa rubom, poc¢e¢emo teoremom u kojoj po-
smatramo lokalne parametrizacije sa posebnom osobinom.

4.3.1 Teorema Neka je X mnogostrukost u R™ dimenzije k i klase C". Neka
suay Uy — Vo i ay : U — Vp lolalne parametrizacije od X za koje vazi
da je W = Vo N Vi neprazan skup. Neka je, dalje, W; = a;l(W), 1 =0,1.
Tada je kompozicija o' oag : Wy — W klase C™, i njen izvod je nesingularno
preslikavange.

Dokaz prethodne teoreme je detaljno izlozen u [9].

Oznac¢imo sa H* poluprostor od R, koji se sastoji samo od onih tacaka
x € R¥ za koje je x > 0. Oznacimo sa Hfﬁ poluprostor od R¥, koji se sastoji
samo od onih tacaka 2 € R za koje je z; > 0.

4.3.2 Definicija Neka je X mnogostrukost u R™ dimenzije k i p € M. Ako
postogi lokalna parametrizacija o : U — V' od X oko p, tako da je U otvoren u
RE, kazemo da je p unutrainja tacka mnogostrukosti X. U suprotnom, kaZemo
da je p rubna tacka mnogostrukosti X. Skup svih rubnih tac¢aka mnogostrukosti
X oznacavamo sa 0X, i nazivamo ga rubom mnogostrukosti X.

4.3.3 Lema Neka je X mnogostrukost v R™ dimenzije k i o« : U — V lokalna
parametrizacija oko tacke p € X. Tada:

1. Ako je U otvoren u R, onda je p unutrasnja tacka mnogostrukosti X.

2. Ako je U otvoren u H* i p = a(xg) gde z¢ € Hﬁ, onda je p unutrasnja
tacka mnogostrukosti X.

3. Ako je U otvoren u H* i p = a(xg) gde o € R¥~! x 0, onda je p rubna
tacka mnogostrukosti X.
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Dokaz. Osobina (1) sledi direktno iz definicije. Dokazimo (2). Neka je za
datu lokalnu parametrizaciju a : U — V, Uy = U N Hfﬁ i Vo = a(Up). Tada je
a|Ug : Uy — Vy lokalna parametrizacija oko p, pri ¢emu je Uy otvoren u R¥.

Dokazimo (3). Neka je a|Up : Uy — Vp lokalna parametrizacija oko p, pri
gemu je Uy otvoren u H* i p = a(wg) gde 9 € RF¥~! x 0. Pretpostavimo
suprotno, da postoji lokalna parametrizacija oy : Uy = V; oko p, tako da je U;
otvoren u R¥.

Kako su V; i Vi otvoreni u X, skup W = V5 N V; je takode otvoren u X.
Neka je W; = a; '(W), i = 0,1. Tada je Wy otvoren u H i sadrzi xo, a Wy je
otvoren u R¥. Iz prethodne teoreme imamo da je funkcija prelaza

040_100(12W1—>W0

klase C", koja injektivno preslikava W7 na Wy, i ima nesingularan izvod. Tada
je slika ovog preslikavanja otvoren skup u R*. No, Wy je sadrzan u H* i sadrzi
tacku 2o € R¥~1 x 0, pa stoga nije otvoren u R¥. Kontradikcija. ]

Primetimo da je H* mnogostrukost u R* dimenzije k, a iz prethodne leme
sledi da je 0H* = RF~1 x 0.
Poslednju teoremu u ovom odeljku navodimo bez dokaza (dokaz je izloZen u

[9))-

4.3.4 Teorema Neka je X mnogostrukost u R™ dimenzije k klase C”. Ako je
0X neprazan skup, onda je 0X mnogostrukost u R"™ dimenzije k — 1 klase C".

4.4 Stoksova teorema i primene
Neka je sa I* ozna¢ena jediniéna k- kocka u R,
" =[0,1]* = [0,1] x --- x [0, 1]

Tada je IntI* otvorena kocka (0,1)*, a rub BdI* je skup I* — IntI*.
Dokaz sledeée leme je naveden u [9)].

4.4.1 Lema Neka je k > 1, i neka je n (k—1)- forma definisana na otvorenom
skupu U u RF koji sadrzi jedini¢nu k- kocku I*. Pretpostavimo da sen anulira u
svim tackama skupa Bd I*, osim eventualno u tackama podskupa (Int I*=1) x 0.

Tada
/ dn = (—1)'“/ b*n,
Int I* Int [k—1

gde je b: I*=1 — I* preslikavanje dato sa
b(ul, e ;Uk—l) = (ul, e ,uk_l,O).

4.4.2 Teorema (Stokes- ova teorema) Neka je k > 1, © X kompaktna orijenti-
sana mnogostrukost u R™ dimenzije k. Orijentacija mnogostrukosti X indukuje
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orijentaciju ruba mnogostrukosti 0X, ukoliko je 0X neprazan skup. Neka je w
(k —1)- forma definisana na otvorenom podskupu od R™ koji sadrzi X. Tada je

/dw:/ w,
X aX

ako je 0X meprazan skup, a fX dw = 0, ako je 0X prazan skup.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da p € X —9X. Izaberimo lokalnu parametrizaciju
a : U — V koja pripada orijentaciji mnogostrukosti X, tako da je U otvoren u
RF i sadrzi jedini¢énu kocku I*, tako da a preslikava tacku skupa Int I* na tacku
p. Neka je W = Int I*, 1Y = a(W). Tada je o : W — Y lokalna parametrizacija
koja pripada orijentaciji mnogostrukosti X oko p, pri éemu je W = Int I* otvoren
u R”.

Sada uzmimo p € 0X. Izaberimo lokalnu parametrizaciju o : U — V koja
pripada orijentaciji mnogostrukosti X, tako da je U otvoren u H* i U sadrzi I*,
i tako da « preslikava tacku skupa (Int 7¥=7) x 0 na tacku p. Neka je

W = (Int I*) U ((Int I¥~1) x 0),

1Y = a(W). Tada je « : W — Y lokalna parametrizacija koja pripada ori-
jentaciji mnogostrukosti X oko p, pri ¢emu je W otvoren u H*, ali nije otvoren
u R¥. Primetimo da se preslikavanje o moze progiriti, ukoliko je neophodno, do
C> preslikavanja definisanog na otvorenom skupu u R* koji sadrzi I*.

Kako su operator d i integrali linearni, dovoljno je dokazati teoremu u speci-
jalnom sucaju za (k — 1)- formu w, tako da skup

C=XnSwW)

moze biti pokriven jednom lokalnom parametrizacijom o : W — Y. Kako je
nosa¢ od dw sadrzan u nosa¢u forme w, skup X N S(dw) je sadrzan u C, pa je
pokriven istom lokalnom parametrizacijom.

Oznacimo sa 7 formu a*w. Forma 7 moze biti, ukoliko je neophodno, prosirena
do C* forme na otvorenom skupu u R¥, koji sadrzi I*. Nadalje, 1 se anulira u
svim tackama skupa Bd I*. Stoga su zadovoljene pretpostavke prethodne leme.

Dokazimo teoremu kada je skup C' pokriven lokalnom parametrizacijom o :
W — Y, koja je konstruisana kao u prvom sluéaju. Ovde su W = IntI* iV
razdvojeni od 0X. Kako je a*dw = da*w = dn, imamo

/ dw =/ o dw z/ dn = (—1)k/ b*n.
X Int I* Int I* Int [k—1

Ovde koristimo prethodnu lemu. U ovom slu¢aju, n se anulira u tackama van
skupa Int I*. Posebno, 1 se anulira na skupu I*~! x 0, pa je b*n = 0. Tada je
Jx dw =0.

Ako je OM prazan skup, dokaz je zavrsen. Ako je M neprazan skup, onda

jednakost
/ dw = / w
M oM
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vazi trivijalno, jer je nosa¢ forme w razdvojen od OM, pa se integral od w na
OM anulira.

Sada dokazimo teoremu u slu¢aju kada je C' pokriven lokalnom parametrizaci-
jom a: W — Y, koja je konstruisana kao u drugom slucaju. Sada je W otvoren
u H*, ali nije otvoren u R*, i Y sece skup 0X. Vazi da je W = Int I*. Kao i u
prethodnom slucaju, imamo

/ dw :/ dn = (—l)k/ b*n.
X Int I* Int 151

Sada odredimo integral [, w. Skup X NS(w) je pokriven lokalnom parametrizaci-
jom
B=aob:IntI* 1 5 YNOX
od 9X. Sada B pripada indukovanoj orijentaciji od 0X, ako je k paran broj,
odnosno suprotnoj orijentaciji, ako je k neparan broj. Da bismo iskoristili 8
prilikom odredivanja integrala forme w na 0X, moramo obrnuti znak integrala
ako je k neparan broj. Tada dobijamo

J = OO f 7

Kako je f*w = b*(a*w) = b*n, teorema je dokazana. a

4.4.3 Definicija (Stokes- ova teorema za 1- mnogostrukosti) Neka je X kom-
paktna orijentisana mnogostrukost u R™ dimenzije 1. Orijentacija mnogostrukosti
X indukuje orijentaciju ruba mnogostrukosti 0X, ukoliko je 0X neprazan skup.
Neka je f 0- forma definisana na otvorenom skupu od R™ koji sadrzi X. Tada je

ako 0X mije prazan skup, a fX df =0, ako je X prazan skup.

Do sada smo pokazali da diferencijalne forme reda k mogu biti interpretirane
u R™ u odredenim slucajevima kao skalarna ili vektorska polja. Sada ¢emo
pokazati da integrali formi mogu biti sli¢no interpretirani.

4.4.4 Lema Neka je X kompaktna orijentisana mnogostrukost u R™ dimenzije
1. Neka je T jedinicni tangentni vektor na X koji odgovara orijentaciji. Neka
je, dalje,

F(z) = (z,f(2)) = (2, ) filz)e:)
vektorsko polje definisano na otvorenom skupu u R™ koji sadrzi X. To vektorsko
polje odgovara 1- formi

/X w= /X (F,T)ds.

Tada je
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Koristimo oznaku ds da bi teoreme koje slede bile §to vise usaglasene sa
klasi¢nim teoremama integralnog racuna.
Dokaz. Kako su integrali linearni po w i F), dovoljno je lemu dokazati u slucaju
kada je skup
C=XnSw)

sadrzan u lokalnoj parametrizaciji o : U — V, koja pripada orijentaciji mno-
gostrukosti X. Neka je t € R. Tada

n

afw = Zfzoa doy

1=

—

n

= Zfloa )(Day) dt

i=1
= (foa,Da)dt

/w = / a W
X Int U

Sledi da je

Sa druge strane,

/X<F,T>ds = /ImU<Foa,Toa>~V(Da)

jer je V(Da) = [det(Dal - Da))z = || Da. m

4.4.5 Definicija Kompaktna mnogostrukost u R™ dimenzije 0 je konacan skup
tacaka {x1,...,2m} iz R™. DefiniSemo orijentaciju od X kao funkciju e : X —
{=1,1}. Ako je f 0- forma definisana na otvorenom skupu u R™ koji sadrzi X
definisemo integral od f na orijentisanoj mnogostrukosti X,

/Xf = ée(xi)f(%)-

4.4.6 Definicija Ako je X orijentisana mnogostrukost u R™ dimenzije 1 sa
nepraznim rubom, definiSemo indukovanu orijentaciju na 0X sa e(p) = —1, p €
0X, ako postoji lokalna parametrizacija o : U — V od X oko p koja pripada
orijentaciji od X, gde je U otvoren u H'. U suprotnom je €(p) = +1.
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Naredna teorema je posledica Stoksove teoreme za mnogostrukosti dimenzije
1, a dokaz je naveden u [9].

4.4.7 Teorema Neka je X kompaktna mnogostrukost u R™ dimenzije 1. Neka je
T jedinicni tangentni vektor na X. Neka je, dalje, f C*° preslikavanje definisano
na otvorenom skupu oko X. Ako je 0X prazan skup, onda je

/ (grad f,T) ds = 0.
p's

Ako se 0X sastoji od tacaka x1,...,T,, neka je ¢, = —1, ako je T usmeren ka
Xuxz;, ae =—1, u suprotnom. Tada

m

[ tarad 1) ds =3 e (o),

i=1
4.4.8 Primeri
1. Neka je w = P(z,y)dz + Q(z, y)dy 1- forma u R%. Tada je prema 1.6.15

_,0Q 0P
dw—(am—ay)dx/\dy.

2. Neka je w = P(xz,y, 2)dy ANdz+ Q(z,y, 2)dz ANdx + R(z,y, z)dz A dy. Tada
iz 1.6.15 sledi

oP  9Q OR

Primenom 4.4.2, na formu w iz 1, dobijamo Green- ovu teoremu u ravni:

oQ 0P
Pdx + d:/ — — —)dzdy.
/aM Qdy M(ax 8y) Y

Primenom 4.4.2, na formu w iz 2, dobijamo Gauss- ovu teoremu divergencije
3.
u R-:

/(87P+@+6R
M

—)dxdydz:/ Pdyndz+ Qdz ANdx + Rdzx A dy.
dr Oy Oz oM



Zakljucak

k - dimenzionalna podmnogostrukost od R™ je definisana kao objekat u prostoru
R, k < n, koji je lokalno jednak sa prostorom R¥. Stoga su tacke podmno-
gostrukosti opisane lokalno sa k koordinata koje smo nazvali lokalnim koordi-
natama. Podmnogostrukost od R™ je, dakle, apstrakcija pojma glatke povrsi
euklidskog prostora. Korisna je jer postoje skupovi koji su glatki u odredenom
smislu, ali nisu okarakterisani kao podskupovi euklidskog prostora.

Definisanjem lokalnih karti, tangentnog prostora, tangentnog i vektorskog
raslojenja i, konac¢no, diferencijalnih formi, podmnogostrukost smo snabdeli do-
voljno bogatom strukturom, tako da se na njoj moze razviti diferencijalni i
integralni racun. Razvijanjem odgovarajuceg rigoroznog koncepta, pokazano je
da su podmnogostrukosti geometrijski objekti, koji su lokalno dovoljno sli¢ni
euklidskom prostoru, da bi se na njima izvodio diferencijalni i integralni rac¢un.
Konacan rezultat je generalizacija kalkulusa na visedimenzionalnim objektima
u R™ koji su lokalno jednaki sa prostorom R™ (m < n).
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