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Predgovor

Pakovanje geometrijskih objekata, kao sto su krugovi i kvadrati, u drugi
objekat predstavlja jednu klasu problema iz domena kombinatorne geometrije.
Za problem pakovanja jedini¢nih kvadrata u kvadrat zainteresovala sam se pri
susretu sa srodnim problemom busSenja kvadrata u okviru predmeta geome-
trijski praktikum na master studijama matematike. Ova oblast istrazivanja
je relativno mlada, buduéi da je aktivna tek poslednjih cetrdesetak godina.

U ovom radu razmatra se problem odredivanja stranice s(n) najmanjeg
kvadrata u koji se moze spakovati n jedini¢nih kvadrata. Ocigledno, funkcija
s(n) je neopadajucéa i vazi s(n?) = n, a lako se vide i ogranicenja \/n <
s(n) < [v/n]. Za neke brojeve n moguce je odrediti tacnu vrednost funkcije
s(n), dok se za ostale, za koje ta¢ne vrednosti jos nisu odredene, istrazivanja
kreéu u pravcu nalazenja sto boljih donjih i gornjih ogranicenja.

Rad je koncipiran na slede¢i nac¢in. U prvom poglavlju da¢emo neke
(uglavnom jednostavnije) primere pakovanja pomocu kojih se dobijaju neka
gornja ogranicenja za s(n) za odredene vrednosti n, i pomenué¢emo neke ideje
kako se ova pakovanja mogu dalje nadogradivati u svrhu dobijanja gornjih
ogranicenja i za neke druge (veée) vrednosti n (pakovanja i tvrdenja iz ovog
poglavlja su rezultati vise nau¢nika koji su se bavili ovom tematikom).

U drugom poglavlju najpre navodimo i dokazujemo nekoliko lema koje ¢e
biti potrebne u tom poglavlju a i nadalje u radu. Ove leme su sustinske za
tehniku tzv. neizbeznih tacaka, ¢ije je osnove postavio Friedman [5], i pomoéu
nje pronasao nove dokaze, znatno prostije od do tada poznatih, za vrednosti
s(n) zan € {2,3,5,8,15,24,35}. Ovi dokazi ¢e biti izlozeni i u ovom mas-
ter radu. Uopstavanjem ove tehnike (uvodeéi tzv. skoro neizbezne tacke),
Friedman je dokazao i jednakosti s(7) = 3 1 s(14) = 4; nakon primene ideje
sa skoro neizbeznim tackama, ovi dokazi se svode na ispitivanje odredenog
broja slucajeva, a u radu ¢e biti prezentovana glavna ideja tih dokaza.

U tre¢em poglavlju prikaza¢emo kako su Kearney i Shiu [9] dalje modi-
fikovali ovu tehniku i time znatno pojednostavili dokaz jednakosti s(7) = 3,
ali i dokazali jednakost s(6) = 3. Dalje éemo u ovom poglavlju preéi na
rezultat Stromquista [11] i (nakon jo$ nekoliko neophodnih tehnickih lema)

dokazati jednakost s(10) = 3 + \/g

U cetvrtom poglavlju prezentovacemo rad Nagamochija [10]. U ovom
radu autor je najpre uopstio problem posmatrajué¢i pakovanja jedini¢nih
kvadrata u pravougaonik i dokazao neke nejednakosti za takva pakovanja,
a zatim je pokazao da, kao posledicu tih rezultata, mozemo dobiti jednakosti
s(n?—1) = s(n*—2) = n; ovo je od velikog znacaja buduéi da je, primetimo,
to prvo (a i dosad jedino) poznato tvrdenje kojim se odreduje ta¢na vred-



nost funkcije s za beskonacnu familiju argumenata (izuzimajuéi, naravno,
trivijalan slucaj s(n?) = n). Dodatno, Nagamochijev rad daje i netrivijalno
donje ogranicenje funkcije s(N) za bilo koji argument N koji nije oblika n?
n? — 1 niti n? — 2.
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1 Jednostavniji primeri pakovanja kvadrata

Ve¢ iz uvodnih reci jasno je da odredivanje minimalne stranice kvadrata
u koji se moze postaviti odreden broj nepreklapaju¢ih jediniénih kvadrata,
podrazumeva da ¢e ponekad bar neki od jedini¢nih kvadrata biti postavl-
jen pod odredenim uglom (razli¢itim od 0) u odnosu na stranicu kvadrata
u koji se jedini¢ni kvadrati pakuju. Gobel [8] je otkrio i prvi objavio da
postavljanjem dijagonalne trake jedini¢nih kvadrata, odnosno, postavljanjem
kvadrata pod uglom od 45° u kvadrat stranice a+1+ \/Li moze biti spakovano

a*+a+3+ |(a —1)v2| kvadrata. Tako za a = 1 dobijamo s(5) < 2+ \/LQ,
zaa=2,s(10) <3+ \%, zaa=4,s(27) <5+ \/Li Na ovaj na¢in dobijamo
najbolja poznata pakovanja za sve vrednosti a < 8 osim za a = 3, tj. dobi-
jamo pakovanja 5, 10, 27, 38, 52, 67 i 84 jedini¢nih kvadrata.

o=

%\1

5(10) <3+1/V2  s(27) <5+1/V2

- o=

it i

5(38) <6+ 1/V2 5(52) < 74+1/V2

= =

%vl

s(67) <8+1/V2 5(84) <9+ 1/V2

Slika 1.



Nekim promenama u polozaju kvadrata dobijaju se alternativna pako-
vanja, od kojih neka imaju minimalan broj rotiranih kvadrata, sto je ilu-

strovano na sledecoj slici:

A

5(38) <6+ 1/V2

5(10) <3+ 1/V2 s(27) <5+1/V2

IN
ot

o

his

A

S(84) <9+1/V2 s(84) <9+ 1/V2

Slika 2.

Jasno je da u kvadrat stranice s(n)+1 moze da se upakuje n+2 | s(n)|+1
kvadrata, tako Sto se na pakovanje n kvadrata u kvadrat stranice s(n) dodaje
pojas oblika slova ,L” $irine 1, u koji se moze smestiti 2 [ s(n)| + 1 kvadrata.

Gobel je takode pronasao da ako celi brojevi a i b zadovoljavaju neje-
dnakost

b
a—1<—=<a+1,

V2

onda je

b
s(2a2+2a+ ) <a+1+4+ —.
( ) NG
To se postize postavljanjem b x b kvadrata pod uglom od 45° u centru
kvadrata. Primetimo da, na primer, za b = 4 datu nejednakost zadovo-
ljavajuia = 21ia = 3. Tako u prvom slucaju imamo da je s(28) < 3 +2v/2,
a u drugom s(40) < 4 + 2\/5, kao na sledeéim slikama:



5(28) < 3+2v2 5(40) < 4+2V2

Slika 3.

Charles Cottingham koristio je dijagonalne trake sirine 2 i tako poboljsao
neka od Gobelovih pakovanja, a na sledecoj slici pokaza¢emo pakovanje 19
kvadrata kojim je Robert Wainwright pokazao da s(19) < 3 +4/2/3 (rezul-
tate prenose Friedman [5] i Gardner [6]).

Slika 4.

Vidimo da su i u ovom pakovanju sredisnji kvadrati pod uglom od 45°,
ali oni ne formiraju traku.

Postoji pretpostavka da je s(n® —n) = n za male vrednosti n. Naj-
manji poznat kontraprimer za ovu pretpostavku dao je Lars Cleemann tako
sto je 272 kvadrata spakovao u kvadrat stranice manje od 17. U ovom pako-
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vanju, osim jedini¢nih kvadrata ¢ije su stranice paralelne stranicama kvadrata
u koji se oni pakuju, tri kvadrata su pod uglom od 45°, a ostali su pod
uglom arctg % ili arctg %5, pa se jednostavnim trigonometrijskim razmatran-
jem pokazuje da je stranica kvadrata sa slike manja od 17, tj.

15 16
272) <1 — 4+ — <1
3(7)_5+17+15<7

Slika 5.

Generalizacijom pakovanja sa b x b kvadrata u centru pod uglom od 45°
postavljanjem centralnog kvadrata malo dalje od centra dobijamo pakovanje

2
jbolja poznata pakovanja za 26 i 85 kvadrata. Ta i mnoga druga pakovanja

zainteresovani ¢italac moze naéi u [4].

3 b
2a% + 4a + b* + 1 kvadrata u kvadrat stranice a + — + 7 sto daje na-



2 Donja ogranicenja za neke vrednosti s(n)

Pre nego sto definiSemo skup neizbeznih tacaka, pomoc¢u kog ¢emo odre-
divati donja ogranic¢enja funkcije s(n) za neke vrednosti argumenta n, potrebno
je da dokazemo nekoliko tehnickih lema.

2.1 Tehnicke leme

Lema 1 Svaki jedinicni kvadrat u prvom kvadrantu &iji centar je u [0,1]?
sadrzi, u unutrasnjosti ili na rubu, tacku (1,1).

Dokaz: S obzirom na uslov da je centar jedinicnog kvadrata u [0, 1]?,
polozaj kvadrata u kom je njegov centar najudaljeniji od tacke (1,1) (u
poredenju sa svim jedinicnim kvadratima nagnutim pod istim uglom u odnosu
na x-osu) je onaj gde jedini¢ni kvadrat dodiruje koordinatne ose. Ako pokazemo
da jedini¢ni kvadrat u tom polozaju sadrzi tacku (1, 1) u svojoj unutrasnjosti
ili na rubu, to ¢e znaciti da i jedini¢ni kvadrat koji ne dodiruje koordinatne
ose, a ispunjava uslove leme, takode sadrzi tacku (1,1).

Ako je kvadrat pod uglom 6 u odnosu na pozitivan smer z-ose, dva njegova
temena su (sind,0) i (0, cos #). Druga dva temena kvadrata (cos 6, cos 6 + sin )

i (cosf +sinf,sinf) leze na pravoj y — sinf) = —ctgl (z —sinf — cosf).
Kada je x =1,
sin?@ — cos 0(1 — sin§ — cos )
Y= ;
sin 0
Y= 1+ cos?(l — sin ) > 1
sin ¢
Y
”””””””””””””””” (1,1)
9
Slika 6.



Znaci, tacka (1,1) je ispod prave odredene drugim parom temena, pa je
unutar kvadrata.

Napomena 1: 1z prikazanog dokaza vidimo da vazi i malo opstije tvrdenje:
svaki jedini¢ni kvadrat u prvom kvadrantu koji ima centar u pravougaoniku
[0,a] x [0,0],za0<a<1,0<b<1,sadrzi tacku (a,b).

Lema 2 Neka je 0 < 2 < 1,0 <y <1 iz+2y < 2V2. Tada bilo koji
jedinicni kvadrat w prvom kvadrantu ¢iji centar se nalazi u [1,1+ ] x [0, y]
sadrzi tacku (1,y) ili tacku (1 + z,vy).

Dokaz: Zbog kasnije ¢este primene ove leme, primetimo prvo da (x,y)
pripada ovakvoj oblasti:
Y

V2

1

Slika 7.

Ako pokazemo da jedini¢ni kvadrat ¢iji je centar u [1,1+ 2] x [0,y] i koji
sadrzi tacke (1,y) i (1 4 z,y) na svom rubu sadrzi tacku na x-osi, onda ¢e
dato tvrdenje vaziti za svaki jedini¢ni kvadrat koji ispunjava uslove leme, a
koji se moze dobiti translacijom ovog kvadrata. Kvadrat dobijen translacijom
,vertikalno navise” (onoliko koliko dozvoljava uslov leme o polozaju njegovog
centra), tacke (1,y) i (1 + z,y) ¢e sadrzati u unutrasnjosti, a posle horizon-
talne translacije tog kvadrata, u unutrasnjosti kvadrata ¢e ostati bar jedna
od pomenutih tacaka.



1 —zsind

\ (1 — zsinb) - sinb

1sind

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Slika 8.

Posto je y < 1, ako tacke (1,y) i (1+ z,y) leZe na istoj stranici kvadrata,
ocigledno je da Ce kvadrat sadrzati tacku x-ose na svom rubu. Ako tacke
(1,y) i (1 + z,y) ne leze na istoj stranici kvadrata i ako je kvadrat nagnut
pod uglom # u odnosu na z-osu, najnize teme kvadrata ima koordinate

(I1+2+ (1 —2zsinf)sind — cosf,y — (1 — zsinf) cosf — sinf),

koje se dobijaju osnovnim trigonometrijskim razmatranjima prikazanim na
slici. Ova tacka je van prvog kvadranta kada

f(0) =cos@ + sinf — xsinfcosb > y.

’ f'(6) = (cos —sin0)(1 — x(cos f + sin §))
kriticne tacke f(6) su:

R
V2 V2
1+v222 -1 1FV222 -1

2z 2z

(cos@,sinf) = ( )

(cosf,sinf) = ( )

7



Druge dve od ove tri vrednosti su realne vrednosti samo za = > 1/v/2, sto
znaci da za x < 1/4/2 postoji samo jedna kriticna tacka. Fiksiranjem jednog
x > 1/4/2 i posmatranjem leve i desne okoline pomenutih dveju tacaka, moze
se zakljuciti da u tim tackama funkcija dostize maksimum, a ne minimum,
pa kako je f”(45°) > 0, f(f) postize minimum za 6 = 45°. Stoga, kad je
y<V2-— 5, kvadrat sadrzi neku tacku z -ose. O

Lema 3 Ako je centar jedinic¢nog kvadrata U u unutra$njosti trougla ABC),
¢ije stramice nisu vece od 1, onda kvadrat sadrzi A, B ili C.

Dokaz: Prave koje sadrze dijagonale kvadrata U dele ravan na cetiri
oblasti obelezene u smeru kazaljke na satu sa Ry, Rs, R3, Ry.

Slika 9.

Te oblasti imaju zajednicke rubne poluprave. Tacke A, B i C' ne mogu
sve biti na istoj strani bilo koje prave na kojoj su dijagonale, jer tada trougao
ABC ne bi sadrzao centar kvadrata U. Tako, ili Ry i R3 sadrze bar po jedno
teme trougla, ili ih sadrze druge dve oblasti. U svakom slucaju, dva temena
trougla ABC' su u oblastima (moguée na rubu) u kojima su dve naspramne
stranice kvadrata. Kako rastojanje izmedu temena trougla nije veée od 1, a
naspramne stranice kvadrata su na rastojanju 1, kvadrat mora sadrzati bar
jednu od ovih tacaka.

Primetimo da je nemoguée da dva temena trougla budu na rubovima
oblasti ako su van jedini¢nog kvadrata, jer je rastojanje izmedu njih manje
od 1. Ako bi jedno teme trougla bilo na zajednickoj rubnoj polupravi dveju
susednih oblasti, onda bar jedno teme trougla mora biti u nekoj od preostale
dve oblasti (jer ne mogu sva tri temena biti u dvema susednim oblastima), a
kako je na rastojanju manjem od 1 od temena koje je na rubu, ne moze biti
van kvadrata.



Slika 10.

Lema 4 Ako je centar jedinicnog kvadrata U sadrZan u pravougaoniku R =
[0,1] x [0,0.4], onda U sadrzi teme pravougaonika R.

Dokaz: Neka je A(0,0), B(0,0.4), C(1,0), D(1,0.4). Dovoljno je pokazati
da bilo koji jedini¢ni kvadrat U sa centrom u pravougaoniku R kom su A i
B na rubu, sadrzi ili C'ili D. To je jasno ako A i B leze na istoj stranici
kvadrata U. Ako 0 = 45°, U sadrzii C'i D. Dokaza¢emo u nastavku da ako
je 8 < 45°, U sadrzi tacku D, a ako je 6 > 45°, U sadrzi tacku C.

Slika 11.



Razmotri¢emo slucaj kad je 6 < 45°. Prateci oznake sa slike, ocigledno je
da:

0.4 0.4 0.4
a<——=pajeb>-—"=tj.1-b<1l——

V2 V2 V2

Ako je tacka E presecna tacka prave BD sa stranicom kvadrata, dalje imamo:
0.4
V2

sto znaci da je D unutar kvadrata. O

BE>(1-—=)V2=+v2-04>1>BD

Lema 5 Ako jedinicni kvadrat ima centar ispod prave y = 1 i potpuno je
wznad x-ose, onda je duZina preseka prave y = 1 sa kvadratom najmange

22 — 2.

Dokaz: Neka je | prava y = 1. Posto je centar kvadrata ispod [, dva ili manje
temena kvadrata su iznad [. Ako su dva temena iznad [, onda [ preseca
dve naspramne stranice kvadrata, a samim tim presecna duz ima duzinu
najmanje 1. Ako nijedno teme nije iznad [, onda dva temena leze na z-osi, a
duzina presecne duzi je 1.

Pretpostavimo sad da je jedno teme iznad [. U tom slucaju prese¢na duz
se smanjuje pomeranjem kvadrata nadole dok ne dodirne z-osu.

Slika 12.

Ako kvadrat gradi ugao # sa z-osom, vertikalna duz sa slike ima duzinu
sin @ + cos# — 1, tako da je duzina preseka kvadrata sa I:

D = (sinf + cos 0 — 1)(tg 6 + ctgh)

B sinf +cosf — 1

D
sin @ cos f

10



inf — cosf)(1 —cosf)(1 —sinb
Presek je minimalan kada je — = 0, tj. (sin cosO)( ,COQS ) = sinf) =
do cos? 0 sin” 6

1
—2v/2-2. O

V2

2 _
V2

2

2

0, §to se javlja za 6 = 45°. Znagci, D > -2

S|+

Lema 6 Ako jedinicni kvadrat ima centar u oblasti [0, 1)%, ne sadrzi bilo koju
od tacaka (0,1) i (1,1), a potpuno je iznad x-ose, onda kvadrat pokriva neku
tacku (0,y) za % <y <1 ineku tacku (1,y) za % <y<l1.

Dokaz: Jedinicni kvadrat u datom polozaju spusticemo do dodira sa
x-osom i translirati horizontalno do dodira sa tackom (1,1), tj. tako da
tacka (1,1) bude na njegovom rubu. Oba pomeranja spuStaju presek sa
y-osom (vide¢emo kasnije da taj presek zaista i postoji). Pokazacemo da
takav kvadrat koji dodiruje xz-osu i tacku (1, 1) pokriva neku tacku (0,y) za
% <y <1, adrugi deo leme sledi iz simetrije.

Slika 13.
Ako je x rastojanje obelezeno na slici, onda je sinf + xcosf = 1 ili
1 —sind
xr = i;l To znaci da je z-koordinata tacke dodira kvadrata sa z-osom:
cos
. 1—sinf . .
1+ asinf —cosf =1+ —981119 —cosf =1+tgf(1l—sinh) — cosb.
cos

Levo teme kvadrata je tacka: (1+tg60(1—sinf)—cosf—sin6,cosf), pa tacka
najviseg preseka kvadrata sa y-osom ima y-koordinatu D = cosf — tg6(1 +

11



tg0(1 — sinf) — cos @ — sinf) (presek y-ose i prave kroz levo teme kvadrata
sa koeficijentom pravca tg6), tj.

cos® 0 + sin (1 — cos 0)(1 — sin 6)

D—
cos2 0

Primetimo da je D > cos#, Sto znaci da postoji presek kvadrata sa y-
osom, jer, ako bi prava na kojoj lezi ,gornja” stranica kvadrata sekla y-osu

u tacki koja nije na stranici kvadrata, y-koordinata preseka bila bi manja

od cosf. Iz aD = ( _6089_820)(1 — sin6)

minimalna vrednost D grani¢na vrednost D kad 6 tezi pravom uglu, a to je
% po Lopitalovom pravilu.O

< 0, D je opadajuce, pa je

Lema 7 Ako jedinicni kvadrat ima centar u oblasti [0,1]%, ne sadrzi nijednu
od tacaka (0,1) dli (1,1) i ceo je iznad x-ose, tada kvadrat pokriva tacku

(0,v2 — 3) ili tacku (1,v/2 - 1).

Dokaz: Ako centar kvadrata ima y-koordinatu manju ili jednaku v/2 — %,
po lemi 2 pokriva jednu od dve navedene tacke. Ako je y-koordinata centra
jedini¢nog kvadrata izmedu /2 —% i 1, onda je jedna od tih tacaka pokrivena
na osnovu leme 4.0

2.2 Skupovi neizbeznih tacaka

Da bismo odredili donje ogranjéenje za s(n), tj. broj k takav da s(n) > k,
na¢i ¢emo skup P — skup n — 1 tacaka u kvadratu S sa stranicom k, tako
da svaki jedini¢ni kvadrat u S sadrzi neku od tacaka iz P, moguée na svom
rubu.

Homotetijom sa faktorom 1 — ¢ kvadrat S sa skupom P preslikava se u
kvadrat S’ sa skupom tacaka P’. Tacke skupa P’, njih n — 1, su u kvadratu
S’ sa stranicom k — €, tako da svaki jedini¢ni kvadrat u S’ sadrzi element
skupa P’ u svojoj unutrasnjosti. Zato u kvadrat stranice k — € ne moze da
se spakuje vise od n — 1 nepreklapajucih jedinicnih kvadrata, odakle sledi da
je s(n) > k.

Skup P zva¢emo skupom neizbeznih tacaka u S'ili ¢esto i neizbeznim
skupom tacaka. Nadalje dokazujemo donja ogranic¢enja za s(n) pokazujudi
da su neki skupovi neizbezni skupovi. Dakle, kada zelimo da pokazemo da je
s(n) > k, dovoljno je da nademo skup od n — 1 neizbeznih tac¢aka u kvadratu
sa stranicom k.

Teorema 1 s(2) = s(3) = 2.

12



Dokaz: Znamo da s(2) < s(3) < s(4) = 2, pa je za dokaz ove teoreme
dovoljno pokazati da s(2) > 2, sto znaci da nam je potreban jednoclani
skup neizbeznih tacaka. Posmatrajmo jediniéni kvadrat U u [0,2]?. Centar
kvadrata U nalazi se u [0,1]% ili u [0,1] x [1,2] ili u [1,2] x [0, 1] ili u[1,2]?,
pa kad se na bilo koji od tih sluc¢ajeva primeni lema 1, znamo da U sadrzi
tacku (1,1). Skup P = {(1,1)} je skup neizbeznih tacaka u [0,2]?, ¢ime je
tvrdenje dokazano.O

Teorema 2 s(5) =2+

Sl-

Dokaz: Skup P = {(1,1),(1,1+%),(1+¢L§,1),(1+\%,H%)} je

skup neizbeznih tacaka u [0,2 + \%]2

Jedini¢ni kvadrat moze da zauzme
jedan od slede¢ih polozaja: njegov centar je u uglu, tj. u kvadratu [0, 1]?
ili jednom od ostalih simetri¢nih, njegov centar je u pravougaoniku izmedu

ugaonih kvadrata i centar je u jednom od trouglova sa slike.

1+

=l

1+

Slika 14.

Ako je centar u ugaonom kvadratu, onda su tacke neizbezne po lemi 1.
Ako je centar u pravougaoniku do stranice, onda se primenjuje lema 2, tako
da se uvrste vrednosti x = \/LE iy = 1. Ako je centar u jednom od trougova sa
slike, moze se primeniti lema 3, jer stranice trouglova nisu vec¢e od 1. Dakle,
kvadrat stranice 2 + LQ ima Cetiri neizbezne tacke, pa je s(5) > 2+ \/Li’ au
prvom poglavlju smo videli Gobelovu eksplicitnu konstrukeiju koja pokazuje
da je to ujedno i gornje ogranicenje, te vazi jednakost. O

Teorema 3 s(8) =3
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Dokaz: Skup P = {(0.9,1), (15, 1), (2.1, 1), (1.5, 1.5), (0.9, 2), (1.5,2), (2.1,2)}
je skup neizbeznih tacaka u [0, 3]2.

Slika 15.

Na pravougaonike u uglovima kvadrata sa slike primenjuje se lema 1
(napomena 1), na pravougaonike uz stranice kvadrata lema 2, a na trou-
glove lema 3. Skup od sedam neizbeznih tacaka daje nam s(8) > 3, ali
znamo da s(8) < s(9) = 3, pa je dokazana jednakost.O

Teorema 4 s(15) =4
Dokaz: Skup
P ={(1,1),(1.6,1), (2.4,1),(3,1), (1, 1.8), (2, 1.8), (3, 1.8),
(1,2.2),(2,2.2),(3,2.2), (1,3), (1.6,3), (2.4,3), (3,3)}
je skup neizbeznih tacaka u [0, 4]%, jer se na kvadrate u uglovima moze pri-
meniti lema 1, na pravougaonike na rubu lema 2, na trouglove lema 3, kao
u prethodnim teoremama, a za pravougaonike u centru kvadrata primenjuje

se lema 4. Skup od 14 neizbeznih tacaka daje nam s(15) > 4, ali posto je
s(15) < s(16) = 4, vazi jednakost.

Slika 16.
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Teorema 5 s(24) =5

Dokaz: Skup neizbeznih tacaka prikazan je na slici. Sa slicnim argumen-
tima kao u prethodnim teoremama, primenjuju se leme 1, 2 i 3. Kvadrati
i pravougaonici sa slike oc¢igledno ispunjavaju uslove leme 1 i leme 2, a
izracunavanjem duzina stranica trouglova lako se vidi da oni ispunjavaju
uslove leme 3. Posto smo u kvadratu sa stranicom duzine 5 odredili skup
od 23 neizbezne tacke, zakljuc¢ujemo da je s(24) > 5, pa kako je i s(24) <
s(25) = b, vazi jednakost.

Slika 17.

Teorema 6 s(35) =6
Dokaz: Skup neizbeznih tacaka prikazan na slici 18 odabran je tako da

pravougaonici i trouglovi zadovoljavaju uslove leme 1 (napomena 1), leme 2
i leme 3, pa vazi tvrdenje.
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1 15 2 25 3 35 4 45 5

Slika 18.

Dokazi za s(7) = 31 s(14) = 4 su malo slozeniji. Nalazimo skupove tacaka
koje su ,skoro neizbezne”. Te tacke ne ¢ine skup neizbeznih tacaka, ali na
osnovu njih odredujemo odredene pozicije kvadrata. Koristec¢i lemu 5, lemu
6 i lemu 7, mozemo pokazati da su odredene oblasti pokrivene i nalazimo
skupove neizbeznih tacaka za ostale kvadrate.

Teorema 7 s(7) =3

Ideja dokaza: Ako je sedam jedinicnih kvadrata spakovano u kvadrat
stranice 3 — €, najvise pet kvadrata pokrivaju pet tacaka u skoro neizbeznom
skupu na slici 19.

?

Slika 19.
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Tih pet tacaka ne ¢ine neizbezan skup, jer je moguce postaviti jedini¢ne
kvadrate koji ih ne sadrze. Najmanje dva kvadrata imaju centre u oblastima
koje su oznacene upitnicima (sl. 19). Ta dva kvadrata mogu biti u sused-
nim ili naspramnim oblastima, do na rotaciju i simetriju. Po lemi 5, presek
takvog jednog kvadrata, npr. onog u ¢iji je centar u oblasti oznac¢enoj donjim
upitnikom, sa pravom y = 1 je bar 2v/2 —2. Po lemi 6 takav kvadrat pokriva
neke tacke za koje je 1/2 < y < 1, ali ,najgori” slucaj je y = 1/2 (inace
bi jos lakse mogla da se opravda ,neizbeznost” datih tacaka). Tako dola-
zimo do oblasti koje sigurno moraju biti pokrivene (sl. 20), $to je oznac¢eno
osencenim trapezima. Gornje osnovice trapeza dobijene su iz leme 5, a donje
osnovice iz leme 6, za vrednost y = % U slucaju da se za y uzme neka
druga vrednost, pokrivena oblast ¢e odstupiti od oznacenog trapeza, ali za
nju ¢e takode vaziti zakljucci izvedeni za slucaj sa slike. Ako dva kvadrata
pokrivaju osencene oblasti sa slike, onda mozemo odabrati skup od tri (ili
¢etiri u drugom slucaju) neizbezne tacke (tacke su neizbezne za figuru dobi-
jenu izbacivanjem oznacenih trapeza), Sto nam daje da je s(7) > 3. Tacke
se biraju tako da su rastojanja najvise 1, pa se primenom lema 1, 2 i 3 lako

pokazuje da su one neizbezne. O

Slika 20.

Teorema 8 s(14) =4

Ideja dokaza: Dokaz ove teoreme izvodi se sli¢no kao dokaz teoreme 5. Ako 14
jedini¢nih kvadrata spakujemo u kvadrat stranice 4 — €, najvise 12 kvadrata

17



pokriva 12 tacaka u skoro neizbeznom skupu kao na slici. Zato najmanje dva
kvadrata imaju centre u oblastima oznac¢enim upitnikom.

Slika 21.

Postoji pet razlicitih polozaja, do na rotaciju i simetriju, za ova dva
kvadrata (sl. 21.) i u svakom od njih moze se odrediti skup od dodatnih
11 neizbeznih, ili skoro neizbeznih, tacaka, cime je teorema dokazana.

' . L9
sl 1 e
? o0 e ?
e
D !

Slika 22.

Napominjemo da iz ovih pet polozaja ishode i dodatni slucajevi (sl. 23.),

18



kada jo$ jedan ili dva kvadrata imaju centre u oblastima oznacenim upit-
nicima. Tada se formiraju novi skupovi neizbeznih tacaka slicnim rezono-

vanjem kao u prethodnim slucajevima.

rrrrrrrrr

Slika 23.
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3 Pakovanje 6 i 10 kvadrata

U prethodnom poglavlju videli smo kako je Friedman pomoc¢u skupa skoro
neizbeznih tacaka dokazao tvrdenje da je s(7) = 3. Ovde ¢emo izneti nesto
jednostavniji dokaz za isto tvrdenje, jer nam je on potreban za odredivanje
s(6). Za dokaz da je s(8) = 3 Friedman je koristio skup od 7 neizbeznih
tacaka u kvadratu S = [0, 3]*:

1 3 7 33 1 3 7
{(\/5_ 57 1)7 (5’ 1)) (5 - \/§7 1)7 (57 5)7 <\/§_ 572)7 (5’2)’ (5 - \/E’ 2)}

Ovaj skup tacaka u kvadratu S oboji¢emo zelenom bojom i reé¢i da taj skup
formira zelenu resetku u okviru S. Rotacijom ove resetke za prav ugao oko

tacke (5, 5) dobijamo crvenu resetku od takode 7 tacaka. Za kvadrat S i
crvena resetka formira neizbezan skup tacaka i mozemo je uzeti kao dualnu
zelenoj resetki. Ove dve resetke imaju zajednicku centralnu tacku (=, 5), pa
njihova unija sadrzi 13 razlicitih tacaka. Ovih 13 tacaka podeli¢emo u tri
grupe: centralnu tacku (g, g) zvac¢emo C-tacka, osam tacaka najudaljenijih

od C-tacke zvac¢emo A-tacke, a preostale 4 tacke na rastojanju % od C-tacke
zvacemo B-tacke. Zato se svaka resetka sastoji od cetiri A-tacke, dve B-tacke
i jedne C-tacke.

1 2 3
é o
,,,,,,,,,,,,,,,, T
5
4 ® @ ® 6
7777777777777777 B R R et T S Tt
® ®
7 8 9
Slika 24.

20



Posto svaka resetka formira skup neizbeznih tacaka, svaki jedini¢ni kvadrat
koji se nalazi u S, mora pokrivati bar jednu tacku iz svake resetke.

Lema 8 Svaki jedinicni kvadrat koji pokriva C-tacku, pokriva i B-tacku.
Dokaz: Neka jedinicni kvadrat koji pokriva C-tacku ima dijagonalu od

tacke (0,0) do tacke (1,1). Zbog simetrije mozemo pretpostaviti da C-tacka
ima koordinate (xg,yo) za 0 < xo < yp < % Kruznica sa centrom u C-tacki

i polupreénikom 3 ima jednacinu (z — 20)? + (y — yo)? = 3, pa sece stranice
kvadrata u tackama: (zo + /3 —42,0) 1 (0,50 £ /3 — 23).

Y

1

Yo

Slika 25.

Posmatrajmo rastojanje dveju tacaka sa pozitivnim znakom. Kvadrat tog
rastojanja je najmanje:
1

1
x3+(1—y3)+y§+(1—$3)=5,

2
tj. rastojanje je najmanje 5 sto znaci da jedini¢ni kvadrat pokriva bar
jednu B-tacku, jer su one jednako rasporedene u krugu, a luk kruznice lezi
unutar jedini¢cnog kvadrata naspram ugla koji je najmanje prav, tj. veéi deo
kruznice lezi unutar jedini¢nog kvadrata. O

Ako bismo mogli spakovati sedam jedini¢nih kvadrata u kvadrat stra-
nice manje od 3, svaki kvadrat bi morao obuhvatiti ta¢no jednu tacku svake
reSetke. Posto C-tacka pripada i crvenoj i zelenoj resetki, iz Leme 8 sledi da
S ne moze imati stranicu duzine manje od 3, tj. s(7) = 3.
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Teorema 9 s(6) =3

Dokaz ove teoreme mnogo je komplikovaniji od prethodnog. Svaki od 6
kvadrata koji se pakuju mora da pokriva najmanje jednu tacku iz svake
reSetke, tako da jedan jedini¢ni kvadrat mora da pokriva dve tacke jedne
mreze. Ako C-tacka nije pokrivena, onda svaki kvadrat mora da pokriva
tacno jednu tacku iz svake mreze i to ¢emo zvati konfiguracijom (a). Ako
je C-tacka pokrivena jedini¢nim kvadratom, tada, po lemi 1, taj kvadrat
pokriva i B-tacku, za koju mozemo pretpostaviti da je zelena tacka, ne uman-
jujudi opstost, i to ¢emo zvati konfiguracija (b). Ostaje da pokazemo da su
ove dve konfiguracije nemoguce kada S ima stranicu manju od 3. Najpre
¢emo dokazati dve tehnicke leme.

Lema 9 Neka je U jedinicni kvadrat sa centrom u unutrasnjosti [0, 1]%. Pret-

postavimo da jednim temenom U dodiruje x-osu i sa njom gradi ugao 0, a
1+t
da je tacka (0,1) na naspramnoj stranici kvadrata. Tada tacke (% 1) 4

+t
1+2t—¢? 6
(1, +—), gde je t = tg 2 leze na rubu kvadrata.

2
G
E
Slika 26.
0 2t 1—¢?
Dokaz: Kako je t = tg—, znamo da je sinff = ——, cosf) = ——
5 2 1+¢2 1+¢2
t
tgf = . Pratedi oznake sa slike imamo: 1 + OB = ——, odakle je
11—t cos 6
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2t _ OB OA  1+¢

OB = —. = — =t j da AD = = DE =
1- ¢ tgg o PrIeondaa sin 0 9
1—¢?
1—AD = . Dobijamo FF = DFE -tgf = t, pa kako je GF =1 — t,
3 . . 1—t 1+t o
kona¢no dobijamo da je FH = = , ¢ime smo pokazali prvi deo
cos 6 1+¢
tvrdenja.
IH
Drugu preseé¢nu tacku dobi¢emo jednostavno: TH =1—-FH, IJ = i
g
1—¢1)2 142t —¢2
( 5 ) ,pajeLJ:l—U:JrT. m

3 3
Lema 10 Neka je V jedinicni kvadrat koji pokriva tacku (5, 5) i neka tacke

3
(1,2),(2,2), (2, 5) leze na tri stranice kvadrata V. Tada preostala stranica

5

sece pravu x = 1 na visini y = 3

Slika 27.

Dokaz: Primetimo da jedini¢ni kvadrat V' kome su tacke (1,2),(2,2) i

3
, —) na tri razlicite stranice, 1ma tacno odreden poloza]. PratecCi oznake sa
9 - . lici . . dred lozai. P /e k
slike, vidimo da je sinp = BC/0.5. S jedne strane C'D = cos, a s druge
cp =1 - 2%

, pa dobijamo da je ¢ = 2arctg0.5 ~ 53,13°. Kako je

23



I —sinp 1

ED =siny, onda je FF = =3 pa smo pokazali da y-koordinata

cos

tacke F' iznosi g.D

Vazno je napomenuti da za koordinate tacaka u lemi 9 za 0 <t < 1 vaze
sledece nejednakosti:

14t 1+2t—¢* 1 14t 1+2t—t* _ 3

() Ty 22ve-2 > T2 11t 2 %
Primenimo Lemu 2 sa konfiguracijom (a) u kojoj C-tacka nije pokrivena,
tako da svaki od 6 jedini¢nih kvadrata pokriva tacno jednu zelenu i jednu
crvenu tacku. Uzmimo jedini¢ni kvadrat U koji pokriva zelenu B-tacku, a
mozemo pretpostaviti da se njegov centar nalazi u oblasti 8. Kvadrat U
mora pokriti jednu od susednih crvenih A-tacaka, npr. onu u oblasti 7. Ako
U ne pokriva tacku (1,1), onda, po lemi 9, seée pravu z = 2 tako da je
nemoguce da neki drugi kvadrat pokrije crvenu A-tacku u oblasti 9, a da
ne pokrije i crvenu B-tacku u oblasti 6. Do tog zakljucka dolazimo kad
lemu 9 primenimo dva puta: prvi put koristimo y-koordinatu presecne tacke
jediniénog kvadrata koji pokriva oblast 8, a onda zarotiramo ose za prav ugao
i na neki drugi jedinéni kvadrat koji pokriva crvenu tacku u oblasti 9 ponovo
primenimo lemu 9 i poslednju nejednakost iz (*), odakle je minimalno gornje

presecanje tog kvadrata sa pravom z = 2 najmanje 3 Analogno se pokazuje

da ako U ne pokriva tacku (1, 1), onda bilo koji jedini¢ni kvadrat koji pokriva
zelenu tacku u oblasti 7 i crvenu tacku u oblasti 4, sece pravu y = 2, tako da
je nemoguce da neki drugi kvadrat pokrije zelenu tacku u oblasti 1, a da ne
pokrije zelenu B-tacku u oblasti 2. Dakle, konfiguracija (a) je nemoguca.
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Slika, 28.

U konfiguraciji (b), jedini¢ni kvadrat V' pokriva C-tacku, kao i zelenu B-
tacku, recimo u oblasti 2, tako da svaka od preostalih pet zelenih tacaka mora
biti pokrivena jedini¢nim kvadratom. Centar drugog jedini¢nog kvadrata W,
koji pokriva preostalu B-tacku, tada se nalazi u oblasti 8. Kvadrat W mora
pokrivati bar jednu od susednih crvenih A-tacaka, npr. onu u oblasti 7. Ako
W pokriva i tacku (1,1), onda slicno kao u prethodnoj konfiguraciji, svaki
jedini¢ni kvadrat koji pokriva zelenu A-tacku u oblasti 7 i crvenu B-tacku
u oblasti 4, mora seé¢i pravu y = 2 tako da neki drugi jedini¢ni kvadrat ne
moze da pokrije zelenu A-tacku u oblasti 1, a da ne pokreije i veé¢ pokrivenu
zelenu B-tacku u oblasti 2. Tako W ne moze da pokrije tacku (1, 1), ali onda,
po Lemi 9, jedini¢ni kvadrat koji pokriva zelenu A-tacku u oblasti 9 mora
da pokriva i B-tacku u oblasti 6. Znaci, slede¢i parovi tacaka moraju biti
pokriveni razli¢itim kvadratima:

(1) zelena A-tacka u oblasti 7 sa crvenom B-tackom u oblasti 4
(17) dve A-tacke u oblasti 1
(7i1) C-tacka sa zelenom B-tackom u oblasti 2
(1v) dve A-tacke u oblasti 3.

U slucajevima (7i) i (iv) jedini¢ni kvadrati moraju da pokriju i (1,2) i
(2,2) redom, jer je centar kvadrata 2 x 2 neizbezni jednoclani skup. Kvadrat

25



V koji pokriva C-tacku i zelenu B-tacku je sada toliko ogranic¢en, da ne moze
da pokriva bilo koju od tacaka (1,32),(1,2),(2,2),(2,2). Sada iz Leme 10 i
¢injenice da je crvena A-tacka u oblasti 7 ve¢ pokrivena, sledi da je duzina
nepokrivenog intervala na pravoj « = 1 najvise 2 — (V2 — ) =%2_ V2 <
2v/2—2. Medutim, po Lemi 9 i prvoj nejednakosti iz (), presek kvadrata koji
pokriva zelenu A-tacku u oblasti 7 i crvenu A-tacku u oblasti 4 sa pravom
x = 1 zahteva interval duzine najmanje 2v/2 — 2. Tako je i konfiguracija (b)

nemoguca, pa smo dokazali da je s(6) = 3. O

Za dokaz da je s(10) = 3 + \/g definisa¢emo otvoreni kvadrat kao unu-

trasnjost kvadrata cija je stranica strogo ve¢a od 1. Da bismo utvrdili
donje ogranicenje u obliku s(n) > a, dokazujemo ekvivalentno tvrdenje da
n nepreklapaju¢ih otvorenih kvadrata ne moze biti spakovano u kvadrat
sa stranicom tacno a. Otvorene kvadrate ¢emo uglavnom tretirati kao je-
dini¢ne, a razlika u povrsini omoguci¢e nam da jednakosti prevodimo u ne-
jednakosti. Walter Stromquist, ¢iji rezultat ¢emo ovde predstaviti, za dokaz

dajes(10) = 3—1—\/; koristi pet lema, od kojih su lema 2 i lema 3 ve¢ dokazane

u drugom poglavlju, kao i lema 1, koju é¢emo formulisati malo druk¢cije (lema
11) i dokazac¢emo jos dve leme.

Lema 11 Neka jea <1 ib < 1. Tada svaki otvoreni kvadrat ciji centar je
u pravougaoniku [0, a] x [0, 0], mora seéi x-osu, y-osu ili pokrivati tacku(a, b).

Lemu 2 koristi¢emo najéesée u slucaju kada je a = 2v/2 — 2,b = 1 ili kad
a=1,b= V2 — % Za slede¢u lemu potrebno je da za 202 —-2<a<1
definisemo f(a) kao:

_ cos o* n 1 — acosb*
14 cosf* sing*

(1) f(a)

Y

gde je #* najmanja pozitivna vrednosti za 6, koja zadovoljava:
(2) 2cos® § — (2a + 2) cos® 0 + (a* — 2a + 3)cosf — (1 — a*) = 0.

Za vrednost a iz domena funkcije f uvek je 0 < 6* < 45°10 < f(a) < 1.
Na lemu 11 oslanja¢emo se u slede¢im sluc¢ajevima:

a T+4/3~0853 | /2~0894 | 0.96

fla) 0.972 0.926 | 0.769
o* 39.5° 24.1° 17.7°
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Lema 12 Neka a i b zadovoljavaju sledeée uslove: 2v/2—2 < a < 1,0 < b <
1, (a,b) je udaljeno nagvise 1 od (0,1) ib < f(a). Tada svaki otvoreni kvadrat
sa centrom u éetvorouglu ¢ija su temena (0,0), (0, 1), (a,0), (a,b), mora seéi
x-osu ili pokrivati neku od tacaka (0,1) ili (a,b).

Dokaz: Ako otvoreni kvadrat ne izbegava z-osu i tacku (0, 1), onda njegov
rub mozda dodiruje oboje kao na sledecoj slici:

sind

1 — acosf

Slika 29.

Neka je (s, b*) tacka u kojoj gornja stranica otvorenog kvadrata sece pravu

x = a. Trouglovi oznaceni zvezdicom su podudarni. Posto je z + 7= 1,
cos
0
sledi da z = %Y
14 cosf
(3) b* cos? +1 cos fsin 0
=— —a in
1+ cosé

Ako je 2v/2—2 < a < 11 6 u prvom kvadrantu, onda desna strana jednakosti
(3) ima jedinstven minimum, koji dostize za 6 < 45° i b* < 1. Kako je (a,b)
najvise 1 udaljeno od (0,1), ali ispod (a, f(a)), nize je od (a,b*) bez obzira
na vrednost 6, to onda znaci da je (a,b) unutar otvorenog kvadrata.O
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Lema 13 Neka je P petougao sa temenima (1,0),(1,1),(2,1),(2.12,0.9),
(2.12,0). Tada svaki otvoreni kvadrat ¢iji centar je u unutrasnjosti P, mora
seci x-osu, duz od (1,0.788) do (1,1) ili duz od (2,1) do (2.12,0.9).

Dokaz: Bez umanjenja opstosti, posmatra¢emo slucaj kada rub otvorenog
kvadrata dodiruje z-osu i obuhvata tacku (1,0.788). Neka je # ugao pod
kojim je otvoreni kvadrat nagnut u odnosu na z-osu.

Slika 30.

Ako je # < arctan 1.2 = 50, 2°, onda racunamo z-koordinatu tacke (z,1)
na kojoj gornja desna ivica otvorenog kvadrata sece pravu y = 1. Na slici
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Slika 31.

je ocigledno

0.212 . sinf + cosf — 1
a=——— 1 b= - ,
tgd sin 6 cos 6
pa je:
0.212 sinf +cosf —1
r=1+

tgd + sin 6 cos 6
za svaku vrednost 6 iz prvog kvadranta b > 0.828, iz Cega sledi da je za
tgd < 1.2

0.212
z>1+4+ 12 + 0.828 > 2.004,

zbog ¢ega otvoren kvadrat mora sadrzati tacku (2, 1).

Ako je arctan1.2 < 6 < arcsin0.9 ~ 64.2°, slicno kao u prethodnom
sluc¢aju racunamo z-koordinatu tacke u kojoj gornja desna ivica seCe pravu
y = 0.9 i dobijamo:

0.112 sinf +cosf8 — 0.9

=1
v + tg o * sin 6 cos 6

Ova funkcija dostize svoj minimum u 6 ~ 52.6°, kada je x = 2.1256, tako da
ivica prolazi uvek desno od (2.12,0.9).
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Ako je arcsin0.9 < 6, treba da izracunamo koordinate z, y temena
otvorenog kvadrata koje je najvise desno:

0.788
r=1+

1
- 0+cos€— i y=siné.

S1n

Posto 0.9 < y < 1, teme je desno od posmatrane duzi ako f—_; > 1.2.

Racunamo da je:

r—2 1—cosf 1+ sind
= 0212——
1—y sin 6 + sin 6 cos 0

Kada je sinf > 0.9 prvi sabirak na desnoj strani jednakosti je najmanje
0.6, a drugi najmanje 1, pa je lema dokazana.O

Teorema 10 Deset po parovima nepresecajucih otvorenih kvadrata ne mogu

se upakovati u unutrasnostt kvadrata sa stranicom s = 3 + \/g .

Dokaz: Neka je S kvadrat [0, s]?. Defini§imo deset tacaka A, B,C, D, E, F, G,
H,I,J kao §to je prikazano na slici. Tacke su: A(1,1),B(0.97,3),1(1.4, 5),
a ostale tacke simetricno u S.

Cc D E

B | J F

A H G
Slika 32.

Ako kvadrat S podelimo na oblasti kao na slici, na svaku od njih odnosi
se neka od lema 11, 31 12, gde je a =~ 0.853,b = 0.97. Na osnovu toga znamo
da je skup koji ¢ine tih deset tacaka skup neizbeznih tacaka, sto znaci da
svaki otvoreni kvadrat mora da sadrzi jednu od njih. Ako bi deset otvorenih
kvadrata bilo spakovano u .S, svaki bi morao da sadrzi tacno jednu od njih.
Nazvac¢emo otvorene kvadrate po tackama koje sadrze A-otvoreni kvadrat, B-
otvoreni kvadrat itd. Sustina dokaza je da se pokaze da H-otvoreni kvadrat
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sadrzi neku tacku duzi od (2, 1) do (2.12,0.9), pa ¢emo na osnovu te ¢injenice
doneti vazan zakljucak. Primetimo prvo da skup tacaka ostaje neizbezan i
ako se B zameni sa B’(0.75, s—1.96) i mozemo zakljuciti da se tacka B’ nalazi
u B-otvorenom kvadratu, pri ¢emu koristimo lemu 12 sa a = 0.96,b = 0.75.
Ako sada A zamenimo dvema tackama: A’(1,s —2.92) i A”(1.2,1), tacke
ostaju neizbezne, sto znaci da A-otvoreni kvadrat mora sadrzati bar jednu
od tacaka A’, A”.

C D E
| J F
B’
A"
H G
A
Slika 33.

Imajmo u vidu da je s — 2.92 < 0.788. Razmotrimo sada svaku od
ove dve moguénosti. Ako A-otvoreni kvadrat sadrzi A”(1.2,1), onda tacke
AA" B C,D,E,F,I,J i tacka (2,1) formiraju neizbezan skup. Sve one
su van H-kvadrata, osim (2,1), pa H-kvadrat mora sadrzati (2,1). Na
ovaj sluc¢aj primeni¢emo lemu 2. S druge strane, ako A-otvoreni kvadrat
sadrzi A'(1,s — 2.92), onda cela duz AA’, ukljucujuéi duz od (1,0.788) do
(1,1) nema zajednickih tacaka sa H-otvorenim kvadratom, kao ni tacke
B,C,D,E, F,G,I,J. Na sledecoj slici pokazana je podela kvadrata S na
oblasti, pa na osnovu leme 13 vidimo da H-kvadrat mora dodirnuti duz
(2,1) — (2.12,0.9).
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Slika 34.

U svakom slucaju, H-otvoreni kvadrat mora sadrzati neku tacku na pome-
nutoj duzi. Tacku preseka oznaci¢emo zvezdicom, a sedam ostalih zvezdica
na sledecoj slici oznacavaju ostale tacke koje moraju biti sadrzane u B-, D-,
F- otvorenim kvadratima, analogno analiziranom slucaju H-kvadrata. Te
tacke su negde na onakvim simetricnim ,kratkim duzima” (kao $to je duz
od (2,1) do (2.12,0.9)), ne znamo ta¢no gde, ali je sigurno da su najvise 1
udaljene od centra kvadrata S i od svake od dve najblize zvezdice. Svake dve
zvezdice povezane kra¢om duzi moraju biti u istom otvorenom kvadratu.

Slika 35.

Na kraju mozemo zakljuciti da osam zvezdica na slici, tacke A,C, F'i G i
centar kvadrata S ¢ine skup od trinaest neizbeznih tacaka. Sve one su van [
i J- otvorenog kvadrata, a ta dva otvorena kvadrata ne mogu oba da sadrze
centar, Sto znaci da je nemoguce pakovanje deset otvorenih kvadrata.O
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4 Pakovanje jedini¢nih kvadrata u pravougaonik

U dosadasnjem izlaganju odredili smo s(/N) samo za nekoliko nekvadrat-
nih brojeva N manjih od 100, odredujué¢i donja ogranicenja za svaki slucaj
posebno. U ovom poglavlju pokazacemo kako je Nagamochi [8], razmatrajuéi
problem pakovanja jedini¢nih kvadrata u pravougaonik, dosao do metoda
odredivanja donjeg ogranicenja za s(IN) za bilo koje N > 4, kao i do dokaza
za hipotezu da s(n? — 1) = s(n®* — 2) = n.

4.1 Nova donja ogranicenja

Uvodimo oznaku v(a, b), koja oznacava maksimalan broj jediniénih kvadrata,
koji mogu biti spakovani u unutrasnjost pravougaonika [0, a'] x [0,0], gde je
a < a,b < b. Ocigledno, trivijalno gornje ogranicenje je v(a,b) < ab, a mi
¢emo pokazati sledece:

Teorema 11 v(a,b) < ab— (a+1— [a]) — (b+1—[b]), za realne brojeve
a,b> 2.

Vidimo da za cele brojeve a,b > 2 vazi da je a X b najmanji pravougaonik sa
odnosom stranica a : b u koji je moguce spakovati ab— 2 jedini¢nih kvadrata.

Teorema 12 Neka je n ceo brojin > 1.

(i) Za svaki pozitivan ceo broj N, takav da je N € {n* n? — 1,n* — 2}, vaZi
da s(N) =n.

(i) Za svaki pozitivan ceo broj N, takav da N ¢ {n* n*—1,n? — 2}, vazi da

s(N)z\/N—ZL\/NJ+1+1>\/N.

Posebno naglasimo da je ovo novo ogranicenje u teoremi 2 (ii) strogo vece
od trivijalnog donjeg ogranicenja. Najpre ¢emo dokazati da teorema 12 sledi
iz teoreme 11.

Dokaz: Ako je N potpun kvadrat, tj. N = n?, onda za njega vazi:

s(N):n:mz(\/NW:\/N—2LWJ+1+1

VN +2> [VN].

Sada pretpostavimo da v/N nije ceo broj, pa za njega vazi [V N] =
|vV/N| +1. Onda imamo

\/N—QL\/NJ +141 = \/N— ([VN]?2+ (|[VN]| +1)2 =2|VN| +1+1 =
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VN +2— (WNT)2+ (VN))2 + 1.

Znadi, \/N—QL\/NJ + 141> [V/N] 41 ako i samo ako v/N +2 > [V/N].

Pozitivan ceo broj N zadovoljava nejednakost v/N + 2 > [v/N] ako i samo
ako postoji ceo broj n takav da je VN +2 > n > /N, tj. n2 > N > n? —2.
Znamo da s(1) =11 s(2) = s(3) = s(4) = 2, pa ¢emo posmatrati N > 4.

Prvo razmatramo slucaj gde je /N 4+ 2 > [v/N]. Po teoremi 11, kada je
a=0b=[vVN]>2, vazi da v([V'N],[VN]) < ([VN])? =2 < N, &to znaci
da N jednini¢nih kvadrata ne moze biti spakovano u kvadrat stranice manje
od [V/N7, tj. s(N) > [v/N]. Dokazali smo (7).

Razmotriéemo i drugi slucaj, kada N +2 < (\/NW Neka je k =
IVN| >2ia= \/N— 2|V/N] 41— [V/N] + 1. Ocigledno je o resenje
jednacine (o +k — 1)2 = N — 2k + 1 i, posto je VN +2 < [v/N], imamo

a < 1. Kada teoremu 11 primenimo za a = b =k + a > 2, imamo

v(k+a, k+a) < (k+a)?*—2(a+1—[a]) = (k+a)*—2a = (k+a—1)*+2k—1 = N.
Iz ovog vidimo da N jedini¢nih kvadrata ne mogu da se spakuju u kvadrat
stranice manje od k+a = \/N —2[v/N| + 141, pa smo dokazali da s(N) >

VN —2[VN] + 141 Postoje \/N —2[VN] + 141> VN —2VN + 1+
1 = +/N, dokazano je i (4).0

4.2 Neizbezni skupovi i tehnicke leme

Dosad smo za odredivanje donjeg ogranicenja a za s(n) kod pakovanja je-
dini¢nih kvadrata u kvadrat koristili neizbezni skup tacaka. Ovde, u slucaju
pakovanja u pravougaonik R, neizbezan skup tacaka nazovimo U, pa mozemo
zakljuciti da |U| 4 1 jedini¢nih kvadrata ne moze biti spakovano u R. Sada
¢emo definisati skup sacinjen od odredenih tacaka, ali i duzi i pravougaonika,
i pomoc¢u njega ¢emo na odreden nacin (koji u nekom smislu podseca na
tehniku neizbeznih tacaka) dokazati zZeljene nejednakosti. U xy-ravni, duz
L, koja povezuje tacke p; = (z1,y1) 1 p2 = (x2,y2) oznacavamo sa L =
[p1,po) ili [(x1,41), (22, y2)]. Pravougaonik sa stranicama paralelnim koordi-
natnim osama oznacavamo uobi¢ajeno [z1, ] X [y1,y2]. Da bismo dokazali
v(a,b) < ab—(a+1—[a]) — (b+1— [b]) za realne brojeve a,b > 2, pos-
matramo pravougaonik [0, a] x [0,b] u zy-ravni. Neka se skup U sastoji od
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pravougaonika R*, ¢etiri duzi L;(i = 1,2,3,4), skupa @ od osam tacaka i
skupa P od 2[a] + 2[b] — 12 tacaka:

1,0 —1] x [1,b— 1]
[(0.9,1), (a — 0.9,1)]
[(0.9,0— 1), (a— 0.9,b — 1)]
[(

[(

1,0.9), (1,5 — 0.9)]

R
Ly
Ly
Ly
Ly a—1,0.9),(a—1,b—0.9)]

Q = {(0.9,1), (a — 0.9,1), (0.9,b — 1), (a — 0.9,b — 1), (1,0.9), (1,0 — 0.9),
(a—1,0.9),(a—1,0—0.9)}

P =1{(i,09), (i,a—0.9)i = 2,3,..., [a] — 2} U{(0.9,5), (b— 0.9, 7)]
j=2,3,..[b] — 2}

1+a— [a]

(0,b) . ‘ ‘ (a,b)
\Q P P P q
---------Q i L2 E Q -------
i 0 14+b—[b]
P L3 E R N P
_________ 3 L Q...
QQ *p ‘p P
(0,0) ' ' (a,0)
Slika 36.

Neka je A > 1. Redi ¢emo da se R i U suzavaju ka (0,0) za faktor A\7',
ako svaku tacku (z,y) iz R i U preslikamo u novu tacku (A\~'z, \"1y). Tako
dobijene homoteti¢ne slike skupova R i U ozna¢imo sa A™'Ri A\71U. Za dati
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jedini¢éni kvadrat S unutar A"'R i objekat K € {Q, P, Ly, Ly, L3, Ly, R*}
definisemo skor o(S; K) od S za K na sledeéi nacin:

e 0(S; R*) = (povrsina preseka S i R* ) - \?,

S; L;) = (zbir duzi u preseku S i duzi L; ) - 0.5\,

(
(

e 0(5;Q) = (broj tacaka iz @ sadrzanih u S ) - 0.45,
(

Definisemo
o(S) = o(S; R*)+0(S; L1)+0(S; Le)+0(S; L3)+0(S; L) +0(S; Q)+o(S; P).
Duzi L; i tacke iz Q mogu doprineti ukupnom skoru svih kvadrata najvise
za 2(a —1.8) x 0.5+ 2(b—1.8) x 0.5+ 8 x 0.45 = a + b. Svi objekti iz U
ukupnom skoru svih kvadrata mogu doprineti maksimalno (a — 2)(b — 2) +
a+b+Ja] -3+ [b] -3=ab—(a+1—[a])—(b+1—[b]). Sustina dokaza
¢e biti sledeca lema.

Lema 14 Svaki jedinicni kvadrat S unutar A\™'R zadovoljava o(S) > 1.

Dokaz leme 14 izveséemo tek kada pokazemo niz tehnickih lema (lema 15
- lema 19), a sada pokazujemo da teorema 11 sledi iz leme 14.

Pretpostavimo da je u A™' R spakovano N’ jedini¢nih kvadrata, od kojih
svaki, po lemi 14, ima skor ve¢i od 1. Posto je ukupan skor u U jednak
ab— (a+1—1Ta]) — (b+1— [b]), zakljucujemo da je

N <ab—(a+1—T[a])—(b+1—[b])
za faktor A\™1 < 1, tj.
v(a,b) <ab—(a+1—Ta])—(b+1—b]).0

U daljim razmatranjima kvadrat S sa stranicom duzine \ zvacemo A x A
kvadrat. Za dokaz leme 14 pogodnije nam je da posmatramo pakovanje A x A
kvadrata sa A > 1 u pravougaonik R = [0,a] x [0, b], umesto prethodno pos-
matranih A™'R i A7'U. U ovom slucaju, svaki L; doprinosi o(S) sa 0.5 po
jedinici duzine i R* sa 1 po jedinici povrsine, dok svaka tacka () doprinosi sa
0.45 i svaka tacka P sa 0.5. Dovoljno je da se pokaze da svaki A x A kvadrat
Ssa A€ (1,1.01] ima o(S) > 1 nad RiU.

U cilju dokazivanja leme 14, dokazacemo slede¢e leme, u kojima ¢emo
koristiti A € [1,1.01].
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Lema 15 Neka je S kvadrat Ax X sa A € [1,1.01]. Za pravu L na rastojanju
h € [0,(v2—1)/2) od centra kvadrata S, neka je ¢ duzina presecne duzil i
S. Onda jec> X\ ili c > 1.

Dokaz: Neka L seCe stranice e; i ey jedini¢nog kvadrata S. Ako e i
es nisu susedne, oc¢igledno je ¢ > A, pa je dovoljno razmatrati slucaj kad
su one susedne. Neka 6 oznacava ugao koji grade prava L i eg, gde je,

bez umanjenja opstosti, 0 < ¢ < 7. Neka je t = tan 27 Sto znaci da je

0
0<t:tan§§ 2 — 1. Tada je

(1+3)*  (1+)(1+2t—1¢?)
(1 -12) 4t(1 — t2)

C =

Slika 37.

Za fiksno t ova funkcija je opadajuca po h, pa je dovoljno da pokazemo
da je ta funkcija veca ili jednaka 1 za maksimalno h, tj. da

f(ht) = =2h(1+t3)* + (1 + ) (1 + 2t — ) — 4¢t(1 — #*) > 0
zah=(V2-1)/2.
V2 -1
IaL
Iz konkavnosti kvadratne funkcije g(t) = —v/2 2 + (2 4+ 2v2)t +2 + /2
i ¢injenice da g(0) > 0, g(v/2) > 0, za 0 < t > /2 — 1 zaklju¢ujemo da je

)= (t+1— V22 (—V2 12+ (2+2V2)t + 2+ V2).

—1
g(t) >0, paondai f( ) >0ic>1.0
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Lema 16 Neka je S kvadrat A x A sa A € [1,1.01], tako da jedan ugao
od S dodiruje x-osu i S je potpuno iznad x-ose. Za pravu L 1y = h sa
h € (0.5,v/2 — 0.5), neka je ¢ duzina presecne duzi S i L. Onda je ¢ > X ili
c> 1.

Dokaz: Neka L sece stranice kvadrata S. Kao u prethodnoj lemi, mozemo
pretpostaviti da su to susedne stranice, jer inace ¢ > A. Za h > 0.5 nijedna
od stranica e, eo ne dodiruje z-osu. Neka je 6 ugao koji L gradi sa ey, gde
0 <0< 7. Nekajet :tang, Sto znaci da je 0 <t :tang <2 —1. Onda
je:
1+ 21—t +t*—13)
2t(1 — 2) 211 —¢2) 7
koja je opadajuca funkcija za fiksno ¢. Slicno kao u dokazu prethodne leme,
dovoljno je pokazati da je

c=—(h-1)

f(ht)=—=(h—1)A =) +2t — 22 + 26> — 2t* — 2t +2t> > 0

za h=+2—0.5.

Slika 38.

Imamo: f(v2—0.5,1) = (t+1—v/2)%(—(14+2v2)t? +(2v/2+2)t + 1), pa
opet iz konkavnosti kvadratne funkcije g(t) = —(1 +2v/2)t> 4+ (2v2+2)t + 1,
g(0) > 01ig(v/2—1) > 0je g(t) >0, jer 0 <t < +/2—1. Na kraju,
f(V2-051)>0ic> 1.0
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Lema 17 Neka je S kvadrat A x A sa A € [1,1.01] i ey i ex susedne stranice
kvadrata S koje se sastaju u temenu M kvadrata S. Za tacke Py na ey i Py
na ey (obe razlicite od M) neka je ¢ duZina duzi L = [Py, P3|, a d povrsina
trougla koji zaklapa L i duzi [Py, M] i [M, P5]. Tada 0.5¢ > d.

Slika 39.

Dokaz: Neka su h il duzine duzi [P, M| i [M, P,] redom. Tada je ¢ =

hl
Vh2+121id = 5 Dovoljno je pokazati da h? + 12 — h%®2 > 0. Posto
h,l € (0,)], imamo h? + 12 — h?> = (h—1)> + hl(2 — 1) > hi(2 — \?) > 0.0
Lema 18 Neka je S kvadrat A x A sa A € [1,1.01], takav da jedno njegovo
teme lezi na x-osi 1 S je potpuno iznad x-ose, ¢ > 0 je duzina preseka S sa

pravom L 1y = 1, a d je povrsina trougla koji zaklapaju S i L. Onda je
d+ 0.5¢ > 0.5.
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Slika 40.

Dokaz: Neka je § € (0, %] ugao koji grade stranica kvadrata i z-osa i

t = tg%. Dobijamo d = ¢ - t(1 —*)/(1 + %)% Za A = 1 vrednosti c i d
oznaéimo sa ¢ i d. Tada vazi:

l—c=d=(t—t})/(1+1)

d+05¢=1-¢+05¢=05+05(1-¢)>0.5

Razmotrimo sada slucaj kada je A > 1. U tom sluc¢aju mozemo pisati
c=7c+zitada

d=C+z)* t(1—t)/(1+ ) =d+ (2e+2%) - t(1 —t3) /(1 + *)?
za neki broj x > 0. Tada
d+0.5¢ =d+0.5¢ + 0.52 + (2e + 2%) - t(1 — *) /(1 +t*)* > d + 0.5¢ > 0.5

O

Lema 19 Neka je S kvadrat X x X sa X € [1,1.01], tako da jedno njegovo
teme lezi na x-osi © S je potpuno iznad x-ose. Pretpostavimo da dve susedne
stranice ey i es kvadrata S seku pravu L =y =1, tacka (1,1) nije u S, tacka
(2,0.9) je na stranici es. Neka je ¢ duZina preseka S i L, d povrsina trougla
koji zaklapaju S i L, a P' = (1,1 — ) je tacka preseka ey i prave x = 1.
Tada d + 0.5¢ + 0.5 — 0.5¢ > 1.
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c / c (2,0.9)

Slika 41.

Dokaz: Za vrednosti d,c,—c za A x X\ kvadrat S sa A > 1 moZzemo
dobiti manje vrednosti d, ¢, —¢’ izborom X x X kvadrata, gde je 1 < X < \.
Posmatra¢emo samo slucaj A\ = 1. Neka je 6§ € (0,Z] ugao koji grade e; i

2
prava L :y = 1. Izracunavamo:

t(L—t)  t+t* , 26(t(1—1t)* —0.2t)

1+t "1+t O T (1 + t2)?

Da bi ¢ bilo pozitivno, tj. da bi tacka (1, 1) bila van S, mora biti (1 — )% —
0.2t >0, tj. t <1 —+/0.2. Uzmimo ¢ = 1 — d. Da bismo dokazali tvrdenje,
dovoljno je dokazati da d > ¢, tj.

t(1—1t)  2t(t(1 —t)? — 0.2t
1+t (1 —t2)?

Ekvivalentna nejednakost je f(t) = (1 —¢)*(1 — ) — 2(¢(1 — t)? — 0.2¢) > 0.
Funkcija f(t) = (1 — £)%(2 — (1 +t)?) + 0.4t je pozitivna za 0 < t < /2 — 1.
Akoje 041 < /2 —1<t<1—+0.2 < 0.56, onda imamo: (1 — 0.41)%(2 —
(1+0.56)%) +0.4-0.41 > 0, pa je lema dokazana.O

, 0<t<1-—+02

4.3 Dokaz leme 14

Ako sa S ozna¢imo A x A kvadrat, gde je A € (1,1.01], koji je u celosti
sadrzan u pravougaoniku R = [0,a] x [0,b]. Da bismo dokazali lemu 14,
dokazac¢emo da je o(S) > 1. U odnosu na polozaj kvadrata S razlikujemo
sedam slucajeva.
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Prvi slucaj

Ovo je slucaj kad je S kompletno sadrzan u R* = [1,a — 1] x [1,b— 1], pa
se lako vidi da je o(S) > o(S; R*) = A\? > 1.

Drugi slucaj

Razmatramo slucaj kad S nije kompletno u R*, centar kvadrata .S je u R*,
S ne sadrzi nijednu tacku iz () kao svoju unutrasnju tacku i ne postoji duz
L; € U, koja sece dve nesusedne ivice S. U ovom slucaju postoji duz L; € U
koja sece dve susedne stranice kvadrata S, odsecajué¢i od njega trougao T;
koji nije sadrzan u R*. Moguéi polozaji kvadrata S prikazani su na sledecoj
slici, a pomenuti trouglovi mogu i da se preklapaju, kao u slucaju kvadrata

532

DO

\/ "\ —

Slika 42.

Neka je d; povrsina trougla 7T;, a ¢; duzina presecne duzi L; i S. Iz leme
17 znamo da je 0.5¢; > d; za sve takve L;, pa onda gubitak d; u o(S; R")
nadoknaduje o(S; L;) = 0.5¢;. Znaci, o(S) nije manje nego kod kvadrata S
kompletno sadrzanog u R*, pa je o(S) > 1.

Tredi slucaj

Centar kvadrata S je u R*, S ne sadrzi nijednu tacku iz () kao unutrasnju
tacku, ali postoji duz L; koja sece dve nesusedne stranice S. Duzina presecne
duzi L; i S je bar A > 1. Ako bi postojale dve takve duzi, onda o(S) >
2-0.5- X > 1. Ako jedna duz L; odseca od S ¢etvorougao koji nije sadrzan u
R*, a druga duz L; odseca nepokriven trougao 77j, posto je centar kvadrata S
u R*i0(S;R*) > 0.5)\2, bice 0(S) > o(S; R*) +0(S; L;) > 0.5A2+ 0.5\ > 1.
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Slika 43.

Cetvrti slucaj

U ovom slucaju centar kvadrata S je u R* i S sadrzi tacku iz @) kao
unutrasnju. Pokaza¢emo da se ovaj slucaj moze svesti na drugi slucaj.
Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da S sadrzi tacku (1,0.9). Za pro-
cenu minimuma o(S), privremeno zamenimo tacku (1,0.9) sa duzi L' =
[(1,0.9), (1,0)], podesavajuci da skor duzi L' po duzini bude 0.5. Napom-
injemo da je ukupan skor od L’ 0.45, isto kao za tacku (1,0.9). Analogno
postupamo u sluc¢aju da S sadrzi druge tacke iz ). Ovim ,zamenama” o(S)
se ne povecava, pa sa istim argumentima iz drugog slucaja dokazujemo da je

o(S)> 1.
Za naredne slucajeve potrebno je da dokazemo slede¢u lemu:

Lema 20 Neka je S kvadrat A x X\, gde je A € (1,1.01], koji je u celosti
sadrzan u R. Pretpostavimo da centar kvadrata S pripada pravougaoniku
[0,a] x [0,1]. Tada

(1) Duzina preseka S i prave L :y = 0.9 je veca od 1

(17) Ako centar od S pripada kvadratu [0,1] x [0,1], onda S sadrzi tri tacke:
(1,1),(1,09), (0.9,1) € Q

(7i1) S sadrzi najmange jednu tacku iz Q U P
() o(S;R) >0

Dokaz:
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(1) Ako L seCe dve nesusedne stranice, jasno je da je duzina preseka ¢ >
A > 1. Zato pretpostavimo da L sece dve susedne stranice kvadrata
S. Ako je centar ispod prave L, onda je dovoljno da razmatramo samo
slucaj kada ugao kvadrata S dodiruje z-osu (,najgori slucaj”), a tada
mozemo primeniti lemu 16 sa h = 0.9, pa sledi da je ¢ > 1. Kada se
centar nalazi izmedu pravih L iy =1, iz leme 15 sa h = 0.1 sledi da je
c> 1.

(77) Na osnovu leme 1 znamo da svaki jedini¢ni kvadrat u prvom kvadrantu
¢iji je centar u [0, 1] x [0, 1] sadrzi tacku (1,1), pa onda S, za A > 1,
sadrzi (1,1) kao unutrasnju tacku. Dokazacemo da S sadrzi tacku
(1,0.9) (analogno se moze pokazati za tacku (0.9,1)). Iz (i) vidimo da
S sadrzi jednu od tacaka (0,0.9) i (1,0.9). Pretpostavimo da sadrzi
(0,0.9), ali ne i (1,0.9). To se moze dogoditi samo kada je jedno teme
kvadrata S bas tacka (0,0.9). Ako sa e; i e oznac¢imo stranice kvadrata
S koje ne ishode iz tog temena, onda je rastojanje bilo koje tacke sa ey
ili e2 od tacke (0,0.9) najmanje A > 1, pa S mora sadrzati tacku(1,0.9)
u unutrasnjosti.

(17i) Ovo tvrdenje je posledica (i) i (i7)

(1v) Ako centar kvadrata S pripada pravougaoniku [1,a—1] x [0, 1], iz A > 1
lako se vidi da o(S; R*) > 0, a ako pripada preostalim kvadratima, to
sledi iz (7).

Peti slucaj

U ovom slu¢aju centar kvadrata S pripada pravougaoniku [0, 1] x [0, 1]
Iz leme 20 (7i) vidimo da S sadrzi (1,0.9),(0.9,1) € Q i duzi [(1,0.9)(1,1)] i
[(0.9,1), (1,1)], pa je onda

o(S)>0o(S;R*)+045-2+0.1-2-05>1
Sesti slucaj

U ovom slucaju centar kvadrata S pripada pravougaoniku [1,a—1] x [0, 1]
i prava y = 1 sece dve susedne stranice ey i e od S. Neka je L’ presecna duz
prave y = 11 .5, ¢ njena duzina, a d povrsina trougla T, koji zaklapaju L/,
€1 i €a.

e Prvo pretpostavimo da S sadrzi tacku P inijednu od tacaka (0.9,1), (a—
0.9,1) koje suu Q). Tada ¢e cela duz L biti u L;. Tacka P u ukupnom
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skoru doprinosi sa 0.5, pa, ako 1" pripada R*, potrebno je proceniti min-
imum od d + 0.5¢c. Za procenu tog minimuma uzmimo da S dodiruje
z-osu (,najgori slucaj”). Na osnovu leme 18, imamo d + 0.5¢ > 0.5, pa
je 0(S) > d+0.5¢+ 0.5 > 1. Ako se trougao T" dobija u preseku sa Lo,
primeni¢emo lemu 17 na trougao koji grade S'i Lo.

e Kada S sadrzi tacku iz P i bar jednu od tacaka (0.9,1), (a—0.9,1) € @,
recimo (0.9,1), onda sadrzi i duz [(0.9,1),(1,1)], pa imamo o(S) >
o(S;R*)+0.54+0.4540.05 > 1.

e Ako S ne sadrzi tacku iz P, tada, po lemi 20 (7i7), sadrzi bar jednu
od tacaka (1,09),(a — 1,0.9) € Q. Pretpostavimo da sadrzi tacku
(1,0.9). Ako sadrzi i tacku (0.9,1), onda sadrzi duz [(0.9,1),(1,1)] i
[(1,0.9),(1,1)] i tada je o(S) > o(S;R*) +2- (0454 0.1-0.5) > 1.
Ako S sadrzi tacku (a — 1,0.9), onda se lako pokazuje da S sadrzi
duzi [(@ — 1,0.9),(a — 1,1)] i [(a — 0.9,1), (a — 1,1)], pa je o(S) > 1.
Pretpostavimo sada da S ne sadrzi nijednu od tacaka (1,09), (a—1,0.9).
Ako sadrzi tacku (min(2,a — 1),0.9), onda na osnovu leme 18 sledi da
0(S)>0.45-2+d+0.5¢ > 1. Ako ne sadrzi tacku (min(2,a — 1),0.9),
gde je a > 3, (slucaj a < 3 analizira se analogno), posmatrac¢emo
ynajgori” slucaj, kada jedan ugao kvadrata S dodiruje z-osu i tacka
(2,0.9) je na jednoj stranici kvadrata S. Ako je tacka (1,1) u S, onda
o(S;L3)+0(5;Q) > 0.510(S) >d+ 0.5¢c+ 0.5 > 1 na osnovu leme
18.

e Pretpostavimo sad da tacka (1,1) nije u S. Neka je P = (1,1 —
') presecna tacka duzi [(1,0.9),(1,1)] i stranice kvadrata S, gde duz
[(1,0.9),(1,1)] nije sadrzana u S. Tada je 0(S;L,) = 0.5¢i o(S; Ls) +
0(S;Q) = 0.5 —0.5¢. Onda vazi 0(S) > d+ 0.5¢+ 0.5 — 0.5¢ > 1 na
osnovu leme 19.

Sedmi slucaj

Poslednji slucaj je slucaj gde je centar kvadrata S u pravougaoniku [1,a—
1] x [0,1] i prava y = 1 sece dve nesusedne stranice e; i e; od S. Neka je
L’ duz u preseku prave y = 11 S, a njena duzina c. Jasno je da je tada
c>A> 1.
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Ako duz L’ pripada Ly, tj. S ne sadrzi nijednu od tacaka (0.9, 1), (a —
0.9,1) € @, 1 S sadrzi tacku P, onda o(S) > 0.5¢+ 0.5 > 1.

Ako S sadrzi obe tacke (0.9,1), (e —0.9,1) € @, onda L, cela pripada
S, pac(S)>o(S;R*)+ (0454 0.05) - 2 > 1.

Kada S sadrzi (0.9,1), ali ne i (¢ — 0.9,1) (obrnut slu¢aj razmatra
se analogno), po lemi 20(zi7), S sadrzi jednu od P tacaka (2,0.9) ili
(1,0.9). Tada sadrzi duz [(0.9,1),(1,1)] ili duz [(1,0.9), (1, 1)], odakle
imamo o(5) > o(S; R*) +0.54 0.5 > 1.

U sluéaju kada L’ pripada L; i S ne sadrzi tacku P, po lemi 20(ii),
S sadrzi (1,0.9) ili (a — 1,0.9). Pretpostavimo da S sadrzi (1,0.9)
(drugi slucaj analogno). Ako tada sadrzi i (1,1), onda sadrzi duz
[(1,0.9),(1,1)] i zadovoljava o(S) > 0.5¢ + 0.5 > 1. U slucaju da
S sadrzi (1,0.9), alinei (1,1) i (min{2,a — 1},0.9), kao na slici.

Slika 44.

Da bismo procenili minimum o (,S) u ovom sluc¢aju, mozemo pretpostaviti
da S dodiruje z-osu, dozvoljavaju¢i moguénost da y = 1 ne sece dve
nesusedne stranice kvadrata S, ali tada imamo situaciju razmatranu u
Sestom slucaju.

Kompletiranjem ovih sedam slucaja, dokazana je lema 14.0
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5 Zakljucak

U ovom radu pokazali smo primere pakovanja jedini¢nih kvadrata u kva-
drat, za neke vrednosti n odredili ta¢nu vrednost, a za neke pronasli netri-
vijalna gornja i donja ogranicenja za s(n), stranicu najmanjeg kvadrata u
koji mozemo spakovati n jedini¢nih kvadrata. Dokazali smo niz tehnickih
lema i uveli tehniku skupa neizbeznih i skoro neizbeznih tacaka, sto nam je
omogucéilo da odredimo vrednosti s(n) ili donja ogranicenja te vrednosti za
jos neke brojeve n. Utvrdili smo netrivijalnu gornju granicu broja jedini¢nih
kvadrata koji mogu biti spakovani u pravougaonik datih stranica, tom pri-
likom uvodeéi (znatno) uopstenje tehnike neizbeznih tacaka (ukljucujuéi u
tehniku i druge objekte: duzi i pravougaonike), sto nas je dovelo do ta¢nih
vrednosti s(n?—1) i s(n?—2) za sve prirodne brojeve n, kao i do novih donjih
ogranicenja za s(n) za sve vrednosti n > 4.

Rezultati izlozeni u master tezi su originalno dobijeni u radovima ve-
likog broja nauc¢nika tokom poslednjih 40-ak godina (koliko je ova oblast ak-
tuelna). Selekcija izlozenih rezultata nacinjena je s idejom da teza predstavlja
neku zaokruzenu celinu (¢italac ée prosuditi koliko je uspesno to postignuto).
Jasno, ova teza nije zamisljena da bude (niti moze biti) sveobuhvatan prikaz
rezultata iz ove oblasti, ali bar u nekim aspektima jesmo dosli prilicno blizu
toga da iscrpemo i zapravo sve $to je poznato: naime, mozda neocekivano,
u momentu pisanja ovog teksta postoje jos samo dve publikovane egzaktne
vrednosti funkcije s (pored onih izlozenih u tezi), naime s(13) = 41 s(46) = 7
[2] (8to zapravo svedoéi o slozenosti posmatranog problema, iako bi se on na
prvi pogled mogao pogresno doziveti kao vrlo jednostavan, mozda ¢ak i ba-
nalan)!

Oblast je i dalje aktuelna kod savremenih matematicara i pojavljuju se
novi rezultati. Izdvojili bismo rezultat Bentza (po naSim saznanjima, jos
neobjavljen, tj. postavljen samo na arXiv-u [3]), u kom se dokazuju jednakosti
s(22) = 51 s(33) = 6 (zajedno s rezultatima za s(6), s(13) i s(46), ovim se
,kompletira formula” s(n*—3) = nza3 < n < 7; dali mozda ova formula vazi
zasven > 37). Pomenimo jos, ispostavilo se da su se odredena istrazivanja na
jednom drugom, naizgled nepovezanom problemu kombinatorne geometrije
ispostavila kao tesno povezana s ovim problemom, i zapravo su se odatle
dobila neka nova donja ograni¢enja za s(n) [1]. Sto se ti¢e gornjih ogranicenja,
ona se najces¢e dobijaju eksplicitnim pronalazenjem Sto boljih pakovanja za
dato n, od ¢ega treba izdvojiti pristup Gensana i Ryckelyncka [7], koji razvili
odredeni heuristicki algoritam i pomocu njega uspeli da poprave najbolja do
tada poznata gornja ogranic¢enja za s(n) za vise vrednosti n.
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