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Predgovor

Diferencijalna geometrija proucava svojstva krivih i povrsi koristeé¢i analizu i linearnu

algebru. U ovom radu, predmet istrazivanja su razli¢ite klase povrsi (pravolinijske, rotacione i
minimalne).
Rad se sastoji od cetiri poglavlja. U prvom poglavlju su uvedeni osnovni pojmovi teorije
krivih i povrsi koji su potrebni za dalje razumevanje izloZzene materije. U drugom poglavlju su
izlozene pravolinijske povrsi, kao i neke podklase linijskih povrsi. Nihova velika primena je u
arhitekturi 1 gradevinarstvu, pa su iz tog razloga interesantne za proucavanje. U tre¢em
poglavlju definisane su rotacione povrsi, njihove geometrijske veli¢ine i specijalan tip krivih
koje se nalaze na njima-glavne krive. Pokazano je da su glavne krive ba§ meridijani i paralele.
U cetvrtom poglavlju razmatrane su minimalne povrSi. To je oblast koja je i danas
interesantna jer postoji fizicka ilustracija matemati¢kog problema minimalnih povrsi.

Zahvaljujem se svom mentoru, dr Sanji Konjik, na velikoj pomoci i strucnim savetima
pri pisanju ovog rada, kao i na strpljenju i celokupnom zalaganju.
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1 Osnovni pojmovi teorije krivih i povrsi

U uvodnom delu da¢emo definiciju krive u R™. One se mogu definisati kao neprekidna
preslikavanja iz intervala I € R u R™. Medutim za analiticko izu¢avanje krivih neprekidnost
je isuvisSe slab uslov, jer tako definisane krive mogu da izgledaju dosta komplikovano i da
imaju mnoge neocekivane osobine. Na primer, postoje neprekidne krive koje prekrivaju Citav
kvadrat u ravni. Samim tim, prirodno je da uz uslov neprekidnosti imamo i uslov
diferencijabilnosti. Dakle, dodatni uslov samo govori da krivu mozemo linearno aproksimirati
u datoj tacki sa:

c(t) = c(tp) + c'(tn)(t — to).

Stoga, da bi ova linearna aproksimacija u tacki c(t,) bila moguca, zahtevacemo jo$ da je
c'(ty) # 0.

Sada mozemo definisati pojam regularne parametrizovane krive.

Definicija 1.1. Regularna parametrizovana kriva je preslikavanje c¢:I — R" klase C?! za
d

koje vazi d—i = ¢'(t) # 0,Vt € I, gde je I interval u R.
Definicija 1.2. Kriva c:I - R" je parametrizovana duzinom Iluka odnosno prirodno
parametrizovana ako je ||c'(t)|| = 1,Vt € I.

U ovom radu ¢emo koristiti teoremu o inverznom preslikavanju pa ¢emo navesti njenu
formulaciju:

Teorema 1.3. Neka je U otvoren podskup od R™ i f: U — R"™ klase C®, xy € U, y, = f(x0)
i Df (xo) invertibilno preslikavanje (tj. detDf (x,) # 0). Tada je lokalno u okolini x; ,

f difeomorfizam, tj. postoji otvorena okolina U; € U tacke x, i otvorena okolina V; tacke y,
tako da je f: U, — V; bijekcijai f~1:V; — U, je klase C*.

Posmatrajmo slede¢e parametrizacije:
c(t) = (rcost,rsint), t € [0,2],
y(t) = (r cos(2t),r sin(2t)), t € [0,m],
a(t) = (r cos(2t),rsin(2t)), t € [0,2m].

Date parametrizacije opisuju istu krivu: kruznicu u R? sa centrom u (0,0)
poluprecnika r > 0.

Obzirom da naizgled razli¢ite parametrizacije mogu opisivati istu krivu, definiSimo pojam
reparametrizacije krive na sledec¢i nacin:



Definicija 1.4. Neka su a: (a,b) — R™ i B:(c,d) — R™ diferencijabilne krive. Kazemo da
je B pozitivna reparametrizacija krive a ako postoji diferencijabilna funkcija
h:(c,d) — (a,b) takvada h'(u) > 0,zasvec <u<difB =aoh.

Slicno, kriva B je negativna reparametrizacija krive a ako postoji diferencijabilna funkcija
h:(c,d) — (a,b) takvada h'(u) < 0,zasvec <u<difB =aoh.

Kazemo da je (3 reparametrizacija krive a bez obzira na to da li je pozitivna ili negativna
reparametrizacija krive a.

Primetimo, izvodi ¢’,c”, ..., ¢V imaju vaznu ulogu u opisivanju krive ¢. Ako su dodatno
oni linearno nezavisni u svakoj tacki krive ¢, moé¢i ¢e da se formira n —okvir (tj.
ortonormirana baza) koja ¢e u potpunosti opisivati svojstva krive.

Definicija 1.5. Neka je ¢ regularna prirodno parametrizovana kriva u R™ klase C™. Kriva ¢
naziva se Freneova ako su vektori ¢’,c”, ...,c™ ™V linearno nezavisni u svakoj tacki krive.
Tada se krivoj ¢ moze pridruziti Freneov n —okvir {e,(s), ..., e,(s)}, s € I, koji je jedinstveno
odreden sledecim svojstvima:

i) {e;(s),...,e,(s)} formira ortonormiranu bazu koja je pozitivno orijentisana tj.
det(eq, ...,e,) > 0.

i) span{c'(s),c”(s), ...,c(k)(s)} = span{e,(s), ...,ex(s)}, k € {1, ...,n — 1}
iii) (c®(s),e,(s)) > 0,Vk €{1,...,.n— 1}, Vs.

Nadalje, ¢emo podrazumevati da vektori zavise od parametra s pa ¢emo ga radi lakSeg zapisa
izostavljati.

Konstrukcija Freneovog okvira krive se vrsi slede¢im Gram-Smitovim postupkom:

81 = CI
CII
e = —
27 e
e B C/’/ _ <C/’/’ el)el - <C///’ 62)62
Tl = (¢, er)e; — (", ex)es ||
. ¢ — FEA(c e
n-1 — _ _ _ .
e — 3L, ede|

Poslednji vektor e, je jedinstveno odreden u skladu s uslovom 1) iz definicije.

Primetimo da je svaka regularna kriva klase C® u R3® Freneova ako vazi ¢” # 0 jer da bi kriva
u ovom slu¢aju bila Freneova trebalo bi da ¢’ i ¢”’ budu linearno nezavisni. Medutim, kako je
kriva prirodno parametrizovana imamo da je

(c',c")y=1,
2



pa diferenciranjem ove jednakosti dobijamo da je:
(c',c"y=0.

Dakle, 0 # ¢" i ¢’ su ortogonalni, pa da bi bili linearno nezavisni, mora i ¢’ # 0, a to je ba$
ono $to smo tvrdili.

Definicija 1.6. Neka je ¢ Freneova kriva u R3 (tj. vazi ¢’’ # 0). Funkcija krivine u oznaci
k(s), regularne krive klase C® u R3definise se kao:

k(s) = llc" (.

Krivina krive se geometrijski interpretira kao mera odstupanja krive u datoj tacki od prave, tj.
meri u svakoj tacki koliko brzo tangentni vektor menja svoj pravac. Preciznije, ona
predstavlja intenzitet brzine promene pravca tangentnog vektora.

Definicija 1.7. Neka je U € R™ otvoren skup. Kazemo da je preslikavanje f:U — R™
diferencijabilno u tacki x € U ako postoji linearno preslikavanje A: R® — R™ takvo da vazi:

fx+8) =fl)+ A +o(llEID, NI — 0.
=:(Df)(x).

A se naziva Jakobijan funkcije £, tj. A = (D f; (x))1<i<m <ken
Rang preslikavanja f se definise kao rang Jakobijana (Df)(x).

Definicija 1.8. Neka je skup U S R* otvoren. Preslikavanje f: U — R" se naziva regularno
ako je za svako x € U rang Jakobijana Df (x) maksimalan tj. rk Df (x) = min{k,n}. Imamo
rkDf (x) = dim(Im Df (x)) = dim(R¥) — dim(Ker Df (x)). Tada:

i) k <n = dim(Ker Df(x)) = 0 = Df(x) je injektivno i f se naziva imerzija
i) k >n = dim(ImDf(x)) =n = Df(x) je sirjektivno i f se naziva submerzija.

Radi odgovarajuceg istrazivanja teorije povrsi zahtevamo da povrs nije data samo kao
diferencijabilno preslikavanje dve promenljive, ve¢ vise, zahtevamo geometrijsku
linearizaciju u smislu da u svakoj tac¢ki povrsi postoji linearna povrs (tj. ravan) koja dodiruje
povrs U toj tacki. Stoga, prirodno je da zahtevamo da Jakobijan povrsi U svakoj tacki ima
maksimalan rang (tj. da je preslikavanje imerzija).

Definicija 1.9. Neka je U € R? otvoren skup. Parametrizovani povrsinski element je imerzija
f:U — R3. f se naziva parametrizacija, elementi skupa U se nazivaju parametri, a njihove
slike preslikavanjem f tacke.

Ubuduée ¢emo cesto govoriti umesto parametrizovani povrSinski element samo povrs.
Takode, sliku povrSinskog elementa ¢emo oznacavati sa M.

Ako povrSinski element predstavimo u lokalnim (Dekartovim) koordinatama
parametrizacija f je data sa:

flu,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u, v)).

3



Tada je

xu x‘U
Df(u’ U) = (yu yv> (u, U) = (fu f;ﬂ)(u' 1.7),
Zy Zy

pa posto rang preslikavanja Df(u, v) mora biti maskimalan jer je f imerzija sledi da su
vektori f;, 1 f, linearno nezavisni na U, jer se rang definiSe kao maksimalan broj linearno
nezavisnih kolona. Vektori f, i f,, generiSu tangentni prostor (tangentnu ravan) na povrsinski
element f.

Uvodimo sledeée oznake za parametrizovani povrSinski element
f:U->R3 U< R?otvoren, u € U,p = f(u) :

T, U — tangentni prostor u u na U, T,U = {u} x R? (t]. prostor svih vektora u R? koji po¢inju
u tacki u)

T,R3 — tangentni prostor u p na R?, T,R® = {p} x R* (tj. prostor svih vektora u R* koji
pocinju u tacki p)

Definicija 1.10. Tangentna ravan na povrsinski element f u tacki f(u) u oznaci T, f definise
se kao:

Tuf:= Df | (T,U).

Elementi prostora T,,f se nazivaju tangentni vektori.

Oznacimo sa (-,-) Euklidski unutrasnji (skalarni) proizvod u R3 kao i u svakom tangentnom
prostoru T, R3, tj. koristicemo notaciju

(0, @.m) =& m,

gde su ¢ i n vektori iz tangentnog prostora T, R* koji imaju podetak u tacki p. Cesto ¢emo
govoriti da su vektori ¢ i n zakaceni za tacku p.

Sada moZzemo da definis§emo prvu fundamentalnu formu u oznaci |(-,-) .

Definicija 1.11. Prva fundamentalna forma povrsinskog elementa f je restrikcija ()
(skalarnog proizvoda) na sve tangentne ravni T, f,u € U, {].

I(X,Y) :=(X,Y), X,Y €T,f.

U datoj parametrizaciji prva fundamentalna forma se moze posmatrati i kao simetri¢na
bilinearna forma na T,, U, tj. kao preslikavanje

T,UXT,U 3 (V,W) = (Df|,(V), Df [,(W)).

Primetimo da smo za svaku tacku povrsi prvu fundamentalnu formu definisali na tangentnom
prostoru (tangentnoj ravni) povrsi. Pokazatemo da postoji jedinstvena matrica koja
predstavlja prvu fundamentalnu formu u odnosu na standardnu bazu tangentnog prostora T, f .
Primetimo da komponente ove matrice zavise od tacke f(u) na povrsi M. Za bilo koju drugu
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tacku f(u,) € M, gde u, € U, prva fundamentalna forma je definisana na isti nacin ali je
odgovaraju¢a matrica razli¢ita od prethodne. Predstavimo povrSinski element u lokalnim
(Dekartovim) koordinatama kao:

fw,v) = (x(w,v), y(w,v),z(w,v)).

Kako je f imerzija vektori f, i f, generidu tangentni prostor T,f. Zelimo da izrazimo
unutra$nji (skalarni) proizvod |(:,) u funkciji baze povrsi f. Nekasu X,Y € T, f. Tada X i Y
mozemo izraziti pomocu baze prostora T, f tj.

X =ai1fy +axf, 1Y = bify + bafs.
Racunajucéi dobijamo:
(X,Y) = a1b1(fu, fu) + ar1bo{fu, f) + azbs(fy, fu) + aabo(fy, f) =

= apby {fy, fu) + (a1by + azby) {fu, f) + azb; {fy, f)-

N——
F G

E
Dakle, dokazali smo slede¢u lemu:

Lema 1.12. Neka je |(:,"): To,f — R prva fundamentalna forma u tacki f(u) € M. Matrica
opisana prvom fundamentalnom formom |(:,-) u odnosu na bazu {f,, f,} je

(B P (1) NG\ (Sufd ko
(9= (5 ¢) “(|(fv,fu) I(ﬁ,ﬁ;))_((fv,fu) <fv,fv>)'

Primetimo, matrica je simetri¢na i pozitivno definitna.

Prva fundamentalna forma nam omogucava da racunamo metricke osobine objekata na
povrsi, kao npr. duZinu luka krive na povrsi, uglove izmedu tangentnih vektora ili povrSine
delova povrsi posmatrajuéi samu povrs a ne prostor R® u kom ona lezi.

Neka je M regularna povrS parametrizovana sa f:U — R3, gde je U c R? otvoren.
Posmatramo krivu na M datu sa c(t) = f(u(®),v(t)), gde je y(t) = (u(®),v())
diferencijabilna parametrizovana ravanska kriva na domenu U. Koriste¢i formulu za duzinu
luka krive na intervalu [t,, t]:

t
s(@@ =] ll<'@lldz.
to
Racunajucéi dobijamo:
c'(t) = futt’ + v,
gde su u’ i v izvodi po z. Imamo da je:

Ic'l|? = (', "y =(f,u’ + f,v, fLu' + f,v') =

= {fu fu)uIZ + 2(fu f)u'v" +(f,, fv)vlz-



Konac¢no:

lc'll = VEW? + 2Fu'v' + Gv'2.

Dakle, duzina luka krive ¢ na intervalu [t,, t] je:

t
s(®) = | VEW? + 2Fu'v' + Gv'2 dr.
to

Posmatrajmo sada dve ravanske krive a(t) i f(t) na U takve da prolaze kroz istu tacku tj.
a(ty) = B(ty) =q. Oznatimo sa y = foa i § = f o B odgovarajuce krive na regularnoj
povrsi M. Onda u tacki f(q) = p krive y(t) i 6(t) obrazuju ugao 6, takav da je

EACRIC |(«'(to), B (1))
R [ TN (L)

cos O

Kao §to smo pomenuli, prva fundamentalna forma nam dozvoljava da ra¢unamo povrSinu
odredene oblasti na povrsi.

Lema 1.13. Neka je M regularna parametrizovana povrs§ u R3 i f:U — M njena
parametrizacija. Neka je dat ogranicen skup Q U U. Povrsina dela povrsi f(Q) je data sa:

A(f(Q)) =fo /det(gij)dudv.

Dokaz. Formula za povr$inu dela povrsi je:

AF@) = [ aa=| fQ Ifu X f; dudv.

f(@)

Imamo da je:

det(gij) = ILIPIAIZ = (fu £)% = ILIPIANIZ(1 = cos? 6) =
= IAIZ1f117 sin? 6 = |If, X f,lI%.

Korenovanjem prethodne jednakosti i uvrStavanjem u formulu za povrSinu dela povrsi
dobijamo trazeno.
|

Definicija 1.14. Za povrsinski element f:U — R3 Gausovo preslikavanje v:U — R3 je
definisano sa
_ Ju Xy

<Al

1%

Jedinicni vektor normale v(u) nije vektor sa pocetkom u tacki f(u) vec je transliran tako da
mu pocetak bude u koordinatnom pocetku.



Definicija 1.15. Preslikavanje L := —Dv o (Df)~! definisano sa
Ly =—Dv|y° (Dflu)_l: Tuf — Tuf
naziva se Vajngartenovo preslikavanje ili shape operator od f.
Sledeca teorema obezbeduje dobru definisanost Vajngartenovog preslikavanja.
Teorema 1.16. Neka je f: U — R3 povrsinski element sa Gausovim preslikavanjem
v:U— S?cR3
i) Za svako u € U ravan koja je slika linearnog preslikavanja Dv/|,: T, U — T, )R>

je paralelna sa tangentnom ravni T, f. Na osnovu identifikacije T, R?® = R? =
Tr R3 se Dv u svakoj tacki moze posmatrati kao preslikavanje

Dv|,:T,U — T,f

Takode preslikavanje Df|, je linearni izomorfizam Df|,:T,U — T, f sa
inverznim preslikavanjem (Df|,) ™! koje je takode izomorfizam.

i) Za svako u € U, L, je linearni endomorfizam tangentne ravni u odgovarajucoj
tacki f(u).

i) L ne zavisi od parametrizacije (do na izbor znaka v). Takode L je
samoadjungovani operator s obzirom na prvu fundamentalnu formu (4. vazi
|(LX,Y) = |(X,LY), VX,Y € T,f)

Definicija 1.17. Neka su f:U — R3,v:U — S? i L kao u prethodnom tvrdenju. Tada za
tangentne vektore X i Y (tj. za X,Y € T, f) definisemo

i) drugu fundamentalnu formu u oznaci ||(-,-) od f sa:

(X, Y) = |(LX,Y)

i) trecu fundamentalnu formu u oznaci |||(-,-) od f sa:
(X, Y) = |(LX,LY) = (L*X,Y)

U narednoj lemi ¢emo dati dva nacina za izracunavanje druge fundamentalne forme kada je
poznat povrsinski element f: U — R3 i Gausovo preslikavanje v: U — S2.

Lema 1.18. Za povrsinski element f: U — R3 i Gausovo preslikavanje v: U — S? vazi:

o[y oor\ | 9%
b aui'auj B v'auiauj ’

gde smo sa h;; oznacili elemente matrice druge fundamentalne forme.



Dokaz. Kako svaki element iz prostora T,, f moze da se prikaze pomoc¢u baznih vektora i kako

je prema prethodnoj teoremi L linearno preslikavanje traZzenu jednakost je dovoljno pokazati
za bazne vektore. Dakle, uzmimo da je X = Ujy=2L
aui 6uj

Dalje, imamo:

of of\_ (,2f 9f\_|[ of of\ .| ov of).
"(Twa@)"( a—a—> s B T T

L9\ | ok
V'aujaui N v'(’)ujaui'

a<ﬂ

— ‘V’
aui au]

=0

pri ¢emu smo u jednakosti:
+  Kkoristili definiciju Vajngartenovog preslikavanja,
+* Lajbnicovo pravilo za skalarni proizvod vektora,

*xx vektor normale v je normalan na bazni vektor # , pa je njihov skalarni proizvod
j

jednak nuli. -
Sli¢no se pokazuje da su elementi matrice tre¢e fundamentalne forme jednaki:
ov dv
e =\7—, 75—
& aui Ou]
koriste¢i definiciju tre¢e fundamentalne forme.
Sumiraju¢i prethodno dokazano, imamo slede¢u napomenu.

Napomena. U lokalnim koordinatama za fundamentalne forme imamo sledece izraze:

: )
|: gij = <6ui'6uj>' (prva fundamentalna forma)
- __(ov or) _ [, 2
Il:  hyj = <6ui' au,-> = <v, o au,->' (druga fundamentalna forma)
1] : --—<a—va—v> (treca fundamentalna forma)
Coej = 2w’ 3w eca amentalna forma
za i,j =1,2.
Kao §to smo matricu prve fundamentalne forme oznacavali sa (gl- j) 1= (? IG:) , tako i

matricu druge fundamentalne forme mozemo zapisati kao:

(hij) = (IL\,I %)

U sledec¢oj lemi ¢emo pokazati kako izgledaju elementi matrice Vajngartenovog preslikavanja
izracunati preko elemenata matrica prve i druge fundamentalne forme.



Lema 1.19. Ako sa h{ oznacimo elemente matrice Vajngartenovog preslikavanja, tada vazi:

k

gde smo sa h;, oznacili elemente matrice druge fundamentalne forme, a sa g/ elemente
matrice inverzne matrici prve fundamentalne forme.

Dokaz. Kako je Vajngartenovo preslikavanje L:T,f — T,f, posmatratemo kako
preslikavanje L deluje na bazne elemente tangentnog prostora T,f. Kako je slika
preslikavanja L opet u T,,f imamo:

G0) - 3

i au]"

j=1

Sada imamo:

2 2
_ [, (9f\ Of\ _ jOf of\ _ Z j
hik B <L <6ul) 'auk> B Z hi au] 'auk B = hi Yir
]:

pa posto je matrica prve fundamentalne forme pozitivno definitna, imamo da je det( g jk) * 0,
pa postoji njoj inverzna, odnosno dobijamo:

h{ = Y hieg".

i . . -1 ..
Ovde, (gkf) ozna¢ava inverznu matricu: (g jk) 1.

(99) = 7552 (—GF _EF) - detclqk,-) (;ggziz _9212)'

Definicija 1.20. Neka je f:U — R3 povrsinski element, u € U, p = f(u) i neka je X € T, f.
Posmatramo krivu ¢ koja lezi na povrsi f i Ciji je tangentni vektor u p bas X tj. ¢(p) = X.
Tada definisemo normalnu krivinu i, Krive c sa:

oy, = [[(X, X).

Definicija 1.21. Neka je X € T, f jedinicni tangentni vektor, tj. |(X,X) = 1. X se naziva
glavni pravac za f ako vazi jedan od sledeca dva ekvivalentna uslova:

1) [|(X,X) (tj. normalna krivina x, u pravcu X) ima minimalnu ili maksimalnu
vrednost medu svim X sa osobinom |(X,X) = 1.

i) X je sopstveni vektor Vajngartenovog preslikavanja L. Odgovarajuca sopstvena
vrednost A (LX = AX) se naziva glavna krivina.

Moze se pokazati da su u prethodnoj definiciji uslov i) i ii) ekvivalentni.
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Nadalje ¢emo sopstvene vrednosti matrice Vajngartenovog preslikavanja (tj. glavne krivine)
oznacavati sa k4 1 K.

Definicija 1.22.

i) Determinanta K = det(L) = k,;k, e naziva Gausova krivina.
i) Aritmeticka sredina H = %Tr(L) = % se naziva srednja krivina.

Posledica 1.23. U lokalnim koordinatama imamo:

_det(|])  hyihy — h _LN— M?
det(|) 911922 — 91, EG—F?

1 1 .
H = = (h! + h? =—Eh-- N=—nowu-uv-——(h —2h +h ,
2( 1 3) ) 4 ijg Zdet(gij)( 11922 12912 22911)

tj.
_ LG —2MF + NE
~ 2(EG - F?)

U ovom poglavlju kori¢ene su reference: [2], [4] i [10].
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2 Pravolinijske povrsi (Linijske povrsi)

Pravolinijske povrSi predstavljaju vaznu klasu povrSi koje sadrze prave linije.
Pravolinijska povr§ nastaje pomeranjem prave po nekoj krivoj. Ova vrsta povrsi, a posebno
konoidne povrsi se jako Cesto koriste u gradevinarstvu i arhitekturi. Takode, konoidne povrsi
se koriste kao smele krovne konstrukcije. Uglavnom su se koristili tzv. sawtooth roofs ili
naborani krovovi, za pokrivanje industrijskih hala. Ovi krovovi se formiraju povezivanjem
istih elemenata na razli¢ite nacine. Pruzaju veliku koli¢inu dnevne svetlosti koja prolazi kroz
vertikalne povrSine stakala. Jednostavna proizvodnja i veoma bogat spektar oblika glavni su
razlog primena ovih vrsta povrsi u krovnim i drugim konstrukcijama.

b a‘
\4,..7-“» :
&a

U ovom poglavlju analiziraéemo pravolinijske povrsi, neke njihove osobine i dati
njihovu vizuelizaciju koriste¢i paket Mathematica. Kao podklasu pravolinijskih povrsi
posmatratemo 1 povrsi nulte Gausove krivine, poznate kao razvojne povrsi. Koristi¢emo

reference: [1], [5], [8] i [9].
2.1 Definicija i klasifikacija

Definicija 2.1.1.  Pravolinijska povr§ M u R3 je powrs koja sadrii bar jednu
jednoparametarsku familiju pravih i parametrizovana je sa f: U — M tako da:

flu,v) =c(u) + vr(u),

gde su c i r krive u R3. Krivu ¢ nazivamo direktrisom ili bazicnom krivom linijske povrsi, a
krivu r generatrisom.

U definiciji iznad ¢emo pretpostaviti da je ¢’ uvek rali¢ito od nule, kako bismo imali
regularnost krive ¢ kao i da r nije identi¢ki jednaka nuli jer u tom slu¢aju uopste nemamo

povrs.

Imamodaje f, = ¢'(w) + vr'(w) i f, = r(w)
Primetimo, x je regularno ako i samo ako su ¢’ (u) + vr'(w) i r(u) linearno nezavisni.

Definicija 2.1.2. U slucaju kada pravolinijska povrs ima dve razlicite parametrizacije ovog
oblika, za datu povrs kazemo da je dvostruko pravolinijska.
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Teorema 2.1.3. Za Gausovu krivinu pravolinijske povrsi vazi da je K < 0.

Dokaz. 1z Posledice 1.23 imamo da je
_det(|]) LN - M?
~ det()) EG-F%°

Kako je za linijsku povt§ N = hy, = (v, f,,,,) = 0 jer je:

fo =1Q), fov =0,

a takode vazi det(|) = ||f,, X f,||*> > 0, sledi da je

det(|[) —M?
= = <0.
det(]) det(])
|
Definicija 2.1.4. Razvojna povrs je pravolinijska povrs nulte Gausove krivine.
Lema 2.1.5. Povrs je razvojna ako i samo ako je M = 0. (M = hy,)
Dokaz. Direktna posledica prethodne teoreme:
—M? .
K=——=0akoisamoako M = 0.
EG-F
Definicija 2.1.6. Neka je M c R3 povrs. Onda:
i) M je tangentna razvojna povrs krive c: (a,b) — R3 ako M ima parametrizaciju
f(u,v) = c(u) + vc'(w).
i) M je uopstena cilindricna povrs nad krivom c:(a,b) — R3 ako M ima

parametrizaciju
fu,v) =c(u) + vq,

gde je g € R3\ {(0,0,0)} fiksna tacka.

i) M je uopstena konusna povrs nad krivom c:(a,b) — R®> ako M ima
parametrizaciju

fw,v) =p+vc(),
gde je p € R3 fiksna tacka. Tacka p je vrh konusa.

Lema2.1.7.

i) Neka je c: (a,b) — R3 regularna kriva cija je krivina k # 0 svuda. Tangentna razvojna
povrs f krive c je regularna svuda osim duz krive c.

ii) Uopstena cilindricna povrs f(u,v) = c(u) + vq je regularna kad god je ¢’ x q # 0.

iii) Uopstena konusna povrs f(u,v) = p + vc(u) je regularna kad god je vc x ¢’ # 0 i nije
nikada regularna u vrhu konusa.
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Dokaz. i) Za tangentnu razvojnu povrs imamo:
fuX fo(u,v) =(c"+vc") X' =c"Xc"+vc" xc' =vc" xc'.

Kako je
llc" x "l

0#F#K=—7
lIc'lI?

(Vidi literaturu [5], teorema 7.15)

sledi da je ¢’ x ¢" # 0. Dakle, povrs je regularna kad je v # 0. Dakle ako je v = 0 imamo
f(u,v) = c(u) paje povrs regularna u svim tac¢kama osim duz krive c.

Ostale Cinjenice dokazujemo sli¢no kao 1).
|

Lema 2.1.8. Ako je M tangentna razvojna povrs, uopsteni cilindar ili uopsteni konus tada je
M razvojna povrs.

Dokaz. Prema Lemi 2.1.5. ako pokazemo da je M = 0 u svakom od tri slu¢aja ima¢emo da je
povrs razvojna.

Za tangentnu razvojnu povrs imamo da je f(u, v) = c(u) + vc'(u), paje f, = ¢’ + vc”,
f,=c i f,,, = c". Dalje dobijamo:

e[ faXfe 1 _
M—Wﬁw—ﬂﬁxﬂwMtw%xﬁMﬁxﬁﬁﬁ
W foll S fo Fud = Esegle Fret ¢ =0

Za uopstenu cilindriénu povr§ imamo da je f(u,v) = c(u) + vq, pajef, =c'.f, =qi
fur = 0. Odatle imamo:

M= <V'fuv) = 0.

Za uopstenu konusnu povrs imamo da je f(u,v) = p + ve(u), paje f, = vc', f, =ci
fuw = c'. Odatle imamo:

) R
M‘Wf@‘ﬂmxnwﬁ»‘
= e xecr =0

Lema 2.1.9. Gausova krivina linijske povrsi f(u,v) = c(u) + vr(u) je negativna akko su
c¢',r i r' linearno nezavisni.

Dokaz. U Teoremi 2.1.3. smo pokazali da je za linijske povrs$i Gausova krivina K < 0. Ako
pokazemo da je K = 0 ako i samo ako su ¢’,r i r’ linearno zavisni, ima¢emo trazeno.

U Lemi 2.1.5. smo videli da je K = 0 ako i samo ako je h;, =0 tj. M = 0 odnosno kada
imamo razvojnu povrs. Dalje ra¢unamo h,,.
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Kako je
fuxXfp=(C +vr)xr=c xr+v@' xr) i f, =7r"sledidaje:

_
If < Sl

———(c'Xr+v(@' xr),r)=

hy, = (v, fuv) = (fu X fv, fuv) =

1
A
1

=i xnr+ @ X, r).

Odatle je:

hi, = (c" xr,71).

1
Ifu x £l
Sada imamo da je h,, = 0 ako i samo ako (¢’ X r,r") = 0 ako i samo ako je det(c’,r,7") =0

ako i samo ako su ¢’, r i ' komplanarni tj. linearno zavisni.
|

Primer 2.1.10. Mebijusova traka, jednograni hiperboloid i hiperboloicki paraboloid imaju
Gausovu krivinu K < 0.

Resenje. Pokazali smo da za linijske povrsi vazi: K < 0. Jednostavno se proverava da su
Mebijusova traka, jednograni hiperboloid i hiperbolicki paraboloid linijske povrsi, pa je
dovoljno pokazati da je K # 0 pa ¢emo imati traZeno.

Iz prethodne leme imamo da je K + 0 ako i samo ako je hy, # 0 ako i samo ako je
(c"xrr')+0.

Mebijusova traka je parametrizovana sa:

u u u
moebiusstrip[a](u,v) = (a cosu + v cos E cosu,asinu + vcos E sinu, vsin —),

2
Za Mebijusovu traku imamo:

c(u) =(acosu,asinu,0), r(u) = (cos%cosu,cos%sinu,sing), paje

¢'(u) = (—asinu,acosu,0),

0 ( 1 u u 1 u . N u 1 u)

r'(u) = (—=sinzcosu —cos—sinu,——=sin—sinu + cos-cosu,=-cos =,
2 2 2 2 2 2 2 2

, u u u

c'(u) xr(u) = (a cosusinz,asinusinz, —a cosz),

(c"(uw) xr(u),r'(w)) = —la + 0.

Odatle imamo da je za Mebijusovu traku vazi K < 0.
14



Jednograni hiperboloid je definisan neparametarski sa:

x2 yZ ZZ

a?  b% 2

Pokaza¢emo da je jednograni hiperboloid dvostruko-linijska povr$ nalaze¢i dve linijske
parametrizacije. Fiksiraju¢i a, b, ¢ > 0 i definiSuci

hyperboloid[a, b, c]*(u,v) = c(u) + vc'(u) + v(0,0,¢),
gde je

c(u) = ellipse[a, b](u) = (acosu,bsinu,0)

standardna parametrizacija elipse

Lako se proverava da je
hyperboloid[a, b, c]*(u, v) = (a(cosu F vsinu), b(sinu + v cosu), cv)
zaista parametrizacija hiperboloida.

Uzmimo hyperboloid|a, b, c]* (u,v) = (a(cosu — vsinu), b(sinu + v cos u), cv), pa
imamo:

c(u) =(acosu,bsinu,0), r(u) = (—asinu,bcosu,c).

Odatle je:

c¢'(u) = (—asinu,bcosu,0),r'(u) = (—acosu,—bsinu,0),

c¢'(u) xr(u) = (bccosu,acsinu,0), (c"(w) xr(u),r'(uw)) = —abc # 0.
Sledi da je za jednograni hiperboloid Gausova krivina K < 0.

Hiperboli¢ki paraboloid je definisan neparametarski sa

Z = Xxy.
MoZemo ga parametrizovati sa:

1
hparaboloid(u,v) = (u,0,0) + v (0,1,u).
P V1 + u?
Za hiperbolicki paraboloid imamo:
W= w00, W =——(Lu)
clu) =, Vu), ru) = yLu),
V1 + u?

c¢'(u) = (1,0,0),
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W(u>==(o. 1 ),
JaA+ w0 JA+ )3

, —u 1
€' xrlu) = (O'\/l Fuz V1 +u2)'

(c"(uw) xr(u),r'(w)) = # 0.

1+ u?

Sledi da je za hiperbolicki paraboloid K < 0.

2.2 Necilindri¢ne pravolinijske povrsi

U ovom odeljku ¢emo pokazati da ukoliko uvedemo dodatnu pretpostavku u definiciju
linijskih povrsi, tj da je r X r" uvek razli¢ito od nule, gde je r generatrisa linijske povrsi, onda
¢emo pravolinijsku povr§ moci da reparametrizujemo pomocu tzv. “standardnih parametara”.

Definicija 2.2.1.  Pravolinijska povrs parametrizovana sa f(u,v) =c(u) +vr(u) je
necilindricna ako je r X r' uvek razlicito od nule.

Lema 2.2.2. Neka je f parametrizacija necilindricne pravolinijske povrsi oblika
f(u,v) = c(u) + vr(u). Tada f ima reparametrizaciju oblika:

fwv) =0o() +vs(w),
gde je ||8]l = 1i{c’,8’) = 0. Krivu ¢ nazivamo strikcionom krivom od f.
Dokaz. Posto je r X r' uvek razli¢ito od nule, r je uvek razli¢ito od nule.

Defini§imo reparametrizaciju f od f sa

z oz v _ vr(u)
Fen) = (u ) = P00+ oy
Jasno, f ima istu sliku kao f. Ako stavimo &(w) = ”:Z;” , onda

Fuwv) = B(w) + v8w).
Stavise, ||6(w)|| = 1 i odatle je (5 (w), 8'(w)) = 0.

Dalje, trebalo bi da nademo krivu ¢ takvu da (o'(u),d'(u)) = 0. Predstavimo krivu o u
obliku :

o) =B +twsw)

za neku funkciju t = t(u) koju ¢emo naci u nastavku. Diferenciranjem prethodne jednakosti
dobijamo:
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o'(uw) =B'(w) +t'(w)d(u) + t(w)d'(w).
Posto je (6(u), 8'(u)) = 0, sledi da je

(0'(w), 8" (W) = (B'(w), 6'(w) + t(u)(d'(w), §"(w)).

Kako se r x r’ nikada ne anulira, r i ' su uvek linearno nezavisni, pa imamo da je &' uvek
razli¢ito od nule. Odatle, ako definiSemo t sa

(B'@W), 8" (W)

t(u) = ’
N IO
dobijamo: (o' (w), 6'(u)) = 0. Sada defini§imo:

fu,v) = f(u, t(uw) + v).

Onda je f(u,v) = B(w) + (t(w) + v)6(w) = o(u) + vé(w), pa f, f ifopisuju istu krivu i f
zadovoljava uslov teoreme.
|

Lema 2.2.3. Strikciona kriva necilindricne pravolinijske povrsi f ne zavisi od izbora bazicne
krive linijske povrsi.

Dokaz. Neka su g i B’ dve baziéne krive za f. Ako uzmemo notaciju iz prethodnog dokaza,
zaklju¢ujemo:

B +v8w) = fw) + ww)§(w),

za neku funkciju w = w(v). Neka su o i & odgovarajuce strikcione krive. Onda:

(B'(w), 5'(u))6

| o) = plu) ~ T 6w
|
(B, s W)
5(u) = flu) T 6(w)
pa je
T X%,
R TR

S druge strane, iz prve jednakosti sledi da: 8 — 8 = (w(v) — v)§. Diferenciranjem poslednje
jednakosti dobijamo: B’ — B’ = (w(v) — v)é&'.
Rezultat sledi.

Definicija 2.2.4. Neka je f necilindricna linijska povrs data kao u Lemi 2.2.2. Onda je
parametar distribucije od f funkcija p = p(u) definisana sa:

0766
p - <6,, 6,> .
17



Lema 2.2.5. Neka je M necilindricna linijska povrs, parametrizovana sa povrSinskim
elementom f oblika kao u Lemi 2.2.2. Onda je f regularno kad god je v # 0, ili kada je
v =01 p(u) # 0. Stoga, Gausova krivina od f je data u funkciji od parametra distribucije
sa:

_ —p(w)?
(p(w)? +v2)?’

Takode,
E=|lo'l>+v38']12, F=(d"6), G=1,

pll&]l

Dokaz. Prvo, primetimo da su vektori: i ¢’ X § i § normalni na & i na ¢'. Stoga, o’ X § je
kolinearno sa &', pa mora biti jednako nekom umnosku od &'. Takode, imamo:

N =0, M =

o' X8 =pd
gde je
[0'88]
P=e8)

Posto je f, =o' +v8'i f, = &, imamo:
fuXf, =p8 +v6' X6,

pa je:
Ifi X folI2 = lIp&'117 + llvs’ x 811> = (p* + v?)||5|I%.

Sada je jasno da je regularnost od f utvrdena.
Dalje, fyo, =68" i f,, =0,paje N = (v, f,) =0

(pd',8") + v(6' x8,8) B
Vp? +v2||d|
_ pll&'lI> + vl|8" x 5]118"]| cos90°  pl|&'ll

Jp? + 02|18 N

Konac¢no dobijamo Gausovu krivinu:

<fu X fv'fuv) =

1
M =, fup) = TE Bl

= _M2 B _pZ
Ifu X Holl> - (p* +v2)*
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2.3 Primeri pravolinijskih povrsi

Helikoidna povrs$ je parametrizovana sa:
helicoid|a, b](u,v) = (avcosu,avsinu, bu).

Ukoliko definiciju zapiSemo u obliku:
helicoid[a, b](u,v) = c(u) + vr(u),

gde je
c(u) = (0,0, bu), r(u) = a(cosu,sinu,0),

zaklju¢ujemo da je ¢’ # 0 i r # 0, pa je helikoid pravolinijska povrs ¢ija je bazi¢na kriva

z —08sa, a generatrisa je krug.

Mebijusovu traku mozemo parametrizovati sa:

moebiusstrip[a](u,v) = c(u) + vr(uw),
u

u u .
cos—-cosu, cos ESIH u, s E)

gde
r(u) = ( >

c(u) = a(cosu,sinu,0),

U ovom primeru, bazi¢na kriva linijske povrsi je krug, a generatrisa je kriva koja lezi na

jedini¢noj sferi.

n4¢
ID‘ZE\.\\-
<,

ozt /

—_— 7
/ ==

Il

\&.\




Jednograni hiperboloid je definisan neparametarski sa:

xZ y2 ZZ

a2 b2 %
Predstavlja dvostruku pravolinijsku povrs, posto moze biti parametrizovan na dva nacina:
xE(u,v) = t(w) + vt'(w) +v(0,0,0),

gde je
t(u) = ellipsela, b](u) = (acosu,bsinu,0)

standardna parametrizacija elipse:

u xy —ravni.

Hiperbolic¢ki paraboloid je neparametarski definisan sa:
X2 y?
zZ=——"
a b
Predstavlja dvostruku pravolinijsku povrs, posto moze biti parametrizovan na dva nacina:

xt(u,v) = (au,0,u?) + v(a, +b, 2u) = (a(u + v), +bv,u? + 2uv).

20



Plikerov konoid je neparametarski definisan sa:

2xy
Z=31 gl

Mozemo ga parametrizovati sa:

pluecker(u,v) = (u, v,

Ovom parametrizacijom paket Mathematica ne prikazuje ovu povrs kao pravolinijsku. To se
postize uvodenjem polarnih koordinata:

plueckerpolar(r,0) = (rcos8,rsin@,sin20) = (0,0,sin 260) + r(cos ,sin b, 0).
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Poslednja jednacina pokazuje da je z —osa bazi¢na kriva, a krug je generatrisa. Sada je lako
definisati uopstenje Plikerovog konoida koji ima n nabora:

plueckerpolar[n](r,0) = (rcos6,rsinf,sinno).
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3 Rotacione povrSi

Rotacione povrsi formiraju najlakSe prepoznatljivu klasu povrSi. Rotaciona povr$ se
dobija rotiranjem ravanske krive oko ose u R3. Veoma &esto se koriste u arhitekturi jer
doprinose zanimljivosti forme i poigravanju istom. U ovom poglavlju koristicemo reference:

[51, [7] i [10].
3.1 Definicija i geometrijske veliine

Definicija 3.1.1. Neka je IT — ravan u R3, a — prava u ravni I1, a ¢ — kriva u I1. Kada se ¢
rotira u R3 oko prave a rezultujuéi skup tacaka M se naziva rotaciona povrs generisana sa
c. ¢ se naziva profilna kriva povrsi M, dok je prava a osa rotacije za M.

Zbog pogodnosti biramo xz — ravan za II, a z-0su za a. Za tatke skupa ¢ mozZemo
pretpostaviti da imaju parametrizaciju a:(a,b) — c, koja je diferencijabilna. PiSemo

a = (p,¥).

Definicija 3.1.2. Povrsinski element f[a]: (0,2m) X (a,b) — R3 definisan sa
flal(w,v) = (p() cosu, p(v) sinu, P(v))

naziva se standardna parametrizacija rotacione povrsi M.

Uzmimo da u lezi u otvorenom intervalu (0,27) i Cesto pretpostavljamo da je @ (v) > 0 kako
bismo bili sigurni da profilna kriva ne prelazi osu rotacije.

Definicija 3.1.3. Neka je ¢ skup tacaka u ravni I c R3 i neka je M rotaciona povrs u R3
generisana rotacijom skupa c oko prave a c I1. Presek proizvoljne ravni koja sadrzi osu
rotacione povrsi M i povrsi M naziva se meridijan na M. Paralela na M je presek

proizvoljne ravni normalne na osu rotacione povrsi M i povrsi M.

Za povrs parametrizovanu kao u Definiciji 3.1.2. paralele su

u > flal(w, vo) = (@ (vo) cosu, p(vo) sinu, P(vy)),
a meridijani su

v fla](ug, v) = (p(v) cosug, p(v) sinug, P(v)).

Teorema 3.1.4. Neka je M rotaciona povrs sa profilnom krivom a = (@,). Neka je fla]
standardna parametrizacija od M. Tada vazi:

E=¢? F=0, G=¢?+y"
Preslikavanje f[a] je regularno kad god su ¢? # 0 i ¢'? +'2 # 0. U tom slucaju:

—loly’ N - sign(@) (@' — oY)

L=———, M =0,
/(p’Z + l/)’Z /(p’Z +l/),2
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a jedinicna normala na povrs je data sa:

sign(e)

v(u,v) = \/ﬁ(lp’ cosu,y’ sinu,—¢").

Dokaz.
Kako je rotaciona povr§ M data standardnom parametrizacijom, imamo da je
flal(w,v) = (p(v) cosu, p(v) sinu, P(v)).
Radi lakSeg zapisa ozna¢imo sa f = f[a]. Dobijamo:
fuw,v) = (~pW) sinu, () cosu,0),  f,(w,v) = (¢'(W) cosu, ') sinu,YP'(v)),
fuu(w,v) = (=) cosu, —p(v) sinu, 0),
fur(,v) = (=" (v) sinu, ¢'(v) cos u, 0),
for,v) = (9" (W) cosu, ¢" (v) sinu, "' (v))

fu X fo

= (Y cosu,y'sinu,—¢") =
TR AN /—2 >
! lp’

sign(¢)

= —(zp cosu,y' sinu,—¢")
E = (fwfu) = 902: F= <fu:fv) =0, G = (fvrfv) = Qolz + lplzr
—lolyY’

L= (Vrfuu> = W: M = (V:fuv) =0,
N = (v fo) = sign(@) @™y’ — ¢P")

Takode, primetimo da je preslikavanje f regularno kada je:

fu X f, # 0, tj. kada je |If, X f, |l # 0, odnosno kada vazi: @2 = 0 i ¢'2 +1'2 % 0.

Teorema 3.1.5. Glavne krivine rotacione povrsi parametrizovane standardnom
parametrizacijom su:
-’

|<p|‘/</>’2+1/ﬂ2
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_ sign(@) (@' — ¢"P")
= ((plz + ¢12)3/2 .

Gausova krivina je data sa:
l[i'z iz + (P’l/)’l/)”
2
(@7 +y?)

dok je srednja krivina data sa:

("Y' — ') =y (<p’2 + 1/1’2)
2lol(p? + %)™

H =

Dokaz.

Da bismo izracunali glavne krivine rotacione povrs$i potrebno je da nademo matricu
Vajngartenovog preslikavanja L.

-1
L=(h;)(gy) =
/ —|<P|1l1 0 \
1/<o “ryr? P’ +yY’t 0 1 _
sign()(e"y'-¢'y"") 0 0% ) 0?(o*+u'?)
(p/2+¢/2

= 0 )
lol o'+’
0 sign(@)(@"p'-0'y"") |’
2 23/2
(o7 +v7)

pa su glavne krivine:

. = -y’ . = sign(p) ("Y' — @'P")
1= ) 2 = , )2 3/2 '
ol Jor +y° (07" +97%)
Gausova krivina je:
l/)lz ”+(p’1/J,1/J”

K =det(L) = K1k, = >
oo + %)

Srednja krivina je:

kit ko _ 99" — @) — ((P'2 + ‘/"2)
2 2lpl(p7? +pr2)**

1
H=-Tr(l) =
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3.2 Glavne krive

U ovom odeljku nacini¢emo prvi korak u proucavanju krivih koje leze na povrsi.
Definisacemo pojam “glavna kriva” i pokazati da su paralele 1 meridijani glavne krive, koje su
tangentne na pravce koji su definisani pomocu glavnih krivina.

Radi jednostavnosti, posmatratemo samo oOrijentabilne povrs$i. Za takvu povr§ M,
odabrac¢emo globalno definisan jedini¢ni vektor normale v.

Definicija 3.2.1. Glavna kriva na M je kriva ciji trag lezi na M i ¢iji je tangentni vektor
svugde glavni.

Primetimo, kriva ¢ na regularnoj povrsi M c R3 naziva se glavna kriva ako i samo ako ¢’
ima za pravac glavni pravac. Stoga,

!
Lc'" = k;c’,

gde L predstavlja shape operator (tj. Vajngartenovo preslikavanje) povrsi M u odnosu na v, a
k; (i = 1ili 2) je glavna krivina povrsi M.

Sledec¢a lema daje potreban i dovoljan uslov da tangentni vektor bude glavni.

Lema 3.2.2. Nenula tangentni vektor v, na regularnu povrs M c R? je glavni ako i samo
ako

Lv, X v, = 0.
Stoga, kriva c na povrsi M je glavna kriva ako i samo ako Lc¢’ x ¢’ = 0.

Dokaz. Ako Lv, = k;v,, onda Lv, X v, = k;v, X v, = 0. Suprotno, ako je Lv, X v, = 0,
onda su Lv, i v, linearno zavisni, pa postoji k; tako da je Lv, = k;v,,.

Iz prethodne definicije i do sada pokazanog sledi da je kriva ¢ glavna ako i samo ako je
Lc' xc' = 0.

Sledeca teorema obezbeduje jednostavan, ali koristan kriterijum koji govori kada je kriva koja
je presek dve povrsi glavna kriva na obe.

Teorema 3.2.3. Neka je c kriva ciji trag leZi u preseku regularnih povrsi My, M, € R3.
Oznacimo sa v; jedinicni vektor normale na M;,i = 1,2. Pretpostavimo da se duz krive c
povrsi My 1 M, seku pod konstantnim uglom, tj. (v4,v,) je konstantno duz c. Tada, c je
glavna kriva na M; akko je glavna kriva na M.

Dokaz. Duz presecne krive imamo:

d d

d
0 = g(vl,VZ) = <E‘V1,V2> + <‘V1,E‘V2>.

Pretpostavimo da je presecna kriva ¢ glavna kriva na M. Onda:
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d _ 14
75 V1 = —K4.C,
gde je k; glavna krivina na M;. Kako je ¢’ ortogonalno i na v,, imamo da je {(c’,v,) = 0, pa
iz prethodnog zaklju¢ujemo da je
d
<V1,_V2> == 0

ds

Diferenciranjem jednakosti (v,,v,) = 1, dobijamo da je %Vz takode ortogonalno na v,.

C : d . .
ZakljuCujemo da je vektor —v, kolinearan sa ¢’ pa je:
d !
_VZ == _ch )

ds

za neko k,. Drugim re¢ima, c je glavna kriva na M,.

Vaznom primenom prethodne teoreme nalazimo glavne krive na rotacionoj povrsi.

Teorema 3.2.4. Pretpostavimo da je rotaciona povrs M generisana ravanskom krivom ¢
regularna povrs. Onda su meridijani i paralele na M glavne krive.

Dokaz. Svaki meridijan se nalazi u preseku povrsi M i ravni I1,, koja sadrzi osu rotacije
povr§i M. Za tatku p € M n I1,,, jasno je da normala v(p) povrsi M lezi u I1,,. Stoga, v(p) i
jedini¢na normala povrsi I1,, su ortogonalne. Primenjujuci prethodnu teoremu dobijamo da su
meridijani glavne krive povr$i M.

Dalje, neka je II, ravan ortogonalna na osu rotacije povrS§i M. Rotacionom simetrijom
jedini¢ni vektor normale v povrsi M zaklapa konstantan ugao sa jedinicnom normalom ravni
IT,,. Opet, primenjujuci prethodnu teoremu dobijamo da su paralele glavne krive .

|
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3.3 Primeri rotacionih povrsi

Torus je rotaciona povrs koja se dobija rotacijom kruznice u trodimenzionalnom prostoru oko
ose komplanarne sa kruznicom. Ako osa rotacije ne dodiruje kruznicu povrs ima oblik prstena
1 naziva se prstenasti torus ili samo torus. U slucaju da je osa rotacije tangenta kruznice
dobijena povrs se naziva rog torus, a kada za osu rotacije uzmemo tetivu kruznice rezultujuca
povrs je vretenasti torus.

Kao takva povr$ torus ima "rupu". Ako oznacimo sa c radijus od centra "rupe” do centra
torusa, a sa a radijus torusa dolazimo do njegove parametrizacije:

torus|a, c]: [0,2m) X [0,2m) — R3

torus|a,c](u,v) = ((c +acosv)cosu,(c+ acosv)sinu,asin v).

Koeficijenti prve fundamentalne forme su:

E = (c+acosv)? F=0, G = a?,
dok su koeficijenti druge fundamentalne forme:
L=—(c+ acosv)cosv, M =0, N = —a.
Gausova i srednja krivina su date sa:

cos v c+ 2acosv

“a(c+acosv)’ " 2a(c+acosv)’

Elipsoid je povr§ koja nastaje rotacijom elipse oko jedne od njenih glavnih osa. Njena
jednacina je oblika:

x2 yZ Z2

Z2tpta=t

gde su a,b i ¢ duzine njenih poluosa. U parametarskom obliku ga mozemo prikazati na
slede¢i nacin:
ellipsoid[a, b, c](u,v) = (acosusinv,bsinusinv,ccosv),

zau € [0,2n) iv € [0,m].
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U ovoj parametrizaciji koeficijenti prve fundamentalne forme su:

E = (b%cos?u + a?sin®u)sin®v,
F = (b?>—a?*)cosusinucosvsinv,
G = (a’cos?u + b%sin*u)cos?v + c?sin?v,

dok su koeficijenti druge fundamentalne forme:

abc sin®v

)
\/azbzcoszv + c2(b?%cos?u + a?sin?u)sin?v

M =0,

abc

\/azbzcoszv + c?2(b?%cos?u + a?sin?u)sin?v

Gausova i srednja krivina su date sa:

a’b?c?

K= - ;
(a®?b%cos?v + c2(b2cos?u + a?sin?u)sinv)?’

. abc(3(a? + b?) + 2¢? + (a? + b? — 2c¢?) cos(2v) — 2(a? — b?) cos(2u)sin?v)
B 8(a%b2cos?v + c2(b%cos?u + a?sin?u)sin2v)3/2 '

Fanel povrs nastaje rotacijom krive In x 0ko z —ose. Njena jednacina glasi:
1
z=3a In(x? + y?),

dok je njen parametarski oblik:
funnella](u,v) = (ucosv,usinv,alnu),

zau>0iv € [0,2m).
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Koeficijenti prve fundamentalne forme su:

a2
E=1+—, F=0,
u

dok su koeficijenti druge fundamentalne forme:

a
L=—-——F=—, M=0,
uva? + u?
Gausova i srednja krivina su date sa:
(a2 +u)?’
a3

- 2u(a? + u?)3/2°

30




4 Minimalne povrSi

4.1 Motivacija

Mnoge pojave u prirodi imaju matemati¢ku interpretaciju. Minimalne povrsi su samo jedan od
mnogih primera da je zaista tako.

Prva minimalna povrs je otkrivena u 18. veku. Naravno, na pocetku su bile poznate samo
jednostavne i u sadasnje vreme nezanimljive povrs$i, ali su za nivo znanja onog vremena
predstavljale pravu revoluciju. Naime, prva takva povrs bila je ravan i dobijena je tako Sto je
za njenu granicu izabrana zatvorena kriva u ravni. Francuski geometer i inZzenjer Menije je
krajem 18.veka konstruisao prve sloZenije primere minimalnih povrsi: helikoid i katenoid.

Posle ovih otkri¢a nastupa period stagnacije, koji je prekinuo Vajestras. On je otkrio formulu
koja je sa jedne strane omoguéila istrazivanje o minimalnim povrS§ima u opStem slucaju, a sa
druge strane dopusta otkrivanje novih minimalnih povrsi.

Novi primer minimalne povrsi je pronaden i objavljen tek 1935.godine. Nju je otkrio Serk, a
posle perioda stagnacije otkrice nove povrsi je bilo prava senzacija. Istovremeno, belgijski
fizicar Plato je izvr$io viSe osetljivih eksperimenata stvarajudi tzv. film od sapunice, za koji je
kasnije dokazano da se u potpunosti slaze sa matematickim rezultatima i da je film od
sapunice ustvari fiziCka interpretacija matematickog problema. Plato je formulisao i vaznu
hipotezu nazvanu Platoov problem . Sustina tog problema je u tome da svaka zatvorena kriva
koja nema samopreseke moze biti granica za minimalnu povrs.

Kompletan matematicki dokaz jedne verzije ovog problema su nezavisno jedan od drugog
dali Daglas i Rado koriste¢i samo matematicki aparat. Njihov rezultat je pomogao razvoju
varijacionog racuna, matemati¢ke discipline koja se razvijala vise od 200 godina samo u
okviru ovog problema.

Poslednjih trideset godina istrazivanja su napredovala u pravcu razvoja povrsi koje se dosta
udaljavaju od izvornog znacenja termina "minimalne” kao npr. povrsi koje nisu ograni¢ene
krivom. Medutim, naziv "minimalne” se ustalio i ima istorijski znacaj jer ga je prvi uveo
Lagranz, 1760.godine, kada je i definisao minimalne povrsi.

U ovom poglavlju koristi¢emo reference: [3], [5] 1 [9].

4.2 Normalna varijacija

Definisa¢emo minimalne povrsi kao regularne povrsi Cija je srednja krivina jednaka nuli. To
je Lagranzova definicija iz 1760. godine. Minimalnu povr§ mozemo definisati 1 viSe intuitivno
kao povrs najmanje povrsine iz familije povrsi koje imaju isti rub. U Zelji da pokazemo da se
ove dve definicije poklapaju definiS§emo normalnu varijaciju povrsi M u R3 da bude familija
povrsi t — M (t) koja predstavlja kako se M menja kada je pomeramo u pravcu normalnom
na povr§ M. Neka A(t) predstavlja povrsinu povrsi M (t). Pokazujemo da je srednja krivina
od M jednaka nuli ako i samo ako se prvi izvod preslikavanja t — M (t) anulira na M.

Prvo ¢emo definisati notaciju normalne varijacije, ograni¢enog podskupa i uopStenu formulu
za povrsinu ograni¢ene oblasti na povrsi u R™.
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Definicija 4.2.1. Neka je S podskup od R". Kazemo da je S ogranicen ako postoji broj M
takav da je ||p|| < M, zasvakop € S.

Definicija 4.2.2. Minimalna povrs u R3 je regularna povrs kod koje je srednja krivina
jednaka nuli u svakoj tacki povrsi.

Definicija 4.2.3. Neka je f:U — R3 regularna parametrizovana povrs i neka je Q c U
ogranicen poddomen. Pretpostavimo da je h: Q — R diferencijabilno i € > 0. Oznacimo sa v
jedinicnu normalu povrsi f. Onda je normalna varijacija od f i Q odredena sa h
preslikavanje

Xpi(—g,+8)xQ — R3

dato sa
X:(uw,v) = f(u,v) + th(u,v) v(u,v),

zZa(uv)EQ i —e<t<e.

Iz ove definicije sledi da je X; regularna parametrizovana povr$ za svako t, gde —e <t < € i
za dovoljno malo €. Neka je:

E(t) = ((Xt)u ’ (Xt)u)
F(t) = ((Xu, Xe)y)
G(t) = <(Xt)v ’ (Xt)v>-

Iz Leme 1.13. sledi da je povrSina povrsi X, (Q) data sa:

A(t) = ff JE®)G(t) — F(t)? du dv.
Q

Sada moZemo pokazati slede¢u lemu.

Lema 4.2.4. Imamo da je

A'(0) =-2 ﬂ hH~\EG — F? du dv,
Q

gde H predstavlja srednju krivinu od M, a E, G i F su koeficijenti prve fundamentalne forme
povrsi X, date u definiciji 5.2.3.

Dokaz. Kako je
Xe(u,v) = f(w,v) + th(uw,v) v(u,v)
parcijalni izvodi ove povrsi su:

(Xt)y = fu + thyv + thy,
Xt)y = f + thyv + thy,.
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E(t) = (f, + thyv + thv,, f,, + thyv + thv,) =
= (fu s fud + th{fi, v) + 2Ry, * (v, v) + 2y h(v, v,,) +
+ th{vy, f) + t*hyh(vy, v) + t2h* (v, ,v,) =
= E + th({fu,v) + (fu, vu)) + 2R3 vy, vy) + 2y by,
pri ¢emu smo koristilidajef, Lv,f, Lvidaje0 = aa—u(v,v) = 2(vy, V).
Analogno dobijamo da je:
F(©) = F + th({fu, vo) + (fo , vu)) + 2h%(vy , ) + 2Ry hy
G() =G+ th({fy,vo) + {fo, Vo)) + t2h% (v, , v} + t2hy Py,
Ako napiSemo prethodno dobijene jednakosti u drugom obliku, dobijamo:
E(t) = E — 2thL + 0(t?),
F(t) = F — 2thM + 0(t?),
G(t) = G — 2thN + 0(¢t?).
Iz prethodnih jednakosti i Posledice 1.23. dobijamo:
E@®)G®) — F(t)? = (E — 2thL + 0(t?))(G — 2thN + 0(t?)) — (F — 2thM + 0(t?)) =
=EG — F? — 2th(EN + GL — 2FM) + 0(t?) = EG — F? — 4thH(EG — F?) + 0(t?) =
= (EG — F?)(1 — 4thH) + 0(t?).

Koriste¢i pravila za racunanje sa O notacijom i Maklorenov razvoj funkcije

VI+x=1+2x+0(x?) sledi:

JEM®G(t) — F(t)2 = J(EG — F2)(1 — 4thH) + 0(t2) =

= V(EG — F?)(1 — 4thH) + (EG — F?)0(t?) =

=EG — Fle + (—4thH + 0(t?)) = VEG — F2(1 — 2thH) + 0(t?)

A = ﬂ JEDGO® — F(O2 dudv = ﬂ (mm — 2thH) + 0(1:2)) dudv =
Q Q

=J.J-\/EG—F2dudv—2tﬂ. hH+EG — F% du dv + 0(t?).
Q Q
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Konacno, dobijamo:

t

9
= aw=a0=-2 ﬂ hHVEG — FZ du dv.
=0
Q

Teorema 4.2.5. Neka je f: U — R3 regularna parametrizovana povrs i Q C U ogranicen.
Onda je f minimalna na Q akko je A'(0) = 0 za normalnu varijaciju od f i Q u odnosu na
bilo koju h: Q — R.

Dokaz. Pretpostavimo da je f minimalna. Onda je H identic¢ki jednako nuli za svaku tacku
povrsi f, pa je prema prethodnoj lemi A'(0) = 0, za bilo koje h.

Pretpostavimo sada da je A’(0) = 0 za bilo koju diferencijabilnu funkciju h:Q — R .
Pretpostavimo suprotno, da postoji g € Q da je H(q) # 0. Izaberimo h: Q — R takvo da je
h(q) = H(q) i h je razli¢ito od nule u dovoljno maloj okolini oko q (tj. van te okoline h = 0).
Kako je det(gij) = EG — F? > 0 jer je povrs regularna sledi da je A’(0) < 0 za ovako
izabranu varijaciju odredenu sa h, §to je kontradikcija.

4.3 Minimalne rotacione povrsi

Katenoid je povr$ koja nastaje rotacijom lancanice (katemptote). Standardna parametrizacija
katenoida je:
3 v v 0
catenoid[c](u,v) = (c cosh (E) cosu,c cosh (E) sinu, v).

Lako proveravamo da su glavne krivine katenoida:

1
Ki=—K=—""-.
c (cosh g)
Gausova krivina je:
-1
K= K1Ky =

4 )
2 v
c (cosh c)
dok je srednja krivina H = 0. Odatle sledi da je katenoid minimalna povrs.

Teorema 4.3.1. Rotaciona povrs M koja je minimalna je sadrzana ili u ravni ili u katenoidu.

Dokaz. Neka je f:U — R3 parametrizacija povrsi M i neka je a = (¢, ) profilna kriva.
Kako je M rotaciona povrs, f je data sa:

flu,v) = ((p(v) cosu,p(v) sinu,lp(v)).
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Imamo tri slucaja:

i)
i)

Y' = 0. Onda je Y = const., pa je a = (¢, const.), tj. a je horizontalna prava i
M je deo ravni koja je normalna na osu rotacije.

YY" # 0. Onda iz teoreme o inverznoj funkciji imamo da i ima inverznu funkciju
1~ 1. Definisemo

() = a(™'(®) = (@ P@®) = (e(¥1®), p(»(®)) = (h(®), 1),

gde smo sa h(t) oznaéili: (P ~1(1)).
DefiniSemo novu povrs y sa:

y(u,v) == (h(v) cosu, h(v) sinu, v).

Posto je & reparametrizacija krive a, sledi da preslikavanja f i y imaju istu sliku.
Stoga, dovoljno je da pokazemo da je rotaciona povrs y deo katenoida.

Iz Teoreme 3.1.5. imamo da su glavne krivine rotacione povrsi date sa:

. —y’ . = sign(p) ("Y' — @'P"")
1= ’ 2 = , , 3/2 '
ol o™ + 92 (o7 +97%)
Odatle imamo:
_1 hll

TN e A RS VECh

Iz pretpostavke da je H = 0 i jednakosti dobijenih za glavne krivine sledi da h
mora da zadovoljava diferencijalnu jednacinu:

h'h=h?+1.

Uvodec¢i smenu z = h’ dobijamo:
W= ,_dh'_dz_dzdh_ dz
=W =T T anar Can

Sada iz prethodne dve jednakosti imamo:

dz

. h = 52
Zdhh z°+1,
tj.
A p _dh
z2+1 Z_h'

Integraljenjem prethodne jednakosti i vra¢anjem smene dobijamo:

35



h 2
In(1+h'*) =In (E) ,
i
2

h
1+h’2=<—).
c

Ako dobijenu diferencijalnu jednacinu zapiSemo u drugom obliku, imamo:

odnosno:
h'/c 1

Jhjort—1 ¢

Uvodeci smenu —=pi integraleci obe strane dobijamo:

h v
arccosh (—) =—+b.
c c
Prema tome, resenje polazne diferencijalne jednacine je:
v
h(v) = ccosh (— + b).
c

Sada imamo da je y(u,v) = (c cosh (E + b) cosu,c cosh (E + b) sinu, v),
¢ime smo dokazali da je y deo katenoida, pa je i f deo katenoida, a samim tim i
M.
i) Y’ uzima vrednost nula u nekim tatkama, a u nekim ne. Ovaj slu¢aj je nemoguc.
Pretpostavimo suprotno. Neka je ¥'(vy) = 0, ali ¥'(v) > 0, za v < v,. Iz sluaja
ii) imamo da je profilna kriva katemptota za v < v,, €iji je nagib dat sa ¢’/
Onda ¥'(vy) = 0 implicira da nagib postaje beskona¢an u v,. Ovo je nemoguce
jer je profilna kriva grafik funkcije cosh.
u

4.4 Primeri minimalnih povrsi

Eneperova minimalna povrs ima slede¢u parametrizaciju:

ud v3
— o 2 _ _ 2 2 _ .2
enneper(u,v) =(u 3 + uvs, —v + 3 vus,uc — ve .

Radi jednostavnijeg zapisa nadalje ¢emo ove parametrizacije oznaciti sa f.
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Lako mozemo direktno proveriti da je data povr§ minimalna tj. da ima srednju krivinu
jednaku nuli. Racunajuci dobijamo:

fu =0 —u?+v?% —2uv,2u),
fr = Quv,—1 — u? + v?, —2v),

pa je
E=(1+u?>+v?)?=gG, F=0.

Medutim, ne moramo da racunamo vektor normale jer anuliranje srednje krivine ve¢ sledi iz
prethodne racunice i ¢injenice da je

fuu = =2, v,—1) = —f.

Katalanova minimalna povr§ ima parametrizaciju:
u v
catalan[a](u,v) = a (u — sinucoshv,1 — cosu coshv,—4sin > sinh E)'
gde je a konstanta. Koeficijenti prve kvadratne forme su:
N2
E = 2a? cosh (Z) (—cosu + coshv) =G, F=0.
Kao 1 u prethodnom slucaju, iz prethodnih jednakosti 1 ¢injenice da je

u v
fuu=a (smu coshv,cosucoshv,smzsmhi) = —fo,

sledi da je srednja krivina Katalanove povrsi jednaka nuli, pa je ona minimalna povrs.
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Henebergova minimalna povrs je zadata:

2
henneberg(u,v) = (2 sinhu cosv — 3 sinh 3u cos 3v,

2
2sinhusinv + 3 sinh 3u sin 3v, 2 cosh 2u cos 2v>.

Koeficijenti prve kvadratne forme su:
E = 8cosh?u (—cos4v + cosh4u) = G, F=0.
Kako je

fuu = (2sinhu cos v — 6 sinh 3u cos 3v,
2 sinhusin v + 6 sinh 3u sin 3v, 8 cosh 2u cos 2v) = —f,,,

sledi da je srednja krivina jednaka nuli pa je Henebergova povr§ minimalna.

Serkova minimalna povrs
Definicija 4.4.1. Monzova povrs je povrs f: U — R3 oblika
fw,v) = (w,v,h(y,v)),

gde je U otvoren podskup od R? i h: U — R diferencijabilna funkcija.
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Monzova povrs je regularna povrs jer je matrica Jakobijana ranga 2:

1 0
J(x) =< 0 1 )
hy  hy

Lema 4.4.2. Za Monzovu povrs (u,v) — w,v vazi:

E=1+Ah3, F = hyh,, G=1+h2

. huu . huv . hvv
L= , M = , N = ,
(1 + hZ + h2)1/? (1+ hZ + h2)Y/2 (1+ hZ + h2)1/2
— huuhvv - htzw H = (1 + hg)huu - Zhuhvhuv + (1 + hi)hvv
(1+ h2 + h2)2’ 2(1 + h2 + h2)3/2 '

Lema 4.4.3. Monzova povrs (u,v) — (u, v, h(u,v)) je minimalna ako i samo ako je
(1 + h2®)hy,, — 2h h,hy, + (1 + A2, = 0.
Dokaz. Sledi neposredno iz prethodne leme.
Teorema 4.4.4. Neka je data MonZova povrs f:U — M sa h(u,v) = m(u) + n(v). Ako je

M minimalna povrs onda je M deo ravni ili postoje konstante a, ¢y, c,, c3, ¢4, gde je a # 0,
takve da:

1
m(u) = — - log(cos(au + ¢;)) + ¢,

1
n(v) = Elog(cos(au +c3))+cy.

Dokaz.
Posto je h(u, v) = m(u) + n(v), imamo:

hyy = m" (W), hyw =0, hyy = 0" (V).
Zamenom u jednacinu iz prethodne leme dobijamo:

m/r(u) B —Tl”(l?)

1+m'@Ww? 1+n')?’

Kako su u i v nezavisne promenljive, zakljuCujemo da obe strane prethodne jednakosti
moraju biti jednake nekoj konstanti a. Ako je a = 0 onda i m i n moraju biti linearne, pa je
M deo ravni. U suprotnom, dve diferencijalne jednacine:

m”(u) o —Tl”(U)
1+m'(w? =1 +n'(v)?
su reSive integraljenjem dva puta. Sledi traZeno. ]

39



Kao §to je i predlozeno u prethodnoj teoremi, definisemo Serkovu povrs:

1 cos av
scherkla](u,v) = (u, v,—log ( ))
a cosau

Da bi izlaganje bilo prostije, bez gubljenja opstosti pretpostavljamo da je a = 1. Tada je
Serkova povrs dobro definisana na skupu:

R ={(u,v) | cosucosv > 0}.

Ovde R mozemo zamisliti kao uniju crnih kvadrata na beskona¢noj $ahovskoj tabli. Da bismo
potvrdili ovo, stavimo da je kvadrat:

Q(mn)—{(x )|mn—z<x<mn+znn—z< <nn+z}
=Y 2 2’y 2J

Obojimo kvadrate Q (m, n) crno ako je m + n paran broj, a belo ako je m + n neparan broj.

Tada je:

R = U{Q(m,n) | m,n € Z,m+n = 2k}.

Zna¢i, Serkova povrs je definisana u crnim kvadratima na beskonagnoj $ahovskoj tabli. Lako
jevidetidajezaa =1,
x(u,v) = x(u + 2mm, v + 2nm).
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Zakljucak

U uvodnom delu dali smo kratak pregled bitnih pojmova i tvrdenja iz teorije krivih i
povrsi koji su potrebni za dalji rad, kao npr. definicija krive, povrsi, tangentnog prostora,
prva, druga i trea fundamentalna forma, krivine povrsi itd.

Prakti¢ni problemi u mnogim oblastima doveli su do otkri¢a raznih klasa minimalnih,
rotacionih i pravolinijskih povrsi. U ovom radu su izuavane neke osobine datih povrsi, za
neke od njih racunate su prva i druga fundamentalna forma, Gausova i srednja krivina. Svi
primeri su parametarski definisani i ilustrovani u Mathematici.

Posmatrali smo podklase pravolinijskih povrsi kao Sto su: tangentna razvojna povrs,
uopStena cilindricna i uopStena konusna povrS i izveli obrasce koje bi trebalo da
zadovoljavaju da bi bile regularne. Uveli smo jo$ jednu klasu pravolinijskih povrsi, a to su
necilindri¢ne pravolinijske povrsi i pokazali jedan specijalan oblik njihove reparametrizacije
pomocu strikcione krive. Kod rotacionih povrsi smo uveli specijalne krive na povsi koje smo
nazvali glavne krive. Pokazali smo i da su meridijani i paralele takav oblik krivih. Dali smo
definiciju minimalne povrsi kao regularne parametrizovane povrsi Cija je srednja krivina
jednaka nuli u svakoj tacki povrsi. Takode, opisali smo motivaciju za uvodenje ovakvih klasa
povrsi, kratak istorijski razvoj pojma minimalne povrsi i objasnili $ta on danas predstavlja.
Definisali smo pojam normalne varijacije povrSi u zelji da pokazemo da se definicija
minimalne povrsi poklapa s vise intuitivnim znac¢enjem reéi “minimalna”, odnosno da je ona
povrs najmanje povrsine iz familije povrsi koje imaju isti rub.
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