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PREDGOVOR

U ovom master radu nacinio sam sopstveni pristup tematici predavanja verovatnoce
dacima Cetvrtog razreda opSteg smera gimnazije. S obzirom da je to oblast s kojom se ucenici tog
uzrasta prvi put susrecu, pokusao sam da im na ve¢em broju raznovrsnih primera $to viSe
priblizim ovu oblast matematike, kao 1 da novosteCena znanja povezu sa gradivom koje su
savladali u prethodnom Skolovanju.

Kroz detaljnu obradu casova, predvidenih nastavnim programom za ovu celinu, izloZio
sam najvaznije teorijske postavke i dao predlog zadataka koje treba obraditi na ¢asu, kao i kroz
domaci zadatak i1 samostalno vezbanje ucenika.

Na pocetku rada prikazao sam kratak istorijski pregled, koji treba da zainteresuje ucenike
za predstojece gradivo. Pored udzbenika i zbirke zadataka, u pisanju rada sam koristio 1 stru¢ne
Casopise, kao 1 informacije dobijene sa interneta.

Novi Sad, avgust 2011. Vojin Tomi¢



SADRZAJ

PIEAGOVOT ...ttt bbb -1-

SBATZAJ ...ttt b bbbt bbbt -2-

1. UVOU et b bbbt h bbbttt b s -5-

O [ (o | T 5] S0 151 1 PSR -6-

2. Prvi cas: Slucajni dogadaji (obrada) ..........cccoevvevvnvrvnnnenne. Error! Bookmark not defined.

2.1. UVOANT dEO0 CaSA.....viveieeiiiiieie it -8-

2.2, Glavni dE0 CaSA....cuiiiiiiiiiieicice s -8-

2.3. Domaci Zadatak .........ccooveiiiiiiii e -11-

3. Drugi ¢as: Klasi¢na definicija verovatno¢e dogadaja (obrada)Error! ~ Bookmark  not
defined.

3.1. UVOANT dE0 CaSA.....veveieiiriiiieie e -12 -

3.2 GlaVNi dE0 CASA.....veeueeiriiieeri e s -12 -

3.3. DOomMAEi ZadAtaK .......ccveiiiiiieiie e -14 -

4. Treci ¢as: Geometrijska definicija verovatno¢e dogadaja (kombinovan ¢as)................ -14 -

4.1. UVOANT dEO0 CaSA.....viiveieiiriirieie e -14 -

4.2. G1aVNL AEO CASA ...ttt bbb s -14 -

4.3. Domaci zadatak .........ccooviiiiiiiii e -17 -

5. Cetvrti &as: Verovatnoca unije dogadaja (0brada) .............cceveeveeveeresrerererersreseciennn, -18 -

5.1, UVOANT dEO CASA.....uiiviiieriieiieie ettt sttt n b enes -18 -

5.2. GlaVNL O CASA ....cuvireieeirieieeie e -18 -

5.3. Domaci zadatak.........ccocviiiiiiiiic s -20-

6. Peti ¢as: Uslovna verovatnoca. Nezavisnost dogadaja (obrada)...........ccocvevverireennennnnn -20-

6.1, UVvOdNi dEO CaSA......ccvieiiriireiiiiieiese et -20-

6.2. GlaVNL dEO CASA...e.veeueireeiierieriee e s -20-



6.3. DOMACT ZAAALAK ...evvviiiiieiiiiiie ettt r e e e e s s s e e e e e s s s e s r e e e e e s s e narrees -23 -

1. Sesti ¢as: Totalna verovatnoéa. Bajesova formula (0brada) ...........cccceevevvrvreerennsnenen, -24 -
7.1. UVOANT dEO0 CaSA.....uiiveieiirieiieii st -24 -

7.2, Glavni dE0 €aSa.......cuiiiiiiiiiiiiisis s - 24 -

7.3. Domaci Zadatak .........ccccoviiiiiiiiiiei - 26 -

8. Sedmi Cas: Verovatnoc¢a dogadaja (UtVIdiVanje).........covvvrreerireeninieeieneseenese s - 27 -
8.1, UVvOdni de0 €aSa.....ccuiiiiiiiiiiiiiii s - 27 -

8.2, Glavni de0 €aSa......cciiiiiiiiiiiei - 27 -

8.3. Domaci Zadatak .........ccooiiiiiiiiie -29 -

9. Osmi cas: Diskretna i neprekidna slucajna promenljiva.
Zakon raspodele slucajne promenljive (0Drada) ..........cccooveiririririnicieises e -30 -
9.1. UVOANT dEO0 CaSA.....viveieiiriiiieiesieeie e -30 -

9.2, Glavni de0 €aSa.....ccciiviiiiiiiiii s - 30 -

9.3. Domaci Zadatak .........cocvviiiiiiiiiiii -33 -

10.  Deveti ¢as: Funkcija raspodele i gustina slu¢ajne promenljive (obrada)...........c.cccvenee. - 27 -
10.1. UVOONT GEO0 CASA ...viuviiieiieiieiisie sttt - 27 -
10.2. GlaVNL dEO0 CASA...c.vvveeriireeie e - 27 -
10.3. Domaci zadatak...........ccooiiiiiiiici -29 -

11.  Deseti ¢as: Matematicko ocekivanje i disperzija (0brada)..........ccccovevvevvviinivninenennenns -27 -
111, UvOdNi dEO0 CaSA...c.viireieiirieieeiiisieeresrese e nne s -27 -
11.2. GlaVNL dEO CASA...e.veveerriirieie e -27 -
11.3. Domaci zadataK..........coviiiiiiiiii i -29 -

12.  Jedanaesti ¢as: Funkcija raspodele, gustina, numeri¢ke karakteristike slu¢ajne promenljive
[T (o AN =) PRSPPI - 27 -
12.1. Uvodni d€0 €aSa.......cciiiiiiiiiiiiiiiiiine i - 27 -
12.2. GlaVNL dEO CASA ... veveerririeeee it - 27 -



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dvanaesti ¢as: Binomna raspodela (0brada) ...........cccocvvveieiiiiciiiiicccece e
131, UVOAND dEO CASA...c.viivieiiiiieiiesiesieeie sttt sttt sttt sb et sre b sne e
13.2. GlaVNT @0 CASA ... ueitiiiiiitie ittt
13.3. Domaci Zadatak..........cceiviiiiiiiiei s

Trinaesti ¢as: Normalna raspodela (0brada) ..........cccccevveveiiiiieese s,
14.1. UVOANT dEO CASA....ueiviiiiiiiiiiiiieie ettt ettt b et be e b see e
14.2. G1aVNL AEO CASA...e.viiviiiiitieee ittt bbb
14.3. Domaci Zadatak.........ccceiiiiiiiiie s

Cetrnaesti ¢as: Binomna i normalna raspodela (Wtvrdivanje) .........cc.ccoeueverrerrercennne,
15.1. UVOANT AEO CASA.veeuveivriiiiiiiiiiieesieesteesieesieesibessbeebeesbeesbeesreesseeatessbeesbeesseesssesneens
15.2. G1aVNL A0 CASA...eviiiiniiiiieie sttt bbb

Petnaesti ¢as: Elementi verovatnoce (Sistematizacija) ........ccocveeerereerueseereeneseeneeseeanns
16.1. UVOANT A0 CASA.veeuveiiiiiiiiiiiiiieesieesteesieesieesibessbeebeesbeesteesseessaeabeesbeesbeesbeesnsesneeas
16.2. GlaVNT AEO CASA ....vierieiiiiiiiiiiieie ettt es

Predlog kontrolN0g zadatka ............ccceeiieiieeieeie e e
17.1. ReSeNja zadataka..........cocevviiiiiie i

ZakljuCak-Primena VETOVANOCE. ........cuccverriiririeirinieee s

LIEEIAEUIA. .. vttt bbbt

Kratka DIOGrafifa........ccooiiiiiieeee s

Bibliote¢ke strane



1. UVOD

Master rad koji je pred Vama uraden je iz predmeta Metodika matematike. Nastavnim
programom za Cetvrti razred gimnazije opSteg smera predvideno je da se tema ,,Verovatnoca®
realizuje sa 15 nastavnih jedinica. U radu su obradeni svi Casovi ove teme, prema sledecoj

strukturi:

NogkrwdpE

8

Slucajni dogadaji (obrada)

Klasi¢na definicija verovatno¢e dogadaja (obrada)

Geometrijska definicija verovatno¢e dogadaja (kombinovan cas)

Verovatnoca unije dogadaja (obrada)

Uslovna verovatnoca. Nezavisnost dogadaja (obrada)

Totalna verovatnoca. Bajesova formula (obrada)

Verovatnoca dogadaja (utvrdivanje)

Diskretna 1 neprekidna slu¢ajna promenljiva. Zakon raspodele slucajne

promenljive (obrada)

9.

10.
11.

(utvrdivanje)

12.
13.
14.
15.

Funkcija raspodele i gustina slu¢ajne promenljive (obrada)
Matematicko o¢ekivanje i disperzija (obrada)
Funkcija raspodele, gustina, numericke karakteristike slucajne promenljive

Binomna raspodela (obrada)

Normalna raspodela (obrada)

Binomna i normalna raspodela (utvrdivanje)
Elementi verovatnoce (sistematizacija).

Kroz obradu ¢asova izloZene su najvaznije definicije i teoreme iz verovatnoce predvidene
nastavnim programom. Dat je i predlog veceg broja zadataka koje treba obraditi na ¢asu, kao i
kroz domaci zadatak i samostalno vezbanje ucenika.



1.1. ISTORNSKI OSVRT

Glavni motiv za poéetak proudavanja verovatnoée bio je dobitak u igrama na srecu. Zelja
za brzom i lakom zaradom navela je mnoge strastvene kockare na razmisljanje kako treba da
igraju 1 uloze novac, te kolika je njithova Sansa da pobede. Naucni karakter u izlaganju
verovatnoca postupno dobija od 17-0g veka.

Slika 1. Kockice za igru

Jedan od poznatih matematicara-kockara bio je Dirolamo Kardano (1501-1576).
Smisljajuci strategije za osvajanje novca, formulisao je neka elementarna pravila verovatnoce.
Napisao je ,, Knjigu o igrama na srecu “ (1526) u kojoj navodi rezultate do kojih je doSao, kao i
savete za uspesno varanje.

Za razvoj teorije verovatno¢e znaCajna je prepiska izmedu Pjera Ferme (1601-1665) i
Bleza Paskala (1623-1662) iz 1654-te. Oni su reSavali problem poznat kao podela uloga.

Igra se sastoji iz viSe rundi, ucestvuju 2 takmicara sa jednakim Sansama za pobedu u
svakoj od njih. Takmicari uloze istu sumu novca i unapred se dogovore da prvi igra¢ koji pobedi
u odredenom broju rundi osvaja sav novac. Pretpostavimo da je igra prekinuta usled
nepredvidenih spoljnih okolnosti, pre nego Sto je bilo koji igra¢ pobedio. Problem je: Kako
posteno podeliti uloZeni novac? (Podrazumeva se da podela treba da uzme u obzir broj rundi
koje su igraci osvojili, kao i koliko im jo§ treba do ukupne pobede, tako da igra¢ koji je blizi
pobedi dobije viSe novca.) Razmatranje ovog pitanja dovelo ih je do pojma matematickog
ocekivanja.

Tri godine kasnije, 1657-me, nakon $to ga je Paskal uputio u materiju, Kristijan Hajgens
(1629-1695) izdaje prvu knjigu koja izlaganju verovatnoce daje naucni karakter, ,, Rasudivanje u
igrama na srecu “.

Osam godina nakon smrti Jakoba Bernulija (1654-1705) objavljeno je njegovo delo
,» Umetnost pogadanja *. Pored toga Sto sistemati¢no izlaze ve¢ poznate rezultate, Bernuli prvi
daje dokaze za neke teoreme i pominje specijalan slucaj tvrdenja danas poznatog kao Zakon
velikih brojeva.



Abraham de Moavr (1667-1754) je 1718-te objavio knjigu ,, Doktrina slucajnosti “ u
kojoj uvodi pojam slucajnog dogadaja i gotovo dolazi do formule za normalnu raspodelu. Pjer
Simon Laplas (1749-1827) u delu ,, Analiticka teorija verovatnoce “ uvodi pojam matematickog
oc¢ekivanja i dokazuje niz tvrdenja u obliku u kome ih i danas koristimo.

Osnove za modernu teoriju verovatnoce, zasnovanu na teoriji mere, postavio je Andrej
Kolmogorov (1903-1987). lzdao je knjigu ,, Osnove teorije verovatnoce “(1933), u Kkojoj
aksiomatski zasniva ovu oblast matematike.



2. PRVI CAS: SLUCAJNI DOGAPAJI (OBRADA)

2.1. UVODNI DEO CASA

Navodenje primera primene verovatnoce iz svakodnevnog zivota i zanimljivih istorijskih
Cinjenica, kako bi se ucenici zainteresovali za izu¢avanje novog gradiva.

2.2. GLAVNI DEO CASA

Teorija verovatnoce izucava sluCajne dogadaje 1 zakonitosti u sferi slucajnosti, tj.
zakonitosti koje nastaju pri istovremenom uticaju velikog broja slucajnih faktora.

Definicija 1. Slucajni eksperiment (0pit) je svaka potpuno precizirana operacija (radnja)
koja se u nepromenjenim zadatim uslovima moze ponoviti proizvoljan broj puta i Ciji se rezultat
(ishod) ne moze unapred predvideti. Opit je potpuno odreden ako je jasno navedeno Sta se u tom
opitu posmatra, tj. Sta se registruje kao ishod opita.

Primer 1. Neka se opit sastoji u bacanju ispravne kockice za igru numerisane brojevima
od 1 do 6 na ravnu podlogu. Posmatra se broj koji padne na gornjoj strani kockice. Ozna¢imo sa
A dogadaj: ,, Pao je broj 3 “. Dogadaj A je primer sluajnog dogadaja. Ovaj dogadaj se u
navedenom eksperimentu moze ali i ne mora ostvariti, jer istu mogucénost (Sansu) imaju i
preostalih 5 brojeva.

Primer 2. Eksperiment se sastoji u posmatranju saobracajne raskrsnice u gradu u
vremenu od 12 do 13h i registrovanju broja automobila marke ,,Fiat Punto* koji za to vreme
produ. Ishodi su brojevi automobila navedene marke koji produ kroz raskrsnicu za vreme
posmatranja i oni mogu znacajno varirati u razli¢itim danima, godi$njim dobima ili vremenskim
prilikama.

Definicija 2. Ishod opita naziva se elementarni dogadaj.

Definicija 3. Skup S={es, ey, €3, ..., e ,...} elementarnih dogadaja je skup svih mogucih
ishoda posmatranog opita. ( KaZe se i prostor elementarnih dogadaja).

Osnovni zadatak je da se za dati opit odrede svi elementi skupa S. U odnosu na broj
elemenata, skup S moze biti konacan, prebrojiv ili beskonacan, ali se u srednjoj Skoli radi samo
sa onim opitima koji imaju konacan skup elementarnih dogadaja.

U primeru 1 je S={1,2,3,4,5,6}, a u primeru 2 je S={0,1,2,3,...,M}, gde je broj M
kapacitet raskrsnice.

Definicija 4. Slucajan dogadaj A nekog opita je svaki podskup skupa S elementarnih
dogadaja za taj opit.



Na osnovu definicije konstatujemo da se dogadaj A realizuje ako je rezultat posmatranog
eksperimenta jedan od elementarnih ishoda koji pripadaju skupu A. U primeru 1 ako je dogadaj
A={1,3,4}, taj dogadaj se ostvaruje ako pri bacanju kockice padne broj 1 ili broj 3 ili broj 4.

Definicija 5. Skup S svih ishoda datog opita je takode dogadaj i naziva se siguran
(1zvestan, pouzdan) dogadaj i on se pri posmatranom opitu uvek realizuje.

Definicija 6. Dogadaj koji se nikada ne realizuje naziva se nemogué¢ dogadaj, u 0znaci

U primeru 1, S={1,2,3,4,5,6} je siguran dogadaj, jer ¢e sigurno pasti neki od Sest brojeva.
Nemogu¢ dogadaj u istom primeru bio bi recimo: ,, Pao je broj 7 .

Za dogadaje vaze operacije i relacije koje vaze 1 u teoriji skupova, samo ih tumacimo kao
dogadaje.

Definicija 7. Dogadaj A je podskup dogadaja B ako se u posmatranom eksperimentu
realizacijom dogadaja A uvek realizuje i dogadaj B. Kazemo joS i da dogadaj A povlaci
(implicira) dogadaj B.

Definicija 8. Ako za posmatrani opit vazi da je dogadaj A podskup dogadaja B i da je
dogadaj B podskup dogadaja A, kazemo da su dogadaji A i B ekvivalentni ili jednaki i piSemo
A=B.

Definicija 9. Dogadaj A koji se realizuje ako i samo ako se dogadaj A ne realizuje naziva
se komplement dogadaja A u odnosu na S.

Tako u primeru 1 za dogadaj A={2,3,5} je A={1,4,6}.

Definicija 10. Ako se dogadaj C realizuje ukoliko se realizuju i dogadaj A i dogadaj B,
tada se dogadaj C naziva presek (kaZe se i proizvod) dogadaja A i B, u oznaci C=ANB (ili
C=AB). Ako je ANB= 0, tj. dogadaji A i B se ne mogu ostvariti istovremeno, onda kazemo da su
A i B disjunktni dogadaji.

Pojam preseka moze se prosiriti 1 na bilo koji konacan skup dogadaja Aj, Ay, As, ..., An
(n>2). Dogadaj C, jednak preseku dogadaja A1, Ay, As, ..., Ax, ostvaruje se kada se ostvare svi
dogadaji Ay, 1<k<n.

Definicija 11. Ako se dogadaj C realizuje ukoliko se realizuje bar jedan od dogadaja A i
B, tada se dogadaj C naziva unija dogadaja A i B. Ukoliko je AnNB= @, onda se za uniju
dogadaja koristi i oznaka A+B.

| pojam unije se moze prosiriti na bilo koji konacan skup dogadaja A1, Ay, As, ..., Ay
(n>2). Dogadaj C, jednak uniji dogadaja A, Az, As, ..., Ak, 0stvaruje se ako se ostvari bar jedan
od dogadaja Ay, 1<k<n.



Definicija 12. Ako se dogadaj C realizuje ukoliko se realizuje dogadaj A i ne realizuje
dogadaj B, tada se dogadaj C naziva razlika dogadaja A i B, u oznaci A \ B.

Sve navedene relacije medu sluajnim dogadajima mogu se prikazati Veneovim
dijagramima. Neka je skup svih mogucih ishoda skup tacaka u kvadratu kao na slici 2a. Neka je
dogadaj A-izabrana tacka lezi u manjem krugu, a dogadaj B-izabrana tacka lezi u ve¢em krugu.
Tada su, redom na slici 2 pod b,c,d,ef, prikazane implikacija, presek, unija, razlika i
komplement.

O | @S
%/ B
S %////) S A /é

Definicija 13. Ako su dogadaji A1, Az, As, ..., Ay Nneprazni, po parovima disjunktni i ako je
njihova unija siguran dogadayj, tada oni ¢ine potpun sistem dogadaja.

Kako su dogadaji podskupovi skupa S, odgovaraju¢i skupovni identiteti vaze i za
dogadaje. Evo nekih vaznijih identiteta, koji su u¢enicima poznati iz prvog razreda:

(1)  AUA=A, AnA=A

(2)  AUB=BUA, AnB=BnA

(3)  AU(BUC)=(AUB)UC, An(BNC)=(AnB)nC

(4)  AuU(BNC)=(AUB)N(AUC), An(BUC)=(ANB)U(ANC)
(5) AUA=S, AnA=@

(6)  AUS=S, AnS=A.

-10 -



Primer 3. Za opit bacanja kockice skup elementarnih dogadaja S={1,2,3,4,5,6} ima
partitivni skup od 2° = 64 elementa, tj. dogadaja vezana za ovaj opit. Posmatrajmo neke od njih:

Dogadaj A: ,, Pao je paran broj “ (A={2,4,6}),
Dogadaj B: ,, Pao je neparan broj “ (B={1,3,5}),
Dogadaj C: ,, Pao je prost broj “ (C={1,2,3,5}),
Dogadaj D: ,, Pao je slozen broj “ (D={4,6}),
Dogadaj E: ,,Pao je broj deljiv sa 3 “ (E={3,6}).

Tada je AUB=S, CuD=S, AnB=@, CnD=@, potpun sistem dogadaja ¢ine A i B, odnosno
CiD, AnC={2}, DNnE={6}, D<A, B<=C, nema ekvivalentnih dogadaja,6=D, E\A={3}itd.

2.3. DOMACI ZADATAK

1.Zadatak. Opit se sastoji u bacanju tri novcica i registruje se niz sastavljen od palih
znakova, pisma ili glave (npr. PGP znaci da je na prvom novcicu palo pismo, na drugom glava i
na trecem pismo). Odrediti skup ishoda opita.

2.Zadatak. Prevedi na skupovni jezik sledece recenice:

a. Ostvarila su se sva tri dogadaja A,B i C

b. Ostvario se bar jedan od dogadaja A,B,C

c¢. Ostvarila su se bar dva od dogadaja A,B,C

d. Od dogadaja A,B,C, ostvarili su se samo A i B
e. Ostvario se samo jedan od dogadaja A i B

f. Ostvarila su se dva od dogadaja A,B,C

g. Nije se ostvario nijedan od dogadaja A,B,C

h. Ostvarilo se najvise dva od dogadaja A,B,C.

-11 -



3. DRUGI CAS: KLASICNA DEFINICIJA
VEROVATNOCE DOGADPAJA (OBRADA)

3.1. UVODNI DEO CASA

Komentar domaceg zadatka.

3.2. GLAVNI DEO CASA

Pri definisanju verovatno¢e dogadaja koristi¢emo aksiome ruskog matematicara
Kolmogorova.

Definicija 14. Neka je S={e1,e2,€3,....en} skup elementarnih dogadaja nekog opita, PS
skup svih podskupova skupa S. Verovatnoéa dogadaja A€PS je broj P(A), gde je P funkcija na
skupu PS koja zadovoljava sledece aksiome:

Aksioma 1. Za VA€EPS , P(A)=0 (nenegativnost)
Aksioma 2. P(S)=1 (normiranost)

Aksioma 3. Za dogadaje A1,A,,...,An Koji pripadaju PSi Ain Aj= @, i#j, vazi da je:

n

P(Zn: Ac) =" P(A) (aditivnost).

k=1

Na osnovu definicije zakljucujemo da je za odredivanje verovatnoce bilo kog dogadaja
dovoljno zadati verovatnoce svih elementarnih dogadaja posmatranog opita, P(ej)=pi=0, 1<i<n,
pri ¢emu je po aksiomama 2 i 3 zadovoljeno: p1+py+ps+...+pn=1.

Ako je A={ey,...,en}, tada je P(A)= z P(ex). Poseban slucaj je kada su svi ishodi opita

k=1

jednako verovatni, odnosno p; = =, 1<i<n . Tada se verovatno¢a dogadaja A definiSe na sledeci

Sk

nacin:

Definicija 15( Klasi¢na ili Laplasova definicija verovatnoée) Verovatnoca dogadaja A
jednaka je kolicniku izmedu m-broja elementarnih dogadaja sadrzanih u A (povoljnih za A) i

n-broja svih mogucih ishoda opita: P(A) =%.
3.Zadatak. Kolika je verovatnoca da pri bacanju kockice za igru padne:
a. paran broj
b. broj manji od 3?

-12 -



Resenje. Skup elementarnih dogadaja je S={1,2,3,4,5,6}, pa je n=6.

a. Za dogadaj A: ,, Pao je paran broj “ je A={2,4,6}, pa je m=3. Zato je P(A)= % = % :

b. Za dogadaj B: ,, Pao je broj manji od 3 “ je B={1,2}, pa je m=2. Zato je
_2_1

P(B)= - 3

4.Zadatak. U kutiji se nalaze 4 bele i 6 crnih kuglica. Proizvoljno biramo dve kuglice.
Kolika je verovatnoca da:

a. obe izvucene kuglice budu bele

b. kuglice budu razlicite boje?

Resenje. Broj svih ishoda opita je n= C3°= % =45,
a. Za dogadaj A: ,, lzabrane su obe bele kuglice “ je m=C; :42;3:6. Stoga je
6 2

P(A): T = TR

b. Za dogadaj B: ,, Izabrane su kuglice razli¢ite boje “ je m=C; - Cf= 4-6 =24. Na
. 24 _ 8
osnovu toga je P(B)= priabre

Na osnovu aksioma 1, 2 i 3 mozemo dokazati sledece vazne osobine funkcije P.
Teorema 1. Ako je P(A) verovatnoéa dogadaja A, tada je P(A)=1—P(A).

Dokaz. Kako je A+A=S, to je P(A+A)=P(S). Na osnovu aksioma 2 i 3 je dalje
P(A)+P(A)=1, a odatle sledi tvrdenje. m

Posledica ovog tvrdenja je da je P(@)=0.

Teorema 2. Ako je AcB, tada je P(A)<P(B).

Dokaz. Kako je Ac=B, to je B=A+AB, gde su dogalaji A i AB medusobno iskljucivi, pa
na osnovu aksiome 3 je P(B)=P(A)+P(AB). Koriste¢i osobinu P(AB) >0 (Aksioma 1),
zakljucujemo da je P(B)=P(A). m

Ova teorema ima vaznu posledicu u ¢injenici da je VAEPS, 0<P(A)<1. Drugim re¢ima
P: PS—[0,1], odnosno funkcija P je nenegativna, rastuca i ograni¢ena na PS.

5.Zadatak. Izracunati verovatnocéu da pri bacanju dve kockice za igru zbir brojeva na
gornjim stranama kockica bude manji od 10.

ReSenje. Broj mogucih ishoda je n=6-6=36. Neka je dogadaj A: ,, Na gornjim stranama
dve kockice pao je zbir manji od 10 “. Za dogadaj A suprotan dogadaj jeA: ,, Na gornjim
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stranama dve kockice pao je zbir vedi ili jednak 10 , pa je A={(4,6),(5,5),(6,4),(5,6),(6,5),(6,6)},
gde brojevi u zagradama oznacavaju broj koji je pao na prvoj i drugoj kockici redom. Zato je

P(A)=—==, paje P(A)=1-==2.

3.3. DOMACI ZADATAK

6.Zadatak. Kolika je verovatnoca da ¢emo izvlacenjem 5 brojeva na lutriji koja ukupno
ima 50 brojeva izvuci brojeve 7,13 i 337

7.Zadatak. U prostoriji se nalaze 2 crnca i 4 belca. Na slucajan nacin, jedan po jedan,
svi izlaze iz prostorije. Kolika je verovatnoca da je zadnji iz prostorije izasao belac?

8.Zadatak. Obojena kocka podeljena je na 1000 jednakih manjih kockica. Ako na
slucajan nacin biramo jednu od tih novodobijenih kockica, kolika je verovatnoca da kod
izabrane kockice:

a. bude obojena jedna strana

b. budu obojene dve strane

c. budu obojene tri strane

d. ne bude obojena nijedna strana?

4. TRECI CAS: GEOMETRIJSKA DEFINICIJA
VEROVATNOCE DOGADPAJA (KOMBINOVAN CAS)

4.1. UVODNI DEO CASA

Komentar domaceg zadatka, ponavljanje klasi¢ne definicije verovatnoce.

4.2. GLAVNI DEO CASA

Primer 4. Data je duz AB i tacke C i D koje pripadaju toj duzi. Na slucajan nacin se bira
jedna tacka duzi AB. Pitamo se: Kolika je verovatnoca da izabrana tacka pripada i duzi CD?

Prema  klasicnoj  definiciji ~ verovatnoce, trazena  verovatno¢a bi  bila:
» Broj svih tataka duzi CD“

—— —— . Kako su ovo beskona¢ni skupovi, ne moZemo govoriti o broju
,Broj svih tataka duzi AB

elemenata u njima, ali namece se zaklju¢ak da navedenom koli¢niku odgovara koli¢nik mera
CD

duzi, tj. njihovih duzina: ——.
AB
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U opstem slucaju, neka je skup S skup taaka u prostoru R™, n=1,2,3, odnosno u
jednodimenzionalnom, dvodimenzionalnom ili trodimenzionalnom prostoru, te neka je dogadaj
A neka oblast tog prostora. Svaki A =S sa konaénom merom je jedan dogadaj.

U jednodimenzionalnom realnom prostoru mera je duZina duZi, u dvodimenzionalnom
povrsina ravnog lika, a u trodimenzionalnom prostoru mera je zapremina tela.

Definicija 16.(Geometrijska definicija verovatnoée) Verovatnocéa dogadaja A je

P(A):% , gde je m oznaka za (geometrijsku) meru.

U primeru 4 izbor neke tacke duzi AB je elementarni dogadaj. Svi elementarni dogadaji
su jednako verovatni. Verovatnoca izbora jedne tacke jednaka je nuli, u bilo kom od navedenih
prostora. Ovde je elementarni ishod skoro nemoguc dogadaj - verovatnoc¢a da se desi jednaka je

@, jer je po navedenoj definiciji P(A):izo.

9.Zadatak. Kolika je verovatnoca da se prilikom slucajnog izbora jedne tacke iz kvadrata
stranice a ta tacka nalazi i u krugu upisanom u taj kvadrat?

Resenje. Skup S je skup tacaka kvadrata, a za dogadaj A to je skup tacaka kruga

a27'c

mA) _ 5w

upisanog u kvadrat. Geometrijske mere su povrSine ovih skupova, pa je P(A)= e - et

10.Zadatak. U datu kocku upisana je lopta. Odrediti verovatnocu da slucajno izabrana
tacka pripada unutrasnjosti lopte.

/
au
yz |
4 ’ /_L"- ’ I:'l,\"; - -
-y .
/ I | N
| || A\
I |
= = ——
\ . 7
| |
a '\.\ | | | /
N T A
s . ~ /
s \ / I
P AL /A
r g
e
s ¥ 4
- /
a

Slika 3.
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Resenje. Neka je dogadaj A: ,, SluCajno izabrana tacka je u unutra$njosti lopte
4a3m

o . . a .- L _ VL_ 3 8 —

Poluprecnik lopte je —. Trazimo odnose zapremina: P(A)= —= =——=—.
2 Vk a3 6

11.Zadatak. Osobe A i B dogovorile su se da se nadu na odredenom mestu izmedu 7 i 8
sati uvece. Kako nisu mogli tacno da preciziraju vreme susreta, odlucili su da osoba koja prva
stigne ceka 20 min i zatim ode. Kolika je verovatnoca da ce se sresti?

4

N

Slika 4.

ReSenje. Neka je osoba A stigla na mesto sastanka u 7 sati i X minuta, a osoba B u 7 sati i
y minuta. Ako se osobe precizno drze dogovora imamo: 0<x<60 i 0<y<60. (*) Skup svih
mogucih dogadaja sa¢injavaju svi parovi (x,y) za koje vazi (*), a to su sve tacke kvadrata K.

Osobe A i B ¢e se sresti pod uslovom | X—Y | < 20. Zna¢i, povoljan dogadaj nastupa kada
taCka iz (X,y) pripada oblasti D Srafiranoj na slici, pa je trazena verovatnoca

m(D) _ 602-40% _

5
m(K) 602 '

4
1—=-=
9 9

12. Zadatak. Dat je metalni stap AB duzine Im. Na Stapu se slucajno biraju dve tacke P i
Q i u njima se stap presece, odnosno tako se podeli na 3 dela. Kolika je verovatnocéa da se od ta
tri dela moze napraviti trougao?

Resenje. Ako su P i Q slucajno izabrane tacke na Stapu AB, ozna¢imo sa x odnosno sa y
njihova rastojanja od tacke A. Sada je uredenim parom (X,y) potpuno opisan dogadaj biranja
tacaka P i Q. Kako je 0<x<y<I, moZemo reci da je bilo koji moguc¢i dogadaj odreden uredenim
parom uz navedeni uslov. U ravni Oxy ovaj uslov odreduje trougaonu oblast T=OMN Srafiranu
na slici.

Da bi se od duzi AP, PQ i QB mogao obrazovati trougao, duzina svake od njih mora biti
manja od zbira duzina ostalih. Ako je duzina jedne od njih manja od % onda je zbir duzina
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ostalih dveju ve¢i od % . Prema tome, zaklju¢ujemo da ¢e duzi AP, PQ i QB obrazovati trougao
ako svaka od njih ima duzinu manju od % , 0dnosno: x <§ , Y—X <§ 11-y< % Iz ovih i gornjeg

uslova dobija se 0 < x < % <y<liy—-x< % Povoljan dogadaj opisan je poslednjim
nejednakostima. U ravni Oxy one odreduju trougaonu oblast T1=XYZ, slika. Trazena
m(T1) _ 1
m(T) 4

verovatnocéa je p =

N = M
Y
X
{ ol
o
Slika 5.

4.3. DOMACI ZADATAK

13.Zadatak. Kolika je verovatnoéa da slucajno izabrana tacka koja pripada
Jjednakostranicnom trouglu stranice a pripada i krugu upisanom u taj trougao?

14.Zadatak. Siucajno se biraju dve tacke x,y iz intervala [0,1], ali tako da x€[0, %) ,
ye(§ , 1]. Odrediti verovatnocu da bude ispunjeno | y—x | < g :

15.Zadatak. U pravilnoj cetvorostranoj piramidi osnovne ivice a=10 cm i visine H=12
cm upisana je lopta. Izracunati verovatnocu da slucajno izabrana tacka piramide pripada lopti.
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5. CETVRTI CAS: VEROVATNOCA UNIJE DOGADAJA
(OBRADA)

5.1. UVODNI DEO CASA

Ponavljanje ukratko dosadaSnjeg gradiva iz verovatnoce.

5.2. GLAVNI DEO CASA

Ako su dogadaji Ay, Ay, ..., Ay takvi da su ma koja dva uzajamno iskljuciva, tj. AjA;j =@,
za i#j, 1,j=1,2,...,n, tada na osnovu aksiome 3 verovatnoca njihove unije (zbira) je jednaka zbiru
verovatnoca tih dogadaja: P( Aj+Az+As+...+An)=P(A1)+P(A2)+P(Asz)+...+P(Ay).

16.Zadatak. Iz skupa od 10 osoba (6 Zena i 4 muSkarca) na slucajan nacin biramo 3
osobe. Kolika je verovatnoca da medu izabranim osobama bude bar jedna Zena?

Resenje. Medu tri izabrane osobe moze biti jedna zena (dogadaj A), dve Zzene (dogadaj
B) ili sve tri Zene (dogadaj C). Trazeni dogadaj je AUBUC, tj. A+B+C. Kako su dogadaji
Cr-C3 ,C3-Cf, C§ _ 66+154+20_ 116_ 29

. c v . .. _ — + + = = =
iskljucivi, to je: P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C) cIo cio T cio 20 120" 30°

Teorema 3. Neka su A i B bilo koji dogadaji iz PS takvi da je ANB# @, tada je
P(AuB)=P(A)+P(B)—P(AB).

Dokaz. Koristié¢emo osobine da je AUB= A+AB, B=AB+AB. Dogdaji A iAB, kao i
dogadaji ABAB su dmsobno iskljudivi, pa je =zato: P(A U B)=P(A)+P(AB),
P(B)=P(AB)+P(AB). Oduzimanjem ovih jednakosti dobija se: P(AUB)—P(B)=P(A)—P(AB),
odnosno P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AB), sto je i trebalo dokazati. m

Primetimo da se analogno dobija verovatno¢a da se od tri dogadaja A,B,C realizuje bar
jedan:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(AB)—P(AC)—P(BC)+P(ABC).

17.Zadatak. Odrediti verovatnocu da slucajno izabran dvocifreni broj bude deljiv sa 5 ili

ReSenje. Oznac¢imo sa A dogadaj da je broj deljiv sa 5, sa B dogadaj da je broj deljiv sa 7

i sa AB dogadaj da je broj deljiv i sa 5 i sa 7. Ukupno ima 90 dvocifrenih brojeva, od kojih su 18

deljivi sa 5, 13 deljivi sa 7 i 2 broja deljiva i sa 5 i sa 7 (brojevi 35 i 70), pa je na osnovu
18 13 2 _ 29

prethodne teoreme P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AB)= —+

90 90 90 90
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18.Zadatak. Iz spila od 32 karte za igru na slucajan nacin biramo jednu kartu. Kolika je
verovatnoca da izabrana karta bude pik ili dama?

ReSenje. Za dogadaj A: ,, Izabran je pik “ je P(A)= 38—2 za dogadaj B: ,, Izabrana je dama*
. _4 1 .. . . . _8,4 1 _11
je P(B)—S—Z, a P(AB)—S—Z, jer imamo jednu damu pik, pa je P(AUB)= ATl bl

19.Zadatak. Kolika je verovatnoéa da pri bacanju dve kockice za jamb jedna od njih
pokaze broj deljiv sa 3 ili broj deljiv sa 4?

ReSenje. Skup svih ishoda ovog opita je skup uredenih parova (i), gde i,j€{1,2,3,4,5,6},
a njih ima n=6-6=36. Neka je dogadaj A da se na jednoj od kockica pojavi broj deljiv sa 3,
dogadaj B da se na jednoj od kockica pojavi broj deljiv sa 4, a dogadaj AB da se na jednoj od
kockica pojavi broj deljiv sa 3 a na drugoj broj deljiv sa 4.

Tada:
A={(1.3),(1,6).(2,3).(2,6),(3.3).(3.6).(4,3),(4,6),(5.3).(5,6).(6,3).(6,6).(3,1).(6,1).(3,2),(6.,2),(3.4),
(6,4),(3,5),(6,5)}, odnosno mp = 20.

B={(1,4),(2,4),(3,4),(4,4),(5,4),(6,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4,5),(4,6)}, pa je mg = 11.

AB= { (3,4),(4,3),(4,6),(6,4)}, odakle je Mg = 4.

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AB)= 22+ = ~ 2 =21 -3

36 36 36 36 4

20.Zadatak. U kutiji se nalazi 8 belih i 2 crne kuglice. Koliko kuglica treba odjednom

izabrati, pa da verovatnoca da se medu njima nalazi bar jedna crna kuglica bude veéa od 3 ?

ReSenje. Razlikujemo 2 slucaja: dogadaj A da je medu izabranim kuglicama jedna crna i
dogadaj B da su medu izabranim kuglicama obe crne. Ovi dogadaji su medusobno iskljucivi, pa

je ispunjeno P(A+B)=P(A)+P(B). Uslov zadatka je P(A)+P(B) > %
Neka je n broj kuglica koje treba odjednom izvucéi. Vazi da je:

GG _n@o-n)

GGy _n@o-n)
G’ 45 '

P(A)= (o 90

n (10-n) + n(10—-n) S

2
45 90 3°

Imamo :

Posle sredivanja dobija se n’~-19n+60<0. Re$avanjem ove nejednadine dobijamo 4<n<15.
Ali kako je broj kuglica 10, reSenje ¢e biti 4<n<10. Znaci treba odjednom izabrati 5 ili viSe
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kuglica, pa da verovatno¢a da se medu njima nalazi bar jedna crna kuglica bude veca od%

ey 2
(za n=4, verovatnoca je tacno 3 ).

5.3. DOMACI ZADATAK

21.Zadatak. Kolika je verovatnoca da iz Spila od 32 karte za igru izvlacenjem dve karte
odjednom, izvucene karte budu iste boje ili budu dva keca?

22.Zadatak. Kolika je verovatnoéa da dve bacene kockice za igru neée pokazati brojeve
Ciji je zbir deljiv sa 2 ili sa 3?

23.Zadatak. Iz serije od 6 sijalica, od kojih su dve neispravne, na slucajan nacin biramo
4 sijalice. Kolika je verovatnoca da medu izabranim sijalicama bude najvise jedna neispravna?

6. PETI CAS: USLOVNA VEROVATNOCA. NEZAVISNOST
DOGADAJA (OBRADA)

6.1. UVODNI DEO CASA

Komentar domaceg zadatka.

6.2. GLAVNI DEO CASA

Najpre ¢emo uvesti pojmove zavisni, odnosno nezavisni dogadaji, koji imaju veliku
vaznost u teoriji verovatnoce.

Definicija 17. Neka su A i B dva dogadaja nekog eksperimenta. Ako ostvarivanje jednog
od njih ne utice na verovatnocu ostvarivanja drugog dogadaja, kazZemo da su ti dogadaji
nezavisni. Obrnuto, ako ostvarivanje jednog od dogadaja utice na verovatnocu ostvarivanja
drugog dogadaja, onda kazemo da su ti dogadaji zavisni.

Primer 5. U kutiji se nalaze 3 plave i 5 crvenih kuglica istog oblika i velicine. Slucajno
izvlacimo dve kuglice, jednu za drugom, bez vracanja i pitamo se kolika je verovatnoca da su
obe plave?

Posmatrajmo slede¢e dogadaje:
Dogadaj A: ,, Prva izvuéena kuglica je plava *,

Dogadaj B: ,, Druga izvucena kuglica je plava “.
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. 3 y . . S
Imamo da je P(A)= . Kada racunamo verovatnocu dogadaja B, primeéujemo da ona
2

zavisi od toga da li se dogadaj A ostvario ili ne. Ako se A ostvario, onda je P(B)—; , Jer su nakon

Sto smo izvukli plavu kuglicu u kutiji ostale 2 plave i 5 crvenih. Ako se A nije ostvario, onda je
P(B)=§ , jer smo prvo izvukli crvenu kuglicu, pa pre drugog izvlac¢enja u kutiji imamo 3 plave i 4
crvene. Znaci, ostvarivanje dogadaja A utice na verovatnocu ostvarivanja dogadaja B, pa su A i
B zavisni dogadaji.

Primer 6. Opit se sastoji u bacanju dve kockice za igru. Posmatrajmo dogadaj A: ,, Na
prvoj kockici pao je broj 2 i dogadaj B: ,, Na drugoj kockici pao je neparan broj* . P(A):3i6,

bez obzira da li se B ostvario ili ne; P(B):;—i, bez obzira da li se A ostvario ili ne. Dakle,
dogadaji A i B su nezavisni.

Definicija 18. Verovatnocéa dogadaja B, pod uslovom da se ostvario dogadaj A, oznacava
se sa P(B|A) i zove uslovna verovatnoca.

Razmotrimo nacin odredivanja uslovne verovatnoée. Neka je S={ej,e,...,.en} Skup
elementarnih dogadaja nekog opita i neka su A i B zavisni dogadaji vezani za isti opit. Neka je
k#0 elementarnih dogadaja povoljno za dogadaj A i neka je r od tih k elementarnih dogadaja

<k ]j dogadaj B. Tada je P(B|A _z_é_P(AB) Odavde j PBA-P(AB)
(r<k) povoljno za dogadaj B. Tada je P(B| )—k— k= PA) avde je P(B|A)= PA)’
n
: P(AB) : . .
P(A)>0 (*), analogno je P(A|B)= ﬁ , P(B)>0. 1z poslednje dve relacije dobijamo formule za

presek ili proizvod dogadaja: P(AB)=P(A) P(BJA) ili P(AB)=P(B) P(A|B).(**) Napomenimo da
ako je u uslovu (*) P(A)=0, tj. A=@, onda se uslovna verovatno¢a P(B|A) ne definiSe. U slucaju
tri zavisna dogadaja vazi: P(ABC)=P(A) P(B|A) P(C|AB).

Ako su A i B nezavisni, onda je P(A|B)=P(A), odnosno P(B|A)=P(B), pa zamenom u (**)
dobijamo P(AB)=P(A)P(B), analogno za tri nezavisna dogadaja je P(ABC)=P(A)P(B)P(C).

24.Zadatak. Eksperiment se sastoji u bacanju dve kockice za igru. Ako su kockice
pokazale zbir 10, kolika je verovatnoca da na jednoj od njih bude broj 6?

ReSenje. Neka je dogadaj A: ,, Na jednoj od kockica je pao broj 6, dogadaj B: ,, Zbir

P(AB) _ 31
P(B)

o

brojeva na obe kockice je 10* . Trazi se P(A|B), po formuli je P(A|B)= % .

w
ml“’l

25.Zadatak. U kutiji se nalazi 10 ceduljica na kojima su ispisani brojevi od 1 do 10.
Izvlacimo na slucajan nacin tri ceduljice, jednu za drugom, bez vracanja. Kolika je verovatnoca
da na sve tri izvucene ceduljice budu parni brojevi?
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ReSenje. Neka je dogadaj A: ,, Na prvoj ceduljici je izvucen paran broj “ , dogadaj B:

»,Na drugoj ceduljici je izvucen paran broj“, dogadaj C: ,,Na trecoj ceduljici je izvucen paran
4 3 1

broj*. Kako su dogadaji zavisni, bice P(ABC)=P(A) P(B|A) P(C/AB)=—---= =—.
Dalje navodimo dve teoreme o nezavisnosti dogadaja bez dokaza.
Teorema 4. Ako su dogadaji A i B nezavisni, onda su nezavisni i dogadaji A i B.

Teorema 5. Ako su dogadaji A i B nezavisni, onda su nezavisni i dogadaji A i B.

26.Zadatak. Dva strelca gadaju, jedan za drugim, u istu metu. Verovatnoéa da prvi
strelac pogodi metu je 0,7, a verovatnoca da drugi strelac pogodi metu je 0,9. Izracunati
verovatnocu:

a. da oba strelca pogode metu

b. da prvi pogodi i drugi promasi
c. da bar jedan pogodi metu

d. da tacno jedan pogodi metu.

ReSenje. Neka je dogadaj A: ,, Prvi strelac pogodio je metu “, dogadaj B: ,, Drugi strelac
pogodio je metu . Ocigledno su dogadaji A i B nezavisni.

P(AB)=P(A)P(B)=0,7-0,9=0,63

P(AB)=P(A)P(B)=0,7-0,1=0,07

P(AUB)—P(A)+P(B) P(AB)=0,7+0,9—0,63=0,97, jer dogadaji nisu iskljucivi
P(A B +AB)=P(A B )+P(AB), jer su dogadaji A B iAB iskljucivi. Dalje imamo:
P(A B)+P(AB)= P(A)P( B }+P(A)P(B)=0,7-0,1+0,3-0,9=0,07+0,27=0,34

o 0o @

27.Zadatak. Kolika je verovatnoca da c¢e se od slova A,A,A,V,V,R,S sastaviti ime glavnog
grada Poljske?

ReSenje. Da bismo sastavili re¢ VarSava, najpre od 7 slova koja imamo na raspolaganju
biramo slovo V. Verovatnoca tog dogadaja je% , jer imamo 2 slova V. Pod uslovom da smo prvo

. . , 3 . . .
odabrali slovo V, biramo slovo A sa verovatno¢om <+ Jer imamo 3 slova A od preostalih 6. Pod
uslovom da smo izabrali slova V i A, biramo slovo R sa verovatno¢om : (imamo jedno R od

: DN . .1
preostalih 5 slova). Jedino S od ostala 4 slova biramo sa verovatno¢om . Od preostala 3 slova

dva su A, pa je verovatnoc¢a izbora drugog slova A u reci jednakag. Od poslednja dva slova
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jedino V biramo sa Verovatnoc'om§ , pa poslednje slovo A biramo sa verovatno¢om 1. Dakle,
ako je dogadaj A: ,, Sastavljeno je ime glavnog grada Poljske “, onda je:

P(A)==-=.=-=.2.=. 1= ﬁ , odnosno priblizno 0,24%.

6.3. DOMACI ZADATAK

28.Zadatak. Deo DI jednog tipa automobila se posle odredene predene kilometraze
zamenjuje u 25% slucajeva, a drugi deo D2 istog tipa automobila se zamenjuje u 80% slucajeva,
ako se zameni prvi deo. Kolika je verovatnoca da ée oba dela biti zamenjena ako je zamenjen
prvi deo?

29.Zadatak. Radnik kontrolise rad tri masine. Verovatnoca da ¢e u toku dana biti potrebe
da popravlja masine iznosi 0,1 za prvu, 0,2 za drugu i 0,25 za tre¢u masinu. Odrediti kolika je
verovatnoca da ce u toku jednog dana biti potrebe da se poprave:

a. sve tri masine

b. dve masine

c. jedna maSina

d. nijedna masina.

30.Zadatak. U studiu se nalaze dve kamere. Verovatnoca da u datom momentu bude
ukljucena prva je 0,8, a druga kamera 0,6. Kolika je verovatnoca da u datom momentu bude
snimljen aktuelni dogadaj?
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7. SESTI CAS: TOTALNA VEROVATNOCA. BAJESOVA
FORMULA (OBRADA)

7.1. UVODNI DEO CASA

Komentar domaceg zadatka, ponavljanje pojma potpun sistem dogadaja i formula za
uslovnu verovatnocu.

7.2. GLAVNI DEO CASA

Neka je S skup elementarnih dogadaja nekog eksperimenta i neka su Hi, Hy,...,H, slucajni
dogadaji koji ¢ine potpun sistem dogadaja tog eksperimenta, S=H;UH,UH3U...UH, i vazi da je
HinH; =0, za i#j, i,j=1,2,...,n. Neka je A neki dogadaj takav da je AcS, tada je A=SNA,
odnosno A= (H;UH,UH3U...UH,) NA. Koristeci distributivnost preseka prema uniji imamo:

A=(H:nA)U( HaNA)U...UHNA) (1),

Kako su dogadaji Hj, Ha,...,Hn po pretpostavci medusobno iskljucivi, to su 1 dogadaji
HinA, HoNA.,..., HiNA medusobno iskljucivi, pa je iz (1):

P(A)=P(H1A)+P(H,A)+...+P(H,A) (2).
Medutim, za svako k (1<k<n) vazi da je P(HA)=P(Hk)P(A|Hy). (3)
1z (2) i (3) dobijamo:
PA)=Y P(H) PAHY). (*

k=1

Slucajni dogadaji Hj, Ha,...,Hn nazivaju se hipoteze, a formula (*) naziva se formula
totalne (potpune) verovatnode.

Dogadaj AHi znaci: dogadaj A se realizovao preko uslova Hy, k=1,2,...,n.

Dogadaj A se moze ostvariti preko bilo kog dogadaja Hy, Ha,...,Hp, tj. sSamo preko jednog
od njih.

Ako se zna da se ostvario dogadaj A, mozemo odrediti verovatno¢e P(HyA), za svako
k=1,2,...,n. Kako je P(AH)=P(A)P(HkA)=P(H)P(A|HJ), to je:

P(Hy)P(A|H)
P(4)

P(HA)= Vk=1,2,...n. (**)
Jednakost (**) poznata je kao Bajesova formula.
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31.Zadatak. Prodavnica dobija hleb iz dve pekare, iz prve 6 gajbi, a iz druge 4 gajbe
hleba. Prva pekara proizvodi 2% nepecenog hleba, a druga 5%.

a. Odrediti verovatnoc¢u da kupljeni hleb u toj pekari bude nepecen.
b. Odrediti verovatnocu da ako je kupljen nepecen hleb on potice iz prve pekare.
Pretpostaviti da su hlebovi istog oblika i velicine.

ReSenje. Neka su hipoteze: H;-Hleb poti¢e iz prve pekare i Hy-Hleb potice iz druge
pekare, a dogadaj A- Kupljen je nepecen hleb. Na osnovu formule potpune verovatnoce je:
a. P(A)=P(Hy) PAH)+P(H)P(AIH) = =+ -+ = =22 =

10 100 10 100 1000 125

b. Trazi se verovatnoca uslovnog dogadaja H;|A. Na osnovu Bajesove formule je:
6 2
_PH)P(AIH1) — 107100 — 3
P(HllA)_ P(A) - 4 - g .

125

32.Zadatak. Od tri istovetne puske slucajno se bira jedna i njome gada meta jednim
hicem.

a. Kolika je verovatnoca da je meta pogodena ako je verovatnoca da je meta pogodena
prvom puskom 0,75, drugom puskom 0,8, a trecom puskom 0,9?

b. Ako je meta pogodena, kolika je verovatnoca da je pogodena iz druge puske?

ReSenje. Neka su hipoteze H; -1zabrana je i-ta puska, i=1,2,3. Tada je P(Hi):g. Dogadaj
A je da je meta pogodena.

a. P(A)=P(H1) P(A[H1)+P(H2)P(A|H)+P(H3)P(AlH3)= g .(%J,g%) = % : g - g

60

33.Zadatak. U tri istovetne kutije nalaze se kuglice jednakih dimenzija, u prvoj 6 belih i 2
crne, u drugoj 9 belih i 4 crne, a u trecoj 4 bele i 3 crne. Na slucajan nacin odabere se jedna
kuglica iz prve kutije i prebaci u drugu kutiju. Od svih kuglica koje se sada nalaze u drugoj kutiji
na slucajan nacin se izabere jedna kuglica i prebaci u trecu kutiju, a zatim se iz trece kutije na
slucajan nacin biraju 2 kuglice. Kolika je verovatnoca da su obe bele boje?

ReSenje. Dogadaj A: ,, Iz trece kutije izvuéene su dve bele kuglice*
Hi: ,,Iz druge u trecu kutiju prebacena je kuglica bele boje*

H,: Iz druge u trecu kutiju prebacena je kuglica crne boje*
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Tada je po formuli totalne verovatnoce:

N\
(SRS

5
P(A)=P(H1) P(A|H1)+P(H2)P(A|H2) =P(Hy) - E;i +P(Hy) - (
2

)
)

5 3
2 P(Hl)"‘EP(Hz)-

N 0

Treba odrediti P(Hy) i P(H,). Sada posmatramo potpun sistem dogadaja B; i B; :
Bi: ,, Iz prve u drugu kutiju prebacena je bela kuglica*

B,: ,,Iz prve u drugu kutiju prebacena je crna kuglica®.

6 10 2 9 39
—_——t - — = —

P(H1)=P(B1) P(H1|B)+P(Bo)P(Hu[B2) = -+ -+ 2+ =

6 4

2 5 17
—4+Z.2 =
8 14 8

14 56

P(H2)=P(B1) P(H2|B1)+P(B2)P(H2[B2) =

X : 5 39 3 17 123
Kona¢no je P(Ay=—=-=+—=.== '
14 56 14 56 392

7.3. DOMACI ZADATAK

34.Zadatak. U skoli imamo dva odeljenja Cetvrtog razreda gimnazije, IV1 1 1V, . U 1V je
20 ucenika, od kojih je 6 odlicnih, a u IV, je 25 ucenika, od kojih je 5 odlicnih. Na slucajan nacin
se bira razred i iz njega ucenik.

a. Kolika je verovatnoca da je izabrani ucenik odlican?

b. Ako je izabran odlican ucenik, kolika je verovatnoca da je iz IV, odnosno 1V, ?

35.Zadatak. U gradu se nalaze tri diskoteke. Verovatnoca da petkom uvece bude vece
disko muzike je 0,2 za prvu, 0,3 za drugu i 0,4 za trecu diskoteku. Grupa devojaka u petak uvece
slucajno odlazi u jednu od te tri diskoteke.

a. Kolika je verovatnoéa da ¢e prisustvovati veceri disko muzike?

b. Ako devojke prisustvuju veceri disko muzike, kolika je verovatnoca da su otisle u prvu
diskoteku?
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8. SEDMI CAS: VEROVATNOCA DOGADPAJA (UTVRDPIVANIJE)

8.1. UVODNI DEO CASA

Ponavljanje osnovnih definicija i formula iz dosada obradenog gradiva.

8.2. GLAVNI DEO CASA

36.Zadatak. Sest porodica su se nasle zajedno na izletu. Svaku porodicu cine: otac,
majka i troje dece. Na slucajan nacin izabrani su jedan otac, jedna majka i jedno dete. Kolika je
Verovatnoca da svi troje pripadaju istoj porodici?

ReSenje. Neka je A dogadaj Cija se verovatnoca trazi. Ukupan broj mogucih izbora

jednog oca, jedne majke i jednog deteta je n=6-6-18. Broj povoljnih slucajeva za dogadaj A je
6-3

6-6-18

m=6-3 (otac i majka se mogu izabrati na 6 nacina i njihovo dete na 3 nacina). Zato je P(A)=
1

=
37.Zadatak. Sest strelaca gada u 10 meta. Ako svaki strelac nasumicno bira metu, kolika
Jje verovatnoca da ce svi strelci gadati razlicite mete?

Resenje. Ako mete ozna¢imo redom sa prvih 10 slova abecede, onda je broj mogucih
izbora meta Sest strelaca svaka re¢ duzine 6 od 10 slova, gde se slova mogu ponavljati, pa je po
formuli varijacija sa ponavljanjem n=10° .

Neka je dogadaj A: ,, Svi strelci gadaju razlic¢ite mete®. Tada je broj povoljnih slucajeva
za dogadaj A svaka re¢ duZine 6 u kojoj su slova razlicita, a takvih re¢i ima m= V2° = 6!- (3°).

P(A)===0,1512.
n

38.Zadatak. Na raspisani konkurs za 3 radna mesta prijavilo se 14 muskaraca i 6 zena i
svi ispunjavaju uslove konkursa. Odredi verovatnocu da ce, ukoliko se izbor kandidata vrsi na
slucajan nacin, biti izabrani:

a. bar jedan muskarac
b. 2 muskarca i jedna Zena.
Resenje. Broj moguéih izbora je n=CZ°= 1140.

a. Ako je dogadaj A: ,, lzabran je bar jedan muskarac®, onda je njemu suprotan dogadaj
A:,, Medu izabranima nema nijedan muskarac (odnosno svi izabrani su Zene)“. Dalje je:

Cg _ 20

_ 1 _ 56
1140 ~ 1140

=, paje P(A)=1-P(A)=1— ===

P(A)Z 57 57°
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b. Neka je dogadaj C: ,, Izabrana su 2 muskarca i jedna Zena“. Ovde je m=C3* - Cf =

1413 o~ _ _ . _ 546 _ 91
—,—+6=91-6=546, paje zbog toga P(C)—m = o0

39.Zadatak. a. Na koliko nacina se na polici mogu sloZiti knjige iz matematike, fizike i
hemije (u navedenom redosledu), ako ima 10 razlicitih knjiga iz matematike, 5 razlicitih knjiga iz
fizike i 4 razlicite knjige iz hemije?

b. Neka su knjige slozene na slucajan nacin u okviru iste oblasti, a u datom redosledu, sto
se tice razlicitih oblasti. Odrediti verovatnocu da 4 odredene knjige iz matematike, 3 odredene
knjige iz fizike i 2 odredene knjige iz hemije budu, u okviru svojih oblasti, sloZene jedna do druge
1to: 1°bez obzira na redosled, 2° u odredenom redosledu.

Resenje. a. Koriste¢i permutacije bez ponavljanja, imamo da se knjige iz matematike
mogu sloziti na 10! nacina, knjige iz fizike na 5! nacina i knjige iz hemije na 4! nacina, pa je
ukupan broj rasporeda knjiga u navedenom redosledu jednak 10!- 5! 4! .

b. Pri slu¢ajnom rasporedu knjiga, smatra se da su svi rasporedi koji se mogu dobiti na taj
nacin jednako verovatni. Kako je broj rasporeda konacan, primeni¢emo klasi¢nu definiciju
verovatnoc¢e. Odredimo broj rasporeda koji su povoljni za slucajne dogadaje 1° 1 2° .Te 4 knjige
iz matematike sada smatramo za celinu, pa ,, razli¢itih knjiga® iz matematike imamo 7 i njih
mozemo rasporediti na 7! nacina. Za svaki takav raspored ima 4! rasporeda za 4 knjige u okviru
posmatrane celine, pa se knjige iz matematike mogu rasporediti na 7!- 4! nac¢ina. Analogno je
3!- 3! broj nacina da se poredaju knjige iz fizike, a 3!- 2! broj nacina da se poredaju knjige iz
hemije. Ukupan broj razli¢itih rasporeda povoljnih za dogadaj iz 1° je 7!- 41 31. 31- 31- 21 ' pa je

7!- 4!. 31- 31- 31. 2!

verovatnoc¢a tog dogadaja P; = Lol 5l 2l = 0,005.

71- 3! 3!
Verovatnoca dogadaja iz 2°, zaokruzeno na 5 decimala je P, = Tolshal = 0,00002.

40.Zadatak. Pravilan tetraedar ima obojene strane: jednu u crveno, drugu u plavo, trecu
u zZuto, a na cetvrtoj su sve tri boje. Tetraedar bacamo i registrujemo boje strane na koju padne.
Neka su dogadaji A-strana na koju je pao tetraedar ima plave boje, B-ima crvene boje, C-ima
Zute boje. Ispitati da li su dogadaji A,B,C nezavisni.

Regenje. Imamo da je P(A)=P(B)=P(C)=%, P(AB)=P(AC)=P(BC)=- i P(ABC)=; . Tako
Je:

P(AB)=P(A)P(B)=,
P(AC)=P(A)P(C)=;

P(BC)=P(B)P(C)=; ,
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ali
P(ABC)#P(A)P(B)P(C).
Dakle, dogadaji A,B,C nisu nezavisni, iako su svaka dva po parovima nezavisni.

41.Zadatak. Imamo tri novcica, od kojih su dva ispravna, a treéi sa obe strane ima grb.
Slucajno je izabran jedan novcic¢ i bacen 4 puta. Ako je sva Cetiri puta pao grb, kolika je
verovatnoca da je izabran ispravan, odnosno neispravan novcic?

ReSenje. Obelezimo dogadaje Aj-izabran je ispravan novc€i¢, Aj-izabran je neispravan
novéi¢, B-4 puta je pao grb. Traze se verovatnoée P(A1|B) i P(Az|B) koje mozemo odrediti
pomocu Bajesove formule. Imamo da je P(A1)=§, P(A2)=§ ,a ako je izabran ispravan novcic,

verovatnoc¢a da 4 puta padne grb je (%)4, odnosno P(B|A)= (%)4 _

Za novCi¢, koji sa obe strane ima grb, sigurno je da ¢e sva 4 puta pasti grb,
dakle P(BJA;) =1.

2, (1)4
P(Al)P(BlAl) 3 2

P(A1)P(B|A)+P(A,)P(B|A,) % (%)4_,_1.31

1
P(A[B)= 5

P(A2B)=1—P(AqB) = 2

Zaklju¢ujemo da je mnogo verovatnije da je izabran neispravan novcic.

8.3. DOMACI ZADATAK

42.Zadatak. Opit se sastoji od bacanja kockice i novcic¢a. Posmatraju se dogadaj A- da
na kockici padne paran broj i dogadaj B- da na novci¢u padne pismo. Dokazati da su dogadaji A
I B nezavisni.

43.Zadatak. Na 9 jednakih listi¢a ispisane su cifre 1,2,3,...,9. Nasumicno se izvlace tri
listica, jedan po jedan i slazu sleva na desno. Odrediti verovatnocu da ce tako dobijeni trocifreni
broj biti veci od 200, a manji od 700.

-29 -



9. OSMI CAS: DISKRETNA | NEPREKIDNA SLUCAJNA
PROMENLJIVA. ZAKON RASPODELE SLUCAJNE
PROMENLJIVE (OBRADA)

9.1. UVODNI DEO CASA

Komentar domaceg zadatka.

9.2. GLAVNI DEO CASA

Cesto sreemo situacije u kojima se svakom elementarnom ishodu jednog opita
pridruzuje neki realan broj, tj. meri neka njegova numeri¢ka karakteristika. Na takvo
pridruzivanje nailazimo, na primer, u igrama na sre¢u, gde se svakom ishodu pripisuje odredeni
novcani dobitak ili gubitak za igraca.

Dodeljuju¢i svakom ishodu opita realan broj, mi ustvari zadajemo funkciju na skupu
S={e;,e,...,n} elementarnih dogadaja sa vrednostima u skupu R. Oznac¢imo tu funkciju sa X.
Kako ishod opita ne mozemo predvideti, tako i vrednost funkcije X za dati ishod ne znamo
unapred. Zato se ova funkcija i zove slucajna promenjiva.

Evo jo§ nekih primera sluc¢ajnih promenjivih: veli¢ina greSke pri merenju neke fizicke
veliCine, broj ostvarivanja dogadaja A u n izvodenja opita za koji je A vezan, broj devojcCica
medu stotinu novorodencadi, porast cene nafte izrazen u dolarima, vek trajanja nekog proizvoda,
tezina zrna pSenice uzgajane na nekoj parceli itd. Na vrednosti ovih veli¢ina utice veéi broj
medusobno nezavisnih okolnosti, tzv. slu¢ajnih faktora, koje se ne mogu unapred predvideti i
oceniti.

Definicija 19. Svako preslikavanje X prostora elementarnih dogadaja S u skup realnih
brojeva, takvo da za svaki interval I na realnoj pravoj skup svih elementarnih dogadaja na
kojima X uzima vrednosti iz I predstavlja jedan slucajan dogadaj, naziva se slucajna
promenjiva,

X: S—-R.

Definicija 20. Slucajna promenjiva X je diskretnog tipa (diskretna slu¢ajna promenjiva)
ako je njen skup vrednosti X(S) konacan ili beskonacan niz realnih brojeva. Slucajna promenjiva
X je neprekidnog tipa (neprekidna slucajna promenjiva) ako je skup svih vrednosti koje ona
uzima jedan interval na realnoj pravoj (ovaj interval moze biti i ceo skup R).

Za potpunu ocenu sluc¢ajne promenjive X i prakti¢no koris¢enje njenih karakteristika,
potrebno je i dovoljno poznavati:

a. Skup X(S) svih vrednosti koje slucajna promenjiva X moze uzeti, tj. vrednost
slucajne promenjive za svaki ishod opita, odnosno svaki sluc¢ajni dogadaj.
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b. Verovatnoce svake od tih vrednosti slu¢ajne promenjive X.

Primer 7. Opit se sastoji u bacanju tri novci¢a. Neka je karakteristika opita, tj. slucajna
promenjiva X-Broj palih grbova. Odredi¢cemo vrednosti slucajne promenjive X i verovatnoce sa
kojima se te vrednosti ostvaruju.

Skup elementarnih dogadaja je S={ PPP, PPG, PGP, GPP, PGG, GPG, GGP, GGG}, gde
troslovna skracenica oznacava redosled padanja pisma(P) 1 grba(G) na nov¢i¢ima redom. Broj
palih grbova moze biti: 0,1,2 ili 3, pa je X(S)={0,1,2,3}- skup vrednosti slu¢ajne promenjive X
(konacan niz brojeva).

Dalje uvedimo dogadaje: Ay = {PPP}, A;={PPG,PGP,GPP}, A; ={PGG,GPG,GGP},
A3 ={GGG}, koji sadrze ishode opita prema broju grbova. Oznacimo sa (X=xi ) dogadaj da
slu¢ajna promenjiva X uzme vrednost xx€X(S), a sa P(X=xx)=p(k)=pk verovatnoc¢u tog dogadaja.
U naSem slucaju je:

p1:P(X:0):P(Ao):%
po=P(X=1)=P(A)=2
pa=P(X=2)=P(A2)=
p4:P(X:3):P(A3):% .

Za diskretnu sluéajnu promenjivu X skup {p(xx) | Xk € X(S)} odreduje raspodelu
verovatnoca sluéajne promenjive X. Ova raspodela se pregledno prikazuje Semom:

X1 X2 X3 Xn )
1

X: (p1 D Do p e

gdejepi+p2+tpst ... +ppt... =1, jerje (X=x1) U (X=X2) U ... U (X=X,) U ... siguran
dogadaj.

Definicija 21. Skup vrednosti diskretne slucajne promenjive {x1,X,...} i odgovarajuce
verovatnoce p(xi), i=1,2,... , cine zakon raspodele slucajne promenjive X, ili krace, raspodelu
slucajne promenjive X.

Za slucajnu promenjivu u primeru 7 zakon raspodele je:

x(?%%f)
8 8 8 8
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Primer 8. Najjednostavnija slucajna promenjiva je tzv. indikator dogadaja. Ako je S
prostor elementarnih dogadaja nekog opita i dogadaj A = S, tada se slucajna promenjiva Ip : S—

R, ciji je zakon raspodele
01
w (peay Pa ).

zove indikator slucajnog dogadaja A.

Primer 9. (Slucajna promenljiva X sa (prebrojivo) beskonacno mnogo vrednosti)

Zakon raspodele slucajne promenjive X dat je sa: p(k)=P(X=x\)= 2—1k , k=1,2,3,..., 1.

pomocu Seme:

X:(

N[ R
R =
S
W

M

Lako se dokazuje da je Z p(xk) = 1, tj. da je (%)" = 1, kao zbir konvergentnog

1

~
I
JUN

k=
geometrijskog reda ( qz% ,lagl<1).

Primer 10. Posmatrajmo sledeci opit: Slucajno se bira tacka M(x,y) na kruznoj povrsi

x* + y* < 1 u ravni Oxy.

Slika 6.

Verovatnoca da ¢e biti izabrana tacka u nekoj odredenoj podoblasti D date kruzne povrsi
K proporcionalna je povrsini te podoblasti, na primer, povrSini kruznog prstena na slici (Srafiran
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deo), §to znaci da je ta verovatnoca jednaka koli¢niku povrsine podoblasti D i povrSine cele
kruzne povrsi K (geometrijska verovatnoca) .

Neka je sluCajna promenjiva X rastojanje izabrane tacke M(x,y) od koordinatnog
pocetka. Svakom elementarnom dogadaju (tacki) M(x,y) preslikavanje X dodeli¢e realan broj :

r=4x%+y?,0<r<l.

Dogadaj (X=r) sastoji se od izbora tataka M(x,y) za koje je x* + y* = r* , §to je skup
taCaka kruzne linije poluprecnika r. Verovatno¢a P(X=r) za svaku pojedina¢nu vrednost slucajne
promenjive X jednaka je nuli, jer je podoblast kruzne povrsi kruzna linija, a njena povrsina je 0.
To ne znaci da se konkretna tacka M(x,y) nece izabrati, ve¢ da je taj izbor skoro nemogué
dogadaj. Zato posmatramo vrednosti slu¢ajne promenjive X koje pripadaju intervalu I=(r; , I2) na
odsecku [0,1] (0<r1<r,<1). Dogadaj X€l predstavlja kruzni prsten D: ri’< x* + y* <r,?, paje :

Povrsina kruznog prstena D

P(Xel) =

Povrsina cele kruzne povr$i K

ryn-rim _

Odavde je kona¢no P(XEI) = o CT7 T rZ .

Primetimo da bi isti rezultat bio i da su intervali I oblika: [ry , o), (ra, r2] ili [ry, r2].

Ovo je primer sluajne promenljive intervalnog ili neprekidnog tipa. Primetimo da se 1
kod slucajne promenljive diskretnog tipa moze lako preci na verovatno¢e uzimanja vrednosti u
pojedinim intervalima, tako §to ¢e se za svaki interval sabrati verovatnoée svih onih vrednosti
slu¢ajne promenljive koje pripadaju tom intervalu. Na primer, za slucajnu promenljivu X iz
primera 7 ako je [=[0,2) ima¢emo:

P(XEN=P(X=0)+P(X=1)==+= =~ ali je za 1=(0,2), P(XEI):P(X:l):g , §to je kljuéna

razlika u odnosu na slu¢ajne promenljive neprekidnog tipa.

9.3. DOMACI ZADATAK

44.Zadatak. Pri bacanju numerisane kockice slucajna velicina X je broj dinara koje
igrac dobija ili gubi, u zavisnosti od broja k koji padne na gornjoj strani kockice. Neka su uslovi:

k, zak=4ilik=5
X=43-3k, zak=1ilik =2
0, zak=3ilik=6

Odprediti raspodelu verovatnoca slucajne promenljive X.
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45.Zadatak. Novcié¢ se slucajno baca toliko puta dok ne padne grb ili dok se ne izvedu 4
bacanja. Odrediti skup S i raspodele verovatnoca za sledece slucajne promenljive:

X: Broj bacanja novcica, Y: Broj palih pisama, Z: Broj palih grbova.

46.Zadatak. Koje od sledecih slucajnih promenljivih su diskretnog, a koje neprekidnog
tipa:

a. broj Zenske dece medu 150 novorodencadi

b. broj gadanja do prvog pogotka u metu

c. rastojanje od centra mete do tacke u koju je udarilo zrno

d. duzina predenog puta projektila do mesta udara? ObrazloZiti odgovor.

47.Zadatak. Automobil se krec¢e u pravcu gde ¢e naiéi na tri semafora. Svaki od njih

. . . , 2 . . , 1 .
dopusta dalje kretanje sa verovatnocom 3 @ zabranjuje kretanje sa verovatnocom 3 Naci

raspodelu verovatnoce prolaska automobila pored semafora do prvog zaustavljanja.

10.DEVETI CAS: FUNKCIJA RASPODELE | GUSTINA
SLUCAJNE PROMENLJIVE (OBRADA)

10.1. UVODNI DEO CASA

Ponavljanje pojma sluc¢ajne promenljive.

10.2. GLAVNI DEO CASA

Neka je X slucajna promenljiva definisana nad prostorom S nekog opita i neka je x ma
koji realan broj, tada je dogadaj

(X<x) = (X€&(=0,x)) = {e| X(e)<x}

skup svih elementarnih dogadaja iz S koje slucajna promenljiva X preslikava na realnu
osu levo od fiksiranog broja (tacke) x.

Definicija 22. Funkcija F, koja svakom realnom broju x dodeljuje verovatnocéu
P(X€(—,x)) =P(X<Xx),

odnosno za koju je F(x)=P(X<x), xER, naziva se funkcija raspodele slucajne promenljive
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Primer 11. Za slucajnu promenljivu iz primera 7 odredimo funkciju raspodele.

).

Zakon raspodele date slucajne promenljive je X: ( g
8

0| W
0lwN
0k W

1° Ako je x<0, F(x)=P(X<x)=0
2° Ako je 0<x<1, F(x):P(X<x):P(x:o):%

3° Ako je 1<x<2, F(x):P(x<x):P(x:0)+P(x:1):§ +2=2

4° Ako je 2<X<3, F(X)=P(X<X)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=2 + = +>= 2

5° Ako je x>3, F(x)=P(X<x)=L1.

Trazena funkcija raspodele F(x) je:

0, za x<0

Y

za 0<x<1

~-

za l<x<?2

-

A
Ol = OO =

, za 2<x<3
1, za x> 3

—

Kada se zna funkcija raspodele F neke slucajne promenljive X, onda se za svaki interval
I=[a, b) moze izracunati verovatnoc¢a da X uzme vrednost u tom intervalu:

P(Xel)=P(a<X<b)=P(X<b)—P(X<a)=F(b)—F(a),
odnosno

P(a<X<b)=F(b)—F(a).

Tako je u primeru 11: P(% £X<§) = F(%)—F(%) = g — % =

Kako je funkcija F(x) slucajne promenljive X verovatno¢a dogadaja (X<x), prirodno je
da ispunjava uslove date sledeCom teoremom.

Teorema 6. [° Funkcija F(x), ma koje slucajne promenljive X, je monotono
neopadajuéa funkcija
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2° lim,, _o, F(x) = 0 (jer je dogadaj (X<—) nemoguc)
lim,_, 1o F(x) = 1 (jer je dogadaj (X<+0) siguran)
3° Funkcija F(x) je neprekidna sleva, u svakoj tacki xo iz R: lim,_,, F(x) = F(xo).
Osobina 2° obi¢no se zapisuje na sledeé¢i nacin: F(—00)=0, F(+00)=1.
Iz osobina 1° i 3° zaklju¢ujemo da je 0<F(x)<1.

Definicija 23. Za slucajnu promenljivu X kazemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako
postoji nenegativna integrabilna funkcija p(x) na intervalu (—oo,x), Xx€R, takva da je:

P(X<x)=F(x)=/"_p(t)dt .

Funkcija p naziva se gustina raspodele slucajne promenljive X. Grafik funkcije p(x)
naziva se kriva gustine raspodele ili krace kriva raspodele verovatnoca.

Geometrijski posmatrano, F(x), verovatno¢a da sluajna promenljiva X uzme vrednost
manju od X, jednaka povrsini figure omedene krivom gustine (grafikom p(x)) i X-0som nad
intervalom (—oo,Xx).

Kako je

PasX<b)=F(b)—F()= [*_p(x)dx — [ p()dx = [ p()dx,
to je
b
PasX<b)= [ p(x)dx.
Verovatno¢a da sluCajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa uzme vrednost u

intervalu (a,b) jednaka je povrsini krivolinijskog trapeza ispod krive gustine (y=p(x)) nad
odseckom [a,b].
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Slika 7.

Iz definicije 23 sledi za x=+ da je F(+00)=f_-'-0(;o p(x)dx = 1, §to je znacajna osobina
funkcije y=p(x).

Treba istaci da kod slu¢ajne promenljive apsolutno neprekidnog tipa vazi P(X=x)=0, za
svaki realan broj x, Sto je posledica neprekidnosti njene funkcije raspodele. Imajuéi u vidu ovu
¢injenicu, moze se pisati:

P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b)= [ f(x)dx= F(b)—F(a).
(na primer, P(a<X<b)= P(a<X<b)+P(X=b) i P(X=b)=0 daje P(a<X<b)=P(a<X<b) )
Diferenciranjem integrala po promenljivoj gornjoj granici, iz definicije 23 dobija se:
F'(x) = p(x),
za svako X€R za koje je funkcija p(x) neprekidna.

Primer 12. Za funkciju

0, zax<0
F(x)={x2, za 0<x<1
1, za x>1

gustina raspodele je

0, za x <0
p(x)={2x, za 0<x<1 .
0, zax>1

Ovde je F '(x) = p(x) za x#1.
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10.3. DOMACI ZADATAK

a

.z XER.

48.Zadatak. Gustina raspodele slucajne promenljive X je funkcija p(x)=
a. Odrediti konstantu a.

b. Naci P(X<V/3)

c. Naéi P(Xe(—1,1))

d. Nadi P(X>V/3).

49.Zadatak. Funkcija raspodele slucajne promenljive X je F| (x)Z% + % arctg x, xeR.

a. Odrediti gustinu raspodele p(x)

b. Odrediti xo, za koje je P(X>x0)=0,25.

11.DESETI CAS: MATEMATICKO OCEKIVANJE I DISPERZIJA
(OBRADA)

11.1. UVODNI DEO CASA

Komentar domaceg zadatka.

11.2. GLAVNI DEO CASA

Na prethodnim ¢asovima upoznali smo se sa slu¢ajnim promenljivim pomoc¢u njihovih
zakona, funkcija i gustina raspodele. To su funkcionalne karakteristike sluajnih promenljivih i
one jednoznacno odreduju slucajnu promenljivu.

Polaze¢i od navedenih funkcionalnih karakteristika, mozemo izrac¢unati neke numericke
(broj¢ane) karakteristike slucajne promenljive, koje se koriste u velikoj meri i na osnovu njih
donosimo izvesne zaklju¢ke o proucavanim slucajnim promenljivim (umesto cele raspodele
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prakticno koristimo samo jedan broj). U najvaznije numericke karakteristike slucajne
promenljive spadaju matematicko ocekivanje i disperzija.

Definicija 24. Neka je X diskretna slucajna promenljiva data zakonom raspodele

( X1 X2 )
p(x1) p(x2) ™ /-
Matematicko ocekivanje promenljive X, u oznaci E(X), definiSe se kao
EX)= D - p),
k=1

pod uslovom da zbir Z X« - p(X) postoji. U slucaju kad ovaj zbir ne postoji, smatramo
k=1

da matematicko ocekivanje nije definisano.

Definicija 25. Ako je X neprekidna slucajna promenljiva sa gustinom raspodele p, njeno
matematicko ocekivanje definisano je sa

E(X)= ffooox p(x)dx ,
pod uslovom da integral fjooo |x| p(x)dx postoji. U slucaju kad ovaj integral ne postoji,
smatra se da matematicko ocekivanje nije definisano.

Matematicko ocekivanje predstavlja prosecnu (srednju) ocekivanu vrednost slucajne
promenljive.

Primer 13. Neka je X slucajna promenljiva definisana kao broj koji pokazuje gornja
strana kockice prilikom bacanja. Treba izracunati njeno matematicko ocekivanje.

Raspodela verovatnoc¢e ove slucajne promenljive data je sa:

(1 1 )
6 6

NP W
ok
R,
RO

1
6

Njeno matematicko ocekivanje je E(X)=1- % + 2- % + 3 % + 4. % +5: % + 6-
Primer 14. Dogadaj A se ostvaruje sa verovatnocom i. Neki covek se kladi na taj

dogadaj na sledeci nacin: ulaze 1 dinar, s tim sto gubi svoj ulog ako se dogadaj A ne ostvari, a
dobija 3 dinara (dakle, svoj ulog i jos dva dinara) ako se dogadaj A ostvari. Pitamo se da li se
ova opklada isplati.
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Neka je slu¢ajna promenljiva X broj dobijenih dinara. Dobitak moze da iznosi 2 dinara ili
—1 dinar, pa X uzima vrednosti iz skupa {2,—1} i ima raspodelu:

X:(i . ).

4 4

Ocekivana vrednost dobitka je E(X)= 2- % +(—1)- % = —% :
Zakljucujemo da je ova opklada nepovoljna (ne isplati se), jer je E(X)<O.

Primer 15. Slucajna promenljiva X ima gustinu raspodele verovatnoce definisanu sa:

p(x)={§ (x?—4x+5), za1<x<3

0, za ostale vrednosti x

Pitamo se koliko je matematicko ocekivanje slucajne promenljive X.
Koriste¢i definiciju 25, imamo: E(X)= [, x p(x)dx=2 [(x® — 4x? + 5x)dx = 2.

U slede¢oj teoremi navodimo, bez dokaza, neke znaCajne osobine matematickog
ocekivanja.

Teorema 7. Ako je E(X) matematicko ocekivanje slucajne promenljive X, onda vazi:
a. E(c)=c, gde je ¢ konstanta
b. E(cX)=cE(X)
c. EX+Y)=E(X)+E(Y)
d. E(XY)=E(X)E(Y), ukoliko su X i Y medusobno nezavisne.

Na osnovu matematickog ocekivanja definiSe se disperzija sluc¢ajne promenljive. Dok
matematicko ocekivanje predstavlja ,,proseénu” vrednost slucajne promenljive, to disperzija
predstavlja prose¢no kvadratno odstupanje od matematickog ocekivanja.

Definicija 26. Neka je data slucajna promenljiva X. Ako postoji E(X—E(X))* , tada
kazemo da slucajna promenljiva X ima disperziju:

D(X)= E(X—E(X))*.

Za diskretnu slucajnu promenljivu X sa zakonom raspodele
Cptan) poxy) =)
p(x1) p(x2) ™"
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i matematickim ocekivanjem E(X)=m je
D(X)=(xa—m)?-p1 +(xz—m)*pz + (xg=M)*p3 + ... .
Za neprekidnu slucajnu promenljivu X sa gustinom raspodele p(x) disperzija je:
D(X)=J"._(x —m)? p(x) dx .

Definicija 27. Pozitivna vrednost kvadratnog korena disperzije naziva se standardna
devijacija slucajne promenljive X, u oznaci a(X), tj. a(X)=+ /D (X) .

Primer 16. Izracunajmo disperziju i standardnu devijaciju slucajne promenljive X sa
raspodelom:

X:(?%%)
2 8 8

E(X)=0- 2+ 1. 242.2=3
2 8 “ 8 8

1_31

DO)=E((X=3) = (0= D% 3+ (1= 2+ = 3=

5(X)= \/% == V31 ~0,701.

Primer 17. Gustina raspodele slucajne promenljive X je :

1

p(x):{E Gx“)' za 0Sx<2

0, za ostale vrednosti x

Odrediti E(X), D(X) i o(X).

1

E(X): fjooox p(x)dx = gfoz(%xz + X)dx = ?0

o 10 1 (2 10,5 1 26 . 1
D(X)= J_,,(x =) p()dx = 2 [ (x = )*Gx + Ddx = =, pa je a(X)= yD(X) =3
Najvaznije osobine disperzije navodimo u sledecoj teoremi.
Teorema 8. Ako je D(X) disperzija slucajne promenljive X, onda vazi:
a. D(X)=0, za X=c (konstanta) je D(c)=0

b. D(cX)=c? D(X)

-41 -



c. D(X+Y)=D(X)+D(Y), ukoliko su X i Y medusobno nezavisne

d. D(X)=E(X®)—(E(X))>

11.3. DOMACI ZADATAK

50.Zadatak. Lovac pogada zeca iz jednog gadanja sa verovatno¢om i . Na raspolaganju

ima 4 metka i gada zeca dok ga ne pogodi ili dok ne potrosi sve metke. Odrediti ocekivanu
vrednost broja izvrsenih gadanja na zeca.

51.Zadatak. U kutiji se nalazi 6 belih i 4 crne kuglice. Na slucajan nacin se uzimaju,
jedna za drugom, tri kuglice. Neka je X slucajna promenljiva koja oznacava broj belih medu
izabranim kuglicama.

Odrediti raspodelu verovatnocée slucajne promenljive X, E(X) i D(X):

a. ako se kuglice izvlace bez vracanja
b. ako se kuglice izvlace sa vracanjem.

52. Zadatak. Prodavac sladoleda zaraduje 1200 dinara na suncanom danu, a 400 dinara
na oblacnom. Koliko on moze da ocekuje da ce zaraditi na danu za koji verovatnoca da ce biti
oblacan iznosi 0,35?

12. JEDANAESTI CAS: FUNKCIJA RASPODELE, GUSTINA,
NUMERICKE KARAKTERISTIKE SLUCAJNE
PROMENLJIVE (UTVRPIVANJE)

12.1. UVODNI DEO CASA

Ponavljanje definicija i formula zakona i funkcije raspodele, gustine verovatnoce,
matemati¢kog ocekivanja i disperzije slu¢ajne promenljive.

12.2. GLAVNI DEO CASA

53.Zadatak. Za slucajne promenljive X i Y dati su zakoni raspodele:

X ( -0,1 -0,01 o 001 0,1 )
: 0,1 02 04 0,2 0,1 !
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=20 -10 0 10 20
Y: (703 01 02 0,1 0,3 )-

a. Pokazati da je E(X)=E(Y).
b. Utvrditi kod koje od ovih slucajnih promenljivih je odstupanje njenih vrednosti od
matematickog ocekivanja vece.
Resenje. a. E(X)= -0,1-0,1-0,01-0,2+0-0,4+0,01-0,2+0,1-0,1=0
E(Y)= —20-0,3—10-0,1+0-0,2+10-0,1+20-0,3=0

b. D(X)=(-0,1)?-0,1+(—0,01)% - 0,2+0% - 0,4+0,01% - 0,2+0,1% - 0,1

= 0,001+0,00002+0,00002+0,001 = 0,00204
D(Y)=(—20)? - 0,3+(—10)% - 0,1+0% - 0,2+10% - 0,1+20% - 0,3

=120+10+10+120 = 260
Odstupanje je veée kod Y.

54.Zadatak. Odrediti konstantu ¢ tako da funkcija f(x), x €R, predstavlja gustinu
raspodele, a zatim odrediti odgovarajucu funkciju raspodele, ako je:

x+1, x€[-1,0]
fx)= ¢, x€][0,2]
0, x¢[—1,2]
Resenje. Konstanta ¢ se odreduje iz uslova fjooo f(x)dx = 1. Imamo:
f_01 (x + 1)dx + foz cdx =1, odakle je c:i :
Zatim nalazimo funkciju raspodele. Dobijamo da, zavisno od realnog broja x, vazi:
1° zax< -1 je F(x)=J"_ 0dt=0

(x+1)2
2

2° za—1<x<0 je F(x)= [ 0dt+[" (t+ 1)dt=
3° za 0<x<2 je F(x)= f__:) Odt+f_01 (t+ 1)dt+f0x idt = % +§
4° za x>2 je F(x)=L1.

55.Zadatak. Dato je 10 kuglica numerisanih brojevima 1,2,...,10. Slucajno se biraju
odjednom 4 kuglice. Pretpostavimo da svaka 4-kombinacija brojeva 1,2,...,10 ima istu
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verovatnocu da bude izabrana. Neka je X broj izabranih kuglica koje su oznacene brojem
deljivim sa 3. Odrediti zakon raspodele slucajne promenljive X.

Resenje. Primetimo najpre da medu brojevima 1,2,...,10 postoje 3 broja koji su deljivi sa
3 i 7 brojeva koji nisu deljivi sa 3. Sluc¢ajna promenljiva X uzima vrednosti 0,1,2 i 3 redom sa
verovatno¢ama

@ D6 B A
G GGG

pa dalje neposrednim izraCunavanjem dobijamo:

(215 %)
6 2

56.Zadatak. Neka je gustina raspodele slucajne promenljive X sledeca funkcija:

f(x)={ 2x, za 0<x <1
0, za x<01i x>1.

Izracunati E(X), D(X) i a(X).
Regenje. E(X)= [~ dx= ["2x?dx=2% |} = 2
esenje. EQ)= [, xpLdx = [} 2x?dx =25 |} = 2

D(X)= fol(x - %)2 2x dx = fol(x2 - %x + g) 2x dx

= (Yp3 =B 8
= J, (2x - +5)dx

4 3
:2."_|1_§.x_|1+§.ﬁ|1
4 10 3 3 10749 510
1 8 4
=-_24+Z
2 9 9
~ 18
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57.Zadatak. Slucajna promenljiva X ima gustinu raspodele verovatnoce p definisanu sa

p(x)={ a(# =2x), 2a 0 <x <2 (a je konstanta)

0, za ostale vrednosti x
Odprediti vrednost konstante a, zatim izracunati verovatnoce sledecih dogadaja:
a. Slucajna promenljiva X je manja od 1
b. Slucajna promenljiva X je manja od 3

c. Slucajna promenljiva X je izmedu = i

N R
[e-HIEN|

d. Slucajna promenljiva X je %
e. Slucajna promenljiva X je izmedu 1 i 2, pod uslovom da je veca od % .

Resenje. Iz uslova ffooop(x)dx =1 je foz a(4 — 2x)dx =1, a(4x—x%) |2, pa je a:%

a P(X<1)= [* p(x)dx = f, 7 (4 — 2x)dx =2
b. P(X<3)= ffoop(x)dx = fozi(4 —2x)dx =1

1 7«_ 7/8 _ r7/81 _ 63
C. PC<X<)= f1/2 p(x)dx = f1/2 7 (4 —2x)dx =——
d. P(X=2)= ff/j p(x)dx =0

P((1<X<2) N (X>)))

e P((1X<2) | (X>3) ) = (po formuli za uslovnu

P(X>2)
verovatnocu)

P(1<X<2) .

= —oah (erie (020G #e0)=(1.2)
2

flz %(4—2x)dx
- ff %(4—2x)dx
_ 4
= 5
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13. DVANAESTI CAS: BINOMNA RASPODELA (OBRADA)

13.1. UVODNI DEO CASA

Ponavljanje ukratko pojmova zakon 1 funkcija raspodele slu¢ajne promenljive.

13.2. GLAVNI DEO CASA

Neka se pod istim uslovima i nezavisno jedan od drugog izvodi n opita i neka je
verovatnoca realizacije dogadaja A u svakom od tih opita konstantna i jednaka p, odnosno

P(A)=p, P(A)=1-p=q.

Ako je slucajna promenljiva S, broj realizacija dogadaja A pri opisanim uslovima, tada
kazemo da S, ima binomnu raspodelu sa parametriman i p i piSemo Sy : B(n,p).

Slucajna promenljiva S, moze uzeti vrednosti 0,1,2,...,n. Odredimo verovatnoce p(k), tj.
verovatno¢u da promenljiva S, uzme vrednost k (k=0,1,2,...,n) : p(K)=P(S, = k).

Ishodi n ponovljenih opita su sve uredene n-torke sastavljene od dogadaja A i dogadaja
A. Povoljne su one n-torke koje sadrze k dogadaja A i n—k dogadaja A. Verovatnoca svake od
ovih n-torki dogadaja je p“- q"*, jer su dogadaji u okviru n-torke uzajamno nezavisni. Takvih

povoljnih n-torki ima (}) , pa je zato:
p(K)=P(Sn=k)= (Z) . pk ) qn-k *).

Jednakosc¢u (*) odreden je zakon raspodele slucajne promenljive S, :

. 0 1 2 k n
S0 C p  p) p@ v p) .. pm) )
Primetimo da je p(0) + p(1)+ p(2) + ... + p(n) = i p(k) = i (Z) pe g™ =

(p + @)™ = 1, §to je vazna osobina raspodele verovatnoce.

Primer 18. U porodici ima sedmoro dece. Odrediti verovatnocu da je medu njima:

a. Cetiri decaka
b. vise decaka nego devojcica
C. bar tri, ali manje od pet decaka.

(Smatra se da je verovatnoca radanja decaka i devojcica jednaka).
Obelezimo sa S; broj decaka u porodici. Tada S7 ima B(7,§) , pa je:
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a P{S=43=()- @* - (*=027344
b.  P{S; >4} =P{S; =5} + P{S; =6} + P{S; =7}
=()- (%)5 : (%)2 +())- (%)6 . (%)1 +(0)- (%)7 : (%)o
29

128
c.  P{3<S;<5} = P{S; =3} + P{S; =4} = 0,5460.

Teorema 9. Ako je S, slucajna promenljiva sa binomnom raspodelom S, : B(n,p) , tada
je:

E(Sn) =np, D(Sn)=npg.

Dokaz. Dokaz se moze izvesti po definiciji matemati¢kog ocekivanja i disperzije, ali je
lakSe koristiti indikator sluc¢ajnog dogadaja A, tj. slucajnu promenljivu:

Ia: (g([\) lla(A) ) . odnosno 1a: (g p

Neka I; predstavlja indicator dogadaja A u prvom opitu, I, u drugom opitu, ..., I, u n-tom
opitu. Pritomsu I, I, ..., I nezavisne slu¢ajne promenljive.

Za slucajnu promenljivu S, : B(n,p) vazidajeSp=1l1 + I, + ... + |,.

Na osnovu osobina matematickog ocekivanja i disperzije i navedene jednakosti
dobijamo:

E(Sh)=E(li+1,+...+1y)=np
D(Sh)=D(ly + I + ... + 1) =np(1—p) = npg.
Standardna devijacija je a(Sn)=y/npq .
Ovo vazi, jer je za svaku slu¢ajnu promenljivu I , k=1,2,...,n, ispunjeno:
E(l)=1-p+0-g=p,
D(I) = E(k)=(E(1))* = 1-p+0-q-p*=p- (1-p) =pq. m

Primer 19. Eksperiment se sastoji u bacanju kockice za igru. Posmatra se dogadaj A:
,Pao je broj 6“. Ako se eksperiment ponovi 30 puta, pitamo se koliko puta moZemo ocekivati
,Sesticu’, kao i koliko je prosecno odstupanje broja ,,Sestica“ od ocekivane vrednosti?

Neka je Ssp slucajna promenljiva koja predstavlja broj pojavljivanja ,,Sestice”. Tada Sz
ima binomnu raspodelu B(SO,%), pa je zbog toga:
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E(S30) =np=30-2=5,

D(Sa0) = npq = 30- = - === ~ 4,167, pa je o(Sx0) ~ V4,167 ~ 2,04,

Primer 20. U kutiji se nalaze 2 plave i 6 crvenih kuglica. Izvlacimo pet puta po jednu
kuglicu, sa vracanjem. Neka je slucajna promenljiva Ss broj pojavljivanja plave kuglice u tih pet
izvlacenja. Odrediti verovatnocéu da plava kKuglica bude izvucena bar 3 puta.

. NPT . C e L 2_1 .
Pri jednom izvlacenju verovatnoca pojavljivanja plave kuglice je p=; = » a verovatnoca

da se ne pojavi (odnosno da smo izvukli crvenu kuglicu) je g=1— % =3

7
Sluc¢ajna promenljiva Ss ima binomnu raspodelu B(S,%) , pa je:
P{Ss>3} = P{Ss =3} + P{Ss =4} + P{Ss =5}

=(%)- (%)3 : (%)2 +)- (%)4 : (%)1 +(®)- (%)5 : (%)0

53
512 °

Primer 21. Uredaj se sastoji od 8 delova. Verovatnoca da se jedan deo pokvari je 0,3.
Delovi se kvare nezavisno jedan od drugog. Odrediti verovatnoce dogadaja:

A: pokvarila su se tacno dva dela,
B: pokvarila su se najvise tri dela,

C: pokvarila su se bar dva dela.

Neka Sg predstavlja slucajnu promenljivu : broj pokvarenih delova. Tada Sg ima
B(8;0,3), pa je:

a. P(A)=P{Ss =2} = (}) - 0,3*- 0,7° = 0,296
b. P(B) = P{Sg<3} = P{Sg =0} + P{Sg =1} + P{Ss =2} + P{S; =3}

(3)-03°-078+(3)-03"-077+(5)-03%-0,7°+ (%) 0,3% -
0,7°

0,0576+0,19765+0,2965+0,2541

0,805

C. P(C) = P{Sg=>2} = 1— P{Sg<2} = 1— (P{Sg =0} + P{Sg =1} )
= 1-(0,0576+0,19765) = 0,728
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Primer 22. Verovatnoca pogotka mete u jednom gadanju je 0,2. Koliko nezavisnih
gadanja treba izvesti da bi sa verovatnocom ne manjom od 0,9 meta bila pogodena najmanje
jednom?

Broj pogodaka mete je sluajna promenljiva S, sa binomnom raspodelom B(n; 0,2) , gde
treba odrediti n. Po uslovu zadatka je : P{S,=>1} = 0,9. Koriste¢i suprotan dogadaj imamo:

1- P{S,=0} > 0,9,
1-(3)-02°-08">009,
1-08"=09,
0,8"<0,1.
Logaritmovanjem se dobija:
n-log 0,8 <log 0,1
n- (—0,0969) < —1

1
n=
0,0969

=10, 3199.

Zakljucujemo da treba izvesti najmanje 11 gadanja.

13.3. DOMACI ZADATAK

58.Zadatak. Serija proizvoda sadrZi 1% Skarta. Koliko najmanje treba izabrati
proizvoda, pa da verovatnoca pojave bar jednog skarta u uzorku ne bude manja od 0,95?

59.Zadatak. Kolika je verovatnoca da ¢e se kod 8 uzastopnih bacanja novcica grb
pojaviti najmanje 2 a najvise 4 puta?
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14. TRINAESTI CAS: NORMALNA RASPODELA (OBRADA)

14.1. UVODNI DEO CASA

Komentar domaceg zadatka.

14.2. GLAVNI DEO CASA

Normalna ili Gausova raspodela zauzima centralno mesto u teoriji verovatnoce i
matematiCke statistike. Veliki broj pojava u prirodi (slucajnih promenljivih) se ,,rasporeduje* po
normalnoj raspodeli. Na primer, visina ljudi, srednja greSka pri merenju nekim instrumentom,
koeficijent inteligencije itd. Takode, veliki broj sluajnih promenljivih moze se aproksimirati
normalnom raspodelom.

Definicija 28. Za slucajnu promenljivu X neprekidnog tipa kazemo da ima normalnu
raspodelu sa parametrima m i ¢ , meR, ¢>0, u oznaci X: N(m, ¢?), ako je njena gustina
raspodele

(x-m)?

e 202 xeR. (¥)

1
PO=

Teorema 10. Ako slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu X: N(m, 02) , sa
gustinom raspodele p(x) iz (*), tada je E(X)=m, D(X)=a" .

Dokaz ostavljamo ucenicima za vezbu.

Zavisno od vrednosti parametara m i o , grafici funkcije p(x) (krive gustine) su razliiti,
ali se mogu uociti zajednicka svojstva:

1. p(m—x)=p(m+x) : sve krive gustine simetri¢ne su u odnosu na pravu X=m
. . . 1
2. Tacka maksimuma je taCka M(m, e )
3. Levo i desno od tacke maksimuma kriva gustine simetricno opada do nule, tj.
lim, 4 p(x)=0
4. Promena vrednosti m dovodi do translacije krive gustine duz X-ose
5. Promena vrednosti o dovodi do promene spljostenosti (rasturanja oko tacke x=m)

krive gustine. Ukoliko je o vece, maksimalna vrednost krive je manja, ali je rasturanje oko x=m
vece
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0.8

01t
L -3 -2 -1
Slika 8.
6. Sve krive gustine imaju oblik osnog preseka zvona, odnosno u okolini tacke

maksimuma one su konveksne, a levo od tatke x=m—c 1 desno od tatke x=m+a postaju
konkavne.

U sluaju kada je m=0 i o = 1, dobijamo takozvanu standardizovanu normalnu
raspodelu:

X" N0, 1) .

Gustina za X: N(0, 1) je

x2

w1 X
p(x)—me 2 , XER ,
a odgovarajuca funkcija raspodele je

2

t
O (x)= J%_ﬂ [FeT7d

Kriva gustine p”(x) data je na slici na slede¢oj strani.
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p*(x)}

D% (x)

oF X
Slika 9.

Funkcija raspodele sludajne promenljive X: N(m, o°) je

1 (t-m)?

d(x)= f_xoo e 202 dt,xeR.

O-V2TT

Verovatnoéa da slu¢ajna promenljiva X: N(m, o) uzme vrednost iz intervala (a,b)
jednaka je

(x-m)?

Plasx<b}=—— [T €™ 207 dx=B(b)~D(a). (**)

O-V2TT

Umesto promenljive X: N(m, 6) uvedimo standardizovanu slu¢ajnu promenljivu:

X-m

X* - (***)

koja, lako se pokazuje, ima normalnu N(0,1) raspodelu.

Iz (**) i (***) imamo:

-m

P(a<X<h) = P(

* b—m _ *, b—-m a—m
<X <—)=d( —).

a *
~ — )~
* 1 X _ﬁ
Vrednost funkcije @ (X) = o f_oo e 2 dt cita se iz posebnih tablica. Ove vrednosti su
XZ
izraunate pribliznim metodama, jer ne postoji primitivna funkcijaza € 2 . U tablicama su date

vrednosti funkeije @ (x) samo za pozitivne realne brojeve.

Kako je kriva gustine standardizovane normalne raspodele simetricna u odnosu na Y-0su,
lako se odreduju vrednosti funkcije @ (X) za negativne realne brojeve:

O (—x) = 1— O(X) .
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Takode, uzima se da je za x>5, ®"(x) = 1.

Slucajne promenljive (pojave) imaju normalni zakon raspodele ako na njih uti¢e veliki
broj uzajamno nezavisnih faktora, gde je uticaj svakog pojedinacnog faktora neznatan.

Primer 23. Slucajna promenljiva X ima N(0,1) raspodelu. Odrediti verovatnoce:

P{X<2}
P{0<X<1,42}
P{-0,73<X<0}
P{|X|<0,5}
P{|X|>2,5}
P{1,25<X<50}

~o® o0 o

Redenje. a. P{X<2}=®d"(2)=0,9772

b. P{0<X<1,42}= @ (1,42)— ®"(0) = 0,9222—0,5 = 0,4222

c. P{—0,73<X<0}= ®"(0)— ®"(—0,73) = 0,5—(1—d"(0,73)) = —0,5+d"(0,73)
= —0,5+0,7673=0,2673

d. P{|X|<0,5}= P{—0,5<X<0,5}= ®(0,5)— ®(—0,5) = ®(0,5)—(1 — ®°(0,5)) =
2 ®°(0,5)—1=2-0,6915—1 = 1,383—1=0,383

e. P{[X|>2,5}= P{X<—2,5 U X>2,5}= P{X<—2,5 }+P{ X>2,5}= ®"(—2,5)+
(1-P{X <25} =1-0"(2,5)+ 1-d"(2,5) = 2- (1—-D(2,5))=2-(1-0,9938)=0,0124
f. P{1,25<X<50}= (50)—d (1,25)=1—0,8946=0,1054.

Primer 24. Otpor kidanju jednog metalnog konca je slucajna promenljiva X sa
N(120,64). Uzorak koji se ispituje smatra se defektnim ako je X<I10. Odredi verovatnocu da je
uzorak defektan.

X-120 110-120

P(X<110) = P(—== < =—
1-0,8946=0,1054

J=P(X'<—1,25) = @ (—1,25) = 1— ®'(1,25) =

Uzorak je defektan sa verovatno¢om 10,54%.

Primer 25. Fabrika proizvodi kuglice nominalnog precnika m=5 mm. Usled neprecizne
izrade, precnik kuglice je prakticno slucajna promenljiva X, sa normalnim zakonom raspodele
(m i 6=0,05 mm). Pri kontroli se odbacuju sve kuglice ¢iji precnik ostupa od nominalnog za vise
od 0,1 mm. Koliki procenat kuglica ¢e u proseku biti odbacen?
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Treba izracunati P(|X—5/>0,1). Racunamo verovatnocu suprotnog dogadaja, odnosno:

P(X—5|<0,1) = P(—0,1<X—550,1) = P(—o= < 3= < 20) =p(—2 <X'<2)

=0(2)— ®(-2)=2- d'(2) —1 = 2-0,9772—1=0,9544.

Na osnovu toga je P(]X—5>0,1) = 1— 0,9544 = 0,046, tj. u proseku ¢e biti odbaceno
4,6% kuglica.

Binomna raspodela moze se dosta dobro aproksimirati normalnom raspodelom, u sluc¢aju
kada je n veliko, tj. np=10, tj. vazi:

2

Sp—np 1 b X
TP oy S0, (*
P{aﬁm_b} \/ﬁfae 2 dx, n— o . (*)

Primer 26. Izracunati verovatnocu da u 10000 bacanja novciéa broj palih grbova bude
izmedu 4950 i 5100.

Neka slucajna promenljiva X oznacava broj palih grbova prilikom bacanja novcica.

Tada X: B(10000; 0,5). Kako je np=10000-0,5=5000, moZe se primeniti aproksimacija
(*), paje:

4950-5000 _ X—-5000 _ 5100-5000 )

P(4950<X<5100) = P(— =< "T0=55 < ~voeo5

= P(—1<X<2)

= 0 (2)-0(-1)

= 0,9772—(1-d(1))
= 0,9772—1+0,8413

=0,8185.
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14.3. DOMACI ZADATAK

60.Zadatak. Dokazati da za svaku slucajnu promenljivu X koja ima normalni zakon
raspodele vazi:

a. P{m—o<X<m+¢g}= 0,682
b. P{m—20<X<m+20}= 0,954
c. P{m—30<X<m+30}= 0,997.

Obrazloziti ove rezultate.

Slika 10.

61.Zadatak. Debljina metalnih ploca, koje se proizvode u nekoj fabrici, je slucajna
promenljiva sa normalnim zakonom raspodele, m=0,25 i o =0,028cm. Odrediti procenat
neispravnih ploca, ako se ploca smatra neispravnom kada je njena debljina manja od 0,2 cm ili
veca od 0,28 cm.
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15. CETRNAESTI CAS: BINOMNA | NORMALNA
RASPODELA (UTVRDIVANJE)

15.1. UVODNI DEO CASA

Ponavljanje definicija i osobina binomne i normalne raspodele.

15.2. GLAVNI DEO CASA

62.Zadatak. Procenat X odredenog sastojka motornog ulja odreduje cenu ulja po
buretu na sledeci nacin:

8, akojeX <19
T={10, akoje19 <X <21.
9, akojeX > 21

Xima N(ZO& ) raspodelu. Kolika je ocekivana vrednost cene za 1000 buradi?

ReSenje. Nadimo prvo oc¢ekivanu cenu za jedno bure. T ima raspodelu
( 8 10 9 )
b1 D2 DP3/°
gde je
X-20 _19-20

p1 = P{X<19}=P{—=— <——} = & (-2)=1-0'(2) = 1-0,9772=0,0228

2 2

19-20 X-20 _21-20

P2 = P{19<X<21}=P{—— <F—<—5— } =P{X'|<2}=20"(2) — 1=2- 097721 =
0,9544

2 2 2

ps = 1—(p1 + p2) = 0,0228.
Ocekivanje za T je E(T)=8: 0,0228 + 10- 0,9544 + 9: 0,0228 = 9,9316.

Ako je cena prvog bureta T;, drugog T, ..., 1000-0g Tig00 , slucajne promenljive Tq,T>,
..., 1000 Imaju istu raspodelu i isto matematicko ocekivanje E(T)=9,9316. Cena 1000 buradi bice

Y=T1+To+ ...+ Tio00,

a ocekivana cena 1000 buradi motornog ulja ¢e biti:

E(Y):E(Tl +To+ ...+ Tio00 ) = E(Tl) + E(Tz ) +..+ E(T1000) =1000- E(T) =9931,6.
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63.Zadatak. Vek trajanja (u casovima) X baterije ima normalnu raspodelu N(100,5%).

a. Odrediti verovatnoéu da nova baterija istog tipa traje najmanje 105 casova?

b. Ako je jedna baterija vec¢ izdrzala 90 casova, kolika je verovatnoca da ée izdrzati jos
15 casova?

Resenje. a. P{X>105}=P{X" >
1-0,8413=0,1587

b. Neka je dogadaj A={X=>105} i dogadaj B={X>90}. Trazi se verovatno¢a uslovnog
dogadaja A|B.

105;100 } = P{X >1}= 1-PX*< 1} =1-0'(1) =

P(AB) _ P{X=105}
P(B)  P{X=90}

P(AB) =

Treba nam jo$ verovatnoca:

P{X=90} = 1— P{X<90} = 1— P{X" < @ }= 1- P{X #< =2} = 1-®'(=2) = ®"(2)
= 0,9772. Zato je P(A|B) = gzjjz = 0,1624.

64.Zadatak. Tri numerisane kockice za igru se bacaju i u svakom bacanju se belezi koji
je najveci od palih brojeva. Neka je dogadaj A-najveci od dobijenih brojeva je 2. Odrediti zakon
raspodele slucajne promenljive Ss, koja je jednaka broju realizacija dogadaja A u 5 bacanja te
tri kockice.

ReSenje. Najpre treba odrediti verovatno¢u dogadaja A, ozna¢imo je sa p, da ¢e slucajna
promenljiva Ss imati binomnu raspodelu sa parametrima 5 i p. Dogadaj A da je najveéi od
dobijenih brojeva jednak 2 moZe se ostvariti ako se dobiju brojevi:

1,1,2; 121; 2,1,1; 1,2,2; 21,2; 2,21 ili 2,22

Zato je verovatnoéa P(A)=p = 6% ~ 0,0324. Zakon raspodele slu¢ajne promenljive Ss je
P{Ss=k} = (}) p* (1-p)** , k=0,1,2,3,4,5.
Kada sve verovatnoce izra¢unamo i zaokruzimo na pet decimala, dobijamo:

Ss . ( 0 84-%16 0 14-1200 0 0(?951 0 03032 0 03001 0 00(5)00 )

Verovatno¢a dogadaja (Ss=5) nije jednaka 0 ve¢ 0,000000036, ali zbog zaokruzivanja
imamo navedeni rezultat.

65.Zadatak. Masa odlivka je slucajna promenljiva X sa N(375gr, 25°gr) raspodelom.
Naci verovatnocu da ée masa slucajno odabranog odlivka biti

a. od 300 do 425gr

b. veéa od 300gr.

Resenje. a. P{300<x<425}:P{3002‘5375 <x*<“252‘5375 } =P{—-3<X"<2}1=d"(2) - ®" (=3) =
0,9759

b. P{300<X<c0}= P{—3<X< c0}="(0) - ®" (—3) = 0,9987.

66.Zadatak. 5 lampi vezano je serijski u elektricno kolo. Odrediti verovatnocu da se kolo
prekine pri povecanju napona, ako je verovatnoca da jedna lampa pregori 0,3 i ista je za sve
lampe.

ReSenje. Strujno kolo se, zbog serijske veze, prekida ako bar jedna lampa pregori.

Neka je Ss : broj lampi koje pregore, tada Ss : B(5;0,3).
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P{Ss =1} + P{Ss =2} + ... + P{Ss =5} = 1— P{Ss =0}= 1— () - 0,3°- 0,7° = 1— 0,16807
=0,83193. )

67.Zadatak. Sta je verovatnije u igri ravnopravnih protivnika: dobiti 3 od 4 ili 6 od 8
partija?

ReSenje. Verovatnoca dobitka 3 od 4 partije je p; = (;‘)(%)36)1 - i, a dobitka 6 od 8

partija je p2 = (g)(%)‘j(%)z = é . Kako je p1>p2 , zakljuCujemo da je u igri ravnopravnih
protivnika verovatnije dobiti 3 od 4 partije.

16. PETNAESTI CAS: ELEMENTI VEROVATNOCE
(SISTEMATIZACIJA)

16.1. UVODNI DEO CASA

Ponavljanje ukratko najvaznijih pojmova i osobina iz obradenog gradiva o verovatnoci.

16.2. GLAVNI DEO CASA

68.Zadatak. Da bi izaSao na ispit, student mora da prethodno polozi bar jedan od tri
nezavisna kolokvijuma. Za svaki od tih kolokvijuma, verovatnoéa da ¢e ga poloziti iznosi 0,4.
Ako polozi jedan kolokvijum, verovatnoca da ce poloZiti ispit je 0,3, ako polozi dva kolokvijuma,
verovatnoca da ¢e poloZiti ispit je 0,7, ako polozi sva tri kolokvijuma, verovatnoca da ce poloziti
ispit je 0,9. Izracunati verovatnocu da e student poloziti ispit.

ReSenje. Neka je A dogadaj da student polozi ispit, H; dogadaj da student polozi jedan
kolokvijum, H, dogadaj da student polozi dva kolokvijuma, H3 dogadaj da student polozi sva tri
kolokvijuma.

Dogadaj A se moze ostvariti ako se ostvari bilo koji od dogadaja Hy , H ili H3 , pa je:

A=AH; + AH; + AHs;.
Dalje je
P(A)=P(AH; )+P(AH,)+P(AHj3)
P(A)=P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) + P(H3)P(A[H3)

P(Hy)=() - 0,4 0,6° = 0,432
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P(H2)=(3) - 0,4% 0,6" = 0,288
P(H3)=(3) - 0,4% 0,6° = 0,064.
Po uslovima zadatka je:
P(A[H1)=0,3 ; P(A|H2)=0,7 ; P(AlH3)=0,9 .
Konacno, P(A)=0,432-0,3+0,288-0,7+0,064-0,9 = 0,3888.

69.Zadatak. U jednom soliteru stanuje 5 porodica sa po jednim detetom, 3 porodice sa
po troje dece i 2 porodice sa po petoro dece. Radi anketiranja, na slucajan nacin se biraju 3
porodice. Kolika je verovatnoca da:

a. bar 2 odabrane porodice imaju isti broj dece
b. sve 3 izabrane porodice imaju ukupno 7 dece?

ReSenje. a. Neka je A dogadaj da bar 2 odabrane porodice imaju isti broj dece, tada jeA
dogadaj da sve 3 izabrane porodice imaju razlicit broj dece.

5\/3\/2
P(A)=1—P(A)=1—% =1-=1=2

b. Neka je B dogadaj da sve 3 izabrane porodice imaju ukupno 7 dece, tada je:

5\(3 2\(5
(1)(2)"' (1)(2) -7
(5) 24
70.Zadatak. U nekom gradu 40% stanovnika ima plavu kosu, 25% ima plave oci, a 15%
ima i plavu kosu i plave oci. Nasumicno biramo jednog stanovnika tog grada.

P(B)=

a. Kolika je verovatnoca da ée imati plave oci ako ima plavu kosu?
b. Kolika je verovatnoca da neée imati plavu kosu ako ima plave oci?

Resenje. Neka je dogadaj O-lzabrani stanovnik ima plave oc¢i, a dogadaj K-Izabrani

stanovnik ima plavu kosu. 1z uslova zadatka je: P(K):% = é : P(O):% :i , P(OK) = % = 23—0 .
a. Treba izracunati P(O|K). Imamo:
POK) = 3
P(OIK) = =22 ==-=0_375
(1K) P(K) % 8
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Verovatno¢a da ¢e sluCajno izabrani stanovnik imati plave o¢i ako ima plavu kosu je
37,5%.

b. Treba odrediti P(K|O), a znamo P(K |0) = 1—P(K|O).

P(OK)
P(0)

P(K|O) = = 0,6,

'Mnglw
w

pa je P(K|0) =1-0,6 = 0,4.

Verovatnoca da slucajno izabrani stanovnik ne¢e imati plavu kosu ako ima plave o¢i je
40%.

71.Zadatak. Na (praznu) Sahovsku tablu nasumice stavimo dve kraljice. Kolika je
verovatnoca da se kraljice ne napadaju?

21| — —— | 21
23 - 123
Bl ——l25/ 1|
| 127]27]
{ (271271}
25| —t— |25
23 23
21[21]21] ~ 21
Slika 11.

ReSenje. Postavimo proizvoljno prvu kraljicu. Sa spoljasnjih 28 polja na tabli ona napada
po 21 polje. Sa narednih 20 polja (u slede¢em “kvadratnom prstenu”) napada po 23 polja, sa
slede¢ih 12 po 25 i sa centralna 4 polja po 27. Verovatno¢a da se druga dama nece naci na
napadnutim poljima je:

28 21 20 23 12 25 4 27 588+460+300+108 1456

P=1—(2. 2,2 . 2,2 8,2 .27y=-1- =1-2%0 &
64 63 64 63 64 63 64 63 64:63 4032

1-0,361~0,639.

72.Zadatak. Na lutriji svaka od 1000 emitovanih srecki dobija, a dobici su rasporedeni
na sledeci nacin: 500 dobitaka po 2€ , 300 dobitaka po 4€, 150 po 6€, 40 po 20€ i 10 po 200%.
Koliki se prosecan dobitak mozZe ocekivati po jednoj srecki?

ReSenje. Neka slucajna promenljiva X predstavlja vrednost dobitka. Po uslovima zadatka
njen zakon raspodele je
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X 2 4 6 20 200y
(o5 0,3 015 0,04 0,01

Matematicko ocekivanje slucajne promenljive X je:
E(X)=2-05+4-0,3+6-0,15 + 20- 0,04 + 200- 0,01 =5,9.
Dakle, prosecno se po jednoj sre¢ki moze ocekivati oko 6€.

73.Zadatak. (Paradoks rodendana) U prostoriji se nalaze 23 osobe. Odrediti kolika je
verovatnoca da bar dve medu njima imaju isti rodendan. (Pretpostaviti das u svi rodeni u prostoj

godini).

ReSenje. Zamislimo kalendar na kome svako ko ulazi u prostoriju zaokruzi svoj
rodendan. Kada druga osoba ude u prostoriju, verovatnoc¢a da se njen rodendan nece poklopiti sa

. . 364 , . .,
rodendanom prve osobe iznosi gl Kada treéa osoba ude u prostoriju, postojace 363
nezaokruzena dana, pa ¢e verovatnoca da se rodendan tre¢e osobe nece poklopiti sa rodendanima

. .,- 363 . , - , ..
prve dve iznositi P itd. Dakle, za 23 osobe, verovatnoc¢a da se rodendani nikome neée poklopiti

364 .
iznosi || ﬁ ~ 0,492703 (izradunato u Mathematica 8), pa verovatnoc¢a da ¢e se rodendani
i=343

barem dve osobe poklopiti iznosi priblizno 1-0,492703=0,507297, dakle viSe od 50%!

Slika 12.

Napomena. Za 57 ili viSe osoba, ova verovatnoca je ve¢a od 99%. Ovo nije paradoks koji
podrazumeva logicku kontradikciju, ve¢ je paradoks zbog toga $to matematicka istina protivreci
zdravorazumskoj proceni ljudi (vecina bi u ovom slucaju pretpostavila da je traZzena verovatnoca
mnogo manja od 50% ).
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17.PREDLOG KONTROLNOG ZADATKA

1.Zadatak. Iz skupa od 20 proizvoda, medu kojima je 5 neispravnih, slucajno biramo 3
proizvoda. Odrediti verovatnocu da medu izabranim proizvodima budu:

a. tacno 2 neispravna
b. bar jedan neispravan.

2.Zadatak. Dva studenta, nezavisno jedan od drugog, polazu ispit. Verovatnocéa da prvi
student polozi je 0,7, a drugi 0,9. Kolika je verovatnoca da:

a. bar jedan student polozi ispit
b. samo jedan student polozi ispit?

3.Zadatak. Kosarkas je na liniji za slobodna bacanja. Iz jednog pokusaja pogada kos sa
verovatnocom 0,8. Izracunati kolika je verovatnoca da ce iz 5 bacanja postici:

a. 2 poena
b. bar jedan poen.

4.Zadatak. U prvoj posudi se nalaze 2 bele i 1 crna kuglica, a u drugoj 1 bela i 5 crnih
kuglica. Premestamo jednu kuglicu iz prve posude u drugu, a zatim izvlacimo iz druge posude na
slucajan nacin jednu kuglicu. Ako je izvucena kuglica bela, odrediti verovatnocu da je kuglica,
premestena iz prve u drugu posudu, bila crna.

5.Zadatak. Slucajna promenljiva X ima gustinu verovatnoce
_|csinx, za 0<x<Z
p(x)= BN
0, inace
a. Odrediti konstantu c.

b. Izracunati P(X<E)
4

Rezervni zadatak. Eksperiment se sastoji u bacanju dve kockice za igru. Odrediti
verovatnocu da zbir brojeva na gornjim stranama kockica bude:

a. 9
b. vedi od 4.

-62 -



17.1. RESENJA ZADATAKA

1.Zadatak.

a. Neka je dogadaj A- medu izabranim proizvodima su ta¢no 2 neispravna.

5. ~15
G- G

C
P(A) ==z~ (1 poen)

5.4
— 15 .
P(A) = 202-19-18 = 1015 = >
A 20-19-3 38

(1 poen)

b.Neka je dogadaj B-bar jedan medu izabranim proizvodima je neispravan. Tada je B

dogadaj da su svi izabrani proizvodi ispravni.

15

P(B)=1-P(B), p(B)=1- - (1 poen)

c2°
15-14-13
1— tz3_—q_ /13 _q_ 91 _137 (1 poen)
P(B) = 201~129~318 2:19:6 228 228 P

2.Zadatak. Neka je dogadaj A- prvi student je polozio ispit, dogadaj B- drugi student je
poloZio ispit.

a. P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AB) (1 poen)
P(AUB)=0,7 +0,9 - 0,63 =0,97 (1 poen)
b. P(A B UAB)=P(A B }+P(AB) = P(A)P(B )+P(A)P(B) (1 poen)
P(AB UAB)=0,7-0,1+ 0,3-0,9 = 0,07 + 0,27 = 0,34 (1 poen)
3.Zadatak. X:B(5,0,8) p=0,8 @=0,2
Xs : broj pogodaka od 5 bacanja

5
a P(Xs=2)=(}) p*q® (1 poen)
P(Xs =2) = 10- 0,8%- 0,2°=0,0512 (1 poen)

b. P(Xs=1)= 1—((5)) p°q®> (1 poen)
P(Xs = 1) = 1— 0,2° = 1— 0,00032 = 0,99968 (1 poen)
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4.Zadatak. Neka su dogadaji:
A; — premestena je crna kuglica iz prve u drugu kutiju
A, — premestena je bela kuglica iz prve u drugu kutiju
B — izvucena je bela kuglica
1° P(B) = P(A1)-P(BIA1) + P(A2)-P(B|A;) (1 poen)

11,2 2_5
P(B)—3 o= S (1 poen)

P(A1)P(B|A1)

2° P(AulB) = P(B) (1 poen)
11
P(AilB) =25~ = (L poen)
21
5.Zadatak. a. JEesinxdx=1
1
c= ——— (1 poen)
J& sinx dx
— 1 1 _ l _
€= —6052£+c050 To0+1 1 1 (l poen)
b. P(X<%) = [#sinxdx (1 poen)

P(X<7) = —cos +cos 0 = —g +1~ —0,705+1=0,295 (1 poen)

Rezervni zadatak.

a. Neka je dogadaj A- zbir brojeva na obe kockice je 9
A ={(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)} (1 poen)
ma=4 n=36 P(A)= 3“—6 == (1 poen)

b. Neka je dogadaj B- zbir brojeva na obe kockice je veéi od 4, tada je B

dogadaj da je zbir brojeva na obe kockice manji ili jednak od 4.
B={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)} (1 poen)
P(B)=—=<,pajeP(B)=2 (1 poen)
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Svaki potpuno tacno resen zadatak donosi po 4 poena, dok se za delimi¢no resene
zadatke dobijaju poeni kao $to je oznaceno u reSenju.

Rezervni zadatak sluzi kao pomo¢ ucenicima da dobiju pozitivnu ocenu,tj. ako ucenik
nema dovoljno poena za ocenu 2 na 5 redovnih zadataka, dodaju mu se poeni sa rezervnog
zadatka pa ako tada ima dovoljno poena, dobija dvojku.

Skala za ocene je:
0,1,2,3,4,5 poena — nedovoljan (1)
6,7,8,9 poena- dovoljan(2)
10,11,12,13 poena- dobar(3)
14,15,16,17 poena- vrlo dobar (4)

18,19,20 poena- odli¢an(5)
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18.ZAKLJUCAK-PRIMENA VEROVATNOCE

Proucavanje verovatnoce danas je izuzetno znacajno zbog njene Siroke primene u drugim
naukama i praksi.

Teorija verovatnoce ¢ini osnovu matematicke statistike. Statistika se bavi prikupljanjem i
obradom podataka kako bi se izveli zakljucci i donele odgovarajuce odluke. Predmet statistickog
istraZzivanja su masovne pojave koje su po svojoj prirodi promenljive i obi¢no nastaju pod
uticajem viSe faktora, koji deluju na nepredvidljiv na¢in, odnosno donose vise neodredenosti,
slucajnosti. Kada se ti slucajni dogadaji ispituju u statistici, potrebno je primeniti odgovarajuci
matematicki model za njihovo opisivanje- a to je teorija verovatnoce.

U fizici se verovatno¢a primenjuje u kvantnoj mehanici. Jedno od najvecih otkrica fizike
20-og veka je da se fenomeni na atomskom nivou odvijaju po zakonima verovatnoce. Statisticka
mehanika primenjuje verovatnoc¢u za ispitivanje slozenih sistema sastavljenih od velikog broja
Cestica.

U biologiji se verovatnoca koristi u zakonima nasledivanja, npr. kod odredivanja
kombinacija gena, formacija gameta, verovatnoce prenosa genetskih oboljenja sa roditelja na
potomstvo, verovatno¢e mutacija i sli¢no.

Demografija znacajno koristi verovatnocu, npr. kod procene oc¢ekivane duzine trajanja
zivota, stope nataliteta, fertiliteta i mortaliteta, kao i procene verovatnofe migracija na
odredenom podrucju.

U meteorologiji se koristi verovatno¢a kako bi se Sto preciznije prognoziralo vreme. U
hidrologiji se vodoprivredni sistemi i hidrotehnicke mere planiraju i projektuju za odredene
dogadaje u buduénosti za koje se ne zna kada ¢e se ili da li ¢e se uopste desiti, pa se procenjuje i
koristi verovatno¢a da bi se sprecili nezeljeni efekti (npr. verovatnoca da ¢e se na prelivu brane
javiti veéi protok vode od onog na koji je brana projektovana da izdrzi, verovatnoca da ¢e nivo
vode u reci toliko opasti da se ugrozi rad hidrocentrala, navodnjavanje ili Zivot odredene vrste
ribe).

Vazna primena verovatno¢e je u proceni rizika (polise osiguranja). U zavisnosti od
pretpostavljene verovatno¢e nekog dogadaja, odreduje se visina naknade koju je osiguravajuce
drustvo duzno da isplati, pa se tako iznosi znacajno razlikuju kod zivotnog, zdravstvenog,
imovinskog osiguranja i drugo.

U svakodnevnom zivotu znacajna je primena verovatnoée u teoriji pouzdanosti. Ova
teorija procenjuje verovatnocu da neki uredaj uspesno obavlja svoju funkciju tokom odredenog
vremenskog intervala, kako bi se obezbedilo optimalno funkcionisanje 1 smanjila verovatnoca
kvara, to se primenjuje prilikom davanja garancija za kupljeni proizvod.
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Verovatnoc¢a ima vaznu ulogu u ekonomiji. Dobar primer je uticaj ocekivanja da ¢e se
desiti Siri ratni konflikt na Bliskom Istoku na cenu nafte. Procena trgovaca da je rat manje ili vise
verovatan dovodi do podizanja, odnosno spustanja cena. Takode, procena potrosaca o ocekivanoj
dobroj ili loSoj ekonomskoj situaciji u zemlji, uti¢e na njihovu vecu ili manju zainteresovanost za
odredene proizvode, ¢ija cena onda raste ili opada po principu ponude i potraZnje.
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BH

UsBox: Y macrep pany je Mmetomuuku oOpalena tema ,, BepoBatHoha “ kpo3 15 HacTaBHUX
yacosa.

u3

Hatym npuxBatama Teme of crpane HH Beha: Jyn 2011.

AI1

Hatym ogopane: Oxrobap 2011.

HO

UiraHOBH KOMHCH]€E:

KO

[Ipencenuuk: np 3opana JlyxaHuH,

penosuu npodecop IIpupoano-matrematnukor paxynrera y Hopom Cany

Uan: np Hopa Cernery,
noueHt IlpupomHo-matemaruukor ¢akynrera y HoBom Cany
Unan: Ip Hparocnas Xepuer,

penosuu npodecop Ipupoano-maremarudkor pakynrera y Hoom Cany
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