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JIpedzosop

Y 0BOM MacTep pagy je onucaH Wupok cnektap 6pojeBa ca cneunduyHum
ocobuHama Koje ce Mory objacHUTM y BULWLIMM pa3peanMa OCHOBHe WwkKose. Noyves
on ®epmaoBux W MepceHoBUX 6pojeBa NpeKko CcaBpLIEHUX, NpujaTE/bCKUX,
nanuHapoMHux, KatanaHosux, ®uboHauunjeBunx, JlyKacoBUX, UMUKINUKUX W
Kapmajknosux 6pojeBa, na ceBe A0 Benmkux bpojeBa Kao wWTo je NpaxamMoB 6poj.
Ocum TOora, AaT je ocBpT Ha 6pojeBHe cucTeMe W MNPUKYN/bEH BEIUKKU MU360p
33f4aTaka Ca MaTeMaTUYKMX TakMuMyewa, a Y Kojuma cy 6pojeBuma ca
cneundunyHMM ocobuHamMa paTM UHTEpecaHTHUM Hasmeu. lpuya o 6pojeBuMa je
Takohe wnycTpoBaHa CeTOM 3ajaTaka 3a No jedaH ABo4vac AoJaTHE HacTase Yy
CBakoM paspeay n n3bopoM 3aaTtaka 3a CaMOCTaNHU paj yYeHuKa.

Y yBOAHOM Aeny paa je AaT KpaTak UCTOpujCcKun npernen teopuje 6pojesa, noyes
o4 pagosa [uodaHTa na cBe A0 AaHawmwux AaHa. Pajg je pgarbe nogerbeH Ha net
nornaesba.

Y NpBOM MNOrMaB/by je npuya o NpoCTUM U CNOXeHUM bpojeBuMa 1 Npeanor Kako
yyeHuke 5. paspeaa OCHOBHe LWIKOJ/Ee Ha peAoBHO]j HacTaBu yBECTU Y CBET OBUX
6pojeBa. [aT je n ceT peweHnx 3adataka 3a A0AAaTHWU paj KOju MOTY MOCNYXUTU
Kao npunpeMa 3a TakMuyema. HakOH Tora ce HWXKY rope HaBeAeHe Knace
bpojeBa. McTakHyTe Cy 3HadajHe TeopeMe M npuya je wunyctpoBaHa 6pojHUM
npuMepuMa u rnpuMeHama.

Opyro nornae/be je noceeheHo Benukum 6pojeBmMa. Mako cy Tewkum 3a
AedurHUCcame, HeKM o4 HUX Cy penaTMBHO MO3HATU M MMajy CBOJjy MPUMEHY Yy
MaTeMaTuLM na cy nocebHo ncTtakHyTW. [laT je npernea HasmBa cBux 6pojesa Koju
ce 3anucyjy ca 3, 6, 9, ..., 81 Hyna, un gedpuHucaH je Ckjyecos, JleBnjaTaHoB,
TermapkoB 1 Epayw-MocepoB 6poj, kao 1 ryron u ryronnnekc. Hajsehu 6poj ca
MMEHOM KOju je nkaga kopuwheH 3a pewaBame HEKO MaTeMaTUYKor npobnema je
paxamoB 6poj na je weMy nocBeheHa nocebHa naxka. Y OKBUPY Mpuye o
fpaxamMoBoM 6pojy objawreHa je KHyTOBa HOTauuja ca cTpenvuaMa 3a
npeactaB/bakbe BeNUKMX bpojeBa.

Y Tpehem nornae/by AaTt je oCBpPT Ha 6bpojeBHe cucteMe. HaBeaeHa je OCHOBHA
nogena 6pojeBHUX CUCTEMaA Ha HENO3MUMOHE U MNO3MLUMOHE U pa3MOTPeHU Ccy
no3vuMOHM CUCTEMM Yy KOje cragajy: AekagHu, OuHapHW, OKTasHU WU
xekcagekagHn cucteM. OnucaH je aetas/baH NocTynak npesohewa 6pojeBa u3
jenoHor cuctema y Apyru.

YeTBpTO nNornae/be je noceBeheHo Teopuju 6pojeBa y [Ao4aTHO] HacCTaBwu
matematmke. OcCuM ceTa peleHuMX 3ajaTaka 3a no jegaH ABodyac y CBUM
pa3speanma, KOHUMNMPaH je 1 ceT 3aJaTaka 3a CaMOCTasIHM paj yYeHuKa.



3a pa3nuky on 6pojeBa HaBeAeHMX Yy MpPBOM MNOrfAaB/by UMjU CYy Ha3UBMU
WHTEPHALMOHANHO MPeno3HaTh, MHOMO je Ha3uBa KOju XMBE caMO JIOKANHO -y
nocTaBuM TakKMMYapckmx 3agaTtaka. Ctora je Ha Kpajy paja, y neTom rnornassby,
NPUKYr/beH BeNnKM M360p 3ajaTaka ca MaTeMaTUYKMX TakMuyewa y Kojuma cy
6pojeBnma ca cneunduyHMM ocobmHaMa AaTU UMHTEpPeCaAHTHW Ha3uBu. [loyeB oA
BaMNUPCKUX, HeAoAMP/bUBUX, EKOHOMMYHUX, CUMMNATUYHUX U  PYXMNYaCTUX
bpojeBa KOju Cy ce nojaB/bMBaan HA TaKMUUYEHUMA Y HMXKUM pa3peamma OCHOBHe
WwKoNe, na cBe A0 C/OXeHUX 3adataka ca MehyHapogHux MaTeMaTU4Kux
onuMnujaga, y Kojuma cmo, usMmehy ocrtanor, yno3Hanu u jake, nowe, nobpe,
aynne n mmpucHe 6pojese.

Pag ce 3aBplwasa MpUyYOM O joW HEKUM UWHTepecaHTHMM 6pojeBuMa Koju ce
nojaesbyjy Kpo3 UCTOpUjy, Kao WTo je haBoncku 6poj 666.

OBOoM npunukoM 6ux ce 3axBasiMoO CBOM MEHTOpPY Ha NoApWUM U KOPUCHUM
caBeTUMa NpWIMKOM M3paZe OBOI MacTtep paga. Takohe 3axBasiHOCT Ayryjem v ap
Maju lNex koja je cBOjUM cyrectmjama AonpuHena Aa paj 0Bako ulrneaa.

Ha kpajy, oBaj Mmactep paa nocsehyjem cBoM ouy.

Bnagumnp Nony6
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bpojeBn cy ddacumHupann sbyae 04 HajpaHMjuxX noyeTaka UuusBunamsauwuje.
Muraropa je 0TKpPMO Aa My3uyKa XapMOHMja 3aBuUCK 04 oAHOCa uenux 6pojesa v
3aK/byynmo ga je cee y npupoau 6poj. MNpema Mnyrapxy, KceHokpaT je
n3payvyHao ga je 6poj cnorosa Koju ce Mory ¢popMmupaT o4 CroBa rpyke asbyke
jeaHak 1 002 000 000 000. To je npBu 3abenexeH NoKyllaj pelwasara jeaHor
Tewkor KoMbuHaTtopHor npobnema KoOju ce oAHOoCM Ha 6pojeBe. Y jeaHOM
npobnemy koju je noctasuo Apxumen (npobnem o 6MKOBMMA) Kao pellewe
nojaesbyje ce 6poj kKoju ce y geumMmanHoj HoTaumjn (Koja Huje buna nosHaTa
Apxumepny) 3anucyje nomohy 206545 uudapa. a 6u ce HawTamnao Taj 6poj
noTtpebHa je krbmxuua og 50 cTpanmua.

Y Teopujn 6pojeBa uMa MHoro aybokmx m nenux Teopema, a Takohe nm MHOLWTBO
TEWKNX M A0 caja HepelweHux npobnema Koju CTOTMHaAMa roavHa o40eBajy
HacTojatbMMa Hajsehmx MaTemaTuyapa. MHOrM AenoBM CaBpeMeHe MaTeMaTuke
HacTann Cy Kao pe3ynaraT pewasara W yonwTaBarwa npobnema u3 Teopuje
6pojesa. Kapn ®puapux Fayc (1777 - 1855) Koju je yuyMHMO MHOra BaXHa
oTkpuha y MaTemMaTuum pekao je ,MaTeMaTuka je Kpasbumua Hayka, Teopuja
6pojeBa je kKpasbuua matemaTtuke". Jleonong KpoHekep (1823 - 1891) je pekao
Aa je bor ctBopuo uene 6pojeBe a cBe ocTtasno je geno 4yoseka. OBuM je
apTMKynucao uaejy Aa uenu 6pojeBn 3ay3umajy nocebHO MecTo y 0AHOCY Ha CBe
ocTane 6pojese.

YnpaBo Ha npumepy Teopwuje 6pojeBa Hajbosbe ce noTBphyje mmucao ga apobpa
MaTeMaTMKa HWUKAL He 3acTtapeBa. HujeaHa rpaHa MaTemMaTuke Huje TOJIMKO
OMWbEHa KOJ amaTepa Kao Teopuja 6bpojeBa. Y WUCTO BpeMe, HUjedHa rpaHa
MaTeMaTMKe HWje nocTaBsbana TOJIMKO 3aMKK U NPOY3pOKOBana TOJIMKO Heycnexa
M KoA Hajsehmx maTemaTmyapa. [aHac je aputMeTMka uenux bpojeBa BaXkHa Yy
OFPOMHOM KpYry J/bYACKMX AENaTHOCTM W 4YeCcTo je urpana Kiby4dHe yore y
pa3Bojy npuMpoaHMX Hayka. WMa Bennky NpuMMEHy Yy  padvyHapcTBy,
KOMYHMKauujama, kpuntorpadpmjm, dusunum, 6Monormju, yMeTHoOCTH.

MpernegHa nogena 6pojesa npukasaHa je Ha cnvum 1.

»DBpojesu ce nonym mexypuhia npobujajy oKeanom mamemamuxe.
3adamax mamemamuuapa je da Hac 00ee3e Ha HO8A MOPaA,
npodybryjyhiu 60de u npowupyjyhiu xopusonme.
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Kpamax ucmopujcKu npezred

Ha 3Hauaj npoydaBama uUctopuje jeaHe Hayke ykasumsao je jow JlajébHwuu. PaHu
nepuvoj pasBoja apuTMETMKE KapaKTeEPUCTMYAH je No TOMe WTOo Ce Npouec payvyHa
pasBuja nocreneHo M BeoMma crnopo. Y EyknumaoBuM pajoBMMa TeOPUjCKO-
6pojyaHa mncTpaxueara 3ay3umajy penaTMBHO Masio MecTa, aaum unak Beh koa
Hera cpehemMo HM3 OCHOBHMX MOjMOBa Teopwuje Aerbera U, nako obuyaH, anm
BEeOMa BaxaH pe3ynrtat: 6eckoHayHocT 6poja npoctux 6pojeBa. [pyUKkuM
mMatemMatmyapuma je 6umo no3HaT HauuH u3gBajarba npoctux 6pojesBa wu3
npupoaHOr HU3a, Koju je npema EpaTocTteHy A06vo Ha3ue EpaToCTeHOBO CUTO
(peweTo).

Mehytum, Teopujy 6pojeBa kao nocebHy obnact MmatemaTuke wMoryhe je
pa3MaTpaTy caMO ako ce No4yHe oA pasosa [AwnodaHTa (BpeMe HheroBor XMBoTa
HMje TayHO MO3HaTO, BEpOBaTHO 3. BeK Hawe epe). AAuogaHT je pa3MoTpUO HU3
3ajaTaka O npeacTasB/bakby 6pojeBa y oapeheHom ob6navky M jow onwTuje
npobneme pewaBawa HeoadpeheHUX jeaHauMHa ca uUenMM U NO3UTUBHUM
paunoHanHum 6pojeBmMa. YnpaBo TM npobnemMnm KacHuje Ccy noctanm nonasHa
Tauka 4uuTaBe Teopwuje. Y nepuoay cnabmera aHTMYKe KynType AnodaHToBwM
pafoBu cy 6unun ckopo cacsuM 3abopasrbeHn. CBOjeBpCHa MaTeMaTMyKa KynaTypa
HacTaje y 8. — 9. BeKky y apanckmm 3em/baMa. Hekn apanckm matemMatnyapu cy
passujanu AnodaHToBy CUMBOIMKY anu CYLUTUHCKW HULWITA HOBO HUCY Z06unu.

Y EBponu, noyeB o4 enoxe KpCTawKkux noxoaa na Ao 17. Beka, pa3Boj Teopuje
6pojeBa Kao u yntase MatemaTuke 610 je Beoma cnop. Oa pagoBa TOr BpeMeHa
Hajsehu Tpar 3a gasbu pa3Boj Teopuje 6pojeBa oCTaBUAKM Cy, 3a Ty €noxXy BeoMa
3Ha4yajHn, pagosu JleoHapoa MusaHckor (ympo 1250.) wu pagosu
PernoMmoHTaHyca (ymMpo 1476.) Koju je Hawao unodaHToBe pajoBe U rno npsu
nyT y EBponn noyeo ga nx cMctemMaTcku usydyasa.

Pa3Boj Teopuje 6pojeBa cy y 17. n 18. BeKy 3Ha4yajHO NoKpeHynu dpaHLyCKu
MaTemaTnyap ®Pepma (1601-1655) n weajuapckn Mmatematnyap JleoHapg Ojnep
(1707-1783). ®depmMa je nowao A0 OCHOBHOI pe3ynTata Teopuje Ae/bUBOCTU 3a
3a4aTnm NpocCcT 6poj M pewmo HM3 BaXHUX 3ajaTaka Teopuje HeoapeheHux
jeaHaumHa. Ojnep je yonwtmno ®epmMaoB OCHOBHM pe3ynTaT 3a Clyydaj A4e/bMBOCTHU
cnoxeHumMm 6pojeM n nobno BeoMa Benukn 6poj pazHOBPCHMX pesynTaTa. [ocne
OjnepoBux pagoBa ckopo cBu Behu MateMaTnyapu 18. n 19. Beka ce y MameM
uwnn Behem cteneHy 6ase Teopujom 6pojesa.



Hapouuto je Benuku Tpar y pa3Bojy Teopuje 6bpojeBa ocTaBmo GpaHLYyCKU
MaTemaTuyap JlarpaHx (1735-1813) koju je parbe passmno Ojnepose metoae. OH
je Aokaszao TeopeMy npeacrtaB/bakba bpojeBa y 061MKy CcyMe 4yeTupu KBaapaTa u
M3BpwMO 6UTHaA MUCTpaXkmBarba 3a TeOopujy pasnomaka. Benmku ytuuaj Ha Aarbu
pa3BojTeopuje 6pojeBa nsBpwnnun cy n pagosu Jiexxangpa (1752-1833) koju je
Hawao emnupujcky dopmyny 3a 6poj npoctux 6pojeBa y AaTuUM rpaHuuama.
Pagnosu Ojnepa, Jlarparka v JlexxaHapa ctsopwuny cy 6a3sy 3a Teopujy Koja je
koA Mayca no6una Ha3mB Teopuja KOHrpyeHumja.

CjajHn pagoBu HeMaukor Matematuyapa Fayca (1777-1855) umanu cy nocebHo
BE/IMKM 3Ha4aj 3a Teopujy 6pojeBa. OH je 3ano4yeo u3y4vaBame KOMMIEKCHMX
6pojeBa n HaKOH HEroBUX pagoBa UCTPaXKmMBara y Teopujmn bpojesa nobujajy cee
Behe 3amaxe. Pa3HOBpcHM npobnemMn 6usajy paspaheHn o4 CTpaHe BennKux
MaTeMaTMyapa kKao wTto cy Jako6bmu, Ouvpuxne, Kymep, Yebuwes, JinyBwn,
Epmur, KpoHekep, PumaH n gpyru.

[lBageceTu BeK je AOHeO CYLITUHCKE NpOMeHe, rae je pa3BojTeopuje bpojesa 6mo
Be3aH 3a ycaBpwaBahe Beh No3HaTUX MeToa, a Hapo4uTO 3a CTBapare CacBUM
HOBMX. Benukn ycnecm cy 6mnu noCTUrHyTM y Teopuju TpaHcueaeHTHUX 6pojeBa.

Morno 6u ce pehu ga ce npobnemn Teopuje bpojeBa aene Ha aAge BpcTe. [1pBOj
BPCTW Npunagajy OHM 3a Koje Cy no3HaTe MeToAe pellaBara, a Apyroj npobnemm
3a KOje MeToAe pellaBarba HUCY no3HaTe. Hekn mateMaTuuku npobnemu cy camo
noctaB/beHn. TakaB je HNp. NpobseM aa N nMa HenapHuUxX caBplueHux 6pojesa,
KOju cToju oTBopeH jow oa Eyknwuposor gob6a. On nouveTtka padyHapcke epe,
nporpamMepun TecTupajy cBoje crnocobHocTh m Moh padyHapa pewaBajyhu
npobneme mn3 Teopunje 6pojesa n oTkpmBajyhu pasHe KypuosuteTe y Toj obnacTtu.
Y paHoj da3u 6uno je Bpao nonynapHo u3padvyHasawe 6poja 7 ca BEINKOM
TayHowhy wn cnuyHm npobnemu. OTKpuBame nNpocTux OpojeBa HMje HUKaaa
n3rybuno nonynapHOCT M BepoBaTHO HU Hehe.

Mo3HaTa je uMmeHuua da ce Koa NPMMUTUMBHUX Hapoaa nojam 6poja ucupribyje
Ha CXBaTaky HEKOJIMKO MOYeTHMX npupoaHux 6pojesa, Aa 6u ce Beh ko Ctapux
pka AybOKO CXBaTMO CMMCAO NpupoAHMX 6pojeBa M MNO3UTUBHMUX passioMaka.
3aTtuM je Tpebano npehn ckopo 2000 roanHa na 6u HeraTmBHKM 6pojesBun ,,406mUNM
npaBo rpahaHcTBa™ y MaTtemaTuum, AOK je no3HaBawe peanHor 6poja crapo
HeLWTOo BULWE 04 CTOTUHaK roamHa.



1. JIpocmu u caoXenu bpojesu

1.1. 0 NPOCTUM U CJTOXKEHUM BPOJEBUMA

Mona3Hy OCHOBY 4YMTABOI pa3BOja MaTeMaTMKe 4YMHM nojaM npupoaHor 6poja.
MNpunnkoM pasmaTparba NpupoaHux 6pojesa npumehyjemo ga mehy wuMa nocroje
6pojeBn ca BeoMa pa3zHOBPCHMM 0cobuHama. OCMM HUXOBOT NPUPOAHOT MOpeTKa
Mo BESIMYMHU, penaunjom <, Koju je noTnyH n 6pojeBun ce HMXY NmHeapHo 1 < 2
< 3 ... MOXe Ce youuTu W MpupoaHW Mopefak no penauuju Ae/buBOCTWU. Taj
nopeaak Huje NoTNyH U HkUMe ce CKyn nNpupoaHuMx 6pojesa npennuhe y Mpexy.
Ha cnvum 2 je npukasaHa Mpexa 3a npeux 25 npupoaHunx 6pojesa.[1]
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Cnuka 2: Mpexa 3a npsux 25 npupogHmux 6pojesa

[akne, HernocpeaHo nocne 6poja 1 gonasu yuTaB HU3 cneabeHuka U To Cy
6pojesn 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, ...

Y Be3u ca oBMM, CKyn uenmx 6pojeBa MOXeMO noaenutu Ha 3 agena: npocrte
bpojeBe, cnoxeHe 6pojese n 6pojeBe KOju HACY HU NPOCTU HU CIIOXKEHMW.

AedvHmumja 1.1.

1) Lleo 6poj p je npocT ako He npunaga ckyny {-1, 0, 1} n genutesrbn cy My camo
-1,1, pu-p.

2) Lleo 6poj koju je paznunuut o -1, 1 1 0, n HMje NpOCT, jecTe CII0XKEH.
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3) bpojeBn 0, 1 1 -1 HUCY HM MPOCTU HU CIIOXKEHW.

Mpobnem pgobujarba noTnyHe nmcte nNpocTux 6pojeBa Marbux o4 gator 6poja n
3a0KyMn/bao je na)xtby MaTeMaTMyapa BEKOBMMA. JedaH NocTynak 3a yTephmBame
npocToTe aator 6poja n Hanaxerwe CBMX NpPocTMx 6pojeBa Marbmx oa aaTtor 6poja
N gao je ctaporpykum Mmatematmdap EpaTtocTeH.

Kako cmMo Buaenu, HM3 npoctux bpojeBa noummwe osako: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17,
19, ...

Hajnakwn HaynMH Ja ce OBaj HMU3 HacTaBu je MeTo[ No3HaT Kao EpaTtocTteHoBO
cutro (peleTo): ako Xenumo ga HaheMo cBe npocTe 6bpojeBe Make o4 N, NpBO
Tpeba aa ncnuwemo cee npupoaHe 6pojese oa 2 Ao N — 1 v aa peaoM U3 Crnmcka
enuMmHuwemo (npeuptamMo) ceBe napHe 6pojeBe m3y3es 6poja 2, 3aTuM cBe
6pojeBe pgesbmuBe ca 3, usyseB camor 6poja 3, 3aTUM CIMYHO ca 5, 7 uta. cBe Ao
nocneawer npupogHor 6poja mMarwer oa Jn. NpumeTMO Aa nocne enuMuMHauumje
napHux 6pojesa Huje Buwe noTpebHo Tpakutn 6pojesBe aerbmse ca 4, 6, 8 uta.
jep cy cBu ™1 6pojeBu napHu. CnmyHo, nocne envMmMHaumnje 6pojeBa Ae/bMBUX Ca
3 Huje Buwe noTpebHo Tpaxutn bpojese aerbuBe ca 6, 9 uta. dakne, na 6ucmo

OZApEaVIN MPOCTe BpojeBe Marbe 04 N, KOPUCTUMO NPOCTe 6pojese Marbe oz Vn .

Mpumep 1.2. [a 6ucmMo nomohy EpaTocTeHOBOr CuTa oApeawnn CBe npocTe
b6pojeBe Mmarbe og 100, Tpeba peaoM ga enuMmnHMEMo cBe 6pojese aerbumBe ca 2,
3, 5un7 (M: 10 a 7 je Hajsehu npocTt 6poj Mamwm og 10). Ha Taj HauumH
pobujamo 2, 3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47,53,59, 61, 67,
71,73,79,83, 89,97, ykynHo 25 npoctux 6bpojeBa Mmarwnx o 100. EpaTtocTeHoB
anropuvTam je y ToM cnyyajy npukasaH Ha cavum 3. [1]

YQROADFDF F W
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28 %8 888 R

Cnuka 3: EpaToCTEHOBO CUTO
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Huje Tewko 3ak/byynTn Aa, YMM CMO HalAW NpBuM NpocT 6poj Koju npenasu \/ﬁ,
OCTasin Cy HaM HenpeupTaHu camo npoctn 6pojesn. OBO TBpAMMO Ha OCHOBY
cnepehe Teopeme:

Teopema 1.3.

Lleo 6poj n > 0 je cnoxeH ako MU CaMO aKo je AesbuB NpoCTUM bpojeM p, TaKBUM

pajep < Jn.
Joka3:

(<) Ako je n pgesbuB nNpoctuMm 6pojem p < \/ﬁ, OHAa je N oyurnegHo CrIoXeH
6poj.

(=) AKO je p HajMaru MpoOCT genutesb CnoXeHor 6poja n, Taga je n = pkK, 3a
HeKn Leo 6poj kK, nnNpuTomMe je k = p. Tagajen = p - p, OAHOCHO p < Jnm

3aKOH KOHTpano3uuuje HaM omoryhasa aa npeTxoaHo TBphere popMynmwemMo u
Ha cneaehn HauuH:

Ilocneouya 1.4.

Lleo 6poj n > 1 je NpoCT ako 1 caMo ako Huje gesbmB NpocTuM 6pojem p < Jn

12



1. 2. OCHOBHA TEOPEMA APUTMETUKE

Y oBOM 0ZesbKy AoKa3aheMo Aa ce cBaku No3uTuBaH ueo 6poj Moxe npeactaButn
y o065MKy npousBoga npoCTUX aktopa WM JAa je TakBo npeacTaB/bame
jeamMHCTBEHO A0 Ha nopepak dakTtopa. [2]

Teopema 1.5.
AKo je n ueo 6poj Behn o 1, oHAa je N Nnpom3Bog NpoCTUX akTopa.
Hoka3z:

AKO je n npocT 6poj, TBphere ouurnegHo Baxku. lNpetnoctaBumo fa TBphere
BaXW 3a CBaku cnoxeH 6poj Marbn o4 N. AKo je n cnoxeH 6poj, Taga nocToju Leo
6pojd TakaB maje 1 <d <n u d | n. O3Haunmo ca m Hajmarbu Takas 6poj. Bpoj
M He MoXe 6UTU CNnoXeH, jep 6u y ToM ciydajy noctojao ueo 6poj k Takas aa je 1
<k <m wuk |m, wro nosnaun aa k | n. To je, MehyTnM, y KOHTpaauKLMjK ca
npeTrnoCcTaBkoM Aa je M HajMarwu ueo 6poj Behu oa 1 koju je genuterb o4 n.
Hakne, m je npoct 6poj. Obenexwumo ra ca p,. Cnean ga je n = pny, roeje 1l < ny
< n. Mo npeTtnocTaBuun uHAykuuje, 6poj N, ce Moxxe npeactaBuUTM y o06nKy
npoussoAa NpocTux aktopa; npema ToMe, MOXe 1 N.m

Fpynuwyhu jeaHake npocTte ¢dakTtope 6poja N, 3ak/by4dyjeMo Aa ce CBaKu Leo
6poj Behu o4 1 MOXxe npeactaButn y 06amKy

raejepr <p, < ..<pc v a;>0,3ai=1, 2, .., k 3aTakBo npeacraB/bare
Ka)xeMo Aa je KaHOHCKu obsimk 6poja Nn. M3 npakTU4YHUX pasfnora, Mehytmm, mu
y3mMaMo ga je «; = 0, jep oHaa 6mno koju npocTt 6poj Moxe dopmanHo Aa
purypuwe y KaHOHCKOM nNpeAcTaB/bakby Hekor 6poja.

Cnepehe TBphere je no3HaTo Nnog UMeHoOM OCHOBHa TeEOPEMa apUTMETUKE.

Teopema 1.6.

CBaku ueo 6poj Behn og 1 nma jeAMHCTBEH KAHOHCKM 061UK.
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Hoka3z:

KaHOHCKO npeacTaB/batbe NOCTOjM HA OCHOBY MPETXoAHe TeopeMe. lNpeocTaje Aa
ce AOKaXKe [a je TO NpeAcTaB/batbe jeAMHCTBEHO.

KaHoHCkM 06nuk npocTtor 6poja je, ounrnegHo, jeamHcTBeH. lNpeTnoctaBMMo Aa
NnocToju no3uTMBaH crioXXeH 6poj Behm oa 1 Koju ce MOXe Ha ABa pas3nuuTa
Ha4YMHA NpeacTaBUTM Yy KaAHOHCKOM 06nuKy. Heka je n HajMawm TakaB 6poj, ca
npeacraBs/barbyMa

N=pps .. Px = Q102 -.. Qm.
He nocTtoju npocTt 6poj p koju ce nojaBrbyje y 0be KaHOHCKe penpe3seHTauumje

6poja n, jep 6u y TOM cny4dajy n 6poj n” = —, KOju je Mmarn o4 N, Mao Ase

n
p
pasinymte KaHOHCKe penpeseHTaumje, WTO je Yy KOHTpaaukuuju ca
NpeTrnoCTaBkOM O MMHMMANIHOCTM 6poja N. MoXxeMo Aa NpeTnocTaBMMO Aa je

Pi<P2=<... <Py Q1 = Qo = ... = Q-

3a npocrte akTope pP; U 4y Baxun 4a je p; # (; Na MOXXeMo y3eTu Ja je p; < (.
Heka je N = piQ, ... 0. Kako je p; | N n p; |n , cneau pa je p; |(n—N), roe
je n—N=(qy—pP)ds --- n > 1. Cnean ga ce 6poj N — N Moxe HanucaTn y
06nuky n—N = pyt; ... t,, rae cy t; npoctv 6pojeBn,3ai =1, 2, ..., h.

C ppyre ctpaHe, ako je (; — p; > 1, oHOa ce (; — P; MOXe HanucaTu Kao
npou3BoA NpocTux dakTopa, peunmMo 0, — Py = s ... I, Na gobmnjamo, Ha apyrum
HauuH, 6poj N — N y 06nuKky npoussoaa NpocTux akTopa:

N—N=riry..rQgs ... qm-

OBa nocneaxa daktopusaunja He caapXXu NnpocTt dakTop p;. Hanme, 3Hamo aa je
p1 # @i, 1=1,2,..,m; c apyre ctpaHe p; # Ij, 3a j =1,2,..s, jep p; Huje
aenuters o4 (; — p1. dakne, 6poj n — N uma aBe pasznunuute akTopusaumje, jep
caMO jeaHa o4 HUX cagpXu NpocT pakTop P;. To BaXu n y cnyyajy Kag je q; — P
= 1. Mehyt™M, 1 < n — N < n, WTO je y KOHTpaAMKLMjN ca NpeTnocTaBKOM O
MUHMManHocTn 6poja n. [lakne, He nocToju ueo 6poj Behn o4 1, KOju ce MoXe Ha
ABa HaunHa NpeacTaBuUTU Y KAHOHCKOM 061MKY. m
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1. 3. NMPOCTU N CNNOXXEHUN BPOJEBN Y OCHOBHOJ LLKOJ1N

Ca nojMoM npoctor u cnoxeHor 6poja y4yeHuum ce npeBum Nyt cycpehy y 5.
pa3peny OCHOBHe LWKose. Y HacTaBkKy JaT je npeanor - Kako y4dyeHuKe Ha
pefoBHO]j HacTaBW yBeCTU Y CBET oBUX H6pojeBa, kao u n3bop peleHnx 3agataka
3a JOAATHY HacTasy.

1.3.1. NPEANOTI 3A PEAOBHY HACTABY

MNpe o6page NpocTnX 1 cnoxxeHnx 6pojesa y NneToM paspeay YYEHULN Cy Hay4Ynu
WwTa je genunay, Hekor 6poja.

AedvHmumja 1.7. Jenvnay Hekor npupogHor 6poja je cBakum 6poj Kojum je Taj
6poj AerbmB, TO jecT KOjuMm ce MoXe noaenutn 6e3 ocrtaTka.

Mpumep 1.8. bpoj 12 je pemwuB 6pojesuma 1, 2, 3, 4, 6, 12. To cy genvoum
6bpoja 12. 3anucyjemo: D, ={1,2,3,4,6, 12}.

Nmajyhu to y Buay, moxemo npocte bpojeBe yBecTn Kao 6pojese Koju mmajy
Ta4yHo ABa Aenuoua, a cfoxeHe bpojese kao 6pojeBe Koju uMajy Buwe o4 ABa
aenvoua. MNpu ToMe Tpeba n HarnacutTn ga 6poj 1 HMje HM NPOCT HM CIIOXKEH.

AedvHmumja 1.9. MNMpoctn 6pojeBun Cy OHM nNpmpoaHn 6pojeBun Koju nmajy TauHo
ABa genvoua - AesbuBM Cy CaMO ca camuM coboM mn ca 1. CnoxeHun 6pojeBu cy
npupoaHun 6pojeBn Koju umajy Buwe oa ABa genuvoua. bpoj 1 Huje HM NpoCT HK
C/IOXEH.

Mpumep 1.10. Bpoj 13 je npocT jep je nemwuB camo ca 13 v ca 1 (MMa TayHoO ABa
Aenvoua). bpoj 15 je cnoxeH jep je gervmB ca 15, 5, 3 u 1 (uma Buwe oa ABa
aenvoua).

3agaun 3a Bexo6y:
3apaTak 1. Haseau cee npocte 6pojese mawe o 30.
Peweme: To cy 6pojesn 2, 3,5, 7,11, 13,17, 19, 23, 29.

3aparak 2. [aTt je ckyn A = {7, 9, 20, 31, 47, 50, 56, 60, 71, 100, 121}%}.
Hanucatn enemeHte ckynoea P u S ako je: P = {x | X €A n x je npoct 6poj},
S = {x | x eAnx je cnoxeH 6poj}.

Pewemwe: P={7,31,47,71},S =49, 20, 50, 56, 60, 100, 121}.

Takohe, BaxHO je uctahu pa je 6poj 2 jeanHu napaH npocTt 6poj jep Ta
YMHtbeHMLA je OCHOBa 3a pelwaBarbe MHOIMMX 3ajdaTaka, HapouuTO Ha A04ATHO]J
HacTaBMW.
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HensoctaBaH Aeo 4aca Ha KoM ce obpahyjy npoctn un cnoxeHu 6pojesn je un
aAedunHncame yszajaMHoO NpocTux bpojesa. MNpu ToMe yyeHuymma Tpeba ykasaTu Ha
pasnuky mamehy npocTux m ysajaMHO nMpocTux 6pojesa (Aa ABa croXeHa bpoja
Mory 6utn ysajamHO npocta). ObaBe3HO HaBOAUTU MNpUMepe jep y4YeHuun TO
MHOrO flaKkwe yoye Kpo3 npumepe.

AedvHmumja 1.11. 3a aBa 6poja KaxeMo Aa Cy y3ajaMHO NpOCTU aKo je HhUX0B
Hajsehun 3ajegHnuKkn genunnay jeaHak 1.

Mpumep 1.12. Y3ajaMHO npoctn 6pojeBn cy 3 n5, 20 n 21 uta. bpojesn 3 n 5
cy npoctn 6pojeBu, a yjeaHo u y3ajaMHO npocTtu jep je H34(3, 5) = 1. Anw,
6pojesn 20 n 21 HUCY NpOCTK, anu jecy ysajaMHO MpOCTW.

3anaumn 3a Bexb6y:

3apartak 3. O enemeHaTta ckyna {2, 3, 5, 7} obpa3syj cee asoumndpeHe npocre
bpojese.

Peweme: 23, 37,53, 73.

3apartak 4. Hahu cBe a) npocte 6) cnoxeHe 6pojeBe kKoju cy agenvoumn 6poja
210.

Pewemwe: a)2,3,5, 7 b) 6,10,14,15,21,30,35,42,70,105,210.
3apaTtak 5. Hahu aBa cnoxena TpoundpeHa 6poja Koju cy y3ajaMHO NpoCTw.

Pewemwse: 1041 105

3apaTtak 6. Hahu no jepaH NpocT u jeaaH cnoxxeH 6poj, TakBe ga Cy: a) HhUXOoB
36up n pasnuka npocTtn 6pojeBu; 6) HUXOB 36Mp N passivKa CloXeHn 6pojesu.

Pewere: a) 231 6 (23 +6=29,23-6=17) b)31u4(31+4=3531-4
=27)

CTpyKTypa jeaHoOr LKOJICKOr yaca Ha KoM ce obpahyje HacTaBHa jeauHuua
,MpocTn n cnoxeun 6pojeBn" NpukasaHa je y A40AaTKY KOju ce Hanasu Ha Kpajy
oBor paga (cTtpaHa 97-98).
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1.3.2. NIPEANOI 3A AOAATHY HACTABY

MpocTn 1 cnoxxeHn 6pojeBn cy Hen3oCTaBHa TemMa 3a AO4ATHWU paj y CBMM BULUUM
paspeaMma OCHOBHe wWwkose. Cnean m3bop pelleHnx 3agataka Koju ce Mmory
KOPUCTUTKU Kao npunpeMa 3a Takmuuyewsa. [pennoxeHn 3agaun unycrTpyjy Heke
o4 CTaHAapaHuX uaeja 3a pewaBawe npobnema y OCHOBHOLIKOJICKO] HacTasu
MaTeMaTuMke. Hekn o4 npensioXXeHux 3ajaTtaka ce Mory npoHahmy [7].

3apaTak 7. Oapeauty cee npocTte 6pojese p 3a Koje cy u 6pojesu p + 3, p*> + 3,
p> + 3 unp* + 3 Takohe npocru.

Peweme: Pazmkyjemo gBa cry4yaja.

Akojep =20Haajep+3=5p°+3=7,p’+3=11,p* +3 =19 ucBecy 10
rnpoctu bpojesBu na je 2 jeaHO peLluerse.

AKo je p > 2, oHaa je p HenapaH 6poj na je p° Takohe HenapaH 6poj. Taaa je p° +
3 napaH, LWTO 3HayYu 1 C/I0XKEH.

Hdakne p = 2 je jeanHo peluem-e.

3apartak 8. Ako je p npocT 6poj Behu oa 3 aokasaTu aa je p° - 1 aesbus ca 24.

Peweme: C 063upom aga je no npeTrnocrasyu p npoct 6poj sehun o4 3, OH je u
HenapaH, rna je p° - 1 = (p + 1)(p - 1) npomssBoa ABa napHa 6poja, Koju cy u
y3acTornHu rnapHu bpojesu, na je jeaaH o4 ux ge/bmB ca 2, a Apyrv ca 4. 3ato je
Huxos rpoussod (p + 1)(p — 1) ae/wus ca 8.

Takobe, nowTo je p npoct 6poj oOH curypHo Huje ae/bmB ca 3,ap —1up + 1 cy
My MPETXOAHNK n cnedbeHnk o4 Kojux je jeaaH curypHo gesbuB ca 3. Mowto cMo
rilokasasin Aa je oBaj npousBoa Ae/buB u ca 8 m ca 3, cieau 4a je oH 4e/bUB m ca
24 n TMme je A0Ka3 3aBpLUEH.

3apaTak 9. 3a Koju nNpocT 6poj p je n 6poj 8p* + 1 Takohe npocT?
Peweme: Pazmkyjemo 3 ciyyaja.

Ako je p = 2 Taga je 8 - 2° + 1 = 33 a 0Bo je c/i0xeH 6poj.

AKo je p = 3 oHza je 8 - 3° + 1 = 73 npocT 6poj.

Heka je caaga p npoct 6poj Behu oa 3. OH he Taaga 6utn obnmka p = 3K + 1 mam p
=3k - 1. Cagaje: 8(3k £ 1)’ + 1 = 72k? £ 48k + 9 a oBaj 6poj je croxeH jep je
Ae/bmB ca 3.
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3ak/byydyjemo aa je 8p° + 1 npocT 6poj jeanHo kaza je p = 3.

2011 2013

3apartak 10. Ako je p npocT 6poj Aoka3aTu aa je p +p C/TIOXKEH.

Peweme: Pazmkyjemo 2 ciy4yaja.

Ako je p = 2 taga je 2°°"' + 2°° 36up aBa napHa 6poja, Koju je napaH 6poj, na
TUME U CJIOXEH.

AKo je p > 2 Taga je oH u Hernapad. A, n HernapaH crerieH HeriapHor 6poja he
6utn HenapaH, na je 36up p°°’! + p?°’? 36up aBa HenapHa 6poja, a To je napaH
6poj, na roLiTo je rnapaH OH je U CJI0XKEH, LUTO je n Tpebasio JoKa3aTu.

3apaTtak 11. Ako cy p n 7p - 1 npoctu bpojeeu oHaa je 7p + 1 cnoxeH 6poj.
JokazsaTu.

Peweme: PasimkyjemMo 2 ciy4yaja.

Akojep =2T1agaje 7/p -1 =7 -2 -1 = 13 1akohe npoct 6poj. A6poj 7p + 1 =
72+ 1 =15 je cnoxeH, wro je n 1pebasio gokalartu.

AKko je p > 2 oOHAa je OH v HernapaH na je 6poj 7p - 1 napaH, LITO je y
CyrnpOTHOCTU Ca MPEeTrnocTaBKOM 3a4aTKa.

OBge 3aBpliaBaMo aHain3y rnpobsema, yTBpAnNIN CMO A4a TBpherwe Baxun3a p = 2.

3apaTtak 12. lNocToju nu npoct 6poj p Tako ana n bpojesn 3p + 1 n 5p + 1 6yay
npocTn?

Pewembe: [locroju. To je 6pojp =2 jepcytaga 3 -2 +1=7mn5-2+1=11
rnpoctu. Buwe og osBor He 6u 6uio moryhe jep 6u 3a 6u0 Koju Apyru npoct 6poj
p Behu og 2, 36or weroBe HernapHoctu, 6pojesu 3p + 1 v 5p + 1 6uim napHu na
TUME U CJIOXKEHM.

3apartak 13. [lokaszaTn ga ocrtaTak npu gesberwy npocrtor 6poja ca 6pojem 30 He
MOXe buTtn cnoxeH 6poj.

Peweme: Ako 6u ocrtarak rpu Aes/bery npocrtor 6poja p ca 6pojem 30 6uo, Ha
npumep, 14 1aga 6u 6unop = 30 - + 14 = 2(15-q + 7), na 6u p 6uo ne/bms
ca 2, WTO je y CyrnpoTHOCTU ca rpeTrioCTaBKoOM Aa je rpocTt. Ha cimn4yaH HaydyuvH
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bucmo enumuHmncaam cee MoryhHoctu ga octatak byge cioxeH 6poj n gobwiv ga
Baxku TBphere 3a4aTka Aa 1aj octatak mopa 6utu rpocr.

3apartak 14. Oapeantu cBe npocte 6pojese p 3a koje je u 6poj 3”7 + p* npocr.

Peweme: 3a p = 2 je u 3° + 2° = 17 npoct, a 3a Apyre npocre 6pojese p, Koju
cy y3 1o u HenapHu, 36up 3° + p’ je 36mp ABa HenapHa 6poja, na je oH rnapas, a
TMMe m crioxeH. flakne, 6poj 3° + p’ je npoct jeanHo 3a p = 2.

3apaTak 15. Ogpeautu cee npocte 6pojeBe p Takse Aa je % > > > é
p
. ) P 6
Peweme: /3 garor ogHoca mehy passiomuuMma creau ga je v > > T > tE Aa

6uCcMO onakLiaau rnocao rnpuiInkoMm ropehera, rnpoLmnmpumo gate pasioMKe Aa ux
AOBEAEMO HA UCTE MMeEHMoUE. 3aK/bydyjeMo aa je ogroBapajyhu nctv nmeHwnay

70, na hemo umatu: 175 > 14p > @, o4HocHO 175 > 14p > 60. Ogasae je 175
70 70 70 14

>p > %, na jeaHocTaBHo gobujamo aa p € {5, 7, 11}.

3apaTtak 16. [loka3aTv Aa ako je 6poj p > 2 npocT, oHaa je 6poj p?°! + (2p)*°*?
+ 2013 cnoxeH.

Peweme: bpoj p je no npetrioctaBuym npoct 6poj sehu og 2 na je tume u
HenapaH. Y 36upy p°° + (2p)?°? + 2013 npBu cabupak je HenapaH, Kao
HeriapaH cterieH HenapHor 6poja. [pyrn cabupak je napaH 6poj, jep je 2p napaH
6poj, a Tpehu cabupak je HenapaH. 36up ABa HernapHa u jegHor napHor 6poja je
napaH 6poj, na je osaj 36up rnapaH 6poj, a TMMe u C/I0XKEH.

3apaTtak 17. lokasatu ga 6poj 2'° + 3'? Huje npocr.
Pewere: MoxeMo y 4aToM 3anucy m3BpLumMtv cnegehy TpaHcgopmauujy:

219 + 32 = (2°)? + (3°)? u npobatv Aa HanpaBuMo KBaapaTt 6uHoma y Kome he
Ham 2° u 3% 6utn ynaHosm. To hemo roctmhu foaaBarbeM U O4y3MMarb-eM Y/1aHa
2 -2°.3° na hemo umatu:
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210 4+ 32 = (2°)2 + (3°)? = (2°)* + 2 - 2° - 3° +(3°)?-2-2°-3°=(2° + 3°)* -
2°3° = (2°+ 397 - 6° = (2° + 3 - (6°)* = (2° + 3° + 6°)( 2° + 3° - 6°). Mowro
cy oba ynHuoua sBeha oa 1, To Ham roTBphyje aa je 6poj 2'° + 312 cnoxeH.

3apartak 18. [la 11 noctoju npocT 6poj Koju ce Moxe npeactaBuTH y obnamky
36upa kyboBa aABa npupoaHa bpoja?

Peweme: AKo TakaB npoct 6poj p nocToju, oH 6u ce Morao rnpeacTaBUTU Kao:
p = a’> + b’ rae cy a u b npupoarn 6pojesn. OBae HaM je HEONXOAHO MO3HABAME
¢opmysie 3a pactas 36upa kybosa: a° + b’ = (a +b) - (a? - ab + b?), na kag wy
UCKOPUCTUMO uMasivm 6ucMo za je: p = (a +b) - (a? - ab + b?). MowTo npoct 6poj
p HeEMa Apyrux YnmHunaua cem 1 n cebe camor, n 360r YynmeHule ga je a + b >1,
umahemo ga je a? - ab + b? = 1. Pewmmo oBy jeaHaumHy y cKymny rpupoaHuX
6pojeBa. OHa je ekBmBaneHTHa ca 2a’ — 2ab + 2b® = 2, ogHocHo a° + b? + (a -
b)? = 2. Onasae nobujamo Aa je jeanHo peluere, 3a Hac MHTepecaHTHo, a = 1 u b
= 1 jep je ycnoB aa 6yay npupoaHu 6pojesBn (kaaa 6u Tpaxkuau UesaobpojHa
pewersa, nmam 6mu mn napose (1,0) n (0,1)). M3 oBora [obujamMo Aa nocToju
npocT 6poj p = 2 3a npuposHe 6pojeBe a = 1 ub =1, takaBpajep =2 =1° +
1°. [lpyre moryhHoctu He rocroje.

3apatak 19. a num je 6poj 3" + 3" + 3" npocT unu cnoxen?
Peweme: 360r MoryhHoCTH Aa ce oBaj u3pas3 Haruiie Kao rnpon3Bos
3"+ 3" 43" =3"(1+3+3%)=3"-13

JeAHOCTaBHO 3aK/bydyjeMo Aa je To C/10XXKeH 6poj.

3aparak 20. Ceaku npocT 6poj Behu oa 3 je obnuka 6k + 1 nnm 6k + 5, 3a Heko
k e N. JokasaTw.

Pewewe: Ha npumep, 3ak =1je6 -1 +1=7m6-1+5=11. OBa aBa 6poja
Ccy npocrta, eBuaeHTHo Beha oA 3, W NpeacTaBuwInM CMO MX Ha AaTe HauyuHe.
lMpoBepumo Aa /m cy TO jeanHe MoryhHOCTM 3a NMpeAcTaB/baHe MpoCcTux 6pojesa
Behux o 3. CBe rnpupoaHe 6pojeBe MOXEMO NMpeACTaBUTH Ha jeaaH o4 creaehux
wect HaymHa (3a K € Ny): 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5, 6K. Kako cy
6pojeBu obimka 6K + 2 gespmBu ca 2, TO Cy OHM CZIOXEHU. VICTM 3aK/byylin Aa Cy
C/IOXXEeHMN ce m3BoAe U 3a bpojese obsimka 6K + 4 u 6K jep cy m jeaHu w apyrm
rnapHu. 3amcta, octajy camo 6pojeBu obnmka 6k + 1 u 6K + 5, mehy kojuma cy

CcBu rnpoctu 6bpojeBn. HapaBHO, uMajMo y BuAy Aa HUCY CBU 0BakBu 6pojeBu
rnpoctu, Beh ga cy cBu rnpoctv 6pojeBu oBaKkBu.
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3apartak 21. [loka3aTtn ga nocroju 6eckoHa4yHO MHOro NpPOCTMUX pojeBa.

Peweme: [IpetrioctaBuMoO fa MOCTOju CaMO KOHa4yHO MHOro ripoctux 6pojeBa m
Ja ce OHn Mory ropehatn y HU3 pi, ps, ..., Pn- 10 TOME 6U CBM OCTaNU NpuUpoaHU
6pojeBn 6unu C/0XXeHU, na je u 6poj pi, pz, ..., pn + 1 CI0XEH. A Kako je
CJIOXKEH OH Mopa butu Ae/bUB HEKMM 04 MNpocTmux 6pojeBa, HO To Huje moryhe jep
ca KojuM roa o4 HaBefeHux fa ce rogesm OoH gaje ocrarak 1, ra cMo OBUM
KOHCTpyucasm jow jegaH npoct 6poj, v TakKo MpEeTXOAHU [OCTyrnakK MOXeMOo
rnoHas/batn Ao 6ecKoHayHocTu. [akse, cKyn rnpoctux bpojeBa Huje KoHayaH, Beh
becKoHa4aH.

3apartak 22. 3a 6mno koju npupodaH 6poj N MOCTOjuU N y3aCTOMHUX CAOXEHMUX
npupoaHux 6pojesa. JlokasaTu.

Peweme: Heka je n e N. Cnegehu Hu3 cagpxxuv N y3acTOMHUX PUPOLAHNX
bpojeBa, 1 CBM Y4/1aHOBU Cy My C/I0XKEHU bpojeBu:

m+1)-n-(n-1)-...-3-2-1+2
Mm+1)-n-(n-1)-...-3-2-1+3
mM+1)-n-(h-1)-...-3-2-1+n
m+1)-n-(n-1)-...-3-2-1+(n+1)

KOHCTpyKLMjOM OBakBOIr HW3a y3acTOrHuUX MpupogHux 6pojeBa rnokasaHo je aa
Ba)xu TBpher-e 3a4atka.
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1. 4. PEPMAOBU N MEPCEHOBU BPOJEBU

Y Teopujn 6pojeBa MMa MHOro HepelweHux npobnema Koju ce o4HOCe Ha NpocTe
6pojeBe. Takohe, MHOrO je 6e3ycnewHux NokKylaja pa3sHUX MateMaTuyapa ga ce
Hahe onwTa dopmMyna 3a npocTte bpojese. Y Be3n ca TMM UHTEepeCaHTHO je ncrahu
®epMaoBy n MepceHOBY MOrpeLLHy XMnoTesy.

AedvHuumja 1.13. bpojesn obnuka F, = 2% 4+ 1, roe je n npousBoO/baH
HeHeraTueaH Leo 6poj 30By ce ®epmaoBu 6pojesu.

3a npBux 5 BpegHoCTK 04 N OH je aobumo penom 6pojese: Fp =3, F;, =5, F, =17,
Fs = 257, F, = 65537, v npoBepoM yTBpAMO Aa Cy CBM OHM npocTtu. depma je
M3pekao xunoTtely Aa je M 3a CBaku npupogaH 6poj n = 5 6poj F, npocT.
MehyTtuMm, Ojnep je nokasao ga je 6poj Fs npomssoa aBa npocta 6poja, nakne
cnoxeH 6poj.

Fs = 4294967297 = 641 - 6700417

O4 Tapga je MHOro MaTeMaTuukor Tpyda, a nocnearbux geueHnja M MHOro
payyHapCcKOr BpeMeHa Y/oXeHOo Yy dakTtopucawe depmaoBux 6pojeBa Buwer
pena. Maga ce 3Ha ga ®epmMaoBa xmnoTesa Huje TayHa, He 3Ha ce Aa /in je OCUM
Fo, F1, F2, F3, F4 jow Hekn ®epmaoB 6poj npocCT.

OedvHvumja 1.14. bpojeBu obnmnka M, = 2° - 1, rge je p npoct 6poj 30By ce
MepceHoBM bpojesu.

MepceH je TBpAvO pacy 2, 3,5, 7,13,17,19, 31,67, 127 n 257 jeanHn npoctu
6pojeBun, He Behn oa 257, 3a koje je 6poj 2° — 1 npocTt. MehyTuMm, oBa nmcTa
cagpXXu rpelike Koje Cy OTKpMBEHE MHOro BpeMeHa nocse cMpTu MepceHa.
Haunme, aBa 6poja 3a koja je MepceH TBpAMO Aa Cy NMPOCTU, YCTBAPU CY CIIOXKEHH,
a ucnywTeHa cy Tpu npocTa 6poja.

MepBywmnH (1827-1900) je aokaszao Aa je Mg, npocT 6poj. 3a 6pojeBe Mgy U M7
je Takohe yTtBpheHo aa cy npoctu. C apyre ctpaHe, 3a 6bpojeBe Mg, n M,s; je
NOKasaHo Aa Cy CIOXEHMW.

Y3 Tparatbe 3a MepceHoBMM 6pojeBMMa Be3aH je HW3 MHTEpEeCaHTHMX AeTasba.
1963. roamHe y CjeaurbeHnM AMepuukum [pXXaBamMa KpeupaH je MnowTaHCKu
neyaT Ha KOM CTOju 3anuc aa je 6poj 2'*?!? - 1 npoct 6poj.

Cnuka 4: MNMowTtaHckm nevaTt y CAA n3 1963. rogmHe
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A Ha MeMopaHAyMy Benukor npomssohaua padvyHapa IBM-a Heko BpeMe je

cTajano 3anucaHo aa je 6poj 2'°°?” — 1 npocr.
IBM  EmEmmr e

Cnuka 5: MemopaHaym IBM-a

MpoBepa pa nM je Heknm 6poj obnuka 2P - 1 MepceHoB wnm Huje je
KoMnnukoBaHa. Bpoj 2P Bpno 6p3o pacte na je HeomnxoAHO Yy npoBepama
KOPUCTUTU padyHape.

Ho, Hekun cTapujn pesyntatyu cy mMmnpecmsHU. PpaHuyckn matematnydap Jlykac
(Edouard Lucas, 1842-1891) nokasao je 1876. roamHe aa je 6poj

Mi,; =170141183460469231731687303715884105727

npoct 6poj. Npn ToMe je pa3Bujao MeToAe Kojuma 6M ce NocTynak npoBepe WTo
BMWeE nojegHocTtaBno, na Jlykaca pgaHac cMaTtpajy rMMOHWMPOM MOLEepHOr
HYMEepUYKOT paydyHa.

Ba)xaH je pe3yntat kako 6poj 2° - 1 yonwTe MoXxe 6uTn NpoCT caMo ako je p
npoct. Laura Nickel n Curt Noll, aBoje ocaMHaecToroauwrbux CTygeHaTa
KanudopHujcKor yHMBEp3uTeTa OTKpUAM cy y3 nomoh payyHapa ga je 2217° - 1
npoct 6poj. Taj 6poj ce cactoju op 6533 uudapa. [eBeTHaecToroaAuwHMN
AmMepukaHay Ronald Clarkson je 1998. roauHe Ha CBOM padyHapy OTKpWO
MepceHoB 6poj M3p21377 Y Unjem 3anucy je 909526 uundapa.

[aHac je no3HaTo yKynHo 49 MepceHoBux 6pojeBa. MoTnyH nonmc Moxxe ce Hahu
Ha agpecu https://www.mersenne.org/

Hekonvko nocneamwux HaBedeHo je y HapeaHoj Tabenu.

p 6poj uMgpapa  roauHa otkpuha OTKpUO
37 156 667 11 185 272 2008. Hans-Michael Elvenich
42 643 801 12 837 064 2009. Odd M. Strindmo
43 112 609 12 978 189 2008. Edson Smith
57 885 161 17 425 170 2013. Curtis Cooper
74 207 281 22 338 618 2016. Curtis Cooper

Tabena 1: Hekonmko nocneawnx MepceHoBux bpojesa
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1. 5. EMMPIN, BATIOBUTU N N3OINPOCTUN BPOJEBMU [5]

AedvHmumja 1.15. EMupn je npocT 6poj KOju untaH 34ecHa Ha NeBo OneT Aaje
npoct 6poj (eHr. Prime — emirP).

Mpumep 1.16. Emmpnin cy 37 n 73. Kaga okpeHemo uudpe BehuHe npocTmx
6pojeBa, nobujamo cnoxxeHe 6pojese. Peummo, 43 nocrtaje 34. Hekonnko npBux
emupna cy: 13, 17, 31, 37, 71,73, 79,97, 107, 113, ... Nokasano ce ga je n
1597 emunpn jep je n 7951 Takohe npocT 6poj.

AedvHuumja 1.17. Banosutn npoctu 6pojesun cy npoctmn 6pojeBn kKojuma undgpe
ocuunupajy.

Mpumep 1.18. JenaH Takas je 6poj
7 +720 (10049 -1) /99 =

7272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272
72727272727272727272727272727272727

Mark Genson je 2004. roanHe oTkpuo cnegehu npumep ca 515 undapa:

9292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292
9292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292
9292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292
9292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292
9292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292
9292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292
9292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292
9292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292
929

AedvHmumja 1.19. M3onpoctn 6pojeBu cy npoctn 6pojesun uunje cy cee uudpe
jeaHake.

Mpumep 1.20. JacHo, HajMarbK Takas 6pojje 11. Cnegehmb6bum 61o 1 111111
111111111111 pa 11111111111111111111 111. Cnenehun takas 6poj
uma vak 1031 undpy. HakoH wera, cnegeha asa 6poja 3a Koja ce Bepyje aa cy
n3onpoctn (anu Huje gokasaHo!) umajy 49081 umndpy n 86453 undpe.
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Y 17. BeKy MaTemMaTuMyapu cy nokasanu ga cy cnegehu 6pojesuny Tpoyrny
NpoCTU:

31
331
3331
33331
333331
3333331
33333331

Y TO BpeMe Bflajano je muwsbene Aa cy cBum 6pojeBun Tor o6amnka npocTty,
MehyTuM noka3sano ce ga 6poj 333333331 u3 te weMe Huje npocTt (333333331 =
17-19607 843).

AedvHvmumja 1.21. Nn-npoct 6poj je npocT 6poj koju caapxu npemux 38 undapa
6poja 7. To je 6poj 31415926 535897932384 626433832795028841.

Opyrn nn-npoctn 6pojesun jow HUCY NpoHaheHn, Mako Ccy MaTeMaTmyapu
npeTpaxwnn senunke 6pojesey npeux 3000 undapaos r.

Y Be3un ca npoctmMm 6pojeBmMa nHTepecaHTHoO je uctahm 6poj 73 939 133.To je
HajBehu no3HaTn NpocT 6poj KOjU OCTaje NpOCT AOK My Ce 34eCHa OTKuaajy

undppe:
73939133
7393913
739391
73939
7393
739
73
7
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1. 6. CABPLLWEHWN BPOJEBMU

AedbvHvmumja 1.22. CaspuweH 6poj je npupoaaH 6poj koju je jeaHak 36upy
CBOjMX MO3UTUBHMX Aenunaua, Ykbydyjyhu n 6poj 1 ann He padyHajyhu cam Taj
6poj.

MpBa 4yeTupn casBplweHa 6poja no3HaTa Cy 04 AaBHMHA, NpoydyaBanu Ccy uX
nuTaropejum jow y 6. BeKy npe HOBeE epe, a HajpaHuju MaTeMaTU4YKM 3anuc o
caspweHuM 6pojeBuMa nojasmo ce y Eyknugosom peny ,EnemeHtn™, oko 300.
roa. n.H.e. lNpBa 4yeTnpu casplieHa bpoja cy:

1)6=1+2+3
2)28:=1+2+4+7+14

3)496=1+2+4+8+16+31+62 +124 + 248
4)8128=1+2+4+8+16+ 32+ 64 +127 + 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064

MNeTn caBpweHn 6poj, Koju je oTkpmBeH 1456. roamHe, jecte 6poj 33 550 336. [lo
caga je oTkpmBeHO caMo 49 caspleHux bpojeBa, a nocnenrmun o4 hUX, Koju je
npoHaheH 7. jaHyapa 2016. roavHe, y CBOM 3anucy uma 44 677 235 undapa.

Jow HMje No3HaTo KOJIMKO MMa caBplieHmnx bpojeBa — 00 capa Huje yTBpheHo aa
N nx nMa 6€CKOHa4YHO MHOMO WM Nak caMo KoHayaH 6poj.

Eyknng je y €cB0OjOj KHM3UM NOKa3ao Aa Cy A0 Taja OTKPUBEHU caBplueHn 6pojesun
obnuka 2°' - (2P - 1). Mpu Tome, 2P - 1 Mopa 6uTK NpocT 6poj, a Aa 6m To 6Mo
cny4aj p mopa 6utn npoct 6poj. Ha npumep, NpBux NeT caBplieHUx bpojesBa ce
npeMa 10j dpopmynn gobujajy Ha cnegehm HaumH:

1)3ap=2: 2*'-(22-1)=2-3=6

2)3ap=3: 2°'.(2°-1)=4-7 =28

3)3ap=5: 2°'-(2°-1)=16-31 =496

4)3ap=7: 271 (27 -1) =64 -127 = 8128
5)3ap=13: 2. (23 - 1) =4096 - 8191 = 33550336

Y paHawhoj dopMmynaumjn Taj Nnoctynak ce moxe uspehu y obnuky HapenHe
Teopeme:

Teopema 1.23.

Ako je p = 2" - 1 npocT 6poj 3a Hekn N € N, oHAa je 2n-p casplueH 6poj.
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Hoka3z:
Heka je p = 2" - 1 npocT 6poj. Mpasu aenvoum oa 2"-p cy:
1,2,2%..,2"pp-2,p-2% .. p-2".
Hahumo 36mp S cBMX NpeTxoaHuX aenvnaua:
S=1+2+2°+ ... +2"+p+p-2+p-2°+... +p- 2"

=(1+4+2+2°4+ ...+2")+p(1+2+2°+ ...+2")

2n+l_1 (2n _1)
= +p =~ 7
2-1 2-1

=2"'-1+p-2"-p=p+p-2"-p=p-2"

Hakne, S =p - 2" , wto je n Tpebano gokasatnm

Kaaa je pey o popmynun Kojy je nao Eyknua, Tpeba nomMeHyTH Aa je MHOro roamHa
KacHuje, Tek y 18. Beky, wBajuapckmn mateMaTtnyap JleoHapa Ojnep nokasao Aa
Cy CBWM nNapHW casBpweHn 6pojeBm b6aw Tor obnmka. CBM A0 Taga OTKPUBEHM
caspweHn 6pojeBn Ccy ynpaBO MapHU, a HWje MO3HATO Aa NM NOCTOjU ujenaH
HenapaH casBpweH 6poj. o paaHac cy, noMohy HanpeaHMX KOMMjyTEPCKUX
cucTeMa, UcnuTaHu ceu 6pojesn 4o 10'°°°, ann Huje npoHaheH HMjesaH HenapaH
caspweH 6poj. MNMpeTnocrtaB/ba ce Aa TakBux 6pojeBa Hema, Mada TO jOL HUKO
HUWje ycneo Aa AOoKaxe.

O3Haummo ca o(n) 36up cBUX (NO3UTUBHMX) Aennnaua 6poja n.

Teopema 1.24.

CBaKu napaH casplieH 6poj uma obnuk 2°' - (2° - 1), rae je 2° - 1 npocT 6poj.
Jlokas3:

Heka je n napaH caBpweH 6poj, Tj. Heka Baxu o(n) = 2 n.

Hanmwwumo n y obauky n = 2"k, rae m, k € N, k - HenapaH 6poj, Taga cy 2™ n Kk
y3ajaMHO MpoCTu 6p0ojeBn Na BaXu:

o) =oc("k)=c(2™)ok) = (1 +2 +... +2")o(k) = (2m+1—1)a(k)
Ha ocHoBY o(n) = 2n cneam

2"~ 1 ok) = 2" k.
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Kako 2™ — 1 genm 2™ k, To 2" — 1 genm k, Tj. k = (2™ — 1)I, rge | € N. Taga
M3 ropre jeaHakocTu cneaun aa je

a((2™ -hy=2""" |
Heka je m+ 1 =p, Taga je o((2" -1)I) = 2°I.
MpeTnoctaBmmMo aa je | >1.
Ako je | =2 — 1, tapna je o((2° -1)?) = 2°(2° - 1), omakne je
(2P -2 >1+@" -1+ (2" -1 =2(2°-1) +1>2°(2" - 1),
WTO je KOHTpaaukuuja.

Ako je | # 2° —1,tanaje o(2°-D =1 + 1+ (2° - 1) + (2° — 1)l = 2°1 + 2P > 2"I.
MoHOBO je nobujeHa KOHTpaaukuuja.

Tako je | = 1, na je Tana o(2° -1) = 2°.

Mpetnoctasmumo aa je 2° — 1 cnoxen 6poj. Taga noctoju aenunay 6poja 2° — 1
TakaB ga je 1 <r < 2°—1, naBaxu

c"-D)=1+r+(@2°"-1)>2°
Opasge ce 3akbyuyje aa je 2° — 1 npoct 6poj. Ha Taj HauuH je
n=2"k=2"Q"" - 1)l = 2" (2™ — 1) = 27}(2° - 1).

Tume je TeopeMa AOoKa3aHam

daktnukm, 2° — 1 je npocT camo y cnyyajy Kaaa je p npocT.

3auncta, NpeTnocTaBUMO fa je P cnoxeH 6poj, Tj. p =ab, rae a,be N, l1<a<p,
l1<b<p, tagaje2’—1=(29°-1="-1)(2%"*" + .. + 2* + 1) cnoxeH 6poj,
wTo je Hemoryhe.

[akne, p je npoct 6poj.
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Teopema 1.25.

KBagpaTtn HenapHux 6pojeBa HUCY caBpLueHn 6pojeBu.

Jokas3:
. m My .
Hekajen = p; ... Px , rae cy p; pasnuumtu npoctv 6pojesu, m; € N.
2m 2m
Taga je n® = P . Py “

MpeTnocTtaBMMO Aa je n? casplweH 6poj. Tapa je

2 2m, 2 2m,
c)=2n% o L+pi+ot+ P ) Q+pto+ D Y=2p " D

NMocneawa jeaHakocT je Hemoryha jep je Ha neBoj cTpaHu HenapaH 6poj, a Ha
[ecHOj napaH. TuMe je TeopeMa AOoKa3aHam

Teopema 1.26.

bpojn = pk HWje caBpLueH, rae je p npoct 6poj nk € N.

Jokas3:

MpeTnocTtaBuMMO Aa je n caBpweH 6poj. Taga je
cnN=2n<l+p+..+p =2p.

OuurnegHo je k =1 jepjep>1.

Ako je k >1, Taga je p(pk'1 — pk'2

je Hemoryhe m

-...—1)=1, opnakne cneaun aa p | 1, 75. p=1, wto

NHTepecaHTHa je n cnepgeha Teopema Kojy HaBoammo 6e3 gokasa:
Teopema 1.27.

AKoO cy p, q pasnmuntn npoctun 6bpojesu sehn og 2, m,ne N, Tagan= pkqm Huje
caspLueH 6poj.
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Beh je peueHo ga ce npoctu 6pojeBn obnmnka 2P — 1 HasmBajy MepceHOBM NpoCTH
6pojeBu, n ga HMUCYy cBu bpojeBn Tor obnmka NpocTn ako je p npoct 6poj. Moxe
ce pehn ga napHux casplieHux 6pojeBa MMa OHOJIMKO KOJSIMKO MMa MepceHoBMX
npoctnx 6pojesa. MehyTnMm, HMje NO3HATO Aa NN MepCceHOBUX MMA KOHAYHO MU
6eckoHayHO MHOTrO. lpeTnocTas/ba ce Aa UX MMa 6€CKOHaYHOo, a ako je TO TauyHo,
OHAQ W MAapHUX CaBplIeHMX uUMa 6ecKoHayHo. TpeHyTHO je MO3HATO OHOJIMKO
CaBpLUEeHNX KOJIMKO N MepceHOBUX, Aakne ceera 49.

NMpemaa ce Teopwuja 6pojeBa y penoBHOj HacTaBM MaTemMaTMke BeOoMa MaJslo
M3yuyaBsa, yYeHWLM HUKUX paspesa OCHOBHE LIKOJIE Ce Ca CaBpLIeHUM 6pojeBuMa
yrno3Hajy Kpo3 uacoBe [A0AaTHe HacTaBe M MpunpeMe 3a TaKMUYErba.
MaTteMaTU4KKn NnCT, KOjn ob6jaBrbyje ApywtBO MaTemaTnyapa Cpbuje, je y 6pojy 2
n3 2016. rogmHe [13] pacnucao HarpagHM KOHKYpPC 3a y4YeHuKe neTmx paspeaa.
Tema KOHKypca cy bunm casplueHu 6pojesu:

JIpasu deruouu npupooHoz bpoja cy céu 1wez061 0eAUOUY PASAUMUMU 00 te2d CAMOE,
yrpywyjyhu 1. Kaxe ce 0a je npupodan bpoj caspuien ako je jednax 3bupy ceux ceojux

npasux_ deAuraud.

- Odpedu caspuene bpojese y npeoj decemuuu npupoorux bpojesa.
- JTposepu da y dpyeoj decemuuu npupodHux, bpojeea nema caspuenux bpojeea.

- Odpedu caspuiene bpojese y mpefioj decemuuu npupoonux bpojeea.
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1.6.1. OCOBMHE CABPLUEHUX BPOJEBA

Mopen Tora wWTO npeacTaB/bajy 36up CBOjUX MNpaBux Aenwnaua, CaBpLUeHu
6pojeBn nocenyjy n Heke apyre 3aHMM/bMBE 0CObOUHeE.

1) CBu caBpweHu 6pojeBn npeacTtas/bajy 36up Bule y3acTOMHUX MPUPOAHUX
6pojeBa, noyeBwwu o 6poja 1 oo 2° - 1. Ha npumep:

6=1+2+3

28=1+2+3+4+5+6+7
496=1+2+3+4+5+6+7+8+ .. +31
8128=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+ .. +127

33550336=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+ .. + 8191

2) 36up peuunpoyHMxX BpeaHOCTM CBUX Jenunauya caspuweHor 6poja,
yKbyudyjyhu n cam 1aj 6poj, jeaHak je 6pojy 2. Ha npumep:

306po\j6:£+l+1+1:2
6 3 2 1
3a6po\j28:i+i+l+l+l+1:2
28 14 7 4 2 1
3a 6poj 496: L + L + 1 +i+i+i+l+l+l+1=2
496 248 124 62 31 16 8 4 2 1

3) Ocum 6poja 6, cBU caBpLieHn bpojeBn nmajy ocobuHy aa ce Mory npukasaTtu
p-1
kKao 36up npBux 2 2 kybosa HenapHux 6pojeBa. Ha npumMep:

28=1°+2°
496=1+3*+5>+78
8128:=1*+3*+53+ 72+ 9* + 11° + 133 + 15°

33550336=1+3°+5°+7°+9° +11°+13° + 15° + _ + 127°

4) CsBun no3HaTh casplleHn 6pojesn ce 3aBpaBajy ca 6 win 28.
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1. 7. NPUJATE/bCKM BPOJEBU

BedvHnumja 1.28. MNpupoaHu 6pojeBn a n b cy npujatersckmn 6pojeBn ako je
36up npaBux genunaua 6poja a jeaHak 6pojy b, n uctoBpemeHo 36up NpaBux
nenunaua 6poja b jeaHak 6pojy a.

MpumMmep 1.29. lNpujaTesbckn 6pojeBn NO3HATU CYy 04 AaBHMHA, a NpBu (HajMarbK)
nap npujaterbckux 6pojesa unHe 220 u 284. Mpasun gennouun 6poja 220 cy: 1, 2,
4,5,10, 11, 20, 22, 44, 55 n 110. Hbuxos 36up je 284. lNpasn genmoumn 6poja
284 cy: 1,2,4,71 n142. bbnxos 36up je 220.

NMo3HaTtn dppaHuyckn Matematnyap Mjep ne depma npoHawao je 1636. roauHe
Apyrm nap npujatesbckux 6pojeBa (17296, 18416), a PeHe [ekapT, UYyBeHMU
dpaHUyCcKn MaTemMaTnyap U ¢uno3od, npoHawao je 1638. roavHe nap
npujaterbcknx bpojesBa koju unmHe 9363584 n 9437056. OTkpuhe Ta ABa napa
npeactaB/bano je, y cTBapu, hUXOBO NOHOBHO OTKpuhe jep cy ob6a napa 3HaTHO
paHnje Beh 6una no3HaTa apanckum MaTematudapuma. ®epma v [ekapTt cy,
3ajeaHo, oTkpunn dopmyny 3a dopMupame npujatesbckmx 6pojesa, anu ce oHa
HE MOXe nNpPUMEHUTM Ha CBe napoBe npujaTesbCkmx 6pojesa. KacHuje ce,
MehyTuUM, UCMOCTaBWIO Aa je candHy dopMmysy, MHOIMo npe wux, jow y 9. Beky,
npoHawao Tabit ibn Kora al-Harani, apanckun matemMatnyap n actpoHoM. Y 18.
BEKY, LWBajuapcku Matematmdap JleoHapa Ojnep yonwTtmo je ®depmaosy
dopmyny (OjnepoBa cdopmMmyna Takohe ce He MOXe MPUMEHUTU Ha CBe Napose
npujatesbCkux 6pojeBa) m objaBnmo cnucak oa 61 nap npujaTtesbckmx 6pojesa,
mMehy Kojuma cy paBa napa 6una norpewHa. LecHaectoroauwtbun WtanmjaH
Hukono MaraHuMHM npoHawao je 1866. roavHe Apyryv HajMawwn nap
npujatesbckux 6pojesa (1184, 1210), Koju Cy NpeBUAENN paHUjU MaTeMaTuyapu
M KOju je 3HaTHO Marun o4 OepMaoBOr napa.

MpujaTerbckn 6pojeBn 6bunu cy no3HATU jow nuTaropejumma (MatemaTuyapuma
KOju Cy XuBenun y 6. BEKy npe HOBE epe), a MaKo Ce 3a HUX 3HAN0 U Npe HoBe
epe, Ao 1946. roamHe je npoHaheHo camo 390 napoBa npujaTtesbCckux 6pojesa.
3axBasbyjyhmn nojaBu komnjytepa U HUXOBOM 6p3oM pas3sojy, Ao 16. aBrycra
2016. rogmHe npoHaheHo je yak 1 008 470 870 napoBa npujaTtesbckmnx bpojesa.
MpBO MeCcTo Ha NUCTU 3ay3ummajy bpojesn 220 n 284, nsa wux je MNaraHmHujes
nap (1184, 1210), 3atum gonase 2620 n 2924, a ®epmaoB nap je TeKk Ha OCMOM
MecTy. [laHac Ccy no3HaTu CBM NapoBu npujatesbCkmux bpojesa 4mnju ce Maru YniaH
Hanasu ucnog rpanuue o 108,

Y cBUM MNO3HaTMM napoBmMa npujaTtesbCkmnx bpojeBa oba unaHa cy napHa, vnwm,
WwTO je MHoro pehe, o6a HenapHa. Huje No3HaTo Aa M NOCTOjM MELWOBUTM nap,
cacTaB/beH 04 jeoHOr MapHOr M jeaHor HenapHor 6poja. Takohe Huje no3HaTa
dopmyna koja 6u ce Morna NpMMeHUTU Ha CBe NapoBe rnpujaTesbCckux bpojesa,
HWUTK Ce 3Ha Aa /IM TaKBMX NAapoBa MMa KOHa4yHO unm 6€CKOHa4YHO MHOTO.
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HaunH Hanaxera npujatesbckux 6pojesa gaje cneageha teopema. Taj npobnem je
y 9. BeKky pewmno Sabit ibn Korra, apanckn matematmnyap kKoju je xuseo og 836.
0o 901. roanHe y barpaay.

Teopema 1.30.

Ako cy cea Tpu 6pojap =3 2" —1,¢=3-2"-1ur=9-2""_1 3a npuposaH
6poj n > 1 npoctu 6pojesn, oHaa cy 6pojesn a = 2" -p g nb=2"-r
npujaTesbCkn bpojesu.

Hoka3s:
TeopeMy aokasyjeMo y ABa Kopaka.
Y npBoM Kopaky heMo nokasatu ga je 36up genunaua oa b, Tj. Sp, jeaHak 6pojy a.
Mpasu aenvoum 6poja b =2"-r cy:
1, 2, 22, 23, 2" 2 22, e 2mt
umjun je 36mp
Sp=(L+2+22+2°+ . +2"+r@Q+2+2%+2%+ . +2"Y

2n+1_1 2n_1 N+l N
= +r =2 -1+r2 -1).
> TS ) 2 -1)

3amMeHuMOo y 0Baj n3pas I u3 Tekcrta Teopeme. Taga Mmamo:
Sy=("—1)+ 9 2"t _1)2"-1)
=™ 1 4+9-2% 2" 9.2 4]
=2"2+9-22"_1-9-2"h
=2"9 - 22" 9. 2" +1)
=2"- (922" _302+1) 2" +1)
=2"- (92"t 3. 2" 3. 2" 1)
=2"3 - 2" - @3- 2"-1)
=2"p-q
=a
MpeocTaje na pokaxemo pa je 36up npaBux genunaua 6poja a Tj. S,, jeaHak

6pojy b.
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Mpasu genvoun 6pojaa =2"-p - g cy:
1,2,2% .., 2",
pp2p 24 p2%qq-2q-2%.., q-2"
papq-2..pq 2
CnnyHo Kao manonpe HanasuMo aa je:
Se=@™ -1 +pR"™-1)+qR"-1) +p q2"-1)
=™ -1 +p+q) +tp-q2"-1)
=(@"-D)+2"Y)1+p+q) +p-q2"-1)
=Q"-DAd+p+q+p-q+2"L+p+q)
=@"-Np+DO+1)+2"L+p+a0)
3aMeHOM BpeaHOCTM 3a P, U I' U3 TekcTa TeopeMe aobujamo:
Se=("-1)@ - 2" —1+D3 - 2" T+ )+ 2" +3-2" D)+ (3-2"-1))
=9-22M2"_1)+2"3- 2" +3-2"-1)
=9.2%1 9.y 3. 02y 3.0 00
=2"9 -2t _g. oM 3. 0" 130" )
=2"9 - 22" _6- 2"+ 62" 1)
=2"9 - 2" 1)
=2"-r

=bh m
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1. 8. NAJINHAPOMM

AeduvHnumja 1.31. Heka cy ¢ u b npupoaHn 6pojeBu Koa KOjuUX Cy npBa u
nocneawa umdpa pasnuuurte o Hysne. Ako cy uudpe 6poja b TakBe ga uuHe
undbpe 6poja a wucnucaHe O6pHYTUM peaoMm, Tada Kaxemo gna je 6poj b
cuMMeTpuyaH 6pojy a.

Mpumep 1.32. bpoj b = 815 je cumeTpuuyaH 6pojy a = 518. MNaposu
cuMeTpuyHux 6pojeBa cy n25mn 52,173 n 371, 1405 n 5041 wra.

MocToje n npupoaHn 6pojeBun KOjy Cy CUMETPUYHM camu cebun, 0 AHOCHO KOju ce He
Merbajy Kaja UM ce uudpe ncnuwy y obpHyTOM NopeTKy.

AedvHvmumja 1.33. bpojeBu KOjuU Cy CUMETPUYHM caMu cebun, OAHOCHO KOju ce
He Memajy Kaga uM ce uudpe ucnuwy y O6pHYyTOM nopeTKy HasuBajy ce
nasanHAPOMN.

Mpumep 1.34. MNanuHgpomn cy 22, 313, 4334, 55555, ...

ManuHapoMn ce 4yecto cpehy y MaTeMaTUuKOM JIUCTY 3@ YYEHUKE OCHOBHUX
WKoNa. Y HacTaBKy CNeauM HeKONUKO ofabpaHux 3agaTaka npeanoXeHux 3a
NPUMNPEMY YUYEHMKA Pas3/INuUTUX y3pacTa 3a TakKMUYeHa 13 matematmke. [10]

3aoamax 23: Oapean 6poj yeTBOPOLMGDPEHMX NaNNHAPOMA.

Pewemwe: YeTtBOpOouMdpeHn nanuHApomMn cy oapeheHn ca npee ABe uudpe.
NMpema ToMe, 6poj YeTBOpOLMDpPEHNX NAaNMHAPOMa jeaHak je 6pojy ABouundpeHnx
npupoaHnx bpojesa, Tj. 90.

3aoamaxk 24:. Habu Hajmarbu TpouuppeHun nanvHApoM umju je 36up ca
HajMareUM ABOLMNGPPEHUM NanNHAPOMOM Takohe naiuHAPOM.

Pewemwe: Hajmarbn psoundpeHn nanvHgpoM je 11. TpaxeHn TpouundpeHu
nannHapoM Tpaxuhemo Mehy 6pojeBuma obnuka 1lal. Ako je a < 9, 36up he 6utn
o6bnuka 1b2, roe je b = a + 1, na Taj 36up Hehe 6uTn NnanuHapoM. MpeocTaje aAa
nposepuMo aa je 191 + 11 = 202 nanuHapom. [lakne, TpaxeHu 6poj je 191.

3aoamax 25: Habu napose TpouudpeHux nanuHApPOMa Koju ce 3anmcyjy
rnomMohy aBe pasimyunte yugpe 4uja je passimka TpoungpeHn 6poj 3anmcaH ca Tpu
y3acTornHe yugppe.
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Pewerve: Heka aba = 100a + 10b +a v bab = 100b + 10a + b 4ynHe TpaxeHu
nap, npu yemy je a > b. Hbuxosa pasnuka je aba - bab =91 - (a - b), rneje 1 <
a - b < 8. HenocpegHoM NpoBepoM HanasuMMo Aa je AaTv yCnoB UCMNYHEH CaMo 3a
a - b = 6, ogakne gobujamo TpaxkeHe napose: 7171 171,828 n 282, 939 n 393.
Pasnuka cea Tpu napa je 91 - 6 = 546.

3a0oamax 26. Oapean cBe ueTBOpOUMPEHE nanuHApoMe ca TayHo 5
DPa3INYNTUX MPOCTUX AE€NAALa.

Pewemwe: TpyMeTUMO Aa NasMHAPOM HE MOXe Aa CaapXW UCTOBPEMEHO MpocTe
ymHmoue 2 n 5 (jep 6u ce 3aspwasao umdpom 0). UcTo Tako, nako ce BuaM Aa je
TpaxeHn 6poj npomsBoa MNeT pasnnuutux npoctux 6pojesa. Haume, ako 6u ce
HEKM 04 TUX NMpPOoCTUX (hakTopa NojaB/bMBAO CTeNneHoBaH HeKMM bpojeM BehuMm o
1, Taj npousBon 6mM 6MO0 bBap netoumdpeH, jep je Npom3BOoA MNET HajMarbUX
npoctux 6pojesa pasnunuutnx oa 5 jeaHak 2 - 3 - 7 - 11 - 13 = 6006. Taj
npoun3Bo/ je yeTsopoundpeHm nanuHapoM. Jow jeaHo pelwere gobujamo kaga 13
3aMeHuMMo ca 19. Tapaje2 -3 -7 -11-19 = 8778. JegHoCTaBHOM NpoOBEPOM ce
NlaKo 3aKsbyyyje Aa Ccy To jeanHa pellema.

3aoamax 27 [yxuHe cTpaHuua npaBoyraoHMKa Cy TpOUMGPEHN NaamHApOMM

aba wn bab. Oapean obum TOr NpaBoyraoHuka ako je rno3HaTo Aa je oH Takohe
TPOUNPEHN NAINHAPOM.

Pewerve: TpaxeHn obum jeaHak je 2 - (aba + bab) =2 - 111 - (a + b), wTo je

TpoundpeHn 6poj camo 3a a + b =3 na + b = 4. Y npBom cnyyajy je obum
jenAHak 666 (cTpaHuue 121 n 212), y apyrom 888 (ctpaHuue 131 1 313).

Ako 6 6uno a + b = 2, ogHocHo a = b = 1, Taga 6ucMoO MManu KBagpaT
cTpaHuue 111 umju je 06um 444,

3aoamax 28: rpeacrasu 6poj 2017 y o6nuky 36upa Hajmarser moryher 6poja
naanHApoMa.

Peweme: TNpeacrasnhemo 6poj 2017y o6nmky 36mpa asa nannHapomMa. bap jenaH
o4 Ta ABa nanuHApoMa Mopa butn yetBopouudpeH, jep je Hajsehu TpoundpeHn
nannHapom 999, a 999 + 999 < 2017. YeTtsopouudpeHn nannHApomMn He sehu
on 2017 cy: 1001, 1111, 1221,1331, 1441, 1551,1661, 1771, 1881, 1991 un
2002. NocmaTpajyhu pa3nuky 6poja 2017 1 cBakor o4 Tnux 6pojesa, HanasuMo Aa
je camo jegHa op TUX pasnuka nanuHapoMm: 2017 - 1331 = 686. lpema ToMe,
jeanHo pewere je 2017 = 1331 + 686.
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3aoamaxk 29. Bpoj 2017 npeacrasu kao 36up ueTupu pasanumta, 6ap
TpouungpeHa, naanHapoma.

Pewemwe: Heka of pewera cy 1331 + 222 + 141 + 323 = 2017, 585 + 545 +
595 + 292 = 2017, 686 + 242 + 393 + 696 = 2017 v Tako garbe.

N3abepemo nn Hekn npupogaH 6poj na My obpHemMo uudpe v oba 6poja
cabepeMo, na HacTtaBMMO ca obpTtameM U cabupameM, pe3ynTaT YecTo MnocTaHe
nanuHapoM. Koa Heknx 6pojeBa To ce goroau Beh y npBoMm Kopaky. Ha npumep:
18 + 81 = 99. [Ipyru 6pojeBun 3axTeBajy BuWwe Kopaka, Ha npumep: 19 + 91 =
110, 110 + 011 = 121. Op cBux 6pojeBa Mamwunx og 10000, caMo Hux 249 He
naje nanuHgpoM y 100 nnm Mmarbe Kopaka.

G. L. Honaker Jr. je 1999. roamHe cactaBuo nvpamuay naanHApPOMHUX NPOCTUX
bpojeBa. Ta nupamumaa je jeAMHCTBEHA MO TOME LITO je CBakKu NasnHAPOMHW NPOCT
6poj noBe3aH C NpeTXoAHWM, jep je HacTao AoJdaBamweM Mo ABe uudpe Ha
rnoYyeTak M Ha Kpaj NpeTxoAHOor nasMHAPOMHOI npocTor 6poja.

2
30203
133020331
1713302033171
12171330203317121
151217133020331712151
1815121713302033171215181
16181512171330203317121518161
331618151217133020331712151816133
9333161815121713302033171215181613339
11933316181512171330203317121518161333911
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1. 9. NAJINHANOHU N XUNEPNAJTMHANOHN

AedvHmumja 1.35. lMannHanoHn cy npupogHn 6pojeBun Koju uMajy Buwe
naanMHAPOMHUX Aenutesba Hero wujeaaH Marbn 6poj. Opyrum peumMa, ako je
npupogaH 6poj p NanuMHAMOH, OHAA HWjedaH npupogaH 6poj N HeMa TOMKO
nanvHAPOMHUX AenuTtesrba Kao p, rae je 0 < n < p.

Mpumep 1.36. lNoamHe 2004. oTKpuBeH je nasivHOMOH 2 666 664 KOju mMa
nanuHApoMHuMX aenuterba. OH 3ag0BOJbaBa AeduHMUM]Y nanvHanoHa 6yayhm aa
HeMa HujeaHor Mawer 6poja ca TOIMKO MHOMO NasIMHAPOMHUX AenuTtesrba. Hberosu
naanHApOMHU aenuterbn ykbydyjy 80 808, 333 333, 888 888. KacHuje je
OTKPMBEHO HEKOJIMKO BehmnX nanuHanoHa, ykbydyjyhm 134 666 532 koju nma 80
nanMHApOMHUX genuterba. CBU A0 caja OTKPMBEHW BUweundpeHn naamHanOoHU
Cy cagpxaoumu 6poja 6. Pasznor ToMe 3a caga je Heno3Har.

AedvHvmumja 1.37. XunepnaavHAMOHM Cy MaJIUMHAMOHM KOjU CYy WM cCaMu
nanuHAPO MUYHW.

Mpumep 1.38. Hajsehn no3HaT xmunepnanuHaMoH je 2772, ca 16 nanuHapO MHUX
nenutemwa: 1,2,3,4,6,7,9,11,22,33,44, 66,77,99, 252 n2772.

NHTepecaHTHO je MNOMeHyTM jow Heke cneundunyHe nanMHApPOMHE MpocTe
6pojese:

AedvHvmumja 1.39. 7 -nanMHAPOMHM NPOCT 6poj je nasMHAPOMHKM NMPOCT 6poj
HauureH o4 undapa 6poja .

Mpumep 1.40. HajMarbu 7 -nannHAPOMHKM NpocT 6poj je

31.415.926.535.897.932.384.626.433.833.462.648.323.979.853.562.951.413.
Carlos B. Rivera je oTKpno ga HapegHa ABa 7 -NanMHApPOMHa npocTa 6poja nMajy
301 1921 uundpy.

OedvHvmumja 1.41. ¢ -NnanvHAPOMHM NpPOCT 6poj je NannHApPOMHKM NMpocT 6poj
3aCHOBaH Ha NMpPBUX HEKOJIMKO LM apa 3naTHOr pe3a ¢ . To je 6poj

1618033988749894848204586834365638117720303027711836563438685402
8484989478893308161.
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1. 10. KATAJIAHOBU BPOJEBMU

KatanaHoBu 6pojeBu cy BepoBaTHO jeaHu oa 6pojeBa Koje Hajuelwhe cycpeheMo y
mMaTeMaTMum. OHM UYMHE HU3 NPUPOAHMX BpojeBa 3HayajHUX y KoMBuMHATOpUUM -
jaB/bajy ce npu npebpojaBary KoMbuHaTOpHUX objekaTta. Mme cy pobunu no
benrmjckoM Mmatematmyapy Eugene Charles Catalanu (1814 - 1894) nako ux Huje
OH NpBKW O0TKpMo. Ha KaTtanaHoBe 6pojese cy npeu Hauwnu Leonard Euler (1703 -
1783) n Johanu Andreas Von Segner (1704 - 1777), roTOBO 4uTaB BeK npe
Catalana. Mnak, y vact Catalanu koju je nsBeo m gokaszao MHore ocobuHe u
naeHTuTeTe oBMX B6pojeBa, OHM Cce JaHac 30BY HEMOBUM MMEHOM.

KatanaHoBun 6pojeBn ce jaB/bajy Y MHOWTBY Ham3rnen HenoBe3aHux
KoMbUHaToOpHMUX npobnema. Mano je no3HaTo fa je oBe 6pojeBe NOTNYHO
He3aBMCHO OTKPWUO KWHecKkn maTtematmyap Ming An-Tu (1692 - 1763) TOKOM
1730-ux roamMHa, HO Herosu pagoBu Cy OCTasiM HEMNO3HAaTU 3anaHOM CBETY CBe
no 1839. roanHe. [15]

Heka je A = {( , )} andabeTt ca ABa cnosa, OTBOpPEHa 3arpaja W 3aTBOpeHa
3arpaja.

AedvHvmumja 1.42. banaHcmpaHa ped Hag A je CBaka ped Koja ce Moxe
KOHCTpyuMcaTn npuMeHoM creaehunx npasunia y KOHAa4YHO MHOIMO KOpaka:

(1) npa3Ha pey je 6anaHcmpaHa peu,

(2) () je 6banaHcupaHa peu.

(3) ako je w banaHcupaHa ped, oHAa je To u (W),

(4) ako cy Wy u W, 6banaHcupaHe peumn, oHAa je To U WiW,.

HanomeHna 1.43. lNpuMeTnMo aa ce 6anaHcmMpaHa ped cacTtoju o4 2n 3arpaga, n
> 0, n 6poj oTBOpeHMX 3arpaga jeaHak je 6pojy 3aTBopeHux 3arpaga. CBaka
Henpa3Ha 6anaHcuMpaHa ped noudukbe OTBOPEHOM 3arpagoM. Takohe, 3a cBaky
Henpa3Hy 6anaHcupaHy ped W nocrtoje 6anaHcupaHe peynm W; n W, (Koje Mory

6UTK 1 nNpasHe) TakBe Aa je W = (W;)W,.

Mpumep 1.44. Banaxcupare peun Hag A cy (), (00)0O, OWCO)IDNO)I0, Aok
peumnmo (, ), )( m (()))( Hucy.
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Teopema 1.45.

Bpoj C, 6anaHcmpaHnx peyn Hag A ca N napoBa 3arpaja 3aaoBoJsbaBa cneaehy
pEKYPEHTHY penauujy:

C():l

G = icicn—i .
i=0

Hoka3z:

JacHo je pa je C, = 1 3aT0 WTO je npa3Ha pedy 6anaHcupaHa. Heka je W,, n > 1,
CKyn CBUX BanaHcuMpaHux pedu ca n maposa 3arpaga, Tako aa je C, = |W,|. Kao
LUTO CMO paHuje MpUMETWIM, 3a CBaKy HemnpasHy 6anaHcupaHy pe4y W rnocTtoje
(eBeHTyanHo npa3He) 6anaHcMpaHe peun W; U W, TakBe Aa je w = (W;)W,. Heka je
W, (k) ckyn cBux peun W u3 ckyna W, ca ocobuHOM Aa y penpeseHTauuju w =
(w;)W, pey w; uma Kk napoBa 3arpaaa:

W,(K) ={w e W, : w= (W)W, rge cy W, uW, 6asnaHcmupaHe peun u Wy € W, }.

Nako ce Buam aa je |W,|= |W,0)| + |W.@)| + ... + |W,(n -1)| 3aT0 wTo cy
ckynosun W, (k) amcjyHktim, 0 < k < n -1. WraBuwe, ako je W e W, nw = (W)W,
roe jew; € W, onga jew, e W,.1 , oaakne cneamn

WoK) = | Wi+ | Wit | = GGkt
3aksby4yjeMo aa je
Cn = Cocn_]_ + C]_Cn_z + ...+ Cn-1CO'

NMoMepareM MHAeKca N 3a 1 nobujamo pekypeHTHy penauujy ms TBphera
Teopeme. m

AeduvHuumja 1.46. bpojeBn C, U3 nperxoaHe TeopeMe 30By ce KaTanaHoBM
6pojeswn.

Mpumep 1.47. MNpBUx Hekonnko KatanaHosux 6pojesa cy:
Co=1

Ci=CC =1

G =0CC +CGC =2

C; = GG, + C,C; + GGy = 5 nTako parnoe.
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NoavHe 1838. KaTanaH je pewwo cnegehu npobnem: Ha KOJIMKO HayMHa Ce y HU3
o4 N NPOMEH/BUMBMX MOXE YMETHYTM N - 1 mapoBa 3arpaja Tako Aa yHyTap CBake
3arpage vMMamo unu ase npoMeH/bMBe, UK M3pas y 3arpagu n NpoMeH/bUBy, UK
ABa v3pasa Yy 3arpaau. Taj 6poj oarosapa 6pojy C,.; . Pewere ce Mmoxe Hahu y
[6].

Hu3 KatanaHoBux 6pojeBa je npeu nyT y 18. Beky onucao Leonard Euler, kora je
3aHMMao 6poj pasNnUUTUX TpUaHrynaunja KOHBEKCHOT NOJINIroHa.

AedvHuumja 1.48. TpuaHrynaumja KOHBEKCHOI MOJIMFOHA je CKYyn HeroBux
AvjaroHana kKoje ra ceky Ha TpoyrnoBe W Npu TOMe CBake ABe AujaroHane w3
CKyra Cy unm AUCjYHKTHE WUIn nMmajy 3ajeaHUUKy TadKy Koja je Teme rnonmroHa.

Leonard Euler je nokasao pga 6poj pasnuuutux TpuaHrynaumja KOHBEKCHOT
nosIMroHa ca n TemMeHa, N > 3, usHocu C,., . Pewere ce moxe Hahn y [6].
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1.11. ®PMBOHAYUNIEBU BPOJEBUA

®unboHaumjesn 6GpojeBM ce nojaB/byjy Y MHOMMM (PUIMUKUM, XEMUJCKUM W
61MoNoLWKMM NnojaBama.

AedvHuumja 1.49. OuboHauumjeB HU3 OpojeBa je HM3 y KoMe 36up ABa
npeTxogHa 6poja y HW3y fAaje BpeAHOCT HapeAHor 4YnaHa Husa. MiHaekcupake
4YnaHoOBa OBOI HWM3a NOYMHE O Hyfle a NpBa ABa YnaHa cy My O mn 1.

f0=0
f1=1
1:n=f:n_1 +fn-2,n22

dakne: 0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 85, 144, ...

®unboHaumjesn 6pojeBn cy pobunm mme nNo wuTanujaHckom Tprosuy Leonardu
Fibonacciju u3 Nunse, nako cy u paHunje onucaHn y Havju. PewaBarweM HaBeaeHe
peKypeHTHe penauuje Moxe ce 4obutn ekcnamymtHa dopmyna 3a ®mboHaumjese
bpojeBe, Koja ce 30Be buHeTOoBa hopMmyna:

1 1+, 1-45,
fn—f(( > ) )"

Buwe o Tome Moxe ce Hahu y [6].

3aHMM/BUBO je NOMEeHYTU Aa pas3sioMak caapxu oapeheH 6poj ounrnegHnx

998999
npuMepa ®mnboHaumnjesux bpojesa, 1,1, 2, 3,5, 8, ... y Kojuma je cBaku
y3acTtonHu 6poj 36mp npeTxoaHa Aga.

1
998999 T T T
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1.11. 1. ®PUBOHAYMNIEBU BPOJEBU CBYA OKO HAC

Nctpaxyjyhn cee Behe u Behe ®uboHaumnjeBe 6pojese, f, , HanasmMMo pa ce
pa3Mmepa Hekor ®uboHaumjesor 6poja n HeMy nperxogHor 6poja npubnuxasa
T3B. 3/1aTHOM npeceky & =1, 61803 ...

Mo>ke ce nokasaTu Aa 3a 3/1aTHU Mpecek Baxe cnegehe 3aHuMbUBE jeaHaKoCTu:

\/1+ Vi+1+..

1

1+11
1+~
1+...

()

D=1+

N cam OmnboHaum je 3aK/byuymo fa Ce MHore CTBapum y npuvpoau Aewasajy no
oapeheHoM obpacuy. MarmyHocTt 6poja @ ce ornega y MHOrobpojHoCTM
NnpMpoaHMX Hayka Koje ra cnege. OgHocm Mepa Ko burbaka, XUBOTUHA U by au
ce ca 3anawyjyhoM npeumsHowhy npubnmxasajy 6pojy @d. Moxemo pa ra
HaheMmo cByaa oko cebe. BUbHM N XXUBOTUHCKM CBET U JbyACKO Teno, Haw DNK,
BacMoOHa, Tanacum, setposun, obnauun, mMysumka, ... Ha kpajy mn rpahesuHe, no4yes
jow o4 OHMX U3 aHTUYKOTr BpeMeHa. CeBe y cebu caapXu 31aTHU Npecek.

NHTepecoBame 3a 04HOC 3/1aTHOI MNMpeceka rnojaBsbyje ce jow y aHTUYKOj Hayuu
(NMutaropa, MnatoH, Eyknung). Y gennMma aHTUUKMX Bajapa W apxuTekaTta LWUpPOKO
je 3acTyn/beHo kopuwhere ogHOCa 31aTHO npeceka. Y BpeMe peHecaHce 04HOC
3NaTHOT NMpeceka y3amXe Ce Ha HMBO rnaBHOI eCTeTCKOr npuHuuna. JleoHapao Aa
BuHuM ra HasmBa sectio aurea, ogakne v Aonasn aHalby Ha3uB 3/1aTHU Npecek.
Jlyka Mahonu, nop ytuuajeM ymeTHuka ljepa ae na ®paHyecka, 1509. roguHe
o6jaB/byje ceBoje ameno De divina proportione (O 60>aHCKoj nponopuujn), y
uennHn nocseheHo 3naTtHoM npeceky. Kibury je nnycrtposao JleoHapao aa BuHun.
JoxaH Kennep je npeBm youno 3Hauvaj Tor ogHocay 6otaHmum (dunotaktmc). OH 3a
3M1aTHU MpeceKk KOpUCTU TepMuH sectio divina (60>XaHCKM npecek). XoNnaHACKM
koMno3utop Jako6 Ob6pexTt (1430 - 1505) obunato je KOpUCTMO OAHOC 31aTHOT
rnpeceka y CBOjUM KoMMo3uuujama.

Hajsehn 6poj My3nukux komnosumumnja 6asmpaHmx Ha 371aTHOM MpeceKky Hanasu ce
koa betoBeHa (97%), XajaHa (97%), Mouapta (91%), CkpjabuHa (90%),
LWoneHa (92%), LWy6epta (91%). Pyckn komnosutop CebeHeB je cBux 27
LLloneHoBUX eTuaa Npoy4dyaBao A0 HAjCUTHUIUX AeTasba. Y wuMa je oTkpuo 154
3/1aTHa Npeceka Koju HegocTaje y cBera 3 eTuae.
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JeaaH HaumMH npe3seHTauunje ®mnboHaunjeBor HM3a je upTabeM KBagpaTta oapeheHe
noepwuHe. lNoumMeMoO ca gBa KBagpaTa AYXUHe CcTpaHuue 1, Koje HaupTamo
jenaH go agpyror. 3aTuM M3HA4 Ta ABa KBajpaTa HaupTaMo KBaapaT AyXUWHe
cTpanmue 2 (1 + 1 = 2). 3aTuM nopes Tako aobujeHOr NnpaBoyraoHMKa HaupTamMo
KBagpaT Ay>XwuHe cTpaHuue 3 (1 + 2 = 3). AKO HacTaBMMO Ca A04aBatbeM HOBUX
KBaJApaTa Ha CAMKY, TakBMX Ja je CTpaHuua HOBOr KBajgpaTa jeAHaka 36upy
AY>XXMHa CTpaHuua npeTxoaHa ABa, AobujaMo KBazpaTe unje Ccy AyXUHe cTpaHuua
jeoHake 6pojeBmMMa ®uboHauumjeBor Hm3a. AKO Yy Tako pnobujeHe kBapgpaTte
yupTaMo npaBoyraoHe KpyxHe nykose, gobujamo cnmpany Koja je Beoma aobpa
anpoKcuMaumja cnmpana Koje ce nojassbyjy y Nnpypoamu Ko nyxesa, WKO/bKN Ny
pacrnopeny ceMeHKku Ko bubaka.

Cnuka 6: ®unboHaumjeBa cnupana

Bpoj natuua BehmHe uBeTtoBa oaroBapa ®uboHaumjeBoM HM3Y. LLIKosbKe nyxesa
yecTto nmajy obnmk ®mnboHauunjese cnupane. CeMeHke y rnaBu CyHUoOKpeTa Takohe
ce noBuHyjy ®wuboHaumjeBOM HM3Y. Haumme, oHe cCy pacnopeheHe Tako Aa
ob6pazyjy ®uboHaumjeBe cnupane Koje HacTajy Kao /lyK yHyTap KBagpaTta ca
CTpaHuuaMa Koje oarosapajy enemeHtuMa ®mnboHaumjeBor HM3a. AKo ce npebpoje
cnupane gobuhe ce ®nboHaumnjes 6poj. Takohe, ako ce nogene cnmpane Koje nay
npema fieBo ca cnupasnama Koje uay npema gecHo gobuhe ce asa ®unboHauunjea
6bpoja. [14]

Y n4yenumw0oj 3ajefHnuM, KOLWHUUMKM, YBeK je Mamwum 6poj Myxkjaka nyena Hero
XeHKku nyena. Kaga 6ucMo nogenunu 6poj XXeHkn ca bpojeM Myxjaka , yBek
6bucMo pobunu 6poj @d. Haytmnyc (rnaBoHOXal) Yy CBOjOj KOHCTPYKUMjM MMa
cnupane. Koa wera je jacHoO u3pa)keH CnupasHu fMpuHUMN pacta ca GakTopoMm
pacTa Koju je npnbnmxHo jeaHak KoeduUuMjeHTy 3n1aTHOr npeceka.



Cnuka 7: Haytunyc Cnuka 8: Nanakcuja

Ha kpajy KpajeBa, Kaga ce nornegamo y ornegano smanmo ®uboHauuvjeB Hu3.
Hawe Teno ce cactoju og 6pojesa 1, 2, 3 n 5. Mimamo jeaaH HoC, ABa OKa, Tpu
cerMeHTa CBaKoOr yAa M nNeT NpCTUjy Ha cBakoj pyun. AKO U3MEpPUMO BUCUHY
yoBeKa 0/ Bpxa rnase Ao noja, rna 3atiMMm TO NOAEMMO Ca AYXUHOM o4 nyrnka Ao
noaa, aobujamo 6poj @

N osae nocebHo Tpeba cnomeHyTn JleoHapaa Aa BuHumja Koju je peTasbHO
npoy4yasao nponopuuje JbyACKOr Tefa M NpoHawao ga Cy MHOMM OAHOCHK
ycknaheHn npema 3naTtHOM npeceky (cnmka 10).

PSR TS P PY TR R
. h B Rl
3 |

Cnuka 9: a BuHumn
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Peuunmo,

e YpameHoCTn3Mehy Bpxa npcta u nakrta / yaarbeHoCT uamehy pyyHor

3rnob6a n nakrta
e YparbeHoCTusMehy ,nnHmje" pameHa v Bpxa rnase / Ay>XXWHa rnaee

e YparbeHOCTu3Mehy nynka v Bpxa rnase / yaas/beHoOCT nsmehy ,nmHuje"
paMeHa n Bpxa rnase

e YpaarbeHoCTn3Mehy nynka n KoneHa / yaasbeHoCT u3Mehy KosieHa n Kpaja
ctonana
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1.11. 2. NACKAJ10B TPOYTAO

O4 MHowTBa npuMmepa rMpuvMEHe W peanu3auuje 3naTHOr npeceka Ha 6as3u
®dunboHaumjesmnx 6pojeBa, HajeneraHTHWjU NpuMmep y MaTematTuum je [lackanos
Tpoyrao.
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Cnuka 10: lNMackanoB Tpoyrao

MNackanos Tpoyrao npeactaB/ba b6eckoHayaH HU3 npupoaHuX 6pojeBa koju je y
o6nnKky nupamuganHe weMe. Hasme je nobmo no matematmyapy bnesy lMackany.
Ceaku 6poj y jeaHoM peay npeactaB/ba 36up aBa 6poja Koju Cy u3Hag wera.
Kpajrbun 6pojeBun weme cy yBek jeamHuue. Osm 6pojeBm nocMaTpaHm No BpCcTaMma
noHawajy ce Kao 6MHOMHM KoeduLmjeHTH (Koje yno3HajeMo y cpear0j lWKon), a
AvjaroHanHum cabupamem 6pojeBa aobuja ce dnboHaunjes HM3.

Moctynak c¢dopmupara MackanoBor Tpoyrna je cnegehu: Y noyeTtHy BpCTy
ynucyje ce 1. MNpetnocTassbajyhm Aa cBaka BpCTa No4YuMHbe M 3aBpluaBa ce ca rno
jeaHoM HysnoM (OBe Hy/ne Ce He nuwy), cBaka BpcCcTa ce obpasyje nomohy
npeTxoaHe cabupakbeM NO JABa Y3acTOMHA 4iaHa Yy MNPETXOAHOj BPCTU W
UcnmcmBareM CBakor 36upa y cpeavHu pasmaka namehy cabupaka.

e 36up S, 6pojeBay N-TOj BPCTK je yaBOCTpy4YeH 36up S,.; 6pojeBay
NpPeTX0AHOj BpCTU. To je 3aTo WTo ce Mehy unaHoBmMMa N-Te BPCTE KOjun
o6bpa3syjy cymy S, no aBa nyTa jaBs/ba CBaku o 6pojeBa n3 npetxogHe
BpCTE.

e Y CBaKkojBpCTW, ABa 04 KpajeBa jeAHaKo yaasbeHa ynaHa MehycobHo cy
jenHaka. Kog npBux BpCTa MOXe Ce 3ana3nTtu cMMeTpuja y 04HOCY Ha
BepTuKanHy ocy gurype. lNMpema npasuny no Kom opMmpamMo BpCcTe, OBa
cuMeTpuja npenasm ca cBake BpCTe Ha cnegehy 1 Tako ce 6eckpajHo
HacTaB/ba.
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e Y cBakojBpcCTH, 36Up enemeHaTa napHuMx pegHux 6pojesa n 36up
enemMeHaTa HenapHux peaHux 6pojesa je jeaHak. CBakun o4 Hux je 36up y
KOMe Mo jeaaHnyT urypulle cBakm o4 eneMeHarta npeTxoaHe BpCTe.

e EnemeHaTt koju HacTaje cabuparbeM y3acTonMHUX
eneMeHaTa a U 6 npeTxoaHe BpcTe (a ce Hanasu NeBo a 6 AEeCHO), jeaHak
je 36upy 6pojeBa Ha Koje ce Hamnasn newyhun ce 6KUI0 o4 a No Napanenu
neBe cTpaHuue Tpoyrna, buno o 6 No napanenn aecHe ctpaHuue. Mory ce
MU3BPLLUNTM HYMepuUyKa NpoBepaBatba, Ha nNpumep 3a 6poj 15, koju ce
Hanasun y ceamoj spctu: (5+4+3+2+1mn 10+4+1)

e MoXece NpMMeTUTN Aa y HanMcaHMM BpcTama 4YJaHOBM pacTy YKOJIMKO ce
npmbnmkasamMo cpeauLlHb0oj KOMOHU. JacHO je Aa, ako 0Baj 3aKOH BaXXu 3a
jeaHy BpcCTy, Baxu n 3a cnegehy. OH je aakne, onwtn. CBaka BpcCTa
HenapHor peaHor 6poja nMa 4naH Koju je jeaHako yaasbeH o4 Kpajesa, u
Behu je oa cBux octanmx 6pojesa.

eoMeTpujckn MOTMB Tpoyrna cpehe ce jow y HeONUTYy U NMpeAacTaB/ba novetak
MaTeMaTMuke Mucnu. Noctoje Hekn fgokasm aa je MNackanos 6pojHM Tpoyrao npe
Hera Mno3HaT Kao apuTMEeTUYKW Tpoyrao, 6mMo 6smM3ak M apanckoM acTPOHOMY,
necHMKy u matematmdyapy Omapy Xajamy jow y 11. Beky. KmHecku npukas
BMHOMHUMX KoeduumjeHaTa, No3HaT Kao lackanoB Tpoyrao, Hanasn ce y Hherosom
NoCTXyMHO o6jaB/beHOM paay 1665. roavHe. Mpeu nyT ra y EBponn cpehemo y
jeaHoj AnmaHycoBoj apurMmetuum 1527. roauHe. KacHuje, y 17. BeKy 0Baj
apuUTMETUYKM Tpoyrao noctahe K/byyHa Tauka Yy pa3Bojy Tpu 3HadajHe
MaTteMatnuke obnactmn: uctpaxveamwa 6E€CKOHauyHUX peaoBa, payvyyHa KOHaYHWUX
andepeHumnja u Teopuje seposaTHohe.
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Cnuka 11: NowTaHcka Mapka Jlnbepuje ca motneom lNackanoBor Tpoyrna

48



1.11. 3. NTPUMEHE NACKAJ1IOBOI' TPOYIJIA Y PEAJIHOM CBETY

bpojHe cy npumeHe [lackanoBor Tpoyrna y peanHoMm cBeTy. [lo3HaTtu
reomMeTpujckn Hu3 aeobe xmpe henuje je y cywtuHm MNackanos Tpoyrao. XXusa
hennja ce aenn U yMHOXXaBa MO OCHOBHOM 6pojHOM obpacuy y npupoan -
NMackanoBOM WM apuUTMETUUYKOM TPOYriy a weHa geoba ce Moxe noBesaTu
KOHKpeTHUje n ca ®mnboHaumjeBnuM HM30M 6pojeBa. [16]

Haunme, henunjcka geoba je cnocobHocT hennje ga ce nogenn m Ha Taj HauuH
dopmupa ase hepke henuje. JegaH npuctyn Toj Aeobu noapasymeBa Aa Majka
henuja nogenom agaje ase henuje, jeany henujy csoje reHepaumnje v jeany henujy
HapeaHe reHepauuje.

Y no4yeTHOM (HYNTOM) TPEHYTKY MMaMo camo jeaHy henujy (majky), Co.

Mocne npBor uuknyca geobe oHa ce genu Ha ase henuje, jeaHy cesoje (Cy) m
jeaHy HapegHe reHepaumje (C;). UMamo ase henuje pasnuuntnx reHepaumja Co +
C;.

MNMocne gpyror uuknyca geobe, ceaka on osux henuja ce genu Ha henujy ceoje n
hennjy HapeaHe reHepauuje. henuja C, aaje no jeany henujy reHepaumja Co m
C:, hennja C; paje no jeany henujy reHepaumja C; n C,, na yKyrnHo uMamo o
jeany hennjy renepaumnje Co n C, n ase henmje reHepauuje C;, oaHocHo Cy + 2C;
+ C,.

Mocne Tpeher umknyca geobe ceaka o osux henuja aaje no jeaHy hennjy ceoje
M No jeaHy HapeaHe reHepauuje, na gobmnjamo Co, + 3C; + 3C;, + Cs.

Mocne yeTBpTOr UMKNyca aeobe Ha onucaH HaumH gobujamo Co, + 4C; + 6C, +
4C5 + Cy4.

Mocne netor yuknyca nmamo Co + 5C; + 10C, + 10C5 + 5C4 + Cs, uTa.

HakoH n uuknyca aeobe nmahemo 2" henuja, WTo oarosapa reoMeTpujCKoOM HU3Y
Cca KOJIMYHMKOM 2 (cnmka 13)

1 C, 1
| G4, )
|G+ GHG 4
C,+3IC+3IGHC, 8
| G +4C+6 G +4 GHIC, 16

LG5 C+I0 G+ G+5 CHIG 32

Cnuka 12.
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Ca Hu3OM peobe xuBe henmje noBesaHoO je n caBpeMeHO m3sBoherwe Tuuujyc
BbopeoBor npasuia 3a AeduHWCare YyAa/beHOCTW MNJIaHeTa Hawer cuctema o
CyHua.

MackanoB Tpoyrao cpehemMo Kao OnwTy 3aKOHWUTOCT U KOJA aTOMCKe CTpPYKType.
MPOTOHCKa M HeyTPOHCKa KoHdurypaumja y jesrpy atomMa M KoHdbUrypauuvja y
OMOTauyy aToMa NnoBe3aHe cy ca 6pojeBuMMa urypaTMBHMUX HU30Ba lMackanoBor
Tpoyrna. Y eHepreTckoM OoMOTauyy aToMa Hanase ce eNleKTPOHU U MonyHaBajy
/bycke. MpBa /bycka MOXe MMaTK HajBuLe 2 eneKkTpoHa, Apyra 8 n Tako aasbe.

Momohy lNackanoBor Tpoyria MoXemo u3pasutn u 36up npmpoaHux 6pojesa ca
durkcmpaHmm 36mpom umndapa:

YkynaH 6poj cBux npupoaHux 6pojeBa umju je 36ump undapa 1 YnHM NpBY KOAOHY
MNMackanosor Tpoyrna, jep uma 1 jegHouundpeH 6poj (1), 1 asoundpeH 6poj (10),
1 Tpouundpen 6poj (100), 1 yeTBopouundpeH 6poj (1000) uta. (Cnuka 14)

1
1 4
12 1
13 31
146 4 1
165 10 10 § 1
16 15 20 15 6 1
17 21 35 358 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Cnuka 13.

YKkynaH 6poj cBux npupoaHux 6pojeBa uujn je 36up uudapa 2 4uHM Apyry
KonoHy lNackanosor Tpoyrna, jep uma 1 jegHoundpeH 6poj (2), 2 asoumndpeHa
6poja (20, 11), 3 TpoumndpeHa 6poja (200, 110, 101) uta. (Cnuka 15)

13 31
14 6 4 1
15 10 10 5 1
16 15 20 15 6 1
17 29 35 36 21 7 1
18 28 56 70 56 28 8 1

Cnuka 14.

HacTtaBs/bajyhmn oBaj noctynak n3soamMo cnegehu 3akbydak:

YKynaH 6poj cBux jeaHouudpeHnx, aBoumndpeHnx, TpoundpeHux nta. 6pojesa
umjn je 36mp undapa n YMHM N-Ty KOSOHY Yy ackanoBoM Tpoyriy.
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1.12. 1IYVKACOBM BPOJEBMA

O®paHuyckn matematudap Fransis Eduard Anatol Lucas (1842 - 1891) npoy4aBao je
®dunboHaunjeB HM3 6pojeBa, U HEMY NPUAPYXNO jeaaH APYru HU3 Koju je 4obu1o Has3uB
no kemy. Jlykac je Hajno3HaTuju no cBojuM pesyntatuma y obnactu teopuje 6pojesa.

[lokasao je aa je 6poj 2*?’ - 1 npocT 6poj.

CnukoButoM KoMbuHauujom OuboHaumjesux 6pojeBa Mory ce Ao6UTKM Tako3BaHWU
Jlykacosn 6pojeBn. [peuunsHuje, ceakm JlykacoB 6poj je 36up nperxogHa pABa
Jlykacosa 6poja. Pasnuka y pedumHuumnjn je wro JlykacoB HM3 nounkbe ca 2 u 1
ymecto caOwmn 1.

AeduvHumumnja 1.50. Jlykacosu 6pojeBn cy 6pojeBu aAatn pekyp3nBHOM penauyunjom:
Ln+1 = Lp-1 + Ly, nog ycnosoMm gajen>1unlyg =2, L; = 1.

JlykacoB HU3 n3rnena oBako:
1,3,4,7,11, 18, 29,47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, ...

N HEroBM YnaHoBM ce Aobujajy kao 36Mp oapeheHnx ynaHoBa GnboHaumnjeBor HM3a.

12358 13 21 34 55...
1123 5813 21 ... +
1 347 11 18 29 47 76...

OAHOCHO

Ln = Fno1 + Fraga

OBaj HM3 MMa 0COBUHY CNMYHY ocobumHama dmboHaumjeBor Hm3a. CBakM HOBW uYfaH

JlykacoBor Hu3a 6pojeBa jeaHak je 36upy ABa npeTxonHa unaHa. Takohe, KONNYHUK
ABa y3acTonHa JlykacoBa 6poja Texun BpegHOCTM 3NaTHOr npeceka.
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1. 13. KAPMAJKJ/10BU BPOJEBMU

YecTto ce cycpehemo ca cnegehuMm npobseMoM: Kako yTBpAMTU Aa Nu je (Benuku)
6poj npocT?

3a mane 6pojeBe N kao wro cy 8629, 8633 u 8641 jenHOCTaBHO NpoBepaBaMo
dakTope Ao n. OBo 6u nokasano aga cy 8629 n 8641 npoctu, anm 8633 = 89 - 97. 3a
Behe 6pojeBe Kao WTo Ccy

m = 113736947625310405231177973028344375862964001

N =113736947625310405231177973028344375862953603

je Beh Tewko, Yak U KoMnjytepoM, Hahu cBe dakTope A0 KBaApaTHOI KOpeHa.

Y HacTaBky npuye hemMo KOPUCTUTM penauunjy KoHrpyeHumje koja ce gedmHue Ha
cnegehn HaunH:

OedvHmumnja 1.51. [IBa uena 6poja a u b cy KOHrpyeHTHa no mMoayny N ako je
tuxoBa pasnvka (@ - b) ueo 6poj koju je yMmHOxak (caapxanau) oa Nn. To

3anucyjemo ca a = b (mod n). (Buwe o Tome y Khusu [4]).

Mpumep 1.52. 38 = 14 (mod 12) jep je 38 - 14 = 24, wro je caapxanau 6poja 12.

Hunje MHoro Tewko (KoMnjytepoM) amsatun 6poj Ha BpsIO BeMKe CTeneHe Moayno
Benukn 6poj. Ha npumep, 3a ropwe 6pojese Tpeba BpeMeHa aa ce yTBpAM Aa je

2" = 39241970815393499060120043692630615961790020 (mod m)

Ha npeu norneg oBO wm3rnega notnyHo 6eckopucHO, anu Huje Tako. Manm Fermat
Kake Aa ako je p npocT 6poj, oHaa je a’ = a (mod p), 3a cBako a. MNpema Tome,
unrbeHnua ga 2" HMje KOHIpyeHTHO 2 MOoAyno M 3HauM ga M aedUHUTUBHO HuUje
npocT 6poj.

Jokazanu cMo da M Huje npocT 6poj ann HeMaMo NojMa kako ra dakropucaTtu. bpoj
m je npomnseog cnegehmx npoctux 6pojesa:

40103836670582470495139653 n 2836061511010998317.
PasmoTpumo apyru 6poj.

AKO ypaauMoO c/um4daH padyH, gobmjamo aa je 2" = 2(mod n). MNpo6amo joL HEeKOIMKO
6pojesa, peunmo Ao a = 100 n Buanmo aa je

3" = 3(mod n), 4" = 4(mod n), 5" = 5(mod n), ..., 100" = 100(mod n).

OBO caMo cyrepuuie Aa je N BepoBaTHO MpOCT.
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OeduHnumnja 1.53. Kaxemo aa je a CBEAIOK 3a N ako je a"# a (mod n)

287 | 190 | 314 [586 | 935 | 808 | 728 | 291
# ceenoka | 278 | 150 | 310 | 582 | 908 | 804 | 720 | 282
% csenoka | 96,9| 78,9 | 98,7 | 99,3 | 97,1]99,5 | 98,9 | 96,9

Tabena 3.

MN3rneaa Aa ako je N crnoxeH, oHaa BehvHa BpeaHOCTU a CNyXe Kao ceBeaouu. Ha
npumep, N = 287 na ako y3MeMo Ha c/yyaj 6uno Koju a , oHAaa nocTojn 96,9% LwaHce
na he a 6uTn cBeaok Aa N HMje NpocT 6poj.

CBe nokasaHo, Kao 1 34paB pa3syM, cyrepuile aa c/ioxeHun 6pojesm nMmajy MHOro
cBefoka. Anu, aa nu je To TaduHo? TyxHW cny4aj je N = 561.

561 =3-11-17, anu 561 HeMa HUMjeaHOr cBeAOKa.

JeonHn HauMH ga TO NOKaXeMo je Aa nspadyHamo a" (mod Nn) 3a cBux 561 BpeaHoCTU
a. MocToju 1 Nakwm HauvH. [a AOoKaxXeMo Aa je a’® = ¢ (mod 561) goBosbHO je na
AoKaxeMo aa je

56 1

a*® =g (mod 3), a®® =a (mod 11) n a°** =4 (mod 17).

Manu Fermat aaje @ =a (mod 3), na nmamo

a561 EaZ-28()+I:(aZ)280_a =1. a(mod 3)

11

att =a (mod 11) na je a561 10-56+1 _ (010)56 .

1. a (mod 11)

a

N
I1l

a

1

a'’ = a (mod 17) naje a®® =a'® ¥ 1= (1% -4

a (mod 17)

i
=
Q
i

OBO je noBos/bHO Aa ce yBepumo ga 561 HeMa cBefoka.

OBaj npumep, n 14 apyrux 6pojesa, npumetTno je R. D. Carmichael 1910. roguHe.

AedmHununja 1.54. Carmichaelov 6poj (Kapmajknos 6poj) je cnoxeH 6poj N ca
ocobuHom aaje a" =a (mod n)3a cee 1 <a<n.

Opyrum peunma, Carmichaelovi 6pojeBun ce Mackmpajy kao npoctu 6pojesu jep
HeMajy cBeAoKa Aia Cy CIIOXEHMU.
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Mpumep 1.55. EBo nucte Carmichaelovih 6pojesa no 10 000:
561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911
561 =3-11-17
1105=5-13-17
1729 =713 - 19
2465 =5-17 - 29
2821 =713 .31
6601 =7 -23-41

8911 =7-19 - 67

54



1. 14. NIPUMOPWNIAJIN, DPAKTOPNOHU N LWNKJTUYKU BPOJEBU

AeduvHuumnja 1.56. Npumopujanm cy ymHowun npeux N npoctmx 6pojesa.

Mpumep 1.57. bpoj 210 je npumopwujan jep je 210 = 2 - 3 - 5 - 7. NpBUX HEKOSTUKO
npumopujana cy: 2, 6, 30, 210, 2310, 30030, 510510, 9699690, 223092870,
6469693230, 200560490130, 7420738134810 1 304250263527210.

AedunHunumnja 1.58. GakTopnoHn cy 6pojesn Koju cy 36up BpeaHoCTn dakTopujena
CBOjuX nojeanHadHunx undapa.

MpumMmep 1.59. bpoj 145 je dpakTOpUOH jep ce MoXe 3anucath Kao 145 = 1! + 4! +
5!. JacHo, ABa Hajmama daktopumoHa cy 1 = 1l n 2 = 2!. Hajsehn no3Hatn
dakTopunoH je 40585. OH ce mMoxe Hanucatn kao 40585 = 4! + 0! + 5! + 8! + 5!,
OTkpuo ra je R. Dougherty 1964. roguHe. MNMocTaB/beHN CYy pasanMunTM AOKasn Aa je
TO yjeaHo 1 Hajsehu Moryhu gakTopuvoH 1 aa ce HUKaa Hehe Mohu npoHahu Behu.

AeduHunumnja 1.60. Lluknnukm 6poj C je ueo 6poj kKoju Kaaa je MOMHOXKeEH Cc 6uno
Kojum 6pojem oa 1 nma po 6poja undapa og C — yBek cagpxu mcte ungdpe kao um C.
Takohe, Te he ce umdpe NojaBUTM UCTUM PefOM anu C Pa3NIMUYNTOM NOYETHOM TAYKOM.
Mpumep he TO pasjacHUTK:

MpuMmep 1.61. bpoj 142.857 je umknunukm 6poj 360r:
1-142.857 = 142.857
2-142.857 = 285.714
3-142.857 = 428.571
4 -142.857 =571.428
5:142.857 = 714.285
6 -142.857 = 857.142

LUnknnukn 6pojesn cy n 588.235.294.117.647 n 52.631.578.947.368.421.

Mo>xe ce youuTn ga ce HaBeaeHU UMKIMUYKK BpojeBn MOry HanpasuTn o4 oapeheHmnx
npocTux 6pojesa Ha cneaehn HaunH:

% =0, 142857..., % = 0, 0588235294117647..., % = 0,052631578947368421...

MpeTnocTae/ba Cce, ann HMje jow A0Ka3aHo, Aa NOCTOju 6eCKOHa4YHO MHOro
LMKINYKNX 6pojesa.
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1. 15. BPOJEBM BJIN3SAHLUMUN

AedvHumumnja 1.62. bpojesn 6n1n3aHuM-NapoBm Cy NapoBm NpocTux bpojesa kKoju ce
pasnukyjy 3a 2.

Mpumep 1.63. lNaposn 6mnsaHaua cy 3 m 5 5mn 7,11 n 13, 17 n 19, 8999 1 9001,
9719 n 9721, 9929 1 9931, 10005629 1 10005631, 10006427 1 10006429. 3aamu
6poj je no peay 663983. npoctn 6poj. He 3Ha ce aa nun mehy npoctnm 6pojeBMMa nMa
6eckoHayHo MHOro 6nusaHaua-naposa.

OcuMm 6nmnsaHaua-naposa, Tj. NapoBa NpocTux 6pojeea obnnkap; =N -1ump, =N+
1 ncrtpaxyjy ce y npMpoagHOM HU3Y M YETBOPKE NpoCTuMX 6pojeBa obnunka p; =N - 4,
p2=n—2,p3=n+2,p4=n+4.

AedpuvHuumnja 1.64. Yetsopke npoctux 6pojesa obnmka p; =N -4,p, =N -2, p3 =
N+ 2, ps =N + 4 Ha3uBajy ce 6aM3aHUN-4YEeTBOpPKe.

[Be Hajpehe (Tj. ca HajsehoM pasnmMKoOM) apuUTMETMUKe Nporpecuje Koje cagpxe cee
6nusaHuye-napose (ocmm 3 m 5) cy nporpecmje 6N + 5 M 6N + 7 ca pasnKoOM
jeaHakoM 6. AHanorHo, 4eTupu Hajpehe apuTMeTUMUKe rnporpecumje Koje cagpxe
6nunzaHue yetBopke (ocum 5, 7, 11, 13) jecy nporpecuje ca pa3nnkom jegHakom 30:
30n + 11, 30n + 13, 30n + 17, 30n + 19.

N3 nocnegkux mapasa cBe npee yeTBopke-6nmsaHum go 10000 (ocum 5, 7, 11, 13)
nobujajy cezan =0, 3, 6, 27, 49, 108, 187, 314. U3 Tnx un3pasa ce BuaM na ce
npoctn 6pojeBn (pecnekTMBHO Yy peaocneny nopacta) y NpPOU3BO/bHO)j YETBOPKM-
6nu3aHaua yBek 3aBplwasajy uudpama 1, 3, 7 n 9.

MNpeTnocTaB/mba ce Aa 4veTBopka-6nmsaHaua kKao M naposa-6su3aHaua y npMpoaHoOM
HM3y nMa 6ecKkoHayHo MHOro. MehyTmM, HM NpPBY HU APYry O4 OBMX MPETNOCTABKMU
HMKO HMje HM AO0Ka3ao HM ONOBprao.

B.A.Fony60B je 1959. roanHe nspadyHao aa og 1 ao 10’ y npMpoaHOM HU3Yy uma 899
yeTBOpKU-6M3aHaLa, a og 1 Ao 15 - 10° 1209 yetBOpKkM-6n1M3aHaLa.

Jo 1969. roanHe HajBehy nmo3HaTy yeTBOpKy-6/sM3aHaua Haeeo je A. ®Pepe. OHa ce
cactoju oa cneaeha udetnpu 6poja: 2863308731, 2863308733, 2863308737,
2863308739.
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2. Hajeehiu bpojesu y mamemamuyu

2. 1. O BEJIUKUM BPOJEBUMA

Benukn 6pojeBn cy Tewkn 3a gedumHUCare M jow Texu 3a pykoBake. CaBpeMeHu
padyyHapu uMajy AOBO/bLHO MeMmopuje u 6p3vHe ga Mory 6apatatu ca NpUIMYHO
uMnpecusHuM 6pojkama. Kao pesyntar Tora gaHac MOXeMO npukasmeaTu 6pojese o
KOjuMa Cy paHuju MaTemMartudapum MOrjm camo camaTw.

Hekn Benunku 6pojeBun cy penaTMBHO MO3HATU M UMAjy CBOjy NMPUMEHY Y MaTeMaTULK:

BunnoH - 1.000.000.000.000 = 10'? (oko cepampaeceT 6UAMOHa M3HOCK GpyTO
HauMOHaNHM NPOU3BOA4 CBMX ApXXaBa Ha 3eMasbCKOj Kyrnm)

Bunujapaa - 1.000.000.000.000.000 = 10'° (6poj koju ce KOpPUCTM 3a Meperbe
NPOU3BOAHMX NIMHKja rNobanHuUxX KoMnaHuja)

KeuHTunmMjapaa - 10°° (To je Hajsehu cTeneH oa 10 3a Kora ce 3Ha fAa ce MoXe
NpeacTaBUTU Kao YMHOXaK fBa 6poja Koju camu He cagpxe Ludpy Hyna:

10°3 =23 . 5%3 = 8,589.934.592 - 116.415.321.826.934.814.453.125)

Oeuwnujapaa - 10°° (6poj Kkoju ce kopucTu 3a oapehusarbe 6poja 3Besga y
BUO/BUBOM CBEMUPY)

LentunmoH - 10°°% (6poj ca 303 Hyne; cBu 6ajToBM Ha WHTEpHETy, Kaja ce
npebpoje, He 6u gocTurnm osy undpy, jow yBek)
99

Bpoj ® = 9 je Hajsehn 6poj kora je moryhe HanmcaTm kopuctehm camo Tpu
undpe. OH nMma ykynHo 369.693.100 uwndapa. OpgwramnaH Ha nanupy 3axTteBao 6u
oko 3000 km nanumpHe Tpake. Ao paHumx 1900-mx, HayyHUUM CY MOKyLLaBanwu
oapeanTn Heke oA uwudapa Tor 6poja. Fred Gruenberger HemaBHO je m3payvyHao
nocnearnx 1200 n npeux 1000 uudapa.

~

9
99
Mo3HaTn HeMaudknm ™MaTematuudap Carl Friedrich Gauss je 6poj 3 = 9 Ha3Bao

,MeprbuBa 6eckoHayHocT". Taj 6pojuma 10°%°°931% | udbapa n mHoro je Behu oa 6poja
aToMa y BUAJbUBOM CBEMMUDY.

Skewesov 6poj je jegaH oa Hajsehmx 6pojeBa KOju ce nojaB/byje Yy HEKOM
1035

10
MaTEMATMUYKOM JokKa3ly. To je 6poj S; = 10 . Oppeaono ra je Skewes 1933.
2714
roouHe, a cMameH je 1980-ux Ha S; = € ~ 8185 - 10°7°. Skewes ra je

yrnoTpebuo Kao roprby rpaHuuy 3a HajMaru npupogaH 6poj x 3a koju je 7 (x) > li
(X), roe je 7 (x) dyHKumja koja npebpojaBa ceBe npocte 6pojeBe Mare o4 ApaTtor
6poja x a li (X) je noraputamcka nHTerpanHa gyHkumja.
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Ca mwuMe nose3aH 6poj, HaseaH papyruMm Skewesov-uMm 6pojeMm, jow je Behwu:
10101000

S, = 10 . Matematnyap G. H. Hardy Ha3Bao je Skewesov 6poj ,Hajsehum
6pojeM KOju je nkag CAyXumo KakBoj KOHa4yHOj MaTteMaTuykoj CBpPCKU y mateMatuuun®.
MehyTtum, 6pojeBn Koje je oTkpmo Skewes paHac uMajy camMO WMCTOPUICKM 3HA4aj
nowTo Ccy, 3axBa/byjyhu padyyHapckuM wu3padyyHaBawuma, pgobujeHe MHOro
npeunsHuje npoueHe Koje Ccy npeactaB/beHe MawuM 6pojeBmma. Npema pesyntatuma
n3 2007. roanHe, HajMarmKM X KOju 3a40BO/baBa NOCTaB/beHE ycnoBe je 6nmnsak 1, 397
x 10°1°,

Leviatanov 6poj je 6poj @ = (10°°°)!. Taj 6poj je TONMKO BENMKM Aa YOBEYAHCTBO

HMKag Hehe 6UTKM y CTamwy Aa M3padyHa cBe werose uudpe. MNosHaTo je na je npsux
6 weroBux undapa 134072.

Tegmarkov 6poj je 6poj A = 10 . Mpema acTpodusmnyapy Maxu Tegmarku To0 je
6poj MeTapa KoOje MopaTe MponyToBaTM Aa OUCTe HawIu TayHy BNacTUTY Konwujy,
npernocTtae/bajyhun ga je ceeMmp xoMoreH n 6eckoHavaH.

m-1

M Be3aH je 3a jeaHaunny » j"=m".
j=1

Paul Erdos je mpernocTaevo ga HeMa Apyrux peuera ocum 1' + 2' = 3'. Jow ysek

HWje NO3HaTO Aa NN je TO Ta4HO WM He, anun 3HaMo [a HeMa pelera 3a m < 1,485 -

10°32115> | ynpaBo Ta BpeAHoCT 3a m je HasBaHa Erdos-Moserovim 6pojeM, npema

NpBUM UCTPaxuBaunMa oBor npobnema.

Erdos-Moserov 6poj je 6poj 1,485 - 10°3211°°

NloanHe 1987. A. Berezin je o6jasuo ,,Cynep cynep Benuke 6pojese™ y [20]. Taj
unaHak ce 6aBu MaTeMaTUUKNM 7 purnosodcknm uMnNauMKayunjama
,CynepdakTopujenHe" dyHkumnje aebunHnucaHe cumbonom $, rae je N$ = NIV ... YnaH
N! noHaB/sa ce N! nyta. Apyrum peumma, Ha gecHoj ctpaHu je NI noHas/mmarma o N!.
Taj 6poj pacTe BeoMma 6p30. MNpBe aABe BpeaHOCTU cy 1 n 4, ann 3aTUM pacTe TOJIUKO
6p30 aa Beh 3$ nma Benukm 6poj umdapa.

33! 6 102,06910737680°030°

o 3l3!3!3! ) 66666 1010

Mma npesuwe yudapa aa 6m ce TauHO U3padyHao.

Y Tabenu 4 pat je nperneg Hasuea 6pojeBa Koju ce 3anucyjy nomohy 3, 6, ..., 81
Hyna.

58



Hasue Bpo 3anuc
Hyna
Xusbana 3 1000
MunuoH 6 1000000
Munujapaa 9 1000000000
BunuoH 12 1000000000000
bun uj apaa 15 1000000000000000
TpunuoH 18 1000000000000000000
Tpun uj apaa 21 1000000000000000000000
Kaanpu JINOH 24 1000000000000000000000000
Ksanpu n Vlj apaa 27 1000000000000000000000000000
KsUHTUNUOH 30 1000000000000000000000000000000
KsuHTU ijap aa 33 1000000000000000000000000000000000
CekCTUNUOH 36 1000000000000000000000000000000000000
Cekctu J-Mjap aa 39 1000000000000000000000000000000000000000
CenTUNUOH 42 1000000000000000000000000000000000000000000
Centunu J apaa 45 1000000000000000000000000000000000000000000000
OKTUNUOH 48 1000000000000000000000000000000000000000000000000
OKkTUNU jap Aa 51 1000000000000000000000000000000000000000000000000000
HoHunuoH 54 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000
HoHunu J apAaa 57 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
OeunnuoH 60 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Oeuvnu jClP Aa 63 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
YHAeUMNUOH 66 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
YHaeuunu J apaa 69 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
ﬂyo AeLUNUOH 72 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
ﬂYO Aeumnm J apaa 75 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Tpu AeUMAMNOH 78 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Tpvl Aeumnu J apaa 81 1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Tabena 3.
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2. 2. KHYTOBA HOTALIMIA

loanHe 1976., matematundap Donald Knuth je o6jaBno HOTauwujy ca ctpenuuaMa 3a
NpencTasmarbe Benukux 6pojesa. Tako je 371 3 jeamocTasHo 33, 37 (13)je 3% ...
CTpenwuua yBek ,yapyxyje yaecHo" tako aa aTbTctd ... svaum aT (bT (cTd)) ...

Maoeja je 3acHoBaHa Ha MOHOB/bEHOM CTENEHOBakwy Ha C/AMYaH HayMH Ha Koju je
CTeneHoBaH€ NMNOHOB/BEHO MHOXEHE, @ MHOXEHE je MOHOB/bEHO cabupatbe.

HanMe, MHOXere npupoaHmM 6pojeM ce Moxe pgedmHMCATM Kao MOHOB/bEHO
cabupame Ha cneaehun HauuH:

a-b= a+a+...+q

b npumepaxa a

a cTteneHosame npmMpoaHMM CTENEHOM b ce MoXxe ﬂ,erVIHVICBTVI Kao MOHOBJ/bEHO
MHOXeHe Ha cneaehn HaunH:

b — .. .
a’=altbh= a-a-...-a

b npumepara a

To je uHcnupucano KHyTa pa pgeduHuwe onepatop ,ABOCTpyke cTpenuue" 3a
NOHOB/LEHO CTEMNEHOBaH-E.

AedvHnunja 2.1.

o
attp= & , _aTalT..Ta
b npumepaxa a b npumepaxa a

OBae n Hajasbe M3padvyHaBarbe Cce CNpoBOAM 34ecCHa yneBo (Kao Taksa, onepauuja je
AEeCHO acounjaTuBHa).

Mpumep 2.2. lNpema 0BoOj gednHULNIN UMaMO:

3T T2=3%=27
3113 = 3% =327 = 7625597484987

3T T4 = 3333 = 37625597484987

3762559748Q87

311523 -3

M Tako AaJbe.
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OuurnegHo, oso Beh BoOAWM A0 NMPUAMYHO BenuKMX 6pojeBa, ann KHyT je npowwmpuo
CBOjy HoTauujy. OdeduHucao je onepartop ,TPOCTPyKe CTpenuue" 3a MOHOB/bEHY
npuMeHy onepartopa ,ABOCTpyKe cTpenumue".

AeduHuunja 2.3.

atttp=2allall..1TTa

b npumepaxa a

Tako fgasbe MMamo 1 oneparop ,4eTnpu cTpenuue".

AedpvHnunja 2.4.

attt1p= alttta™r. . ™MTa

b npumepaxa a

M Tako Aasbe. OnuwTe nNpaBWio je Aa ce onepatop N cTpenuua pasnaxe y cepujy
onepaTopa n - 1 cTpenuua.

AecdpvHuunja 2.5.

att tp=al..Tal..Ta..aT..Ta
M n-1 n-1 n—1

~
b npumepara a

Mpumep 2.6.

3112 =3713=23% = 327 = 7625597484987

31113231131 13=-31 131313 =-313T..T3 _ 3737..73

31373 npumepaxa 3 7625597484 987 npumepaxka 3

. b .
Y u3pasnma Kao wro je d , HoTauuja 3a cTerneHoBarwe 06MUYHO MoapasyMeBa Aa ce

ekcrnoHeHT D 3anucyje u3Hag ca aecHe ctpaHe of 6asHor 6poja a. MehyTtum, MHora
OKpYXeHa, Kao LWTOo Cy NMporpaMmcku jesvuu, He noApixaBajy TakasB ABOAWUMEH3NOHU
3anuc. lMowTo HaBefoeHa HoTauWja HUje MorogHa 3a reHepasnusauujy, ycBojeHa je

nuHeapHa HoTaumja aTbh sa oBakeBa okpyxerba; cTpenvua Ha rope npeacras/ba

~an3are Ha cTeneH", wrto ob6jawrasa 3awTo je KHyT m3abpao Ja paan Ha 0Baj
HauMH.

MehyTnMm, Hekn 6pojeBu Cy TONMKO BENWKM [Aa 4YaK W 3anmMc ca BULLECTPYKUM
cTpenuuama Ha rope nocTtaje npersoMmasaH; Taja je o4 KOpucTu onepartop N-
cTpenuvua: o (kao n 3a onuce ca NpoMeH/bLUBUM BpojeM cTpenuua).
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AedvHununja 2.7. KHyToBa HOTaumja ce opManHo geduHuwe Ha cnegehm HauumH:

a’ ,ako jen=1

alt"b=11 ,axko jeb=0
aT ' @™ (b-1)), y cynpomnom

3a cBe uene 6pojese a,b,n,b>0,n > 1.

CB/ onepaTopu cTpenuue Ha rope (ykbyuyjyhu knacuuHo cTeneHoBamwe al b) cy
[leCHO acouMujaTMBHK, Tj. U3padyHaBare Ce CNpOBOAM 34ECHA YyNeBO YKOJIMKO M3pas
caapXu ABa UNu BULLE TakBMUX onepartopa. Ha npumep,

at™Tc=aT(OTc) ane(@Th)Te.

Peunmo,

3113 = 3° =327 = 7625597484987 ame (3°)° = 27° = 19683.

MocToju aobap pasnor 3awro je nsabpaH oBakaB pefocnes U3padyHaBaba.

[Ja je kopnwheHo nspayyHaBarbe crieBa yaecHo, Taga 6um a®t Th 6uno jeaHako ca

at(a®(b-1)), na T cywrnHckn He 61 6uno Hosa onepauuja.

JecHa acoumnjatMBHOCT je Takohe npupoaHa jep MOXeMO Aa NpenuliemMo MOHOB/bEHU

3anuc ca ctpenuuama a 1" ... T"a koju ce noHaema y passojy a1"'b kao

aT"..T"a T 1, naje cBako a neBu onepaHAa onepaTopa cTpenuue.

OBO je 3Ha4ajHO jep onepaTopu CTpenmue HUCY KOMYTaTUBHMU.

Ocum KHyTOBe HOTauwuje, 3a 3anucmuBame BenMknx bpojesa KopucTe ce U T3B. Xunep
onepatopu u KoHBejeBa naH4yaHa HoTauuja, anu ce y OBOM pagy Hehemo Tume
6aBuTH.

at b=hyper(@a,n+2,b)=a ->b->n

(KHyT) (KoHBej)
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2.3.TYIroJq1 UTYIroJIinnekc

AedvHnunja 2.8.

1 googol = 10'°% = 10 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000

AedunHuunja 2.9.

1 googolplex = 109°09°!

AMepunukn matematnyap Edvard Kasner (1878-1955) cmmucnuno je ta Asa 6poja 1938.
roavHe, OOK je HasuBe [ao werosB gesetoroauwmwn cectpuh Milton Sirotta. Nyron
(googol) je pedumHmncao kao 6poj Koju caapxm undpy jedaH U n3a ke CTo HyMa, a
npeBobuTHa naeja 3a ryronnnekc je 6una ga 1o 6yae 6poj Koju cagpxum umndpy jeaaH m
M3a He Hyse J0K YOoBeK He yMopu o nucara. MehyTtum, Kasner je kacHuje oanyuuvo
ha ycBoju suwe dopMmanHy aedpunHuunjy Tor 6poja. Hanme, nowro je cxBaTno Aa ce
pasnuMunTn JbyAu ymapajy y pasnumumto BpeMe, Kasner Huje xeneo ga Karnera
(nTanunjaHckn 6okcep Primo Karnera, no3HaT no4 HaguMMmkom Xoaajyha nnaHuHa,
CBETCKM LIAMMWMOH Yy TELWKOj KaTteropuju of jyHa 1933. pgo jyHa 1934, roguHe) 6yae
6o/bn MaTeMaTmyap oa Anbeprta AjHWTajHa caMO 3aTo LWTO je U3APX/bUBUIU N MOXKe
Ayxe Aa nuwe. 360r Tora je ryronnnekc (googolplex) ctaHaapansoBao kao 109°°9°,

Fyron je HajBehm 6poj ca MMEHOM KOjU Ce MOXe Hanucatu, AOK je ryronnnekc
HeMmoryhe 3anucatu. Hamme, dmsmukm je Hemoryhe 3anucatm ryronnnekc uundppama
(jeaHnuoM M Hynama) 3ato WTO 6M TO 3axTeBasio BULIE MPOCTOPA HEro LWTo ra ueo
BUA/bMBU CBEMUP 3ay3nuMa — MpoUEHa je Aa je nmpeyHuk Buma/bUMBOr cBemupa 8,8 x
10%® km, unun 9,3 x 10'° cBeTnocHux roavHa. Takohe, BpeMe koje je noTpe6Ho aa ce
Taj 6poj 3anuwe 4nmHM Taj 3agaTak Hemoryhum - ako ce, peumMmo, 3anucyjy Ase
undpe y cekyHau, notpebHo je oko 1,51 x 10°? roaunHa, wro je 1,1 x 10%° nyTa
BULIE Of CTAapOCTW YHMBEpP3yMa, Aa ce 3anuiie ryrofmnsexc.

Y nutepatypum ce Moxe Hahm ekBMBaneHTaH Ha3uB 3a ryron - ,AeceT
OOTPUTMHTUNNOHA".

MocTtoju n mHoro eehm 6poj op ryronnnekca, a 7o je FpaxamoB 6poj — Hajsehu
npupoaaH 6poj o KOM ce y MartemMaTMumM nkaga rosopuno. [17]
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2.4.TPAXAMOB BPOJ

F'paxamoB 6poj (nnn Mpejemos 6poj) je Hajsehn 6poj ca MMEHOM KOju MMa NpUMeHy
n Hajeehun 6poj Mkaga kopuwheH 3a pellaBare Hekor MatemaTtuukor npobnema. OBaj
6poj, Ha3BaH no MarteMaTumuyapy Ronaldu Grahamu (1935), Huje TpaHcueadeHTaH, u
MaKko je He3aMMUCAMBO BEIMKM MMa KOHayHy BpeaHOCT. Huje ra moryhe 3anwucatm
(npoctop noTpebaH 3a 3anucuBare [paxamoBor 6poja npeBaswnasv KanauuTeT
BUA/BMBOI CBEMMpA), HEroBO AMPEKTHO W3padyHaBarbe je Hemoryhe, a uyak je
Hemoryhe 1 3anucaTtu Kako 6u npopadyH osor 6poja Tpebano aa usrneaa. Mehytum,
KopuwhereM KOHBEpPreHTHUX CBOjcTaBa power towers Mmoryhe je u3padyHaBakbe
undapa Npaxamosor 6poja yHasaa — Ha npumep, nocnearwnx 10 undapa osor 6poja
cy 2464195387.

NpaxamoB 6poj ce kopuctn y obnactm kombuHaTtopuke MNO3HATOj Kao Pem3ujesa
Teopuja (nNpoydyaBarbe ycfnoBa MoJ KOjUM ce nojaBr/byje Heku pepn), HasBaHoj no
6putaHckoM Matematudyapy PpeHky 1. Pemanjy (1903 - 1930). OCHOBHO nuUTake
Pem3njeese Teopwuje je: KOju je HajMarbM CKyn KOjU MOpa caaplkatu natu noAackyn?
HajjeaHocTaBHMju npmumep 6u 6M0: KONMKO jbyauM je HeoNnxoAHO Aa bu Hajmare aBoje
o4 wux 6uno uctor nona? Oarosop je aa he y rpynm oa Tpoje /byau HajMawe ABoje
6uTn nctor nona.

paxamoB 6poj NpeAcTaB/ba ropky rpaHULy pelera matematuykor npobnema Koju
ce opaHocnm Ha ABob6OjHe nNn-AMMEH3MOHanHe Xxunepkouke. KOHKpeTHO, CBa
reoMeTpmjcka TeMeHa n-AMMEH3MOoHanHe Xxunepkouke Tpeba cnojutTM Tako pa ce
nobuje komnnetaH rpad (y marematmukoj obnactm Teopuje rpadoBa, KOMMeTaH
rpacd npeacrtas/ba jeAHOCTaBaH rpadMKOH Y KOjEM je cBaka Tauyka crnojeHa ca Apyrom
TaukoM nomohy nuHunje (uBmue); ako je 6pojTavyaka m, oHAaa je 6pojusmua m - (m —
1) / 2). Ceaky uBuuy oBor rpada tpeba 060jutTM unm LpBeHOM Uau naasoM 60joM.
Konuka je HajMarba BPeAHOCT N 3a KOjy CBaKO TakBo bojerbe caapXxu HajMmare jegaH
jeaHob0ojHM KkoMnnetaH noarpad ca YeTMpuM TEeMeHa Y WCTOj paBHW? [pyrauuvje
peyeHo, KOJMKO Mopa 6uTM n ga ce MOory Hahu 4eTupum Tauyke Koje nexe y jeaHoj
paBHM, a Aa je CBUX LIeCT AMHKUja Koje ux cnajajy mcte 6oje?

Joma rpaHuua kojy je Graham nocTtaBuo je 6 gumeH3uja, AOK je ropwa rpaHumua
paxamoB 6poj. Huko, ykmydyjyhm u Grahama, He Bepyje Aa je onrosop u
NpubAMXHO TOoNMKO Benukn. NoamHe 2008. gokas3aHo je Aa je Aowa rpaHuua 13, y3
cyrectuje ga je moxaa v Beha. Graham je osaj npobnem pewwvo 1971. roaunHe, a
FpaxamoB 6poj je NpuByKao naxky jaBHOCTM y HOoBeMbpy 1977. roauHe, Kaa je o
HEeMy MUCaHO Y aMepunyKoM Hay4yHOM 4Yaconucy Scientific American.
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MpuMmep oapehmnBara AO0HE FpaHULE:

Ha cnnum 15 npukasaHa je agBo60jHa TpoAMMeH3MOHanHa Kouka Koja caapXu jeaaH
jeaHo60jHM kKomnneTaH noarpad ca 4yeTUpu TeMeHa Yy jeaHOj paBHM Koje cnajajy
nnase nuHuje. Taj noarpad je npukasaH ucnog kouke. OBae ce MOXe BMAETM Aa OBa
KoL Ka He 6u cagpxxana HujepaH Takae noarpad ako 6m ce, Ha npuMmep, AOHa AecHa
nnaea ueuua y AatoMm noarpady 3ameHwna upseHoM mBuuoMm. OBO AoKasyje Aa je
AOHa rpaHuua 3a n curypHo seha og 3.

Cnuka 15
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2.4. 1. SATIMCUNBAIBE TPAXAMOBOTI BPOJA

fpaxamoB 6p0oj je HecxBaT/bMBO BEMKM M YakK ra je Hemoryhe onmcatm nomohy
KOHBEHLNOHAHUX HYMEPUYKNX TeXHUKA. MehyTuM, NoCToju jeaaH penaTtmBHO nak
HAYMH 33 HEeroBo MNpeacTaB/bakbe, a To je noMohy pekyp3uBHe opMyse Koja
Kopuctn KHyTOBY HOTauujy (HauuMH 3anucmBara Benukux 6pojesa nomohy
ctpenuua). [da 6u ce osaj 6poj onmcao u 3anmcao noTpebHa je cneumjanHa
HOoTauuja Kojy je 1976. roanHe CMUCIMO aMepUYKKM MaTemMaTudap u npodecop
Donald Knuth, a koja je y oBoM paay Beh noMumaHa.

FpaxaMoB 6poj ce noMohy KHyTOBE CTpennyHe HoTauuje napaxasa Ha cneaehu
HaYUH:

1. kopak: 313 = 3% =27

2. kopak: 3113 =31 (313) =3% = 7625597484987

3. kopak: 3 111 3

311 (3 11 3) = 3 11 7625597484987
3 1 (7625597484987 17625597484987)

(seh oBaj 6pojje Behn oa ykynHor 6poja atoMa y cBeMupy)

4. kopak: 3 1111 3 = 3 111 (3 111 3)

OpaBae nounkbe NocTynak nspadyHaBakwa [paxamoBor 6poja, koju nMa 64 Kopaka:

g1 311113

g>: 3 (g; cTpenuua) 3

gs: 3 (g, cTpenuua) 3

gea® 3 (ge3 CTPEnuUa) 3 =G

M 1O je N'paxamoB 6poj.

Unwn, 3anncano nomohy Conway chained arrow notation:

33-564-52<G<3—-53->565->2.
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3. bpojestu cucmemu

3. 1. NOAEJIA BPOJEBHUX CUCTEMA

BpojeBHM cuctem je popManHM MaTeMaTUyKM CUCTEM 3a NpukasmBame 6pojeBa. OH
omoryhaesa npeactaB/barbe 6pojeBa nomohy ckyna cummbona m npasuna HUXOBOT
KOMbuHoBarba. OCcHOBHa noaena 6pojeBHUX cucTeMa je Ha:

e HenosuumoHe
e Mo3uLMOHE

HenosnumoHn 6pojeBHM CUCTEM Ce cacToju o4 ckyna cumbona Koju ce Hasmsajy

umndppe. Kog Tor 6pojeBHOr cucrtema BpegHoOCT undpe He 3aBMcK o4 nosumumje Ha Kojoj

ce oHa Hanasu y 3anucy 6poja, Beh camMo o4 HeHe COMNCTBEHE BPeAHOCTU. TO 3Haum

Aa cumbon koju o3Havaea 6poj yBeKk mMMa UCTy BPeAHOCT, HEe3aBUCHO 04 Tora rae ce

Hanasu y 3anucy 6poja.

MNpuMmep Heno3uMuynmoHor 6pojeBHOr cuctema cy puMckum 6pojeBu, KOju ce 3anucyjy
nomohy cegam cumbona: I, V, X, L, C, D u M. BpeaHocT 3anunca 6poja padyHa ce Tako
Wwro ce uudpe jegHocTaBHO cabepy. JeaAuMHM uM3y3eTak je Kaga ce Mamwa uudpa
Hanasn ucnpen eehe, n Taga ce oHa oA Te Behe oay3nMa, a yMecTo Te ABe uundpe y
KpajHu 36up ynasu pesynTar TOI oAy3nMarsa. Ha npumep:

- MCI = 1000 + 100 + 1 = 1101,
- MMCCII = 1000 + 1000 + 100 + 100 + 1 + 1 = 2202.

HesasuncHo o nosuuuje, M je yeek 1000, C je yeek 100, a I je yBek 1.

Mo3vyunoHn 6pojeBHN cucTem ce cactoju og 6ase u ckyna cuMmbosia KOju ce HasnBeajy
undpe. YkynaH 6poj cumbona 3a 3anucuBarbe 6pojeBa y CBakOM MNO3ULMOHOM
6pojeBHOM cucTeMy jeaHak je BpegHocTun 6ase. Kog Ttor 6pojeBHOr cuctema uudpe
nMajy pasnmunmTy BpPeaHOCT Yy 3aBUCHOCTM O4 NO3uLMje Ha KOjoj ce Hanase y 3anucy
6poja (umdpe cy pasnuuute TexuHe, Tj. UMajy pasnnuUT yaeo Yy BpeaHOCTM camor
6poja). BpegHocT uundpe y 3anucy 6poja jegHaka je mMpousBoay HEHE COMNCTBEHE
BPEAHOCTM M BPEAHOCTM NO3MuMje Ha KOjoj ce Ta uudpa Hanasm y 3anumcy 6poja.
BpeanHocT 6poja nobuja ce Tako WTO ce cabepy BpeaHOCTM CBUX Lndapa Y Herosom
3anucy.

Y nosnumnoHe 6pojeBHe cucTteme cnaaajy:

AekagHu cuctem (6asa 10)
6uHapHu cuctem (6aza 2)
oKTanHu cuctem (6aza 8)
XekcagekagHu cuctem (6asza 16)
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3. 2. AEKAAHW BPOJEBHU CUCTEM

JexkagHn 6pojeBHM CUCTEM je no3nuuoHun bpojeBHM cuctem ca 6a3om 10 y Kojem ce
3anmc cactoju oa uwudapa 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. HeratuBHm 6pojesn ce
O3HauyaBajy npeas3HakoM MUHyc (=), AOK ce npeasHak nayc (+) 3a NO3nTUBHE
6pojeBe 06MYHO M30cCcTaB/ba. bpojeBn mory ga cagpxe Hyny (0) kao yyBapa MecTa y
CBOM 3anuncy, aaun OHa HeMa HMKakBYy BpeaHocT. CBakm 6poj ce MOXe npeacTaBuTU
Kao 36mp ekcnoHeHaTta 6poja 10, Ha npumep:

e 569=5-10°+6-10"+9-10°= 500+ 60 + 9 = 569,

e 8724=8-10°+7-102+2-10'+4-10° = 8000 + 700 + 20 + 4 = 8724.

MecHa BpeAHOCT je BpeAHOCT uudpe y 3aBUCHOCTU 04 HEeHOr MecTa Y HekoM 6pojy.
To 3Haum aa ce npeBobuTHa BpeaHOCT uudpe MHOXKU 6pojem 10 3a cBaky no3uvyujy
neBo oA nocneawe undpey 3anucy 6poja. Ha npumep, 3a 6poj 8724 mecHa BpeaHOCT
undapa je:

-undpa 4 ce Hanasum Ha NpsBoj no3mumju (Ha MecTy jeamHuua), Na je HeHa MecHa
BpeaHocCT 4.

-undpa 2 ce Hanasn Ha Apyroj nosvumjn (Ha MecTy agecertmua), 360r yera ce HeHa
BpeAHOCT MHOXM 6pojeM 10, na je beHa MecHa BpeaHocT 20.

-undpa 7 ce Hanasm Ha Tpehoj no3nuujn (Ha MecTy CToTMHA), 360r 4yera ce HeHa
BpeaHoCT MHOXKU 6pojem 100, na je beHa MecHa BpeaHocT 700.

-undpa 8 ce Hanasn Ha 4YeTBPTOj No3numju (Ha MecTy Xurbaga), 36or yera ce HeHa
BpeaHOCT MHOXMK 6pojem 1000, na je HbeHa MecHa BpeaHocT 8000.

JeunManHn 3ape3 o03HadaBa MoYyeTak pasnomsbeHor gena 6poja. Y 3anucy 6pojesa
6e3 pasnomsbeHor pgena, Tj. uenux 6pojesBa, AeuuManHu 3ape3 Ce M30CTaB/ba.
PasnomsbeHn neo ce KOpUCTM 3a 3anMcuBarbe BenmumHa Mamwux o4 1, a sehux og O.
decetn peo jeanHunue nuwe ce 0,1, ctotn geo 0,01, xumwagntn geo 0,001 wmta.
Jakne, 3a cBaky no3muujy AecHO o4 AeuMManHor 3apes3a HOMWHaNHa BpeaHOCT
umncppe ce pgenn 6pojem 10. Tako Ha npumep, 6poj 0,008 npeacrtae/ba ocam
XWUbaaUTUxX AenoBa jeanHn4yHe BpegHoCTw.

Kako ce y cBakOAHEBHOM XMBOTY KOPUCTWU AekaaHW 6pojeBHU CUCTEM, 4YecTo ce y
nHdopMaTuum jaerba notpeba 3a nperBaparbeM 6pojeBa M3 AeKaAHOr Y HEKM ApYyru
nosnuunoHn 6pojeBHN cucteM uU obpHyTO. lMNMpeBohere 6pojeBa U3 AeKagHOr y HeKu
apyru 6pojeBHM cCuUCTeM BpwM Cce Tako WTo ce gatn 6poj aenun 6pojeM Koju
npenctasmba 6asy 6pojeBHOr cuctema y Koju ce npesoan aatn 6poj. Ademsere ce
BPpLWM CBe AOK KOMWYHUK He byae jeaHak Hynm (0), a 3aTuMm ce oCTauu Aerbeha
3anucyjy yHasagd, Tj. CYnpoOTHUM pefocnenoMm o4 OHOr Kojum cy gobujeHun. Tako ce
Aobuja 3anuc pgator 6poja y oarosapajyhem 6pojeBHOM cuctemy.

JdekagHu 6pojeBHM cucTtem passunum cy NHAycm n Apanu, na ce Hekas Hasuea MHAOO-
apancku 6pojeBHn cuctem. OBaj CUCTEM je HajpacnpoCTparbeHMju CUCTEM 3a
3anncuBame 6pojeBa Ha CBETY.
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3. 3. BUHAPHM BPOJEBHU CUCTEM

BuHapHM 6pojeBHU cucTeM je no3numoHun 6pojeBHU cucTem ca 6asom 2 y Kojem ce
3anmMc cactoju camo on aee uudpe: 0 m 1. To 3HauM Aa ce cBakm 6poj Moxe
npencrtaBsmtu kao 36mp ekcnoHeHata 6poja 2. KoHuent oBor 6pojeBHOr cucTtema
omoryheH je Tek ca yBohereM nojMa Hyne y cuctemy apanckux uudapa. buHapHu
cuctem je, 360r jeaHOCTaBHOCTW MPUMEHE Y eNeKTPOHCKMM KOSnMMma, CBOjy riaBHY
NpakTU4Hy ynoTpeby Hawao y padyyHapcTBy. [0TOBO CBM MOAEpHU pavyHapu KOpucte
6uHapHy NOruKky Tj. noAaTke 3anucyjy n nuHTepnpetmpajy y o6amky Hyna u jeamHuua.

3. 3. 1. NMNpeBohemwe 6pojeBa 3 aekagHor y 6uHapHm cucrtem

Ja 6u ce 6poj npeBeo m3 pgekagHor y 6uMHapHM cuctem noTpebHO je M3BpLUNTKU
jeAHoCTaBaH NocTynak Aembewa 6pojem 2. OcTaum npu Aerbewy ce 3anucyjy, a
NOCTYyMaK ce HacTaB/ba CBe A0K KOJIMYHUK He byae jeaHaK Hynu.

Mpumepwu:

a) npesohewe 6poja 11

-npBo ce 6poj 11 genun 6pojem 2:

11:2 =5, octatak 1

-0oCTaTak ce 3anucyje ca cTpaHe (1), a konmuHuk (5) ce penun 6pojem 2:
5:2=2,ocTatak 1

-0oCTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (1), a kKonnyHuk (2) ce genn 6pojem 2:
2:2=1,ocTtatak 0

-0CTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (0), a konnyHuk (1) ce genn 6pojem 2:
1:2=0,ocTatak 1

3atum Tpeba 3anMcaTyM CBe OCTaTKe, anu CYnpoTHUM peaocsienoM o4 OHOr KOjuM cy
nobujenn (ogo3po ka rope): 1011. U 1o je 6poj 11 3anmcaH y 6MHApHOM CUCTEMY.

b) npeBohere 6poja 53

-npBo ce 6poj 53 nenn 6pojem 2:

53 :2 =26, octatak 1

-ocTaTak ce 3anucyje ca cTpaHe (1), a KonnuHuk (26) ce genun 6pojem 2:
26 : 2 =13, octatak 0

-0oCTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (0), a konnyHuk (13) ce aenun 6pojem 2:
13:2 =6, octatak 1

-0CTaTak ce 3anucyje ca cTpaHe (1), a konnyHuk (6) ce aenn 6pojem 2:
6:2=3,o0cTatak 0

-0oCTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (0), a konmuHuk (3) ce penu 6pojem 2:
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3:2=1,ocTatak 1
-ocTaTak ce 3anucyje ca cTpaHe (1), a konnyHuk (1) ce genu 6pojem 2:
1:2=0,ocTtatak 1

3atum Tpeba 3anucaTu cBe oCTaTKe, anun CYnpoOTHUM penocsenoM o4 OHOr KOjUM Cy
nobujenn (opgo3no ka rope): 110101. N to je 6poj 53 3anuncaH y 6MHapHOM CUCTEMY.

CBakm 6poj ce nperBapa w3 gekagHor y 6uMHapHWM CUCTEM Ha WCTU HauuH, Tj.
Oe/berbeM U 3anucmBarbeM OCTaTaka 04 KpajHwer Ka noyeTHOM. Kpajiku KOJTUYHUK
Mopa yBek 6utn 0, a caMmMm TUM U KpajHn ocTaTtak 1.

BbpojeBun ce Mory npeBoaAnTN 1 y agpyre nosmumoHe 6pojeBHe cucteme (HMp. OKTasHW),
Takohe pemseweM oHUMM 6pojem Kkoju oaroeBapa 6pojy uudapa y TOM cuctemy
(buHapHu mMa aBe uudpe na ce 3ato 6pojesu apene 6pojeM 2) M 3anMCUMBaHEM
ocTaTaka.

3. 3. 2. NMNpeBohemwe 6pojeBa N3 6MHaApHOr y AeKafgHN CUCTEM

MpunukoMm npesohera Hekor 6poja u3 6GMHaApHOr y AeKagHW CUCTeM, Nnocnegra
undpa y 6uHapHOM 3anucy Tor 6poja ce MHOXu ca 2°, npeTnocneama ca 2', cnegeha
ca 2 v Tako penoM. 3aTuM ce Ao06MjeHn Npom3BoAn cabepy U Tako ce Aobuja Heros
€KBMBANEeHT y AeKaAHOM CUCTEMY.

Mpumepwu:
a) npesohere 6poja 101
101=1-2°+0-2"+1-2°=4+0+1=5

Bpoj 5y aekagHoM cuctemy je eksmaneHT 6poja 101 y 6uHapHOM cuctemy.

b) npesohene 6poja 10111
10111 =1-2*+0-2°4+1-22+1-2' +1-2°=16+0+4+2+1=23

Bbpoj 23 y nekaaHOM cucTeMy je eksuBaneHT 6poja 10111 y 6MHApPHOM CUCTEMY.

c) npeBohere 6poja 1101110

1101110 =1 - 2° +1 - 2° +0-2* +1-2°+1-224+1-2' +0-2°=64+32+0
+8+4+2+0=110

Bbpoj 110 y AekaagHOM cUCTeMY je ekBuBasneHT 6poja 1101110 y 6uMHapHOM cuctemy.
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3. 4. OKTAJIHUN BPOJEBHU CUCTEM

OkTanHu 6pojeBHN CUCTEM je No3MuMnoHKM BpojeBHUM cucteM ca 6a3oM 8 y kojeM ce
3anuc cactoju oa umndapa 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. To 3HauM aa ce ceakn 6poj Moxe
npeacTaBmTu Kao 36up ekcrnoHeHaTta 6poja 8. OKTasHM CUCTEM Ce YeCTo npuMmeryje y
payvyyHapCcTBYy M nHdopMaTnun.

3. 4. 1. NpeBohemwe 6pojeBa U3 AeKaAHOI y OKTaJIHU CUCTEM

da 6un ce 6poj npeBeo M3 AekagHOr y OKTa/IHW CUCTEM NOTPEOHO je mM3BpWwMTHU
jeaHocTaBaH NocTynak Aerbewba 6pojem 8. OcTtauum npu aeberwy ce 3anucyjy, a
NOCTyMaK ce HacTaB/ba CBe AOK KOMYHUMK He Byae jegHak Hynu.

Mpumepun:

a) npeeBohere 6poja 49

-npBo ce 6poj 49 genn 6pojem 8:

49 : 8 = 6, ocTatak 1

-0CTaTaK ce 3anucyje ca cTpaHe (1), a KonnyHuk (6) ce genn 6pojem 8:
6 :8 =0, octatak 6

3atum Tpeba 3anucaTu CcBe OCTaTKe, aau CynpOTHMM peaocsenoM o4 OHOr KOjuM cy
aAobunjenn (ogo3no ka rope): 61. N 1o je 6poj 49 3anmncaH y OKTasIHOM CUCTEMY.

b) npesohere 6poja 85

-npBo ce 6poj 85 aenu 6pojem 8:

85 :8 =10, octatak 5

-0CTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (5), a konnyHuk (10) ce aenun 6pojem 8:
10: 8 =1, ocTartak 2

-0CTaTak ce 3anucyje ca cTpaHe (2), a konmyHuk (1) ce penun 6pojem 8:
1:8 =0, octatak 1

3atum Tpeba 3anucaTu cBe oCTaTKe, anum CYnNnpoOTHUM peaocsenoM o4 OHOr KOjuUM Cy
nobujenn (ogo3no ka rope): 125. N 1o je 6poj 85 3anuncaH y OKTasIHOM CUCTEMY.

c) npeBoherne 6poja 159

-npBo ce 6poj 159 genun 6pojem 8:

159 : 8 =19, ocTtaTtak 7

-0oCTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (7), a konnuHuk (19) ce genun 6pojem 8:
19 : 8 = 2, octatak 3

-0CTaTaK ce 3anucyje ca cTpaHe (3), a Konn4yHuk (2) ce genn 6pojem 8:
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2:8 =0, ocTatak 2

3atum Tpeba 3anmcaTu CBe OCTaTKe, ann CYNpPOTHUM penocneaoM 04 OHOr KOjUM Cy
aobujeHn (ogo3no ka rope): 237. U 1o je 6poj 159 3anmncaH y oOKTasiHOM CUCTEMY.

CBakun 6poj ce npeTBapa M3 AeKaAHOr Y OKTa/IHW CUCTEM Ha UCTU HaUMH, Tj. Ae/berbeM
M 3anuMcmMBarbeM OcCTaTaka 0 Kpajter ka noyeTtHoM. Kpajrbu KOMMYHUK MOopa yBek
6utn 0, a KpajkbKn ocTtaTtak Moxe 6muTn 6mMno koju 6poj oa 1 go 7.

BpojeBn ce Mory npeBoaAMTM W Yy Apyre no3uuuoHe 6pojeBHe cucteme (HMP.
xekcagekagHu) Takohe gemsereM oHMM 6pojeM Koju oarosapa 6pojy undapa y Tom
cuctemy (OKTanHuM uMMa ocaMm uudapa na ce 3ato 6pojeBn gene 6pojem 8) u
3anncuBamEM OcCTaTaka.

3. 4. 2. NpeBohemwe 6pojeBa U3 oOKTasHOI Y AeKaAHN CUCTEM

MpunukoMm npesoherba Hekor 6Hpoja M3 OKTaANHOr y AeKagHW CUCTeM, nocnenra
uudpa y okTasHOM 3anucy Tor 6poja ce MHoxu ca 8°, npetnocneara ca 8', cneaeha
ca 8 1 Tako penoM. 3aTuM ce Ao6ujeHn NpomssBoan cabepy U Tako ce Ao6uja Heros
€KBUWBAJIEHT Yy AEKaadHOM CUCTEMY.

Mpumepu:
a) npesohene 6poja 16
16=1-8"+6-8°=8+6=14

bpoj 14 y nekagHOM CUCTeMy je ekBMBaneHT 6poja 16 y OKTa/lHOM CUCTEMY.

b) npeBohere 6poja 512
512=5-8"+1-8"+2-8°=320+8+2 =330

Bpoj 330 y AekagHOM CUCTEMY je ekBMBaneHT 6bpoja 512 y OKTallHOM CUCTEMY.
c) npesohene 6poja 2003

2003=2-82+0-82+0-8"+3-8°=1024+0+4+0+ 3 =1027

Bbpoj 1027 y aekagHoM cucteMy je ekBmBaneHT 6poja 2003 y OKTa/IHOM CUCTEMY.
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3. 5. XEKCAAEKAAHUW BPOJEBHUN CUCTEM

XekcagekagHu 6pojeBHM CUCTEM je No3nUNOoHK BpojeBHN cuCTeM ca 6a3oM 16 y KojeM
ce 3anuc cacTtoju og undgapa 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7,8,9mcnosaA,B,C,D, E,F.To
3HauM Ja ce cBakm 6poj Moxe npeactaBuTu Kao 36uMp ekcnoHeHata 6poja 16.
BpeaHocTn HaBeaeHMX cnoBa cy cnegehe:

- A=10
-B =11
-C=12
-D =13
-E=14
-F=15

Jakne, undpe xekcagekagHor cuctema cy og 0 go F no xekcagekagHoOM O3HavaBamy,
Tj. o4 0 oo 15 no aekagHOM cxBaTary HUXO0BUX BpeaHocTu. OBaj 6pojeBHN cucTem
KOpUCTK ce y kKoMbnHaumnju ca 6uHapH1UM CUCTEMOM Y pavyyHapCTBY jep ce npesohere
6bpojeBa Moxe nako obassbaTu.

3. 5. 1. NpeBohemwe 6pojeBa U3 AekagHOr y XeKcageKagH1U cUCTeM

Ja 6un ce 6poj npeBeo M3 AeKafgHOr y XeKcagekagHu CMCTeM NOoTPebHO je M3BpLnTmr
jeaHocTaBaH nocTynak Aerberwa 6pojem 16. OcTauum npu Aerbery ce 3anucyjy, a
NOCTyNaK ce HacTaB/ba CBe 40K KOJIMYHUK He byae jeaHak Hynu.

Mpumepwu:

a) npesohemne 6poja 37

-npBo ce 6poj 37 nenu 6pojem 16:

37 : 16 = 2, octatak 5

-ocTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (5), a konnuHuk (2) ce penun 6pojem 16:
2:16 =0, ocTtatak 2

3atum Tpeba 3anucaTu cBe oCTaTKe, anum CYnNnpoOTHUM peaocsenoM o4 OHOr KOjuUM Cy
nobujenn (ogo3no ka rope): 25. N 1o je 6poj 37 3anmcaH y xekcaaekagHoM CUCTEMY.

b) npesohene 6poja 95

-npBo ce 6poj 95 nenn 6pojem 16:

95:16 =5, octatak 15 (15 = F)

-ocTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (F), a konm4dHuk (5) ce genun 6pojem 16:

5:16 =0, octatak 5

3atum Tpeba 3anucatn cBe oCTaTKe, anu CYNpOTHWUM peaocnefoM Of OHOr KOjuM cy

nobujenn (ono3no ka rope): 5F. N 1o je 6poj 95 3anmcaH y xekcaaekagHOM CUCTEMY.
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c) npeBohere 6poja 458

-npBoO ce 6poj 458 aenun 6pojem 16:

458 : 16 = 28, ocTtatak 10 (10 = A)

-0oCTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (A), a KonnyHuk (28) ce genun 6pojem 16:
28 :16 =1, octarak 12 (12 = C)

-0CTaTak ce 3anucyje ca ctpaHe (C), a konnyHuk (1) ce genun 6pojem 16:
1:16 =0, octatak 1

3atum Tpeba 3anmcaTu CBe OCTaTKe, ann CYNPOTHUM penocneoM o4 OHOr KOjUM Cy
nobunjeHn (opospno ka rope): 1CA. U 1o je 6poj 458 3anmcaH y xekcagekaaHoOM
cucTemy.

CBakm 6poj ce npeTBapa M3 AeKagHOr y XekcaaeKagHW CUCTEM Ha UCTU HauuH, Tj.
Ae/berbeM N 3anncMBakbeM OCTaTaka 04 Kpajhwer ka no4yeTHoM. Kpajrbu KOMMYHMK
Mopa yBek 6utm 0, a Kpajtbu ocTtatak Mmoxe 6mutn 6uno koju 6poj og 1 go 15.

BpojeBu ce Mory npeBoauTn n y agpyre no3mumnoHe 6pojeBHe cucteme (HNp. 6uHapHn)
Takohe perbewbeM OHMM 6pojeM Kkoju oaroBapa 6pojy uudapa y TOM CUCTEMY
(xekcagekagHn vMa 16 uwndapa v cnoBa na ce 3ato 6pojeBu gene 6pojem 16) un
3anMcuBameM OocTaTaka.

3. 5. 2. MNpeBohemwe 6pojeBa N3 xekcapgeKaaHoOr y AeKkagHu cuctem

MpunukoM npesoherba HekOr 6poja M3 XekcaaeKaaHOr y AeKaAHW CUCTEM, Nocnefta
umdpa y xekcagekagHoM 3anmcy Tor 6poja ce MHOXMK ca 16°, npetnocneatba ca 167,
cneneha ca 162 n Tako pefoM. 3aTuM ce A06WjeHM MpousBoaM cabepy M Tako ce
Aobunja eroB eKBUBANEHT Y AEKAAHOM CUCTEMY.

Mpumepu:
a) npesohemne 6poja 61
61=6-16"+1-16°=96+1 =97

Bbpoj 97 y AekagHOM cucTeMmy je ekBmBaneHT 6poja 61 y xekcagekagHOM CUCTEMY.

b) npesohene 6poja 2CE
2CE=2-16>+12- 16+ 14-16° =512 + 192 + 14 = 718

bpoj 718 y AekaaHOM CUCTeMY je ekBuBaneHT 6poja 2CE y xekcagekagHOM CUCTEMY.
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4. Jlleopuja bpojesa y dodamnoj nacmaesu
Mamemamuxe

Mo3HaTo je Aa nocTtojehe 36mupke 3apataka M ypubeHnun He oarosapajy y noTnyHOCTU
notpebama y4yeHWKa 3a KBaNUTETHUje MNpunpemarbe 3a TakKMWyer,a, HaApOYMTO Ha
HMXMM HMBOMMA. Ha Tpxxmuwry nocTtoje nybnunkaunje n 36umpke yrnasHoMm Beh BuheHmx
3ajaTaka Ha 3BaHMYHUM TakKMU4uewsMMa, Koje He 06e36ehyjy doHa 3apaTaka ca
nocTeneHUM yBohemeM MaTeMaTUUKUX BeWTWHA, 04 MpPOCTOr Ka C/I0XEeHOM. Y
HacTaBKy OBOI paja AaT je npeasior ceTta 3ajataka uM3 Teopuje 6pojeBa 3a cBaku
paspeq, unje pewasare 61 eduKacHMje NpeMoCcTuno jas nsMehy penosHe U goaaTHe
HacTaBe MaTeMaTuke. Takohe je gat n n3bop 3agataka 3a caMocCTanaH pag yyeHuka.
Hajsehun geo oBMX 3agaTaka Moxe ce Hahu Ha [19].

4. 1. NETU PA3PEL

Kag je y nutamy Teopuja 6pojeBa y NeToM paspeny OCHOBHE LIKOJE, aKLeHaT je Ha
Ae/bUBOCTU Y CKyny npupoaHux 6pojesa.

e nMpepnor zapataka 3a jeaaH gBouyac

1) Oapean Hajmarbn netoundpeHn 6poj KOMe Cy cBe Undpe pasnmuute a Koju je
hebnB n ca 3 n ca 4.

Pewere: Hajmarmu neroyngpeHn 6poj kome cy cBe uungpe pasanumte je 6poj 12345,
OH je ge/buB ca 3 (36up meroBux yngapa je gesbms ca 3 na je n oH cam gesbms ca 3)
anu Huje ae/muB ca 4 (jep Heros ABoUNp peHn 3aBplueTak T7j. 6poj 45 Huje ge/bus ca
4). Cnegehu no BenuunHun je 6poj 12346, anu OH Huje Ae/buB HU ca 3 Hu ca 4.
Ha/bum pasmatparbemM Ha 0Baj Ha4yuH [0/1a3UMO [0 3aK/by4yka Aa je TpaxeHu 6poj
12348.

2) Oapean BpeaHoCT undpe a Tako aa 6poj 734a 6yane aerbue ca 18.

Pewerne: bpojje aemwus ca 18 ako je ae/wuB n ca 2 nca 9. [a 6u HaBegeHu 6poj 6umo
Ae/buB ca 2, a Mopa butn Hekn og 6pojesa 0, 2, 4, 6, 8. [a 6u 6uo ge/bus ca 9, 36up
HeroBux Lngapa mopa 6utn AesbmuB ca 9, a TO je 3aA40BO/bLEHO CaMo y C/yyajy Kaa 3a
a yamemo 4. [lakne, BpeHOCT yugppe a je 4.

3) Oapean undpy x Tako aa je 6poj 94x60 pgerbuB ca 56.

Pewerne: bpojje aemus ca 56 ako je gesbmns n ca 8 uca 7. [la 6u HasegeHn 6poj 6uo
AemwnB ca 8, weros TpoumngpeHn 3aBplietak mopa 6butn pgemmB ca 8, a 1O je
3a40BOJ/bEHO y C/y4yajy Kag je x Heka og umeapa 1, 3, 5, 7, 9. 3a ae/mwene ca 7
BpLWMMO jeaHOCTaBHy rpoBepy, ybauyjemo HaBegeHe Uugdpe Ha MecTo x U
npoBepaBaMo Aa Jin je Tako AobujeHn 6poj Ae/buB ca 7. Tako 401a3UMO A0 3aK/byyKa
4a je TpaxeHa ungppa 3.
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4) 3Be3auvue y uwectoundpeHom 6pojy 52*4*63ameHn uctuM Uudpama Tako Aa
pobujeHn 6poj 6yne pnerus ca 6.

Pewere: bpoj je ge/wus ca 6 ako je ge/buB u ca 2 n ca 3. [la 6u HaBegeHu 6poj 6uo
Ae/bmB ca 2 Mopa Aa ce 3aBpluasa rnapHom ungpom, a 1o je seh 3aq080/beHo. [akie
noTpebHo je ncnutatu camo Ae/bnBocT ca 3. [a 6u 6poj 6uo aAe/bmuB ca 3 Mmopa 36up
HerosBmnx uUungapa 6utn ge/mwmB ca 3, a TO BaXu caMo y C/y4yajy Kaa 3Besgule
3aMeHuMo HekoMm o4 uungapa 2, 5, 8.

5) Oapean uundpe x n y Tako aa 6poj 220xy4 6yae nerbus ca 12.

Pewerne: bpojje aemus ca 12 ako je gesbnB n ca 4 v ca 3. [Ja 6u HaBegeHn 6poj 6uo
AemwnB ca 4, Mmopa Heros ABOUNGpPEeHN 3aBpLieTak 6utn ge/buB ca 4, a TO Baxu y

cnyvajesuma kag je y € {0, 2, 4, 6, 8}. Ja 6u HaBeaeHn 6poj 6mo Aemus ca 3, MOpa
36up HeroBux yngapa butn gebms ca 3. Pazmatpamo cse caydajese: Ako jey = 0,
36up umgpapa je aemms ca 3 ako x € {1,4,7}. Ako jey = 2, 36up uugpapa je semus
ca 3 ako x € {5, 8}. Ako je y = 4, 36up umgpapa je aesbus ca 3 ako x < {3, 6, 9}. Ako
jey =6, 36up ungpapa je aeswus ca 3 ako x € {1,4,7}. Ako jey = 8, 36up ungapa
je aemwus ca 3 ako x € {2, 5}.

6) Oapeaun cee npupoaHe 6pojeBe obnuka 9a6b9 persuBe ca 3 kojuma cy uudpe
aecertmue n Xxurpbage npoctmn 6pojesu.

Pewere: bpojje ae/mns ca 3 ako je 36up herosux ungapagebms ca 3, na je 36up 9
+a+6+b+9=24+a+bgenusca3. Kakocy aunb npoctn 6pojesu, oHaa cy

a,be{2 3,5 7} 3a a = 2 umamo ga je 26 + b gewus ca3 najeb =7 3aa =3
umamo aa je 27 + b gemwus ca 3 najeb = 3. 3a a = 5 umamo aga je 29 + b gemus ca

3najeb =7 3aa=7wumamo ga je 31 + b gemus ca 3 na je b e {2, 5}. Tpaxeru
6pojeBn cy 92679, 93639, 95679, 97629, 97659.

7) Oapeau cee ocMouudpeHe npupoaHe 6pojeBe o6nmMka aaaabbbbaersuse ca 15.

Pewerne: Ako je 6pojaemus ca 15 oHaa je gesbmns nca 5 n ca 3. 360r ge/bnBoCTH ca
5 yngppa b 3zagaror 6poja moxe 6utu 0 unn 5. 360r gembuBocTn ca 3 36up ungpapa
3agaror 6poja mopa 6utn gespms ca 3.

MpBu cnyyaj: Heka je b = 0. Taga je 3anatm ocmoumngppeHn 6poj obanka aaaad000.
36up mwerosux yngpapa je 4a, na Baxu ga je a € {3, 6, 9}. Tpaxernn 6pojeBu cy
33330000, 66660000 n 99990000.

Jpyru cnyyaj: Heka je b = 5. Taga je 3agatm ocmoymgpperHmn 6poj obmka aaaab555.
36up werosux ungapa je 4a + 20, na Baxu ga je a € {1, 4, 7}. TpaxeHun 6pojesu cy
11115555, 44445555 n 77775555.
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8) OapeanTtn cee undpe a Tako a je Npom3Bos 17a - 520 herbue ca 12.

Pewerne: bpojje aemus ca 12 ako je ae/bus u ca 4 u ca 3. Pazmatpajyhu cse moryhe
BPEeAHOCTH 3a Ungpy a Aonasmumo 40 3akmwydka 4a a € {1,4, 7}.

9) OapeanTtun undpe a n b Tako aa je 199alb npupoaaH 6poj.

Pewere: fa 6u KonnyHuk 6mno npupogaH 6poj, 6poj 199alb mopa 6utn geswuB ca 12,
a 1o 3Haun ga mopa 6butm gewuB mn ca 4 u ca 3. a 6u 6muo gewuB ca 4, Heros
aBoungppeqn 3apwetak 1b mopa 6utn gemmus ca 4, najeb =2 uam b = 6. Ako je b
= 2 OHAa je 36up umngapa aaror bpoja jeaHak 22 + a, na 36or ge/buBoOCTM ca 3 caean
4a a moxe 6utn 2, 5 unn 8. Ako je b = 6 oHga je 36up ymgapa gator 6poja jeaHak
26 + @, nay ToMm cay4ajy a moxe butu 1, 4 unm 7. CBu TpaxeHn 6pojesu cy 199116,
199212, 199416, 199512, 199716, 199812.

10) bpojy 2013 gonuwu ca neBe U ca AeCHe CTpaHe a) no jeaHy ucty uundpy; 6) no
jeaHy undgpy Tako ga aobujeHun wectoumndpenn 6poj éyane aewus ca 12. Ogpean Taj
wectoundpeHu 6poj.

Peweme: a) Heka je x TpaxeHa ymngpa. bpoj x2013x je gewus ca 12 ako je ae/mus u

ca 4 uca 3. fa 6u 6poj x2013x 6Mo ge/wmB ca 4 Heros ABOUMNGPEHN 3aBPLLIETAK Tj.
6poj 3x mopa 6utn gewus ca 4. fakne, x € {2,6}. Ja 6u 6poj x2013x 6uo ge/mwuB ca
3 36up merosux ungpapa mopa butmn aemwme ca 3, 7. x + 2 +0+1+3+x=2x+6

je aemwuo ca 3. Cnean aa je x € {3, 6, 9}. C 063upom ga 6poj x2013x Tpeba Aa 6uae
gemuB n ca 3 mca4, 1o x € {2,6} n{3, 6, 9} = {6}. Jakne, Tpaxenn 6poj je
620136. 3agarak nma jeJHO pelleH-e.

6) Y oBoM ciiyyajy ungpe mory 6utn n pasnnyamte. Heka cy TpaxeHe yugppe x ny. 3a
6poj m Baxe MUCTH yCr10BM Kao y NMpeTxoaHOM A€y 3a4aTka, O4HOCHO 6poj 3y
Tpeba aga je gemwmB ca 4, a3bup x +2 +0+1 +3+y=x+ 6 +y 1peba ga je
aemuB ca 3. Cnean ga jey € {2,6}ux +y e {3,6,9,12,15,18}. Ako je y = 2, Taga
jex € {1,4,7}. Ako je y = 6, Taga je x € {3, 6, 9}. Jakne, y oBom cayyajy, TpaxeHn

6pojeBn cy: 120132, 420132, 720132, 320136, 620136, 920136. 3agarak nma 6
pelleHa.
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Cet 3apaTtaka 3a gomahu:

1) Oapeav Hajmamwum yeTBopoumndpeHn 6poj aemwus ca 15.

2) Y yetBOpouudpeHoMm 6pojy 32*4 3ameHn 3Be3auuy oarosapajyhoMm uudpom Tako
na nobunjeHn 6poj 6yne aerwus ca 12.

3) Oapeauntun undpe a n b y 6pojy 87a9b tako na ox 6yae nemsus ca 18.

4) Hahwu cee wectouuncpeHe bpojese ob6nmka x2016y koju cy aesbusu ca 36.

5) Oapean HajMaru ceamoumndpeH 6poj 3219bc koju je aerbume ca 90.

6) OapeanTtn undpe a n b Tako aa je a201%

npupoaaH 6poj.

7) bpojy 2014 ponuwm ca neBe n ca gecHe CcTpaHe a) no jeaHy ucty uundpy; 6) no
jeaHy undpy Tako ga aobujeHun wectoundpern 6poj 6yae newme ca 36. Ogpean Taj
wectoundpeHn 6poj.

4. 2. LLECTU PA3PEQQ

Y WecToM paspeny Ce yYeHUUM YnosHajy ca uenMM U pauuoHanHuMm 6pojeBuMa, Te
cneauv npeanor jeaHor AsBo4vaca AoAaTHE HacTaBe Ha TeMy 0BUX 6pojeBa.

e nMpepnor 3apataka 3a jeaaH gBouac

1
1) Oapeau cee uene 6pojese x 3a kojeje: - 0,2 < — + X <-0,1

Pewerne: CpehuBar-em oBe jeaHaumHe gobujamo:
-0,2:-65:-62<62+65x<-0,1-62-65,
- 806 < 62 + 65x < - 403,

- 868 < 65x < - 465,

868 465
-— <x<- —

65 65
23 10

-13— <x<-7—
65 65

na je pewere x < {-8, -9,-10,-11,-12, -13}.
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2) a) W3pauyHaj cee uenobpojHe BpeaHoCTU 6poja a 3a Koje je BpeaHoCT

8 .
pasnomMka 1 ueo 6poj.

a +

9 . .
aKo je 6poj a ueo

6) U3pauyHaj cBe uenobpojHe BpeaAHOCTWN pa3fioMKa 3011
a+

6poj.

Pewere: a) BpegHoOCT pa3sioMKa 32l je ueo 6poj ako je 8 geswmso ca 3a + 1.

a+
Hakne, 3a + 1 Moxe y3umatn BpegHoctn 8, -8, 4, -4, 2, -2, 1, -1. PayyHamo
6poj a.

3a +1 =8, 3a = 7. Peluer-e Huje yeo 6poj.

3a +1 = -8, 3a = -9. Pelwer-e je -3.

3a +1 =4, 3a = 3. Pewere je 1.

3a + 1 = -4, 3a = -5. Pewer-e Huje Lyeo 6poj.

3a +1 =2, 3a = 1. Pelwerse Huje L4eo 6poj.

3a + 1 = -2, 3a = -3. Pewere je -1.

3a +1 =1, 3a = 0. Pewere je 0.

3a +1 =-1, 3a = -2. Pewere Huje yeo 6poj.

BpeaHocT pa3siioMka ] je ueo 6poj 3a a uz ckyna {-3,-1,0, 1}.

a +

) . 3a+9 3a+1 8
6) datn passomak je 36up ABa pa3sioMKa, TJ. = + ,
3a+1 3a+1 3a+1

3a+9 8
O4HOCHO =1+ . Kopuctumo pewere 3aaarka nog a). 3a a ,
3a+1 3a+1

pegom, -3, -1, 0, 1 BpegHoctn 3a + 1 cy -8, -2, 1, 4, 04HOCHO 3a cy -1, -

a+1

9
cy 0, -3,9, 3.

4, 8, 2. [akne, yenobpojHe BpeaAHOCTHN pa3z/ioMKa 341
a+

3) 3a koju NpocT 6poj p je BpeaHOCT pa3noMka M uenobpojHa? Konuka je
-p
Ta uenobpojHa BpeaHOCT pasnomka?
Pewerbe: a) 2p—24 _ 2p-24 _ -2 (-p+13)+2 P L
13-p -p+13 -p+13 -p+13

Ja 6u paznomak 6uo yenobpojaH, mopa 6utn (-p + 13) € {-2,-1,1, 2}, oaHocHo

-p € {-15,-14,-12,-11}, ogHocHo p € {11,12, 14, 15}.
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2p-24 _2:11-24 _ -2 _

Kako je p npocT 6poj, n3 = 11 cnean aa je =
JE P IPOCTOPOL 15 P T e T C11e13 | 2

4) Heka je A = {x € Z | €eZ} B={yez]| |3y+1] <1073}.

2X+1
OapeanTn:

a) enemeHTe ckynosa A n B

6) makcumanHy BpegHocT 6poja W =x +y, npu yemy jex ¢ A n y € B.

Pewere: a) [a 6u pazsiomaxk 6uo yeo 6poj, weros 6pojuaay mopa 6uTu

2x+1
A€/bUB ca UMEHHOLIEM, a Aa 61 TO BaXuso rnapamerap x Mopa Aa uma cnegehe
spegHoctun: x e {-4,0, 3}. Jakne, A = {-4,0, 3}.

Ja 6u HejegHakocT |3y + 1| < 10 6una tauHa, napamerap y Mopa Aa vMa
cnegehe BpegHoctn: y e {-3,-2,-1,0,1, 2, 3}. Jakne, B = {-4,0, 3}.

a) fa 6u 6poj W mumMao MakcmumasiHy BPEAHOCT, NnapaMeTpu x u )y mopajy umartu
MakcumasiHe BpeAHOCTU U3 CKyrnoBa KojuMa rnpunaaajy, oAHocCHo x = 3, y = 3, na
jeWnay =3 +3 =6.

5) 3a npocTe 6pojeBe a, b, CBaxu: a+b +c=49 n a-b-c=13. Ako jea
>Db > c uspauyHaja-b-c.

Pewerne: Cabuparbem jegHakoctm a + b + ¢ =49 u a-b-c=13 gobujamo aa
je 2a = 62. Cnegn najea =31 mb +c=18. C 063upom aa cy ro yciosmma
3agatka b u ¢ npoctn 6pojesu, n b > c yrBphyjemo najeb =13 muc=5ummb =
l1mc=7 flakne,a-b-c=31-13-5=2015uma-b-c=31-11-7=2387.

6) Tpu pauuoHanHa 6poja a, b, ¢ cy TakBa pa je jemaH no3mTmBaH, jedaH

a(c-b)

HeraTMBaH W jepaH jegHak Hynu. AKO 3a Te 6pojeBe Baxu > 0, koju of

Tux 6pojesa je No3nTMBaH, KOjU HeraTmeaH a Koju jegHak Hynn?

Pewetrbe: 6poj b je umenunay pasnomka na He moxe 6utm 0. Bpoj a He Moxe
6utn 0 jep 6u y cynpoTHOM passiomak 6uo jegHak 0. fakne, ¢ = 0. famwe je
a-(-b)

. > 0, ogHOCHO -a > 0, na je a < 0. Cnean Aa je b > 0.
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CeT 3anataka 3a gomahu:
1

X <-02
2

1) Onpeaun cee uene 6pojese x 3a koje je: - 0,4 <

2) UN3pauyHaj cBe uenobpojHe BpeaHocTH 6poja a 3a Koje je BpeaHOCT m3pasa
2a+8

Leo 6poj.
2a+3 PoJ

3) 3a npocTte 6pojeBe a, b, Cc Baxu: a+b+c=78 n a+b-c=74. Ako jea
>b > cwuspauyHaja-b-c
4) Tpwu pauuoHanHa 6poja a, b, ¢ cy Takea na je jemaH nosuTuMBaH, jenaH

. : ) (a+b)(c-b) :
HeraTuBaH W jeaaH jeaHak Hynu. Ako 3a Te 6pojeBe Baxu — < 0, koju

o4 TMX bpojeBa je NO3UTMBaH, KOjU HeratTueaH a Koju jegHak Hynn?

4. 3. CEAMU PA3PEQ
Y ceaMOM paspeay ce ydeHuu M yrno3Hajy ca NnojMoM mpauuoHanHor 6poja.

e Mpeanor zagaraka 3a jegaH ABoOYac:

1) [da nu je 6poj \/2_8 - w/(5—2\/7)2 paunoHanaH unun npayuoHanaH?
Pewerbe: +28- /(5-2v7)2 =247 - |5-247| =247 - 2J7-5)=5a70

je pauunoHanaH 6poj.

2) W3pauyHaj: \/(1—\/5)2 - \/(1+\/§)2 =

Pellerbe: \/(1—\/5)2- \/(1+\/§)2= [1 - \/§| - |1+ \/§| =(3-1)-(1+3)=

-2

J2
V2 +1

3) Aa nu je 6poj 1+ 42 pauuoHanaH unn npaumnoHanaH 6poj?

V2 N2 v2-1
Pelleme: -1+ 42 = . -1+ 42 =2-42 -1+ 42 =1,
N2 +1 N2+1  A2-1

Aaksie payunoHasaaH 6poj.
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4) Jokaszatm ga A = (4 + \/E)(\/l— - \/E)(\M—\/E ) HMje npayunoHanaH 6poj.

Pewerse: 10 - /6 = +2- (5 - v3) = 2+ {J(\6-+3)? = 2 \8-2/15 =2 -
\/4—\/E na cneau Aa je

A=(4++15)-2- J4a—J15- J4—15

Jakne A Huje upaymnoHanaH 6poj.

Il
N

5) dokasatu aa 6poj +ababab Huje paunoHanaH.

Pewere: Akocy a u N npupogHun 6pojesuu N = 2, oHAa je tfa paywvoHanaH 6poj ako

M camo ako je a notrnyH N — Tu CTerNeH HeEKor npupogHor 6poja. bpoj ababab moxe ce
Hanucatn y obsauky 10101 - ab u ako je oH notnyH KkBagpar, oHAa je Ae/buB ca 33,

72, 13° u 37 (jep je 10101 = 3 - 7 - 13 - 37). To 3Haum 4a je 6poj ab gemus ca 3, 7,

13 n 37, wro je Hemoryhe. [lakne, 6poj ababab Huje notnyH kBaapat, npema Tome je
6poj ~ababab upaymnoranar.

6) [okaszatn ga je 6eckoHadyHu geummanHu pasnomak 0,149162536496481100121...
mpauyuoHanaH 6poj. (MN3a peummanHe 3aneTte MUCNUCaHUM Cy peaoM KeaapaTtu
npmpoaHmMx 6pojesa)

Pewerne: [IperrioctaBumMo pfa je pasiomak a = 0,149162536496481100121...
pauvoHanaH. Taga je oH nepuoamyaH. Heka je ayxuHa nepmoge K. Kako ce mehy
KBaagparuma ripupodHux 6pojesa Hanasn u 6poj 100...00 = 10% (6poj koju ce
3anucyje nomohy jeaHe jeanHuue mn 4K Hyna u Koju je ksaapar 6poja 102k), cnean ga
cy cBe yugpe nepunoge Hyne. To 3Hayu Aa cy y AeUnMasaHOM 3anucy 6poja a rnoyes

o4 Hekor mecta cBe uyugpe Hyne, Tj. ga je pa3sioMak KoHadaH. Mehyrtum, 10 je
HeMoryhe jep je u3a geuyumasiHe 3arere ncrnucaHo 6ecKoHayHo MHOIO MpUpoaHUX

bpojesa. [obujeHa KOHTpaanKyuja nokasyje g4a 6poj a Huje paynoHasiaH.

7) Jokaxwu pa je J7 -3 npaumnoHanaH 6poj.

Pewewe: [IperrnnoctaBsumo Aa je payunoHasaH, ﬁ - \/§ = r. KBagpuparem obe cTpaHe

2
r--10
jenHakoctn pobujamo 7 - 221 + 3 = 1%, a ogatne 21=

, wro je

KOHTpaaunkuywuja (6poj Ha 1eB0j CTpaHu je npauunoHasaaH a Ha AECHO] paLnoHasaaH).
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8) [okaxu ga je va’+b® wupaumoHanaH 6poj ako cy a u b HenapHu MpUPOAHM
6pojesun.

Pewere: Hekajea =2m-1u b =2n - 1, rge cy m u N npupoaHm 6pojesn. Taza je
A +bl=0Cm-1°+0n-1F=4m*+n’-m-n) + 2.

Jdakne, a2 + b2 je npuposan 6poj obnmka 4K + 2, wro 3Hauym [a Huje MoTryH

kBaapar (ae/muB je ca 2 a Huje geswmB ca 4). Kako je 3a npupoaaH 6poj X, Jx

pauvoHanaH 6poj caMo ako je X MoTnyH KBaapar, ciaeam ga a’+b® Huje

pauwnoHanaH 6poj. Kopuctuam cmo caegehy unmweHuyy: AKo je Jx = B, raecy pu
q

g y3ajaMHo npocTu npupoaHun 6pojesu, Taga je x = —-, na je q = 1, o4HOCHo X = pP°.
q

2
p 2
2

CeT 3apartaka 3a gomahu:

1) Jda nu je anrebapcka BpeaHOCT M3pasa \/(\/5—3)2 + \/(9—4\/5)2 pauuoHanaH

unn npauyunoHanaH 6poj?

2) W3pauyHaj: 3\/(2\/5—5)2 - 2\/(3\/3—5)2 =

3) Jokaxwu aa je J5 - \/5 npaumoHanaH 6poj.

J3+1
J6—3+2-1

4) [JokasaTtu Aa je npaunoHanaH 6poj.

5) [okasatu aa je 6poj vabcabc npauunonanan.
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4. 4. OCMU PA3PEA

[onaTHa HacTaBa 3a y4YeHMKe OCMor paspeaa uamehy ocTtanor o6yxBaTa AOKasvBake
NpoCTOTE/CNOXEeHOCTU 6pojesa, Te creauM MNpeasior ceTa 3ajaTaka 3a jeaaH Takas
ABouyac.

o TMpepnor 3aparaka 3a jeaaH gBo4ac
1) Jokaxu aa je 6poj 20162 + 2'° cnoxeH.
Pewere: bpoj je c/10xeH ako je jegHak npousBody ABa bpoja Beha o4 1.
2016'% + 2'% = (2016° + 2°)* - 2 - 2° - 2016° = (2016° + 2°)* - 2° . 2016° =
(2016° + 2°)? - (2° - 2016%)? = (2016° + 2° - 2% . 2016°)(2016° + 2° + 2% . 2016°)

Jakne, kako cy oba ¢paktopa Beha oa 1, aatu 6poj je C/10)KEH.

2) [a nun je 6poj 2009 - 2011 - 48 cnoxeH?

Pewere: 2009 - 2011 - 48 = (2010 - 1)(2010 + 1) - 48 = 2010% - 1> - 48 =
2010% - 49 = 2010% - 72 = (2010 - 7)(2010 + 7)

lMowro cy 06a ¢pakTopa Beha oa 1, AaTtv 6poj jecTe C/I0XKEH.

1 1
3) Ako je a + = Leo 6poj Behu oa 2, Aokaxu Aa je a’ + —; CJI0XeH 6poj.
a a

1
Pewerne: Hekajea + — =A, A >2
a

1 1
AP=@+=)Y=a+2+ —
a a
1 1 1 2 1
A=A -AP=(a+=)a’+2+ )=a’+2a+ - +a+ - + =
a a a a a
=a3+i3+3a+§
a a

Labe Baxu:

3

1
a®

3 1
a’ + =A3—(3a+g)=A3—3(a+E)=A3—3A=A-(A2—3)

1
Jakne a3+¥ =A-(A?-3)
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lMpBu unHuAay je ro ycaoBy 3agatka sehu oa 2, a apyrv je curypHo Behun o 1,
rna je 1ako A0Ka3aHo Aa je Aatn 6poj C/I0XKEH.

4) [lokasaTu Aa je 3a Npon3BOsbHe Liene 6pojese x n y 6poj x°y° + 4x° + 7y* +
28 cnoxeH.

Pewerbe: x°y* +4x +7y* +28 =x* - (0 +4)+7 - (* +4) = (x* + 7)(° + 4)

Ob6a ¢pakTopa cy Beha oa 1 na je HaBegeHu 6poj C/10XKeEH.

5) Ako je N ueo 6poj oHaa je N* + 12N + 35 cnoxeH 6poj.
Pewere: N* +12n° +35=n*+12n* +36-1=(N?*+6)* -1
=M +6)Y°-1"=MN*+6-1)(n*+6+1)=(N>+5)(n*+7)

Ob6a ¢pakTopa cy Beha oa 1 na je HaBegeHu 6poj C/10XKEH.

6) Jokaxwu aa je A = 32%13 4+ 42913 cnoxeH 6poj.

Pewere: Kako je 3° = 27 = - 1 (moa 7), 1o je 3°°7 = (3°)°71 = (-1)°" = -1
Moa 7). CninuHo je n 4° = 64 = 1 (moa 7), na je 4°°7 = (4°)% = 1977 = 1
( J J

(Moa 7). Cnean ga je 3°° + 4°°° = -1 + 1 = 0 (Mmoa 7). To 3Hauu [a je 6poj

A = 3?93 4 4213 el og 7 v gemuB ca 7, WTo 3Haum Aa je A croxeH 6poj.

7) Ako je p npocT 6poj, oHaa je p”’ + 1991 cnoxeH 6poj. JokasaTu.
Pewerse: Pas/imkyjeMmo gBa cJyyaja.

Ako je p = 2, oHAa jep” 4+ 1991 =27 + 1991 = 1995, a 10 je cnoxeH 6poj jep
je ae/wus ca 5.

AKo je p > 2, oHaa je p HenapaH 6poj, na je p’ takohe HenapaH 6poj. Taaa je
p’ + 1991 napaH WTo 3HauM Aa je CII0XKeH.

8) Ako je p npoct 6poj, oHaa jep + (p + 1) + (p + 2) + ... + (p + 1991)
cnoxeH 6poj. JokazaTw.

Pewewe: 36up p+ P +1)+@P+2)+...+(@ +1991) =@ +p + ... +p)
+ (1 +2+..+1991) =1992p + (995 - 1991 + 1991) = 1992p + 996 - 1991
=996 - (2p + 1991) je perwbus ca 996, na je cnoxeH 6poj.
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9) [lokas3aTu Aa He NocToju NpocT 6poj p Takas Aa cy v bpojesnp + 2, p + 4, p
+ 6 1 p + 8 npocTu.

Pewewe: Passinkyjemo tpu ciy4daja.

AKo je p = 2, oHAa je p + 2 = 4 wro je c/oxeH 6poj, na 3a p = 2 1Bpheme
Baxu.

AKko je p = 3, oHga jep + 6 = 9 wro je crnoxeH 6poj, na v 3a p = 3 TBpheme
Baxw.

Ako je p > 3, oHaa je p o6smka 6K — 1 uam 6K + 1. Y caydajy 6K - 1, 6poj p +
4=6Kk-1+4=6Kk+3 jegemusca3. Akojep = 6K+ 1, oHgajep + 2 = 6K

+ 1 + 2 =6K + 3 Ttakobhe ge/bmBo ca 3, na TBpher-e Baxu 3a CBE MpocTe
6pojese.

Cet 3apartaka 3a gomahu:

1) Jokaxu Aa je 6poj 22°°% + 52°°% crnoxen.

2) [okasaTtu aa je 3a cBaku npoct 6poj p uspas p5 + 3 cnoxeH 6poj.

1991

3) [Jokasatn Aa je 3a cBaku npocT 6poj p n3pas p - 3 cnoxeH 6poj.

4) [okasaTun ga He MnocToje 4YeTupu y3aCTOoMHa MNpocTa HenapHa npupojHa
6poja.
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5. bpojesu Kao uncnupauuja

3a pas3nnky oa 6pojeBa HaBeAeHMX Yy TMPBOM MNOrAaB/by UMjU Cy HasuBMU
MHTEpPHaAUMOHANHO Nperno3HaTh, MHOro je Ha3MBa KOjU XMBE CaMO JIOKaNHO - Yy
MocTtaBuM TakKMMYapCKMX 3adaTaka. Hwuje peTtka nojaBa Jda MaremMartvyapwm,
MHCMMpucaHn 6pojeBrMMa M HUXOBUM pPasHOBPCHUM 0CObMHaMa, GopMynuuly 3agaTke
Y KOjuMa 6pojeBMMa pajy WHTepecaHTHe HasmBe. To ce 4ecto cpehe Ha
MaTeMaTUUYKMM TaKMUUYEeHNUMa Yy OCHOBHOj M cpeAr0j WKonn. Hekn oa Tmx cnydajesa
cnene y HacTaBkKy.

5. 1. BPOJEBN HA TAKMUYEIBUMA

e ExkOHOMMYHM 6pojeBm [11]

CBaku npupoaaH 6poj ce pasnaxe Ha MpoCTe YMHWUOLLE HA jeAMHCTBEH HA4yMH A0 Ha
nopeaak yMHunaua. Ha npumep:

2014 =2-19-53; 2016 =2>-3%2.7; 3072=2'".3; 1701 =3°.7

Y 3anucy pa3snarama, 6poj ynotpebsbeHnx undapa Mmoxe 6mutn Behm og 6poja undapa
camor 6poja (Ha npumep, 3a 6pojeBe 2014 n 2016), Mmoxe 6muTn jegHak (Ha npumep,
3a 6poj 3072) unn mamun oa 6poja uudapa camor 6poja (Ha npumep, 3a 6poj 1701).

AKko je 6poj uudapa y pasnarakby Ha NpocTe YnHuoue Mmartbn og 6poja umdapa camor
6poja, kaxxeMo Aa je Taj 6poj eKOHOMUYAH.

Ha npuMep, 6pojesn 1701 1 2197 = 13> cy eKOHOMUYHMW.

YyeHMUM OCHOBHMX LWKOSA CYy MManu MPUIWKYy Aa ce yno3Hajy ca ,eKOHOMUYHUM"
6pojeBnMma y 5. 6pojy Matematmukor nucrta, jyHa 2014. roavHe, kaga je Opywrso
MaTeMaTmyapa Cpbuje opraHuzoBano cneuujanaH HarpagHuW KOHKYPC Ha NuUTame
~Konuko nma ekoHomMnyHmnx 6pojesa marbux og 1000?"

Pewere: Nako ce Buav aa mehy jeaHouundpeHuM mn aBoundpeHuM 6pojeBnMa HeMa
eKOHOMUYHUX 6pojeBa. [llpeocTaje pa wucnutamo TpouudpeHe 6pojese. Oda 6u
TpouundpeHn 6poj 6M0 eKoHOMMYAH, HErOBO pasfaramwe Ha NpocTe YnHmnoue Tpeba aa
caapXu HajBuwe paBe uudpe. To 3HauM pa Ccy TpaxeHu 6pojeBuM cTeneHu
jeaHoundpeHnx npocTux 6pojeBa, NpuU 4YeMy CYy W M3noXumouun jegHouudpeHu
6pojeBu. Mpema ToMe, TpaxeHn 6pojesmn cy 2’ = 128, 2% = 256, 2° = 512, 3° = 243,
3° =729, 5° = 125, 5% = 625, 73 = 343. [12]

e CwvMnaTtuuHm 6pojeBm

3apatak ca ,CcuMMnatuyHUMM® 6pojeBMMa ce MNojaBMO Ha OKPYXHOM TakMu4ery 3a
yYeHnKe ceaMux paspena ocHosHe wkone, 2008. rognHe. 3agaTtak rnacu:

~lpupogaH 6poj 30BeEMO CUMMNATUYHUM aKO je NMpou3Bo/a HeroBux Lungapa rnapaH.
Kosimko nma cumnatnyHux wectoymng peHunx bpojesa?"

Pewerwe: Bpoj je cuMnatMyaH ako je 6apem jeaHa Herosa uudpa napHa.
LLlectoumndpeHn 6pojeBm KOju HUCY CMMNATUYHM Y CBOM 3ammncy MMajy camMo HenapHe
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undpe, a kKX je ykynHo 5° = 15625. Kako wectoundpeHnx 6pojesa nma 900000, To
cuMmnaTtnyHux uma 900000 - 15625 = 884375.

e Pyxxmuyactm 6pojeBmu [9]

Cnn4yHo cmMmnaTM4yHMM 6pojeBuMa, 3ajaTtak ca ,pyXxuyactuMm® 6pojeBuMa ce nojasumo
Ha OKpPYXHOM TaKMU4yewy 3a Y4YeHUKe ceaMuX paspefa OCHOBHe Lwkone, 2005.
rogunHe. 3agaTak riacu:

,bpOj je py>xu4act ako y cBoM 3anucy uma ymppe 1l n 2 koje cy cyceqHe. Kosimko nma
PYXuny4acTmux YeTBopouungpeHnx 6pojesa Kojuma cy cee yungpe pasanaure?"

Pewere: TpaxeHux 6pojeBa ca uudpama 1 1 2 ,Ha nodetky" mma 2 - 8 - 7 = 112,
AKko cy undpe 1 n 2,y cpeanHn®, Takeux bpojeBamma 7 - 2 - 7 = 98, n ca undpama
1un2,Hakpajy"' 7 -7 -2 =98. [akne TpaxeHux 6bpojesa nma ykynHo 308.

e 3aHmwbuMBKM 6pojeBm [8]

~3aHnMbUBMN" 6pojesn cy ce 2004. rogmHe nojaBunu nNpes yvYeHUUUMa 4YETBPTUX
paspeia OCHOBHE LUKOJ1€, Ha OMWTMHCKOM TakKMUYEHY U3 MaTeMaTuKe.

,3a Hekun rnpupogaH 6poj hemo pehu pga je 3aHUM/bUB ako je 3annucaH mehycobHo
paszanuntum Uugpama uujn je 36up jeaHak 45. Hahu 36up Hajseher v HajMmarer
3aHums/bmBor 6poja"

Pewere: Hajmarun 3aHMMBbUB 6poj je 123456789, a HajBehun je 9876543210. Hbmuxos
36up je 9 999 999 999.

e Jaku 6pojeBun [3]

3agatak ca ,jakuMm" 6pojeBMMa ce nojaBMo Kao npeanor 3a MehyHapoaHy
MaTtematunuky Onumnujaay, 1983. roavHe y benrunju.

Heka je o (N) 36up CBUX NO3UTUBHUX Ae€/INTEBA rpupoaHor 6poja N. lNpupoaaH 6poj
M 30Bemo jakum ako 3a cee 1 < K < m Baxu:

o) _ om)

k m
Jokaszatu ga nocrtoju 6eckoHa4YyHo MHOIro jakux 6pojeBa.

o(m L .
Pewere: Obenexumo a, = Q JacHo, 6poj M je jak ako M camo ako je dy < Ay
m
3a cBe K < m. Caga je noBO/bHO A0OKa3ath Aa HU3 A, , N € N, Hema HajBehu enemeHT,
nOowTO je Taja slako M3BecTu Aa nocToju 6eckoHayHO MHOro jakmx 6pojesa. Hanme,
ako je 6poj M jak, HahuMo HajMarbe M' > M Tako aa je &, < 4,,'. Taga je n 6poj m'
ounrnegHo jak.

[akne, Heka je N NpounsBosbaH nNpupoaaH 6poj. 3a cBaku weros aAenunay d Baxu aa
2d | 2n. Kako, ocuM Tora, TpmeujaaHo Baxkn aa 1 | 2n, pobmnjamo HejegHakoCcT
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oc(2n) 220(n) +1

OpaBae aerberbeM ca 2N oamax cnean dp, = A, na gobmjamo TpaxeHu pesynTar.

e [Aynnu6pojeBun [3]
Mpegnor 3a MehyHapoaHy MatemaTtmnuky Onumnunjagy, 1988., Benunka bputaHuja:

lMpupogaH 6poj je Ayran aKko ce H-eroB AEKaAHW 3anuc cacTtoju o4 ABa UAEHTUYHA
6s0ka ungapa. fokazaru ga mehy aAynimm 6pojeBumMa rnocTtoju 6eCKOHayHO MHOIo
noTryHux KBagpara.

Peweme: Heka je 2k 6poj undapa aynnor 6poja koju ce cactoju on ABa 6noka a.
Tephere 3agaTka je caga eKBUBANIEHTHO TOME Aa jeAHauynHa

a(10*+ 1) = b?

“MMa 6ecKoHauYHO MHOro pelena (a, b, K) Takeux aa a uma tauHo K umndapa, Tj.
10t <a < 10

MnaH pewera je cnepehn:

Hajnpe hemo 3a noroaHe BpeaHoctTn K (kojux he 6MTM 6eckoHayHo MHOro) Hahu no
jeaHo pewemwe (4, by, k) jeaHaumne a(]Ok + 1) = b? tako aa a; uMa He suwwe oa k
undapa, a; < 10% . HakoH TOra, Ha OCHOBY NpuMeabe Aa je Taaa pelleHe U (nzal, nb;,
k) 3a cee n e N, opgabpahemo N, € N Tako aa 3a a = n02a1 BaXke TpaXkeHa
orpaHuyetr-a 104t <a < 10%.

HapaBHO, ako nocMaTpamMo ropkY jeaHaunHy a(]Ok + 1) = b® 6e3 ukaksux
orpaHuuersa, a = 10 + 1 jecTe jenHo ounrnesHo pewerbe. Kako 6MCMO NOCTUFAM
NpBM 0f MNOCTaB/beHUX LWbeBa (pelewe y koMe je a < lOk), [OBO/bHO je Aa
npoHahemo 6eckoHayHo MHOro BpeaHocTu K 3a koje je 6poj 104+ 1 Ae/bMB NOTANYHUM
ksagpatom d° > 1. Tana he, Haume,

_10%+1 _ 104 +1
a; = e b, = g

npeacTaB/baTu pellerwe pasMaTpaHe jeaHaunHe.
Hajnpe, youyaBaMo fa je

10° + 1 = (10 + 1)(10° - 10 + 1) = 11 - 91,
Tj. Baxun fgaje 10° =-1 4 11c (3a c = 91).

Capa je naeja oa ce Ha oCHOBY oBe penauunje aobuje cteneH oa 10 Koju gaje ocrtaTtak
-1 npwn geserny ca 112, To hemo noctuhu ako CTerneHyjemo nocrenrwy jeaHaKoCT ca
11, jep Tapa n3 6MHOMHOr obpacua nMamo:

11 11
103 =(-1+11c)" =-1+ (Jnc- [2j112c2+ .. =-1+11%c", 3a Heko c' € N.
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Otyaa je

10%3@m-1) _ _q (mod 112),
3aceem e N,

ommocHo 121 | (1066m -33 4 1).

To 3Haun ana je k = 66m — 33 n d = 11 noroaaH nsbop, na 3a cBaKy BPeAHOCT M
MMaMo MO jeAHO pellere jefHaumHe a(]Ok +1)= b? kao y npeTxoaHOM nacycy.

Hajsaa, npeocTtaje aa ce npoHahe Ny € N Tako aa Baxu

,10¢ +1 <

104 < n, T 10

raoe je k o6nmka 66m — 33. OunrneaHo, ropke HejeiHakoCTU Cy EKBUBANEHTHE ca

k-1 k
10 < (n_o)z < 10
10% +1 11 10% +1

OBe HejeaHakocTn he 6uTn ncnymeHe 3a cee K e N ykonuko je
1 < (n_0)2 < 10 ,
10 11 11

wro Baxwu 3a cee Ny € {4,5,6,7,8,9,10}.

PeanmMunpajyhu, nokasanu cmo aa je 3a cee m € N aynnm 6poj koju ce cactoju us aea
6noka

a= E(loeem’33+ 1)
121

noTNyH KBagpaTt (oBae cMo ysenu Ng = 4), na je 3aaatak peLueH.

e [o6pu 6pojeBn [3]
Takmnuewe y CA/L, 1978.

bpoj n je gobap ako ce Moxe npeacTtaBuTu Kao 36up (He 06aBe3HO pasINYUTHUX)
npupogHux 6pojesa unju je 36up peynrnpoyHmnx BpegHoCcTH jegHak 1. AKO je rno3Haro
4a cy bpojesun 33, ..., 73 4obpu, goKazaTtn ga cy cBu 6pojesu = 33 gobpu.

Pewere: Heka je N pobap 6poj, npu ueMmy je 3a Heke npupoaHe 6pojeBe a;
NCMYyHEHO:

1 1 1
a,+a,+...+a =n, -+ —+ ..+ —=1
ak

Tapa je
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1.1, . 1

2a, 2a, 2a, 2

r|a36or£=l+£:l+1 HU30BU
2 4 4 3 6

4,4,2aq,...,2a)) v (3,6,2ay,..,2ay)

nmajy 36up peuyunnpouyHunx speagHoctn 1. Otyaa aobujamo ga cy 6pojeBn2 N +8 mn2n
+ 9 Takohe pobpu. Mehytmm, 2 - 33 + 8 =74 n 233 +9 =75, na jegHOCTaBHOM
NpUMEHOM MHAYKUKnje nobumjamo, Ha OCHOBY garte xunoTese, Aa Ccy cBu 6pojesn = 33
nobpu.

e Jlowm 6pojeBmu [3]
3ajaTtak Ha TakMudewy y Yexocnosaukoj, 1988.

OsHaummo ca S(n) 36up umgapa npupoaHor 6poja N y gekagHoM 3anucy. Bpoj m
30BEMO JIOLMM aKO CE HE MOXXE NMPeacTaBuTn y 0671mKy

m =n + S(n).
Kosmko nma noumx 6pojeBa — KOHa4YHoO njin 6eCKoOHa4yHo MHOro?

Pewere: OokaszaheMo Aa noctoju 6€CKOHAYHO MHOrO fowmnx 6pojeBa. Naeja pewema
Ce cacToju y ToOMe Aa Ce KOHCTpyWLle HU3 NpUpoaAHMX 6pojeBa a, , N > 1, noBe3aHux
NOroAHOM peKypeHTHOM penaumnmjom koja he o6es3beantn ga ceBum 4naHoOBM Hu3a 6yay
nowm. C o63nmpom Ha dopMmynauunjy 3apgatka, 6uhe seoma norogHo Aa CBWU YNaHOBU
HU3a uUMajy pasnnumt 6poj uundapa y aekagHoOM 3anucy: TadHuje, a, he umatm n +1

Lumopy.

Hajnpe, HenocpeaHo ce nposepasa Aa je 6poj 20 now, na gepmHnwemo a; = 20.

Mohmmo oa mpeTrnocTaBke Aa CMO ycnenu aga Hahemo nowe 6pojeBe aq, ..., d,.1 Y
cKnagy ca ropkwbMM ycrnosuMa. Haw uwmb je aa koHcTpyvwemo (N + 1) - undpenun
now 6poj a,. 4a 6McMo To NOCTUIrIM, MOPaMo Aa Crpeunmo Aa jeaHakocT a, =K + S(k)

6yne ncnyrweHa 3a 6uno koje K € N . PaamoTpuhemo nocebHo cnyuvajese kana k nma
He Buwe N oA umndapa, oaHocHo kaaa K nma tauHo n + 1 uudpy.

Y npsoM cnyvajy je k < 10" — 1. Tana je S(k) <9n, nacnean k + S(k) <10" +9n —1.
NMpema TOMe, ykonumko (oarosapajyhoM pekypeHTHOM penaunjom) obesbeanmo aa
BaXu

a,>10"+9n-1,
Tapaa he pasmartpaHu cny4aj 6uTn Hemoryh.

Apyru cnyyaj HacTyna kaga je k> 10" . Tana moxemo nucatn K =c - 10"+ «a, roe je
c npea undpaoakun a <10"—1. npu tome je Sk) =S(a) +¢c Tj.

k+SKk)=c-10"+a +S(a)+cC
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FopHba jeaHaKoCT cyrepulle aa ce (3a HekKo OUKCHO C e {1,2,.., 9} ) 3@ TpaxeHy
pPEKYPEHTHY Be3y y3Me

a, = an +c(10" + 1),

jep Tapa us npertnocrtaeke ga je a,= K + S(k) cneav gaje a,; = a + S(a), wro
oMoryhaBsa Aa ce 3a0KpYXu UHAYKTUBHU A0Ka3.

MNMokasaheMo aa cy 3a ¢ = 1 UCNYHEHW CBU TPaXeHn ycnosu. lakne, pasmaTpamo
peKkypeHTHY penauunjy

a,=a,; +10" +1,

npu yemy je a; = 20. MHAYKUMjOM floKa3yjeMO Aa Cy CBU Y1aHOBU OBaKo
AedrHNCAHOr HM3a STOLK.

MpBO youyaBaMo Aa Baxwu HejeaHakocT @, > 10" + 9n — 1. Haume, ounrnegHo umMamo:
a,=a,;+10"+1>10"
36or vera je (3a n = 3):
a,=a,; +10"+1>10"+10"'>10"+9n - 1.

3an =1, 2 ce noMeHyTa HejenHaKOCT NpoBepaBa AMpeKTHO. [lakne, ako 61 6uno a,
=k + S(k) Tana mopa 6utn k > 10" (urasuwe, 3a cnyuaj k = 10" ce nako Buan aa je
HeMoryh).

C apyre ctpaHe, Baxu a, < 2 - 10", wro ao6ujaMmo HenocpesHOM NPUMEHOM UHAYKL Mje
Ha @, = a,; + 10" + 1. Kako u3 jeaHakoctn a, = k + S(k) cnean na je k < a, ,
no6bujamo aa je npsa uudpa 6poja k jeaHaka 1. Caga U3 roptsux pasmarparba MMamo
ha je

k+SKk)=a +S(a)+10"+1,
roe je k = 10"+ «, na npetnocTaska aa je a,= k + S(k) nonaun a,.; = a + S(a).

MowrTo je nocneara jegHaKoCT NO MHAYKTMBHO] npeTnocTaBun HeMoryha, cnean aa
ce HM A, He Moxe npeacTtasutn y o6auky K + S(k), 1j. a, je now 6poj.

e MwupucHmn 6pojeBm [18]

3apatak ca MehyHapoaHe MaTteMaTumuke onumMnujage oapxaHe y KnHm 2016. rogunHe
(8. pa3pea oCHOBHe LWIKONE):

Ckyn nipupogHux 6pojeBa 30BEMO MUPUCHUM aKo cagpxxu 6ap ABa e€/1eMeHTa U CBaku
HEroB €/IEMEHT MMa 3ajefgHudYKu MpoCT Aenusaal ca bap jeaHuMm oa MNpeocTasnux.
O3Haunmo P(n) = n +n+1. Koja je Hajmara moryha BpeaHocT rnnpupogHor 6poja b
3a Kojy noctoju HeratuBaH Ueo 6poj a TakaB ga je ckyn {P(a+1), P(a+2), ...,
P(a+b)} mupucan?

Pewerve: 3a noyetak, npumeTnumo aa je P(N) HenapHo 3a N € N.
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Nare, ako npoct 6poj p > k aenu P(N) n P(n + k), oHaa aenn n P(n + k) - P(n) =k -
(2n + k + 1), naje 2n = - k- 1 (mod p) v opatne cneam aaje 4 P(N)=(k + 1)* - 2(k
+1) + 4 =k* + 3 (mod p), oaHocHo p | k* + 3.

Mpema TOMe:

e (P(n),P(n+1)) =1

e (P(n), P(n +2)) € {1, 7}, v npu Tome (P(n), P(n + 2)) =7 <n = 2 (mod 7)

e (P(N), P(n + 3)) € {1, 3}, n npu tome (P(n), P(n + 3)) =3 <n = 0 (mod 3)

e (P(n), P(n + 4)) € {1, 19}, v npun Tome (P(N), P(n + 4)) =19 <n = 7 (mod
19)

MpuMep MUpUCHOT cKyna 3a b = 6 Moxe ga ce fo6uje yauMareM 6poja a Tako aa je a
=2 (mod 3),a =6 (mod7)mn a =5 (mod 19) - wro ce ceBoan Ha a = 62 (mod
399) - jeptana 3 | P(a + 1), P(a +4),7 | P(a+3),P(a +5) nu 19 | P(a + 2), P(a
+ 6).

MpeTnocTaBMMO cafa Aa NocToju MupucaH ckyn 3a b < 6.

Kako je P(a + 2) y3ajaMHo npocTo ca P(a + 1) u P(a + 3) cneav aa mopa 6utn b = 4.
Jarve, P(a + 3) je y3ajamHo npocTo ca P(a + 2) u P(a + 4), na mopa 6utn n (P(a +
3), Pla +1)) > 1.

Cnyuaj (P(a + 3), P(a + 5)) > 1 je aHanoraH.
HDakne, a = 1 (mod 7), ann tapga (P(a + 2), P(a + 4)) = 1.

3ato P(a + 2) n P(a + 4) Mory aa nmajy 3ajegHuMukn NpocT genunnay, camo ca P(a + 5)
n P(a + 1) peagom, anu Taga 6u Mopano ga Baxu un aa 3 | a+ 1, a + 2 uro je
Hemoryhe.

5.2. BPOJEBU KPO3 UCTOPWUNIY

e Bamnupckun 6pojeBu

Bamnupcku 6pojeBn cy yMmHowuun paBa 6poja - npedaka, KOjUu HaKOH MHOXeHa
npexuse NoMeLllaHn jeaaH ¢ ApyruMm y BaMmnmpckom 6pojy. Ha npumep:

27 - 81 = 2187 15-93 =1395
41 - 35 = 1435 30 - 51 =1530
21 - 60 = 1260 80 - 86 = 6880

HapaBHO MMa 1 MHoro sBehmnx Bamnmpckux 6pojesa, peummo

1234554321 - 9162361086 = 11311432469283552606
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e Hepoaunp/buen 6pojeBu

Hepoavpsbue 6poj je 6poj kKoju HMKapa Huje 36up daktopa 6uno kor gpyror 6poja.
nocebHo, Hegoaups/bme 6poj HMKada Huje 36up npasux agenutesba 6MNO KOr Apyror
6poja. MNMpBUX HEKONUKO HeaoAMprbUBUX Bpojesa cy:

2, 5,52, 88, 96, 120, 124, 146, ...

YyBeHn Mahapckm matematmyap Paul Erdos je Aoka3ao aa nocTtoju 6€CKOHaYHO MHOMo
Hegoanps/bMBMX 6pojesa.

e MpuctynauHn 6pojeBn

MpuctynadaH 6poj je ueo 6poj KOju ce MoXxe HauMHUTK oA uenux 6pojeBa my, my,
ms, ..., Mg U MHOXeEHEeM U cabupareM Tako aa je

EBO Hekonunko npuMmepa:
24+2=2:-2=4
1+1+2+4=1-1-2-4=28

Buwe mHdbopmaumja o npuctynadyHmm 6pojesmMa Moxe ce Hahu y unaHky , Problem
10454" Harryja Tamvakisa y The American Mathematical Monthly 102 (1995): 463.

e Cynep-cno)eHu 6pojeBu

Cynep-cnoxeH 6poj pnedunHucao je PamaHyuyaH - TO je npuposaH 6poj koju je
pekopaep no 6pojy aenunaua, Tj. MMa Buwe Aenunaua Hero 6MNo Koju npupoaaH
6poj Martbu oA wera.

Ha npumep, HU3 cynep-croxeHnx 6pojesa nounkwe oBako: 2, 4, 6, 12, 24, 36, 46,
60, 120, 180, 240, ... No3HaTO je Aa cynep-cnoxeHux 6pojesBa Mawnx oA 10° uma
37. Hajsehu cynep-cnoxeH 6poj Manm og 10° je 735134400.

e EkcueHTpmuHM 6pojeBm

EkcueHTpnyaH 6poj je 6poj koju je Mamwm op 36upa CBOjUX npasBux genunaua.
Hajmarbn ekcueHTpuyaH 6poj je 70. Mahapckm matematmuyap MNan Epaew je 1971.
roouHe Hyamo HOBYAHY Harpaay oHoMe KO Hahe 6ap jeaaH HemapaH eKCLeHTpuyaH
6poj

e AyTtomMopcdHM 6pojeBu

bpoj a je aytomopdaH ako ce 3anmnc HeroBor KeagpaTta 3aspwasa 6pojem a. Peyunmo,
6pojesn 25 1 90625 cy ayTomopdHM jep je 25° = 625 1 90625° = 8212890625.
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e HaBosickun 6poj 666

Michael Stifel (1486 - 1567) je 6uo Hajsehn HeMauykm anrebpucra WecHaecTor BeKa,
Hajno3HaTuju no csoM Aeny Arithmetica integra (1544). buo je CKNOH ceH3auujama.
N3mehy ocTanor je nsseo cnegehn HU3 MUCTUUHUX 3aK/byduBar-a:

1. JTatuHcko nMme nane Lea X je Leo Decimus.

2. OBo ce MoXxe Hanuncath kao Leo De CIM Vs, rae cy Benuka cnosa L, D, C, I, M, V
HarnaweHa kao uudpe pmmckor 6pojHor cuctema (M = 1000, D = 500, C =100, L =
50, X =10,V =5,1=1).

3. OBa cnoBa ce Mory npeypeautn y onagajyhem Husy: MDCLVI

4. 3atum je Stifel nogao X m3a L (3a Leo X) a m3octaBmo M, jep OHO O3HauyaBa
MucTtepujy, n Ha Taj HaumH gobuo DCLXVI (6 pumckmx 6pojeBa y penocneny og
HajBeher ka HajMarbeM) LWTO je pUMCKM 3anuc 6poja 666.

Tako je Stifel nobmno ,Hasonckm 6poj" 666 M3 Kwure oTkposera (Nocnegra Kkbura
Hosor 3aBeTta), ,A0Ka3aBwn" Ha Taj HauuMH aa je Leo X Hhaso. OTyaa y Hapoay Hasune
3a 6poj 666999 - 3510 M Haonako.

Stifel je cmaTpao aa je beroso oTkpuhe pesynTtat HagaxHyha koje je aobuo og bora.
hasonckm 6poj nma cneaehe nHTepecaHTHE KapakTepuUCTUKe:
666 =2° +3° + 5% + 7° + 11 + 13° + 177
(36mp kBagpaTa npeux 7 npoctux 6pojesa)
666 =6+6+6+ 6> +6> +6°
666 = 1° - 2° + 3°
666° = (6 -6 - 6)° + (666 — 6 - 6)*
(MutaropuHa Tpojka (216, 630, 666) 3anncaHa nomohy wecTtuua)
666 =1+2+3+4+567+89 =123 +456+78+9
(Y6auuBarbe 3Haka ,+" y HM3 123456789 paje 666)
666 + 666 + 666 + 6 + 6 + 6 = 2016
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3aKpyuax,

HeuctpaxeHe ocobuHe npmpoaHmnx 6pojeBa Cy oAyBeK npueaadnae Mmatematmyape, u
He caMo HuX. NHTepecaHTHO je Koja cBe CBOjCTBa noceayjy npupoaHu 6pojesn, a y
OBOM pajy Cy HaBefeHa caMO Heka o4 mwux. OCUM 3aHUM/BUBUX HasMBa KOjuU Cy
AaBaHM TuM 6pojeBnMMa, Hekn 6pojeBuM HOCe Ha3MB U MpemMa CaMMM MaTeMaTtunyapuma
KOju Cy nx OTKpUIIN.

JaBHO cy npouwwsla BpeMeHa Kaga ce 3a Teopujy 6bpojeBa cmaTpaso Aa HeMa CBOjuX
npuMeHa y npakcu. [laHac 3HaMo Aa ce OHa rnpuMmeryje npakTu4Ho y cBuM obnactumMa
HayKe U YMETHOCTHU.

Teopwuja 6pojeBa npeacTaB/ba M HEMCLpraH M3BOp Matepujana 3a paj ca AapOBUTUM
yyeHnumma. OCUM pasHOBPCHUX TeMa U UHTepecaHTHWUX 3ajaTaka, rnpyxa n Benuku
n360p 3aHUM/BUBOCTU KOje Mory npumByhn U OHE y4YeHUKe KOjUu HUCY HaKIOHEHU
MaTteMaTuun.
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Dodamax.

Jopartak y3 cTpaHy 15.

YBoauu aeo yaca:

[ToHOBHTH 1ITA jE JeTHIIaIl HEKOT Opoja.

T'1aBHM €0 yaca:

Kaxko cy yaenuiu Beh Haydnim 1a opese CKyn AeIniIana HeKor
OPUPOIHOT Opoja, MOXKEMO 3aXTEBATU OJ1 IbUX JIa OJIpeJIe CKYIIOBE
nenuiarna opojesa npse neceruiie. He pauynajyhu ckyn nenmorna 6poja 1,
HEKW CKY[TOBHM MMajy I10 /IBa eJIeMEHTa, a HeKH BUIIE o1 1Ba. Ha Taj HaumH
U YBOJIUMO IIPOCTE U CII0keHe OpojeBe (OpojeBU KOjU MMajy TauHO JBa
Jenrora u OpojeBH Koju MMajy BHIIE OJ] IBa JEIUOIIA).

Ilpupooan 6poj koju uma mauno osa denuoya. 6poj 1 u cam maj 6poj,
Hazusa ce npocm opoj. [Ipupooan 6poj xoju uma euute 00 08a deruoya
HA3U8a ce C0JHCeH Opoj.

HarnamaBamo ma 6poj 1 HHje HU MPOCT HU CIIOXKEH, a J1a je 0poj 2 jeauHu
napas npoct 6poj, mro he 6MTH OCHOBa 3a pelllaBamke MHOTUX 3a/1aTaka,
HApOYMTO HA JOJJATHO] HACTABHU U3 MaTeMaTHKeE.

Ipumepu:

1) Haseou cee npocme opojese marve 00 30.

2) Ham je cxyn A = {7, 9, 20, 31, 47, 50, 56, 60, 71, 100, 121}. Hanucamu
enemenme ckynosa P u S axo je:

P={ | x €A uxje npocm 6poj}, S = {x | x €A u x je croocen 6poj ).

Jame neunamimeMo y3ajamMHO npocte OpojeBe.

3a 0sa bpoja kasicemo 0a cy y3ajamHo RPOCMU aKo je wuxoe Hajeehu
3ajeonuuxu oeaunay jeoumax 1.

Ilpumep:

Ilposepu oa nu cy cnedehu 6pojesu y3ajamHo npocmu:

a)Su7 6)12uls5 ¢)17ul9 2)27u35 0)25us0

[Tocne neduHucama y3ajaMHO IPOCTUX OpojeBa yueHUIMMa Tpeba yKazaTH
Ha pa3nuKy umely IpocTUX M y3ajaMHO MpocTux OpojeBa (1a 1Ba
cJoKeHa Opoja Mory OMTH y3ajaMHO TIPOCTA).

Hanomena: Tpeba paznuxosamu nojmoge ,,npocmu o6pojesu ‘“ u ,,y3ajamuo
npocmu opojesu . Ilpumep. Bpojesu 11 u 13 cy npocmu 6pojesu, a yjeono
u y3ajamno npocmu jep je H3/[(11, 13) = 1. Anu, 6pojesu 15 u 16 nucy
npocmu, anu jecy y3ajamHo npocmu.
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3amanm 3a caMoCTajaH pa:

1) Oo enemenama cxyna {2, 3, 5, 7} obpasyj cee 0eoyugppene npocme
bpojese.

2) Hahu cee a) npocme 6) croxcene 6pojese koju cy denuoyu opoja 210
3) Hahu osa cnoacena mpoyugpena 6poja koju ¢y y3ajammuo npocmu

4) Hahu no jeoan npocm u jedam ciodxcen 6poj, makee 0a cy: a) iwuxos
30uUp u paznuxka npocmu 6pojesu; 6) PUX08 30UP U PA3IUKA CLOHCEHU
bpojesu.

3aBpumHM Jeo yaca:

Jlomahu 3amaru:

1) Hanuwu cee osoyugppene npocme bpojese

2) V cxyny npeux 30 npupoonux 6pojesa nahu cee 6pojese koju cy
CIIOdHCEeHU

3) Koja peuenuya je mauna a koja nemauna:

a) Ceu npocmu bpojesu cy HenapHu

6) Ceu napnu 6pojesu cy ciodxcenu

8) [locmoju napan npocm 6poj

2) Ilocmoju 6poj Koju Huje Hu NPOCM HU CLOJCEH

4) Haseou 5 naposa y3ajamno npocmux 6pojesa

5) Hahu no jedan npocm u jeoaw crodicen Opoj makee 0d je rwuxoe 3oup
npOCM a pa3nuKa cloxceH opoj

Tabena 4: CTpyKTypa jeaHor LWKOJICKOr yaca
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YHUBEP3UTET Y HOBOM CALY
IMPUPOTHO — MATEMATHUYKU ©OAKVIITET
KIbYYHA TOKYMEHTALIMICKA UTHOOPMAILIMJA

Peanu 6poj:

PGP

Wnentudukanmonu Opoj:

HUBP

Tun poxkymenrtanuje: MoHorpadcka AOKyMeHTaIHja
TA

Tun 3amuca: TekcTyalHW mTaMmaHW MaTepujai
T3

Bpcra pana: Macrep pan

BP

Aytop: Bramumup Tony6

AY

Mentop: np Ilerap bHanuh

MH

HacnoB pama: Cser OpojeBa

MP

Jesuk nyonukanuje: Cpncku (hupunmia)
JII

Je3uk W3BOAA: CPIICKH/CHITIECKU

JU

3emipa mmyOnukoBama: Perybnmka CpOwuja
311

Vixe reorpadcko rmoriasibe: BojBoauHa
yriu

TI'oguua: 2017.

ro

M3naBau: AyTopcKH pENnpUHT

n3

Mecrto u angpeca: [Ipupoano-marematnuku akynrer, JlemapTmaH 3a MaTeMaTHKy U
uHdopmatuky, Tpr JJocureja O6panosuha 4, Hosu Cag
MA

Ousnuky onuc pana: S mornaiba/104 crtpane/l5 cnuka/4 tabene/20 nurteparypa
(010

Hayuna oGnact: Marematuka
HO
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Haqua JUCHIUIMHA. MeToauka HacTaBe MaTeMaTHKe

Kspyune peun: mpoctu OpojeBH, MareMaTHKa, OCHOBHA IIKOJIa
o

YIK

UYysa ce: bubaunoreka Jlenaprmana 3a MaTeMaTHKy U MHGopMmatuky, [IpupoaHo-mMaTeMaTHuku
¢akynrer, Yuusepsutery HoBom Cany

qy

Baxna namomena:
BH

M3Box: Y oBOoM MacTep pady je ONMCaH LMPOK CHeKTap OpojeBa ca creuupuuHuM
ocoOMHaMa Koje ce€ MOTy O0jaCHUTH y BHWIIMM pa3peauMa OCHOBHe Inkojie. IloueB of
®epmaoBux W MepceHOBUX OpojeBa TpPEKO CaBPIICHUX, MPHjaTeJbCKUX, MaTHHAPOMHUX,
KarananoBux, ®ubonaunjeBux, Jlykacopux, nukmukux u KapmajknoBux 6pojeBa, ma cBe 10
BeMMKUX OpojeBa kao mro je I'paxamoB Opoj. OcuM Tora, 1aT je OCBPT Ha OpojeBHE CHCTEME U
MIPUKYIIJbEH BEIUKHA U300p 3a/aTaka ca MaTeMaTHYKUX TAKMHYCHA, a Y KOjuMa Cy OpojeBruMa
ca crenu(UIHUM OcoOMHaAMa JaTH WHTepecaHTHH Ha3uBH. [Ipwua o OpojeBUMa je Takohe
WJIYCTpOBaHA CETOM 3ajaTaka 3a IO jeJaH JBOYaC JOJaTHE HACTaBe y CBAKOM pa3pelny W
n300pOM 3a/1aTaka 3a CAMOCTAIIHU PaJl yUYCHHKA.

nus3

Jlarym mpumxBaTtama Teme ona HH Beha: 08.06.2017
AI1

Hatym onbpane:

A0

UnaHoBW KOMHCH]E:

KO

IIpencennuk:. np Meuia bonmbak, Banpemaau npodecop Ilpupoano-maremaTHdkor
¢akynrera, Yuusepsuteray HoBom Cany

Memntop: ap Ilerap bBanuh, morent I[IpupomHo-marematuyukor gakynrera,
VYuusepsureray Hosom Cany

Ynan: ap Cunumia LlpeenkoBuh, penoBan npodecop IlpuponHo-maremarnykor
(dakynrera, YauBepsutera y HoBom Cany

Ynan: ap Maja Ilex, Baupeauu mnpodecop IlpupoaHo-maTemMaTHukor (akynTera,
Yuusepsureray HoBom Cany
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