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Prostiranje talasa u viskoelastičnim sredinama
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Predgovor

U ovom radu su predstavljene talasne jednačine kojima se opisuje prostiranje poremećaja u viskoe-
lastičnim sredinama, kao i postupak kojim se dolazi do tih jednačina. U prvom poglavlju uvodimo
potreban matematički alat za razumevanje rada, koji obuhvata integralne transformacije i frak-
cione izvode i integrale. U drugom poglavlju opisujemo tri jednačine (konstitutivnu, geometrijsku
i dinamičku∗) u cilju dobijanja talasne jednačine. Posebnu pažnju posvećujemo konstitutivnoj
jednačini, kojom se opisuje svojstvo materijala i kojom se modelira viskoelastičnost. U trećem
poglavlju prikazujemo klasične modele viskoelastičnosti, poput Vojtovog ili Maksvelovog, i opisu-
jemo frakcioni Zenerov model. U četvrtom poglavlju predstavićemo izvod̄enje talasnih jednačina
u klasičnim modelima i frakcionog Zenerovom modelu.

Ovde bih iskoristila priliku da se zahvalim dr Ljubici Oparnici, što me je inspirisala frakcionim
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1 Matematički alati

U ovom poglavlju, u cilju dobijanja talasnih jednačina viskoelastičnih materijala, uvodimo osnovne
pojmove teorije distribucija, integralnih operatora (konvolucija, Laplasova i Furijeova transforma-
cija) i frakcionih izvoda i integrala.

Napominjeno da sa Cn(Ω) označavamo klasu n-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na
otvorenom skupu ∅ 6= Ω ⊂ R. Ako je funkcija f glatka (beskonačno diferencijabilna) na Ω,
pǐsemo f ∈ C∞(Ω). U slučaju da glatka funkcija f ima kompaktan nosač† na Ω ⊂ R, pǐsemo
f ∈ C∞0 (Ω). Takod̄e, za operator L definisan na normiranom vektorskom prostoru V , kažemo da
je neprekidna linearna funkcionela, ako važi:

L : V → R i L(ax+ by) = aL(x) + bL(y), za svako x, y ∈ V i za svako a, b ∈ R.

Uvedimo sada pojam prostora distribucija tj. uopštenih funkcija.

1.1 Prostori distribucija

Kako ćemo u ovom poglavlju, a i kasnije u radu, dolaziti u dodir sa uopštenim funkcijama,
navešćemo samo osnovne definicije test funkcija, distribucije i slabog izvoda, a za detaljnije
objašnjenje tih pojmova upućujemo čitaoca na [PIL].

Definicija 1.1. (Prostor test funkcija) Neka je Ω otvoren i neprazan podskup skupa realnih brojeva,
tada skup:

D(Ω) = {ϕ ∈ C∞0 (Ω) : suppϕ je kompaktan}

nazivamo prostorom test funkcija na Ω.

Ubuduće ćemo sa Ω uvek označavati otvoren i neprazan podskup skupa realnih brojeva. Sada
možemo uvesti pojam distribucije ili uopštene funkcije.

Definicija 1.2. (Prostor ditribucija) Neprekidna linearna funkcionela nad prostorom D(Ω) naziva
se distribucija, u oznaci D′(Ω). Dakle, distribucije preslikavaju D(Ω) u R, što označavamo sa

f : φ 7→ 〈f, φ〉, φ ∈ D(Ω).

Da bismo naveli jedan od osnovnih primera distribucija, regularnu distribuciju, treba da definǐsemo
prostor lokalno integrabilnih funkcija:

L1
loc(R) =

{
f :

∫
K

|f | dx <∞, za svaki kompaktan skupK ⊂ R
}
.

Primer 1.1. (Regularna distribucija) Neka je f ∈ L1
loc(R). Funkcionela definisana sa∫

R
f(x)φ(x) dx

je element iz D′(R) i nazivamo je regularnom distribucijom.

Javlja se prirodno pitanje, da li se može definisati izvod distribucije? Umesto odgovora uvodimo
pojam slabog izvoda ili izvoda distribucije.

Definicija 1.3. (Izvod distribucije) Neka je f ∈ D′(Ω). Distribucioni izvod n-tog reda funkcionele
f definǐsemo na sledeći način:〈 ∂n

∂xn
f(x), φ(x)

〉
:= (−1)n

〈
f(x),

∂n

∂xn
φ(x)

〉
, φ ∈ D(Ω).

†Nosač funkcije f na Ω definǐsemo kao zatvaranje skupa {x ∈ Ω : f(x) 6= 0} i označavamo sa supp f . Primetimo
da je nosač funkcije kompaktan u Ω ako i samo ako je ograničen u Ω.
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Primer 1.2. Neka je f diferencijabilna funkcija i neka ϕ ∈ D(Ω). Izvod regularne distribucije
definisanom funkcijom f ima sledeći oblik:

−
∫
R

f(x)
∂ϕ(x)

∂x
dx = −f(x)ϕ(x)

∣∣∣∞
−∞

+

∫
R

∂f(x)

∂x
ϕ(x) dx =

〈∂f(x)

∂x
, ϕ
〉
.

Uvedimo sada pojmove Hevisajd funkcije i Dirakove δ-distribucije.

Definicija 1.4. (Hevisajd funkcija i Dirakova δ-distribucija) Sa H označavamo Hevisajd funkciju:

H(x) =

{
0, x ∈ (−∞, 0),

1, x ∈ [0,∞).

Izvod (u slabom smislu) Hevisajd funkcije nazivamo Dirakovom δ-distribucijom i označavamo sa
δ. Delovanje δ na test funkciju ϕ definǐsemo na sledeći način: 〈δ(x− x0), ϕ(x)〉 = ϕ(x0).

Da je prethodna definicija Dirakove δ-distribucije tačna, pokazujemo sledećim primerom.

Primer 1.3. (Izvod Hevisajd funkcije) Izvod distribucije koju definǐse Hevisajd funkcije je Di-
rakova δ-distribucija. Primetimo da za svako φ ∈ D(Ω) važi

〈h′(x), φ(x)〉 = −〈h(x), φ′(x)〉 =

∫ ∞
0

φ′(x) = φ(0) = 〈δ(x), φ(x)〉

Primer 1.4. (Izvod δ-distribucije) Ako primenimo distribucioni izvod n-tog reda na δ-distribuciju,
dobijamo: 〈∂nδ(x− x0)

∂xn
, φ(x)

〉
= (−1)n

〈
δ(x− x0),

∂nφ(x)

∂xn

〉
= (−1)n

∂n

∂xn
φ(x0),

gde je φ ∈ D(Ω).

U daljem radu ćemo delovanje δ-distribucije na test funkciju φ označavati: δ(x−x0) ·φ(x) = φ(x0).

1.2 Konvolucija

Da bismo definisali konstitutivnu jednačinu viskoelastičnih materijala potrebno je da uvedemo
operator konvolucije, ali pre toga objasnimo pojam Riman-Stiltjesovog integrala.

Definicija 1.5. (Riman-Stiltjesova suma) Neka su f i g realne funkcije definisana na segmentu
[a, b], a neka je P = {x0, x1, ..., xn} particija tog segmenta. Tada sumu:

S(P, f, g) =

n∑
k=1

f(tk)∆gk,

gde je tk ∈ [xk−1, xk], a ∆gk = g(xk)− g(xk−1), nazivamo Riman-Stiltjesovom sumom funkcije f
u odnosu na funkciju g.

Sada kada smo uveli pojam Riman-Stiltjesove sume, definǐsimo Riman-Stiltjesov integral.

Definicija 1.6. (Riman-Stiltjesov integral) Ako postoji A takvo da za svako ε > 0 postoji particija
Pε segmenta [a, b] takva da za proizvoljno tk ∈ [xk−1, xk] važi:

|S(Pε, f, g)−A| < ε,

kažemo da je f Riman integrabilna u odnosu na g na segmentu [a, b] i pǐsemo f ∈ R(g) na [a, b].

Broj A nazivamo Riman-Stiltjesovim integralom i označavamo sa
∫ b
a
f(x) dg.

Ako je funkcija g neprekidno diferencijalna na [a, b] Riman-Stiltjesov integral možemo izraziti
preko Rimanovog integrala.
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Teorema 1.1. (Veza izmed̄u Rimanovog i Riman-Stiltjesovog integrala) Neka je f ∈ R(g) na
skupu [a, b] i neka g ∈ C1([a, b]), tada∫ b

a

f(t) dg(t) =

∫ b

a

f(t)ġ(t) dt.

Dokaz. Dokaz se može pronaći u [APO], teorema 7.8, str. 146.

Pre nego što definǐsemo Stiltjesovu konvoluciju preko Riman-Stiltjesovog integrala, dajemo defini-
ciju Rimanove konvolucije.

Definicija 1.7. (Rimanova konvolucija) Neka su ϕ i ψ funkcije definisane na poluintervalu [0,∞)
i neka Rimanov integral

κ(t) =

∫ t

0

ϕ(t− τ)ψ(τ) dτ (1)

postoji za svako t ∈ [0,∞). Tada se funkcija κ, definisana na [0,∞), naziva Rimanovom konvolu-
cijom funkcija ϕ i ψ. Takod̄e, koristimo i sledeću notaciju

κ = ϕ ∗ ψ.

Teorema 1.2. (Osobine Rimanove konvolucije) Neka funkcije ϕ,ψ i ω pripadaju klasi C0[0,∞).
Tada:

(a) ϕ ∗ ψ ∈ C0[0,∞);

(b) ϕ ∗ ψ = ψ ∗ ϕ (komutativnost);

(c) ϕ ∗ (ψ ∗ ω) = (ϕ ∗ ψ) ∗ ω (asocijativnost);

(d) ϕ ∗ (ψ + ω) = ϕ ∗ ψ + ϕ ∗ ω (distributivnost);

(e) ϕ ∗ ψ ≡ 0 implicira da ϕ ≡ 0 ili ψ ≡ 0.

Dokaz. a) Kako su ϕ i ψ neprekidne funkcije na domenu [0,+∞), onda je i ϕ ∗ ψ(t) neprekidna
funkcija za svako t ≥ 0.
b) Po definiciji, imamo da:

ϕ ∗ ψ(t) =

∫ t

0

ϕ(t− τ)ψ(τ) dτ,

smenom s = t− τ dobijamo:

−
∫ 0

t

ϕ(s)ψ(t− s) ds =

∫ t

0

ψ(t− s)ϕ(s) ds = ψ ∗ ϕ.

c) Po definiciji imamo:

ϕ ∗ (ψ ∗ ω)(t) =

∫ t

0

ϕ(t− τ)

∫ τ

0

ψ(τ − s)ω(s) ds dτ

=

∫ s=t

s=0

∫ τ

0

ϕ(t− τ)ψ(τ − s)ω(s) ds dτ,

ako promenimo redosled integracije dobijamo:

∫ t

0

∫ τ=t

τ=s

ϕ(t− τ)ψ(τ − s)ω(s) dτ ds =

∫ t

0

∫ t−s

0

ϕ(t− y − s)ψ(y)ω(s) dy ds

= (ϕ ∗ ψ) ∗ ω(t).

d) i e) slede iz osnovnih osobina Rimanovog integrala. 2
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Definicija 1.8. (Stiltjesova konvolucija) Neka su ϕ i ψ funkcije definisane na [0,∞) i (−∞,∞),
redom, i neka Riman-Stiltjesov integral

κ(t) =

∫ t

−∞
ϕ(t− τ) dψ(τ) (2)

postoji za sve t ∈ (−∞,∞). Tada se funkcija κ, definisana na (−∞,∞), naziva Riman-Stiltjesovom
konvolucijom funkcija ϕ i ψ. Takod̄e, koristimo i sledeću notaciju:

κ = ϕ ∗ dψ.

Da bismo dokazali neke od osnovnih osobina Stiltjesove konvolucije, koristićemo sledeću teoremu:

Teorema 1.3. (Integracija po step funkciji) Neka je a < c < b. Neka je funkcija g definisana na
[a, b] tako da

g(t) =

{
g(a), t ∈ (a, c),

g(b), t ∈ (c, b).

Neka je f ∈ R(g) na [a, b] i neka važi da je bar jedna od funkcija, f ili g, neprekidna na [a, c) i
neka je bar jedna od funkcija neprekidna na (c, b]. Tada∫ b

a

f(t) dg(t) = f(c)(g(c+)− g(c−)). ‡

U slučaju da je c = a umesto g(c−) pǐsemo g(c), slično, ako je c = b umesto g(c+) pǐsemo g(c).

Dokaz. Dokaz se može pronaći u [APO], teorema 7.9, str. 147.

Pre nego što navedemo osobine Riman-Stiltjesove konvolucije, definisaćemo klasu Hevisajd funkcija.

Definicija 1.9. (Funkcije u klasi Hevisajda Hn) Za funkciju f kažemo da pripada Hevisajdovoj
klasi n-tog reda, u oznaci Hn, ako je definisana na (−∞,∞) i važi:

(a) f(t) = 0 za svako t ∈ (−∞, 0),

(b) f ∈ Cn[0,∞).

Navedimo sada osnovne osobine Riman-Stiltjesove konvolucije.

Teorema 1.4. (Osobine Riman-Stiltjesove konvolucije) Neka ϕ ∈ H0 i ψ, ω ∈ H1. Tada:

a) ϕ ∗ dψ ∈ H0 i ψ ∗ dω ∈ H1;

b) ϕ ∗ dψ = ψ ∗ dϕ (komutativnost);

c) ϕ ∗ ( dψ ∗ dω) = (ϕ ∗ dψ) ∗ dω = ϕ ∗ dψ ∗ dω (asocijativnost);

d) ϕ ∗ d(ψ + ω) = ϕ ∗ dψ + ϕ ∗ dω (distributivnost);

e) ϕ ∗ dψ ≡ 0 implicira da ϕ ≡ 0 ili ψ ≡ 0;

f) ϕ ∗ dH = ϕ;

g) ϕ ∗ dψ = ψ(0+)ϕ+ ϕ ∗ ψ̇ na [0,∞).

‡Gde je c+ := limn→∞
(
c+ 1

n

)
tj. c− := limn→∞

(
c− 1

n

)
.
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Dokaz. Dokazi tvrd̄enja a), b), c), d) i e) mogu se naći u [GUR], teorema 1.2.

f) Primetimo da na osnovu b) važi

ϕ ∗ dH = H ∗ dϕ =

∫ t

−∞
H(t− τ) dϕ(τ),

pa primenjujući parcijalnu integraciju i koristeći osobine funkcija ϕ i H dobijamo

ϕ ∗ dH = ϕ(τ)H(t− τ)
∣∣∣t
−∞
−
∫ t

−∞
ϕ(τ) dH(t− τ) (3)

= ϕ(t)−
∫ t

0

ϕ(τ) dH(t− τ). (4)

Označimo sa h(s) = H(t− s). Koristeći teoremu (1.3) imamo∫ t

0

ϕ(τ) dH(t− τ) = ϕ(t)
(
h(t)− h(t−)

)
= ϕ(t)(1− 1) = 0. (5)

Iz (3) i (5) sledi

ϕ ∗ dH = ϕ.

g) Definǐsimo funkciju Ψ na (−∞,∞) na sledeći način

Ψ = ψ − ψ(0+)H.

Funkcija Ψ je neprekidna na (−∞,∞), a neprekidno diferencijabilna na [0,∞). Na osnovu distri-
butivnosti Stiltjesove konvolucije važi

ϕ ∗ dψ = ψ(0+)ϕ ∗ dH + ϕ ∗ dΨ na (−∞,∞).

Koristeći prethodno tvrd̄enje pod (f) i teoremu (1.1) dobijamo

ϕ ∗ dψ = ψ(0+)ϕ+ ϕ ∗ Ψ̇ na [0,∞).

Kako je Ψ̇ = ψ̇ na [0,∞) sledi tražena jednakost

ϕ ∗ dψ = ψ(0+)ϕ+ ϕ ∗ ψ̇ na [0,∞).

2

Postavlja se pitanje postojanja i jedinstvenosti Stiltjesovog inverza tj. da li za ϕ postoji jedinstveno
ψ takvo da ϕ ∗ dψ = H. Odgovor na to pitanje dobijamo iz sledećih teorema:

Teorema 1.5. (Stiltjesov inverz) Neka je ϕ ∈ H1. Tada postoji najvǐse jedna funkcija u H1 takva
da:

ϕ ∗ dψ = H na (−∞,∞).

Ako takvo ψ postoji, nazivamo ga Stiltjesovim inverzom funkcije ϕ i pǐsemo ψ = ϕ−1. Šta vǐse,
ako su α, β funkcije iz H0, onda:

α ∗ dϕ = β implicira α = β ∗ dϕ−1.

5



Dokaz. Preptpostavimo da postoje ψ, ω ∈ H1 tako da:

ϕ ∗ dψ = H i ϕ ∗ dω = H,

na osnovu teoreme 1.4 (d) dobijamo:

ϕ ∗ dψ − ϕ ∗ dω = ϕ ∗ d(ψ − ω) = 0.

Koristeći prethodnu jednakost i teoremu 1.4 (e) sledi da ϕ ≡ 0 ili ψ−ω ≡ 0. Kako je ϕ proizvoljna
funkcija iz H1, sledi da ψ = ω. Dalje, neka su α, β ∈ H0 i neka važi α ∗ dφ = β. Primenjujući
tvrd̄enja (c) i (f) teoreme 1.4, dobijamo:

β ∗ dϕ−1 = (α ∗ dϕ) ∗ dϕ−1 = α ∗ d(ϕ ∗ dϕ−1) = α ∗ dH = α.

2

Teorema 1.6. (Postojanje Stiltjesovog inverza) Ako je ϕ ∈ H2, onda je potreban i dovoljan uslov
da postoji ϕ−1 da ϕ(0+) 6= 0.

Dokaz se može pronaći u [GUR], teorema 1.4.

1.3 Frakcioni integrali i izvodi

U poglavlju 4.2 model prostiranja talasa u viskoelastičnim sredinama zasniva se na frakcionom
računu, kako bismo ga razumeli, u ovom poglavlju uvodimo pojmove frakcionih izvoda i integrala,
i Gamma funkcije koja je potrebna za njihovo definisanje.

Definicija 1.10. (Gamma funkcija) Gamma funkciju, u oznaci Γ(z), definǐsemo na sledeći način:

Γ(z) :=

∫ ∞
0

e−ttz−1 dt,

gde je z ∈ C i Re{z} > 0.

Sledećom teoremom prikazaćemo vezu izmed̄u Γ(z) i Γ(z + 1).

Teorema 1.7. Za svako z ∈ C takvo da Re{z} > 0 važi:

Γ(z + 1) = zΓ(z).

Dokaz. Po definiciji imamo da:

Γ(z + 1) = lim
x→∞

∫ x

0

e−ttz dt = lim
x→∞

(
− e−ttz

∣∣∣x
0

+ z

∫ x

0

e−ttz−1 dt
)

= zΓ(z).

2

Posledica 1.1. Za n ∈ N važi Γ(n) = (n− 1)! .

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz teoreme 1.7. 2

U cilju lakšeg dokazivanja odred̄enih osobina gamma funkcije, definǐsemo beta funkciju.

Definicija 1.11. (Beta funkcija) Beta funkciju, u oznaci B(p, q), definǐsemo na sledeći način:

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1 dt,

gde su p, q ∈ C i Re{p} > 0, Re{q} > 0.
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Teorema 1.8. (Veza izmed̄u B i Γ funkcije) Za funkcije B i Γ važi sledeća relacija:

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, p, q ∈ C.

Dokaz. Po definiciji imamo da:

Γ(p)Γ(q) =

∫ ∞
0

tp−1e−t dt

∫ ∞
0

sq−1e−s ds =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

tp−1e−tsq−1e−s dt ds.

Ako uvedemo smenu t = u2, s = v2, dtds = 4uv dudv, dobijamo:

Γ(p)Γ(q) = 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

u2p−1v2q−1e−(u2+v2) du dv.

Neka u = r cosϕ, v = r sinϕ, dudv = r drdϕ, tada:

Γ(p)Γ(q) = 4

∫ π
2

0

∫ ∞
0

e−r
2

r2(p+q)−1 cosϕ2p−1 sinϕ2q−1 drdϕ

= 2

∫ π
2

0

cosϕ2p−1 sinϕ2q−1 dϕ 2

∫ ∞
0

e−r
2

r2(p+q)−1 dr.

Ako primenimo smene s = cos2 ϕ, ds = −2 cosϕ sinϕdϕ i r2 = t, 2r dr = dt, dobijamo:

Γ(p)Γ(q) =

∫ 1

0

sp−1(1− s)q−1 ds

∫ ∞
0

e−ttp+q−1 dt = B(p, q)Γ(p+ q).

2

Definǐsimo sada Riman-Liuvilov frakcioni integral.

Definicija 1.12. (Riman-Liuvilov frakcioni integral) Delovanje Riman-Liuvilovog frakcionog in-
tegrala reda α ∈ R+, u oznaci 0I

t
α, na realnu funkciju f sa nosačem u R+, definǐsemo na sledeći

način:

0I
α
t f(t) :=

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ) dτ, t > 0.

Operator 0I
0
t definǐsemo kao operator indentiteta, tj. 0I

0
tf(t) = f(t).

Pre nego predstavimo osnovne osobine Riman-Liuvilovog frakcionog integrala, definǐsimo karakte-
rističnu funkciju:

χ[a,b](t) =

{
1, t ∈ [a, b],

0, t /∈ [a, b].

Teorema 1.9. Neka su α, β i γ nenegativni realni brojevi, tada važi:

(a) 0I
α
t ◦ 0I

β
t je frakcioni Riman-Liovilov integral reda α+ β (zatvorenost);

(b) 0I
α
t ◦
(

0I
β
t ◦ 0I

γ
t

)
=
(

0I
α
t ◦ 0I

β
t

)
◦ 0I

γ
t (asocijativnost);

(c) 0I
α
t ◦ 0I

β
t = 0I

β
t ◦ 0I

α
t (komutativnost);

gde sa ◦ označavamo kompoziciju ili slaganje operatora.
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Dokaz. a) Po definiciji imamo da:

(
0I
t
α ◦ 0I

t
β

)
ϕ(t) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

1

(t− τ)(1−α)

(∫ τ

0

1

(τ − x)(1−β)
ϕ(x) dx

)
dτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

∫ τ

0

1

(t− τ)(1−α)

1

(τ − x)(1−β)
ϕ(x) dx dτ.

Kako je 0 ≤ τ ≤ t važi:

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

∫ t

0

1

(t− τ)(1−α)

1

(τ − x)(1−β)
ϕ(x)χ[0,τ ](x) dx dτ.

Primetimo da je χ[0,τ ](x) = χ[x,t](τ), ako obrnemo redosled integracije dobijamo:

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

ϕ(x)
(∫ t

x

1

(t− τ)(1−α)

1

(τ − x)(1−β)
dτ
)
dx

Smenom τ = x+ (t− x)r dobijamo:

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

ϕ(x)
(∫ 1

0

1

(t− x)1−(α+β)
(1− r)α−1rβ−1 dr

)
dx

Koristeći definiciju 1.11, sledi da:

1

Γ(α)Γ(β)
B(β, α)

∫ t

0

ϕ(x)
1

(t− x)1−(α+β)
dx.

Primenom teoreme 1.8 sledi željeno tvrd̄enje:

1

Γ(α+ β)

∫ t

0

ϕ(x)
1

(t− x)1−(α+β)
dx = 0I

α+β
t ϕ.

Tvrd̄enja b) i c) slede iz a). 2

Iz prethodnog tvrd̄enja zaključujemo da je
({

0I
α
t

}
α∈R+ , ◦ , 0I

0
t

)
komutativna polugrupa.

Uvedimo sada jednu od osnovnih teorema matematičke analize koju ćemo često koristiti pri dokazi-
vanju drugih teorema.

Teorema 1.10. (Lajbnicovo pravilo) Ako su α(t) i β(t) diferencijabilne funkcije i ako je d
dtf(τ, t)

integrabilna funkcija, onda važi sledeća jednakost:

d

dt

∫ β(t)

α(t)

f(τ, t) dτ = f
(
β(t), t

)
β′(t)− f

(
α(t), t

)
α′(t) +

∫ β(t)

α(t)

d

dt
f(τ, t) dτ.

Dokaz se može pronaći u [PER], posledica 3.3.2.2. str. 98.

Pre nego što definǐsemo frakcioni izvod, u sledećoj teoremi predstavićemo kompoziciju (u smislu
slaganja operatora) klasičnog izvoda i frakcionog integrala.

Teorema 1.11. Ako sa Dn
t definǐsemo klasičan operator diferenciranja po promenljivoj t, tj.

Dn
t := dn

dtn , n ∈ N, važi:

(a)
Dn
t ◦ 0I

n
t f(t) = f(t);
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(b)

0I
n
t ◦Dn

t f(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(0+)
tk

k!
.

Dokaz. a) Koristeći Lajbnicovo pravilo dobijamo sledeće jednakosti:

Dn
t ◦ 0I

n
t f(t) =

dn

dtn

( 1

Γ(n)

∫ t

0

f(τ)(t− τ)n−1 dτ
)

=
dn−1

dtn−1

( 1

Γ(n)

∫ t

0

f(τ)(n− 1)(t− τ)n−2 dτ
)
.

Ponavljajući postupak diferenciranja još n− 2 puta dobijamo:

Dn
t ◦ 0I

n
t f(t) =

d

dt

( 1

Γ(n)

∫ t

0

f(τ)(n− 1)! dτ
)
.

Uzimajući u obzir da je Γ(n) = (n− 1)! i ponovnom primenom Lajbnicovog pravila na prethodnu
jednačinu dobijamo željenu jednakost:

Dn
t ◦ 0I

n
t f(t) = f(t).

b) Dokaz pokazujemo indukcijom. Za k = 1 lako se proverava da tvrd̄enje važi. Pretpostavimo da
važi za k = n, pokažimo da onda trvd̄enje važi i za k = n+ 1:

0I
n+1
t ◦Dn+1

t f(t) =
1

Γ(n+ 1)

∫ t

0

f(τ)(n+1)(t− τ)n dτ.

Primenom parcijalne integracije na prethodnu jednačinu i koristeći indukcijsku hipotezu dobijamo:

0I
n+1
t ◦Dn+1

t f(t) =
1

Γ(n+ 1)

(
f (n)(τ)(t− τ)n

∣∣∣t
0

+

∫ t

0

f (n)(τ)n(t− τ)n−1 dτ
)

= −f (n)(0)
tn

n!
+ f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(0)
tk

k!

= f(t)−
n∑
k=0

f (k)(0)
tk

k!
.

2

Definicija 1.13. (Riman-Liuvilov frakcioni izvod) Delovanje Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda
reda α ∈ R+, u oznaci 0D

t
α, na realnu funkciju f sa nosačem u R+, definǐsemo na sledeći način:

0D
α
t f(t) := Dm

t ◦ 0I
m−α
t f(t), m− 1 ≤ α ≤ m, m ∈ N.

tj.

0D
α
t :=


1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α+1−m dτ, m− 1 ≤ α < m,

dm

dtm
f(t), α = m.

Operator 0D
0
t definǐsemo kao indentički operator, tj. 0D

0
tf(t) = f(t). Ubuduće ćemo identički

operator označavati sa I.

Teorema 1.12. Neka je m− 1 ≤ α ≤ m, m ∈ N, tada važe sledeće jednakosti:
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(a)

0D
α
t ◦ 0I

α
t = Dm

t ◦ 0I
m−α
t ◦ 0I

α
t = Dm

t ◦ 0I
m
t = I

(b)

0D
α
t t
γ =

Γ(γ + 1)

Γ(γ + 1− α)
tγ−α, γ > −1, t > 0.

Dokaz. a) Tvrd̄enje direktno sledi iz definicije, teorema 1.9 a) i 1.11 a).
b) Neka je m− 1 < α ≤ m, m ∈ N. Ako je α = m sledi da:

dm

dtm
tγ = γ · (γ − 1) · ... · (γ −m+ 1)tγ−m

=
Γ(γ + 1)

Γ(γ)
· Γ(γ)

Γ(γ − 1)
· ... · Γ(γ −m+ 2)

Γ(γ −m+ 1)
tγ−m

=
Γ(γ + 1)

Γ(γ −m+ 1)
tγ−m .

Neka je sada m− 1 < α < m. Po definiciji imamo:

0D
α
t t
γ =

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

0

τγ(t− τ)m−1−α dτ.

Ako uvedemo smenu ξ = τ
t , dobijamo:

0D
α
t t
γ =

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ 1

0

tγ+m−αξγ(1− ξ)m−1−α dξ.

Primetimo da je
∫ 1

0
ξγ(1− ξ)m−1−α dξ = B(γ + 1,m− α), dakle:

0D
α
t t
γ =

1

Γ(m− α)
B(γ + 1,m− α)

dm

dtm
tγ+m−α.

Koristeći teoremu 1.8 dobijamo:

0D
α
t t
γ =

Γ(γ + 1)

Γ(γ + 1 +m− α)
(γ +m− α)(γ +m− α− 1) · ... · (γ − α+ 1)tγ−α.

Na osnovu teoreme 1.7, sledi željeno tvrd̄enje:

0D
α
t t
γ =

Γ(γ + 1)

Γ(γ + 1− α)
tγ−α.

2

Posledica 1.2. (Riman-Liuvilov frakcioni izvod jedinice) Ako zapǐsemo jedinicu kao 1 = t0, na
osnovu tvrd̄enja pod b) prethodne teoreme sledi da:

0D
α
t 1 =

t−α

Γ(1− α)
, α ≥ 0, t > 0.

Iskoristimo ovde priliku da spomenemo Kaputov frakcioni izvod.

Definicija 1.14. (Kaputov frakcioni izvod) Delovanje Kaputovog frakcionog izvoda reda α ∈ R+,
u oznaci ∗0D

t
α, na realnu funkciju f čiji je m-ti izvod integrabilan, definǐsemo na sledeći način

∗
0D

t
αf(t) := 0I

m−α
t ◦Dm

t f(t), m− 1 < α ≤ m,

preciznije
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∗
0D

α
t :=


1

Γ(m− α)

∫ t

0

f (m)(τ) dτ

(t− τ)α+1−m , m− 1 < α < m,

dm

dtm
f(t), α = m.

Primetimo da se kod Kaputovog izvoda, za razliku od Riman-Liuvilovog, operator diferenciranja
nalazi unutar integrala. Zbog sličnosti u definisanju, postavlja se pitanje koliko se razlikuju ta dva
operatora i da li postoje funkcije na koje ti operatori imaju jednako dejstvo?

Teorema 1.13. (Veza izmed̄u Kaputovog i Riman-Liuvilovog izvoda) Neka je m − 1 < α ≤ m,
m ∈ N, tada:

∗
0D

α
t f(t) = 0D

α
t

[
f(τ)−

m−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
τk
]
(t).

Dokaz. Koristeći definiciju Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda, desnu stranu prethodne jednačine
možemo zapisati na sledeći način:

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

0

(t− τ)m−α−1
(
f(τ)−

m−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
τk
)
dτ .

Primenom parcijalne integracije dobijamo:

1

Γ(m− α)

dm

dtm

(
− 1

m− α
(t− τ)m−α

(
f(τ)−

m−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
τk
)∣∣∣t
τ=0

+

∫ t

0

1

(m− α)
(t− τ)m−α

(
f (1)(τ)−

m−1∑
k=0

f (k)(0)

(k − 1)!
τk−1

)
dτ
)
.

Imajući u vidu da je prvi sabirak u prethodnoj jednačini jednak nuli, ponovnim diferenciranjem
dobijamo:

1

Γ(m− α)

dm−1

dtm−1

∫ t

0

(t− τ)m−α−1
(
f(τ)−

m−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
τk
)
dτ .

Ponovnom primenom Lajbnicovog pravila dobijamo:

1

Γ(m− α)

dm−1

dtm−1

∫ t

0

1

(m− α)
(t− τ)m−α

(
f (1)(τ)−

m−1∑
k=0

f (k)(0)

(k − 1)!
τk−1

)
dτ .

Ponavljajući ta dva postupka m− 2 puta dobijamo:

1

Γ(m− α)

d

dt

∫ t

0

1

(m− α)
(t− τ)m−α

(
f (m−1)(τ)− f (m−1)(0)

)
dτ .

Konačno, još jednim diferenciranjem dobijamo traženu jednakost:

1

Γ(m− α)

∫ t

0

f (m)(t− τ)m−α−1 d = ∗0D
α
t f(t)τ .

2

Posledica 1.3. Na osnovu prethodne teoreme 1.13 i posledice 1.2, za 0 < α < 1 važi sledeća
jednakost:

∗
0D

α
t f(t) = 0D

α
t f(t)− f(0+)

t−α

Γ(1− α)
= 0D

α
t [f(t)− f(0+)].
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Posledica 1.4. (Kaputov frakcioni izvod jedinice) Koristeći teoremu 1.13 dobijamo sledeću jedna-
kost:

∗
0D

α
t 1 = 0, α > 0.

Teorema 1.14. (Jednakost frakcionih izvoda dve funkcije) Neka su cj, 0 ≤ j ≤ m, proizvoljne
konstante i m− 1 < α ≤ m, m ∈ N, tada

(a)

∗
0D

α
t f(t) = ∗0D

α
t g(t)⇐⇒ f(t) = g(t) +

m−1∑
j=0

cjt
j ;

(b)

0D
α
t f(t) = 0D

α
t g(t)⇐⇒ f(t) = g(t) +

m∑
j=1

cjt
α−j .

Dokaz. (a) (=⇒) Pretpostavimo da važi ∗0D
α
t f(t) = ∗0D

α
t g(t), tada na osnovu definicije Kaputovog

frakcionog izvoda, važi sledeća jednakost:

1

Γ(m− α)

∫ t

0

f (m)(τ)− g(m)(τ)

(t− τ)α+1−m dτ = 0.

Kako su f i g proizvoljne funkcije sledi:

f (m)(t)− g(m)(t) = 0 =⇒ f(t) = g(t) +

m−1∑
j=0

cjt
j .

(⇐=) Pretpostavimo da važi f(t) = g(t) +
∑m−1
j=0 cjt

j . Tada f (m)(t) = g(m)(t) iz čega sledi:
∗
0D

α
t f(t) = ∗0D

α
t g(t).

(b) Pogledati [MAI], str. 8. 2

Definicija 1.15. Definǐsimo kauzalnu distribuciju§, u oznaci Φα, α > 0, na sledeći način:

Φα(t) :=


H(t)

tα−1

Γ(α)
, α > 0

dm

dtm
Φα+m(t), α ≤ 0, α+m > 0, α+m− 1 ≤ 0, m ∈ N.

Teorema 1.15. Delovanje Riman-Liuvilovog frakcionog integrala na funkciju f , možemo zapisati
i na sledeći način:

0I
α
t f(t) = Φα(t) ∗ f(t), α > 0.

Dokaz. Po definiciji imamo da:

Φα(t) ∗ f(t) =

∫ t

0

1

Γ(α)
H(t− τ)(t− τ)α−1f(τ) dτ = 0I

α
t f(t).

2

Teorema 1.16. Delovanje Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda na funkciju f , možemo zapisati
na sledeći način:

0D
α
t f(t) = Φ−α(t) ∗ f(t), α > 0.

§U literaturi se može naići i na naziv kauzalna funkcija, što nije najkorektniji termin, pošto je u pitanju
distribucija, a ne funkcija.
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Dokaz. Po definiciji imamo da:

Φ−α(t) ∗ f(t) =
dm

dtm
Φ−α+m(t) ∗ f(t) =

dm

dtm
1

Γ(α)

∫ t

0

1

(α+ 1−m)
f(t) dτ

=
dm

dtm
◦ 0I

m−α
t f(t) = Dm

t ◦ 0I
m−α
t f(t) = 0D

α
t f(t).

2

1.4 Laplasova transformacija

U ovom delu navodimo samo one definicije i osobine Laplasove transformacije koje će nam biti
potrebne u daljem radu.

Definicija 1.16. (Laplasova transformacija) Neka je f ∈ L1
loc , f(t) = 0, za t < 0 i neka

|f(t)| ≤ Aeγt, t→∞.

Definǐsemo Laplasovu transformaciju za funkciju f :

L
{
f(t); s

}
:=

∫ ∞
0

e−stf(t) dt =: f̃(s), s ∈ C.

Definicija 1.17. Par funkcije i njene Laplasove transformacije označavamo na sledeći način:

f(t)÷ f̃(s).

Teorema 1.17. (Osobine Laplasove transformacije) Direktnom primenom definicije Laplasove
transformacije dolazimo do sledećih formula:

(a) Laplasova transformacija konvolucije

f(t) ∗ g(t)÷ f̃(s)g̃(s);

(b) Laplasova transformacija stepene funkcije

tα ÷ Γ(α+ 1)

sα+1
, α > −1;

(c) Laplasova transformacija standardnog izvoda

Dm
t f(t)÷ smf̃(s)−

m−1∑
k=0

f (k)(0+)sm−1−k,

f (k)(0+) := lim
t→0+

Dk
t f(t);

(d) Laplasova transformacija funkcije Φα

Φα(t)÷ 1

sα
, α > 0;

(e) Laplasova transformacija Riman-Liuvilovog integrala

0I
α
t f(t)÷ f̃(s)

sα
, α > 0.
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(f) Laplasova transformacija Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda

0D
α
t f(t)÷ sαf̃(s)−

m−1∑
k=0

sm−1−kg(k)(0+),

g(k)(0+) := lim
t→0+

Dk
t g(t), g(t) := 0I

m−α
t f(t), m− 1 < α ≤ m.

Ako je m− 1 < α < m dobijamo:

0D
α
t f(t)÷ sαf̃(s);

(g) Laplasova transformacija Kaputovog frakcionog izvoda

∗
0D

α
t f(t)÷ sαf̃(s)−

m−1∑
k=0

sα−1−kf (k)(0+),

f (k)(0+) := lim
t→0+

Dk
t f(t), m− 1 < α ≤ m;

(h) Laplasova transformacija eksponencijalne funckije

eat ÷ 1

s− a
;

(i) Laplasova transformacija Dirakove δ-distribucije

δ ÷ 1.

Dokaz. Dokaze tvrd̄enja (a), (b), (c), (h) i (i) pogledati u knjizi [MUR]. Dokaz tvrd̄enja pod
(d) sledi iz definicije kauzalne funkcije i stavke pod (b), dok se (e) dokazuje pomoću teoreme 1.15,
stavki (a) i (c). Tvrd̄enje pod (f) sledi iz teoreme 1.16 i stavke pod (a). Konačno, (g) sledi iz
teoreme 1.13 i tvrd̄enja pod (f).

Teorema 1.18. (Inverzna Laplasova transformacija) Ako je f̃(s) = L
{
f(t)

}
tada funkciju f(t)

možemo izračunati pomoću inverzne Laplasove transformacije

f(t) = L−1
{
f̃(s); t

}
=

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
estf̃(s) ds,

gde se γ ∈ R bira tako da kompleksna poluravan S := {z : z ∈ C i Re{z} < γ} sadrži sve

singularitete funkcije estf̃(s).

Dokaz. Pogledati u knjizi [KIL], str. 18.

Prethodna teorema se još naziva i Bromovičevom integracionom formulom, a prava p := {z : z ∈
C i Re{z} = γ} Bromovičevom putanjom. U praksi, da bismo izračunali inverznu Laplasovu trans-
formaciju koristimo pomoćnu konturu C1 i Košijevu integralnu formulu

∮
C
f(z)dz = 0, ukoliko

f̃(s)est nema singulariteta (ni polova ni tačaka grananja), važi:

f(t) = lim
R→∞

( 1

2π

∮
C1

estf̃(s) ds− 1

2π

∫
C2

estf̃(s) ds
)
,

gde sa C1 označavamo zatvorenu konturu B − J − K − L − A − B, a sa C2 otvorenu konturu
B − J −K − L−A, slika 1, a).
U slučaju egzistencije tačaka grananja i ukoliko podintegralna funkcija nema polova, koristimo

konturu koja zaobilazi te tačke. Pretpostavimo da funkcija estf̃(s) ima tačku grananja u 0, slika
1, b). Uvedimo sledeće oznake: CR1

za B −D − E; CR2
za L − N − A; CL1

za E −H; CL2
za
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L−K; Cε za H − J −K i C za B −D − E −H − J −K − L−N −A. Funkciju f(t) dobijamo
na sledeći način:

f(t) =

∮
C

−
[ ∫

CR1

+

∫
CR2

+

∫
CL1

+

∫
CL2

+

∫
Cε

]
.

Napomenimo da R → ∞, dakle CR1 i CR2 su orijentisani lukovi kružnice čiji poluprečnik teži
beskonačnosti. Vektori EH i KL su paralelni sa apcisom i teže da se preklope sa njom. Cε je
orijentisani luk kružnice sa poluprečnikom ε > 0, slika 1. b).

Slika 1. a) Kontura korǐsćenja pri računanju inverzne Laplasove transformacije. b) Kontura pri
računanju inverzne Laplasove transformacije u slučaju kada podintegralna funkcija ima singularitet
u tački nula.

Prilikom računanja
∮
C
estf̃(s) ds koristićemo sledeću teoremu:

Teorema 1.19. (Košijeva teorema o reziduumu) Neka je C prosta, zatvorena, pozitivno orijen-
tisana kontura u kompleksnoj ravni i neka funkcija f ima singularitete u tačkama z0, z1,...,zn
unutar te konture. Tada: ∮

C

f(z) dz = 2πi

n∑
k=0

Res(f, zk),

gde Res(f, zk) računamo u zavisnosti od vrste singulariteta koju funkcija f ima u tački zk:

(i) ako je zk otklonljiv singularitet, tada Res(f, zk) = 0;

(ii) ako je zk pol prvog reda, tada Res(f, zk) = limz→zk(z − zk)f(z);

(iii) ako je zk pol m-tog reda, tada

Res(f, zk) =
1

(m− 1)!
lim
z→zk

dm

dzm
(
(z − zk)mf(z)

)
.

Dokaz. Pogledati u knjizi [BAK], str. 115.

15



1.5 Furijeova transformacija

U ovom delu navodimo samo one definicije i osobine Furijeove transformacije koje će nam biti
potrebne u daljem radu.

Definicija 1.18. (Furijeova transformacija) Neka je f integrabilna na R. Tada Furijeovu trans-
formaciju funkcije f definǐsemo na sledeći način:

F
{
f(t); s

}
= f̂(s) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−ist dt, s ∈ R.

Teorema 1.20. Neka je funkcija f integrabilna na R, tada važe sledeće formule:

(a) Furijeova transformacija standardnog izvoda

F
{ dn
dtn

f(t); s
}

= (is)nf̂(s);

(b) diferenciranje Furijeove transformacije

dn

dsn
f̂(s) = F

{
(it)nf(t); s

}
;

(c) Furijeova transformacija konvolucije

F
{
f(t) ∗ g(t); s

}
= f̂ · ĝ;

(d) ako je f̂(s) = F
{
f(t)

}
, tada funkciju f(t) možemo izračunati pomoću inverzne Furijeove

transformacije:

f(t) = F−1
{
f̂(s); t

}
=

1

2π

∫
R
eistf̂(s) ds.

Dokaz. Dokazi prethodnih tvrd̄enja se mogu pronaći u knjizi [TEO].
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2 Elementi mehanike kontinuuma

Da bismo napravili matematički model koji opisuje mehaniku deformacije, npr. kako opisati
skraćenje viskoelastičnog štapa prilikom konstantnog sabijanja ili izduženje viskoelastične opruge
usled tereta okačenog na jedan njen kraj, uvodimo sledeće fizičke veličine:

• napon – opisuje delovanje sile po zamǐsljenoj površi unutar tela;

• deformacija – opisuje promenu oblika i veličine tela usled delovanja sile;

• pomeraj – opisuje promenu položaja čestica u telu.

Povezanost izmed̄u ovih veličina izražavamo preko sledećih jednačina:

• jednačina kretanja – veza izmed̄u napona i pomeraja: opisuje kako sila utiče na kretanje
materijalnih tačaka unutar tela;

• geometrijska jednačina – opisuje vezu izmed̄u deformacije i pomeraja;

• konstitutivna jednačina – opisuje reakciju materijala na dejstvo sile: povezuje napon i
deformaciju.

U narednim poglavljima rešavaćemo navedene jednačine, a da bismo imali potpunu sliku o njima,
uvodimo početne i granične uslove:

• početni uslovi – ponašanje napona, izduženja i ostalih parametara pre deformacije i dejstva
sile na telo;

• granični uslovi – ponašanje napona, izduženja i ostalih parametara na rubu tela.

U našim sistemima početni i granični uslovi biće unapred zadati. Može biti od interesa i asimptot-
sko ponašanje sistema (jednačine ravnoteže): ponašanje napona, deformacije i drugih parametara
kada t→∞.

2.1 Geometrijska jednačina i tenzor deformacije

Prilikom dejstva sile dovoljno velikog inteziteta na čvrsto telo dolazi do promene zapremine i
oblika tog tela, što opisujemo položajem materijalnih tačkaka tog tela u referentnoj konfiguraciji
(početnom trenutku) i trenutnoj konfiguraciji. Jezikom matematike rečeno:

u = x′ − x, ¶

gde je x radijus vektor materijalne tačke krutog tela pre dejstva sile, a x′ radijus vektor položaja
materijalne tačke pod dejstvom sile, dok veličinu u nazivamo pomerajem. Ako nam je poznata
funkcija pomeraja u, znamo kako se telo deformǐse prilikom dejstva sile.

U cilju opisivanja deformacije, posmatrajmo kako se menja rastojanje izmed̄u dve bliske tačke,
označimo ih sa P (x1, x2, x3) i Q(x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3), i pretpostavljamo da se one
nalaze u referentnoj konfiguraciji. Ako sa dl označimo rastojanje izmed̄u P i Q, tada je dl2 =
dx2

1 + dx2
2 + dx2

3. Dalje, neka radijus vektori tačaka P i Q u trenutnoj konfiguraciji imaju
P ′(x′1, x

′
2, x
′
3) i Q′(x′1 +dx′1, x

′
2 +dx′2, x

′
3 +dx′3), redom. Označimo sa dl′ rastojanje izmed̄u tačaka

P ′ i Q′, tada je dl′
2

= dx′1
2

+ dx′2
2

+ dx′3
2
. Nas zanima promena kvadrata rastojanja izmed̄u

tačaka P i Q: dl′2 − dl2.

¶Podsećamo da vektore označavamo podebljanim slovom, dok njegove komponente pǐsemo istim (nepodebl-
janim) slovom i indeksiramo prema koordinatama, npr. u = (u1, u2, u3).
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Primetimo da vektor pomeraja u možemo posmatrati kao funkciju od x, tj. u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)).
Uočimo da važi:

x′i = ui(x) + xi i dui =
∑
j

∂ui
∂xj

dxj ,

iz čega sledi:

dx′i =
∑
j

∂ui
∂xj

dxj + dxi i dx′i
2

=
∑
k

∑
j

∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

dxj dxk + 2
∑
j

∂ui
∂xj

dxj dxi + dx2
i .

Tada je:

dl′2 − dl2 =
∑
i

(
dx′2i − dx2

i

)
=
∑
i

∑
k

∑
j

∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

dxj dxk + 2
∑
i

∑
j

∂ui
∂xj

dxj dxi.

Ako kod drugog sabirka u prethodnoj jednačini indeks i zamenimo sa k, dobijamo:

dl′2 − dl2 =
∑
i

∑
k

∑
j

∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

dxj dxk + 2
∑
k

∑
j

∂uk
∂xj

dxj dxk

=
∑
i

∑
k

∑
j

( ∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

+ 2
∂uk
∂xj

)
dxj dxk

=
∑
k

∑
j

∑
i

( ∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xj

+
∂uj
∂xk

)
dxj dxk.

Ako označimo εjk = 1
2

∑
i

( ∂uj
∂xk

+ ∂uk
∂xj

+ ∂ui
∂xk

∂ui
∂xj

)
, onda imamo:

dl′2 − dl2 = 2
∑
k

∑
j

εjkdxjdxk.

Tenzor εjk nazivamo tenzorom deformacije. Primetimo da je tenzor deformacije simetričan, i ako
su u pitanju veoma male deformacije poslednji sabirak se može zanemariti, pošto je za red veličine
manji od prva dva:

εjk =
1

2

(∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

)
. (6)

Primer 2.1. Ako modeliramo naš sistem u jednoj dimenziji, jednačina (6) postaje:

ε =
∂u

∂x
. (7)

U narednim poglavljima opisivaćemo deformacije u jednoj dimenziji, pa ćemo za geometrijsku
jednačinu koristiti (7).

2.2 Jednačina kretanja i tenzor napona

Unutrašnje sile i spregove koji ,,drže oblik tela” nazivamo unutrašnjim naponom ili samo naponom
tela. Kada na telo ne dejstvuju nikakve sile, njegovi molekuli se nalaze u termodinamičkoj
ravnoteži, što znači da ne postoji razmena energije izmed̄u njih. Prilikom delovanje spoljašnje
sile na telo, dolazi do deformacije i promene napona u njemu: stanje ravnoteže se narušava i
med̄umolekulske sile teže da vrate telo u stanje ravnoteže (pogledati [LAN]). U teoriji linearno
viskoelastičnih sredina med̄umolekulske sile su kratkog dometa i zanemarljive u odnosu spoljašnje
sile, pa ih nećemo uzimati u obzir u našim modelima. Prethodni stav omogućuje upotrebu Košijeve
i Ojlerove leme (pogledati [ATA]):
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Lema 2.1. Na svakoj zamǐsljenoj, presečnoj površi unutar tela, med̄usobno dejstvo presekom
razdvojenih delova može se izraziti neprekidno raspored̄enim silama i momentima po presečenoj
površi.

Neka je dato telo B. U cilju opisivanja unutrašnjeg napona u telu, zamislimo da smo ga po površi
S presekli na dva dela, B1 i B2 (slika 2).

Slika 2. Rezultanta sila ∆F i površinskih momenata ∆M koji deluju na površ S u tački A.
Granični slučaj lim∆A→0

∆F
∆A predstavlja silu napona u tački P na površ S. Pri tome smo uzeli

da lim∆A→0
∆M
∆A = 0.

Potom uklonimo jedan deo, npr. B2. Ako sa P označimo proizvoljnu tačku na površi S, onda
napon u toj tački, koji je posledica delovanja dela B2 na deo B1, označavamo sa σn i definǐsemo
na sledeći način:

σn = lim
∆A→0

∆F

∆A
, (8)

gde sa ∆A označavamo delić površine koji sadrži tačku P , a sa ∆F ‖ označavamo rezultantu
vektora svih sila kojim deo B2 deluje na deo B1. Primetimo da, ako bismo posmatrali napon u
istoj tački P , ali u slučaju kad deo B1 deluje na deo B2, na osnovu trećeg Njutnovog zakona∗∗

dobili bismo jednačinu (8) ali suprotnog znaka, tj.

σn = − lim
∆A→0

∆F

∆A
.

Telo B u tački P možemo preseći na beskonačno mnogo načina. Na osnovu prethodne konsta-
tacije, zaključujemo da zavisno od izabrane površi, u tački P postoji beskonačno mnogo naponskih
stanja; zbog toga koristimo oznaku σn , gde indeks n označava jedinični vektor normale na površ
u odnosu na koju se posmatra napon.

Pokazaćemo da svi vektori nisu med̄usobno nezavisni, tj. da vektori napona za tri med̄usobno no-
rmalne ravni u potpunosti odred̄uju naponsko stanje u nekoj tački. Jedinične vekore koordinatnih
osa označavamo sa: ei , i = 1, 2, 3. Sa σi označavamo napon koji deluje na površinu odred̄enom
vektorom ei. Vektor σi možemo razložiti na bazne vektore:

σi =
∑
j

σijej (9)

Pošto su vekori ei ortonormirani, ako jednačinu (9) skalarno pomnožimo sa ek dobijamo

σi · ek = σik.

‖Na osnovu leme Košija i Ojlera F je neprekidna funkcija.
∗∗Zakon akcije i reakcije: sila kojom jedno telo deluje na drugo telo, jednaka je po intenzitetu i pravcu sili kojom

drugo telo deluje na prvo telo, ali je suprotnog smera.
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Matricu [σij ] nazivamo tenzorom napona. Primetimo da je prvi indeks odred̄en površinom na koju
napon deluje, a drugi projekcijom tog napona na koordinatnu osu, slika 3.

Pokazaćemo da matrica [σij ] u potpunosti odred̄uje stanje napona σn za bilo koji jedinični vektor
n. Neka je:

σn =
∑
i

σinei

opisuje naponsko stanje u tački P u pravcu jediničnog vektora n. Konstruǐsimo tetreaedar
P KM N , tako da tačke M , N , K pripadaju koordinatnim osama x1, x2, x3, redom, i da je
stranica M N K normalna na vektor n, slika 4.
Ako n = niei tada ni = cos∠(n, ei) i važi n2

1 + n2
2 + n2

3 = 1. Ako sa dAi označimo stranicu
tetreadra koja je normalna na koordinatu xi tada

dAi = nidA, (10)

gde sa dA označavamo stranicu KM N . Na tetreadar deluju zapreminske sile fdV i površinske
sile σndA−σ1dA1−σ2dA2−σ3dA3. Ako pretpostavimo da se tetreadar nalazi u stanju ravnoteže
dobijamo sledeću jednačinu

σndA− σ1dA1 − σ2dA2 − σ3dA3 + fdV = 0. (11)

Slika 3. Komponente tenzora napona.

Ako sa h označimo visinu tetreadra onda je dV = h
3dA. Ako jednačinu (11) podelimo sa dA

dobijamo:

σn − σ1
dA1

dA
− σ2

dA2

dA
− σ3

dA3

dA
+ f

h

3
= 0.

Koristeći (10) i posmatrajući granični slučaj kad h→ 0 dobijamo

σn − σ1n1 − σ2n2 − σ3n3 = 0.

Ako prethodnu jednačinu pomnožimo skalarno sa ei dobijamo

σin = σ1in1 + σ2in2 + σ3in3.
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Dakle, izrazili smo σn preko tenzora napona [σij ].

Slika 4. Komponente napona ,,koordinatnog tetraedra” nad ravni MNK koja je odrd̄ena nor-
malom n u tački P

.

Tokom deformacije dolazi do promene naponskog stanja u telu. Promenu napona možemo razložiti
po koordinatnim osama. Na primer, da bismo opisali promenu naponskog stanja po koordinati
x1, posmatraćemo komponente tenzora napona dσi1, jer one opisuju promenu napona u pravcu
x1, na stranici upravnoj na vektor i, slika 5.

Slika 5. Promena napona po koordinati x1.

Dakle, dσ21 možemo zapisati na sledeći način:

dσ21 = σ21(x1, x2 + dx2, x3)− σ21(x1, x2, x3) =
∂σ21

∂x2
dx2.

Označimo sa f1 komponentu zapremenske sile koja deluje u pravcu x1 koordinate. Tada dejstvo
svih sila u pravcu x1 ose možemo izraziti jednačinom
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[
σ11 +

∂σ11

∂x1
dx1 − σ11

]
dx2dx3 +

[
σ21 +

∂σ21

∂x2
dx2 − σ21

]
dx1dx3

+
[
σ31 +

∂σ31

∂x3
dx3 − σ31

]
dx1dx2 + f1dx1dx2dx3 = 0.

Deljenjem prethodne jednačine zapreminskim elementom dV = dx1dx2dx3 dobijamo

∂σ11

∂x1
+
∂σ21

∂x2
+
∂σ31

∂x3
+ f1 = 0.

Primenjujući sličan rezon na sume svih sila po pravcima x1 i x2, dobijamo sistem jednačina∑
i

∂σij
∂xi

+ fj = 0. (12)

Ako zanemarimo zapreminske sile, a dejstvo spoljašnje sile zapǐsemo kao ρüjdV gde ρ predstavlja
gustinu tela ††, jednačina (12) postaje ∑

i

∂σij
∂xi

= ρ
∂2uj
∂t2

. (13)

Prethodnu jednačinu (13) nazivamo jednačinom kretanja.

Primer 2.2. Ako modeliramo naš sistem u jednoj dimenziji, jednačina (13) postaje

∂σ

∂x
= ρ

∂2u

∂t2
. (14)

2.3 Konstitutivna jednačina

Konstitutivna jednačina prikazuje vezu izmed̄u napona i deformacije, ona zavisi od svojstva samog
materijala i opisuje kako se telo deformǐse tokom vremena prilikom dejstva sile i nakon njenog
prestanka. Čvrste materijale na osnovu načina na koji se deformǐsu prilikom delovanja konstantne
sile na njih, slika 6, možemo grubo svrstati u dva granična slučaja:

• elastične – tokom dejstva sile javlja se deformacija koja je proporcijalna naponu i nezavisna
od vremena, odmah nakon prestanka dejstva sile telo se vraća u početan oblik.

• plastične – nakon prestanka dejstva sile javlja se trajna deformacija; kod mnogih plastičnih
materijala na početku dejstva sile dolazi do povećanja deformacije, ali nakon nekog vremena
ona postaje konstantna.

Većina materijala nije potpuno elastična, a nije ni potpuno plastična. Neretko nailazimo na ma-
terijale koji na početku dejstva sile pokazuju elastična svojstva, ali ako se ono nastavi, dolazi do
sporog i postepenog povećanja deformacije, a nakon prestanka dejstva sile deformisano telo teži
da se vrati u početan oblik, slika 6. Takve materijale nazivano viskoelastičnim materijalima.
Primetimo da, u njihovom slučaju, deformacija vremenski zavisna promenljiva.

Na osnovu prethodne konstatacije, možemo zapisati σ(t) = F
[
ε(t)

]
, gde je F transformacija koja

zavisi od napona, ali i vremena. U ovom radu ćemo se fokusirati na talase koji se prostiru u
viskoelastičnim materijalima, čije konstitutivne relacije zadovoljavaju sledeću jednačinu:

F
[
c1ε+ c2ε2

]
= c1F

[
ε1

]
+ c2F

[
ε2

]
. (15)

††Ovde smo koristili Drugi Njutnov zakon: ubrzanje tela srazmerno je sili koja deluje na njega, a obrnuto
srazmerno masi tela.
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Takve materijala nazivamo linearno viskoelastičnim materijalima, dok jednačinu (15) nazi-
vamo Bolcmanovim principom superpozicije. Da bismo opisali linearno viskoelastične materijale,
potrebni su nam pojmovi poput puzanja i relaksacije.

Slika 6. Različiti odzivi materijala tokom delovanja konstatnog napona i tokom njegovog
prestanka (adaptirano prema [FIN]).

2.3.1 Puzanje

Puzanje opisuje sporu i neprekidnu deformaciju materijala tokom vremena usled dejstva kon-
stantne sile. Postoje tri osnovna stadijuma puzanja: prvi, nastanak deformacije materijala; drugi,
konstantno povećavanje deformacije; treći, naglo povećanje deformacije koja dovodi do frakture
materijala, slika 7. Puzanje matematički opisujemo funkcijom puzanja, a označamo sa J(t). Pos-
matrajuću sliku 7, možemo zaključiti da je J neopadajuća funkcija za t > 0. Takod̄e, kako na telo
ne deluju nikakve sile pre početka merenja J ≡ 0 za t < 0.

Slika 7. Faze puzanja.

23



Slika 8. Funkcija relaksacije G(t).

2.3.2 Relaksacija napona

Relaksacija napona opisuje napon u viskoelastičnom materijalu tokom vremena kao odgovor na
iznenadnu, a potom i konstantnu deformaciju. Usled konstantne deformacije dolazi do relaksacije
materijala, tj. do opadanja napona, slika 8.
Relaksaciju napona matematički opisujemo funkcijom relaksacije, a označamo sa G(t). Kao što je
pokazano na slici 8, G je nerastuća funkcija za t > 0. Slično kao i kod funkcije puzanja, uvodimo
sledeću restrikciju: G ≡ 0 za t < 0.

2.4 Matematička postavka konstitutivne jednačine

Kao i u prethodnim poglavljima, napon označavamo sa σ(x, t), a deformaciju sa ε(x, t), gde je
x prostorna∗, a t vremenska koordinata. Zbog jednostavnosti zapisa pisaćemo σ(t) i ε(t). Od
funkcija napona, deformacije, puzanja i relaksacije, zahtevaćemo da ispunjavaju najmanje sledeće
osobine (pogledati [BOR]):

(i) σ ∈ H0;

(ii) ε ∈ H0;

(iii) J ∈ R(σ) na [0,∞)†;

(iv) J ∈ H0;

(v) J(0+) ≤ J(t1) ≤ J(t2) ≤ ... ≤ J(+∞), gde je 0+ ≤ t1 ≤ ... ≤ tn ...

(vi) G ∈ R(ε) na [0,∞);

(vii) G(0+) ≥ G(t1) ≥ G(t2) ≥ ... ≥ G(+∞), gde je 0+ ≤ t1 ≤ ... ≤ tn ...

(viii) G ∈ H0.

∗U ovom i u narednim poglavljima, opisujemo ponašanje materijala u jednoj dimenziji.
†Videti definiciju 1.6.
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Definicija 2.1 (Integral relaksacije). U teoriji linearno viskoelastičnih sredina napon definǐsemo
na sledeći način:

σ(t) =

∫ +∞

−∞
G(t− τ) dε(τ). (16)

Integral (16) nazivamo reprezentacijom relaksacije.

Definicija 2.2. (Integral puzanja) U teoriji linearno viskoelastičnih sredina deformaciju definǐsemo
na sledeći način:

ε(t) =

∫ +∞

−∞
J(t− τ) dσ(τ). (17)

Integral (17) nazivamo reprezentacijom puzanja.

Teorema 2.1. Integral reprezentacije relaksacije (16) možemo zapisati preko Rimanove konvolu-
cije

σ = G ∗ dε.

Dokaz. Kako ε i G pripadaju prostoru H0 važi:

σ(t) =

∫ +∞

−∞
G(t− τ) dε(τ) =

∫ t

0

G(t− τ) dε(τ) = G ∗ dε. (18)

2

Teorema 2.2. Integral reprezentacije puzanja (17) možemo zapisati preko Rimanove konvolucije

ε = J ∗ dσ.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu prethodne teoreme. 2

Teorema 2.3. Napon i izduženje definisani preko jednačina (16) i (17) zadovoljavaju Bolcmanov
princip superpozicije (15).

Dokaz. Dokazaćemo samo da linearna superpozicija deformacije odgovora linearnoj superpoziciji
napona (analogno se dokazaje i obrnuto, da linearna superpozicija napona odgovara linearnoj
superpoziciji deformacije). Definǐsimo ukupnu deformaciju sa

ε =

n∑
i=1

biεi, (19)

gde su bi proizvoljne konstante nezavisne od vremena. Neka je σi = G ∗ εi i σ =
∑
biσi, treba da

pokažemo da važi σ = G ∗ ε.
Koristeći osnovne osobine operatora Rimanove konvolucije‡, imamo da:

σ =

n∑
i=1

biσi =

n∑
i=1

bi(G ∗ dεi) = G ∗ d
( n∑
i=1

biεi

)
= G ∗ ε,

2

Uvodimo sledeće oznake:

(i) J̊ := J(0+) početno puzanje;

‡Pogledati teoremu 1.4.
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(ii) Je := J(+∞) ravnotežno puzanje;

(iii) G̊ := G(0+) početna relaksacija;

(iv) Ge := G(+∞) ravnotežna relaksacija.;

(v) σ̊ = σ(0+) početni napon;

(vi) ε̊ = ε(0+) početna deformacija.

Teorema 2.4. Ako σ(t), ε(t) ∈ H1 tada:

(a) ε(t) = σ̊J(t) +

∫ t

0

J(t− τ)σ̇(τ) dτ ;

(b) σ(t) = ε̊G(t) +

∫ t

0

G(t− τ)ε̇(τ) dτ ;

(c) G(t) ∈ H1;

(d) J(t) ∈ H1;

(e) σ(t) = G̊ε(t) +

∫ t

0

Ġ(t− τ)ε(τ) dτ ;

(f) ε(t) = J̊σ(t) +

∫ t

0

J̇(t− τ)σ(τ) dτ.

Dokaz. Tvrd̄enja (a) i (b) su posledica teorema 2.1, 2.2 i teoreme 1.4 pod (g). Tvrd̄enja (c) i (d)
slede iz tvrd̄enja (b) i (a), redom. Tvrd̄enja (e) i (f) se dobijaju primenom parcijalne integracije
na tvrd̄enja (c) i (d), redom. 2

Funkcije Ġ i J̇ se nazivaju stopom relaksacije i stopom puzanja, redom.

Primer 2.3. Ako za funkciju puzanja izabaremo Hevisajdovu funkciju, J ≡ H, veza izmed̄u
napona i izduženja postaje:

ε(t) = J̊σ(t).

Primer 2.4. Ako definǐsemo funkciju puzanja sa J(t) = t, veza izmed̄u napona i izduženja postaje:

ε(t) = J̊σ(t) +

∫ t

0

σ(τ) dτ =⇒ ε̇(t) = J̊ σ̇(t) + σ(t).

Teorema 2.5. Neka je G ∈ H2 i neka G̊ 6= 0. Tada G ima Stiltjesov inverz G−1. Dalje, ako
stavimo J = G−1, dobijamo:

(a) za svako σ ∈ H0 postoji jedinstveno ε ∈ H0 tako da σ = ε ∗ dG;

(b) ε ∈ H0 i σ = ε ∗ dG implicira ε = σ ∗ dJ ;

(c) J zadovoljava jednačinu
J ∗ dG = H,

tako da za sve t ∈ [0,∞) važi

G̊J(t) +

∫ t

0

Ġ(t− τ)J(τ) dτ = 1; (20)

(d) ako su G(t), J(t) ∈ O(es0t) kada t→∞ za neko s0 > 0, tada

G̃(s)J̃(s) =
1

s2
,

za sve s ∈ C, Re(s) > s0.
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Dokaz. Postojanje G−1 sledi iz direktno iz teoreme 1.6, dok tvrd̄enje (b) sledi iz teoreme 1.5. Da
bismo dokazali (a), definǐsimo ε na sledeći način: ε = σ ∗ dG−1. Tada zbog dela (a) teoreme 1.4
ε ∈ H0, a zbog teoreme 1.5 σ = ε ∗ dG. Tvrd̄enje (c) sledi iz teoreme 1.5 i dela pod (g) teoreme
1.4. Na kraju, tvrd̄enje (d) dobijamo primenom Laplasove transformacije na jednačinu 20:

G̊J̃(s) + J̃(s)(s− G̃(s)− G̊) =
1

s
,

2

2.5 Diferencijalna forma konstitutivne jednačine

Definicija 2.3. Definǐsimo operatore P (D) i Q(D) na sledeći način:

P (D) =

N∑
k=0

pkD
k i Q(D) =

N∑
k=0

qkD
k, (21)

gde sa D označavamo operator diferenciranja po vremenu, tj. Dkf = f (k).

Teorema 2.6. Neka su ϕ,ψ ∈ HN , N ≥ 1 i definǐsimo ξ kao

ξ = ϕ ∗ dψ na (−∞,∞).

Tada je ξ ∈ HN i važi

ξ(N) = ψ̊ϕ(N) +

N∑
n=1

ϕ̊(N−n)ψ(n) + ϕ(N) ∗ ψ(1) na [0,∞).

Dokaz. Neka N = 1. Na osnovu teoreme 1.4 pod (a) sledi da ξ ∈ H1, a iz (g) sledi da

ξ = ψ̊ϕ+ ϕ ∗ ψ(1) na [0,∞).

Primenjujući operator diferenciranja na prethodnu jednačinu dobijamo

ξ = ψ̊ϕ(1) + ψ̊(1)ϕ+ ϕ(1) ∗ ψ(1) na [0,∞).

Indukcijom se tvrd̄enje dokazuje za N > 1. 2

Lema 2.2. Neka su ar, br−1, cr−1, r = 1, 2, ..., N , konstante. Tada

N∑
r=k

br−k

N∑
n=r

ancn−r =

N∑
r=k

ar

r−k∑
m=0

cr−k−mbm, (k = 1, 2, ..., N).

Dokaz. Kako tvrd̄enje važi za N = 1, za N > 1 dokaz se pokazuje indukcijom. 2

Lema 2.3. Neka je G ∈ HN (N ≥ 1) i neka su pr, qr realne konstante, tako da pN 6= 0. Tada:

(a)

qr =

N∑
n=r

pnG̊
(n−r) (r = 1, ..., N) (22)

ekvivalentno je sa:

G̊ =
q1

p1
za N = 1,

G̊ =
qN
pN

, G̊(r) =
1

pN

[
qN−r −

r−1∑
k=0

pN−r+kG̊
(k)
]

(r = 1, 2, ..., N) za N > 1;

(23)
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(b) ako σ, ε ∈ HN i σ = ε ∗ dG, imamo da

σ̊(k) =

k∑
r=0

G̊(k−r)ε̊(r) (k = 0, 1, ..., N); (24)

(c) (23) i (24) implicira

N∑
r=k

prσ̊
(r−k) =

N∑
r=k

qr ε̊
(r−k) (k = 1, 2, ..., N); (25)

(d) (25) i (23) implicira (24).

Dokaz.

(a) Za N = 1 tvrd̄enje očigledno važi. Definǐsimo r = N − k i uvrstimo u jednačinu (22), tada
dobijamo

qN−k =

N∑
n=N−k

pnG̊
(n−N+k) =

k∑
n=0

pn+N−k G̊
(n)

iz čega sledi (23). Slično se dokazuje i obrnuta implikacija.

(b) Na osnovu tvrd̄enja 2.6 imamo da

σ(k) = G̊ε(k) +

k∑
r=1

ε(k−r)G(r) + ε(k) ∗G(1),

imajući u vidu da je a ∗ b
∣∣
t=0

= 0, dobijamo:

σ̊(k) =

k∑
r=0

G̊(k−r)ε̊(r) (k = 1, 2, ..., N).

(c) Na osnovu dela pod (a) imamo:

N∑
r=k

qr ε̊
(r−k) =

N∑
r=k

( N∑
n=r

pnG̊
(n−r)

)
ε̊(r − k) ,

koristeći (24) i lemu 2.2 dobijamo (25).

(d) Za N = 1 tvrd̄enje važi. Dokažimo za N > 1. Na osnovu dela pod (a) i (25) imamo da:

N∑
r=k

prσ̊
(r−k) =

N∑
r=k

ε̊(r−k)
N∑
n=r

pnG̊
(n−r) (k = 1, 2, ..., N).

Primenjujući lemu 2.2 na prethodnu jednačinu dobijamo:

N∑
r=k

prσ̊
(r−k) =

N∑
r=k

pr

r−k∑
m=0

G̊(r−k−m)ε̊(m), (26)

gde k = 1, ..., N i n = 0, ..., N − 1. Kako su ε, σ,G proizvoljne funkcije iz klase HN , da bi
jednakost (26) važila, treba da:
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σ(r−k) =

r−k∑
m=0

G̊(r−k−m)ε̊(m),

za n := r − k dobijamo željenu jednakost. 2

Lema 2.4. Neka G, ε ∈ HN , N ≥ 1, tako da važi P (D)G = q0 na (0,∞). Neka

σ = ε ∗ dG na (−∞,∞).

Tada je σ ∈ HN i važi

P (D)σ = q0ε+

N∑
r=1

ε(r)
N∑
n=r

pnG̊
(n−r).

Dokaz. Da σ pripada klasi HN sledi iz tvrd̄enja 2.6. Na osnovu istog tvrd̄enja i dela (b) i (g)
teoreme 1.4, dobijamo:

P (D)σ =

N∑
k=0

pk
(
G(k)ε̊+G(k) ∗ ε̊(1)

)
+

N∑
k=1

pk

k∑
r=1

G̊(k−r)ε(r) na (0,∞).

Koristići osobinu distributivnosti Rimanove konvolucije, teoremu 1.2 pod (d), dobijamo:

P (D)σ = ε̊

N∑
k=0

pkG
(k) +

( N∑
k=0

pkG
(k)
)
∗ ε(1) +

N∑
k=1

pk

k∑
r=1

G̊(k−r)ε(r) na (0,∞).

Kako je iz uslova leme P (D)G = q0, imamo da:

P (D)σ = ε̊q0 + q0 ∗ ε(1) +

N∑
k=1

pk

k∑
r=1

G̊(k−r)ε(r) na (0,∞).

Kako je ε̊q0 + q0 ∗ ε(1) = q0ε i koristeći lemu 2.2, dobijamo:

P (D)σ = q0ε+

N∑
r=1

ε(r)
N∑
n=r

pnG̊
(n−r).

2

Teorema 2.7. Neka su σ, ε ∈ HN (N ≥ 1) i neka važi σ = ε ∗ dG. Dalje, neka funkcija G ima
sledeće osobine: G ∈ HN i postoje realne konstante q0, p0, ..., pN tako da P (D)G = q0 na (0,∞).
Tada:

(a) σ i ε zadovoljavaju sledeću diferencijalnu jednačinu

P (D)σ = Q(D)ε na (0,∞),

gde je

qr =

N∑
n=r

pnG̊
(n−r) (r = 1, 2, ..., N);

(b) σ i ε zadovoljavaju sledeće početne uslove

N∑
r=k

prσ̊
(r−k) =

N∑
r=k

qr ε̊
(r−k) (r = 1, 2, ..., N).
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Dokaz.

(a) Kako uslovi ove teoreme zadovoljavaju i uslove prethodne leme 2.4, za qr =
∑N
n=r pnG̊

(n−r)

važi P (D)σ = Q(D)ε.

(b) Tvrd̄enje sledi iz leme 2.3. 2

Definicija 2.4. (Parovi diferencijalnih operatora reda N) Ako u (21) važi

pN 6= 0 ili qN 6= 0,

tada se za par diferencijalnih operatora [P (D), Q(D)] kaže da je reda N . Ako je pN 6= 0 kažemo
da [P (D), Q(D)] pripadu tipu relaksacije, a ako je qN 6= 0 kažemo da pripada tipu puzanja.

Definicija 2.5. Neka je [P (D), Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N ≥ 1 i neka G, σ, ε ∈
HN .

(a) Kažemo da [P (D), Q(D)] pripada funkciji relaksacije G ako

σ = ε ∗ dG na (−∞,∞) (27)

implicira

P (D)σ = Q(D)ε na (0,∞) i

N∑
r=k

prσ̊
(r−k) =

N∑
r=k

qr ε̊
(r−k), (28)

gde k = 1, 2, ..., N .

(b) Kažemo da funkcija G pripada paru diferencijalnih operatora [P (D), Q(D)] ako (28) implicira
(27).

Teorema 2.8. Neka je [P (D), Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N ≥ 1 i neka σ, ε ∈ HN .
Ako [P (D), Q(D)] pripada funkciji relaksacije G, tada:

(a) za funkciju G važi:

1. P (D)G = q0 na (0,∞),

2. P (D)σ = Q(D)ε na (0,∞), gde je qr =
∑N
n=r pnG̊

(n−r);

(b) [P (D), Q(D)] je tip relaksacije.

Dokaz.

(a) Neka ε = h i σ = G. Kako je h neutralni element za Riman-Stiltjesovu konvoluciju§ sledi da
σ = G ∗ dε, a na osnovu komutativnosti¶ dobijamo: σ = ε ∗ dG. Pošto ovako definisani σ, ε
pripadaju prostoru HN i kako [P (D), Q(D)] pripada funkciji relaksacije G, važi:

P (D)G = Q(D)h = q0.

Kako su sa prethodnom jednačinom zadovoljeni svi uslovi teoreme 2.7, važi:

P (D)σ = Q(D)ε na (0,∞), gde je qr =

N∑
n=r

pnG̊
(n−r).

(b) Treba pokazati da pN 6= 0. Kako je [P (D), Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N , tada
pn 6= ili qn 6= 0. Primetimo da je slučaj pn = 0 i qn 6= 0 nemoguć zbog qn = pnG̊. 2

§Videti teoremu 1.4, (f).
¶Videti teoremu 1.4, (b).
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Teorema 2.9. Neka je [P (D), Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N ≥ 1. Tada postoji
funkcija relaksacije G ∈ HN koja pripada [P (D), Q(D)] ako i samo ako je [P (D), Q(D)] tip
relaksacije. Šta vǐse, ako takva funkcija G postoji, ona je jedinstvena i pripada prostoru H∞, i
predstavlja rešenje diferencijalne jednačine

P (D)G = q0, na (0,∞),

date sa početnim uslovima

G̊ =
q1

p1
za N = 1,

G̊ =
qN
pN

, G̊(r) =
1

pN

[
qN−r −

r−1∑
k=0

pk−r+N G̊
(k)
]

(r = 1, 2, ..., N − 1) za N > 1.

Dokaz. Videti u [GUR], teorema 4.4.

Teorema 2.10. Neka je [P (D), Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N ≥ 1. Ako je u pitanju
par relaksacije (pn 6= 0), onda za svako ε ∈ HN odgovara tačno jedno σ ∈ HN tako da važi:

1. P (D)σ = Q(D)ε na (0,∞),

2.
∑N
r=k prσ̊

(r−k) =
∑N
r=k qr ε̊

(r−k) (k = 1, 2, ..., N).

Dokaz. Videti u [GUR], teorema 4.6.

Teorema 2.11. Neka je P (D), Q(D) par diferencijalnih operatora reda N ≥ 1. Neka su ε, σ ∈ HN

i neka zadovoljavaju

1. diferencijalnu jednačinu: P (D)σ = Q(D)ε na (0,∞),

2. početne uslove:
∑N
r=k prσ̊

(r−k) =
∑N
r=k qr ε̊

(r−k) za k = 1, 2, ..., N .

.
Dalje, neka su σ(t) i ε(t) reda O(es0t) kad t→∞ za neku konstantu s0. Tada

P (s)σ̃(s) = Q(s)ε̃(s),

za sve s ∈ C, Re(s) > s0.

Dokaz. Primenjujući Laplasovu transformaciju na P (D)σ = Q(D)ε, dobijamo

P (s)σ̃(s)− 1

s

N∑
k=1

pk

k∑
r=1

srσ̊(k−r) = Q(s)ε̃(s)− 1

s

N∑
k=1

qk

k∑
r=1

sr ε̊(k−r) .

Koristići lemu (2.2) dobijamo

P (s)σ̃(s)− 1

s

N∑
n=1

sn
N∑
r=k

prσ̊(r−n) = Q(s)ε̃(s)− 1

s

N∑
n=1

sn
N∑
r=k

qr ε̊
(r−n) .

Na osnovu uslova (2) teoreme, sledi tražena jednakost:

P (s)σ̃(s) = Q(s)ε̃(s).

. 2
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Teorema 2.12. Neka su [P (D), Q(D)] reda N ≥ 1 i neka G ∈ HN . Dalje, neka par [P (D), Q(D)]
pripada funkciji relaksacije G. Tada postoji realan broj s0 tako da

G̃(s) =
Q(s)

sP (s)
,

za sve R(s) > s0.

Dokaz. Videti u [GUR], teorema 4.8.

Prethodne teoreme, definicije i tvrd̄enja imaju svoju dualnu reprezentaciju u vidu puzanja J .
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3 Viskoelastični modeli i konstitutivne jednačine

U ovom poglavlju pokazaćemo kako se dolazi do konstitutivne jednačine. Prvo ćemo prikazati
pet klasičnih modela: Hukov, Njutnov, Vojtov, Maksvelov i Zenerov. Klasični modeli imaju
svoja ograničenja i ne mogu najpreciznije opisati viskoelastična svojstva materijala. Zbog toga su
uvedeni frakcioni modeli koji se baziraju na frakcionim izvodima, koje ćemo takod̄e prikazati.

3.1 Klasični modeli

Zajednička osobina ovih modela je što se dobijaju kombinacijom elastičnih i viskoznih elemenata
u rednoj ili paralelnoj vezi. Elastični element nam govori da je napon proporcijalan izduženju‖,
a viskozni element da je napon proporcijalan promeni izduženja∗∗. Pri izvod̄enju ovih modela,
pretpostavljamo da za početne uslove važi: σ(0) = ε(0) = σ̇(0) = ε̇(0) = 0.

3.1.1 Hukov model

Hukov model (videti sliku 9 pod a)), predstavlja samo elastični element, granični slučaj viskoe-
lastičnih modela:

σ(x, t) = q0ε(x, t).

Slika 9. Hukov model i Njutnov model.

Koristeći teoremu 2.12 imamo da:

G̃(s) =
q0

s
.

Primenom inverzne Laplasove transformacije na prethodnu jednačinu, dobijamo:

G(t) = q0.

Sličnim postupkom dobijamo:

J(t) =
1

q0
. (29)

3.1.2 Njutnov model

Njutnov model predstavlja samo viskozni element (videti sliku 9 pod b)):

σ(x, t) = q1ε̇(x, t).

Primenom teoreme 2.12 i inverzne Laplasove transformacije†† za funkcije puzanja i relaksacije
dobijamo sledeći par funkcija:

‖σ = q0ε
∗∗σ = q0ε̇
††U svim klasičnim modelima primenjivaćemo ovaj postupak za izračunavanje funkcije relaksacije i puzanja.
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J(t) =
t

q1

G(t) = q1δ(t)

3.1.3 Vojtov model

Posmatrajmo Vojtov model‡‡ (slika 10): vidimo da su elastični i viskozni element u paralelnoj
vezi. Takav šematski prikaz tumačimo na sledeći način: elastični i viskozni element će imati
podjednako izduženje ε, dok se ukupan napon σ može predstaviti kao zbir napona koji deluje na
elastični element σ1 i napona σ2 koji deluje na viskozni element. Tada dobijamo sledeće jednačine:

σ(x, t) = σ1(x, t) + σ2(x, t)

σ1(x, t) = aε(x, t)

σ2(x, t) = bε̇(x, t)

Slika 10. Vojtov model.

Uvrštavanjem druge i treće jednačine u prvu jednačinu dobijamo:

σ(x, t) = aε(x, t) + bε̇(x, t)

gde je a koeficijent elastičnosti, a b koeficijent viskoznosti, elastičnog i viskoznog elementa, redom.
Generalno ćemo, osim ako ne naglasimo drugačije, koeficijente elastičnosti označavati sa a, a koefi-
cijente viskoznosti sa b. Ipak, zbog koheretnosti izlaganja, na kraju ćemo konstitutivnu jednačinu
zapisivati u obliku P (D)σ = Q(D)ε§§, gde je p0 = 0. Dakle, imamo:

σ(x, t) = q0ε(x, t) + q1ε̇(x, t).

Za puzanje i relaksaciju dobijamo sledeći par funkcija:J(t) = J1

(
1− e

−t
τε

)
, J1 =

1

q0
, τε =

q1

q0

G(t) = G̊+G−δ(t), G̊ = q0, G− = q1

‡‡Ovaj model se još naziva i Kelvinov ili Kelvin-Vojtov model.
§§Videti definiciju 2.3.
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3.1.4 Maksvelov model

Posmatrajmo sada Maksvelov model (slika 11): imamo serijsku vezu elastičnog i viskoznog ele-
menta, oni su pod istim naponom, ali njihovo izduženje će biti različito. Označimo sa ε ukupno
izduženje, a sa ε1 i ε2 izduženje elastičnog i viskoznog elementa, redom. Tada dobijamo sledeće
jednačine:

ε(x, t) = ε1(x, t) + ε2(x, t)

σ(x, t) = aε1(x, t)

σ(x, t) = bε̇2(x, t)

Slika 11. Maksvelov model.

Diferenciranjem prve i druge jednačine, možemo prethodni sistem jednačina svesti na sledeći oblik:

1

b
σ(x, t) +

1

a
σ̇(x, t) = ε̇(x, t),

tj.

σ(x, t) + p1σ̇(x, t) = q1ε̇(x, t).

Za funkcije puzanja i relaksacije, dobijamo sledeći par funkcija:
J(t) = J̊ + J+t, J̊ =

p1

q1
, J+ =

1

q1
,

G(t) = G1e
−t
τσ , G1 =

q1

p1
, τσ = p1

3.1.5 Zenerov model

Na slici 12 je prikazan klasičan Zenerov model, gde imamo Vojtov element u serijskoj vezi sa
elastičnim elementom. Sličnom analizom kao kod Maksvelovog modela, elastičnom elementu
pridružujemo izduženje ε1, a Vojtovom ε2, dok je ukupno izduženje ε, a napon σ isti za oba
elementa. Vojtov element posmatramo kao i Vojtov model, sa ukupnim naponom σ i ukupnim
izduženjem ε2. Dobijamo sledeći sistem jednačina:

ε(x, t) = ε1(x, t) + ε2(x, t)

σ(x, t) = a1ε1(x, t)

σ(x, t) = σ1(x, t) + σ2(x, t)

σ1(x, t) = a2ε2(x, t)

σ2(x, t) = b1ε̇2(x, t).
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Slika 12. Zenerov model.

Da bismo dobili konstitutivnu jednačinu iz prethodnog sistema jednačina, primenjujemo Laplasovu
transformaciju po vremenu i dobijamo sledeći sistem:

ε̃(x, s) = ε̃1(s, t) + ε̃2(s, t)

σ̃(s, t) = a1ε̃1(s, t)

σ̃(s, t) = σ̃1(s, t) + σ̃2(s, t)

σ̃1(s, t) = a2ε̃2(s, t)

σ̃2(s, t) = b1s ε̃2(s, t).

Sred̄ivanjem tog sistema dobijamo:(
1 +

a2

a1

)
σ̃(x, s) +

b1
a1
s σ̃(x, s) = a2ε̃(x, s) + b1s ε̃(x, s)

Primenom inverzne Laplasove transformacije dobijamo:(
1 +

a2

a1

)
σ(x, t) +

b1
a1
σ̇(x, t) = a2ε(x, t) + b1ε̇(x, t),

tj.

σ(x, t) + p1σ̇(x, t) = q0ε(x, t) + q1ε̇(x, t),

Za puzanje i relaksaciju, dobijamo sledeći par funkcija:
J(t) = J̊ + J1

(
1− e−

t
τε

)
, J̊ =

p1

q1
, J1 =

1

q0
− p1

q1
, τε =

q1

q0

G(t) = G̊+G1e
− t
τσ , G̊ = q0, G1 =

q1

p1
− q0, τσ = p1

3.2 Frakcioni modeli

Frakcioni modeli u linearnoj viskoelastičnosti uopštavaju klasične modele, tako što se umesto
Njutnovog viskoznog elementa uvodi viskozno-elastični element, gde se prvi izvod u jednačini
σ = ε̇ zamenjuje frakcionim izvodom:

σ = 0D
ν
t ε,

gde je 0 < ν < 1. Da bismo opravdali korǐsćenje frakcionog izvoda u prethodnoj jednačini,
posmatrajmo sledeću funkciju puzanja:
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J(t) =
a

Γ(1 + ν)
tν , a > 0, 0 < ν < 1.

Ovakva funkcija puzanja rezultat je brojnih eksperimenata vršenim na linearno viskoelastičnim
materijalima. Koristeći teoremu 2.2, deformaciju možemo izraziti na sledeći način:

ε(t) =
( a

Γ(1 + ν)
tν
)
∗ dσ =

a

Γ(1 + ν)

∫ t

0

(t− τ)ν dσ.

Ako pretpostavimo da σ ∈ H1, možemo zapisati dσ kao σ̇ dt, pa korǐsćenjem parcijalne integracije
dobijamo:

ε(t) =
aν

Γ(1 + ν)

∫ t

0

(t− τ)ν−1σ(τ) dτ.

Kako na osnovu teoreme 1.7 važi:

Γ(z + 1) = zΓ(z), za Re{z} > 0,

sledi da:

ε(t) =
a

Γ(ν)

∫ t

0

(t− τ)ν−1σ(τ) dτ. (30)

Primetimo da, imajući u vidu definiciju Riman-Liuvilovog frakcionog integrala:

0I
α
t f(t) :=

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ) dτ, t > 0,

jednačinu (30) možemo zapisati u obliku:

ε(t) = a 0I
ν
t σ(t). (31)

Ako na prethodnu jednačinu sa leve strane primenimo Riman-Liuvilov frakcioni izvod (videti
definiciju 1.13), koristeći deo pod (d) teoreme 1.12, dobijamo:

σ(t) = q1 0D
ν
t ε(t), (32)

gde je q1 = a−1.

Primetimo da jednačine (31) i (32) možemo zapisati i preko operatora Φα∗¶¶ na sledeći način:

ε(t) = aΦν(t) ∗ σ(t) i σ(t) = q1Φ−ν(t) ∗ ε(t).

¶¶Delovanje operatora Φα∗ na funkciju f definǐsemo u vidu konvolucije Φα i f , tj. Φα ∗ f .

37



4 Prostiranje talasa

U zavisnosti od konstitutivnog modela imamo različite talasne jednačine. Prvo ćemo opisati prosti-
ranje talasa ne definǐsući eksplicitno vezu izmed̄u napona i deformacije, a potom prikazati talasne
jednačine klasičnih modela i frakcionog Zenerovog modela.

Za viskoelastičnu sredinu uzećemo homogeni viskoelastični štap gustine ρ, koji geometrijski mode-
liramo polupravom: poprečni presek štapa je zanemarljiv, a u pozitivnom smeru x-ose proteže se
do beskonačnosti. Pretpostavljamo da se pre početka merenja (t < 0), štap nalazi u ravnoteži, i
da na njega ne dejstvuju nikakve sile. U nekom trenutku na jedan kraj štapa počinje da deluje
spoljašnja sila koja dovodi do poremaćaja r0(t) = r(0, t) (t ≥ 0). Potom se poremećaj r(x, t)
prostire duž štapa. Poremaćaj r možemo opisati kao promenu položaja čestica u štapu, tj. preko
pomeraja u.

Promenu pomeraja u izrazićemo pomoću jednačine kretanja, geometrijske jednačine i konstitutivne
jednačine, kao i početnih i graničnih uslova koji će nam biti unapred poznati. Dakle, problem
,,nalaženja” u se svodi na sledeći sistem jednačina:

(i)
∂

∂x
σ(x, t) = ρ

∂2

∂t2
u(x, t) (jednačina kretanja);

(ii)

ε(x, t) =
∂

∂x
u(x, t) (geometrijska jednačina)

(iii)
F [σ(x, t), ε(x, t)] = 0 (konstitutivna jednačina);

(iv)
u(0, t) = u0(t), lim

x→∞
u(x, t) = 0, t > 0, (granični uslovi);

(v)

u(x, 0+) =
∂

∂t
u(x, t)

∣∣∣
t=0+

= 0, x > 0 (početni uslovi).

Veza izmed̄u napona σ i deformacije ε data je preko jednačina:

ε(t) = σ(0+)J(t) +

∫ t

0

J(t− τ)σ̇(τ) dτ i σ(t) = ε(0+)G(t) +

∫ t

0

G(t− τ)ε̇(τ) dτ,

gde G i J , kao u prethodnom poglavlju, predstavljaju funkcije relaksacije i puzanja, redom. Već
smo videli da primenom Laplasove transformacije vezu izmed̄u σ i ε možemo izraziti na sledeći
način:

ε̃(x, s) = sJ̃(s)σ̃(x, s) i σ̃(x, s) = sG̃(s)ε̃(x, s). (33)

Primenjući Laplasovu transformaciju na jednačinu kretanja i na geometrijsku jednačinu, dobijamo
jednačine:

∂

∂x
σ̃(x, s) = ρs2ũ(x, s)∗∗∗ i ε̃(x, s) =

∂

∂x
ũ(x, s).

Kombinujući prethodne dve jednačine i jednu od jednačina iz (33) dobijamo:

∗∗∗Zbog početnih uslova važi: s · u(x, 0)′ − u(x, 0) = 0.
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∂

∂x2
ũ(x, s)− [µ(s)]2ũ(x, s) = 0, (34)

gde je funkcija µ data sa

µ(s) =
√
ρs
[
sG̃(s)

]− 1
2 =
√
ρs
[
sJ̃(s)

] 1
2 . (35)

Primetimo da je µ(s) ≥ 0 za s ≥ 0. Tada je rešenje obične linearne diferencijalne jednačine (34)
dato sa

ũ(x, s) = ũ0(s)e−µ(s)x.

Primenjujući inverznu Laplasovu transformaciju dobijamo

u(x, t) =

∫ γ+i∞

γ−i∞
ũ0(s)est−µ(s)x ds.††† (36)

Definicija 4.1. (Grinova funkcija) Označimo sa G sledeću funkciju:

G(x, t)÷ G̃(x, s) := e−µ(s)x.

Funkciju G nazivamo Grinovom funkcijom ili impulsnom reakcijom.

Primetimo da jednačinu (36) možemo zapisati u sledećem obliku:

u(x, t) =

∫ t

0

G(x, t− τ)u0(τ) dτ = G(x, t) ∗ u0(t). (37)

4.1 Slučaj klasičnih modela

U ovom delu prikazujemo talasne jednačine u Hukovom, Njutnovom, Vojotovom, Maksvelovom
i Zenerovom modelu. Da bismo došli do talasnih jednačina pomenutih modela, koristićemo jed-
nakosti (34), (35) i inverznu Laplasovu transformaciju i pretpostavićemo da je u(x, 0) = u′(x, 0) =
0.

• Hukov model

U ovom modelu za funkciju puzanja imamo: J = q0 (J̃ = s−1q0), primenom jednačine (35)
dobijamo:

[µ̃(s)]2 = ρ q0s
2.

Na osnovu jednačine (34) sledi da:

∂

∂x2
ũ(x, s)− ρ q0s

2ũ(x, s) = 0,

primenom inverzne Laplasove transformacije dobijamo klasičnu talasnu jednačinu:

∂

∂x2
u(x, t)− c2 ∂

∂t2
u(x, t) = 0, c =

√
ρ q0 .

• Njutnov model

Kod Njutnovog modela za funkciju puzanja imamo J = q−1
1 (J̃ = q1s

−1), koristeći jednačinu
(35) dobijamo:

[µ̃(s)]2 = ρ q1s.

†††Gde je γ broj iz teoreme 1.18.
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Na osnovu jednačine (34) sledi da:

∂

∂x2
ũ(x, s)− ρ q1sũ(x, s) = 0,

primenom inverzne Laplasove transformacije dobijamo klasičnu difuznu jednačinu:

∂

∂x2
u(x, t)− c ∂

∂t
u(x, t) = 0, c = ρ q1 .

• Vojtov model

Za funkciju relaksacije imamo G = G̊+G−δ(t) (G̃(s) = s−1G̊+G−). Za kvadrat funkcije µ
dobijamo:

[µ(s)]2 = ρ
s2

G̊+G−s
,

dok se za jednačinu (34) dobija:

∂2

∂x2
ũ(x, s)− ρ s2

G̊+G−s
ũ(x, s) =

∂2

∂x2
ũ(x, s)− k1

k2 + s
s2 ũ(x, s) = 0,

gde smo radi preglednosti uveli smene: k1 = ρG−1
− i k2 = G̊G−1

− . Primenjujući inverznu
Laplasovu transformaciju dobijamo:

∂2

∂x2
u(x, t)− k1e

−k2t ∗t
∂2

∂t2
u(x, t) = 0.

Napominjemo da u slučaju funkcija vǐse promenljivih operator konvolucije označamo sa ∗t
gde je t promenljiva po kojoj operator deluje, tj. g(x, t) ∗t f(x, t) =

∫ t
0
g(x, t− τ)f(x, τ) dτ .

Slično definǐsemo i ∗x.

• Maksvelov model

Za funkciju relaksacije imamo G = G1e
−tτ−1

σ (G̃(s) = G1(s + τ−1
σ )−1). Za kvadrat funkcije

µ dobijamo:

[µ(s)]2 =
ρ

G1

(
1 +

1

τσs

)
,

dok se za jednačinu (34) dobija:

∂2

∂x2
ũ(x, s)− ρ

G1

(
1 +

1

τσs

)
ũ(x, s) = 0.

Primenom inverzne Laplasove transformacije imamo:

∂2

∂x2
u(x, t)− ρ

G1
u(x, t)− ρ

G1τσ
∗t u(x, t) = 0.

• Zenerov model

Funkcija relaksacije u ovom slučaju ima oblik:

G = G1e
−tτ−1

σ + G̊ (G̃(s) = G1(s+ τ−1
σ )−1 + s−1G̊),

dok za µ imamo:

[µ(s)]2 = ρ
s+ τσ

sG1 + (s+ τσ)G̊
,
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pa se za jednačinu (34) dobija:

∂2

∂x2
ũ(x, s)− ρ s+ τσ

sG1 + (s+ τσ)G̊
ũ(x, s) = 0.

Sred̄ivanjem prethodne jednačine i uved̄enjem smena: k1 = ρ

G1+G̊
i k2 = τσG̊

G1+G̊
dobijamo:

∂2

∂x2
ũ(x, t)− k1

s

s+ k2
ũ(x, s) +

τσ
s+ k2

ũ(x, s) = 0.

Primenom inverzne Laplasove transformacije na prethodnu jednačinu dobijamo:

∂2

∂x2
u(x, t)− k1e

−tk2 ∗t
∂

∂t
u(x, t) + τσe

−tk2 ∗t u(x, t) = 0.

Postupak rešavanja prethodnih talasnih jednačina može se naći u [VLA].

4.2 Frakcioni Zenerov model

U ovom odeljku, služeći se radom [KON], prikazujemo frakcioni Zenerov model prostiranja talasa
u viskoelastičnoj sredini i rešavamo ũ(s) ‡‡‡.

Posmatrajmo sledeći sistem jednačina:

∂

∂x
σ(x, t) = ρ

∂2

∂t2
u(x, t)

σ(x, t) + τ 0D
α
t σ(x, t) = ε(x, t) + 0D

α
t ε(x, t)

ε(x, t) =
∂

∂x
u(x, t),

(38)

gde 0 ≤ α < 1, 1 < τ < 0 i t ≥ 0. Podsetimo se da prva jednačina sistema (38) predstavlja
jednačinu kretanja, dok treća predstavlja geometrijsku jednačinu. Druga jednačina datog sistema
je konstitutivna jednačina data u frakcionom obliku§§§.

Za početne uslove postavljamo sledeće jednačine:

u(x, 0) = u0(x),
∂

∂t
u(x, 0) = v0(x), σ(x, 0) = 0, ε(x, 0) = 0; (39)

dok za granične uslove biramo:

lim
x→∞

u(x, t) = 0, lim
x→∞

σ(x, t) = 0.

Primenom Laplasove transformacije u odnosu na promenljivu t na (38), dobijamo sledeći sistem
jednačina:

∂

∂x
σ̃(x, t) = s2ũ(x, s)− su0(x)− v0(x)

σ̃(x, s) + τsα σ̃(x, s) = ε̃(x, s) + sα ε̃(x, s)

ε̃(x, s) =
∂

∂x
ũ(x, s).

(40)

‡‡‡Egzaktno rešenje, u(t), može se pronaći u [KON].
§§§Primetimo da ako bismo frakcioni izvod zamenili sa klasičnim izvodom prvog reda, dobili bismo klasičnu

Zenerovu konstitutivnu jednačinu.
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Iz druge jednačine sistema (40) dobijamo sledeću vezu izmed̄u Laplasovih transformacija napona
i deformacije:

σ̃(x, s) =
1 + sα

1 + τsα
ε̃(x, s).

Ako prethodnu jednačinu diferenciramo po promenljivoj x dobijamo:

∂

∂x
σ̃(x, s) =

1 + sα

1 + τsα
∂

∂x
ε̃(x, s). (41)

Kombinujuću prvu i drugu jednačinu iz sistema (40) i jednačinu (41) dobijamo:

s2ũ(x, s)− su0(x)− v0(x) =
1 + sα

1 + τsα
∂2

∂x2
ũ(x, s). (42)

Primenom inverzne Laplasove transformacije na prethodnu jednačinu dobijamo:

∂2

∂t2
u(x, t)− u0(x)δ′(t)− v0(x)δ(t) = L−1

( 1 + sα

1 + τsα

)
∗t

∂2

∂x2
u(x, t). (43)

Definǐsimo sledeći linearno-diferencijalni operator:

P :=
∂2

∂t2
− L−1

( 1 + sα

1 + τsα

)
∗t

∂2

∂x2
,

tada frakcionu talasnu jednačinu (43) možemo zapisati na sledeći način:

Pu = u0(x)δ′(t) + v0(x)δ(t).

Definǐsimo sada prostor brzo opadajućih funkcija:

S′(R) :=
{
ϕ | ∀p, α ∈ N0 lim

t→±∞
(1 + |t|2)

p
2 |Dα

t ϕ(t)| = 0
}
.

Za detaljniju definiciju S′ pogledati [PIL].

Da bismo izračunali ũ koristićemo sledeću lemu:

Lema 4.1. Neka f ∈ S′(R) tada jednačina:

v′′ − ωv = −f, (44)

ima rešenje v ∈ S′(R) za sve ω ∈ C \ (−∞, 0] oblika:

v =
e−
√
ω|x|

2ω
∗ f,

gde je
√
ω glavna grana vǐseznačne funkcije z →

√
z , tj. argω ∈ (−π, π].

Dokaz. Primenom Furijeove transformacije na (44) dobijamo:

−s2v̂(s)− ωv̂ = −f̂(s) tj. v̂(s) =
f̂(s)

s2 + ω
,

iz čega sledi:

v(t) = F−1
{ 1

s2 + ω
; t
}
∗ f(t) =

1

2π

∫
R

eist

s2 + ω
ds ∗ f(t).

Da bismo izračunali integral:
1

2π

∫
R

eist

s2 + ω
ds,

integralićemo kompleksnu funkciju z → eitz

z2+ω po sledećim konturama:
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(i) ako je t ≥ 0: ∫
Γ1

eitz

z2 + ω
dz +

∫
Γ2

eitz

z2 + ω
dz =

∮
Γ+

eitz

z2 + ω
dz,

gde je: Γ+ = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 =
{
z = Reiϕ |R > 0, 0 < ϕ < π

}
,

Γ2 =
{
z = s | −R < s < R

}
(slika 13);

Slika 13. Kontura pri računanju inverzne Furijeove transformacije.

(ii) ako je t < 0: ∫
Γ3

eitz

z2 + ω
dz +

∫
Γ4

eitz

z2 + ω
dz =

∮
Γ−

eitz

z2 + ω
dz,

gde je: Γ− = Γ3 ∪ Γ4, Γ3 =
{
z = Reiϕ |R > 0, −π < ϕ < 0

}
,

Γ4 =
{
z = −s | −R < s < R

}
.

Primetimo da integrali na konturama Γ1 i Γ3 teže ka nuli kada R → ∞. Neka je t ≥ 0, koristeći
Košijevu teoremu o reziduumu 1.19, dobijamo:∫

R

eist

s2 + ω
ds =

∮
Γ+

eitz

z2 + ω
dz = 2πi

k∑
i=1

Res
( eitz

z2 + ω
; zi

)
,

gde zi predstavljaju singularitete funkcije z → eitz

z2+ω unutar konture Γ+. Kako je ω ∈ C \ (−∞, 0]

jedini singularitet imamo u tački z1 = i
√
ω , pa dobijamo:∫

R

eitz

z2 + ω
dz = 2πi · e

itz

2z

∣∣∣
z=z1

= π
e−t
√
ω

√
ω

.

Dakle, za t ≥ 0 imamo:

F−1
{ 1

s2 + ω
; t
}

=
e−t
√
ω

2
√
ω
,

sličnim postupkom za t < 0 imamo:

F−1
{ 1

s2 + ω
; t
}

=
et
√
ω

2
√
ω
,

iz čega sledi tvrd̄enje leme:

v =
e−
√
ω|x|

2ω
∗ f, ω ∈ C \ (−∞, 0].

2
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Teorema 4.1. Neka u0, v0 ∈ S′(R), tada je rešenje jednačine (42) dato sa:

ũ(x, s) =

√
ω(s)e−

√
ω(s)|x|

2s2
∗x
(
su0(x) + v0(x)

)
,

gde je ω(s) dato sa:

ω(s) = s2 1 + τsα

1 + sα
.

Dokaz. Primetimo da jednačinu (42) možemo zapisati u sledećem obliku:

∂2

∂x2
ũ(x, s)− s2 1 + τsα

1 + sα
ũ(x, s) = −1 + τsα

1 + sα
(
su0(x) + v0(x)

)
. (45)

Da bismo u dokazu iskoristili lemu 4.1 treba da pokažemo:

(i) − 1+τsα

1+sα

(
su0(x) + v0(x)

)
∈ S′(R);

(ii) za svako s ∈ C+ važi ω(s) ∈ C \ (−∞, 0].

Stavka (i) sledi iz pretpostavke da u0, v0 ∈ S′(R). Da bismo dokazali stavku (ii), zapǐsimo
kompleksan broj u obliku s = ρeiϕ, −π2 < ϕ < π

2 , ρ > 0, tada:

ω(s) = ρ2e2iϕ 1 + τρiαϕ

1 + ρiαϕ
.

Direktnim računom dobijamo:

Re{ω(s)} =
ρ2

A

((
1 + ρα(1 + τ) cos(αϕ) + τρ2α

)
cos(2ϕ) + ρα

(
1− τ

)
sin(αϕ) sin(2ϕ)

)
, (46)

Im{ω(s)} =
ρ2

A

((
1 + ρα(1 + τ) cos(αϕ) + τρ2α

)
sin(2ϕ)− ρα

(
1− τ

)
sin(αϕ) cos(2ϕ)

)
, (47)

gde je A =
(
1 + ρα cos(αϕ)

)2
+ ρ2α sin2(αϕ) > 0. Pretpostavimo da je ω ∈ (−∞, 0]. Tada je

Im{ω(s)} =0, na osnovu (47) sledi:

1 + ρα(1 + τ) cos(αϕ) + τρ2α = ρα
(
1− τ

)
sin(αϕ)

cos(2ϕ)

sin(2ϕ)
, (48)

dok iz (46) dobijamo:(
1 + ρα(1 + τ) cos(αϕ) + τρ2α

)
cos(2ϕ) + ρα

(
1− τ

)
sin(αϕ) sin(2ϕ) ≤ 0. (49)

Kombinujući (48) i (49) imamo:

(1− τ) sin(αϕ) sin(2ϕ)
(cos2(2ϕ)

sin2(2ϕ)
+ 1
)
≤ 0.

Podsetimo se: 0 < τ < 1, 0 ≤ α < 1 i −π2 < ϕ < π
2 ; imajući to u vidu, iz prethodne nejednakosti

dobijamo sin(2ϕ) ≤ 0, ali tada ϕ ∈ [π2 , π] ∪ [−π2 , 0]. Zaključujemo: ω(s) /∈ (−∞, 0].

Dakle, lemu 4.1 možemo primeniti na jednačinu (45) iz čega sledi tvrd̄enje teoreme. 2
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Zaključak

Prikazali smo različite oblike talasnih jednačina u zavisnosti od konstitutivnih jednačina kojima se
modelira viskoelastičnost materijala. Konstitutivne jednačine podelili smo u dve grupe: klasične
i frakcione. Klasične smo dobili kombinacijom rednih i paralelnih veza, elastičnih i viskoznih ele-
menata. U tim jednačinama pojavljuju se samo izvodi celog reda. Za prikaz frakcionog Zenerovog
modela:

σ(x, t) + τ 0D
α
t σ(x, t) = ε(x, t) + 0D

α
t ε(x, t),

korǐsćen je Riman-Liovilov izvod 0D
α
t . Primetili smo da za α = 0 dobijamo Hukov zakon, dok za

α = 1 dobijamo klasičnu Zenerovu konstitutivnu jednačinu.

U nastavku rada bilo bi zanimljivo, u zavisnosti od parametra α, ispitati:

sup |ufz − ukz| i sup |ufz − uh|,

gde ufz,ukz i uh predstavljaju rešenja talasnih jednačina odred̄enim frakcionih Zenerovim, klasičnim
Zenerovim i Hukovim modelom, redom. Takod̄e, bilo bi interesantno, isto u zavisnosti od α, videti:

sup |ũfz − ũkz| i sup |ũfz − ũh|.

Nakon opisivanja tenzora napona i tenzora deformacije, spustili smo se u jednu dimenziju, i došli do
talasne jednačine koja opisuje prostiranje poremećaja kod viskoelastičnog štapa. Bilo bi zanimljivo
konstruisati trodimenzionalne modele u zavisnosti od oblika viskoelastičnog tela.
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Novi Sad, 2019. Teodora Savić Popović
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MA
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Obradovića 4, Novi Sad
PP

Physical description: (4, 52, 16, 0, 13, 0, 0)
PD



Scientific field: Mathematics
SF

Scientific discipline: Mathematical analysis/Mechanics
SD

Key words: wave equation, viscoelasticity, constitutive equation, fractional derivative, fractional integral, Zener,
classical models, Laplace transform.
SKW

UC:

Holding data: Library of the Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Sciences, University of Novi
Sad
HD

Note:
N

Abstract:
AB
Wave propagation in viscoelastic media. Derivation of equation of motion, constitutive and geometric equation. Ba-
sic definitions and theorems of integral transforms (convolution, Laplace and Furie transform), fractional derivative
and fractional integral. Derivation of wave equation based on classical models and fractional Zener model.

Accepted by the Scientific Board on:
ASB

Defended:
DE

Thesis defend board:
DB
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