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Predgovor

U ovom radu su predstavljene talasne jednac¢ine kojima se opisuje prostiranje poremecaja u viskoe-
lasti¢nim sredinama, kao i postupak kojim se dolazi do tih jedna¢ina. U prvom poglavlju uvodimo
potreban matematicki alat za razumevanje rada, koji obuhvata integralne transformacije i frak-
cione izvode i integrale. U drugom poglavlju opisujemo tri jednac¢ine (konstitutivnu, geometrijsku
i dinamicku*) u cilju dobijanja talasne jednacine. Posebnu paznju posveéujemo konstitutivnoj
jednacini, kojom se opisuje svojstvo materijala i kojom se modelira viskoelasti¢nost. U trecem
poglavlju prikazujemo klasi¢ne modele viskoelasti¢nosti, poput Vojtovog ili Maksvelovog, i opisu-
jemo frakcioni Zenerov model. U ¢etvrtom poglavlju predstavi¢emo izvodenje talasnih jednacina
u klasi¢nim modelima i frakcionog Zenerovom modelu.

Ovde bih iskoristila priliku da se zahvalim dr Ljubici Oparnici, §to me je inspirisala frakcionim
racunom i time podstakla da odaberem ovu temu za master rad.

Veliku zahvalnost dugujem dr DuSanu Zorici, koji mi je dao dosta korisnih saveta i predloga, kao
1 smernica oko literature.

Takode, zahvalila bih se svom mentoru, dr Sanji Konjik, na ogromnom strpljenju i pomodi.

Novi Sad, 2019. Teodora Savi¢ Popovié

*Dinamicka jednacina se jo§ naziva i jednacinom kretanja.
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1 Matematicki alati

U ovom poglavlju, u cilju dobijanja talasnih jednacina viskoelasti¢nih materijala, uvodimo osnovne
pojmove teorije distribucija, integralnih operatora (konvolucija, Laplasova i Furijeova transforma-
cija) i frakcionih izvoda i integrala.

Napominjeno da sa C™(Q2) oznacavamo klasu n-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na
otvorenom skupu @ # Q C R. Ako je funkcija f glatka (beskonacéno diferencijabilna) na €,
pisemo f € C>(Q). U slucaju da glatka funkcija f ima kompaktan nosa¢' na Q C R, pisemo
f € C§° (). Takode, za operator L definisan na normiranom vektorskom prostoru V', kazemo da
je neprekidna linearna funkcionela, ako vazi:

L:V = RiL(ax + by) = aL(z) + bL(y), za svako x,y € V i za svako a,b € R.

Uvedimo sada pojam prostora distribucija tj. uopstenih funkcija.

1.1 Prostori distribucija

Kako ¢emo u ovom poglavlju, a i kasnije u radu, dolaziti u dodir sa uopstenim funkcijama,
naveS¢emo samo osnovne definicije test funkcija, distribucije i slabog izvoda, a za detaljnije
objasnjenje tih pojmova upuéujemo ¢itaoca na [PIL].

Definicija 1.1. (Prostor test funkcija) Neka je Q otvoren i neprazan podskup skupa realnih brojeva,
tada skup:

D(Q) = {p € C§°(R) : supp e je kompaktan}
nazivamo prostorom test funkcija na Q.

Ubuduce ¢emo sa €2 uvek oznacavati otvoren i neprazan podskup skupa realnih brojeva. Sada
mozemo uvesti pojam distribucije ili uopstene funkcije.

Definicija 1.2. (Prostor ditribucija) Neprekidna linearna funkcionela nad prostorom D() naziva
se distribucija, u oznaci D'(Q). Dakle, distribucije preslikavaju D(Q) u R, $to oznacavamo sa

fro=(f,9), ¢€D).
Da bismo naveli jedan od osnovnih primera distribucija, reqularnu distribuciju, treba da definiSemo
prostor lokalno integrabilnih funkcija:

LL (R) = { Iz /K |f| dz < 00, za svaki kompaktan skup K C R}.

Primer 1.1. (Regularna distribucija) Neka je f € L} (R). Funkcionela definisana sa

loc

[ 1@ do
R
je element iz D'(R) i nazivamo je reqularnom distribucijom.

Javlja se prirodno pitanje, da li se moze definisati izvod distribucije? Umesto odgovora uvodimo
pojam slabog izvoda ili izvoda distribucije.

Definicija 1.3. (Izvod distribucije) Neka je f € D'(Q). Distribucioni izvod n-tog reda funkcionele
f definisemo na sledeéi nacin:

(G @ 0(@)) = (21" (fa), b)) o€ DO,

TNosac funkcije f na Q definisemo kao zatvaranje skupa {x € Q : f(x) # 0} i oznacavamo sa supp f . Primetimo
da je nosa¢ funkcije kompaktan u 2 ako i samo ako je ogranicen u 2.




Primer 1.2. Neka je f diferencijabilna funkcija i neka ¢ € D(Q). Izvod regularne distribucije
definisanom funkcijom f ima sledeéi oblik:

- [ 1028 o = ~s@e@)|”_+ [ P owyae = ().

Uvedimo sada pojmove Hevisajd funkcije i Dirakove J-distribucije.
Definicija 1.4. (Hevisajd funkcija i Dirakova d-distribucija) Sa H oznacavamo Hevisajd funkciju:
0 —00,0
H) =% x € (—00,0),
1, z€][0,00).

Izvod (u slabom smislu) Hevisajd funkcije nazivamo Dirakovom 0-distribucijom i oznacavamo sa
d. Delovanje § na test funkciju ¢ definisemo na sledeéi nacin: (6(x — x), p(x)) = p(x0).

Da je prethodna definicija Dirakove J-distribucije ta¢na, pokazujemo slede¢im primerom.
Primer 1.3. (Izvod Hevisajd funkcije) Izvod distribucije koju definiSe Hevisajd funkcije je Di-

rakova 0-distribucija. Primetimo da za svako ¢ € D(QY) vazi

(W' (), ¢(x)) = —(h(x), ¢ (z)) = /Ooo ¢'(z) = $(0) = (0(x), $(z))

Primer 1.4. (Izvod d-distribucije) Ako primenimo distribucioni izvod n-tog reda na d-distribuciju,
dobijamo:

<%’¢@;)> = (—1)"<6(x — o), 6’;¢;Elx)> = (—U"%ﬂxo),

gde je ¢ € D(Q2).

U daljem radu éemo delovanje d-distribucije na test funkciju ¢ oznacavati: §(x—z)-¢(z) = ¢(x0).

1.2 Konvolucija

Da bismo definisali konstitutivnu jednac¢inu viskoelastiénih materijala potrebno je da uvedemo
operator konvolucije, ali pre toga objasnimo pojam Riman-Stiltjesovog integrala.

Definicija 1.5. (Riman-Stiltjesova suma) Neka su f i g realne funkcije definisana na segmentu
[a,b], a neka je P = {xg, 21, ..., xn} particija tog segmenta. Tada sumu:

S(Pa fs g) = Zf(tk)Agka

k=1

gde je ty, € [xr—1,xk], a Agr = g(xk) — g(xk—1), nazivamo Riman-Stiltjesovom sumom funkcije f
u odnosu na funkciju g.

Sada kada smo uveli pojam Riman-Stiltjesove sume, definisimo Riman-Stiltjesov integral.

Definicija 1.6. (Riman-Stiltjesov integral) Ako postoji A takvo da za svako € > 0 postoji particija
P. segmenta [a,b] takva da za proizvoljno ty, € [xr_1, x| vaZi:
|S(P85fag) _A‘ <g,

kazemo da je f Riman integrabilna u odnosu na g na segmentu [a,b] i pisemo f € R(g) na [a,b].
Broj A nazivamo Riman-Stiltjesovim integralom i oznacavamo sa fab f(z)dg.

Ako je funkcija g neprekidno diferencijalna na [a,b] Riman-Stiltjesov integral mozemo izraziti
preko Rimanovog integrala.



Teorema 1.1. (Veza izmedu Rimanovog i Riman-Stiltjesovog integrala) Neka je f € R(g) na
skupu [a,b] i neka g € C*([a, b)), tada

[ rwas = [ s
Dokaz. Dokaz se moze pronaéi u [APO], teorema 7.8, str. 146.

Pre nego sto definisemo Stiltjesovu konvoluciju preko Riman-Stiltjesovog integrala, dajemo defini-
ciju Rimanove konvolucije.

Definicija 1.7. (Rimanova konvolucija) Neka su ¢ i ¢ funkcije definisane na poluintervalu [0, 00)
i neka Rimanov integral

t
k(6= [ ot = v dr (1)
0
postoji za svako t € [0,00). Tada se funkcija k, definisana na [0,00), naziva Rimanovom konvolu-
cijom funkcija ¢ i 1. Takode, koristimo i slede¢u notaciju
K= @*x.

Teorema 1.2. (Osobine Rimanove konvolucije) Neka funkcije ¢, i w pripadaju klasi C°[0,00).
Tada:

(a) ¢ x € C°0,00);

(b) o *1 =1 (komutativnost);

(c) px (¢ *w)=(px*1)*xw (asocijativnost);

(d) px (Y +w)=p*xp+@*w (distributivnost);
(e) 0%t =0 implicira da o =0 ili p =0

Dokaz. a) Kako su ¢ i ¢ neprekidne funkcije na domenu [0, +00), onda je i ¢ * () neprekidna
funkcija za svako t > 0.
b) Po definiciji, imamo da:

ox(t) = / o(t — TY(r) dr,

smenom s = t — 7 dobijamo:

7/,5 o(s)(t — s) dsf/@bt—s s)ds = .

px* (Prw)(t) = / t—r/wT—s s)dsdr

- /8:0 / ot = T)0(r — s)w(s) ds dr,

ako promenimo redosled integracije dobijamo:

// ot —T)Y(T — s)w des—// ot —y— s)Y(y)w(s)dyds
= (p* ) xw(t).

d) i e) slede iz osnovnih osobina Rimanovog integrala. a

¢) Po definiciji imamo:



Definicija 1.8. (Stiltjesova konvolucija) Neka su ¢ i1 funkcije definisane na [0,00) i (—o0, 00),
redom, i neka Riman-Stiltjesov integral

w(t) = / o(t — ) dib(r) 2)

— 00

postoji za svet € (—o0,00). Tada se funkcija k, definisana na (—oo, 00), naziva Riman-Stiltjesovom
konvolucijom funkcija ¢ 1 1. Takode, koristimo i sledeéu notaciju:

K= @x* di.
Da bismo dokazali neke od osnovnih osobina Stiltjesove konvolucije, koristi¢éemo slede¢u teoremu:
Teorema 1.3. (Integracija po step funkciji) Neka je a < ¢ < b. Neka je funkcija g definisana na
[a, b] tako da
o(t) = {g(a% te (a,0),

g(b), te(cb).

Neka je f € R(g) na [a,b] i neka vazi da je bar jedna od funkcija, f ili g, neprekidna na [a,c) @
neka je bar jedna od funkcija neprekidna na (c,b). Tada

/ () dg(t) = F(O)a(c™) - glc™)).

U slu¢aju da je c = a umesto g(c™) pisemo g(c), sli¢no, ako je ¢ = b umesto g(c*) pisemo g(c).

Dokaz. Dokaz se moze pronaéi u [APO], teorema 7.9, str. 147.

Pre nego $to navedemo osobine Riman-Stiltjesove konvolucije, definisa¢emo klasu Hevisajd funkcija.

Definicija 1.9. (Funkcije u klasi Hevisajda H™) Za funkciju f kaZemo da pripada Hevisajdovoj
klasi n-tog reda, u oznaci H™, ako je definisana na (—00,00) i vadi:

(a) f(t) =0 za svako t € (—00,0),

(b) feC™0,00).

Navedimo sada osnovne osobine Riman-Stiltjesove konvolucije.
Teorema 1.4. (Osobine Riman-Stiltjesove konvolucije) Neka o € H® i,w € H'. Tada:
a) ox dip € H i x dw € H;

b) ox dp =1 dp (komutativnost);

¢) ox (dip x dw) = (p* dip) x dw = o * dip *x dw (asocijativnost);
d) o* d( +w) =px* dp + o * dw (distributivnost);

e) o x* dip =0 implicira da ¢ =0 dli p = 0;

1) ¢+ dH = ;

9) ¢ dip = $(0T)p + ¢ * ¢ na [0,00).

tQde je ¢t = limp 00 (c+ %) tj. ¢ = limp oo (¢ — %)



Dokaz. Dokazi tvrdenja a), b), ¢), d) i e) mogu se naé¢i u [GUR], teorema 1.2.

f) Primetimo da na osnovu b) vazi

t
@*dH:H*dcp:/ H(t—71)dp(r),

pa primenjujuéi parcijalnu integraciju i koristeéi osobine funkcija ¢ i H dobijamo

t —/ (r) dH(t - 7) (3)

-0 —o0

p* dH = p(T)H(t —T)

=ﬂﬂ—A¢UMH@—ﬂ- (4)

Oznacimo sa h(s) = H(t — s). Koristeéi teoremu (1.3) imamo

/0 p(1)dH(t — 7) = () (h(t) — h(t7)) = p(t)(1 — 1) = 0. (5)
Iz (3) i (5) sledi
px*x dH = .
g) Definisimo funkciju ¥ na (—oo, 00) na slede¢i na¢in

U =1 —(0T)H.

Funkcija ¥ je neprekidna na (—oo, 00), a neprekidno diferencijabilna na [0, 00). Na osnovu distri-
butivnosti Stiltjesove konvolucije vazi

ox dip =1(0")px dH +¢* d¥V na (—00,00).
Koristec¢i prethodno tvrdenje pod (f) i teoremu (1.1) dobijamo
pxdp =90 )p+ o+ ¥ na [0,00).
Kako je ¥ = ) na [0, 00) sledi trazena jednakost
px dp =9(0)p+pxv na [0,00).
O

Postavlja se pitanje postojanja i jedinstvenosti Stiltjesovog inverza tj. da li za ¢ postoji jedinstveno
1 takvo da ¢ * dip = H. Odgovor na to pitanje dobijamo iz slede¢ih teorema:

Teorema 1.5. (Stiltjesov inverz) Neka je ¢ € H'. Tada postoji najvise jedna funkcija v H' takva
da:
pxdp=H na (—o0,00).

Ako takvo ) postoji, nazivamo ga Stiltjesovim inverzom funkcije ¢ i pisemo 1 = o', Sta vige,
ako su o, B funkcije iz H®, onda:

ax dp=L implicira o= px dp L.



Dokaz. Preptpostavimo da postoje ¥, w € H' tako da:
pxdp=H 1 @xdw=H,
na osnovu teoreme 1.4 (d) dobijamo:

pxdp—@* dov=pxdtp —w)=0.

Koristedi prethodnu jednakost i teoremu 1.4 (e) sledi da ¢ = 0ili » —w = 0. Kako je ¢ proizvoljna
funkcija iz H', sledi da ¢ = w. Dalje, neka su o, 3 € H° i neka vazi o * d¢ = 3. Primenjujuéi
tvrdenja (c) i (f) teoreme 1.4, dobijamo:

Bxdp ' = (axdp)xdp ™t =axdlox dp™) =ax dH = .
O

Teorema 1.6. (Postojanje Stiltjesovog inverza) Ako je p € H?, onda je potreban i dovoljan uslov
da postoji o=t da ©(07) # 0.

Dokaz se moze pronaéi u [GUR], teorema 1.4.

1.3 Frakcioni integrali i izvodi

U poglavlju 4.2 model prostiranja talasa u viskoelasticnim sredinama zasniva se na frakcionom
racunu, kako bismo ga razumeli, u ovom poglavlju uvodimo pojmove frakcionih izvoda i integrala,
i Gamma funkcije koja je potrebna za njihovo definisanje.

Definicija 1.10. (Gamma funkcija) Gamma funkciju, u oznaci I'(z), definisemo na sledeéi nacin:

I'(z) :=/ e t* Ll at,
0
gde je z € C i Re{z} > 0.
Slede¢om teoremom prikazacemo vezu izmedu I'(z) i I'(z + 1).

Teorema 1.7. Za svako z € C takvo da Re{z} > 0 vazi:
[(z+1) = 2I'(2).

Dokaz. Po definiciji imamo da:

x

I'(z+1) = lim e "7 dt = lim ( —e it*

’ + z/ e trt dt) = zT'(2).
0

z—00 Jo T—00 0

O
Posledica 1.1. Zan € N vazi I'(n) = (n — 1)! .
Dokaz. Dokaz sledi direktno iz teoreme 1.7. O

U cilju lakseg dokazivanja odredenih osobina gamma funkcije, definiSemo beta funkciju.

Definicija 1.11. (Beta funkcija) Beta funkciju, u oznaci B(p,q), definisemo na sledeéi nacin:

1
Blp.q) = / P10,
0

gde sup,q € CiRe{p} >0, Re{q} > 0.



Teorema 1.8. (Veza izmedu B i I funkcije) Za funkcije B i T vaZi sledecda relacija:

L'(p)I'(q)

B(p,q) = Tptq)

p,q € C.

Dokaz. Po definiciji imamo da:

F(p)F(q):/ tP=le! dt/ sqflefsds:/ / tP~te 517 e™5 dt ds.
o Jo

0 0

Ako uvedemo smenu t = u2, s = v2, dtds = 4uv dudv, dobijamo:

oo (o) 5 2
I'(p)I'(q) = 4/ / u?P 120 e (YT gy .
o Jo

Neka u = rcos @, v = rsinp, dudv = r drdyp, tada:

3 [ .
L(p)T'(q) = 4/ / e~ P2t —1 oog ©*P L sin p? L drdp
o Jo
% o0
= 2/ cos <p2p_1 sin <p2q_1 dy 2/ e_r2 p2Pta -1 g,
0 0

Ako primenimo smene s = cos? ¢, ds = —2cos p sinpdy i r? =t, 2r dr = dt, dobijamo:

1 0o
I'(p)T(q) = / sP (1 - s)07t dS/ e P dt = B(p,q)T(p + q).-
0 0
Definisimo sada Riman-Liuvilov frakcioni integral.

Definicija 1.12. (Riman-Liuvilov frakcioni integral) Delovanje Riman-Liuvilovog frakcionog in-
tegrala reda o € R, u oznaci (It,, na realnu funkciju f sa nosacem u R, definisemo na sledeéi
nacin:

Y — t — 1)L (r)dr
olf f(t) == )/O(t ) tf(r)dr, t>0.

()

Operator (19 definisemo kao operator indentiteta, tj. (I f(t) = f(t).

Pre nego predstavimo osnovne osobine Riman-Liuvilovog frakcionog integrala, defini§imo karakte-
ristiénu funkciju:

1, a, b,
Xiol () = {0, i; {a,b}-

Teorema 1.9. Neka su «, B iy nenegativni realni brojevi, tada vazi:

(a) oI% o oI? je frakcioni Riman-Liovilov integral reda o + B (zatvorenost);
(b) oI% o (Olf o OIZ) = (OI? o OIE) oI} (asocijativnost);

(¢) oI5 0 oIV = oIV o (I (komutativnost);

gde sa o oznacavamo kompoziciju ili slaganje operatora.



Dokaz. a) Po definiciji imamo da:

(I Oo—rﬁ) (t) /0 (t (/()Twl)(lﬂ)go(x)dx)ch

1
/0 ; t—7’<1 D 2 ﬁ)ga( x) dx dr.

Kako je 0 < 7 <t vazi:

1 t ot 1 )
[(e)D(B )/ / (t — 7)(1=0) (7 — 2)(1-5B) o(w)X[0,7)(z) dr dT.
(

Primetimo da je x[o,r)(Z) = X[2,¢(7), ako obrnemo redosled integracije dobijamo:

o , 0 e e ) @

Smenom 7 = x + (t — z)r dobijamo:

t 1
i@ [, 7O e ) e

Koristec¢i definiciju 1.11, sledi da:

1 t 1
WB”’“)/O @) e 4

Primenom teoreme 1.8 sledi zeljeno tvrdenje:

1 K 1
[ - — Ia"rﬂ )
I'(a+pB) /0 o) (t — z)t—(ath) do=oli "¢

Tvrdenja b) i ¢) slede iz a). O
Iz prethodnog tvrdenja zakljuc¢ujemo da je ({ OI?}aeR+ , 0, 0]?) komutativna polugrupa.

Uvedimo sada jednu od osnovnih teorema matematicke analize koju ¢emo ¢esto koristiti pri dokazi-
vanju drugih teorema.

Teorema 1.10. (Lajbnicovo pravilo) Ako su a(t) i B(t) diferencijabilne funkcije i ako je % f(7,t)
integrabilna funkcija, onda vazi sledeca jednakost:

d 8w
dt Ja

B 4
frt)ydr = F(8(0.0) 80 - Fa®.) ')+ [ Lrrpar

a(t)
Dokaz se moze pronaéi u [PER], posledica 3.3.2.2. str. 98.

Pre nego $to definisemo frakcioni izvod, u slede¢oj teoremi predstavi¢emo kompoziciju (u smislu
slaganja operatora) klasi¢nog izvoda i frakcionog integrala.

Teorema 1.11. Ako sa D} definisemo klasican operator diferenciranja po promenljivoj t, tj.
Dy := %= n €N, va:

dt"’
(a)
Do oIy f(t) = f(t);



(b)
Oln oan Zf(k) 0+ k|_

Dokaz. a) Koristeéi Lajbnicovo pravilo dobijamo sledece jednakosti:

dt" /f t—Tnld'r)

dt" 1 / f(r DE—7)"" 2d7‘)

Ponavljajuéi postupak diferenciranja jos n — 2 puta dobijamo:

D oo f(t) =

Do (I f(t) = ccllt(F(ln) /Ot F(r)(n— 1)!d7>.

Uzimajuéi u obzir da je I'(n) = (n —1)! i ponovnom primenom Lajbnicovog pravila na prethodnu
jednacinu dobijamo zZeljenu jednakost:

Dt oo Ii (1) = f (D).

b) Dokaz pokazujemo indukcijom. Za k = 1 lako se proverava da tvrdenje vazi. Pretpostavimo da
vazi za k = n, pokazimo da onda trvdenje vaziiza k =n+ 1:

oDt = — 1 /t Fr) D — ) dr
0+t t - F(n—i—l) o :

Primenom parcijalne integracije na prethodnu jednacinu i koriste¢i indukcijsku hipotezu dobijamo:

t
(n) T T n—1 r
+ [ s =yt ar)
tn il t
=)+ £ = > f0)
: k=0

oI o D f (1) = F(n (@

O

Definicija 1.13. (Riman-Liuvilov frakcioni izvod) Delovanje Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda
reda o € R, u oznaci (D?,, na realnu funkciju f sa nosaéem u R, definisemo na sledeéi nacin:

oDFf(t) == D" oo I" " f(t), m—1<a<m, meN
1.

m t
#L/ _ SO o i<a<m,
oDy = 0

Operator (DY definisemo kao indenticki operator, tj. (D9f(t) = f(t). Ubuduée éemo identicki
operator oznacavati sa I.

Teorema 1.12. Neka jem —1 < a <m, m €N, tada vaZe sledece jednakosti:



(a)
oDy oolf =D oI ™ %ol =D o If" =1

(b)
I'(v+1)

DY = —~1 7
0t F'y+1—-a)

T > =1, > 0.
Dokaz. a) Tvrdenje direktno sledi iz definicije, teorema 1.9 a) i 1.11 a).
b) Neka je m — 1 < a <m, m € N. Ako je a = m sledi da:

dm
71{7
dt™m

Y (y=1 - (y—m+ 17"
TG TE) | Thomid) o,

L(y) T(H—-1) =~ T(y-m+1)

__TO+Y  em
F'(y—m+1)

Neka je sada m — 1 < a < m. Po definiciji imamo:

DY 1 am /t ’y(t )mflfa d
=7 [ T't—7 T.
ot T'(m —a) dt™ J,
Ako uvedemo smenu £ = 7, dobijamo:
DY — 1 dm /1 t"/+m_a€W(1 o g)m—l—a df
0t I'(m —a) dt™ J, ’

Primetimo da je fol (1 —¢&m172d¢ = B(y+1,m — a), dakle:

m

d
B(y+1,m —a)——t7tm=e

DY =
0t dtm

I'(m—a)

Koristeé¢i teoremu 1.8 dobijamo:

L(v+1)

DXt =
ot P(y+1+4+m—a)

y+m—-—a)(y+m—a—-1)-.. - (y—a+1)t""*

Na osnovu teoreme 1.7, sledi zeljeno tvrdenje:

L(y+1)

[ ——
Fy+1-q)

oDt =

O

Posledica 1.2. (Riman-Liuvilov frakcioni izvod jedinice) Ako zapisemo jedinicu kao 1 = t°, na
osnovu turdenja pod b) prethodne teoreme sledi da:

t*Oé
DYl = ———, >0, t>0.
0t T iy Y7
Iskoristimo ovde priliku da spomenemo Kaputov frakcioni izvod.

Definicija 1.14. (Kaputov frakcioni izvod) Delovanje Kaputovog frakcionog izvoda reda o € RT,
u oznaci 3D, na realnu funkciju f ¢iji je m-ti izvod integrabilan, definisemo na sledeéi nacin

CDLf(t) = I “o D™ f(t), m—1<a<m,

preciznije
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L )/t(f(m)(T)dT m-1<a<m,
0

x I'm -« t—7)atl-m’
oDy = dgn )
—f(t), a=m.
e ()
Primetimo da se kod Kaputovog izvoda, za razliku od Riman-Liuvilovog, operator diferenciranja

nalazi unutar integrala. Zbog sli¢nosti u definisanju, postavlja se pitanje koliko se razlikuju ta dva
operatora i da li postoje funkcije na koje ti operatori imaju jednako dejstvo?

Teorema 1.13. (Veza izmedu Kaputovog i Riman-Liuvilovog izvoda) Neka je m — 1 < a < m,
m € N, tada:

—

SDFF() = D[ £(7) -
k=0

(k)
f k'(o) Tk} (t)

Dokaz. Koristeéi definiciju Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda, desnu stranu prethodne jednacine
mozemo zapisati na sledeé¢i nacin:
) 4
i T ) dr

r(ml— ) % /ot(t - (f(T) -

Primenom parcijalne integracije dobijamo:

=

m—

k=0

m m=l ¢ (g
F(ml—a) cclitm(iml—a(tiTm Oé( Zf ! )

k=
+ [ - (1) g —O ) ar).

Imajuéi u vidu da je prvi sabirak u prethodnoj jednacini jednak nuli, ponovnim diferenciranjem
dobijamo:

m—1 m_l (k)

Ponovnom primenom Lajbnicovog pravila dobijamo:

1 4ot ol w1 = fP0)
T(m—a) dtmfl/o a7 (f()(T)_Z(k—mTk )dT'

Ponavljajuéi ta dva postupka m — 2 puta dobijamo:

I‘(ml— ) % /Ot m 1_ ) (t—m)m (f(mfl)(T) — f(mfl)(())) dr.

Konacno, jos jednim diferenciranjem dobijamo trazenu jednakost:

1
'(m-—«

t
)/0 fr(t —r)ym=e=td = s D f(t)r

O

Posledica 1.3. Na osnovu prethodne teoreme 1.13 i posledice 1.2, za 0 < a < 1 wvaZi sledeca
jednakost:
tfa

oDy f(t) = o DY f(t) — f(0+)m = oDYLf(t) = f(07)].

11



Posledica 1.4. (Kaputov frakcioni izvod jedinice) Koristedi teoremu 1.13 dobijamo sledeéu jedna-
kost:
oDf1 =0, a>0.

Teorema 1.14. (Jednakost frakcionih izvoda dve funkcije) Neka su ¢;, 0 < j < m, proizvoljne
konstante im —1 < a <m, m € N, tada

(¢)
oDRf(t) = 5Dy g(t) <= f(t) = g(t) + Y e5t';

i=0
(b)
oD f(t) = ¢Dig(t) = f() +th“ 7,

Dokaz. (a) (=) Pretpostavimo da vazi (D¢ f(t) = §Dsg(t), tada na osnovu definicije Kaputovog
frakcionog izvoda, vazi sledeéa jednakost:

F(r) — g™ (1)
—a/ t—T‘H‘lm dr = 0.

Kako su f i g proizvoljne funkcije sledi:

FIm(e) — g™ (t) = 0 = f(1) +chti-

(<=) Pretpostavimo da vazi f(t) = g(t) + 375, cjtj Tada f™(t) = ¢g(™)(t) iz cega sledi:
oDy f(t) = oDig(t).
(b) Pogledati [MAI], str. 8. a

Definicija 1.15. Definisimo kauzalnu distribuciju’, u oznaci ®,, a > 0, na sledeci nacin:
tozfl
Ht)—, a>0
() = I()

dm
dt—m<1>a+m(t), a<0, a+m>0, a+m-1<0, meN.

Teorema 1.15. Delovanje Riman-Liuvilovog frakcionog integrala na funkciju f, mozZemo zapisati
i na sledeéi nacin:

ol 7 f(t) = @a(t) * f(£), o >0.
Dokaz. Po definiciji imamo da:

Balt) * £(t) = / ﬁH(t )t — 1) () dr = oI5 f(8).

O

Teorema 1.16. Delovanje Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda na funkciju f, moZemo zapisati
na sledeéi nacin:

oDEf(t) = ®_a(t) « [(1), >0,

8U literaturi se moze naié¢i i na naziv kauzalna funkcija, 5to nije najkorektniji termin, posto je u pitanju
distribucija, a ne funkcija.
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Dokaz. Po definiciji imamo da:

S o) () = T 1) ) = L 1)/0( LI

dtm :WF(Q a+1-—m)
dm m—a m m—ao
= g oIt T (6) = DY o oIy f () = o DY f (D).

1.4 Laplasova transformacija

U ovom delu navodimo samo one definicije i osobine Laplasove transformacije koje ¢e nam biti
potrebne u daljem radu.

Definicija 1.16. (Laplasova transformacija) Neka je f € L},., f(t) =0, za t <0 i neka
If(t)] < Ae™,  t — oo

Definisemo Laplasovu transformaciju za funkciju f:

o0
L{f(t);s} = / e Stf(t)dt =: f(s), seC.
0
Definicija 1.17. Par funkcije i njene Laplasove transformacije oznacavamo na sledec¢i nacin:

f(t) = f(s).

Teorema 1.17. (Osobine Laplasove transformacije) Direktnom primenom definicije Laplasove
transformacije dolazimo do sledeéih formula:

(a) Laplasova transformacija konvolucije

f(&)*g(t) + f(s)g(s);
(b) Laplasova transformacija stepene funkcije

INa+1)

o .
1 =

a > —1;

(¢) Laplasova transformacija standardnog izvoda

=

Dy f(8) =+ 5™ F(s) = D fI(OF)sm I H
k=0
FE(07) = lim Dy f(b);
t—0+
(d) Laplasova transformacija funkcije @,

D, (t) + o a> 0;

(e) Laplasova transformacija Riman-Liuvilovog integrala

1)

ot f(t) + et a > 0.

13



(f) Laplasova transformacija Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda

—1
ODaf( Zsm 1— k:g(k 0+)
k=0

g®(07) == lim DFg(t), g(t):= I "f(t), m—1<a<m.
t—0+
Ako je m — 1 < o < m dobijamo:
o D7 f(t) + 5% f(s);
(9) Laplasova transformacija Kaputovog frakcionog izvoda
ODaf( Zsa 1— kf 0—0—)7
FE0F) ;= lim DFf(t), m—1<a<m;
t—0+t

(h) Laplasova transformacija eksponencijalne funckije

1

+ ;
s—a

(i) Laplasova transformacija Dirakove §-distribucije

6+ 1.

Dokaz. Dokaze tvrdenja (a), (b), (¢), (h) i (i) pogledati u knjizi [MUR]. Dokaz tvrdenja pod
(d) sledi iz definicije kauzalne funkcije i stavke pod (b), dok se (e) dokazuje pomocu teoreme 1.15,
stavki (a) 1 (¢). Tvrdenje pod (f) sledi iz teoreme 1.16 i stavke pod (a). Konaé¢no, (g) sledi iz
teoreme 1.13 i tvrdenja pod (f).

Teorema 1.18. (Inverzna Laplasova transformacija) Ako je f = L{f(t)} tada funkciju f(t)
mozZemo izracunati pomocu inverzne Laplasove transformacije

LY L[ g d

t)=L" )= — .

f0 = Tt = g [ s

gde se v € R bira tako da kompleksna poluravan S = {z : z € CiRe{z} < v} sadrzi sve
singularitete funkcije et f(s).

Dokaz. Pogledati u knjizi [KIL], str. 18.

Prethodna teorema se jos naziva i Bromovic¢evom integracionom formulom, a prava p :={z: z €
C i Re{z} = v} Bromovicevom putanjom. U praksi, da bismo izra¢unali inverznu Laplasovu trans-
formaciju koristimo pomoénu konturu C; i Kosijevu integralnu formulu §c z)dz = 0, ukoliko

f(s)est nema singulariteta (ni polova ni tacaka grananja), vazi:

f(t) = lim (ij{; e”f(s)ds—% ; e‘“f(s)ds),

R—o0 \ 27

gde sa Cy oznatavamo zatvorenu konturu B — J — K — L — A — B, a sa Cy otvorenu konturu
B—-J—-K—L-A,slikal, a).
U slucaju egzistencije tacaka grananja i ukoliko podintegralna funkcija nema polova, koristimo

konturu koja zaobilazi te tacke. Pretpostavimo da funkcija et f (s) ima tacku grananja u 0, slika
1, b). Uvedimo sledeée oznake: Cr, za B— D — E; Cr, za L— N — A; Cr, za E — H; Cp, za
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L-K;C.zaH-J—-KiCzaB—D—-E—H—J—K—L—N — A. Funkciju f(t) dobijamo

na Sledeéi naéin:
C CR] CR? CL] CL2 Ce

Napomenimo da R — oo, dakle Cr, i Cr, su orijentisani lukovi kruznice ¢iji poluprecnik tezi
beskona¢nosti. Vektori EH i KL su paralelni sa apcisom i teze da se preklope sa njom. C; je
orijentisani luk kruznice sa polupre¢nikom e > 0, slika 1. b).

a) Ya b) Ya
J D
B B
\Y+iT - \Y+iT
R A
X 0 E HXTSE
ol 7 x I KOJ x
y—iT y—iT
jci jcl
L N

Slika 1. a) Kontura koriséenja pri ra¢unanju inverzne Laplasove transformacije. b) Kontura pri
rac¢unanju inverzne Laplasove transformacije u slu¢aju kada podintegralna funkcija ima singularitet
u tacki nula.

Prilikom racunanja fC et f(s) ds koristicemo sledeéu teoremu:

Teorema 1.19. (Kosijeva teorema o reziduumu) Neka je C prosta, zatvorena, pozitivno orijen-
tisana kontura u kompleksnoj ravni i neka funkcija f ima singularitete u tackama zg, z1,...,2n
unutar te konture. Tada:

%Cf(z) dz = 2mi ZRes(f, Zk),s

k=0
gde Res(f, z) racunamo u zavisnosti od vrste singulariteta koju funkcija f ima u tacki zy:
(i) ako je zy otklonljiv singularitet, tada Res(f,z;) = 0;
(i1) ako je zi pol prvog reda, tada Res(f,z,) = lim,_,,, (z — zk) f(2);
(iii) ako je zi pol m-tog reda, tada

Res(f,z1) = ! lim d” ((z = ze)™ f(2)).

(m — 1) 2=z, dz™

Dokaz. Pogledati u knjizi [BAK], str. 115.
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1.5 Furijeova transformacija

U ovom delu navodimo samo one definicije i osobine Furijeove transformacije koje ¢e nam biti
potrebne u daljem radu.

Definicija 1.18. (Furijeova transformacija) Neka je f integrabilna na R. Tada Furijeovu trans-
formaciju funkcije f definisemo na sledeci nacin:

F{f(t);s} = f(s) = /jo fe stdt, scR.

Teorema 1.20. Neka je funkcija f integrabilna na R, tada vaZe sledecée formule:

(a) Furijeova transformacija standardnog izvoda

FLO (0} = )" (s);

(b) diferenciranje Furijeove transformacije
dr . n
L) = PGty e}
s
(¢) Furijeova transformacija konvolucije
F{rw) s gt)ish=F-g:

(d) ako je f(s) = F{ft)}, tada funkciju f(t) moZemo izracunati pomocu inverzne Furijeove

transformacije:
N 1 o
flt) = fﬁl{f(s);t} = %/Re”tf(s) ds.

Dokaz. Dokazi prethodnih tvrdenja se mogu pronadi u knjizi [TEO].
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2 Elementi mehanike kontinuuma

Da bismo napravili matematicki model koji opisuje mehaniku deformacije, npr. kako opisati
skracenje viskoelasticnog Stapa prilikom konstantnog sabijanja ili izduzenje viskoelasti¢ne opruge
usled tereta okaCenog na jedan njen kraj, uvodimo sledece fizicke veli¢ine:

e napon — opisuje delovanje sile po zamisljenoj povrsi unutar tela;
e deformacija — opisuje promenu oblika i veli¢ine tela usled delovanja sile;
e pomeraj — opisuje promenu polozaja Cestica u telu.

Povezanost izmedu ovih veli¢ina izrazavamo preko slede¢ih jednacina:

e jednacina kretanja — veza izmedu napona i pomeraja: opisuje kako sila utice na kretanje
materijalnih tacaka unutar tela;

e geometrijska jednacina — opisuje vezu izmedu deformacije i pomeraja;

e konstitutivna jednac¢ina — opisuje reakciju materijala na dejstvo sile: povezuje napon i
deformaciju.

U narednim poglavljima resava¢emo navedene jednacine, a da bismo imali potpunu sliku o njima,
uvodimo pocetne i grani¢ne uslove:

e pocetni uslovi — ponasanje napona, izduzenja i ostalih parametara pre deformacije i dejstva
sile na telo;

e granicni uslovi — ponasanje napona, izduzenja i ostalih parametara na rubu tela.

U nasim sistemima pocetni i grani¢ni uslovi bi¢e unapred zadati. Moze biti od interesa i asimptot-
sko ponasanje sistema (jednacine ravnoteze): ponasanje napona, deformacije i drugih parametara
kada t — oo.

2.1 Geometrijska jednacina i tenzor deformacije

Prilikom dejstva sile dovoljno velikog inteziteta na ¢vrsto telo dolazi do promene zapremine i
oblika tog tela, sto opisujemo polozajem materijalnih tackaka tog tela u referentnoj konfiguraciji
(pocetnom trenutku) i trenutnoj konfiguraciji. Jezikom matematike receno:

u=x—-x, I

gde je x radijus vektor materijalne tacke krutog tela pre dejstva sile, a x’ radijus vektor polozaja
materijalne tacke pod dejstvom sile, dok veli¢inu u nazivamo pomerajem. Ako nam je poznata
funkcija pomeraja u, znamo kako se telo deformise prilikom dejstva sile.

U cilju opisivanja deformacije, posmatrajmo kako se menja rastojanje izmedu dve bliske tacke,
oznac¢imo ih sa P(x1,x2,23) 1 Q(x1 + dxy, 22 + das, x5 + drs), i pretpostavljamo da se one
nalaze u referentnoj konfiguraciji. Ako sa dl ozna¢imo rastojanje izmedu P i Q, tada je dI? =
dz? + dx3 + dz%. Dalje, neka radijus vektori tacaka P i Q u trenutnoj konfiguraciji imaju
P’ (2, xb, 25) 1 Q' (2} + da, xf + dxh, x5 + dzf), redom. Oznacéimo sa dl’ rastojanje izmedu tacaka
P i @, tada je dI'* = da}® + dz})® + da:éQ. Nas zanima promena kvadrata rastojanja izmedu
tacaka P i Q: dl'? — di?.

YPodseéamo da vektore oznacavamo podebljanim slovom, dok njegove komponente pisemo istim (nepodebl-
janim) slovom i indeksiramo prema koordinatama, npr. u = (u1, u2,u3).
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Primetimo da vektor pomeraja u moZzemo posmatrati kao funkciju od x, tj. u(x) = (u1(x), u2(x), uz(x)).
Uoc¢imo da vazi:

Ou;

o= (x)+x; i du; = dxj,

—~ Oz ;
; j

iz Cega sledi:

8“1 . 2 8ui 8ui Ou,
dz, = Z o, “dry +dr; i dey = Z Z 9z, Doy dx; dxy, + 2 Z o,
E o J J

Tada je:

d? —di? =" (da? — d2?) =3 3 ) g;‘ g;" du; vy + 222 a“f dz; ;.
i kg J

9

sdr; + da?.

Ako kod drugog sabirka u prethodnoj jednacini indeks ¢ zamenimo sa k, dobljamo:

di? — di* = Zzzng 2;" dx]da:k+2zz dx]dxk
du; du; | 0
—ZZZ(aﬁﬁ azk 26?)‘%“’“

Ou; Ou; 8uk ou
_Zzz(ax 89% 833] +8 i)dmjdxk'

& o= 1 Ou; Ouy Ou; ; .
Ako oznacimo 51, = 5 >, (522 +9 o+ aar 8:::]-)’ onda imamo:

di” —di* =2 " ejpdrjday.
E g

Tenzor €5, nazivamo tenzorom deformacije. Primetimo da je tenzor deformacije simetrican, i ako
su u pitanju veoma male deformacije poslednji sabirak se moze zanemariti, posto je za red veli¢ine
manji od prva dva:

Ouj  Oug )
; — 6
Eik = (8xk + a.’E] ( )
Primer 2.1. Ako modeliramo nag sistem u jednoj dimenziji, jednacina (6) postaje:
ou
= —. 7
o (7)

U narednim poglavljima opisiva¢emo deformacije u jednoj dimenziji, pa éemo za geometrijsku
jednacinu koristiti (7).

2.2 Jednacina kretanja i tenzor napona

Unutrasnje sile i spregove koji ,,drze oblik tela” nazivamo unutrasnjim naponom ili samo naponom
tela. Kada na telo ne dejstvuju nikakve sile, njegovi molekuli se nalaze u termodinamickoj
ravnotezi, Sto znacCi da ne postoji razmena energije izmedu njih. Prilikom delovanje spoljasnje
sile na telo, dolazi do deformacije i promene napona u njemu: stanje ravnoteze se naruSava i
medumolekulske sile teze da vrate telo u stanje ravnoteze (pogledati [LAN]). U teoriji linearno
viskoelasti¢nih sredina medumolekulske sile su kratkog dometa i zanemarljive u odnosu spoljasnje
sile, pa ih ne¢emo uzimati u obzir u nasim modelima. Prethodni stav omogucuje upotrebu Kosijeve
i Ojlerove leme (pogledati [ATA]):
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Lema 2.1. Na svakoj zamisljenoj, presecnoj pouvrsi unutar tela, medusobno dejstvo presekom
razdvojenih delova moZe se izraziti neprekidno rasporedenim silama i momentima po presecenoj
povrsi.

Neka je dato telo B. U cilju opisivanja unutrasnjeg napona u telu, zamislimo da smo ga po povrsi
S presekli na dva dela, By i By (slika 2).

Slika 2. Rezultanta sila AF' i povrsinskih momenata AM koji deluju na povrs S u tacki A.
Granicni slucaj lima a0 % predstavlja silu napona u tacki P na povrs S. Pri tome smo uzeli
da limAA_)o % =0.

Potom uklonimo jedan deo, npr. Bs. Ako sa P ozna¢imo proizvoljnu tacku na povrsi S, onda
napon u toj tacki, koji je posledica delovanja dela Bs na deo Bj, ozna¢avamo sa o, i definiSemo
na sledeéi nacin:

AF
= 1. _—
o0 = g Aa ®)
gde sa AA oznacavamo deli¢ povrsine koji sadrzi tacku P, a sa AF/ oznacavamo rezultantu
vektora svih sila kojim deo By deluje na deo B;. Primetimo da, ako bismo posmatrali napon u
istoj tacki P, ali u sluc¢aju kad deo B; deluje na deo Bs, na osnovu tre¢eg Njutnovog zakona™*
dobili bismo jednacinu (8) ali suprotnog znaka, tj.

— oy AF
Tn = T AR AA
Telo B u tacki P mozemo prese¢i na beskona¢no mnogo nacina. Na osnovu prethodne konsta-
tacije, zakljuéujemo da zavisno od izabrane povrsi, u tacki P postoji beskona¢no mnogo naponskih
stanja; zbog toga koristimo oznaku o, , gde indeks n oznacava jedini¢ni vektor normale na povrs
u odnosu na koju se posmatra napon.

Pokazacéemo da svi vektori nisu medusobno nezavisni, tj. da vektori napona za tri medusobno no-
rmalne ravni u potpunosti odreduju naponsko stanje u nekoj tacki. Jedini¢ne vekore koordinatnih

osa oznacavamo sa: €;, ¢ = 1,2,3. Sa o; oznacavamo napon koji deluje na povrsinu odredenom
vektorom e;. Vektor o; mozemo razloziti na bazne vektore:

ai =) oije (9)
J
Posto su vekori e; ortonormirani, ako jedna¢inu (9) skalarno pomnozimo sa ey dobijamo

;€ = 0ik-

INa osnovu leme Kosija i Ojlera F' je neprekidna funkcija.
**Zakon akcije i reakcije: sila kojom jedno telo deluje na drugo telo, jednaka je po intenzitetu i pravcu sili kojom
drugo telo deluje na prvo telo, ali je suprotnog smera.
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Matricu [0;;] nazivamo tenzorom napona. Primetimo da je prvi indeks odreden povrsinom na koju
napon deluje, a drugi projekcijom tog napona na koordinatnu osu, slika 3.

Pokaza¢emo da matrica [o;;] u potpunosti odreduje stanje napona o, za bilo koji jediniéni vektor
n. Neka je:

_ § : )
O, = O’nei
i

opisuje naponsko stanje u tacki P u pravcu jedini¢nog vektora n. Konstruis§imo tetreaedar
P K M N, tako da tacke M, N, K pripadaju koordinatnim osama xi, 2, x3, redom, i da je
stranica M N K normalna na vektor n, slika 4.

Ako n = n;e; tada n; = cosZ(n,e;) i vazi n? +n3 +n3 = 1. Ako sa dA; ozna¢imo stranicu
tetreadra koja je normalna na koordinatu x; tada

gde sa dA oznacavamo stranicu K M N. Na tetreadar deluju zapreminske sile fdV i povrsinske
sile 0,,dA—o1dA1 —03dAs —o3dAs. Ako pretpostavimo da se tetreadar nalazi u stanju ravnoteze
dobijamo sledecu jednacinu

O'ndAfUldAl 70'2dA2 70'3dA3 +de =0. (11)
A oy
473, C»
Gy Gy
—>»
d
X3 o, o), Gy
Oy
dx,
X3
dx,
X

Xy

Slika 3. Komponente tenzora napona.

Ako sa h ozna¢imo visinu tetreadra onda je dV = %dA. Ako jednacinu (11) podelimo sa dA
dobijamo:

gl ddy iy

TnTONgA "7 A 7 aa

Koristeéi (10) i posmatrajuéi graniéni sluéaj kad h — 0 dobijamo

h
+f==0
! 3
o, — 01Ny — oong — ozng = 0.
Ako prethodnu jedna¢inu pomnozimo skalarno sa e; dobijamo

0, = O1iN1 + T2iN2 + 03;N3.
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Dakle, izrazili smo o, preko tenzora napona [o;;].

A X3

K

\ 4

X2

M

X

Slika 4. Komponente napona ,,koordinatnog tetraedra” nad ravni M N K koja je odrdena nor-
malom n u tacki P

Tokom deformacije dolazi do promene naponskog stanja u telu. Promenu napona mozemo razloziti
po koordinatnim osama. Na primer, da bismo opisali promenu naponskog stanja po koordinati
x1, posmatra¢emo komponente tenzora napona do;1, jer one opisuju promenu napona u pravcu
x1, na stranici upravnoj na vektor ¢, slika 5.

/ & O+ doy )g
- 1

-

Gy,
)
c,+do, R
X5 -~ 631 dxl
dx,

X
X

Slika 5. Promena napona po koordinati x;.

Dakle, doa; mozemo zapisati na sledeéi nacin:

0o
61'2

Oznac¢imo sa f; komponentu zapremenske sile koja deluje u pravcu x; koordinate. Tada dejstvo
svih sila u pravcu x; ose mozemo izraziti jednac¢inom

door = 091(x1, 22 + dag, x3) — 091 (21, 22, 23) = dzs.
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(90'21

8902

0011
[011 + )

da:l — 0'11]d],‘2dl‘3 + [0’21 + dl‘Q — Ugl]dmld.ﬁg

80'3

1d$3 - Ugl}da)‘ldl‘g + fidridrodxs = 0.

+ [0’31 + a3

Deljenjem prethodne jednacine zapreminskim elementom dV = dzidxadzrs dobijamo

80’11 80’21 80'31
8.%‘1 + 81‘2 + 81‘3

Primenjujudéi slican rezon na sume svih sila po pravcima x; i x2, dobijamo sistem jednacina

+ f1=0.

80’1']'

— Ox;
7

+ f; =0. (12)

Ako zanemarimo zapreminske sile, a dejstvo spoljasnje sile zapiSemo kao pii;dV gde p predstavlja
gustinu tela T, jednagina (12) postaje
60’1‘1' - 82uj

D P o2

(13)

Prethodnu jednacinu (13) nazivamo jednacinom kretanja.
Primer 2.2. Ako modeliramo nas sistem u jednoj dimenziji, jednacina (13) postaje

Oo 0%u
o o (14)

2.3 Konstitutivna jednacina

Konstitutivna jednac¢ina prikazuje vezu izmedu napona i deformacije, ona zavisi od svojstva samog
materijala i opisuje kako se telo deformise tokom vremena prilikom dejstva sile i nakon njenog
prestanka. Cvrste materijale na osnovu nacina na koji se deformisu prilikom delovanja konstantne
sile na njih, slika 6, mozemo grubo svrstati u dva grani¢na slucaja:

e elasti¢ne — tokom dejstva sile javlja se deformacija koja je proporcijalna naponu i nezavisna
od vremena, odmah nakon prestanka dejstva sile telo se vra¢a u pocetan oblik.

e plasti¢ne — nakon prestanka dejstva sile javlja se trajna deformacija; kod mnogih plasti¢nih
materijala na pocetku dejstva sile dolazi do pove¢anja deformacije, ali nakon nekog vremena
ona postaje konstantna.

Vecina materijala nije potpuno elasti¢na, a nije ni potpuno plasticna. Neretko nailazimo na ma-
terijale koji na pocetku dejstva sile pokazuju elasti¢na svojstva, ali ako se ono nastavi, dolazi do
sporog 1 postepenog povecanja deformacije, a nakon prestanka dejstva sile deformisano telo tezi
da se vrati u pocetan oblik, slika 6. Takve materijale nazivano viskoelastiénim materijalima.
Primetimo da, u njihovom slu¢aju, deformacija vremenski zavisna promenljiva.

Na osnovu prethodne konstatacije, mozemo zapisati o(t) = F[s(t)], gde je F' transformacija koja
zavisi od napona, ali i vremena. U ovom radu ¢emo se fokusirati na talase koji se prostiru u
viskoelasti¢nim materijalima, ¢ije konstitutivne relacije zadovoljavaju sledeéu jednacinu:

F[Clé‘ + 0262] = ClF[é'le + CQF[EQ] . (15)

tTOvde smo koristili Drugi Njutnov zakon: ubrzanje tela srazmerno je sili koja deluje na njega, a obrnuto
srazmerno masi tela.
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Takve materijala nazivamo linearno viskoelasti¢nim materijalima, dok jednacinu (15) nazi-
vamo Bolcmanovim principom superpozicije. Da bismo opisali linearno viskoelasticne materijale,
potrebni su nam pojmovi poput puzanja i relaksacije.

p A
G()

t, t

¢ Viskoelasti¢na deformacija

—————
s
"
.~
R

_/'/ -~
7 KPIastlcna def.

/-

Elasticna deformacija | "~.

Se———

\Trajna deformacija
0 4 t

Slika 6. Razliciti odzivi materijala tokom delovanja konstatnog napona i tokom njegovog
prestanka (adaptirano prema [FIN]).

2.3.1 Puzanje

Puzanje opisuje sporu i neprekidnu deformaciju materijala tokom vremena usled dejstva kon-
stantne sile. Postoje tri osnovna stadijuma puzanja: prvi, nastanak deformacije materijala; drugi,
konstantno povecavanje deformacije; treéi, naglo poveéanje deformacije koja dovodi do frakture
materijala, slika 7. Puzanje matematicki opisujemo funkcijom puzanja, a ozna¢amo sa J(t). Pos-
matrajucu sliku 7, mozemo zakljuciti da je J neopadajuca funkcija za t > 0. Takode, kako na telo
ne deluju nikakve sile pre pocetka merenja J =0 za t < 0.

A
€

&

Slika 7. Faze puzanja.
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A
e
80
0 >»
t
A
(e}
%)
0 »
t

Slika 8. Funkcija relaksacije G(t).

2.3.2 Relaksacija napona

Relaksacija napona opisuje napon u viskoelasticnom materijalu tokom vremena kao odgovor na
iznenadnu, a potom i konstantnu deformaciju. Usled konstantne deformacije dolazi do relaksacije
materijala, tj. do opadanja napona, slika 8.

Relaksaciju napona matematicki opisujemo funkcijom relaksacije, a oznacamo sa G(t). Kao sto je
pokazano na slici 8, G je nerastuca funkcija za t > 0. Slicno kao i kod funkcije puzanja, uvodimo
sledecu restrikciju: G=0zat < 0.

2.4 Matematicka postavka konstitutivne jednacine

Kao i u prethodnim poglavljima, napon ozna¢avamo sa o(z,t), a deformaciju sa e(z,t), gde je
x prostorna®, a t vremenska koordinata. Zbog jednostavnosti zapisa pisaéemo o(t) i (). Od
funkcija napona, deformacije, puzanja i relaksacije, zahtevacemo da ispunjavaju najmanje sledece
osobine (pogledati [BORY)):

(i) o€ HY

(ii) € € HY;

(iii) J € R(o) na [0,00)T;
(iv) J € HY;

(v
(vi) G € R(e) na [0, 00);

JOT) < J(t1) < J(te) < ... < J(+0), gdeje 0T <t <...<ty...

(vil) G(0T) > G(t1) > G(t2) > ... > G(+00), gdeje 0t <t <...<tp..

)
)
)
)
)
)
)
)

(viii) G € HO.

*U ovom i u narednim poglavljima, opisujemo ponaSanje materijala u jednoj dimenziji.
TVideti definiciju 1.6.
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Definicija 2.1 (Integral relaksacije). U teoriji linearno viskoelasticnih sredina napon definisemo
na sledeci nacin:

+oo
o(t) = G(t —7)de(T). (16)

— 00

Integral (16) nazivamo reprezentacijom relaksacije.

Definicija 2.2. (Integral puzanja) U teoriji linearno viskoelastiénih sredina deformaciju definisemo
na sledeéi nacin:

—+o0
c(t) = / J(t — 1) do (7). (17)
Integral (17) nazivamo reprezentacijom puzanja.

Teorema 2.1. Integral reprezentacije relaksacije (16) moZemo zapisati preko Rimanove konvolu-
cije

o=Gx* de.

Dokaz. Kako € i G pripadaju prostoru H® vazi:

+oo t
oty = [ Gt —r)de(r) = / Gt — 7)de(7) = G + de. (18)
0

— 00

Teorema 2.2. Integral reprezentacije puzangja (17) moZemo zapisati preko Rimanove konvolucije

e=Jx* do.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu prethodne teoreme. O

Teorema 2.3. Napon i izduZenje definisani preko jednacina (16) i (17) zadovoljavaju Bolcmanov
princip superpozicije (15).

Dokaz. Dokaza¢emo samo da linearna superpozicija deformacije odgovora linearnoj superpoziciji
napona (analogno se dokazaje i obrnuto, da linearna superpozicija napona odgovara linearnoj
superpoziciji deformacije). Definisimo ukupnu deformaciju sa

E = i biEZ‘, (19)
i=1

gde su b; proizvoljne konstante nezavisne od vremena. Neka je 0; = G x¢; 1 0 = > b;0;, treba da
pokazemo da vazi 0 = G x €.
Koriste¢i osnovne osobine operatora Rimanove konvolucijef, imamo da:

azibim :ibi(G*dai) =G*d(ibi5i) =G=xe,
i=1 i=1 i=1

Uvodimo sledeée oznake:

(i) J := J(0") pocetno puzanje;

tPogledati teoremu 1.4.
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(ii) Je := J(+00) ravnotezno puzanje;

(iii) G := G(0") pocetna relaksacija;

(iv) G := G(+00) ravnotezna relaksacija.;
(v) 6 =o(0%) pocetni napon;

(vi) € =¢(0%) pocetna deformacija.

Teorema 2.4. Ako o(t), £(t) € H' tada:

(a) e(t) =3aJ(t) +/0 J(t —T1)o(T)dr;

(b) o(t)=eGt)+ | G(t—T1)é(r)dr;

(c) G(t)eH;
(d) J(t)e HY,

(¢) oft)=Ge(t) + | Gt —7)e(r)dr:

(f) e(t)=Jo(t)+ /0 J(t —7)o(r)dr.

Dokaz. Tvrdenja (a) i (b) su posledica teorema 2.1, 2.2 i teoreme 1.4 pod (g). Tvrdenja (c) i (d)
slede iz tvrdenja (b) i (a), redom. Tvrdenja (e) i (f) se dobijaju primenom parcijalne integracije
na tvrdenja (c) i (d), redom. a

Funkcije G i J se nazivaju stopom relaksacije i stopom puzanja, redom.

Primer 2.3. Ako za funkciju puzanja izabaremo Hevisajdovu funkciju, J = H, veza izmedu
napona i izduZenja postaje: )
e(t) = Jo(t).

Primer 2.4. Ako definisemo funkciju puzanja sa J(t) = t, veza izmedu napona i izduZenja postaje:

t
e(t) = Jol(t) +/ o(r)dr = &(t) = Ja(t) + o(¢).
0
Teorema 2.5. Neka je G € H? i neka G £ 0. Tada G ima Stiltjesov inverz G~'. Dalje, ako
stavimo J = G~1, dobijamo:
(a) za svako o € H® postoji jedinstveno e € HY tako da o = ¢ * dG;
(b) e € H i 0 = e x dG implicira e = o x dJ;

(¢) J zadovoljava jednacinu
J* dG = H,

tako da za sve t € [0,00) vaZi
t
GJ(t) + / Gt —7)J(r)dr =1; (20)
0
(d) ako su G(t),J(t) € O(e*") kada t — oo za neko sy > 0, tada

G(s)T(5) = .

za sve s € C, Re(s) > so.
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Dokaz. Postojanje G~! sledi iz direktno iz teoreme 1.6, dok tvrdenje (b) sledi iz teoreme 1.5. Da
bismo dokazali (a), definigimo ¢ na sledeéi nacin: € = o * dG~!. Tada zbog dela (a) teoreme 1.4
e € HY, a zbog teoreme 1.5 0 = ¢ * dG. Tvrdenje (c) sledi iz teoreme 1.5 i dela pod (g) teoreme
1.4. Na kraju, tvrdenje (d) dobijamo primenom Laplasove transformacije na jedna¢inu 20:

GJ(s)+ J(s)(s — G(s) — G) = L

2.5 Diferencijalna forma konstitutivne jednacine

Definicija 2.3. Definisimo operatore P(D) i Q(D) na sledeéi nacin:

N N
P(D)=> pD* i QD)=> qD" (21)
k=0 k=0

gde sa D oznacavamo operator diferenciranja po vremenu, tj. D¥f = f(*),

Teorema 2.6. Neka su ¢, € HY, N > 1 i definisimo & kao

E=pxdp na (—00,00).
Tada je € € HN i vazi

N
) = 4o (V) 4 Z N L N s p M g [0, 00).

n=1

Dokaz. Neka N = 1. Na osnovu teoreme 1.4 pod (a) sledi da £ € H*, a iz (g) sledi da

E=dp+exp® na [0,00).
Primenjujudéi operator diferenciranja na prethodnu jednacinu dobijamo

¢ =P +9We 4+ oM ™ na [0,00).
Indukcijom se tvrdenje dokazuje za N > 1. |

Lema 2.2. Neka su a,, b._1, ¢c.—1, r=1,2,..., N, konstante. Tada

N N N r—k
Zbr,k Zancn,r = Zar Z Crek—mbm, (k=1,2,..,N).
r=k n=r r=k m=0

Dokaz. Kako tvrdenje vazi za N =1, za N > 1 dokaz se pokazuje indukcijom. O

Lema 2.3. Neka je G € HY (N > 1) i neka su p,, g, realne konstante, tako da py # 0. Tada:
(a)

N
= _paG" (r=1,..N) (22)
ekvivalentno je sa:

ézg za N=1,
P1

r—1

° o /. 1 °

G=2  an- — {qur - E pN—r kG (23)
PN PN =0

(r=1,2,..,N) za N >1;
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(b) ako o,e € HN i0 =ex dG, imamo da

k
g0 =3 G (] =0,1,..., N); (24)
r=0
(c) (23) i (24) implicira
N N
SpT =300 k=12, N); (25)
r==k r=k

(d) (25) i (23) implicira (24).

Dokaz.
(a) Za N =1 tvrdenje ocigledno vazi. Definisimo r = N — k i uvrstimo u jednacinu (22), tada
dobijamo
N k
avk= Y, PGV =N "p Nk G
n=N-—Fk n=0

iz ¢ega sledi (23). Slicno se dokazuje i obrnuta implikacija.

(b) Na osnovu tvrdenja 2.6 imamo da

k
o® = Ge®) 4+ 37 k=G 4 B 4 GO,

r=1

imajuéi u vidu da je a * b‘t:o = 0, dobijamo:

k
5k — Zé(k*ﬂg(ﬂ (k=1,2,..,N).
r=0

(¢) Na osnovu dela pod (a) imamo:

N

N N
S = 3 (S e
r==k

r= n=r

koriste¢i (24) i lemu 2.2 dobijamo (25).

(d) Za N =1 tvrdenje vazi. Dokazimo za N > 1. Na osnovu dela pod (a) i (25) imamo da:

N N N
> ppoTH =N e N Ty G (B =1,2,..,N).
r=k r=k n=r

Primenjujuéi lemu 2.2 na prethodnu jednacinu dobijamo:

N N r—k
S p6 =3, 3T GOkt (26)
r=k r=k =0

gde k=1,...N in=0,..,N —1. Kako su ¢, o, G proizvoljne funkcije iz klase HY, da bi
jednakost (26) vazila, treba da:
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r—k
J(r—k) _ Z é(r—k—m)g(m)’

m=0
za n :=r — k dobijamo Zeljenu jednakost. ]
Lema 2.4. Neka G,e € HN N > 1, tako da vaz P(D)G = qo na (0,00). Neka
c=ecxdG na (—o00,00).

Tada je o € HN i vazi

N N
P(D)o = qoe + Z e ané(”_”.
r=1 n=r

Dokaz. Da o pripada klasi HY sledi iz tvrdenja 2.6. Na osnovu istog tvrdenja i dela (b) i (g)
teoreme 1.4, dobijamo:

N N k

P(D)o = Zpk (G(k)€° + G®) « 5(1)) + Zpk Z Gl pa (0, 00).
k=0 k=1 r=1

Koristi¢i osobinu distributivnosti Rimanove konvolucije, teoremu 1.2 pod (d), dobijamo:

N N N k
P(D)o = 5°Zka(k) + (Zka(k)> x e 4 Zpk Z GHF=el) na (0,00).
k=0 k=0 k=1 r=1

Kako je iz uslova leme P(D)G = qp, imamo da:

N k
P(D)o =éqo +qox ') + Zpk Z GF el ma (0,00).

k=1 r=1
Kako je £qo + qo * €M) = qoe i koristeéi lemu 2.2, dobijamo:

N N
P(D)U = qos + Z 5(T) anG(nir)-
r=1 n=r

O

Teorema 2.7. Neka su o,e € HY (N > 1) i neka vazi 0 = € ¥+ dG. Dalje, neka funkcija G ima

sledecée osobine: G € HY i postoje realne konstante qo,po, ..., pn tako da P(D)G = qo na (0,00).
Tada:

(a) o ie zadovoljavaju sledeéu diferencijalnu jednacinu
P(D)o = Q(D): na (0,0),
gde je

N
Gr = ané(”fr) (r=1,2,...,N);

(b) o ie zadovoljavaju sledeée pocetne uslove
N N
Zpr&(rfk) = qué(rfk) (r=1,2,...,N).
r==k r=k
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Dokaz.

(a) Kako uslovi ove teoreme zadovoljavaju i uslove prethodne leme 2.4, za ¢, = ET]:[:T pné(”_r)
vazi P(D)o = Q(D)e.

(b) Tvrdenje sledi iz leme 2.3. a

Definicija 2.4. (Parovi diferencijalnih operatora reda N) Ako u (21) vazi

pn #0 dli gy #0,

tada se za par diferencijalnih operatora [P(D),Q(D)] kaZe da je reda N. Ako je py # 0 kaZemo
da [P(D), Q(D)] pripadu tipu relaksacije, a ako je qn # 0 kaZemo da pripada tipu puzanja.

Definicija 2.5. Neka je [P(D),Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N > 1 i neka G,0,¢ €
BN,

(a) Kazemo da [P(D),Q(D)] pripada funkciji relaksacije G ako

oc=¢c¢xdG na (—00,00) (27)
implicira
N
P(D)o =Q(D)e na (0,00) i Zpr&(“k) = qué’(“k), (28)
r=k

gde k=1,2,... N.

(b) Kazemo da funkcija G pripada paru diferencijalnih operatora [P(D),Q(D)] ako (28) implicira

(27).

Teorema 2.8. Neka je [P(D),Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N > 1 i neka o,e € HV.
Ako [P(D), Q(D)] pripada funkciji relaksacije G, tada:

(a) za funkciju G vaZi:

1. P(D)G = qp na (0,0),

2. P(D)o = Q(D)e na (0,00), gde je ¢, = ZnN:r PG
(b) [P(D),Q(D)] je tip relaksacije.
Dokaz.

(a) Neka e = h i ¢ = G. Kako je h neutralni element za Riman-Stiltjesovu konvoluciju® sledi da
0 = G * de, a na osnovu komutativnosti¥ dobijamo: ¢ = € ¥ dG. Posto ovako definisani o, €
pripadaju prostoru HY i kako [P(D), Q(D)] pripada funkciji relaksacije G, vazi:

P(D)G = Q(D)h = qo.
Kako su sa prethodnom jednac¢inom zadovoljeni svi uslovi teoreme 2.7, vazi:

N
P(D)o =Q(D)e na (0,00), gdeje g¢,= ané(”*r).

n=r

(b) Treba pokazati da py # 0. Kako je [P(D),Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N, tada
Pn # ili ¢, # 0. Primetimo da je slu¢aj p,, = 0 i g, # 0 nemogu¢ zbog ¢, = p,G. o

§Videti teoremu 1.4, (f).
YVideti teoremu 1.4, (b).
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Teorema 2.9. Neka je [P(D),Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N > 1. Tada postoji
funkcija relaksacije G € HY koja pripada [P(D),Q(D)] ako i samo ako je [P(D),Q(D)] tip
relaksacije. Sta vise, ako takva funkcija G postoji, ona je jedinstvena i pripada prostoru H™, i
predstavija resenje diferencijalne jednacine

P(D)G =qp, na (0,00),
date sa pocetnim uslovima

é’:q—l za N=1,

P1
q 1 r—1

G = 7Na G(T) qN r Zpk r+N G(k }
PN =0

(r=1,2,.,N—1) za N>1.
Dokaz. Videti u [GUR], teorema 4.4.

Teorema 2.10. Neka je [P(D), Q(D)] par diferencijalnih operatora reda N > 1. Ako je u pitanju
par relaksacije (p, #0), onda za svako € € HY odgovara tacno jedno o € HY tako da vaZi:

1. P(D)o = Q(D)e na (0,00),
2. N et R = SN g0 (k=1,2,..,N).
Dokaz. Videti u [GUR], teorema 4.6.

Teorema 2.11. Neka je P(D), Q(D) par diferencijalnih operatora reda N > 1. Neka sue, o € HY
i neka zadovoljavaju

1. diferencijalnu jednacinu: P(D)o = Q(D)e na (0, 00),

2. pocetne uslove: Zivzk pro (TR = Zivzk @GETR) zak=1,2,...,N.

Dalje, neka su o(t) i e(t) reda O(e*°) kad t — oo za neku konstantu so. Tada

za sve s € C, Re(s) > sg.

Dokaz. Primenjujuéi Laplasovu transformaciju na P(D)o = Q(D)e, dobijamo

—prstakr)— quz,se(kr.

Koristiéi lemu (2.2) dobijamo

1 N N 1N N
gg g rn) ;ZSnZQTsr n)

n=1 r=k

Na osnovu uslova (2) teoreme, sledi trazena jednakost:
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Teorema 2.12. Neka su [P(D),Q(D)] reda N > 1 ineka G € HY. Dalje, neka par [P(D),Q(D)]
pripada funkciji relaksacije G. Tada postoji realan broj sy tako da

za sve R(s) > so.

Dokaz. Videti u [GUR], teorema 4.8.

Prethodne teoreme, definicije i tvrdenja imaju svoju dualnu reprezentaciju u vidu puzanja J.
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3 Viskoelasti¢ni modeli i konstitutivne jednacine

U ovom poglavlju pokazacemo kako se dolazi do konstitutivne jednacine. Prvo éemo prikazati
pet klasiénih modela: Hukov, Njutnov, Vojtov, Maksvelov i Zenerov. Klasi¢ni modeli imaju
svoja ogranic¢enja i ne mogu najpreciznije opisati viskoelasti¢na svojstva materijala. Zbog toga su
uvedeni frakcioni modeli koji se baziraju na frakcionim izvodima, koje ¢emo takode prikazati.

3.1 Klasi¢ni modeli

Zajednicka osobina ovih modela je sto se dobijaju kombinacijom elasticnih i viskoznih elemenata
u rednoj ili paralelnoj vezi. Elastiéni element nam govori da je napon proporcijalan izduzenjul,
a viskozni element da je napon proporcijalan promeni izduzenja**. Pri izvodenju ovih modela,
pretpostavljamo da za pocetne uslove vazi: 0(0) = ¢(0) = ¢(0) = £(0) = 0.

3.1.1 Hukov model

Hukov model (videti sliku 9 pod a)), predstavlja samo elasti¢ni element, graniéni slu¢aj viskoe-
lasti¢nih modela:

o(z,t) = qoe(z,t).

Slika 9. Hukov model i Njutnov model.

Koristedi teoremu 2.12 imamo da:

G(s) =L,

S

Primenom inverzne Laplasove transformacije na prethodnu jednacinu, dobijamo:

G(f) = qo-
Sliénim postupkom dobijamo:
1
J(t) = —. (29)
q0

3.1.2 Njutnov model

Njutnov model predstavlja samo viskozni element (videti sliku 9 pod b)):

o(z,t) = qé(x,1).

Primenom teoreme 2.12 i inverzne Laplasove transformacijel za funkcije puzanja i relaksacije
dobijamo sledeéi par funkcija:

lo = goe
g — qOé
T1U svim klasi¢nim modelima primenjivaéemo ovaj postupak za izra¢unavanje funkcije relaksacije i puzanja.
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J(t) = é

G(t) = q16(t)

3.1.3 Vojtov model

Posmatrajmo Vojtov model* (slika 10): vidimo da su elasti¢ni i viskozni element u paralelnoj
vezi. Takav Sematski prikaz tumacimo na sledeéi nacin: elastiéni i viskozni element ée imati
podjednako izduzenje €, dok se ukupan napon ¢ moze predstaviti kao zbir napona koji deluje na
elasti¢ni element o7 i napona o5 koji deluje na viskozni element. Tada dobijamo sledeée jednacine:

o(z,t) = o1(z,t) + oa(z, 1)
o1(x,t) = ae(x,t)
o9(x,t) = bé(z, 1)

| O, +0,=0

Slika 10. Vojtov model.

Uvrstavanjem druge i trec¢e jednacine u prvu jednacinu dobijamo:

o(z,t) = ae(z,t) + bé(x, t)

gde je a koeficijent elasti¢nosti, a b koeficijent viskoznosti, elasti¢nog i viskoznog elementa, redom.
Generalno ¢emo, osim ako ne naglasimo drugacije, koeficijente elasticnosti oznacavati sa a, a koefi-
cijente viskoznosti sa b. Ipak, zbog koheretnosti izlaganja, na kraju ¢emo konstitutivnu jednacinu
zapisivati u obliku P(D)o = Q(D)e%¥, gde je py = 0. Dakle, imamo:

o(z,t) = qoe(x,t) + q1é(x, t).

Za puzanje i relaksaciju dobijamo sledeéi par funkcija:

Jt)=Dh(l—e=), Ji=— 1.=2

o

Gt)=G+G 8(t), G=q,G =q

1 Ovaj model se jos naziva i Kelvinov ili Kelvin-Vojtov model.
88Videti definiciju 2.3.
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3.1.4 Maksvelov model

Posmatrajmo sada Maksvelov model (slika 11): imamo serijsku vezu elasti¢nog i viskoznog ele-
menta, oni su pod istim naponom, ali njihovo izduzenje ¢e biti razli¢ito. Oznacimo sa & ukupno
izduzenje, a sa €1 i €2 izduzenje elasti¢nog i viskoznog elementa, redom. Tada dobijamo sledece
jednacine:

e(x,t) = e1(x,t) + ea(x, 1)
o(x,t) = aei(x,t)
o(x,t) = béa(x,t)

& +&=¢

a o g

b o g

Slika 11. Maksvelov model.

Diferenciranjem prve i druge jednacine, mozemo prethodni sistem jednacina svesti na sledeci oblik:

tj.

o(x,t) + pio(z,t) = qé(z,t).
Za funkcije puzanja i relaksacije, dobijamo sledeéi par funkcija:

o ° 1
J(t):J+J+ta J:@7 JJr:*a
Uil Q1

—t
G(t) =Gre™, Gy= ]%, To = D1

3.1.5 Zenerov model

Na slici 12 je prikazan klasican Zenerov model, gde imamo Vojtov element u serijskoj vezi sa
elasti¢nim elementom. Sliénom analizom kao kod Maksvelovog modela, elasticnom elementu
pridruzujemo izduzenje €1, a Vojtovom &5, dok je ukupno izduzenje €, a napon o isti za oba
elementa. Vojtov element posmatramo kao i Vojtov model, sa ukupnim naponom ¢ i ukupnim
izduzenjem 5. Dobijamo sledeéi sistem jednacina:

e(z,t) = e1(x,t) + oz, t)

o(z,t) = areq(z,t)
o(z,t) = o1(z,t) + oa(z, 1)
o1(z,t) = agzea(z,t)
O’Q($7t) = bléQ(I,t)



O, +06,=0

& +&=¢€
a,
G b o s
&

a g o

Slika 12. Zenerov model.

Da bismo dobili konstitutivnu jednacinu iz prethodnog sistema jednacina, primenjujemo Laplasovu
transformaciju po vremenu i dobijamo sledeéi sistem:

E(x,s) = E1(s,t) + &2(s,t)
5(s,t) = a1€1(s,1)

o(s,t) = 61(s,t) + d2(s,t)
o1(s,t) = agéa(s,t)
Ga(s,t) = b1séa(s,t)

Sredivanjem tog sistema dobijamo:
as . by ~ -
(1 + —)U(z, s)+ —sé(x,s) = axé(x,s) + bisé(x, s)
a ay
Primenom inverzne Laplasove transformacije dobijamo:
as b . .
(1 + —)U(Jc,t) + —o(z,t) = age(x, t) + bié(a, t),
ay a1
tj-
U(.’E, t) + pld(x7 t) = qOE(xu t) + qlé(x7 t)a
Za puzanje i relaksaciju, dobijamo sledeéi par funkcija:

1
1)717‘]1:7_1277-6:ﬂ

q1 qo q1 qo
2 -t o q1
G(t):G+Gle =, G=q), G ZF—QO, To = P1
1

Jt)y=J+ h(1—e7), J=

3.2 Frakcioni modeli

Frakcioni modeli u linearnoj viskoelasti¢nosti uopstavaju klasi¢cne modele, tako $to se umesto
Njutnovog viskoznog elementa uvodi wviskozno-elasticni element, gde se prvi izvod u jednacini
o = ¢ zamenjuje frakcionim izvodom:
o v
o =yD{e,

gde je 0 < v < 1. Da bismo opravdali koriS¢enje frakcionog izvoda u prethodnoj jednacini,
posmatrajmo slede¢u funkciju puzanja:

36



a
t) = ——t" 1.
J(t) i) a>0, 0<v<

Ovakva funkcija puzanja rezultat je brojnih eksperimenata vrsenim na linearno viskoelasti¢nim
materijalima. Koristeéi teoremu 2.2, deformaciju mozemo izraziti na sledeéi nacin:

a

e(t) = (mt”> * do = ﬁ/@ (t—71)"do.

Ako pretpostavimo da o € H', mozemo zapisati do kao & dt, pa koriséenjem parcijalne integracije
dobijamo:

)= Fiys /0 (t = 7)o (r) dr.

Kako na osnovu teoreme 1.7 vazi:
I'(z+1)=2I(2), za TRe{z}>0,
sledi da:

a

e(t) = ) /Ol(t — 1) to(r)dr. (30)

Primetimo da, imajuéi u vidu definiciju Riman-Liuvilovog frakcionog integrala:

« L 1 ‘ —Ta_l ) dr
o2 (1) = )/Ou YLy dr, ¢ >0,

IN(e
jednacinu (30) mozemo zapisati u obliku:
e(t) =a lyo(t). (31)

Ako na prethodnu jednacinu sa leve strane primenimo Riman-Liuvilov frakcioni izvod (videti
definiciju 1.13), koristeéi deo pod (d) teoreme 1.12, dobijamo:

o(t) = q1oDye(t), (32)

gde je g1 =a~ L.

Primetimo da jednacine (31) i (32) mozemo zapisati i preko operatora ®,*79 na sledeéi nacin:

e(t)=a®,(t)xo(t) 1 ot)=qP_,(t)*e(t).

9T9Delovanje operatora ®,* na funkciju f definisemo u vidu konvolucije ®4 i f, tj. @ * f.
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4 Prostiranje talasa

U zavisnosti od konstitutivnog modela imamo razli¢ite talasne jednacine. Prvo ¢emo opisati prosti-
ranje talasa ne definisuéi eksplicitno vezu izmedu napona i deformacije, a potom prikazati talasne
jednacine klasi¢nih modela i frakcionog Zenerovog modela.

Za viskoelasti¢nu sredinu uze¢emo homogeni viskoelasti¢ni stap gustine p, koji geometrijski mode-
liramo polupravom: popreéni presek Stapa je zanemarljiv, a u pozitivhom smeru z-ose proteze se
do beskonacnosti. Pretpostavljamo da se pre pocetka merenja (¢ < 0), Stap nalazi u ravnotezi, i
da na njega ne dejstvuju nikakve sile. U nekom trenutku na jedan kraj Stapa pocinje da deluje
spoljasnja sila koja dovodi do poremadaja ro(¢t) = r(0,t) (¢ > 0). Potom se poremeéaj r(z,t)
prostire duz Stapa. Poremacaj r mozemo opisati kao promenu polozZaja Cestica u Stapu, tj. preko
pomeraja u.

Promenu pomeraja u izrazi¢emo pomocu jednacine kretanja, geometrijske jednacine i konstitutivne
jednacine, kao i pocetnih i grani¢nih uslova koji ¢e nam biti unapred poznati. Dakle, problem
,,halazenja” u se svodi na sledeéi sistem jednacina:

2

0 . . o
a—xa(a:,t) = p@u(x,t) (jednacina kretanja);

e(z,t) = %u(x,t) (geometrijska jednacina)

(iii)

Flo(z,t),e(x,t)] =0 (konstitutivna jednacina);

(iv)

u(0,t) = ug(t), ILm u(z,t) =0, t>0, (graniéni uslovi);
(v) 5
u(z,0) = gu(x,t) s 0, z>0 (pocetni uslovi).

Veza izmedu napona o i deformacije € data je preko jednacina:

e(t) = a(0)J(t) +/O J(t—71)o(r)dr i o(t)=¢e(07)G(t) +/O G(t — 1)é(r) dr,

gde G i J, kao u prethodnom poglavlju, predstavljaju funkcije relaksacije i puzanja, redom. Veé
smo videli da primenom Laplasove transformacije vezu izmedu ¢ i € mozemo izraziti na sledeci
nacin:

&(x,5) = sJ(s)5(x,s) i G(x,s) = sG(s)é(x, s). (33)
Primenjuéi Laplasovu transformaciju na jednacinu kretanja i na geometrijsku jednacinu, dobijamo
jednacine:

—5(x,5) = psu(x, s) i &z, s) = —u(x,s).

ox ox

Kombinujuéi prethodne dve jednacine i jednu od jednacina iz (33) dobijamo:

***7Zbog pocetnih uslova vazi: s - u(z,0) —u(z,0) = 0.
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gde je funkcija p data sa

_1
2

wu(s) =+/ps [sé(s)] = ./ps [sj(s)]% . (35)

Primetimo da je p(s) > 0 za s > 0. Tada je reSenje obic¢ne linearne diferencijalne jednac¢ine (34)
dato sa

u(z,s) = Ug(s)e 12,

Primenjujuéi inverznu Laplasovu transformaciju dobijamo
y+ioco
u(z,t) = / Gig(s)est )T g T (36)
y—100

Definicija 4.1. (Grinova funkcija) Oznacdimo sa G sledeéu funkeiju:

Gz, t) + Gz, s) := e M7,
Funkciju G nazivamo Grinovom funkcijom ili impulsnom reakcijom.

Primetimo da jednac¢inu (36) mozemo zapisati u sledeé¢em obliku:
t
u(z,t) = / Gz, t — T)ug(r) dr = G(x,t) * ug(t). (37)
0

4.1 Slucaj klasicnih modela

U ovom delu prikazujemo talasne jednacine u Hukovom, Njutnovom, Vojotovom, Maksvelovom
i Zenerovom modelu. Da bismo dosli do talasnih jednac¢ina pomenutih modela, koristi¢emo jed-
nakosti (34), (35) i inverznu Laplasovu transformaciju i pretpostaviéemo da je u(x,0) = v/(z,0) =
0.

e Hukov model

U ovom modelu za funkciju puzanja imamo: J = qq (j = 57 1qp), primenom jednacine (35)
dobijamo:

()2 = paos?.
Na osnovu jednacine (34) sledi da:
@ﬂ(% s) — pqos u(z,s) = 0,
primenom inverzne Laplasove transformacije dobijamo klasi¢nu talasnu jednacinu:

0
u(z,t) — P —u(x,t) =0, c=/pqo.

Ox? ot2

¢ Njutnov model

Kod Njutnovog modela za funkeiju puzanja imamo .J = ¢; (j = q1571), koristedi jednacinu
(35) dobijamo:
[1(s))” = paus.

11 Gde je 7 broj iz teoreme 1.18.
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Na osnovu jednacine (34) sledi da:

i, 8) — parsii(e,s) = 0,

primenom inverzne Laplasove transformacije dobijamo klasi¢nu difuznu jednacinu:

—u(z,t) — ¢ x,t)=0, c=pq.

0x? &u(

Vojtov model

Za funkciju relaksacije imamo G = G + G_§(t) (G(s) = s *G + G_). Za kvadrat funkcije p
dobijamo:

2 S
S)|° = p—= ,
W =p e
dok se za jednacinu (34) dobija:
0 2 0 ki oo
58 TP ) = e — e ) =0

gde smo radi preglednosti uveli smene: k; = pGZt i ky = GG~ Primenjujuéi inverznu
Laplasovu transformaciju dobijamo:

32 ot 32

wu(m,t) — k1em 2" %y @u(x,t) =0.

Napominjemo da u sluc¢aju funkcija vise promenljivih operator konvolucije oznacamo sa *;
gde je t promenljiva po kojoj operator deluje, tj. g(z,t) *; f(z,t) = [, g(z, t —7)f(z, T)dr.
Sliéno definiSemo i *,.

Maksvelov model
-1

Za funkciju relaksacije imamo G = Gye™ ™ (G(s) = G1(s + 7;1)1). Za kvadrat funkcije
1 dobijamo:

dok se za jednacinu (34) dobija:
0% _ p 1\~
@u(a:,s) - G—1<1 + P )u(z,s) = 0.
Primenom inverzne Laplasove transformacije imamo:

2

@u(a&t) - Lu(nc,lf) -

G

p
t) =0.
Gir ¢ u(x,t)

Zenerov model
Funkcija relaksacije u ovom slucaju ima oblik:
G=CGie ™ +G (G(s)=GCi(s+1, ) +571G),

dok za p imamo:
2 S+ Ty
) =p———,
()] psG1 + (s+75)G

40



pa se za jednacinu (34) dobija:

0% _ - ~
~u(z,s) — pH—TO u(z,s) =0.
Ox sG1+ (s+715)G
Sredivanjem prethodne jednacine i uvedenjem smena: ky = ﬁ iky= G?fc”; dobijamo:
() — b —" (e, 9) + —i(a,s) = 0
—u(x,t) — u(x, s u(x,s) = 0.
Ox2 Vst hy s+ ke

Primenom inverzne Laplasove transformacije na prethodnu jednacinu dobijamo:

2

@u(z,t) — ke ke x %u(z,t) + 7pe 2w u(z, t) = 0.

Postupak resavanja prethodnih talasnih jednacina moze se naéi u [VLA].

4.2 Frakcioni Zenerov model

U ovom odeljku, sluzeéi se radom [KON], prikazujemo frakcioni Zenerov model prostiranja talasa
u viskoelasti¢noj sredini i resavamo (s) ¥,

Posmatrajmo slededi sistem jednacina:
o(x,t) +1oDfo(z,t) =e(z,t) + (Die(z,t) (38)

gde 0 < a <1, 1 <7<0it>0. Podsetimo se da prva jednacina sistema (38) predstavlja
jednacinu kretanja, dok tre¢a predstavlja geometrijsku jednac¢inu. Druga jednac¢ina datog sistema
je konstitutivna jednacina data u frakcionom obliku%88.

Za pocetne uslove postavljamo sledece jednacine:
u(z,0) = up(z), %u(x,O) =uvo(z), o(zr,0)=0, &(z,0)=0; (39)
dok za granicne uslove biramo:
lim u(z,t) =0, lim o(z,t)=0.

T—r00 Tr—r00

Primenom Laplasove transformacije u odnosu na promenljivu ¢ na (38), dobijamo sledeéi sistem
jednacina:

%&(m, t) = s*u(z, s) — sug(x) — vo(x)
o(x,s) + 8% a(x,s) =&(x,s) + s¥E(x, s) (40)
E(z,s) = %ﬂ(w,s)

HiEgzaktno resenje, u(t), moze se pronaéi u [KON].
888 Primetimo da ako bismo frakcioni izvod zamenili sa klasiénim izvodom prvog reda, dobili bismo klasi¢nu
Zenerovu konstitutivnu jednacinu.
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Iz druge jednacine sistema (40) dobijamo sledeéu vezu izmedu Laplasovih transformacija napona

i deformacije:
. 1+s* |
O'(x, S) = mﬁ(x, S).
Ako prethodnu jednac¢inu diferenciramo po promenljivoj = dobijamo:
0 5z, 5) 14+s* 0 (. 5)
—o(z,s) = — —£&(z, s).
ox 1+ 75 Ox

Kombinujuéu prvu i drugu jednaé¢inu iz sistema (40) i jednacinu (41) dobijamo:
1+s* 0% _

=—— —1
1+ 75% 0z

Primenom inverzne Laplasove transformacije na prethodnu jednac¢inu dobijamo:

s2t(z, s) — sug(z) — vo() (z,s).

2

e, t) = uo(@)d'(t) = vo(2)d(t) = z*l(

1+5a> 0?
14+ 752

Definisimo slededi linearno-diferencijalni operator:

0? 14 s 0?
P=— - Eil( ) —,
ot2 14 7s *t B2
tada frakcionu talasnu jednac¢inu (43) mozemo zapisati na sledeéi nacin:
Pu = ug(x)d'(t) + vo(x)d(¢).
Definis§imo sada prostor brzo opadajucih funkcija:
o : 2\ % —
S'(R) = {o| ¥p.a € No , lim_(1+ [f2)% [ Do(t)| = 0},
Za detaljniju definiciju S’ pogledati [PIL].

Da bismo izrac¢unali o koristi¢emo sledeé¢u lemu:
Lema 4.1. Neka f € S'(R) tada jednacina:
v —wv = —f,

ima resenje v € S'(R) za sve w € C\ (—o0, 0] oblika:

—Vw
el

gde je v/w glavna grana viSeznacne funkcije z — \/z , tj. argw € (—m, 7).

v =
2w

Dokaz. Primenom Furijeove transformacije na (44) dobijamo:

iz ¢ega sledi:

Da bismo izracunali integral:
1 eist
o [ s
2 Jg 82+ w

integrali¢cemo kompleksnu funkciju z — % po sledeé¢im konturama:
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(i) ako je t > 0:

itz itz itz

e e e
/ 3 dz—|—/ 3 dz:j{ - dz,
r, 2 tw r, 2 tw r, @ +w

gdeje: Ty =T1UTy, Iy ={2=Re”|R>0,0<¢p<m},
Ip={z=s| —R<s<R} (slika 13);

YA YA
iy

L

in

Slika 13. Kontura pri ra¢unanju inverzne Furijeove transformacije.

itz itz itz

e e e
/ 5 dz+/ 5 dz:f ——dz,
ry 24w r, #“tw r. 2+tw

gde je: T_ =T3UTy, I's={z=Re”|R>0, —1 < ¢ <0},
I'y={z=-s| —R<s<R}.

(ii) ako jet < O0:

Primetimo da integrali na konturama I'y i I's teze ka nuli kada R — co. Neka je t > 0, koristeci
Kosijevu teoremu o reziduumu 1.19, dobijamo:

eist eitz ) k eitz
T ds = T dz:27m§ Res( o ;zi),
RSt w r, 2 tw — 224w
=1

gde z; predstavljaju singularitete funkcije z — % unutar konture I'y. Kako je w € C\ (—o0, 0]

jedini singularitet imamo u tacki z; = iy/w, pa dobijamo:

itz itz
e . e
- dz = 27 -
R 24 +w 2z

Dakle, za t > 0 imamo:

sli¢nim postupkom za ¢t < 0 imamo:

f71{21 7t}:et\/‘;
st tw

iz Cega sledi tvrdenje leme:

e V¥z|
— %

% fy weC\ (—0,0].
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Teorema 4.1. Neka ug, vg € S'(R), tada je resenje jednacine (42) dato sa:

_ V(e Vel
252

a(z, s) *z (suo(z) +vo(2)),

gde je w(s) dato sa:
91+ 78%

14 s>

w(s)=s
Dokaz. Primetimo da jednacinu (42) mozemo zapisati u slede¢em obliku:

82

i 1+ 7s% 1+ 7s%
& _
0x?

u(z,s) =
1+ s@ 1+ 5@

Da bismo u dokazu iskoristili lemu 4.1 treba da pokazemo:

z,s) — 52 (suo(z) + vo(z)). (45)

(i) — 1143;55 (sup(z) + vo(z)) € S'(R);

(ii) za svako s € C4 vazi w(s) € C\ (—o0,0].
Stavka (i) sledi iz pretpostavke da wug,vg € S’(R). Da bismo dokazali stavku (i), zapiSimo

kompleksan broj u obliku s = pe’?, —Z <@ < Z, p > 0, tada:

i
_ 2020 L+7p

w(s)

1+ piatp !
Direktnim racunom dobijamo:
2
Re{w(s)} = % ((1 + p* (L + 7) cos(awp) + 7p**) cos(2¢) + p* (1 — 7) sin(awp) sin(2g0)), (46)

2
Im{w(s)} = % ((1 + p*(1+ 7) cos(awp) + 7p°) sin(2¢) — p® (1 — 7) sin(ap) cos(Zga)), (47)

gde je A = (1+ p~ cos(ago))2 + p*@sin?(ayp) > 0. Pretpostavimo da je w € (—o0,0]. Tada je
Im{w(s)} =0, na osnovu (47) sledi:

L+ p®(1+7) cos(ap) + 7p** = p*(1 — 7) sin(awp) Z:g:’j)) ) (48)
dok iz (46) dobijamo:
(14 p* (14 7) cos(ap) + Tp**) cos(2¢) + p* (1 — 7) sin(ap) sin(2¢) < 0. (49)

Kombinujuéi (48) i (49) imamo:

2

2
(1 — 7) sin(ayp) sin(2¢) (M
sin“(2¢p)
Podsetimose: 0 <7 <1, 0<a<1i —35 <¢ < F;imajudi to u vidu, iz prethodne nejednakosti
dobijamo sin(2¢) < 0, ali tada ¢ € [5, 7] U [~F,0]. Zakljucujemo: w(s) ¢ (—oo,0].

+1)g0.

Dakle, lemu 4.1 mozemo primeniti na jedna¢inu (45) iz ¢ega sledi tvrdenje teoreme. O
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Zakljucak

Prikazali smo razlicite oblike talasnih jednacina u zavisnosti od konstitutivnih jednac¢ina kojima se
modelira viskoelasti¢nost materijala. Konstitutivne jednacine podelili smo u dve grupe: klasi¢ne
i frakcione. Klasi¢ne smo dobili kombinacijom rednih i paralelnih veza, elasti¢nih i viskoznih ele-
menata. U tim jednacinama pojavljuju se samo izvodi celog reda. Za prikaz frakcionog Zenerovog
modela:
o(x,t) +1oDfo(z,t) =e(x,t) + o Die(x, t),

koriSéen je Riman-Liovilov izvod (Df. Primetili smo da za a = 0 dobijamo Hukov zakon, dok za
a = 1 dobijamo klasi¢nu Zenerovu konstitutivnu jednacinu.

U nastavku rada bilo bi zanimljivo, u zavisnosti od parametra «, ispitati:

sup [ug, —upz| 1 suplug. — ual,
gde uy,, ur, i up predstavljaju resenja talasnih jednacina odredenim frakcionih Zenerovim, klasi¢nim
Zenerovim i Hukovim modelom, redom. Takode, bilo bi interesantno, isto u zavisnosti od «, videti:
sup |y, — .| 1 suplag, — Gpl

Nakon opisivanja tenzora napona i tenzora deformacije, spustili smo se u jednu dimenziju, i dosli do
talasne jednacine koja opisuje prostiranje poremecéaja kod viskoelasti¢nog stapa. Bilo bi zanimljivo
konstruisati trodimenzionalne modele u zavisnosti od oblika viskoelasticnog tela.
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