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Predgovor

U ovom radu bavicemo se teorijom particija i nekim teoremama vezanim za iste. O
teoriji particija pre ovog rada nisam mnogo znala. Medutim, $to sam se viSe udubljivala u njenu
teoriju, tako je moje uzbudenje raslo. U njoj se otkrivaju neki jako lepi idenititeti koje su
dokazali ili osmislili Euler, Ramanujan, Jacobi i mnogi drugi veliki matematicari. Takode je
bilo zanimljivo gledati kako se nesSto tako jednostvano kao particija prirodnog broja moze
razviti U jednu ozbiljnu i slozenu oblast teorije brojeva i kombinatorike. Particiju prirodnog
broja graficki prikazujemo pomocu Ferrerovih dijagrama ili Youngovih dijagrama (tabloa). U
ovom radu smo se ipak odlucili za Youngove dijagrame. Bavi¢emo se generativnim funkcijama
pomocu kojih ¢emo razvijati teoriju particija i dokazivati njene identitete. Rad ¢e da se sastoji
iz pet glava.

U Glavi 1 uves¢emo pojmove particije, definisati konjugovanu i samokonjugovanu
particiju, definisati Youngov dijagram i neke njegove elemente (uglove, granice, kuke).
Definisa¢emo generativne funkcije za broj particija nekog prirodnog broja i time napraviti uvod
za Eulerovu teoremu.

Glava 2 posvecena je prvobitno Eulerovoj teoremi. Prikazacemo bijektivni dokaz ove
teoreme, koji je dao engleski matemati¢ar J. W. L. Glaisher, kao 1 tri razlic¢ite definicije
Sylvesterove bijekcije pomocu koje takode moze da se dokaze Eulerova teorema. Dokaza¢emo
i uopstenje Eulerove teoreme koje su dali F. Franklin (1883.) i H. S. Wilf (2000.), nezavisno
jedan od drugog. Potom prelazimo na pentagonalne brojeve. Podseti¢emo se pojma trougaonih
1 kvadratnih brojeva 1 po analogiji definisati pentagonalne brojeve. Pokazacemo da je razlika
izmedu broja particija prirodnog broja n na paran broj medusobno razli¢itih delova i broja
particija od n na neparan broj medusobno razli¢itih delova jednak +1 ukoliko je n pentagonalan
broj, dok je inace jednaka nuli. Pomoc¢u ovog tvrdenja dokazacemo Eulerovu pentagonalnu
teoremu, a iz nje ¢emo izvesti rekurzivnu teoremu za broj particija. U nastavku ¢emo dokazati
jos$ dva Eulerova identiteta kao pomoc¢ne teoreme za dokaz identiteta koji se naziva Jacobijev
trostruki proizvod, koji za posledicu, izmedu ostalog, ima 1 Eulerovu pentagonalnu teoremu.
Glavu ¢emo zavrsiti jo§ jednom posledicom, koja se naziva Watson — Gordonov petostruki
proizvod.

Glava 3 bavi¢e se kongruencijama, konkretno onim po modulima 5, 7 i 11. Ove
kongruencije su proizasle iz rada matematickog genija Ramanujana. Pored teorema iz
prethodne glave, koristicemo jo§ jednu Jacobijevu teoremu za dokazivanje ove tri
kongruencije. Definisa¢emo i Dysonov rang (eng. rank) i Andrews — Garvanov crank i pokazati
tvrdenje vezano za kongruencije na primeru, dok ¢emo dokaz izostaviti. NaveS¢emo joS neke
jednakosti vezane za kongruencije veceg modula.

Glava 4 sastoji se iz Rogers — Ramanujanove teoreme i njenog dokaza. Odlucili smo se
za kombinatorni dokaz koji su dali I. Pak i C. Boulet. Definisatemo elemente Youngovog
dijagrama koji se nazivaju Durfeeovi pravougaonici koji ¢e nam biti potrebni u navedenom
dokazu.



Glava 5 ¢e da se sastoji iz opisa dve etape u razvoju teorije particija. Podela je na
vremenski period pre i posle Ramanujana. Spomenué¢emo zasluge Eulera i Jacobija, a potom
pisati o saradnji Littlewood — Hardy i Hardy — Ramanujan, kao i o Zivotu i radu samog
Ramanujana. Zavrs$i¢emo glavu rezultatima o asimptotskom ponaSanju broja particija koje su
napravili Hardy i Ramanujan, a usavrsio ih je Rademacher.
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Glava l

Uvod

1.1 Particije i dijagrami

Definicija 1.1. Particiju prirodnog broja n definisemo kao uredenu | -torku prirodnih brojeva
A=A psAy) takvu da vazidaje D A =nih242..24 Daje A particija brojan
oznacavamo sa A+ n.
Clan niza, 4; nazivamo delom particije A .
Uvodimo sledece oznake vezane za particije:
o sa P, ¢emo oznatiti skup svih particija prirodnog broja n, asa p(n) broj tih particija
tj. p(n)=|R|; po dogovoru je p(0)=1

e saP= UPn ¢emo oznaditi skup svih particija
n

o sa |l =I(4)oznagi¢emo broj delova particije 1
o skup svih particija broja n sa najvise k delova oznacicemo sa B, ={AFn:I(1) <k}
o sam =m (A) oznati¢emo broj delova particije 4 jednakih broju i

e najveci deo particije A oznaci¢emo sa a(ﬂ,), a najmanji sa S(ﬁ)
Uvodenje oznake M (4) nam omoguéava definisanje alternativne notacije za particiju A kao

A=(1"2"...). Tako particiju (4,3,3,21,1,1) broja 15 mozemo zapisati i kao (1°23°4).

Definicija 1.2. Particiju /1’:(/11',22',...,/11,') definisanu sa 4’:‘{]:,1]. zi}‘:mi+mi+1+...

nazivamo konjugovanom particijom particije A.

Primer: Konjugovana particija particije 2=(4,3,3,2,1,1,1) = (132324) je particija

A'=(3+1+2+11+2+1,2+1,1)=(7,4,31).



Definicija 1.3. Za particiju A kazemo da je samokonjugovana ako je jednaka svojoj
konjugovanoj particiji 4.

Particije broja mozemo predstaviti preko Youngovih ili preko Ferrerovih dijagrama.

Naravno, ova dva nacina predstavljanja su ekvivalentna. Mi ¢emo definisati oba dijagrama i
prikazati oba nacina predstavljanja, ali ¢emo se u glavnom delu rada sluziti sa Youngovim
dijagramima.
Definicija 1.4. Svakom kvadratu celobrojne mreze 7? pridruzimo par (i, j) takav da je I
broj vrste (od x ose nadole), a j broj kolone (od y ose nadesno). Youngov dijagram (u oznaci
[A]) particije 21-n je kolekcija od n kvadrata (i, j) dimenzije IxI u kvadratnoj mrezi 7
takvih da je

1<i<I(2) i 1<j<A.

Primer: Youngov dijagram particije A =(7,4,4,2,1) broja n=18.

| 117

Slika 1.1. Youngov dijagram particije 4 = (7,4, 4, 2,1)
O

Konjugovan Youngov dijagram [ﬁ'] dobijamo preslikavanjem [/1] preko prave i=j. Ovim

preslikavanjem se menja broj vrsta Youngovog dijagrama za broj kolona i obrnuto, §to ilustruje
Slika 1.2.

5
4
| 117 3
4 3
4 |1
2 |1
|1 11

Slika 1.2. Youngovi dijagrami particije /1=(7,4, 4,2,1):(12427) i njoj konjugovane
A =(5,4,3,31,1,1)=(1°345)



Kako se do Youngovog dijagrama konjugovane particije dolazi preslikavanjem preko
prave i = j, asamokonjugovana particija je jednaka sa svojom konjugovanom particijom, onda

zakljuujemo da dijagram ovakve particije mora da bude simetri¢an u odnosu na pravu i= j.
Primer: Particiji 4=(5,4,2,2,1)=(12°45) odgovara konjugovana particija
A'=(1+2+1+12+1+1,1+1,1+1,1) =(5,4,2,2,1).

Dakle, particija l=(5,4,2,2,1) je samokonjugovana. Pogledajmo sada njen Youngov
dijagram:

Slika 1.3. Youngov dijagram samokonjugovane particije A=A4'= (12245)

Zaista, dijagram ove particije je simetri¢an u odnosu na pravu i= j.

O

Youngovi dijagrami nisu jedini nadin za grafi¢ku reprezentaciju particija broja n. Cesta
je upotreba 1 Ferrerovih dijagrama. Naravno, postoji korespondencija izmedu ovakva dva
predstavljanja. Razlika je $to u Ferrerovim dijagramima koristimo tacke (a ne kvadrate).
Dakle,

Ferrerov dijagram particije A Fn je kolekcija od n tacaka, gde se polozaj svake tacke
definise u analogiji sa poloZajem kvadrata u Youngovom dijagramu.

e 6 0 0 O
-~ ® & 6 o
NN O o
o o
~ 0
e 6 06 0 O
-~ & & 6 o
N o oo
e o o
Ao

Slika 1.4. Ferrerovi dijagrami ranije navedenih particija (12245) i (12427)



Za particije A=(A,A,...) i #=(thithy,...) definifemo sumu particija A+u kao

particiju A+ u = (4 + 4,4, + f4,,...) , dok uniju ove dve particije definisemo kao particiju 21U u

sa delovima {i , ,uj} poredanim u nerastu¢em nizu. Primetimo da u primeru predstavljenom

Slikom 5 vazi da je (A+ ) =A'U ' -

4
3 5
3 4
1 2
5
4
4
9 3
7 3
5 2
1 1

Slika 1.5. Youngovi dijagrami particija 4 =(4,3,31) i x=(5,4,2) i njihovog zbira
A+tu= (9, 7,5,1) i unije AUu= (5, 4,4,3 3, 2,1)

Teorema 1.1. Za svake dve particije vazi sledeéa jednakost
(ﬂ+,u)' =AUy
Dokaz.

Posmatrajmo vrste particije 1+ . Naime, i — ta vrsta ée da sadrzi element A + f4; .
Kako smo rekli da konjugovanjem menjamo vrste za kolone i obrnuto, i — ta kolona particije

(A+ ) ¢ebiti visine 4 + £ kvadrati¢a. S druge strane, visina i — te kolone dijagrama [1']
je A, analogno visina i — te kolone dijagrama [/1'] je 4;. Kako unija dve particije jednostavno
slaze delove obe particije po veli€ini, broj crvenih (dijagram [l’]) I broj plavih kvadratica
(dijagram [,u']) u svakoj koloni ostaje isti, pa se u i — toj koloni dijagrama particije A'U z/’

ukupno nalazi 4 + 4 kvadratica (plavih i crvenih), pa traZzena jednakost vazi.



Definisa¢emo neke elemente Youngovog dijagrama koji ¢e nam biti zanimljivi u daljem
radu.

Definicija 1.5. U Youngovom dijagramu [ 4] uglom dijagrama nazivamo kvadrat (i, j) €[4]
takav da (i+l, j),(i, j+1)§E[/1]. Slicno, spoljasnjim uglom dijagrama nazivamo kvadrat
(i, j)2[4] takav da (i, j-1)€[4], ako j>1 i(i-1 j)e[1], ako i>1.

| |o

lo] o

Slika 1.6. Youngov dijagram particije 2 =(7,5,3,2,1) gde su sa ® oznaceni uglovi

dijagrama [/1] , a sa o spoljasnji uglovi dijagrama [/1]

Definicija 1.6. Granicom O[] Youngovog dijagrama [A] nazivamo kolekciju kvadrata
(i,j)e[l] takvu da (i+1,j+1)$[/1], dok spoljasnom granicom 5[2], po analogiji sa
uglovima dijagrama, nazivamo kolekciju kvadrata (i, j)¢[4] takvih da ili (i, j-1)e[4] ili

(i-Lj)e[A] i (i-1j-1)e[4].

Slika 1.7. Youngovi dijagrami particije A = (7,5, 3, 2,1) gde je zelenom bojom oznacena

granica dijagrama [l] , & narandzastom spoljasnja granica istog dijagrama

Definicija 1.7. Kuku R Youngovog dijagrama [A] definisemo kao niz spojenih kvadrata

Rc 8[/1] (spojenih tako da svaka dva susedna kvadrata imaju zajednicku stranu) takvih da



je [/1]— R takode Youngov dijagram neke particije. Spoljasnju kuku R' definisemo kao niz
spojenih kvadrata R’ c 5[/1] takvih da je [ﬂ,]U R' takode Youngov dijagram neke particije.

Visina i duzina kuke su dimenzije najmanjeg pravougaonika koji sadrzi datu kuku.

Kuka visine 2 i duzine 3 Kuka visine 3 i duzine 4 Nije kuka

Slika 1.8. Youngovi dijagrami particije A = (7,5, 3, 2,1) sa dva naznacena podskupa granice
8[/1] koji jesu kuke i jednim podskupom koji nije kuka dijagrama [/1]

1.2 Generativne funkcije

Ideja je da se nizu od beskonacno mnogo brojeva na prirodan nacin dodeli formalni
stepeni red (koji je u ovom slucaju 1 funkcija) 1 tako omoguci jednostavniji rad sa ovakvim
nizovima. U teoriji particija, funkcije generatrise nam sluze za reSavanje problema odredivanja
broja particija nekog broja.

Posmatrajmo beskonacan niz
aolail"'la'nl"'- (1)

Definicija 1.8.

e Funkcija G(t) = Zant“ se naziva funkcija generatrisa (ili generativna funkcija) niza

(). _

. St . . .. .
e Funkcija H (t) = Zan —, senaziva eksponencijalna funkcija generatrisa niza (1).
n=0 n:

Ukoliko su nam poznate funkcije generatrise, tada ¢lanove niza odredujemo na slede¢i nacin:

G(") (0)

n!



odnosno kod eksponencijalne funkcije generatrise kao
a,=H"(0).
Izvedimo sada funkciju generatrisu za brojeve particija p(n) nekog prirodnog broja N. Da bi

prilagodili oznake notaciji definisanoj u Poglavlju 1.1., oznac¢i¢emo navedenu funkciju
generatrisu sa P(t).

Dakle,

Posmatrajmo najpre particije broja n ¢iji su svi delovi manji ili jednaki k. Na primer jedna od
njih je particija:

A =(1”‘12m2...k”‘k)
odnosno

n=m-1+m,-2+..+m, -k ()

gde je m; (i=1...,.k) broj ponavljanja dela i u particiji.
Tada je
tn — tml-1+m2-2+...+mk-k _ (tl )"‘1 .(tz)mg . (tk )mk (**)

Broj particija oblika (*) jednak je broju nacina faktorizacije veli¢ine t" u formi (**). Kako je
broj ovih faktorizacija jednak koeficijentu uz t" funkcije generatrise

G(t) :(l+t+t2 +...)-(1+t2 +t* +...)-...-(1+tk +t% +)

onda je G(t) upravo trazena funkcija generatrisa za ograni¢enu veli¢inu dela particije

(oznacicemo je sa P, ('[)) 1 mozZe se predstaviti u obliku

11 1k
k(t)zl—t'l—tz UK

1t

Ukoliko ne ogranicavamo veli¢inu sabiraka, funkcija generatrisa dobija oblik

P(t)=

Ukoliko je uslov da svi delovi particije budu razliciti, funkcija generatrisa ima slede¢i oblik:

P(t)=(1+1)-(L+t?) (Lot*) .= [T (141),

i=1

-1
a1t

10



a ako je uslov da su svi delovi particije neparni, funkcija generatrisa je:

> 1
2 3 4 3 6 9 12
P(t)=(1+t+t+8 4t 4. ) (144t + 0+t 4 )= Hm .
i=1
Posmatrajmo sada particije broja sa razli¢itim delovima i particije broja sa neparnim delovima.

Primer: Posmatrajmo particije broja 6 sa razli¢itim delovim i one sa neparnim delovima.

Svi delovi su razli¢iti Svi delovi su neparni
6 | 5+1
5+1 3+3
4+2 | 3+1+1+1
3+2+1 1+1+1+1+1+1
Ukupan broj particija: 4 | Ukupan broj particija: 4

O

Primetimo da je isti broj particija sa svim neparnim delovima i sa svim razli¢itim
delovima. Ovo nije slu¢ajnost. Naime, postoji teorema koja tvrdi da je broj particija sa svim
neparnim delovima jednak broju particija sa svim razliitim delovima. Ovu teoremu je
prvobitno dokazao Euler i zato je i nazivamo Eulerovom teoremom.

11



Glava 2

Eulerova teorema,
prosSirenja i posledice

2.1 Eulerova teorema

Oznagimo sa 0, skup particija broja n ¢&iji su svi delovi neparni (eng. odd), a sa D,
skup particija broja n &iji su svi delovi razliciti (eng. distinct). Neka je p,(n) broj particija sa
neparnim delovima tj. p,(n)=|O,| i neka je Pp,(n) broj particija sa razlicitim delove tj.

pd (n) :|Dn| '

Dokaza¢emo da za svako n vazi |On|=|Dn| pomocu prethodno izvedenih funkcija
generatrisa. Ovaj dokaz teoreme preko funkcija generatrise dao je sam Euler.

Teorema 2.1. (Euler): Broj particija broja n na neparne delove jednak je broju particija na
razlicite delove.

Dokaz.

= 1t 21—t 1-t? 1-t* 1-t° =1
1+t —(1+ — = : . .
H( )= Hl t' ( li;[l—t' 1t 1-¢ 1-t° rl[l 2!
Dakle, za svako i, koeficijent funkcije generatrise za broj particija sa razli¢itim delovima jednak
je odgovaraju¢em koeficijentu funkcije generatrise za broj particija sa neparnim delovima, pa
za svaki prirodan broj n vazi da postoji jednak broj particija tog broja na neparne i na razlicite
delove.

Postoji nekoliko razligitih dokaza Eulerove teoreme. Cisto bijektivni dokaz dao je 1883. godine
J.W.L.Glaisher.

12



Dokaz Glaisherovom bijekcijom ¢:0, =D, .

Neka je 4=(1"3™..) €O, particija broja n sa neparnim delovima i neka je X skup
duZina tih delova. Dakle,

n=1-m+3-m+..=>i-m.,

ieX
Predstavimo sada svako M, , gde je i neparan broj iz X, na jedinstven nacin kao sumu
razli¢itih stepena broja 2. Dakle,
m =220 42204 +2%% gdeje a (i)>a,(i)>...>a,(i).
Tada dobijamo da je

ne S = S (20250 1 2]

ieX ieX

Primetimo kakve sabirke smo dobili: najpre imamo proizvod broja 1 i razli¢itih stepena
broja 2, potom proizvod slede¢eg neparnog broja, broja 3, i razlicitih stepena broja 2 itd. Dakle,
dobijeni sabirci su medusobno razli€iti, tj. dobili smo particiju sa razli¢itim delovima.

Obrnut smer ¢emo konstruisati na slede¢i nacéin:

Neka je N=A4 +4, +...+ 4, gde su delovi particije 4; medusobno razli¢iti. Ukoliko
zapiSemo /4; kao proizvod stepena broja 2, neka je to 2%, i odgovaraju¢eg neparnog broja ki ,

a potom zapiSemo /1i na sledec¢i nacin:
A =k +k +...+k

%/—/
2l puta

i ovo uradimo zasvako i (i=1,...,5), dobijamo novu particiju &ji su svi delovi neparni brojevi.
Bitno je napomenuti da svaki broj mozemo na jedinstven nacin zapisati kao proizvod stepena
broja 2 i odgovarajuceg neparnog broja.

Pokazimo sada da su ova dva preslikavanja medusobno inverzna. Neka je N = A+h+.+ A

particija broja n takva da su svi delovi 4, i =1,...,I neparni i neka je Y skup duZina tih delova.
Tada je

n:Zi.mi :zi_(zal(i)+262(i)+.“+2aj(i))zzi.zj:2ak(i)
ieY ieY ieY k=1

=1.220 4 41.29943.2%0 1 13.2%0 4 14 4143+, 4+3+..=1-m+3-m, +....
SRR W —

svi sabirci su razliciti i i
ZZak(1) ka(?’)
k=1 k=1

13



Dakle, (p((p*l (/1)) = A . Analogno dokazujemo obrnut smer, pa je Glaisherova funkcija zaista
bijekcija.

Demonstriraéemo Glaisherovu bijekciju na primeru.
Primer. Primenimo Glaisherovu bijekciju na sluc¢aju n=6.
Smer ¢:0, > D, :
5+1—-1.5+1-1>5+1
3+3—>2-3—->6

3+1+1+151-3+3-151-3+(2+1)-1>3+2+1
141414141415 6-1 > (4+2)- 1> 4+ 2

Smer ¢g=¢ D, >0,
6—>2-3>3+3
5+1—-1-5+1.1>5+1
44+2—>541+2-1-51+1+1+1+1+1
3+2+1-51-3+2-1+1-1>3+1+1+1

Teorema 2.2. (Glaisher): Broj particija A+ n sa delovima koji nisu deljivisad jednak je
broju particija x+ n ukojima se nijedan deo ne ponavlja >d puta.

Dokaz.

Dokaz izvodimo pomocu funkcije generatrise za broj particija u kojima se nijedan deo ne
ponavlja >d puta:

e 1_tdi

iz 1-t

PY() =@+t +t* +..+t° ) =
i=1

Ovaj rezultat smo dobili primenom formule za sumu kona¢nog geometrijskog reda koja glasi:

r+l

1-x
1-x

T+ X+ X 4.+ X =

Primetimo da ukoliko raspiSemo poslednji dobijeni proizvod, faktori u brojiocu se skracuju,
dok u imeniocu ostaju samo faktori za koje d ne deli i, dakle

®© 1_tdi 0 1
Pd t = — = —_—
O=117= 11 =
d nedelii
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a ovo je bas funkcija generatrise za broj particija A n sa delovima koji nisu deljivi sa d ¢ime
je dokazano tvrdenje.

Primetimo da je upravo dokaz Teoreme 2.1. pomoc¢u Glaisherove bijekcije specijalan slucaj
Teoreme 2.2. (slucaj kada je d =2).

Teorema 2.3. (Franklin, Wilf): Broj particija broja n sa k parnih delova jednak je broju
particija broja n sa k ponovljenih delova.

Dokaz.
Primetimo da za k =0 dobijamo Eulerovu teoremu.

Broj ponovljenih delova ustvari broji koliko parova istih delova imamo u particiji: ukoliko
imamo 2r delova iste duzine, to je r parova i broj ponovljenih delova je r, a ako imamo 2r +1
delova iste duzine, ponovo imamo r parova (jedan deo ostaje “neuparen”).

Neka je P, kao $to smo ranije definisali skup svih particija prirodnog broja n. Definisemo

progirenje Glaisherove bijekcije kao @ : P, = F, . Nekaje A neka particijabrojan tj. A€
. Rastavimo je na uniju particije na parne 7z i particije na neparne delove v, dakle kao

A=xUv. Podelimo sada svaki deo particije 7 na dva jednaka dela i nazovimo ovu novu
particiju sa /2. Sada definiSemo prosirenje na sledeéi nacin:

p(A)=p(v)Ur/2Uz/2

Ranije definisano preslikavanje (D(V) ¢e da slika neparne delove particije u delove koji su

medusobno razliciti. Ove delove ne treba da prebrojavamo (nisu nam potrebni u ovom teoremi).
Medutim, svi parni delovi se preslikavanjem razbijaju na njihove polovine daju¢i jedan par od
po dva jednaka dela. Dakle, svakom parnom delu odgovara jedan par istih delova dobijenih
polovljenjem tog parnog dela.

Inverzna funkcija ¢e da rastavlja particiju 4 na uniju dve particije tako da jedna sadrzi sve
razli¢ite delove particije 4 , neka je to & , a druga one delove koji se ponavljaju, neka je to
p . Spojimo sada svaka dva jednaka dela iz p u jedan deo particije i nazovimo novu particiju

sa 2p . Inverzna funkcija tada izgleda ovako:
0 (2)=¢7(0)U2p,

¢ime smo dokazali da je preslikavanje a bijekcija.

Jedan od bijektivnih nac¢ina dokazivanja Eulerove teoreme je i Sylvesterova bijekcija.
U nastavku ¢emo dati tri razliCite verzije Sylvesterove bijekcije.
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1.verzija
DefiniSemo bijekciju ¥ - On — D, graficki na slede¢i nadin: svaki neparan deo 4, particije

A transformisemo u kuku R; &ija je i duZina i visina jednaka (i, +l) / 2, a potom ovako

dobijene kuke nanizemo. Nove delove particije brojimo pocevsi od poslednjeg kvadrata na
glavnoj dijagonali (pratiti Sliku 2.1.). Kada prebrojimo sve kvadrate na glavnoj dijagonali i

stignemo do kvadrata na poziciji (1,1), nastavljamo brojanje kvadrata u prvoj vrsti (na desno).
Na ovaj nacin smo dobili prvi deo nove particije. Drugi deo particije dobijamo sli¢nim
postupkom, samo $to sada brojanje kreCemo od kvadrata koji se nalazi neposredno ispod glavne
dijagonale. Brojimo kvadrate neposredno ispod glavne dijagonale i kada stignemo do kvadrata
na poziciji (2, 1) , nastavljamo brojanje kvadrata u prvoj koloni (uzimajuci u obzir to da ne¢emo

da prebrojavamo one kvadrate koji su ve¢ ranije prebrojani). Tre¢i deo dobijamo brojanjem
iznad glavne dijagonale sli¢nim postupkom itd.

17 [
5 ofo o
5 — |s]c]=
3 2B E
1 o
4

2

1

Slika 2.1. Sylvesterova bijekcija v :(7,5,5,31) —>(8,6,4,2,1)
2. verzija

Podelimo dijagram [ 4] na dva dela duz prave j =2i+1. Nazovimo navedene delove « i g

redom. Bijekciju definiSemo kao ¢(4)= (2-(0:/2)') + . Tadase a sastoji samo iz parnih, a

B samo iz neparnih delova. Takode, svi deloviu @ su razli¢iti, pa ¢e /2 sadrzati svaki deo
najvise po dva puta.
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| 17 L] L]
s — o+
3 / — p
1 h—
Aol L] | 18
6
______________ + — 4
| B’ 2
2-(a/2)") 1

Slika 2.2. Sylvesterova bijekcija ¢ :(7,5,5,3,1) —(8,6,4,2,1)

3. verzija
Za ovu verziju potreban nam je pojam m-modularnog dijagrama. m-modularan
dijagram [/I]m je Youngov dijagram koji u svim svojim kvadratima, osim onih koji su poslednji

u redu, ima upisan broj m (Sto je oznaka za m kvadrati¢a i ovaj kvadrat zovemo m-kvadrat),
dok se u onim kvadratima koji se nalaze poslednji u redu moze da se upise bilo koji broj 1 za
koji vazi daje 1<i<m.Nama Ce biti potreban 2-modularni dijagram koji ¢e u svim kvadratima
imati upisane brojeve 1 ili 2, s tim da broj 1 moZze da stoji samo u poslednjem kvadratu nekog
reda.

Nacrtajmo 2-modularni dijagram [ 4], koji odgovara po¢etnom dijagramu [ 4], a zatim
nacrtajmo kuke Hy,H,,... takve da kuka H; sadrZi element na poziciji (i,i)i elemente u i -toj
vrsti na desno i i-toj koloni na dole od datog dijagonalnog elementa. Definisemo bijekciju
n(l)zﬂz(,ul,yz,,uyﬂu...), gde je 4 broj kvadrata koje sadrzi kuka H;, a 4, broj 2-
kvadrata koje sadrzi kuka H,, zatim f; broj kvadrata koje sadrzi kuka H,, a 4, broj 2-kvadrata
koje sadrzi kuka H, itd.
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| |7 2221 2221
5 221 2
5 — |22 1]—> |2]|2[1
3 2 1] 2
1 1 ‘/// 1
| 18
6
4
2
1

Slika 2.3. Sylvesterova bijekcija 77:(7,5,5,3,1) —>(8,6,4,2,1)

2.2 Eulerova pentagonalna teorema

Pentagonalnim brojevima smatramo brojeve koji broje tacke sa kojima obrazujemo
pravilan petougao. Princip je slican principu triagonalnih (trougaonih), odnosno tetragonalnih
(kvadratnih) brojeva. Podsetimo se najpre §ta su to trougaoni, a $ta kvadratni brojevi.

Trougaoni broj predstavlja broj tacaka koje formiraju jednakostrani¢ni trougao. Prvi
trougaoni broj je 1, drugi trougaoni broj je 3, a n-ti trougaoni broj je broj tacaka koje formiraju
jednakostrani¢ni trougao sa stranicom koja sadrzi n tacaka.

T,=1 T,=3 T,=6 T,=10

Slika 2.4. Graficka reprezentacija prva Cetiri trougona broja (T. je i-ti trougaoni broj)
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o o n(n+1)
Dakle, trougaoni brojevi su brojevi 1,3,6,10,15,21,..., B

Kvadratni brojevi su brojevi koji su, kao Sto im sam naziv kaze, kvadrati prirodnih
brojeva. Po analogiji sa trougaonim brojevima, n-ti kvadratni broj predstavljaja broj tacaka
koje formiraju pravilan ¢etvorougao (kvadrat), Cija se stranica sastoji od n taaka, na nacin
prikazan na Slici 2.5.

S

o o o e o o o

o e o o e o o .

. o o o e e o o o
1=1 4=2° 9=3 16 = 4

Slika 2.5. Graficka reprezentacija prva cetiri kvadratna broja

Dakle, kvadratni brojevi su brojevi 1,4,9,16,25,...,n%,... .

Sada ¢emo da prosirimo ovaj koncept brojeva na pentagonalne za koje je Euler dokazao da
vaze neka jako lepa svojstva.

Za prvi pentagonalan broj uzimamo broj 1 (kao i kod trougaonih i kvadratnih brojeva).
Drugi broj dobijamo tako $to prebrojimo tacke koje formiraju petougao, oznacavajuci tackama
samo njegova temena, pa je drugi pentagonalni broj bas broj 5. Tre¢i pentagonalan broj
dobijamo formirajuci pravilan petougao koji ima jedno zajednicko teme sa prethodnim 1 dve
njegove stranice sadrze dve stranice prethodnog petougla (brojimo i sva temena manjih
petouglova - pogledaj Sliku broj 2.6.). Dakle, tre¢i pentagonalni broj je broj 12. Postupak
formiranja petouglova nastavljamo dalje.

Slika 2.6. Graficka reprezentacija prva Cetiri pentagonalna broja

AKko n — ti pentagonalan broj ozna¢imo sa P (onaj ¢iji petougao ima N tacaka na svakoj

stranici), vidimo da vazi slede¢a rekurentna formula
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P=P +3n-2,
odakle teleskopiranjem dobijamo opsti ¢lan niza pentagonalnih brojeva
n(3n-1
5 01
2

Dakle, pentagonalni brojevi su brojevi
n(3n-1
1,5,12,22,35,51,...,%,...

n(3n-1
Ako n-tom pentagonalnom broju (T dodamo bas broj n dobijamo niz brojeva koje

nazivamo refleksijama pentagonalnih brojeva.

. n(3n+1) y N
Dakle, brojevi 2,7,15,26,40,...,————,... su refleksije pentagonalnih brojeva.

Ukoliko u niz pentagonalnih brojeva uklju¢imo i njihove refleksije, dobijamo novi niz cije
¢lanove nazivamo generalizovanim pentagonalnim brojevima. Ba$ ovaj niz brojeva ¢e da
nam bude zanimljiv u daljem radu. Naime, Eulerova pentagonalna teorema izraZzava upravo
generalizovane pentagonalne brojeve.

Napomena: U daljem radu ¢emo pod pojmom pentagonalnih brojeva podrazumevati
generalizovane pentagonalne brojeve (ovakvu terminologiju koristio je i sam Euler).

U nastavku ¢emo definisati bijekciju koju je definisao F. Franklin 1881. godine, koja
¢e nam dati dokaz Eulerove teoreme pentagonalnih brojeva.

Teorema 2.4. Neka je p,(D,n) (resp. p,(D,n)) broj particija broja n na paran (resp.
neparan) broj delova koji su medusobno razliciti. Tada vazi sledece

m ~ m(3m=1)
p.(D.n)—p,(D,n)= (-1)", ako n_T’
0, inace
gde je m=1,2,3,... .
Dokaz.

Cilj je da uspostavimo “1-1" korespondenciju izmedu particija na paran broj razli¢itih
delova i particija na neparan broj razli¢itih delova.

Oznagimo sa S(A) najmanji deo particije A, asa o(4) broj elemenata na sporednoj

dijagonali dijagrama (elementi na poziciji (i,a(l) +1—i)).

DefiniSemo preslikavanje na slede¢i nacin:
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Sluéaj 1. $(4) <o (1)

Elemente poslednjeg (najmanjeg) dela premestamo na slede¢i nacin: svaki od prvih
S (/1) delova uvecavamo za jedan (Slika 2.7.), a poslednji red izbrisemo. Na ovaj nacin nije
promenjen ukupan broj kvadrata u Youngovom dijagramu, a broj delova je umanjen za jedan,
¢ime se menja parnost broja | (/1), Sto nam je cilj preslikavanja. Takode, kako samo prvih S (/1)

delova uvecavamo, i to za po jedan, ne postoji mogucnost da neka dva dela postanu ista (i dalje
su svi razli€iti).

I 2

Slika 2.7. Preslikavanje (7,6,5,3,2) —(8,7,5,3)

Sluaj 2. $(4)>0o(4)
Elemente sporedne dijagonale premestimo ispod poslednjeg reda Youngovog
dijagrama kreiraju¢i novi deo particije. Ovim premeStanjem uvecali smo broj delova |(/1) za

jedan i time promenili njegovu parnost. Prvih 0(/1) delova su nakon premes$tanja manji za
jedan. Graficki prikaz navedenog pomeranja dat je na Slici 2.8.

|8 7
7 6

Slika 2.8. Preslikavanje (8,7,5,3) —>(7,6,5,3,2)

Medutim ovako definisano preslikavanje nece dobro “raditi” u svim situacijama,
odnosno za sve particije. Problemi se javljaju i u Slucaju 1 i u Slucéaju 2.
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Slucaj 1. Ukoliko vazi bas S(l) = O'(/I) =T, tada dijagonala i red najmanje duzine
imaju jedan zajednicki element (ugao koji se nalazi u poslednjem redu dijagrama), pa
“dijagram” dobijen nakon premestanja, definisanog u Slucaju 1, nije uopste Youngov dijagram.

2r-1
|

— 11
l_'_l

r

Slika 2.9. Youngov dijagram particije u kojoj je s(4)=o(4)=r

Ako posmatramo particiju u kojoj vazi S(ﬂ) = 0(1) =T, primeti¢emo da broj ¢ija je

ovo particija mozemo da zapiSemo kao

(2r—1)-2r_ (r—l)-r _4r2—2r—r2+r_3r2—r_r-(3r—1)
2 2 2 2 2
H—/

suma prvih 2r-1 suma prvih r-1
prirodnih brojeva  prirodnih brojeva

r+(r+1)+..+(2r-1)=

Dakle, za svaki pentagonalan broj (ovde ne mislimo na generalizovane) postoji jedna particija
takva da preslikavanje definisano u Slucaju 1 nije dobro definisano, odakle sledi da ¢e razlika

p.(D,n)=p, (D,n) biti jednaka 1 ili ~1.

Napomena: Analiziraju¢i Sliku 2.9. mozemo uvideti da se broj, ¢iju particiju predstavljamo
dijagramom, moZze zapisati kao zbir jednog kvadratnog i jednog trougaonog broja, a ovo
svojstvo upravo imaju pentagonalni brojevi.

Slucaj 2. Problem u slu¢aju $(4)> o (1) nastaje kada je S(4) vece od o(4) za jedan

i kada je pocevsi od najveceg dela particije, svaki sledeé¢i za jedan manji od prethodnog. U
ovakvom slu¢aju premestanjem dijagonale ispod poslednjeg reda dobijamo dva dela jednake
duZzine (“pokupili” smo i ugaoni kvadrat iz poslednjeg reda), pa dobijena particija ne pripada

skupu D, .
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r+l

Slika 2.10. Youngov dijagram particije u kojoj je s(4)=r+1i o(4)=r

Ako posmatramo dijagram particije u kojoj vazi s(4)=r+1i o (1) =r, primeti¢emo

da broj ¢ija je ovo particija mozemo da zapiSemo kao

2r-(2r+1)_ r-(r+1) ar*+2r—r’—r _3r’+r _r-(3r+l)

(r+1)+(r+2)+..+2r=

2 2 2 2 2 ’
HK_J
suma prvih 2r suma prvih r

prirodnih brojeva prirodnih brojeva

dakle taj broj je refleksija pentagonalnog broja.

Konacno, zakljucujemo da ukoliko se radi o particiji generalizovanog pentagonalnog broja,
vazi

P, (D,n)—p, (D,n) =1,
dok za svako drugo n vazi p,(D,n)=p,(D,n).

Preostalo je da pokazemo od ¢ega zavisi predznak razlike pe(D,n)— P, (D,n) kada je n
pentagonalan broj. Za parno r, jednu particiju neemo moéi da preslikamo u particiju sa
neparnim brojem delova, pa je broj p, (D, n) za jedan veci od P, (D, n), dok za neparno r

vazi obrnuto, P, (D,n)-p,(D,n)=-1, pa vazi daje

p.(D,n)-p,(D,n)=(-1) .
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Teorema 2.5. (Eulerova teorema o pentagonalnim brojevima):

o0 0 1

H(l—tn ) _ Z (—l)m tEm(3m—1)

n=1 M=—c0

Dokaz.
= m . =m(3m-1) = m Em(3m—1) L m . =m(3m-1)
Z (-1)"t? —1+§(—1) t? + Z (-1)
0 1
14 Z:l(—l)m tEm(3m 1) N Z:l(—l)m Em(3m+l)

Ostaje jos da pokazemo da je

o0

1+ (p. (Do) = p, (D))t =T (1-1").

n=1 n=1

Raspisimo &inioce proizvoda [ [(1-t") i funkcije generatrise za broj particija sa razlicitim
n=1

delovima ﬁ(1+t”):
n=1

o0

[T(-t")=(1-1)-(1-t)-(1-t°)-... *)

n=1

0

H(1+t”)=(1+t)-(1+t2)-(1+t3)-...

n=1

Na prvi pogled primec¢ujemo da su proizvodi sli¢ni (razlika je u znaku) i da se i u proizvodu
(*) javljaju iskljucivo particije ¢iji su delovi razliciti, osim $to su koeficijenti uz t" drugaciji.
Koeficijent ¢e imati jednu od vrednosti 1, -1 ili 0 (neki od sabiraka ¢e se skratiti). Koeficijent
-1 ¢e odgovarati particijama Sa neparnim brojem delova, a 1 onima sa parnim brojem delova.
Npr.

(1-1)-(1-17)-(1-13)- (1=t ) =1t =8 =0 =t 2 St 209 2 £

_tl+2+3 _t1+2+4 _t2+3+4 + t1+2+3+4 4.

Dakle, particije sa parnim brojem delova ¢emo sabirati, a one sa neparnim brojem delova ¢emo
oduzimati. MoZemo da zaklju¢imo da ¢e proizvod (*) poprimiti slede¢i oblik:

o0

[1(2-t")=1+ 3 (n.(D.0) - p, (D))",

n=1 n=1
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Sto je i trebalo dokazati.
|

Prema Eulerovoj teoremi o pentagonalnim brojevima, u proizvodu H(l—t“) stepeni
n=1

t-a su pentagonalni brojevi, tj. vazi
[T(It") =1-t=t £ ] —t2 =t 4t £ ™t 4

n=1

Eulerova teorema o pentagonalnim brojevima daje nam jako lepu rekurentnu formulu
za izraCunavanje ukupnog broja particija p(n) prirodnog broja n.

Teorema 2.6. (Euler): Rekurentna formula za izracunavanje broja particija prirodnog broja
n je

p(n)=p(n-1)+p(n-2)-p(n-5)-p(n-7)

ot (=1)" p[n —%m(3m —1)J+(—1)m p(n—%m(3m +1)j+...
Dokaz.

Prisetimo se generativne funkcije broja particija p(n)

0

PO= Y P =] [

n=1

1 primetimo da je njen inverz ba§ funkcija iz Eulerove teoreme.
Dakle, njihov prozvod je 1 :
1 [ee}

1=]ﬁ[1_tn -ﬁ(l—t”):z p(ME" (1t =+ +t7 —..)

n=1 n=1 n=0

Slede¢i korak je da izvr§imo mnozenje i izjedna¢imo odgovarajuce koeficijente. Kako
je jedino slobodan ¢lan jednak broju 1, a koeficijenti uz t", za svako n>1 su jednaki nuli,
dobijamo upravo traZzenu rekurentnu formulu:

p(n)-p(n-1)-p(n-2)+p(n-5)+p(n-7)-p(n-12)- p(n-15)+..=0.

koeficijent uz t"
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Primer: Primenom Eulerove rekurentne formule mozemo da izraunamo broj particija broja
8.

p(8)=p(8-1)+p(8-2)—p(8-5)-p(8-7)=p(7)+p(6)-p(3)-p(1)=15+11-3-1=22

O

Eulerova teorema, preciznije Franklinova bijekcija, daje nam jo$ jednu jednakost medu brojem
particija na razlicite delove u zavisnosti od parnosti najveceg elementa, koju navodimo bez
dokaza kao direktnu posledicu Franklinove bijekcije.

Posledica 2.1. Oznacimo sa Py (D,n) broj particija sa medusobno razlicitim delovima i

parnim najvecim delom a(l) , & sa Py (D,n) broj particija sa medusobno razlicitim

delovima i neparnim najveéim elementom. Tada vazi sledeca jednakost

m m(3mil)
-1y, akon=———-—=
P,y (D,n)- P,r (D,n)= (1) B
0, inace
gdeje m=1,2,3,... .
Dokaz.

Dokaz je sli¢an dokazu Teoreme 2.4. Naime, koristimo isto definisanu bijekciju koja
¢e pri oba preslikavanja da menja parnost najvec¢em delu particije, $to nam je i cilj.

2.3 Jacobijev trostruki proizvod

U daljem radu dokazac¢emo jedan jako znacajan identitet koji ima brojne posledice,
medu kojima je i sama Eulerova teorema pentagonalnih brojeva. Radi se o Jacobijevom
trostrukom proizvodu. Medutim, za dokaz ove teoreme potrebni su nam dva Eulerova
identiteta, koja ¢emo najpre dokazati.

Teorema 2.7. Za svako a,t e C vazi sledeci identitet:

2 n

(R e e

n=0 10

Dokaz.

Definisimo 2-parametarsku funkciju K (a,t) na sledeéi nagin:
K(at)=(1+at)(1+at’)(1+at®)-..
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Posmatrajmo koeficijente uz stepene promenljive a. Neka je C, koeficijent uz m-ti stepen
promenljive a.

K(a,t)=1+c (t)a+c,(t)a’ +..
Kako vazi K (a,t)=(1+at)K (at?t)i
(L+at)K (at? t)=(1+at)(1+c, (t)at® +c, (t)at* +¢,(t)a%" +...)
izjednatavanjem koeficijenata dobijamo
c, =t+ct’ c,=ct’+c,t’ c, =Ct°+ct® .
pa mozemo zakljuciti da ¢e za svako m>0 vaziti
¢, =c "+t
gde je ¢, =1.

Preostaje nam jo§ da matematickom indukcijom dokazemo da je

tm

)t )

(B.I) m=1
c, =t+ct’
ot
T2

(I.H.) Pretpostavimo da tvrdenje vazi za m—1:

t(m*1)2
T ) ) (1)

(I.K.) Dokazujemo tvrdenje za m.

2m-1 2m . .
Iz C,=C, t7 " +C t™ imamo daje

m

2m-1 m?—2m+1+2m-1 m?
t t - t

bn = Cna ] o o (1-2) (1) (12" F) (1) ) (1-7)(1-t)-..-(1-*")

Sto je 1 trebalo dokazati.
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Preostaje nam dokaz jos jednog Eulerovog tvrdenja da bi dokazali Jacobijev identitet.

Teorema 2.8. Za svako a,t e C vazi sledeci identitet:

(-1)"t"a"

.,
N = 2 ey

Dokaz.

Ovaj Eulerov identitet dokazuje se na sli¢an nacin kao i prethodni.
Oznagimo sa R(a,t) levu stranu jednakosti.

1
(1+ at)(1+ atS)(1+ at5)-...

R(at)=

1z poslednje jednakosti dobijamo da vazi (1+at)R(a,t)= R(atz,t). Neka je C, koeficijent

uz m-ti stepen promenljive a. Ako izjednac¢imo koeficijente
(L+at)(1+ca+ca’ +ca’+.)=1+cat’ +ca’t’ +ca*t’ +..
dobijamo
2 4 6
c =ct° -t C,=Ct —ct C,=Ct —Ct ...
odakle mozemo zakljuciti da ¢e za svako m> 0 vaziti

t

m-1-

¢, =ct"—c
gde uzimamo da je C, =1.

Preostaje nam da matematickom indukcijom dokaZemo da vazi da je

S

") (1) (1-12T)

(B.) m=1
G =ct" ~t
ot
To1-t?

(L.H.) Pretpostavimo da tvrdenje vazi za m—1:
NG

) )
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(LK.) Dokazujemo tvrdenje za m.

2m . .
Iz ¢, =Ct™ —C_,t imamo da je

ot (1)t oy

T w ()1t (17 2)(1-8) (1) (1) (1 t2")

Sto je i trebalo pokazati.

Teorema 2.9. (Jacobijev trostruki proizvod): Za |t| <1, te C i z#0 vazi

0 0

[T (@)@t 2) (112 ) [= Yot

n=1 n=—w

Dokaz.

Iz Teoreme 2.7. dobijamo da vazi da je

tnzzn '(1—t2n+2)(1—t2n+4)'... " "

2(1 £)(1-t1) o (1) (122 (1127 . =P(t*) Y thZ”H(l_t2n+2+2m)

n=—c0 m=0

K. Sl 2, S

Teorema 2.7. n=—o0 (1 t ) (1_t2m)

)m tm2+2mn+m

Z( O Py PN a3

I
s

0 1 00 )

b e

Teorema 2.8. n=-o m=1 n=—o0
Konacno, vazi slede¢a jednakost:

K(z,t) i

n_i;mtnzz” = P(t;) ln:!(l+t2m—1z—l) :H[(l—tzm)(l+t2m712)(1+t2m71271):| ’

m=1
¢ime je Jacobijev identitet trostrukog proizvoda dokazan.

Jacobijev trostruki proizvod kao posledicu ima Eulerovu pentagonalnu teoremu. Pored

nje, daje nam i generativne funkcije za triagonalne i kvadratne brojeve. U nastavku su navedene
takve posledice.
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Posledica 2.2. Neka je z=1 u Jacobijevom trostrukom proizvodu. Tada dobijamo
reprezentaciju generativne funkcije za kvadratne brojeve preko proizvoda:

0 o0

St =H[(1—t2”)(1+t2”‘1)2]

n=-—mw n=1

Posledica 2.3. Za z =—1, Jacobijev trostruki proizvod izgleda ovako:

> (-1)t" :H[(i—tz")(l—tz“)z]

n=-ow n=1

Posledice 2.2 i 2.3. su bitne formule u teoriji elipti¢nih funkcija.

Posledica 2.4. Neka je Z=1 i zamenimo t sa t*? u Jacobijevom trostrukom proizvodu. Rezultat
nam je generativna funkcija za trougaone brojeve:

0

S 2 zﬁ[(mn)z (1-1)].

Primetimo dasuza n=1,2,3,... brojevi N(n+1)/2=1,3,6,... bas trougaoni brojevi.

Posledica 2.5. Ako u Jacobijevom trostrukom proizvodu t zamenimo sa t¥? i neka je z = —t¥2
, dobijamo Eulerovu teoremu o pentagonalnim brojevima.

Dokaz.

ZapiSimo obe strane jednakosti Jacobijevog trostrukog proizvoda sa gore navedenim
izmenama:

(LS)

» 3 on 321 1 3(2n-1) . B )
HKl—tz' j(ut 2 .(_tzn(ut 2 (_t)zj]_n[(l_tsn)(l_tan1)(1_t3nz)}_ln—!(l_tn)
(DS)

o 3 n © n(3n+1)

PENC DN

N=—o0

Izjednacavanjem (LS) sa (DS) dobijamo identitet koji je dat Eulerovom teoremom o
pentagonalnim brojevima.
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Jedna od poznatijih posledica Jacobijevog trostrukog proizvoda je Watson — Gordonov
petostruki proizvod. Dokaz teoreme je sli¢an dokazu Jacobijevog trostrukog proizvoda.

Teorema 2.10. (Watson-Gordonov petostruki proizvod): Za z =0 i |t| <1 vazi

ﬁ[(l—tn )(1_ 7t" )(1_ Z—1tn_1)(1_ ZZth—l)(l_ Z—2t2n—1):| _ i tsnTm (an B Z—Sn—l)
Dokaz.

Ako u proizvodu zamenimo t sa t* dobijamo ekvivalentnu verziju
H[(l—tzn)(l—ztzn)(l— Z—1t2n—2)(1_ Zzt4n—2)(1_ 7724402 )] Z £3 +n( 3n _ —3n—l) *)
n=1 =

koju ¢emo dokazati primenom Jacobijevog trostrukog proizvoda

[T[(-t) -2 2-2 ) ]= 3 () 'z ()

n=1 n=-—o00

Defini§imo dvoparametarsku funkciju R(z,t) kao proizvod leve strane jednakosti (*) i

flee)

n=1

8

R(z,t)= [(1—t2")(1—zt2”)(1—z-ltZ”-Z)(l—t““)(1_zzt4n—2)(1_ z—2t4n—z)] _
=ﬁ{(1—t2”)(1—zt-t2“‘1)(l—(zt)_l -tZ”‘l)(l—(tz)zn)(l—zz (tz)zn'l)(l—z—2 (tz)z"’lﬂ
= (_1)i Ziti i (_1)j 72i¢2i° :Z(_l)iﬂ' Fi2iiE a2

() i=n j= i

Oznac¢imo sada i+ 2 j =n i dobijamo

R(Z,t) _ i (_1)n 7" i (_1)1 t(n_zj)2+2j2+n—2j _ i (_1)n Zntn2+n i (_1)j t6j274nj—2j
n=-o0 j=—o n=— j=—o
Zamenimo sada j sa —j—2k —1 uizrazu A= z 161%+61(2k+1)
j=—o0
i dobijamo
i 6] +6 j(2k+2) i —j—2k-1 6(] +4k2+4kj+4k+2j+l)—6(j+2k+1)(2k+l)
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0 ) 00 .
. Z (_l)J+1tGj2+24k2+24kj+24k+12j+6—12jk—24k2—12k—6j—12k—6 _ Z (_1)J+1t6j2+12kj+6j
j=o0

j=—00
__z 6] +6j(2k+1) _ —_A

pa za svaki celi broj k vazi da je

o0

Z (_1)1' t6j2+6j(2k+1) -0,

j=—0

Da bi unutra$nja suma u R (Z,t) bila razli¢ita od nule, potrebno je da vazi 4n+2 # (mOd 6) :

odnosno 2n+1# O(mod 3) . Dakle, imamo dva moguéa slucaja:

1. slucayj
2n+1=1(mod3)= 2n=0(mod3)= n=0(mod3)
Neka nam je Rl(z,t) onaj deo iz R(Z,t) u kom vazi kongruentnost iznad. Tada vazi da
je

R(zt)= Y (-1) "¢ i (~1)" ¥ 12921 (zamenili smo n sa 3n)

N=—0 j=—00

Zamenimo u unutra$njoj sumi j sa m+n.

0 0
Z n 75t 9n?+3n Z (_1)m tsz+12mn+6n2—12mn—12n2—2m—2n

— i (_1)” ZSnt3n2+n i (_1)m t6m2—2m — Q i ZBnt3n2+n
Ovde nam je Q= D (-1)"t*" 2" :H(l—t4’”) prema Eulerovoj pentagonalnoj
m=-oo m=1
teoremi.
2. slucaj

2n+1=2(mod3)= 2n=1(mod3) = 2n =4(mod3) = n=2(mod3) = n=-1(mod3)
U R(Z,t) nam preostaje jos

R, (Z,t) — Z (_1)”—1 ZSn—]_t(3n—1)2+3n—1 Z 6] ~4j(3n-1)-2]

N=—o0 j=

_ i: (_1)n—1 Z3n—1t9n2—3n i (_1)1' t6j2—12jn+2j

j=—0

U prethodnom koraku zamenili smo nsa 3n—1.
Zamenimo u unutra$njoj sumi j sa m+n, kao u prethodnom slucaju.
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0 o0
n -1 _3n-1,9n?-3n m L 6m?+12mn+6n>—12mn-12n%+2m+2n
)= 2, (1) 2T 3 ()

m=—o0

o0

—1 3n-143n%-n _1\Mgbm’2m —1 3n-1;3n%-n
i A i( 1)"t = Z A

—0 m=—0 m—-— m=

= Q Z (_1)”—1 Z—Sn—1t3n2+n

n—-n n=-w

Iz 1.1 2. imamo da sledi da je

R(Z,t) R (Z t +R QZ z3nt3" +”+QZ _l 2—3”—]13n2+n :Qit3nz+n(z3n_z—3n—1)

Podelimo obe strane sa Q i dobijamo (*), ¢ime je dokaz zavrsen.
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Glava 3

Kongruencije

3.1 Ramanujanove kongruencije mod5, mod7 |
mod11l

Indijski matematicar Srinivasa Ramanujan dao je teoriji particija neke od najznacajnijih
i najleps$ih identiteta. [zmedu ostalog, bavio se ponasanjem broja particija p(n). Gledajuc¢i u

tabelu broja particija prvih 200 prirodnih brojeva, koje je pomoc¢u Eulerove formule izveo
engleski matematicar Percy MacMahon, Ramanujan je uocio neka jako lepa pravila.

Posmatrajmo tabelu broja particija prvih 40 prirodnih brojeva (Slika 3.1.). Pocevsi sa
brojem particija broja 4 (p(4)=5), svaki peti broj particija je deljiv brojem 5. Takode, ako

po¢nemo od broja particija broja 5 ( p(5) =T7), svaki sedmi broj deljiv je brojem 7. Sli¢no vazi

i za p(6) =11, pocevsi od broja particija broja 6, svaki jedanaesti broj je deljiv brojem 11.

1 1 11 56 21 792 31 6842
2 2 12 77 22 1002 32 8349
3 3 13 101 23 1255 33 10143
4 5 14 135 24 1575 34 12310
5 7 15 176 25 1958 35 14883
6 11 16 231 26 2436 36 17977
7 15 17 297 27 3010 37 21637
8 22 18 385 28 3718 38 26015
9 30 19 490 29 4565 39 31185
10 42 20 627 30 5604 40 37338

Slika 3.1. Broj particija prvih 40 prirodnih brojeva (crvenom bojom su obojene kongruencije
po modulu 5, plavom one po modulu 7, a zelenom po modulu 11)

Ova pravila se nazivaju Ramanujanove kongruencije i1 date su slede¢im jednakostima:
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p(5n+4)

0(mod5)

p(7n+5)=0(mod7)

p(11n+6)=0(mod11)

Videli smo da za svako p(n), n<40 ovo zaista vazi iz tabele sa Slike 3.1. Da bi dokazali da
vazi i za vece n koristi¢cemo Eulerovu teoremu o pentagonalnim brojevima, Jacobijev trostruki
proizvod, kao i slede¢i Jacobijev identitet:

Teorema 3.1. (Jacobi):

o0

[Ta-t) =3 (1) (202"

n=1 n=0

Dokaz.

U Jacobijevom proizvodu ﬁ[(l—tzn )(1+t2”’1z)(l+t2”’1z’1)} = i t"2" zamenimo z sa -z.

n=1
Dobijamo

o0

z " (-2 =[[[(2-t") (-t 2) (-2 )]

n=.

LN

o0

akakoje [ [(1-zt*"")=(1- zt)ﬁ(l— 2t*") | sledi da vazi sledece:

n=1 n=1

o)’ S (o) = [T e g

N=—o0 n=1

Raspisimo levu stranu jednakosti (*) na slede¢i nacin:

o0

(1-2t) Z — (1-2t) (1+Z( )t]
A
:1+§zmtm+§zmg((_z)“+(_z)—n)tnz+m

Zapisimo n® +m=m’, tako da eliminiS§emo m iz izraza. Tadaje m=m’'-n*>0, paje m'>n?,
odakle sledi da je nSL«/m'J:,um,. Takode, vazi da je n>1 i m>0, pa je m'>1. Dakle,

poslednju jednakost mozemo zapisati na slede¢i nacin:

(1-zt 12 )t —1+Zzt DX Z( - )_")zm'”2=1+m2tmRm
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Hm /‘m

gde je Rm =Z((—Z)n+(_z)7n)zm*n2 4+ 7™ n Zm-n +n+z n M- n?-n

n=1 n:2 n=.

I
M

i
“*1 7m- n?-2n-1+n+1 “ 7M- n?-n ”*1 7 n’-n n 7M- n?-n U _m—p2—
SyE S B D e

n=1 o
Dakle,
(1— Z'[)71 i (_Z)n tnz =1+ i(_l)/‘m Zm—ﬂﬁ—#mtm
N=-o0 m=1

Zamenimo sada z sa t™* u poslednjem izrazu i dobijamo

=1+ i(_l)/‘m tu%wm =1+ i(_l)m tm2+m
! m=1 m=1

o0

=1+ (-1)" (2m+1)t"

m=1

o0

(1-zt) Z t"

n=—0

7=t~

jer je ‘{ i>l:m= L\/_J}‘:Hizl:mgis(m+1)2—1}‘:2m+1.

Preostaje nam da i u desnoj strani jednakosti (*) zamenimo z sa t™.

0 0 0

H[(l—tz” )(1—t2“*1z)(1—t2“‘1z‘1)] = H[(l—tzn)(l—tz” )(a-t> )] =[1@-t )3

n=1 n=1 n=1

0

Dakle, H(l—tzn)a:1+Z(—1)n(2n+1)tn2+", pa menjaju¢i t sa t'> dobijamo trazeni
n=1

n=1

identitet:

[Tty =1 31 2n+12 i "(2n+1)t2"".

ln(n+1)

(&
—~
—
~
Il
—:
—_—
[N
|
—
E]
~
w
Il
s
|
=
~—
—_
N
>
+
RN
~—
—
IN)

odakle sledi daje J(t)=E(t).

Dokazimo sada prethodno navedene Ramanujanove kongruencije.
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Teorema 3.2. (Ramanujanova kongruencija mod 5):
p(5n+4)=0(mod5)

Dokaz.

Primetimo da su stepeni u proizvodu

E(t)= ﬁ(l—t”)zl—t —tP 4ttt P Pt P

n=1

kongruentni sa 0, 1 ili 2 po modulu 5. Stoga, moZemo da zapiSemo da je

E=E+E+E,,

gde E;, 1=0,12 sadrzi one izraze iz E ¢iji su stepeni kongruentni sa i(mod 5).

Stepeni t-a u proizvodu
= Lot
J =l_[(1—t")3 =2 (1) (2n+1)t* " 10345 - 7t° 4 00 116 1137 157 ...
su kongruentni sa 0, Lili 3 (mod5),

Pokazatemo da je 2n+1EO(mod5) ba§ onda kada je %n(n+1)53(mod5) primenom
osnovnih osobina kongruencija:

2n+1=0(mod5)=

2n=4(mod5) =

n=2(mod5)
n* =4(mod5)

2

n“+n

}: n2+n56(mod5):> =3(mod5)

Zaklju¢ujemo da su koeficijenti uz elemente sa stepenom { -a kongruentnim sa 3 (mod 5)
jednaki nuli, pa preostaje da vazi da je

J=J,+d,,

gde J;, i=0,1 sadrzi one izraze iz J ¢iji su stepeni kongruentni sa i(mod 5).

Takode vazi da je

5), (5 5 5
(1—05=1—(£%+(2jﬁ—(éJﬁ+(4]ﬁ—¢551—0+0—0+0—f(nmd5y

tj. (1-t)" =1-t°(mod5).
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0

Sada sledi da je E(t)’ = l_[(l—t”)5 = ﬁ(l—t5”)= E(t°). Na osnovu dokazanih jednakosti i

n=1 n=1
kongruencija zakljucujemo sledece:

ip(n)t“ :ﬁ 1 _ 1 _ E(t)’ _ E(t)’ _ E(t)J(t) E(E0+E1+E2)(JO+\]1)
& a1t E(t) E() E(°) E(F) E(t)
E,J, +EJ, + EJ, + EJ, +E,J, +E,J,

E(r)

pa je E(ts)i p(n)t" =E,J, + Epd, + EJy +EJ, + EJ + EJ,

n=0

odakle diretno sledi da je ), p(5n+4)t™* =0,

n=0

Napomena: Poslednja jednakost nam zapravo govori sledece:
o u EyJ; se nalaze stepeni t-a kongruentni sa 0+0=0(mod5)

o u E)J; se nalaze stepeni t-a kongruentni sa 0+1=1(mod5) itd.

Dakle, postoje samo stepeni t-a kongruentni sa 0,1, 2, 3(m0d 5) .

Teorema 3.3. (Ramanujanova kongruencija mod 7):
p(7n+5)=0(mod7)

Dokaz.

Dokaz je sli¢an dokazu za kongruencije po mod5.

Posmatrajmo stepene u izrazu E (t)

E()= 3 (<1) 0™ S 2 5 R P P

m=-—o

Svaki stepen t-a kongruentan je sa 0, 1, 2 ili 5 po modulu 7. Dakle, vazi da je
E=E+E+E +E,
gde E;, 1=0,1,2,5 sadri one izraze iz E ¢ij1 su stepeni kongruentni sa i(mod 7).

Takode, posmatrajmo i stepene t-a U izrazu J (t) :
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)= 3 (1) (20 +2)t2" " Z 13+ B -7t 4 OF° ~116° 137 ~15t% +176° 19" ...

n=0

Pomenuti stepeni su kongruentni sa 0, 1, 3ili 6 (mod 7). Preostaje nam jo§ da vidimo §ta se

desava sa stepenom t-a kada je 2n+1= O(mod 7) .

2n +1EO(mod7):>
2n=6(mod7)=

nEs(mOd7) 5 , n2+n
=n’+n=5(mod7)=n*+n=12(mod7) = =6(mod7)
n*=2(mod7)
Dakle, stepeni kongruentni sa 6 ¢e nestati, pa dobijamo da je
J=J,+J,+J;,
gde Ji, 1=0,1,3 sadrzi one izraze iz J ¢iji su stepeni kongruentni sa i(mod?).

Dalje, sli¢no kao 1 u prethodnom dokazu, imamo sledece

ip(n)t”:ﬁ - - —E(t)6=(E(t)3)z=J(t)2 (3,+3,+3,)

R Ty T ) TR )

i 42300, 43742333, +23,3,+ 3¢
E(t)

Iz poslednje jednakosti dobijamo da su stepeni t-a kongruentni sa

0-2=0, 0+1=1 1.2=2, 0+3=3, 1+3=4, 3.2=6 (mod7).

Dakle, generativna funkcija ne sadrzi stepene koji su kongruentni sa 5(mod 7), pa vazi da je

D p(7n+5)t"™ =0
n=0

¢ime je dokaz zavrSen.

Za Ramanujanovu kongruenciju po modulu 11, kao $to Michael D. Hirschhorn u svom
radu (u literaturi svrstan pod [13]) piSe, dugo se verovalo da ne postoji dokaz slican dokazima
prethodne dve kongruencije. Medutim, dokaz uzet ba$ iz navedenog rada opovrgava ovo
verovanje. Hardy je iz Ramanujanovih neobjavljenih radova izveo dokaz za kongruenciju po
modulu 11 koriste¢i Eisensteinove nizove. Freeman Dyson je definiSuéi rang particije i
postavljajuci hipotezu za crank funkciju, otvorio put Georgeu Andrewsu i Franku Garvanu za
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kombinatorni dokaz Ramanujanovih kongruencija. Andrews i Garvan su 1988. definisali crank
funkciju pomocu koje su dokazali sve tri Ramanujanove kongruencije. Medutim, zbog
jednostavnosti, u ovom radu ¢emo prikazati dokaz analogan dokazima prethodne dve
kongruencije, a Dyson-Andrews-Garvanovu podelu particija u klase prema rangu/cranku ¢emo
demonstrirati bez dokaza.

Teorema 3.4. (Ramanujanova kongruencija mod 11):
p(11n+6)=0(mod11)
Dokaz.

Kao i u prethodna dva slu¢aja, posmatrajmo stepene u sledeCem izrazu:

00

E()= Y (1) ™" 21t 4+t 2t 2 2ttt 0t

m=—wo

Oni su kongruentni sa 0,1,2,4,5,7(mod11), pa vazi da je
E=E,+E+E,+E,+E.+E,,
gde E;,1=0,1,2,4,57 sadrzi one izraze iz E &iji su stepeni kongruentni sa i(modll).

Takode, posmatrajmo i stepene t-a u izrazu J (t) :

= Z "(2n+1)t " 1o 3t 5t ST O — 11 13t 157 +17E* —19t5 + ..

n=

Stepeni t-a su kongruentni sa 0,1,3,4, 6,10(mod11), Treba jo$ da proverimo $ta se deSava sa

stepenom t-a kada je 2n+1=0(mod11).

2n+1=0(mod11)=
2n=10(mod11) =

n=5(mod11)
n* =3(mod11)

n®+n

}: n2+n58(modll):> =4(mod11)

Dakle, stepeni kongruentni sa 4 ¢e nestati, pa dobijamo da je
J=Jy+d +d,+)+d,,

gde J;, 1=0,1,3,6,10 sadrzi one izraze iz J ¢ij1 su stepeni kongruentni sa i(modll).

Primetimo da vazi sledece
J()' =E(t)" =E(t)"-E(t)=E(t")-E(t) {]
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(Jo+3,+3;+35+3y) =E(t") (B, +E, +E, + E, + E;+E,).

Odavde mozemo da zaklju¢imo da stepenovanjem leve strane gubimo stepene kongruentne sa
3,6,8, 9,10(mod 11). Tako ¢e, na primer, za stepene kongruentne sa 3(mod 11) vaziti sledece:

3335+ 3,32 +63,3,3,3,0 + 79202 33,02, + 3,02 =0(mod11) *)

Sliéne kongruencijske jednakosti vaZe za stepene kongruentne sa 6,8,9,10(mod11). Dalje,
imamo da je

ip(n)t”: 1 =E(t)21_ J(t) :(JO+J1+J3+J6+J10)7.

E() BT E( ()

Sredimo li desnu stranu jednakosti i izdvojimo li izraze u kojima je stepen t-a kongruentan sa
6(mod11), dobijamo da je

% S
11n 6 t11n+6 - -
nz_(; p( + ) E (tll)z '

gde je S suma onih sabiraka iz proSirenog oblika polinoma (JO +J,+J,+Js+J5 )7 ¢iji je

stepen t-a kongruentan sa 6(mod11).

Dobijeni polinom S transformacijama mozemo predstaviti kao
5
S= Z A -B;, gde je A leva strana jednakosti (*), A,,..., A sli¢ne jednakosti koje vaze za
i1
Stepene kongruentne sa 6,8,9,10(m0d11) , a Bi,i :1,...,5 odgovarajuéi polinomi kO_]l
obezbeduju ovu jednakost. Kako je svaki od izraza A = O(mod 11), zakljucujemo da je i

S =0(mod11)= > p(11n+6)t""**=0(mod11)= p(11n+6)=0(mod11).
n=0
|
Napomena: U dokazu nisu prikazane sve transformacije polinoma zbog opsirnosti njihovog
ispisivanja. Npr. proSirena verzija polinoma (Jy+J,+J;+J+J, )4 ima 70 sabiraka.

Detaljniji dokaz nalazi se u [13] , gde mozemo videti izglede izraza S,A,B, (i=1..,5).

Iako mozemo da kazemo da u ovom dokazu elegancija izostaje, ipak nam on daje
jednostavan i podjednak pristup dokazivanju sve tri Ramanujanove kogruencije, sa ¢im se
vecina drugih dokaza ne moze “pohvaliti”.
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3.2 Dysonov rank i crank

Definicija 3.1. Rang particije 1 definisemo kao razliku izmedu najveceg dela particije i
ukupnog broja delova te particije:

rank (4):=a(4)-1(4).

Uvodimo oznaku za:

e broj particija broja n &iji je rang jednak m: N (m,n)

e broj particija broja n ¢iji je rang kongruentan m po modulu g: N (m, d, n)

Na osnovu osobina kongruencija zakljucujemo da vaze sledece jednakosti:

N(m,n)=N(-m,n)

N(m,q,n)=N(gq-m,q,n)

N(m,q,n):iiN(qu,n).

Prva osobina vazi zbog konjugovane particije.

Ideju ranga uveo je Dyson 1944. godine sa ciljem da pokaZe da vaze tvrdenja

p(5k+4)

N(m,55k+4)= zasvako m, 1<m<4 i

p(7k+5)

N(m,7,7k+5):f zasvako m, 1<m<86,

a dokaz su dali Atkin i Swinnerton-Dyer, 10 godina kasnije.

Primer: Demonstrirajmo prvo tvrdenje na primeru particija broja 4.

Particije broja 4 a(4) 1(2) rank(2)
mod5
4 4 1 3
3+1 3 2 1
2+2 2 2 0
2+1+1 2 3 -1=4
1+1+1+1 1 4 —-3=2

Dakle, po jedna particija broja 4 pripada svakoj klasi kongruencije po mod5.
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Sli¢no vazi i za drugo tvrdenje.

Primer: Podelimo particije broja 5 u klase kongruencije po modulu 7.

Particije broja 5 a(4) 1(2) rank(4)
mod 7
5 5 1 4
4+1 4 2 2
3+2 3 2 1
3+1+1 3 3 0
2+2+1 2 3 -1=6
2+1+1+1 2 4 -2=5
1+1+1+1+1 1 5 —4=3

Svaka klasa sadrzi jednak broj particija (po jednu). Ukoliko bi podelili po klasama particije
broja 12, svaka klasa bi sadrzala po 11 particija (ukupno ih ima 77 - videti tabelu na Slici 3.1).

O

Uveri¢emo se da Dysonova podela particija u klase, tako da svaka klasa sadrzi jednak broj
particija, za mod11 ne funkcionise ve¢ za k=0.

Primer: Napravimo tabelu za particije broja 6, kao u prethodna dva primera.

Particije broja 6 a(A) 1(4) rank(4)
mod11
6 6 1 5
5+1 5 2 3
4+2 4 2 2
3+3 3 2 1
4+1+1 4 3 1
3+2+1 3 3 0
24+2+2 2 3 -1=10
3+1+1+1 3 4 -1=10
242+1+1 2 4 -2=9
2+1+1+1+1 2 5 -3=8
1+1+1+1+1+1 1 6 -5=6

Dakle, vidimo da se neke od klasa ponavljaju, dok se druge uopste ne pojavljuju. Zakljucujemo
da na ovaj nacin ne moZemo da dokazemo Ramanujanovu kongruenciju po modulu 11.

O
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Dyson je smatrao da za reSavanje kongruencije 11 mora da postoji nesto slicno rangu
particije, Sto se kasnije ispostavilo tacnim. Naime, Andrews i Garvan pronalaze i definisu
takozvani crank particije. Naziv je proiziSao iz njegove sli¢nosti sa rangom (eng. rank).

Definicija 3.2. Neka je m, (1) broj delova particije A koji su jednaki broju 1, a u(4) broj
delova particije veéih od M, (/1) . Crank particije A je definisan na sledeci nacin:

a(4), akojem (4)=0

u(A)-m(2), akojem,(1)>0

Proverimo sada Sta se deSava sa particijama brojeva 4, 5 i 6 ukoliko ih podelimo na klase
kongruencije njihovih crank funkcija po modulima 5, 7 i 11 respektivno.

crank (4) :{

Primer: Particije broja 4 podeljene u klase kongruencije na osnovu cranka predstavljene su u
tabeli:

Particije broja 4 a(2) m, (1) u(2) crank ()
mod5
4 4 0 4 4
3+1 3 1 1 0
242 2 0 2 2
2+1+1 2 2 0 -2=3
1+1+1+1 1 4 0 -4=1
Podela je dobra, svakoj klasi pripada po jedna particija.
O
Primer: Podelimo particije broja 5 na klase.
Particije broja 5 a(4) m, (4) () crank ()
mod 7
5 5 0 1 5
4+1 4 1 1 0
342 3 0 2 3
3+1+1 3 2 1 —1=6
2+2+1 2 1 2 1
2+1+1+1 2 3 0 -3=4
1+1+1+1+1 1 5 0 -5=2
Ponovo svaka klasa sadrzi jednak broj particija.
O
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Preostaje jo$ da vidimo da li ¢e navedeni nacin definisanja crank(ﬁ) podeliti i particije broja

6 na klase sa jednakim brojem particija, Sto rang funkcija nije uspela da uradi.

Primer: Particije broja 6 po klasama:

Particije broja 6 a(4) m, (1) u(2) crank (1)

mod11

6 6 0 1 6

5+1 5 1 1 0

4+2 4 0 2 4

3+3 3 0 2 3
drirl 4 2 1 1-10

3+2+1 3 1 2 1

24+2+2 2 0 3 5
3+1+1+1 3 3 0 _3=8
2+2+1+1 2 2 0 _2=9
2+1+1+1+1 2 4 0 4—7
1+1+1+1+1+1 1 6 0 6=5

Iz tabele zakljuujemo da crank funkcija “radi” za kongruencije po mod1l. Za razliku od
ranga, ovde se javljaju sve klase i svakoj klasi pripada jednak broj particija.

O

Ukoliko posmatramo navedene tri kongruencije

p(5n+4)=0(mod5)
p(7n+5)=0(mod7)

p(11n+6)=0(mod11)

prva pomisao bi bila da postoji odreden patern i da bi sledeca konguencija mogla da izgleda
kao

p(13n+7)=0(mod13).

Medutim, posmatrajuci tabelu sa Slike 3.1 uvidamo da navedena zavisnost ne vazi ve¢ za n=0

p(7)=15=2(mod13),

Ramanujan je pokazao pravila koja vaze za kongruencije po modulima 5, 7 i 11, ali
matematicko istrazivanje kongruencija po mod n, gde je n prost broj >11, nije prestalo smréu
Ramanujana. 1960-ih godina, britanski matematicar A. O. L. Atkin pokazao je da postoji i
zavisnost za kongruencije po mod13, a kasnije tokom godina pronadene su kongruencije i za
vece proste brojeve. Na primeru naredne tri kongruencije, uvidamo da one ne izgledaju bas
“lepo” kao Ramanujanove kongruencije:
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p(17303n+237) =0(mod13)
p(206839n +2623) = 0(mod17)

p(1977147619n +815655) = 0(mod19).

Ken Ono je 2002. godine, zajedno sa Scottom Ahlgrenom, dokazao da ovakve
kongruencije postoje za svaki prost broj.

Teorema 3.5. (K.Ono, S.Ahlgren): Za svaki prost broj 6 >5 postoji beskonacno mnogo
kongruencija oblika

p(An+B)=0(mod?).

Takode, Ramanujan je pokazao da postoje slicna pravila i za kongruencije po modulima

5%, 7% i111%, kao na primer:
p(25n+24)=0(mod5).
Ramanujan je u stvari tvrdio da vaze slede¢e uopstene pravila za konguencije po modulu &,
gde je §=57"11"
ako vazi da je 24n sl(mod 5) , onda je p(n) = O(mod 5). *)

Nakon Ramanujanovog dokaza za 5%, G. N. Watson je 1938. godine dokazao da tvrdenje (*)
vazi za 6 =5. Medutim, za & =7° tvrdenje ne vazi. Ovo je uocio Hansraj Gupta, indijski
matematicar, koji je MacMahonovu tablicu broja particija prvih 200 prirodnih brojeva prosirio

do p(300). Naime, za broj 243 vazi da je 24-243=1(mod7°), ali broj particija
p(243) =133978259344888 nije deljiv sa 7° =343. Ali kako za 7? vazi i opstije tvrdenje,

p(49n+19,33,40,47)=0(mod 7°),
Watson je modifikovao tvrdenje (*) za 7° i dokazao da vazi da za
b>1i24n=1(mod7%?) vazi p(n)=0(mod7").

Sli¢na istraZivanja su nastavljena i za stepene vecih prostih brojeva.
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Glava 4

Rogers — Ramanujanovi
Identitet

Identiteti koji ¢e u ovom poglavlju biti prikazani su jedni od najbitnijih identiteta teorije
particija, s obzirom da se pojavljuju i imaju siroku primenu U razli¢itim delovima matematike
i fizike. Najpre ih je dokazao L. J. Rogers 1894. godine, potom pronasao Ramanujan oko 1913.
godine, aondai I. Schur 1917. godine, svi nezavisno jedan od drugog. Rogers, iako talentovan
matematicar, nije bio narocito priznat, pa se za njegov dokaz saznalo tek dvadesetak godina
kasnije, kada ga je Ramanujan pronasao u 20 godina starom casopisu Londonskog drustva
matematic¢ara. Dokaz prikazan u ovom radu je relativno nov kombinatorni dokaz koji su dali I.
Pak i C. Boulet u radu [23]. Dokaz se oslanja na proSirenje Dysonovog ranga, ¢iju definiciju
¢emo videti u nastavku.

DefiniSimo najpre neke pojmove koje ¢emo koristiti u dokazu:

1.

m — pravougaonik dijagrama [/1] je bilo koji pravougaonik za koji vazi da je razlika
visine i Sirine jednaka m

Prvi m — Durfeeov pravougaonik je najve¢i m — pravougaonik koji staje u dijagram
[l] ; 0znacimo njegovu visinu sa U, (/1)

Drugi m — Durfeeov pravougaonik je najveéi m — pravougaonik koji staje u dijagram
[/1] ispod prvog m — Durfeeovog pravougaonika; ozna¢imo njegovu visinu sa
Va (4)

Dogovor je da visina Durfeeovog pravougaonika ne moze biti jednaka nuli, dok
Sirina moze

Neka je o particija koja se nalazi desno od Durfeeovih pravougaonika u dijagramu
Neka je g particija koja se nalazi ispod prvog, a desno od drugog Durfeeovog

pravougaonika u dijagramu
Neka je 7 particija koja se nalazi ispod Durfeeovih pravougaonika u dijagramu

(2, m)-rank particije definiSemo kao particije ¢iji je rang

fom (/1) =P+ Ay () vu(2)-p1 ~ N
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9. Sa Hn,m,r ¢emo oznaciti skup particija broja n za koje je I, , (ﬂ,) =r,sa H, .
skup particija za koje je I, (Z)Sr i sa M, .. skup particija za koje je

Lm(A)2T

2,m

Teorema 4.1. (Rogers — Ramanujan): Broj particija broja n na delove koji se medusobno
razlikuju bar za dva jednak je broju particija istog broja na delove koji su kongruentni sa

il( mod 5) , odnosno vazi

1+ni:(l—t)(l—ttz)-.. (1-17) 121(1 ) (1)

Slicno, vazi
® tn(n+l)

R

Dokaz.
Prikaza¢emo dokaz prvog identiteta.

Najpre ¢emo pomocu Jacobijevog trostrukog proizvoda svesti Rogers — Ramanujanov identitet
svesti na ekvivalentan identitet koji nazivamo Schurov identitet.

Prisetimo se Jacobijevog trostrukog proizvoda:

[T ) a)feze))- S

n=1

Zapisimo z kao zt i dobijamo

0

[Tt era) 2tz )= Y,

n=1 n=-—o0

5
zamenimo sada z sa —t* itsa t2 idobijamo

ﬁ[(l—t5”)(1—t5”t2)(1—t5”StZ)} -3t

lj[(l—tSH )(1_'[5”72 )(1_t5n73 )} _ ni(—l)” tn(5;+1)

Desnu stranu Rogers — Ramanujanove jednakosti mozemo zapisati kao
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[ L)oo | S 1

n=1 i=1 n=—w0

odakle dobijamo ekvivalentan identitet koji nazivamo Schurov identitet:

© tn2 © ) n(52+1) = q
2, 1—t)(1—t2)-...-(l—t”)_(Z(l) t JHE'

n=1 nN=-0n

Definis§imo sada Rogers — Ramanujanovu particiju kao particiju A za koju vazi da je
s(A)=1(2) i oznagimo skup ovakvih particija broja n sa &, i analogno sa definisanjem oznaka
za sve particije broja n, i za R — R particije uvodimo oznake na slede¢i nacin:

e sa@= UQ,, oznacavamo skup svih R — R particija
e saq(n |Qn| ozna¢avamo broj R — R particija broja n
e Ssa Q( ) odgovarajucu generativnu funkciju

Dakle, generativne funkcije su:

2

P(t):1+i p(n)t”:ﬁ LI Q(t):1+gq(n)t”=1+i 1—t)(1—tt2n)-...-(1—t”) .

n
n=1 n=1 1-t n=1

Particije koje nisu R — R particije (one iz skupa P\Q ) nazivamo i (2,0)-rank particije, zbog
specijalnog nacina definisanja ranga. Taj rang oznacavamo sa I, (/1) i definisa¢emo ga u
dokazu slede¢e teoreme. Slicno, za m>0, posmatracemo (2,m)-rank particije ¢iji rang
oznacavamo sa I, (/1) I koje pripadaju skupu P. Sa h(n,m, I’) ¢emo oznaciti broj particija
broja n za koje vazi da je T, (4)=r, sa h(n,m,<r) broj particija za koje je T, (A)<r.
Analogno vazi za h(n,m,z r), h(n,O,S r) i h(n,O,Z I’).

Iz definicije vazi da je

h(n,m<r)+h(n,m>r+1)=p(n) m>0 i

h(n,0,<r)+h(n,0,>r+1)=p(n)-q(n). (*)

Pored dve jednakosti oznacene sa (*), glavni deo dokaza nam predstavljaju sledec¢a dva
tvrdenja koja ¢emo dokazati naknadno putem bijekcije:

(1. simetrija) h(n,0,r)=h(n,0,-r) (Vr)
(2. simetrija) h(n,m,<-r)=h(n-r-2mm+2,>-r) (m,r>0)v(m=0Ar=0)
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Neka je zasvako j>0

(51 _
a =h(n—jr—2jm—¥,m+2jﬂﬁ—r—jJ !

. . j(5j-1 : :
b, =h£n—jl’—2jm—%,m+2j,2—l’—j+lj.
Lako zakljucujemo da iz (*) vazi

a.+b.=p(n—jr—2jm—@j (vr,j>0). (**)

J J

Na osnovu 2. simetrije o€igledno je da je a; = b j+1» pa na osnovu prethodno dobijenog vazi

h(n,m,<-r)=a,=b =b +(a,—-b,)—(a,—b;)+(a;—h,)—...

=0 =0 =0

=(b+a,)-(b,+a,)+(b;+a,)—(b, +a,)+...

j=1
Y (—1)"_l p[n—jr—ij——J(SJ_l)j
(ONE 2
ZapiSimo dobijeno preko jezika generativnih funkcija:
2 ke s i jr+ 'm+j(5j71)
Hpor (1))=Y h(n,m<—r)t" :Hl 1th(—1)’ltJ T (mr>0)v(m=0Aar=0)
n=1 n=1 +— j=1
Posebno vazi da je
SR N O SV
Ho< (t)=H nZ(_l) te
n=1 1_t j=1
e j-1 j+7j(52j_l) S j-1 1514) 5;1)
Hoo(=TT7=72.(-D"t * =T]7==2.(-D"t 2
n:ll t j=1 n:ll t j=1

a primenom 1. simetrije dobijamo da je

Ho<o (t)+ Hos (t) =Ho (t)"' Hos (t):) P(t)_Q(t)

S$to nam daje sve particije koje nisu Rogers — Ramanujanove particije.

Dakle,
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l+Z(—1)jt 2 +i(—1)"tj(5§+1j:1+i tnz )

o 1 o l J_tj(52j+1) 1 - tnz
Hl—t” 2. (-1) =1+ 2 (1_tn)

= = (1-1)(1-t) e
Dakle, dokazali smo Schurov identitet, a time i Rogers — Ramanujanov identitet.

Preostalo nam je da dokazemo dve simetrije koje smo koristili u dokazu Rogers —
Ramanujanove jednakosti. Dokaza¢emo ih kombinatorno.

Teorema:
(1. simetrija) h(n,0,r)=h(n,0,-r) (Vr)
(2. simetrija) h(n,m<-r)=h(n-r-2mm+2,>-r) (mr>0)v(m=0Ar>0)

Dokaz.

1. simetrija

Definisacemo preslikavanje ¢ na skupu P\Q koje ¢e da bude involutivno, da o¢uvava
veli¢inu particije 1 Durfeeove kvadrate te particije, ali ¢e da menja znak ranga.

Nekaje ¢:H,,, —H,,_, inekaje A particija koja sadrzi dva Durfeeova kvadrata. Neka su
a, B,y particije definisane u tackama 5.-7. iznad. Oznac¢imo sa U = U, (/1) isav=V, (/1)
veli¢ine Durfeeovih kvadrata.
Preslikavanje ¢:4+> A opisujemo kao preslikavanje trojke (e, 3,7) u petorku particija
(,u,v, T, P, 0) , @ potom preslikavanje ove petorke u novu trojku particija (a,B ;?) , koje ¢e
biti rasporedene u particiji A kako je opisano u tackama 5.-7. iznad, respektivno.

o Nekaje u=p.

Uklonimo iz particije « delove « zasvako j, 1< j<v.

u-v-4i+j

o Neka je v particija sastavljena iz delova izbacenih iz « .
o Neka particija 7 obuhvata onaj deo koji nije izbacen iz « .
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Za 1< j<v,nekaje k; =max{k <u-v|yj—k=7, .}

©)

(@]

A

Neka je p particija sa delovima p; =k;.
Neka je o particijasa delovima o; = yj —Kk;.

Nekaje 7' =v+u, a=cUx i f=p.

Dokaza¢emo sledece osobine preslikavanja ¢ :

1)
2)
3)
4)
5)

o Je particija

o je particija

A=p(A) je particija

¢’ je identicko preslikavanje

20 (i) i Y (/1)

Pre nego Sto po¢nemo sa dokazivanjem, primetimo da je k; definisano za svako j, 1< j<v

(uzimajuci u obzir i sluc¢aj k =0). Takode, moZe se pokazati da je k; jedinstven broj k za koji

vazi

Za k =

1)

2)

3)

TCy—vk+1 < 7/; -k < vk * (*)

u

U—V ne uzimamo u obzir gornje ogranicenje.

Ako je k; <k;,, onda vazi

ﬂu—v—kj+1

! ’
+k; <7z +Kiy 7 ST ST K

u-v-kj,,+1 j
™

odakle je
ﬂu—v—kj+l < 7/;+l_kj < ﬂ.u—v—k]- J

pa je zbog jedinstvenosti k; =k;,, . Dakle, zakljucujemo da je k; >k;,,, pa je p

particija.

Ako je k; >k

1o 0ndaje u—v—k; +1<u-v-k;, ,pajei

T <r

U-v—Kj, u-v—k;+1°

Iz (*) zakljuujemo da je
71,' _kj 27;+1_kj+1'

Za k; =k;,, , primenimo Cinjenicu da je y' particija, pa i ovde vazi
71,' _kj 27;+1_kj+1’

paje o,sadelovima o; =y} -k, particija.

Zbog nacina definisanja g, v,z su particije, a zbog 1) i 2) vazi da su p i o takode

particije. Kako smo &,y i S formirali kao uniju dve particije (Sto je takode particija)
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4)

ili kao zbir dve particije (Sto je takode particija) ili jednostavno izjednacili sa
odredenom particijom, respektivno, zakljucujemo da su &, Biy particije. Takode, iz
definicija vidimo da x,v i o imaju najvise VvV delova, 7 najvise u—Vv delova, a p
najvise v delova, od kojih je svaki <u—v.Dakle, ¢ imanajvise u delova, 4 najvise

v delova, od kojih je svaki <u—v, a 7 najvise v delova. Sa ovakvim
“dimenzijama”, &, i7 mogu da se smeste desno, u sredinu i levo od Durfeeovih

kvadrata veli¢ine U i v respektivno. Dakle, p(4) =1 je particija.

Primeni¢emo sada funkciju ¢ dva puta na particije A4 koje nisu R — R particije i koje
imaju unutar sebe «, B i y definisane u tackama 5-7 na samom pocetku ovog dokaza.
Neka su u,v, 7z, p,o particije koje se javljaju u srednjoj fazi preslikavanja (kao i do

sada) i neka su &, i 7 particije desno, u sredini i levo od Durfeeovih kvadrata u
srednjoj fazi drugog preslikavanja ¢ inekasu o ,8" iy" particije desno, u sredini i
levo od Durfeeovih kvadrata u dijagramu particije ¢”(1)= (p(i). Treba da pokazemo

daje ¢* identicko preslikavanije.

» Znamo da vazi daje p =8 = i1 iz definicija.
= Iz definicije je o; = y; —k;, pa primenjujuci (*) dobijamo nejednakost

4 —
Tyyagn SV K =0y <,

u u-v—k; ?
Kako je o particija, vazi da je &ufvfkjﬂ- =0, akako je B, =k;, dobijamo da
je du_v_ﬂjﬂ. =o0;. Znamo da ¢ uklanja ba3 ove redove iz &, a od uklonjenih

A A

redova iz & dobijamo particiju v, pa je v=0. 1z a=cUxr=vUx i
definicije koja kaze da iz preostalih delova particije «a formiramo 7,
zakljuCujemo da je 7=r.

= DefiniSemo

A . n _ [_A
kj_max{ksu vy, kZ”ufvfm}'

Ranije smo pomenuli da vazi da je k ; Jedinstven broj K za koji vazi da je

A

<P —K<A
ﬂu—v—k+l_7/l k_ﬂ-u—

v-k
1z definicija dobijamo sledece
~
Vi= MtV R
=7 Bi=vi
,Bj = H;
zatim vy =a,_, 4 ,;, @iz definicije za 7 imamo

j— — 4 _
ﬂ-u—v—ﬂj+l Sau—v—ﬁj+j _Vj _7/] ﬂj sz.u—v—ﬁ’j '

Kako je 7= izbog ve¢ pomenute jedinstvenosti, vazi
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Dakle, p=p i 6=v.

=  Konacno

paje ¢° identicko preslikavanje.

5) Iz 4) i definicija vazi
Ko (ﬂ) =p+ Oy v pu —W =tV —p -0

I20 (j“) = Bl +&u—v—;ﬁl+1 — =P to -V, =~ (’1) =T (l) .

2. simetrija

Za dokaz ove simetrije, definisacemo bijektivnu funkciju

Wm,r :M,m,g—r _)7—41—r—2m—2,m+2,2—r '

Preslikavanje je definisano za m,r>0 i za m>0ir>0 i u oba slu¢aja prvi i drugi m—
Durfeeovi pravougaonici imaju Sirinu razli¢itu od nula. Ovo vazi jer je za m=0 (2, 0)— rang
definisan samo za ne R — R particije, koje po definiciji imaju dva Durfeeova kvadrata $irine
razli¢ite od nula. U slu¢aju m>0, kada jei r >0, za particiju A e H

n,m,<-r

mora da vazi

F2m (l) =p T Oy (D) vn(2) - -y <-r<0.

Dakle, », >0, pa je Sirina oba Durfeeova pravougaonika veca od nule.

Preslikavanje w =y, . opisujemo kao odredivanje veli¢ine Durfeeovih pravougaonika u
particiji A particija &, 3 i 7 koje se, kao i do sada, nalaze desno, u sredini i ispod Durfeeovih

pravougaonika u [/ﬂ . DefiniSemo kao na slede¢i nadin:

o Ako [4] imadva m—Durfeeova pravougaonika visina
u=u,(4)iv=v,(1),
onda [/1} ima dva (m + 2) — Durfeeova pravougaonika visina

!

u'=u (i):u+1i V= vm+2(i)=v+1.

m+2
o Nekaje
k, = max{k Su-vly-r—k= au—v—k+1} .
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Particiju ¢ dobijamo tako Sto u & dodamo deo veli¢ine y; —r -k, A dobijamo tako
Stou B dodamo deo veli¢ine k;, a 7 tako §to particiji 4 oduzmemo prvu kolonu.

Kao i kod prve simetrije, u slu¢aju k = £, k; je definisano i vazi k, > f,. Takode, iz definicije

vazi da je k, jedinstveno k za koje vazi da je

Za k=

4 **
Xy _vk+1 Syl_r_k SOcu—v—k' ( )

U—V ne uzimamo u obzir gornje ogranicenje.

Dokazujemo: Preslikavanje w =y, . je bijekcija.

Dokaz se sastoji iz dokazivanja sledecih tvrdenja:

1)
2)
3)
4)

1)

2)

3)

A=y (A) je particija,
broj delova particije p) jen—-r-2m-2,
(i)z-r i

definisa¢emo inverznu funkciju w ™ &ime éemo dokazati da je y bijekcija.

r

2,m+2

Kako A ima dva m-Durfecova pravougaonika nenula Sirine, A moze da ima
(m+2)—Durfeeove pravougaonike §irine u—1 i v—1. Takode, particije @ i 8 imaju
najvise U+1 i v+1 delova, dok particije ﬁ’ i 7 imaju delove koji nisu ve¢i od U-V i
v—1, resp. To znaci da ove tri particije mogu da stanu desno od, u sredini i ispod
Durfeeovih pravougaonika u [l} Dakle, A je particija.

Kako smo iz a uklonili deo veli¢ine y/—r—k;, na g dodali deo veli¢ine Kk, iz y

uklonili prvu kolonu (7, kvadrata) i kako oba nova (m + 2) — Durfeeova pravougaonika

imaju po m+1 kvadrat manje u dijagramu [/1} nego odgovaraju¢i m— Durfeeovi

pravougaonici u [4], nova particija A ima ukupno
n—(y;—r—k+k-»)-2(m+1)=n—r—-2m-2

kvadrata u svom Youngovom dijagramu.

Deo koji smo dodali na particiju g bice najveci deo te nove particije, tj. ,@l =k, . Zbog

(**) imamo

'
au—v—kl+l = n—r— k1 = au—v—kl J

pa mora da vazi

A

— - — !
a _au—v—k1+1—71_r_k1-

u'—v'—B+1
Dakle, izabrali smo k; na jedinstven nacin takvo da su redovi umetnutiu « i # redom
Gy_y_j. | B, paimamo sve Sto je potrebno za (2,m+2)—rang particije A :
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A P A Ay ' ~r
rz,m+2(/1)=ﬂ1+aur_vr_,;1+l_71:k1+71_r_k1_71 2 —r.
ye

4) Preslikavanje w*: A+ A definiSemo na slede¢i nadin:
10. Iz & izbacimo red du_v_ﬁﬁl i dobijamo particiju « .

11. 1z A izbacimo prvi red (ﬁl ) i dobijamo particiju 2.

12. Particiji y dodamo kolonu visine du,_v,_ﬁl+1+,31+r i dobijamo y .

13. (m+2)—Durfeeove pravougaonike iz [/ﬂ vraéamo u m-Durfeeove

pravougaonike iz [/1] , pri ¢emu obe visine umanjujemo za jedan.

Kako smo se sa funkcijom " vratili u poéetno stanje, dokazali smo da je preslikavanje
v bijekcija.
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Glava 5

Istorijski razvoj teorije
particija

5.1 Teorija particija pre Ramanujana

Naravno, od koga poceti ovaj istorijski deo razvoja teorije particija nego od samog
Eulera. Leonhard Euler je bio §vajcarski matematicar, fizicar, astronom, logicar i inZenjer koji
je ziveo od 1707. do 1783. godine. Pored ogromnog uticaja u skoro svim oblastima matematike
(geometrija, trigonometrija, infinitezimalni racun, algebra, teorija brojeva, teorija grafova),
bavio se i nekim oblastima fizike i astronomije. Njegova ostavstina je ogromna, o ¢emu
svedoce brojni matematicki identiteti, formule, teoreme i1 brojevi nazvani po njemu. Euler je
uveo jednu od najznacajnijih matematickih konstanti, broj e koji i nazivamo Eulerovim brojem
1 pronasao nacin za njegovo precizno izracunavanje, $to Jacobu Bernoulliu nije po§lo za rukom
pedesetak godina ranije (kada je otkrio ovaj broj). Euler je pokazao da vazi da je

1
GZZE.

n=0

Takode je dokazao Malu Fermaovu teoremu, pronasao je vezu izmedu kompleksne

eksponencijalne funkcije 1 trigonometrijskih funkcija ¢iji je specijalan slucaj predivan identitet
koji nosi naziv Eulerov identitet i glasi

e” +1=0.

Njegov doprinos u teoriji particija su svakako teoreme koje smo naveli u radu. S
obzirom da je Euler prvi koji se ozbiljno bavio particijama, smatramo ga i zacetnikom ove
teorije. Pored centralne teoreme ovog rada i Pentagonalne teoreme koja u literaturi moze da
bude navedena i kao Eulerov identitet, Euler se bavio i q — Pochhamerovim simbolom
definisanim kao

(aia), =[(1-aq").

n=0
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Njegov specijalan sluc¢aj je Eulerova funkcija i definisana je kao

0

#(a)=(ga), =[T(1-a").

n=1

Primetimo da je 1/¢(0) nasa generativna funkcija P(q) iz Poglavlja 1.2, pa je koeficijent

p(n) u razvoju u formalni stepeni red za ]/¢(q) bas broj particija prirodnog broja n:

1 S n
ngp(n)q .

Razvoj Eulerove funkcije u stepeni red nam daje bas Eulerova pentagonalna teorema, pa je

ks m Em(3m—l)

TORDNCIRE

Eulerova funkcija povezana je i sa Dedekindovom eta funkcijom i to preko identiteta koji je
otkrio Ramanujan:

#(a)=q"*n(z). *)

Dedekindova eta funkcija je definisana na sledec¢i nacin: Neka je 7 bilo koji kompleksni broj

¢iji je imaginaran deo pozitivan, tada definiSemo funkciju

7t o

n(r)= elzlr:!(l—ezn”i’) :

paza (= g2 dobijamo navedenu vezu (*).

Dedekindova eta funkcija i identiteti vezani za nju ¢e kasnije biti jako znacajni za konstrukciju
formule za asimptotsko ponasanje broja particija nekog prirodnog broja, koja ¢e da predstavlja
prekretnicu u teoriji particije i mozda najvece otkric¢e vezano za ovu oblast matematike.

Nakon Leonharda Eulera, veca otkrica u teoriji particija ostvario je nemacki
matemati¢ar jevrejskog porekla Carl Gustav Jacob Jacobi. Ziveo je od 1804. do 1851. godine.
Tokom svog prekratkog zivota (1802. — 1829.), Abel je otkrio elipti¢ne funkcije, a njihovu
teoriju je razradio Jacobi. Elipticna funkcija je meromorfna funkcija na C (holomorfna
funkcija na otvorenom nepraznom skupu D < C bez skupa izolovanih tac¢aka koje su polovi
funkcije) koja je periodi¢na u dva razlicita pravca u kompleksnoj ravni.

Unutar teorije elipticnih krivih, Jacobi se bavio teta funkcijama, pa neke od njih nose i
njegovo ime. Otkrio je mnoga svojstva teta funkcije, medu kojima je i Jacobijev trostruki
proizvod. Jacobijev trostruki proizvod nam zapravo daje vezu izmedu Dedekindove eta
funkcije 1 Jacobijeve teta funkcije. Dakle, generativne funkcije teorije particija mozemo
predstaviti preko q — Pochhammerovog simbola, Dedekindove eta fukcije, teta funkcija itd.

58



Upravo istrazivanje ovih funkcija pomo¢i ¢e kasnijim matemati¢arima da izvedu formulu za
asimptotsko ponasanje broja particija nekog prirodnog broja.

5.2 Ramanujan | Hardy

Godfrey Harold Hardy (1877 — 1947) bio je engleski matemati¢ar koji se bavio
uglavnom analizom i teorijom brojeva. Pohadao je Trinity College, Cambridge, gde je
diplomirao 1899. godine, nakon ¢ega postaje saradnik, a kasnije i predavac na istom koledzu.
Poznata je njegova saradnja sa Johnom Littlewoodom (1885 — 1977), sa kojim je objavljivao
radove uglavnom iz oblasti analize i teorije brojeva, na teme kao Sto su Diofantova analiza,
Fourierovi redovi, sume divergentnih redova, Riemann zeta funkcija, distribucija prostih
brojeva. Medutim, najbitnije $to je proizaslo iz ove saradnje, za teoriju particija, je verovatno
Hardy — Littlewoodov kruzni metod (eng. circle method) koji ¢e Hardy i Ramanujan da

primene u dokazivanju asimptotske formule za p(n). Saradnja Hardyja i Littlewooda se

smatra jednom od najznacajnijih matematickih saradnji ikada u matematici. Postoji zanimljiva
anegdota koja kaze da je danski matemati¢ar Harald Bohr na jednom predavanju izjavio
slede¢e: “U danaSnje vreme postoje samo tri stvarno velika engleska matematicara, Hardy,
Littlewood i Hardy — Littlewood.” Jo$ jedna zanimljiva anegdota kaze da je Littlewood na
jednoj konferenciji upoznao nemackog matematiCara koji je bio zacuden postojanjem
Littlewooda, jer je oduvek smatrao da je to samo ime koje je Hardy koristio za radove na koje
nije Zeleo da stavi svoje ime, na Sta se Littlewood nasmejao.

Hardy je bio jedina osoba koja je dva puta bila predsednik Londonskog matematickog
drustva. Pored mnogih zasluga 1 priznanja u matematici, najve¢e otkrice Hardyja je
matematicki genije Ramanujan.

Srinivasa Ramanujan roden je 22. decembra 1887. godine u Indiji, u provinciji Madras
koja je tada bila pod upravom Britanske Indije. Bio je izuzetno pobozan pripadnik hinduisticke
vere. Tvrdio je da sva njegova matematicka otkri¢a dolaze od boginje Namagiri. Nije imao
formalno matemati¢ko obrazovanje. Bio je samouk. Cesto je sam otkrivao ve¢ dokazane
teoreme 1 identitete drugih matematicara. Sa 13 godina je savladao trigonometriju i samostalno
dokazao neke identitete. Dve godine kasnije razvio je vlastiti metod za reSavanje
cetverostepene funkcije. Samostalno je istrazivao Beroullijeve brojeve i1 izrac¢unao 15 decimala
Euler — Mascheronijeve konstante. Nakon zavrSene vise $kole 1904. godine, Ramanujan dobija
stipendiju za studije na Goverment Arts College u gradu Kumbakonam. Medutim, zbog
nezainteresovanosti za nematematiCke kurseve, Ramanujan gubi stipendiju. U to vreme
istrazivao je hipergeometrijske redove 1 vezu izmedu integrala i redova, odnosno elipti¢ne
funkcije. Kasnije pohada Pachaiyappa College u Madrasu, koji takode napusta iz istog razloga.
Nastavlja sa svojim istrazivanjima u teSkom siromastvu i na ivici gladi.

Izmedu 1908. 1 1913. godine Ramanujan se bavio veriznim razlomcima (eng. continued
fractions) i divergentnim redovima. Sklopio je ranije ugovoren brak sa Janaki Ammal 1909.
godine. Njegovo zdravlje ve¢ u ranom periodu zivota pocinje da se uruSava. Nakon
upoznavanja sa osniva¢em Indijskog drustva matematicara, Ramanujanov matematicki ugled
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u Indiji po€inje da raste. Ramanujan je jedno vreme objavljivao ¢lanke u Casopisu Indijskog
drustva matematiCara, medutim njegove probleme ¢esto niko nije mogao da resi, a njegova
reSenja teSko su pratili 1 najbolji indijski matematicari. Nakon nekoliko poslova, Ramanujan
pocinje da radi kao racunovodstveni sluzbenik. Imao je srece jer je na radnom mestu bio
okruzen matemati¢arima, koji su ga, kao i neki raniji poznanici matematicari, motivisali da
sledi svoje snove. Uvidevsi da je Ramanujan daleko iznad njihovih matematickih shvatanja 1
moguénosti, 1913. godine S. N. Iyer (Sef racunovodstva za Madras Port Trust gde je
Ramanujan radio), E. W. Middlemast (profesor na Presidenty College) i R. R. Rao (sekretar
Indijskog druStva matematicara) kontaktiraju nekoliko britanskih matemati¢ara vezano za
matematickog genija Ramanujana. Medutim, odgovori na njihova pisma i Ramanujanove
radove su ili izostali ili su bili negativni. Napokon, iste godine, Ramanujan stupa u kontakt sa
Hardyjem. Nekoliko recenica koje je Bertrand Russel napisao u pismu svojoj ljubavnici
najbolje svedoce o prvoj reakciji Hardyja i Littlewooda na Ramanujanovo pismo:

“U Hallu sam pronasao Hardyja i Littlewooda u stanju divljeg uzbudenja, jer su verovali da su
pronasli drugog Newtona... Hardy je pisao Indijskoj kancelariji i nada se da ¢e odmah dovesti
coveka ovde. Ovaj drugi Newton bio je Srinivasa Ramanujan, koji je pisao Hardyju podnoseci
svoja matematiCka otkri¢a o prostim brojevima, redovima i integralima.”

Ramanujanovo prvo pismo Hardyju pocinjalo je ovim paragrafom:

“Dragi gospodine,

molim da se predstavim kao sluzbenik Departmana racunovodstva Port Trust Office u
Madrasu sa platom od samo 20 funti godisnje. Sada imam 23 godine. Nisam imao
univerzitetsko obrazovanje, ali sam zavrsio uobicajen Skolski kurs. Nakon napustanja
Skole, slobodno vreme koje sam imao na raspolaganju koristio sam za rad na
matematici. Nisam presao konvencijalni redovni kurs koji se prati na Univerzitetu, ali
imam novi put za sebe. Uradio sam posebno uopsteno istraZivanje divergentnih nizova
I rezultati koje sam dobio su nazvani od strane lokalnih matematicara kao
“zapanjujuci’”.

Pripreme za Ramanujanov odlazak u Cambridge traja¢e godinu dana. Hardy je najpre
pisao Sekretarijatu za indijske studente u Londonu, traZeéi sredstva i na¢in da se Ramanujan
dovede u Englesku. Sekretarijat stupa u vezu sa Francisom Springom (predsednikom Madras
Port Trust Officea) 1 S. N. Iyerom, koji ¢e kasnije pokazati Ramanujanove radove 1 Hardyjevo
pismo matematiCarima Walkeru i Nevilleu. Njih dvojica, svako zasebno, Salju molbu
Univerzitetu u Madrasu za pruzanje finansijske pomo¢i Ramanujanu u vidu stipendije za
nekoliko godina da bi se omoguc¢io njegov odlazak 1 boravak u Cambridgeu. Ramanujan dobija
dvogodisnju stipendiju, uz preporuku Nevillea 1 Walkera. Uspeo je da prevazide ubedenja kaste
u kojoj pripadnicima nije dozvoljeno ploviti preko mora, o$i$ao je svoju bramansku frizuru,
obukao se kao zapadnjak 1 krenuo na put 17. marta 1914. godine. Nakon neSto manje od mesec
dana Ramanujan je stigao u Englesku.

Hardy je nazvao susret i saradnju sa Ramanujanom jednim romanti¢nim incidentom u
njegovom zivotu. Ramanujan se na pocetku tesko uklapao. Pored neposedovanja formalnog
obrazovanja koje je predstavljalo veliki problem ve¢ini profesora Trinity koledZa u prihvatanju
Ramanujana, poteskoc¢e je imao i zbog toga Sto je bio vegetarijanac, ali i Indijac. Takode,
neposredno nakon njegovog dolaska u Englesku izbio je Prvi svetski rat. Ramanujan je
pronasao prijatelja u indijskom studentu iz Kolkate, P. C. Mahalanobiusu koji mu je pomogao
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da se uklopi u novu sredinu. Sto se ti¢e matemati¢kog rada, Ramanujan je prisiljen da menja
pristup. Hardyjeva rigoroznost i potreba za dokazivanjem tvrdenja pre publikacije uzdrmali su
Ramanujanov nacin bavljenja matematikom. Medutim, zajednickim radom pocinju da
ostvaruju velike rezultate. Za pet godina boravka u Kembridzu Ramanujan je objavio 21
istrazivacki rad o odredenom integralu, modularnim jednadinama, Riemann zeta funkciji,
beskona¢nim redovima, sumama redova, analiti¢koj teoriji brojeva, modularnim funkcijama,
particijama 1 kombinatornoj analizi. Ono $to je najbitnije za teoriju particija i kao logi¢an
nastavak ovog rada je svakako asimptotska formula.

Otkri¢e asimptotske formule predstavlja veliku prekretnicu u teoriji particija. Pre
Ramanujana se smatralo da takva formula ne postoji. Medutim, Ramanujan je uz pomo¢
Hardyja uspeo 1 da dokaZe svoje otkri¢e. Oni su pokazali da za n — oo vazi

p(n)~ 4n1\/§eﬁﬁ.

Percy MacMahon (1854 — 1929) je ru¢no ispisao broj particija za sve prirodne brojeve <200 i
uoceno je da je formula priblizno ta¢na. Ovo je samo ohrabrilo Hardyja 1 Ramanujana da
poboljsaju svoju formulu. Koristili su tzv. Hardy — Littlewoodov kruzni metod za dokazivanje.
Nova asimptotska formula dobija slede¢i oblik

p(n)~——=3"A (n)vk| <

27[ k=1 dX 1

5

gde je

k-t nis(h,k)—ZninE . _&r(hr fhr| 1
A= 3 e |s(h,k)—;k(k {k} 2]_

(hk)=1
Ova formula se pokazala izvanrednom. Naime, za n =200, greska je svega 0,004, sto je veliki
rezultat. Ovo otkrice je svakako uticalo, izmedu ostalog, na izbor Ramanujana za ¢lana
Kraljevskog drustva 1918. godine, ¢ime je postao jedan od najmladih ¢lanova ikada primljenih
u ovo prestizno drustvo. Iste godine je postao 1 Clan Trinity koledza. Zanimljivo je da su
Ramanujana, pored predlagaca Hardyja i MacMahona, zatim Littlewooda i drugih
matematicara, podrzali 1 E. W. Hobson 1 H. F. Baker, kojima je Ramanujan pisao iz Indije 1 od
kojih nikada nije dobio odgovor.

Nazalost, ba$ u periodu kada dozivljava veliku prekretnicu u Zivotu i radu i kona¢no
dobija priznanje kakvo zasluzuje, Ramanujan oboleva od tuberkuloze. Odlucuje da poslednju
godinu Zivota provede u Indiji sa svojom suprugom i kre¢e na put kuéi 27. februara 1919.
godine. Preminuo je 26. aprila 1920. godine u Madrasu sa svega 32 godine Zivota.

Postoji zanimljiva anegdota vezana za broj taksija kojim se Hardy vozio na putu da se
poslednji put sastane i oprosti od svog prijatelja i saradnika. Naime, Hardy je rekao kako se

61



vozio taksijem ¢iji je broj poprilicno nezanimljiv. Kada ga je Ramanujan pitao o kom broju je
re¢, Hardy je odgovorio da je to broj 1729. Medutim, Ramanujan mu je odgovorio da ovaj broj
nikako nije dosadan budu¢i da je on najmanji broj koji moze da se prikaze kao zbir dva kuba
na dva razlicita nacina

1729 =123 +1% 11729 =10° +9°.

Hardy mu je potom postavio pitanje da li moze da mu kaZe najmanji broj koji moze da se izrazi
kao zbir dva broja stepena 4 na dva razli¢ita nacina. Ramanujan nije mogao odmah da uvidi
takav broj, ali je bio siguran da on postoji i da je velik broj. Zaista, bio je u pravu, taj broj je:

635318657 =133* +134* =59* +158°.

Znanje o ovim brojevima Ramanujan je imao iz razloga Sto je pokusavao da resi Fermaovu
poslednju teoremu u poslednjoj godini zivota.

Ramanujan ni u izuzetno teskom zdravstvenom stanju nije prestajao da radi. Njegovi
poslednji radovi na mock teta funkcijama inspirisali su fizicare u razvijanju teorije crnih rupa,
teorije struna i kvantne gravitacije. Nakon smrti objavljeni su mnogi njegovi radovi od strane
Univerziteta u Kembridzu i Univerziteta u Madrasu. Profesor George E. Andrews sa Drzavnog
univerziteta Pensilvanije otkrio je 1976. godine Ramanujanove radove poznate pod nazivom
Ramanujanova “izgubljena” sveska (eng. Lost notebook).

Istrazivanje asimptotskog ponaSanja broja particija nije zavrSilo sa Ramanujanom.
Nemacko — ameri¢ki matemati¢ar Hans Rademacher (1892 — 1969) poboljsao je Hardy —
Ramanujanovu asimptotsku formulu. On je uspeo da je napise kao konvergentan red (za razliku
od H — R formule gde je red divergentan). Rademacher je takode koristio kruzni metod, ali ga
je izbor konturne integracije (integracija duz kompleksne ravni) doveo do konvergentnog reda.
Popravljenu formulu ¢esto nazivamo HRR formulom, ona je u potpunosti tatna i oblika je

3 A (VK _ismh{zm]

dx 1
X_i
24

- -X=n

1

p(n)=—

QI

2

Ramanujan je 1 nakon smrti nastavio da odusevljava svojim teoremama i identitetima,
za koje se smatra da dostizu broj od 4000. Inspirisao je ogroman broj matematicara, kako da
dokazuju njegove tvrdnje i teoreme, tako i da osmisljavaju vlastite. Zanimljiv je uticaj
Ramanujana na rad Freemana Dysona (1923 - ) na kongruencijama, ¢iji rad su nastavili
Andrews 1 Garvan. Ramanujanov dan rodenja se u Indiji obelezava kao Dan matematike.
Njegovu ogromnu ljubav prema brojevima opisao je Littlewood re¢ima: “Svaki pozitivan broj
je bio jedan od njegovih li¢nih prijatelja.”

Za kraj zelim da preporuc¢im, po re¢ima Ken Onoa, jednu od najboljih naucnih
biografija ikad napisanih, biografiju 0 Ramanujanu Roberta Kanigela pod nazivom “The man
who knew infinity” po kojoj je snimljen i istoimeni film. Takode, preporuc¢ujem dokumentarac
0 Ramanujanu iz 1987. snimljen za naucni serijal “Equinox” Channela 4 koji je producirao
Karl Sabbagh, a rezirao Christopher Sykes. Postoji i veliki broj zanimljivih intervjua i
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predavanja poznatih matematic¢ara poput Andrewsa, Dysona, Raymond Flooda i Ken Onoa koji
pric¢aju o velikom uticaju Ramanujana na njihov rad i na matematiku uopste.
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