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PREDGOVOR

Predmet izuCavanja ovog rada su tenzorska polja 1 diferencijalne forme na glatkim
mnogostrukostima. Ovi pojmovi se prvo uvode i izu¢avaju na kona¢no-dimenzionalnim vektorskim
prostorima, a zatim se proSiruju na mnogostrukosti.

Ovaj rad ima dve glave. Prva glava je uvodna 1 posvecena je osnovhim pojmovima i
tvrdenjima koja su neophodna za izuCavanje tenzorskih polja 1 diferencijalnih formi na
mnogostrukostima. Podseti¢emo se pojma podmnogostrukosti u R™, apstraktne mnogostrukosti,
glatkog preslikavanja na mnogostrukostima, tangentnog prostora, tangentnog raslojenja i vektorskih
polja. Drugi deo rada je posvecen tenzorima i diferencijalnim formama. Definisaemo tenzore tipa
(D, a zatim tenzorsko raslojenje, tenzorska polja, kontrakcije, simetri¢ne tenzore, Rimanovu metriku,
spoljasnji proizvod, Grasmanovu algebru, pullback 1 push-forward preslikavanja 1 ispitivati njihove
osobine i medusobne veze. Na samom kraju ¢emo dokazati Stoksovu teoremu, koja predstavlja
generalizaciju osnovnih teorema kalkulusa (Grinove, Gausove 1 Stoksove teoreme).

Ovom prilikom se zahvaljujem svom muzu Edvardu, roditeljima Miloju 1 Zdenki i1 sestri
Danijeli na nesebi¢noj podrSci ne samo tokom pisanja ovog rada, nego i1 u zivotu. Ogromnu
zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Sanji Konjik na korisnim sugestijama, primedbama i
savetima, a pre svega na strpljenju.

Novi Sad, januar 2012. Tamara Maksimovié-Tot



Glava 1

DIFERENCIJABILNE MNOGOSTRUKOSTI

Jedan od najvaznijih pojmova moderne matematike je pojam diferencijabilne mnogostrukosti.
Primeri mnogostrukosti se mogu na¢i u analizi, teoriji Lijevih grupa, diferencijalnoj geometriji, ODJ
1 PDJ, kao i u mnogim granama fizike, npr. u klasi¢noj mehanici, opstoj relativnosti 1 Jang-Milsovoj
teoriji’. U ovoj glavi, upozna¢emo se sa osnovnim definicijama i teoremama o podmnogostrukostima
u R™, apstraktnim mnogostrukostima, particiji jedinice, tangentnom prostoru, tangentnim
raslojenjima i vektorskog polja. Teoreme ¢emo dati bez dokaza, za viSe detalja pogledati [1], [2],
[3], [4], [5], [6], i[7], slike su preuzete iz [6].

1.1 PODMNOGOSTRUKOSTI U R"

Pre same definicije k-dimenzionalne podmnogostrukosti uveséemo pojam regularnog preslikavanja.
1.1.1 Definicija

Neka je skup U © R¥ otvoren i ¢: U — R™ glatko preslikavanje ( ili C*®). Preslikavanje ¢ se
naziva regularno preslikavanje ako je za sve x € U rang Jakobiana D¢ (x) maksimalan, tj. jednak
min{k,n}. Tada za rang rk(D¢) od D¢ (takode se naziva i rang preslikavanja ¢) imamo:

rk(Dq)(x)) = dimIm (Dp(x)) = dim(R*) — dim(ker Do (x)).

Ako je k < n, onda je ker Dp(x) = {0} i Do (x) je injektivno za sve x. U tom slucaju, ¢ se naziva
imerzija. Za k = n, Do (x) je sirjektivno za sve x 1 ¢ se naziva submerzija. m

1.1.2 Definicija
Podskup M od R™ se naziva k-dimenzionalna podmnogostrukost od R™ (k < n) ako:

(P)  Za svako p € M postoji otvorena okolina W od p u R™, otvoren podskup U od R i imerzija
@:U — R™ takvida je ¢: U — ¢@(U) homeomorfizam i @(U) = M N W.

Preslikavanje ¢ se naziva lokalna parametrizacija od M. (Slika 1.)m

Dakle, ¢ je regularno preslikavanje koje identifikuje U i ¢ (U) = M N W topoloski (p(U) =M N W
ima indukovanu topologiju od R™).

' Yang-Mills teorija nosi naziv po Chen Ning Yang i Robert Mills
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Slika 1.
1.1.3 Primer
1. Jedini¢na kruZnica ST.

Neka je ¢:0 — (cosO,sinf). Tada za svako (xg,y,) = (cosB,,sinb,),
@:(0y — 1,0y + ) — R? je parametrizacija od S' oko (xg,y,). Za W se moZe uzeti,
recimo, R?\ {(—xo,—Vo)}. Dakle, S! je 1 —dimenzionalna podmnogostrukost od RZ.
Primetimo i da ne postoji jedna parametrizacija za celu kruznicu S! (ne postoji
homeomorfizam otvorenog podskupa od R na S* posto je ST kompaktan skup) (Slika 2.).

—
.
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2. Jedini¢na sfera S u R3.
Neka je @(¢,0) = (cos¢p cos8,sin¢ cos8,sin 0). Tada je
—sin¢g cosf —cos¢sinb
Doy = )

cos¢pcos@ —singsinb
0 cos 6@

@ je parametrizacija od S? npr. na (0,2m) X (— % , %) Na ovom domenu ¢ je injektivna i

rk(qu(x)) = 2, posto je cos 8 # 0 na (—%,g) Ponovo, potrebno je vise od jedne

parametrizacije da bi se prekrila sfera S?(Slika 3.)
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Slika 3.

3. Mnogostrukost figura osam.

Neka je M := {(sin2s,sins)|s € (0,2m)}. Preslikavanje ¢:s — (sin2s,sins) je
injektivna imerzija. Zaista, D@ (s) = ¢'(s) = (2 cos 2s,coss) # (0,0) na (0,2r) (Slika 4.).

S
\ o . '
“‘wy/

- -

Slika 4.
Ipak, M nije podmnogostrukost od R? !!!

Pretpostavimo da postoji parametrizacija W:(—¢,€) — By2(0,0) od M oko
p=(0,0) takva da je W:(—¢¢)— By/2(0,0)0N M homeomorfizam. Tada, kako

(—¢,¢) \ {0} ima 2 povezane komponente, a (M N B1 (0,0)) \ (0,0) ima ¢etiri, dolazimo do
2
kontradikcije (Slika 5.).m

Slika 5.

Podmnogostrukosti od R™ se mogu opisati na jos tri nacina, ovo pokazuje sledece tvrdenje.



1.1.4

Teorema

Neka je M € R"™. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(P)
(2)

(G)

(T)

1.1.5

(Lokalna parametrizacija) M je k — dimenzionalna podmnogostrukost od R™.

(Lokalno nula skup) Za svako p € M postoje otvorena okolina W od p u R™ i regularno
preslikavanje f:W — R"* (tj. rk Df(q) = n —k, Vq € W) tako da vazi.

MAW = f1(0) = {x € W|f(x) = 0}

(Lokalno grafik) Za svako p € M postoje (nakon prenumerisanja koordinata ako je potrebno)
otvorena okolina U’ € R¥ od p':=(py,..,px) i otvorena okolina U” € R** od
p" = (Px+1, -, Pn) 1 postoji C* —preslikavanje g: U' — U" takvo da je.

MnWU' nU")={("x")eU xU",x" =gx")}= graph(g).

(Lokalna trivijalizacija) Za svako p € M postoje otvorena okolina W od p u R™, otvoren skup
W’ uR™ = R* x R" ¥ i difeomorfizam W: W — W' tako da vazi.

YMNW) =W’ n (R* x {0}) € R¥ x {0} = R*.m
Primer
KruZnica u R?.

Nula skup lokalno:

W :=R?>\{(0,0)}, /:W —R, f(x,y)=x%>+y%2—R? StnWw = f~1(0).
Grafik lokalno: S* n (U’ x U") = graph(g), g:x = VR? — x2.
Lokalna trivijalizacija: W:(x,y) = (rcos@,rsing) » (@,r — R). Tada imamo (lokalno)
U= ¥|ynst = (Rcos @, Rsing) — (¢,0), W je odgovarajuca okolina.

Sfera u R3.

Nula skup lokalno: x? + y? + z2 = R?,

Grafik lokalno: (x,y) = /R? — x? — y2.

Lokalna trivijalizacija: inverzne sferne koordinate sa fiksnim polupre¢nikom.m

Za podmnogostrukosti M € R™ i N € R" preslikavanje f: M — N se naziva glatko (ili C™)

ako za svako p € M postoje otvorena okolina U, od p u R™ i glatko preslikavanje f: U, — R" za

koje vazi

fanUp = fanUp-

Ako je f bijekcija, a f 1 f 71 glatka preslikavanja, tada se f naziva difeomorfizam.

Nije tesko proveriti da je kompozicija glatkih preslikavanja glatko preslikavanje.



Karte k —dimenzionalnih podmnogostrukosti M od R"™ se definiSu na slede¢i nacin: Karta
(,V) od M je difeomorfizam :V — U, gde je V € M otvoren skup i U otvoren podskup od R¥.
Karte su inverzna preslikavanja lokalnih parametrizacija.

Ako je M k —dimenzionalna podmnogostrukost od R™ i (y, V) karta, tada za p € V moZzemo pisati:

¢(p) = (1/’1(27); ’¢k(p)) = (xlf '"ka)-

Glatke funkcije Y; = pr; oY se nazivaju lokalne koordinatne funkcije, a x; se nazivaju lokalne
koordinate od p.

Neka su M™ i N™ podmnogostrukosti, f: M — N, p € M, ¢ karta od M oko p iy karta od
N oko f(p).Tada se Y o f o ¢~ naziva lokalna reprezentacija funkcije f. Imamo

Pof oo =Crentn) o (0 (Fl07@)), ot (F07 0))) = (A GO, fu()).

Funkcije f; se nazivaju koordinatne funkcije od f u odnosu na karte ¢ i .

KoriS¢enjem karti, glatkost preslikavanja izmedu podmnogostrukosti moZe biti karakterisana
bez koris¢enja Euklidskog prostora u kojem se podmnogostrukost nalazi:

1.1.6 Propozicija

Neka su M™ C RS i N™ € RY podmnogostrukosti i f: M — N. Tada su sledeéa tvrdenja
ekvivalentna:

1. f je glatka funkcija.

2. Za svako p € M postoje karte (¢, U) od M oko p i (3,V) od N oko f(p) tako da je domen
@(U n f~1(V)) lokalne reprezentacije Y o f o ¢! otvoren i

Yofop tioUn fTH(V)) — $(V) je glatko.

3. f je neprekidno iza svako p € M postoji karta (¢, U) od M oko p i postoji karta (3, V) od N
oko f(p) tako da je lokalna reprezentacija o f o @ L: (U N f~1(V)) — (V) glatka.

4. f je neprekidno i za svako p € M, i za svaku kartu (¢,U) od M oko p, i za svaku kartu
(W, V) od N oko f(p), lokalna reprezentacija Yo foqp lip(UN f~1(V)) — Y(V) je
glatka.m



1.2 APSTRAKTNE MNOGOSTRUKOSTI

Apstraktne mnogostrukosti su, grubo govoreéi, objekti koji su lokalno difeomorfni sa R™, ali
¢ija je globalna struktura razli¢ita i kompleksnija od R™. One uopstavaju pojam podmnogostrukosti
od R™, tj. generalizacija pojma podmnogostrukosti od R™ bice realizovana pomocu karti koje smo
uveli u prethodnom poglavlju.

1.2.1 Definicija

Neka je M skup. Karta (y,V) od M je bijekcija Y iz V € M na otvoren podskup U € R"™,
¢: V — U. Dve karte (¢1, Vl)! (¢2, Vz) su (COO_) kOmpatlbllne ako su ¢1(V1 N Vz) 1 ¢2(V1 N Vz)
otvoreni u R™ i promena karti ¥, o, 1, (V; NV,) — Y,(V; NV,) je C* —difeomorfizam
(Slika 6.).

'RT.

Slika 6.

C* —atlas od M je familija A = {(y,,V,) | @ € A} po parovima kompatibilnih karti takva da
je M = UgeaV,- Dva atlasa A 1 A, su ekvivalentna ako je njihova unija ponovo atlas od M, tj. ako
su sve karte iz A, U A, kompatibilne. Apstrakitna mnogostrukost je skup M zajedno sa klasom
ekvivalencije atlasa. Takva struktura se naziva diferencijabilna ili C* —struktura na M.m

1.2.2 Primer

1. Neka je U € R™ otvoren skup, tada je U mnogostrukost sa atlasom A = {(idy, U)}. Kao
posledicu imamo da je svaki prostor R™ glatka mnogostrukost.
2. Nekaje ST = {(x,y) |x? + y? = 1} € R2. Defini$imo:

V; = {(cos@,sing) |0 < ¢ < 2m}
YV, — (0,2m), (cos@,sing) — @
V, = {(cosq,sing) |0 < ¢ < 21}

Y, Vy — (—m, 1), (cos@,sin @) — @.

Tada su (y,V;) i (Y, V,) karte od ST i S =V, UV,. Pokazaéemo da su ¥, i Y,
kompatibilne. Prvo, ¥, (V; N V,) = (0,m) U (7, 2m), Y,(V; nV,) = (—m, 0) U (0, ).



Dalje imamo
Yy o ¢1_1|(0,n) =p—0Q
Yy o ¢1_1|(n,2n) =@ — ¢ —2m.

Sledi da je promena karti 1, o ;1 hy (Vy NVy) — P, (Vy NV,)  difeomorfizam. Dakle,
A = {1, V1), @4, V5)} je atlas od S?.

. Neka je M = {(sin 2s,sins) | s € R} figura osam. Neka je

Vi, =M, P;:V; — (0,2m), Y, (sin2s,sins) = s.
Tada je Y, karta, a A,: = {(y,, V1)} atlas koji definiSe C* —strukturu na M.
Sa druge strane, neka je:

Vo =M, ¢Y,:V, — (—m,m), Y, (sin 2s,sins) = s.

Tada je i A,: = {(,, V,)} atlas (Slika 8.).

Slika 8.

Ipak, A 1 A, nisu ekvivalentni:

Wy 0 1 (0,21) — (—m,7)

s, O<s<m (gornjapetlja)
S 1{S—T, s=m (koordinatni pocetak)
S—2m, m<s<2m (donja petlja)

Dakle, ¥, o ¥, ~* nije neprekidno preslikavanje (Slika 9.). Iz prethodnog imamo da M moze
biti snabdeveno sa razli¢itim C” —strukturama. Sa svakom od tih struktura, M je primer
C* —mnogostrukosti koja nije podmnogostrukost od R™. m

10
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Slika 9.

Za glatku mnogostrukost M sa atlasom A, postoji jedinstven maksimalan atlas (to je atlas koji
nije sadrzan u nekom vec¢em atlasu) na M koji sadrzi A.

U nastavku ¢emo pod kartom glatke mnogostrukosti M podrazumevati elemenat maksimalnog
atlasa od M. Slede¢i korak je da glatku mnogostrukost M snabdemo prirodnom topologijom
indukovanom kartama od M. Ako je M mnogostrukost sa maksimalnim atlasom
A ={Wy,V,) |4 @ € A}, onda je B :={V, | a € A} baza topologije koja se naziva prirodna ili
topologija mnogostrukosti M.

Topologija mnogostrukosti uvek zadovoljava aksiomu separacije T; 1 prvu aksiomu prebrojivosti,
ali u opstem sluc¢aju nije T, 1 ne vazi druga aksioma prebrojivosti. U nastavku ¢emo izu€avati samo
one glatke mnogostrukosti koje jesu Hauzdorfove (tj. zadovoljavaju aksiomu separacije T,) 1 koje
zadovoljavaju drugu aksiomu prebrojivosti.

S obzirom na topologiju mnogostrukosti od M, svaka karta (1, V) je homeomorfizam otvorenog
skupa V od M na otvoren podskup (V) od R™.

1.2.3 Definicija

Neka su M i N C* —mnogostrukosti i f: M — N preslikavanje. f se naziva glatko ako je
neprekidno 1 za svako p € M postoje karta ¢ od M oko p i karta i od N oko f(p) takve da je
Yo foel glatko. f se naziva difeomorfizam ako je bijekcija i ako su i f i f~! glatka
preslikavanja. m

Lako se pokazuje da definicija ne zavisi od izbora karti 1 da je kompozicija glatkih preslikavanja
glatko.

11



1.3 PARTICIJA JEDINICE

U diferencijalnoj geometriji 1 analizi na mnogostrukostima ¢esto se pojavljuju problemi koji
mogu biti reSeni lokalno (u karti). Da bi se dobila globalna tvrdenja, potrebno je spojiti ove lokalne
konstrukcije. Za to ¢e od velike koristi biti particija jedinice.

1.3.1 Definicija
Neka je M mnogostrukost.

e Nosac preslikavanja f: M — R se definiSe

supp (f) = {p € M|f (p) # O}.
e Familija V podskupova od M se naziva lokalno konacna ako svaka tacka p € M ima okolinu
koja sece samo kona¢no mnogo skupovaV € V.
e Neka je U otvoren pokriva¢ od M. Particija jedinice koja odgovara pokrivacu U je familija
{x«la € A} glatkih preslikavanja y,: M — R* za koje vazi:
1. Familija nosaca {supp y,|a € A} je lokalno konaéna.
2. Ya € A postoji U € U tako da supp (x,) € U.

3. VpeM: ZaEA Xa(p) =1m
Primetimo da iz 1. sledi da je suma u 3. kona¢na za svako p € M.
1.3.2 Teorema

Neka je M Hausdorfova mnogostrukost koja zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti. Tada
za svaki otvoreni pokriva¢ U od M postoji particija jedinice {)(j| JEN } koja odgovara pokrivacu U
takva da je za sve j € N, supp x; kompaktan skup i sadrZan u karti. m

1.3.3 Posledica

Neka je M Hausdorfova mnogostrukost koja zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti i
U = {Uy|a € A} otvoren pokriva¢ od M. Tada postoji particija jedinice {y,|a € A} sa osobinom
sSupp xq € Uy, V a € A. (x, nece imati kompaktan nosa¢ u opstem slucaju). m

12



14 DIFERENCIRANJE. TANGENTNI PROSTOR

U prethodnim poglavljima smo definisali glatka preslikavanja izmedu mnogostrukosti, ali
nismo definisali izvod glatkog preslikavanja. U R", izvod preslikavanja je njegova najbolja linearna
aproksimacija, Sto ima smisla samo u vektroskim prostorima, ali mnogostrukosti nemaju strukturu
vektorskog prostora u opStem slu¢aju. Prema tome, diferenciranje na mnogostrukostima ¢emo
posmatrati kao proces aproksimacije u dva koraka: prvo, u bilo kojoj tacki mnogostrukost se
aproksimira vektorskim prostorom (tangentnim prostorom, koji odgovara tangentnoj ravni na povrs).
Zatim se izvod definiSe kao linearno preslikavanje na tim tangentnim prostorima.

Pre svega definiSimo regularnu parametrizovanu krivu.
Regularna parametrizovana kriva je neprekidno diferencijabilno preslikavanje c:1 — R™,
definisano na nekom intervalu I € R sa

..., _dc
C(t):a(t)¢0, vVt el

1.4.1 Teorema
Neka je M podmnogostrukost od R™ i p € M. Tada se sledec¢i podskupovi od R™ poklapaju:

1. imD¢(0), gde je ¢ lokalna parametrizacija od M i ¢(0) = p.
. {'@)|c:I1 > M €, I <R, c(0) =p}
3. kerDf(p), gde je, lokalno oko p, M nula skup regularnog preslikavanja
f:R™ — R™* (k = dim M).
4. graph (Dg(p")), gde je lokalno oko p, M je grafik glatke funkcije g ip = (p’, g(p’)).m

1.4.2 Definicija

Neka je M mnogostrukost od R™ i p € M. Linearni potprostor od R™ karakterisan u 1.4.1
naziva se fangentni prostor od M u p i oznaCava sa T,M (dirn oM =k = dirnM). Elementi
prostora T,M se nazivaju tangentni vektori od M u p. Ako je N podmnogostrukost od R™ i
f:M — N glatko preslikavanje, tada neka je

Tpf: TpM o Tf(p)N
¢'(0) — (f e c)'(0)
T,f se naziva tangentno preslikavanje preslikavanja f u tackip. m

Preslikavanje T, f je dobro definisano: neka su ¢y, ¢;: I — M, dve krive koje prolaze kroz p,
tj. ¢;(0) = p = ¢,(0), za koje je ¢;'(0) = ¢,'(0). Kako je f glatko, sledi da lokalno oko p postoji
glatka funkcija f: U — R™, U € R™ otvoren, tako da vazi Floom = fluam-
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Tada je
foci=foc, i=12,

pa je

(foc)'(0) = (foc) (0 =Df(p)-ci(0) = DF(p)-c5(0) =+ = (f o c)' (0).
Sta vise, imamo da je Tpf(c’(O)) = Df(p)c'(0), paje T,f linearno preslikavanje.
1.4.3 Lema
Neka su M, N, P podmnogostrukosti, f: M — N, g:N — P (C” ineka je p € M. Tada vazi:

Tp(gef) =TipgoTpf.m

Zelimo prosiriti pojam tangentnog prostora i na apstraktne mnogostrukosti. Primetimo da za
apstraktnu mnogostrukost M i ¢:1 — M glatku krivu na M, izvod ¢'(0) trenutno nema smisla zbog
nedostatka Euklidskog prostora koji okruzuje M. Zato ¢emo posmatrati karte:

1.4.4 Definicija

Neka je M mnogostrukost, p € M i (1, V) karta oko p. Dve glatke krive ¢y, c;: I — M koje
prolaze kroz p (tj. ¢;(0) = p = ¢,(0)) nazivaju se fangente u p s obzirom na kartu 1 ako je

(Woc)'(0)=(@pocy)'(0).m
Gore navedena definicija je dobra, tj. tangentnost krivih u tacki ne zavisi od izbora karte 1.

Na prostoru krivih koje prolaze kroz p definiSemo relaciju ekvivalencije: ¢; ~ ¢, ako 1 samo
ako je ¢, tangentno na ¢, u p s obzirom na jednu (pa onda 1 svaku) kartu oko p. Za krivu c: I — M,
c(0) = p oznacimo sa [c], klasu ekvivalencije kojoj pripada c s obzirom na relaciju ekvivalencije ~.

Tada se [c], naziva tangentni vektor u p.
1.4.5 Definicija
Tangentni prostor mnogostrukosti M up € M je T,M = {[c]p| c:l >MC® I SR, c(0) = p}. [

Primetimo, gore navedena definicija se u sluc¢aju podmnogostrukosti od R™ svodi na 1.4.2, jer
je u tom slucaju preslikavanje c’(0) <> [c], bijekcija izmedu ,starog™ i ,novog“ tangentnog
prostora. Naime,

[c1]p = [c2lp = (W0 c1)'(0) = (Y o )" (0),
to je u stvari jednako

D ¥ (p)c,'(0) = DY (p)c,'(0) = ¢;'(0) = ¢,'(0),

pa je preslikavanje c'(0) — [c], injekcija. O¢igledno je i sirjekcija.
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1.4.6 Definicija
Neka su M i N mnogostrukostii f: M — N glatka funkcija. Preslikavanje
Tpf: To,M — TN
]y = [f e ey
se naziva tangentno preslikavanje funkcije f utackip. m

U slu¢aju kada su M i N podmnogostrukosti od R™ i R", T, f je upravo preslikavanje iz 1.4.2

u smislu gornje identifikacije (c'(0) — [c], ).
1.4.7 Propozicija

Neka su M, N i P mnogostrukosti, f:M — N i g: N — P glatke funkcije i p € M. Tada je
To(g o f) =Trpmg° Tpf.

Sta vise, kako je T, (idy) = idr,y, za difeomorfizam f: M — N je Tp,f bijekeija i

(LN =Ty '.m

U nastavku ¢emo snabdeti T, M strukturom vektorskog prostora. Kako bismo to uradili prvo
¢emo detaljnije analizirati lokalnu situaciju:

1.4.8 Lema

Neka je U S R™ otvoren skup i p € U. Tada je preslikavanje i:T,U — R™ dato sa
[c], = c’(0) bijekcija, pa se T,U moze identifikovati sa R™. U terminima ove identifikacije, za
glatko preslikavanje f: U — V,V S R™, imamo T,,f = Df(p).m

Neka je M mnogostrukost, p € M i (3, V) karta oko p. Struktura vektorskog prostora je
indukovana na T,M bijekcijom T,y: T,M — Ty (V) = R™. Na ovaj nacin smo T,M snabdeli
unutra$njom strukturom (nezavisnom od karti) vektorskog prostora. Sta vise ako je f:M — N
glatko, onda je T,f:T,M — Tp,)N linearno s obzirom na odgovarajuce strukture vektorskog
prostorana T,M i T¢,)N.

Proizvoljna karta od M generise bazu prostora T, M: neka je (1, V) karta od M oko p i neka je
Y(p) = (x1(p), ..., x™(p)) (x* se nazivaju koordinatne funkcije od ). Ozna¢imo sae;, 1 <i <n,
i —ti jedini¢ni vektor u R™. Neka je ¥ (p) = 0. Tada defini§emo
d -1
o5 Ip = (T,y) (e) € T,M.

Preciznije, u smislu 1.4.9 imamo

0 -1
axt lp == (T,9) ([t = telo) = [t = p~i(te)],.
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9

Dakle, Py |, se dobija kao rezultat prenoSenja tangentnog vektora koordinatne linije t - te; na
, . . .. . ] ]
mnogostrukost M pomocu karte ¥. Kako je T,y linearni izomorfizam sledi da {ﬁ | p» S |p}

formira bazu prostora T, M.

Ako je recimo, M mnogostrukost od R™ i ¢ lokalna parametrizacija oko p ( sa ¢(0) = p), tada je
Y = ¢~ karta oko p, pa imamo

d ,
557 Ip = Top(ed) = (¢ ° (te)) (0) = Dp(0)e;.
Odatle je % |, i—ta kolona Jakobiana od ¢ i ¢(0) =p. Oznaka % |, sugerise i drugu

interpretaciju tangentnih vektora, kao izvoda u pravcu. Zapravo, svaki tangentni vektor moze da se
posmatra kao izvod u pravcu u slede¢em smislu: neka je v = [c], € T,M. Neka f € C*(M,R)
(ili C*(M) krace, prostor glatkih funkcija iz M u R). DefiniSemo:

0,: C*(M,R) — R, d,f =T,f(v) ER.
Koriste¢i identifikaciju iz 1.4.9 imamo
0y(f) = Tf W) = Tpf([clp ) = [f o Iy = (f 2 ©)'(0), (1.4.1)

Sto odgovara diferenciranju u pravcu v.

]
Konkretno, za v = e |

: | imamo (pisa¢emo v umesto d,,)

d ,
ot P = (foyp™(t = te) (0) = Di(f o™ (W), (1.4.2)
pa % |, odgovara parcijalnom diferenciranju u karti 1.

1.4.9 Definicija

Preslikavanje 9:C*(M) — R se naziva izvod u p € M ako je 0 linearno i zadovoljava
Lajbnicovo pravilo:

1. O(f +ag) =0f +adg
2. 0(f-g)=0f-glp)+ f(p)-dg, zasve f,g € C*(M) isve a € R.

Vektorski prostor svih izvoda u p se oznatava sa Der,,(C*(M),R).m
1.4.10 Teorema
Preslikavanje
A: T,M — Der,(C*(M),R)
ve g,
je linearni izomorfizam. m
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Zahvaljujuéi ovom rezultatu mozemo da identifikujemo T, M i Der,(C*(M), R).
1.4.11 Napomena

U literaturi se Cesto srece 1 obrnut prilaz tangentnim vektorima, tj. tangentni vektori se uvode kao
izvodi u tacki glatkih preslikavanja na mnogostrukostima (videti [10]). Preciznije, kako izvod
funkcije zavisi samo od lokalnih osobina funkcije, tj. osobina u proizvoljno maloj okolini tacke u
kojoj se izvod trazi, uvodi se pojam klice funkcije na slede¢i nacin: neka je p € M. Za funkcije f 1 g,
koje su definisane na otvorenom skupu koji sadrzi p, kazemo da imaju istu klicu u p ako se
poklapaju u nekoj okolini od p. Ovo predstavlja relaciju ekvivalencije na skupu glatkih funkcija
definisanih u okolini tacke p: za dve funkcije kazemo da su ekvivalentne ako i samo ako imaju iste
klice. Klasa ekvivalencije se naziva klica, a skup klica u p se oznacava F_;,. Ako je f glatka funkcija u
okolini tacke p, onda ¢e f oznacavati i klicu u p kojoj pripada. Operacije sabiranja, mnozenja
skalarom 1 mnoZenja funkcija indukuje na F_;, strukturu algebre nad R. Klica f ima dobro definisanu
vrednost u p koja se oznacava sa f(p). Neka je F, C F_;, skup klica koje imaju vrednost nula u p.

Tangentni vektor v u tacki p € M je linearan izvod algebre F_;,. Zasve f,g € F_;, iA € R vazi

1. v(f +2Ag) =v(f) + 1v(g)
2. v(f-g) = f(Pv(g) + gv(f).

Sa T,M smo oznaCili skup svih tangentnih vektora na M u p, taj skup se naziva tangentni prostor na
M u p. Ako se definise (v + w)(f) i (Av)(f) sa:

@ +w)(f) = v(f) + w(f)
) () = Av(H),

gde su v,w € T,M i A € R, tada su v + w i Av ponovo tangentni vektori u p. Otuda je T,M realan
vektorski prostor. m

1.4.12 Propozicija
Neka su M™, N™ C* —mnogostrukosti, f € C*(M,N),p € M, ¢ = (x1,...,x™) je karta od M
oko p, ¥ =% ...,y™) je karta od N oko f(p). Tada je matrina reprezentacija linearnog

preslikavanja  T,f:T,M — T¢,yN s obzirom na  baze BTPM={% |p,...,axim|p} 1

] ] y . . - .
BTf(p)N = {G_yl I £ () e |f(p)} ba3 Jakobian lokalne reprezentacije fy,:= Yo fo@ 1 funkcije
f. Odatle

by 0

9 - 9
T,f (ﬁ |p) = kZlDi(ll)k °f°§0_1)(§0(P))6_yk lrap) = ﬂﬁayk'.

k
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1.4.13 Posledica

Neka je M™ mnogostrukost,p € M, @ = (x1,...,x™") iy = (y1, ..., y™) karte oko p. Tada je
J

n n
9 ) 9 dy*
35 P = kE—l D;(* ™) (@(P))a—yk lraw) = k_lﬁa—yk-l

1.5 TANGENTNO RASLOJENJE. VEKTORSKA POLJA

Vektorsko polje na mnogostrukosti M predstavlja preslikavanje koje svakoj tacki p € M
pridruzuje tangentni vektor iz T, M. Medutim, poSto pojedinaCni tangentni prostori jo$ uvek nisu
povezani u mnogostrukost, onda nam nedostaje pojam glatkosti takvih preslikavanja. Zbog ovoga
uvodimo pojam tangentnog raslojenja koje predstavlja specijalan sluc¢aj vektorskog raslojenja.

1.5.1 Definicija

Neka je M glatka mnogostrukost. Tangentno raslojenje (ili tangentni prostor) od M definisan
je kao disjunktna unija vektorskih prostora T,M (p € M):

T™ := ]_[ T,M := U{p} x T,M .

PEM pPEM

Preslikavanje my,: TM — M, (p,v) — p se naziva kanonicka projekcija. Ako je f: M — N glatka
funkcija, onda je tangentno preslikavanje Tf funkcije f definisano sa

Tf(p,v) = (fP). T,f () .m

Za glatke funkcije f:M — N i g:N—P vazi T(gof)=TgoTf. Sta vile,
T(idy) = idry, pa za difeomorfizam f: M — N imamo (Tf)™! = T(f1).

Ako je M™ glatka mnogostrukost sa atlasom A = {(Y,,V,)|a € A}, tada je
A= {(Tl,[)oc, TM|V0() | € A} C* —atlas za TM. Topologija mnogostrukosti od TM je Hausdorfova i
zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, odatle sledi da je TM glatka mnogostrukost dimenzije 2n.

1.5.2 Napomena
1. Ako je f:M™ — N™ glatko, tada je i Tf:TM — TN glatko, jer za karte (,V) od N i
(p,U) od M imamo
TYoTfeoTe  (x,w) =T e fop™")(x,w)
=@pofeop (), Do fop () w),
$to je glatko na svom otvorenom domenu (U N f~1(V)) X R™ =T (qo(U N f‘l(V))).
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2. my:TM — M je glatko. To sledi iz ¢injenice da je 1y, lokalna projekcija: Neka je (y,V)
karta od M™, tada

Yormy o TY H(x,w) =P omy (Y1), T (w)) = (¥ (x)) =x = pr; (x,w). m

Detaljniyjm ispitivanjem moZe se pokazati da TM ima bogatiju strukturu od ,Ciste*
mnogostrukosti: slike karti Ty, (TV,) = P (Vi) X R™ su proizvodi otvorenih podskupova od R™ sa
vektorskim prostorima. Promena karti ocuvava ovu strukturu, pa su one oblika
(x,w) » (p1(x),p,(x) - w), gde je @,(x) linearna funkcija za svako x. Odatle sledi da je TM prvi
primer vektorskog raslojenja u smislu slede¢e definicije.

1.5.3 Definicija
1. Lokalna vektorska raslojenja (LVR): Neka su E i1 F (kona¢no dimenzioninalni, realni)
vektorski prostori 1 U € E otvoren. Tada se U X F naziva lokalno vektorsko raslojenje sa
bazom U. U se identifikuje sa U X {0}. Za u € U, {u} X F se naziva viakno nad u. Vlakno je
snabdeveno strukturom vektorskog prostora od F. Preslikavanje
mUXF—U f)u
se naziva projekcija od U X F. Tada je vlakno nad u bas =1 (u).

Preslikavanje ¢@:U X F — U’ X F' izmedu lokalnih vektorskih raslojenja se naziva
homomorfizam lokalnih vektorskih raslojenja (resp. izomorfizam LVR) ako je ¢ glatko (resp.
difeomorfizam) i ima oblik

q)(urf) = (q)l(u)r qDZ(U) ) f)r

gde je @,(u) linearno (resp. linearni izomorfizam) iz F u (resp. na) F' za svako u € U
(Slika 10).

F i I

.-'I
CTID” 01
7 r

Slika 10.

2. Vektorska raslojenja: Neka je E skup. Karta vektorskog raslojenja (u nastavku ¢emo koristiti
skaéenicu VR-karta) od E je par (Y, W), gde je W € E i Y:W — W' X F' je bijekcija na
LVR W'XF' (W' i F' zavise od ¥). Atlas VR je familija A = {(Yo, W,) | a € A}
LVR-karti takvih da W, prekrivaju E i da su svake dve VR-karte (1., W,) i (1/)[3, W[g) iz A sa
W, N Wp # @ kompatibilne u smislu da je

11[)[? ° wa_l: wa(Wa N Wﬁ) - wﬁ(Wa N Wﬁ)
LVR-izomorfizam i da su Y, (W, N Wp) i g(W, N W) LVR (Slika 11.).
Dva VR-atlasa A; 1 A, su ekvivalentna ako je A; U A, ponovo VR-atlas.
VR-struktura v je klasa ekvivalencije VR-atlasa. Vektorsko raslojenje (VR) je skup E

zajedno sa VR-strukturom. Kako je svaki VR-atlas istovremeno C*-atlas, E je automatski i
C*-mnogostrukost. Ponovo ¢emo zahtevati da je topologija mnogostrukosti od E
Hausdorfova i da zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.m
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Slika 11.

1.5.4 Napomena
1. U svakom vektorskom raslojenju E postoji izdvojen podskup B, koji se naziva baza od E,
definisan sa:

B:={e € E|3VR — karta (i, W), takva da je e = =1 (w’,0),za nekow’ € W' }.
Moze se pokazati da skup B ima strukturu mnogostrukosti.

Postoji dobro definisana projekcija m:E — B: neka e € E, Y, je VR-karta oko e i
Pa(e) =W, f), (P :W — W' xF"). Tada neka je m(e):= P, *(w',0). Moze se
pokazati da je m glatko preslikavanje. Za b € B, m~1(b) se naziva vlakno nad b. Ono ima
strukturu vektorskog prostora indukovanu VR-kartama.

Za otvoren skup U € B, neka je

Ely = U{b} X Ep,

beU
gde je E}, :== m~1(b) vlakno nad b.

2. Vektorska raslojenja mogu da se opisu 1 na drugi nacin, koji se Cesto koristi kao definicija:
Vektorsko raslojenje je trojka (E, B, m) koja se sastoji iz dve C*-mnogostrukosti E i B, a
n: E — B je glatka sirjekcija takva da za svako b € B vazi:
e Vlakno 7~1(b) := E, je vektorski prostor.
e Postoji otvorena okolina V od b u B i difeomorfizam : W = n~2(V) — V X F’, koji
je linearan u vlaknima (tj. ¥ |z-1(py je linearno, Vb € V) i takav da sledec¢i dijagram

komutira. U nasem slucaju je 1,5 = (Y |p)™ Xidp) otp). m

V) T VXF

pry
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Iz prethodno recenog proizilazi da je tangentno raslojenje (TM, M, m,,) vektorsko raslojenje
sa bazom M.

Sada ¢emo definisati vektorsko polje na mnogostrukostima. Naime, trazimo preslikavanja
koja glatko pridruzuju svakom p € M elemenat X,, = X(p) iz T,M.

1.5.5 Definicija

Neka je (E,B,m) vektorsko raslojenje. Preslikavanje X: B — E se naziva secenje od E
(preciznije od m: E — B), ako je mwo X = idg. Skup svih glatkih seCenja od E se oznaCavaju sa
['(B,E)ili(T'(E)).m

Dakle, vektorsko polje je seCenje od TM (n(Xp) =p,Vp EM). Ako je (@, V),
Y = (x1,...,x™) karta od M, tada za svako p € V vektori 2 |, formiraju bazu od T,M.Kako
oxt

Xp € T,M, sledi da za svako p postoje jedinstveno definisani X t(p) € R takvi da je

n
, d
Xp = ZXl(p)ﬁ |P B
i=1

Sto se naziva lokalnom reprezentacijom X na V.
1.5.6 Propozicija
Neka je X vektorsko polje na mnogostrukosti M. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

1. X:M — TM je glatko, tj. X € I'(TM).
2. Zasvako f € C*(M), preslikavanje p = X,(f):M — R je glatko.
3. Zasvaku kartu (3, V) od M, = (x1, ..., x™), u lokalnoj reprezentaciji imamo:

PN
X@) =) X@)g= 1y,

gde X' € C*(V,R),zasvei=12,..,n.m
Prostor glatkih vektorskih polja na M se oznacava sa X(M).
1.5.7 Primer

Vektorska polja na R™.

Neka je U © R™ otvoren. Znamo: vektorsko polje je C* funkcija X: U — R™,

X@) = (@), X" @) = ) X' ®)e:.

S druge strane, U je mnogostrukost sa jednom kartom ¥ = id; i odgovaraju¢im atlasom
. . . . . 0 -1
A = {(idy, U)}. 1z 1.4.9 sledi da je T,y = Dy(p) = id, pa je i lp = (Tpl,b) (e;) =e;.
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. d . e
Kao izvod, Y% |, deluje na slede¢i nacin:

d
axi v

d
(1) = Di(f = id ) (id@)) = Dif @) = 5 ().
Odatle sledi

, : 0
X, =X X'(pe;, resp. X, = ?lel(p)ﬁ lp

odgovara vektorskom polju posmatranom kao vektor, resp. kao diferencijalni operator (izvod
u pravcu (X1 ), ..., X”(p))). m

U slucaju podmnogostrukosti M od R™ moze se pokazati da je
X(M) ={X:M — R"| X je klase C* i X, € T,M Vp € M}.

U 1.4.11 smo identifikovali T,M sa prostorom izvoda Der,(C*(M),R) u tacki p. Dakle, za
proizvoljno X € ¥(M) i p € M,X, je izvod u p. Preslikavanje C*(M) 3 f = X(f), gde je
X(f) =p v X,(f,), je linearno i zadovoljava:

X(f-9)=X(f)-g+f-X().
Naime, za p € M imamo
XS D)) =X,(f-9) =fP)- X,(9) + 9(®) - X, ()
= (f-X(9) + g X(N)®).
Kao posledicu imamo da je X izvod u slede¢em smislu:

R-linearno preslikavanje D:C*(M) — C*(M) se naziva izvod algebre C*(M) ako
zadovoljava

D(f-g)=f-D(g) +g-D(f).

Prostor svih izvoda na C*(M) se oznatava sa Der (C*(M)).

Izvodi na C*(M) su upravo glatka vektorska polja na M, tj. Der (C*(M)) = x(M).
Preciznije, svako glatko vektorsko polje je izvod na C*(M) i obrnuto, svaki izvod na C*(M) je dat
kao dejstvo glatkog vektorskog polja.

1.5.8 Definicija
Neka X, Y € X(M). Lijeve zagrade vektorskih polja X i Y je definisana kao
(X, Y1(f) = X(Yf) = Y(Xf), (f € c*().

Sledi da je [X,Y]:C*(M) — C*(M) linearno i zadovoljava Lajbnicovo pravilo, pa je
(X, Y] € X(M). m
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1.5.9

Propozicija (Osobine Lijeve zagrade)

Neka X,Y,Z € ¥X(M), f,g € C*(M). Tada:

AR e

(X,Y) » [X,Y] je R —bilinearno.

[X,Y] = —[Y,X] (4. [,] je antisimetri¢no).

[X,[v,Z]] + [, [Z X]] + [2,[X,Y]] = 0 (Jakobijev identitet).
[fX,gY]=f-glX, Y]+ fX(g)Y — gY(f)X.

[,] je lokalna: Ako je V otvoren skup u M, tada je [X,Y] |, = [X |y, Y |v].
Lokalna reprezentacija: Ako je (1, V) karta, ¥ = (x1, ...,x™),

9

— yn i — yn i
X |V - i=1X axti’ Y |V - i=1Y axt’

tada je

XTIy = B (Sher (0 55 = 7 557)) 7w
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Glava 2

TENZORSKA POLJA I DIFERENCIJALNE FORME NA
GLATKIM MNOGOSTRUKOSTIMA

Ova glava je posvecena tenzorima, spoljasnjem izvodu, diferencijanim formama, integralnom
raCunu na mnogostrukostima 1 Stoksovoj teoremi. Ove pojmove ¢emo prvo uvesti 1 izucavati na
kona¢no-dimenzionalnom vektorskom prostoru, a zatim ¢emo proSiriti na mnogostrukosti. Prvo
¢emo definisati tenzore tipa (D, a zatim tenzorsko raslojenje, tenzorska polja, kontrakcije, simetricne

tenzore, Rimanovu metriku, pullback i1 push-forward preslikavanja i ispitivati njihove osobine i
medusobne veze. Na kraju definiSemo integralni ra¢un na mnogostrukostima i dokazujemo Stoksovu
teoremu. Za viSe detalja o pomenutim pojmovima pogledati [1], [4], [5] i [6].

2.1 TENZORI

Vecina koncepata u teoriji glatkih mnogostrukosti je uvedena kako bi se omogucila primena
linearne algebre na mnogostrukosti. Na primer, tangentni vektor se moze posmatrati kao linearna
aproksimacija krive, tangentni prostor na mnogostrukosti se mozZe posmatrati kao linearna
aproksimacija mnogostrukosti, push-forward glatkog preslikavanja kao linearna aproksimacija samog
preslikavanja. Raun nam govori kako da aproksimiramo glatke objekte linearnim, a teorija
apstraktnih mnogostrukosti omogucava interpretaciju ovih linearnih aproksimacija na koordinatno-
invarijantan nac¢in. U ovom poglavlju, prosSirujemo ovu ideju uopStavanjem linearnih objekata na
multilinearne. To dovodi do pojma tenzora i1 tenzorskih polja na mnogostrukostima. Na pocetku se
definiSu tenzori 1 tenzorski proizvod na realnim kona¢no-dimenzionalnim vektorskim prostorima, a
zatim 1 tenzorska polja 1 tenzorsko raslojenje. Uves¢emo kontrakciju kao vaznu operaciju na
tenzorima, posebnu klasu tenzora simetric¢ne tenzore, ¢ija se vrednost ne menja prilikom permutacije
argumenata 1 Rimanovu metriku.
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2.1.1 TENZORI U VEKTORSKIM PROSTORIMA

Da bi se odredila povrSina neke zakrivljene povrsi, ili opStije, zapremina neke mnogostrukosti,
potrebno je prvo aproksimirati tu povr§ sa njenim tangentnim prostorom, odrediti povrSinu tih
aproksimativnih prostora, pa sumirati (ili integraliti) dobijene rezultate. Prema tome, prvo trebamo
na¢i nacin na koji ¢emo paralelopipedima u vektorskim prostorima pridruziti zapremine.
Preslikavanje w koje pridruzuje zapreminu paralelopipedu sa ivicama u, v, z, treba da zadovoljava:

l. wlaw,v,z,..) =wl,av,z,..)==a-wu,v,2..)
2. w(u +uyv,z..) =wluy,vz...) + w(uy, v,z ...) analogno vaziza v iz, ...
3. wwuz..)=olwvv.)=-=0.

Kako je 0 =wu+v,u+v,z..)=w,vz..)+wuz..), onda sledi da je 3.
ekvivalentno sa ¢injenicom da je w antisimetri¢no. Iz 1. 1 2. zakljuCujemo da treba posmatrati
multilinearna preslikavanja na vektorskim prostorima (za nas najinteresantnija su T,M).
Antisimetri¢nost iz 3. ¢emo koristiti u slede¢em poglavlju.

Podsetimo se osnovnih ¢injenica iz linearne algebre. Kona¢no dimenzionalne prostore, u
nastavku, ¢emo oznacavati sa Ej, ..., Ey, E, F. Prostor multilinearnih preslikavanja iz E; X ... X E, u F
oznaavamo sa L¥(E,, ..., Ey; F). Specijalan slu¢aj je (k =1) L(E,R) = E*, dual prostora E tj.
vektorski prostor linearnih funkcionela na E. Ako je Bg = {e4, ..., e,} baza od E, tada funkcionele
definisane sa

1, i=j

OC] (el)=5l]={0 l¢]’ l,]=1,2,,n

formiraju bazu od E*, dualnu bazu od Bg. Za svako e € E imamo reprezentaciju

n

e = Z xt (e)e;,

i=1
1 za svako x€ E*

n

oc=z x (e;) «t.

i=1
Bidualni prostor E** = (E™)* je kanonicki izomorfan sa E preslikavanje
iE— E™
i(e) =xo (e), (xEE™)

je linearan izomorfizam.

25



2.1.1.1 Definicija
Neka je E vektorski prostor. Tada se

TT(E) == L"*(E",...,E* E, ...,E;R)

r—puta s—puta

naziva prostor r —puta kontra- i s —puta kovarijantnih tenzora, ili krace (:) —tenzora. Elementi iz

TI (E) se nazivaju tenzori tipa (:)

Zat, € TS? (E), t, € TSTZ2 (E) tenzorski proizvod t; @ t, € T/*""?(E) je definisan sa

Sl+$2

ty @ t,(BY, o, BV Y2 fr oo o 1 00 Gs,)
=t,(BY, ... B™ f1, ...,fsl) <t (YL ¥ gh ...,gSZ),
gdeje pl,y) €E*, f;,g, EE.m
Jasno je da je @ asocijativno i bilinearno.

2.1.1.2 Primeri
1. Po definiciji je, TY(E) = L(E,R) =E* i T§(E) =L(E*,R) = E** = E. Elementi od
E (vektori) su ((1)) —tenzori, a elementi iz E* (kovektori) su (2) —tenzori.
2. Neka je E vektorski prostor sa skalarnim proizvodom g(e, f) = (e, f). Tada je bilinearno
preslikavanje g: E X E — R, tj. g je ((2)) —tenzor. m
2.1.1.3 Propozicija

Neka je dim(E) =n. Tada je dim(7TJ(E)) =n"*5. Ako je {ej,..,e,} baza od E, a
{oct, ..., ™} baza dualnog prostora E*, tada je

Bl ={e;, ® .Qe, ® a/t ®..Q ak|l < iy ji < n)
baza od T] (E).
Dokaz:

Vektoriu By su linearno nezavisni, posmatrajmo

.....

Dt e, ®..0e,® ¢ ® .. Qak=0.

. e e e . k k . . ;. . i _ i _
Primenjujuéi ovaj tenzor na vektore (x*1, ..., « T, el ...,els) 1 koristec¢i da je o« (ej) = ej(oc ) = (Sij,

Lenlr

dobijamo da su svi tjil'_"' w = 0. B§ generiSe TJ (E): svako t € Ty (E) moZe se zapisati kao

t= )t e, )0, ® @6, ® af ® @ ak
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Da bismo ovo proverili dovoljno ¢e biti da pokazemo da obe strane ove jednakosti definiSu isto
J . . . 1 1 1 _ 1 % v _ j
multilinearno preslikavanje. Neka je B! = Z/lil oclt, .., BT = Z/l{r xr€E* i x;=Xuj'e, ...,
Xs = ), uésejs € E.Tada je
1 — 1 j J i i —
t(BY, ...,B ", xq, e, Xs) = Z A e AL upt u t(oc‘l, e, X5 ejs) =
i,

jlr---er

D te, e, ) 0 ® @6, @ @ ® . ® @B x)

Za svako linearno preslikavanje ¢@: E — F postoji adjungovano preslikavanje ¢* € L(F*,E™),
za B € F*, e € E stavimo ¢*(B8)(e) = B(p(e)). Ako je A matrica preslikavanja ¢ s obzirom na
baze od E, resp. F, tada je A® matrica od ¢* s obzirom na odgovarajuce dualne baze od F*, resp. E*.

Opstije, zelimo da svakom linearnom preslikavanju ¢ € L(E,F) pridruzimo linearno
preslikavanje @I € L(TJ (E), TI (F)). Ako je ¢ linearni izomorfizam, takvo preslikavanje se dobija
kombinovanjem ¢~1 i ¢*.

2.1.1.4 Definicija

Neka je ¢ € L(E, F) bijekcija. Tada je T{ (@) = @ € L(TTE, TI F) definisano sa
@EOBY s BT fur s ) = (@7 (BY, s " (BT, 07 (f1), e 072 (),

zat € TI(E), pY,...,BT €F*, f1, .../, EF.m

2.1.1.5 Primer
@3 E = T¢(E) — T¢(F) =F, P3P =e(e*(B) = p(&)(B),

pa se @} moze identifikovati sa ¢.

@Y:E* =T (E) —> TP (F) = F*, PP () (f) = (7)) = (™) () (f),
pa se @9 moze identifikovati sa (¢~1)*.
Dakle, T (¢) = ¢! je istovremeno produzenje od ¢ i (¢ ~1)* na uopstene tenzorske prostore. m
2.1.1.6 Propozicija

Nekasu ¢@:E — F, Y:F — G linearni izomorfizmi. Tada:

Lo (Yep)s=1seo@s

2. (idg)s = idTST(E)

3. @I:TYE — T/F je linearni izomorfizam i (¢I)™1 = (¢~ ).

4. Akot, € TS?(E), t, € TSTZ2 (E), tada je 40:1”2 t,®ty) = qosri t) 40:22 (ty).

1+so
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Dokaz:

1. Primetimo prvodajezay € G*, e € E imamo

(@ oI = (0" (W 1)) (&) = w W (p(e)) =¥ (w(e(e))) = o 9)* X (e).
Neka y?l, ..,y" € G*, g1,...,9s € Git € T/ (E). Tada je
W (@@ ¥ g1 0 95) = (@E @)Wy s Wy g0, - YHgs)) =

=t| oWy, ., 0@y, 0 (Y g1), . 0 (Y (gs)
(Wop)*y? W

= (W o @)LO)FL, e Vs Gas s G5).

2. Kako je idz! = idg iid} = idg- tvrdenje sledi iz definicije.
3. Slediiz 1.12.

4' q):i-t:: (tl ® tZ)(.Blf "".BT1+T2'f1' ""f51+52)

= (6 @ &) (@B s 0" B2, 07 (f1), s 07 (s 45,))
=t (@B, @B 97 (f)) s 07H(5)))

(@ BT, @ BT, 07 (f 1)) s 07 (foyesy)
= q):ll(tl) ® q):: (tZ)(.Blf "".BT1+T2' flf ""f51+52)' u

Radi pojednostavljenja notacije koristiCemo AjStajnovu konvergenciju o sumiranju: ako se
sumiranje vrs$i po indeksima koji se pojavljuju 1 kao gornji i kao donji, oznaka za sumu ce se

izostavljati. Tako ¢e se npr. umesto

1,00l i i
Y e, ®..0e,® ¢ @ .Q

pisati samo t].lll"_'.'."';:eil ®.Qe Q ar® ..Q aks.
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2.1.2 KONTRAKCIJA

U multilinearnoj algebri, postoji vaZzna operacija koja se definiSe na tenzorima 1 koja se naziva

kontrakcija. Kao rezultat kontrakcije nastaje tenzor €iji je rang smanjen za 2, na primer ( ) —tenzor

se smanji primenom kontrakcije na (S_ 1) —tenzor.

Pre svega definiSimo unutrasnji proizvod. Unutrasnji proizvod vektora v € E (resp. B € E*) sa
tenzorom t € T (E; F) je (Sfl) (resp., (Tgl)) tenzor definisan sa

(i, )(BL, ...,BT, vy, e, Vs_1) = E(BL, .., BT, 0, Uy, e, Vs_1)
(iPt)(BL, ..., BT vy, o, 0s) = t(B, BY, e, BT7Y, 0y, oo, ).

Jasno, i,:TI(E;F) — TI_(E;F) i if:TI(E;F)— TI Y(E;F) su linearno neprekidna
preslikavanja, kao §to suiv i, i B+~ if. Ako je F =R i dim(E) = n, onda ove operacije u
komponentama uzimaju sledeéi oblik. Neka je {ey,..,e,} baza prostora E, a {«,.., "}
odgovarajuca dualna baza prostora E*. Tada imamo da vazi

i (e, ® . Qe @NE .. Q) = §l'e;, ® .. e, ®x2® ... Qocs,
i“t(e;, ® .0 e Q® ..Qx)) =be; ® ..Q e QN ... ok,

Sa 2.1.1.3 ove formule i linearnost omogucavaju racunanje svakog unutraS$njeg proizvoda.
2.1.2.1 Definicija

Neka je dim(E) = n. Kontrakcija k-tog kontravarijantnog sa [-tim kovarijantnim indeksom,
ili kraée (k,l) —kontrakcija, je familija linearnih preslikavanja C/:TI(E;F) — TIZL(E; F)
definisana za bilo koji par prirodnih brojeva r,s > 1 sa:

ck (t‘l ‘S.T e, ®..Q e, Q1 ... Qo)

.....

iq1..lp_1DIL ol A i ~ ;
= reblnh s @ Q6 Q..Qe, QI .. QRN ... Qo

J1J1=1PJ 41+ Jr

gde je {ey,..,e,} baza od E, a {«!,...,x"} dualna baza od E*, a simbol ~ nad vektorom ili
kovektorom znaci da je on izostavljen. m

Jednostavno se proverava da CJf ne zavisi od izbora baze.

Kroneker delta je tenzor & € T{(E) definisan sa §(a,e) = (a,e). Ako je E konaéno
dimenzionalan, onda & odgovara identitetu I € L(E, E) pri izomorfizmu T{(E) = L(E,E). U odnosu
na proizvoljnu bazu, komponente od § su uobicajeni Kronekerovi simboli 5]-‘ t. § = 5]-‘ei R a’.

Pretpostavimo da je E konacno dimenzionalan realan prostor sa skalarnim proizvodom i
bazom {e, ..., e, } i odgovaraju¢om dualnom bazom {o<!, ..., ™} u E*. Koriste¢i unutra$nji proizvod,
sa matricom [gu] gde je g;; = ({e;, €;)), dobijamo izomorfizam
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b:E — E* datsa x +— ({x,)), injegovinverz #E* — E.
Matrica od b je [g;] ti. (x"); = gix,
amatricaod £ je [g¥], §i. ()l = g¥ «;,

gde su x/ i «; redom komponente od e i . b se naziva operator spustanja indeksa, a ff se naziva

operator podizanja indeksa.

Ovi operatori se mogu primeniti na tenzore, kako bismo proizveli nove. Na primer, ako je t

tenzor tipa ((2)), onda mozemo definisati asocirani tenzor t' tipa (D sa
t'(e,x) = t(e, ).
Komponente su
(t"] = g*ty. (zbir je po k).
Uobicajeno je da se pise tij umesto g/*t;,.
2.1.2.2 Primer

Neka je E kona¢no dimenzionalan realan prostor sa bazom {ey, ..., e,} i odgovaraju¢om dualnom
bazom {1, ..., o<}

1. Akojet € TZ(E), tada je (2,1) —kontrakcija data sa
CE(tgme: ® & @k Q! @oc™) = t;{mei Rt @™,

2. Vazan primer kontrakcije je trag od G) —tenzora. Naime, ako je t € T (E), tada je
trag (t) = C}(¢) =t}
gdeje t = tfe; @oc/.

3. Komponente asociranog tenzora sa g podizanjem drugog indeksa su g/* gy, = g’ gri = (Sij .
4. Neka
teTS(E), t= tlifrlfei Qe & ey Rxt®oc™,
Tada t ima veliki broj asociranih tenzora, $to zavisi od toga koji indeks je spusten ili podignut.

Na primer:
6" =gy
th = 9jadk g™t
th™ = 91099 g™ tINx,
them = GiaGkn g “ton,

1 tako dalje.
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5. Pozicioniranje indeksa u komponentama povezanog tenzora je veoma vazno. Na primer, ako
t € TY(E), ranije smo videli da je t] = g/*t;.. Medutim, t] = gYt);, $to je generalno drugacije
od tij kada t nije simetri¢an tenzor. Na primer; ako je E = R® sa g;; = §;; i devet komponenti od

th =t ,

t u standardnoj bazi su ti; = 1,t,; = —1,t;; = 0, za sve parove i, j, onda t) =t f

tako da t12 = t12 = 1, dOk t21 = t21 = —1.
6. Tragod ((2)) —tenzora se definiSe da bude trag asociranog (D —tenzora, tj. ako je t = tVe; ® e,

j

onda je
trag (t) = t} = gyt'*.
Namece se prirodno pitanje da 1i bi se dobio isti rezultat kada bi se smanjivao prvi a ne drugi
indeks. Iz simetri¢nosti od g;; imamo t! = grit™ = t¥, pa je zato definicija traga nezavisna od
izbora indeksa koji ¢e biti smanjen. Sli¢no, ako
t € TY(E), trag(t) =t} = g*ty =tf.
Posebno, trag (g) = g! = g* gy = dim(E).m

31



2.1.3 TENZORI NA MNOGOSTRUKOSTIMA

Sve konstrukcije koje smo uveli do sada proSiriCemo na tangentne vektore, tj. na elemente
vektorskih raslojenja. Prvo posmatramo slucaj lokalnih vektorskih raslojenja.

2.1.3.1 Definicija
Neka je @:UXF —> U XF', o(u,f) = (p.(w), p,(u) - f) lokalni VR-izomorfizam.
Definisemo preslikavanje @l: U X TJ F — U’ X T{ F' sa

i (u,t) = (qol(u), (qoz(u)):(t)),t ET/F.m

Primetimo da je ¢, (u) izomorfizam za svako u, pa je (qoz(u)): dobro definisano.

2.1.3.2 Lema
Preslikavanje definisano u 2.1.3.1 @I:U X T F — U' X T{ F' je lokalni VR-izomorfizam.

Dokaz:

Iz 2.1.1.6 (3.) imamo da je svako (qoz (u)): linearni izomorfizam, pa je @I bijekcija. Treba

jo§ pokazati da je (u,t) = @& (u,t) glatko (odakle ée takode slediti da je (@)™t = (¢ ~1)I glatko).
Znamo da je ¢, glatko.

Posmatrajmo ¢,. Primetimo da je na prostoru linearnih funkcija L(F,F") (tj. prostoru
matrica), preslikavanje @ - ¢@* (= A = AY) linearno, pa je onda i glatko. Sta vie, prostor
invertibilnih matrica GL(F, F") je otvoren u L(F,F") (jer je GL(F,F") = {A € L(F,F")| det(4) # 0})
i preslikavanje ¢ » @~! (3to odgovara A — A™1) je glatko na GL(F,F") na osnovu formule za
inverznu matricu. Dakle, funkcije u ~ @,(w)* i u+~ @,(u)"!su glatke. Takode su i funkcije
U Te: (BY, oo, BT, f1, oos ) P B¥ tesp. — fi linearne, pa otuda i glatke. Uzimajuéi sve ovo u obzir
dobijamo da je

W 6) = (p2W) (0 = W) = (£, 92 (W)", .., 92 (W, @2 (W) 7L, ., 92 (W)

B to (W) oy, e, @ (W) 0 by, @ (W) 0 if, e, (W) 0 i)
glatko (jer je poslednje preslikavanje multilinearno, a samim tim i glatko). m

Svakom VR E mozemo pridruziti odgovarajuce (:) tenzorsko raslojenje, ¢ija su vlakna bas (E})5.
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2.1.3.3 Definicija

Neka je (E, B, t)VR sa vlaknima E,, = 7~1(b). DefiniSemo

e = | [ = | Joyx @
beB bEB
(:) —tenzorsko raslojenje (TR) na E. Neka nl:TJ(E) — B, nl(e) = b, za e € T} (E,), oznatava

kanonicku projekciju. Ako je A € B definiSemo

TS (E)|a = ]_[ Ty (Ep).m

beEA

Pokaza¢emo da TJ(E) ima strukturu VR sa bazom B. Koriste¢i slede¢u definiciju
definisatemo VR-karte za T, (E') od VR-karti od E.

2.1.3.4 Definicija

Neka su E,E' VR i f:E — E'. f se naziva VR-homeomorfizam, ako za svako e € E postoji
VR-karta (1,V) oko e i VR-karta (1p",V") oko f(e) tako da f(W) S W' i fyr,, =1 o fo YP~1je
lokalni VR- homomorfizam (pogledaj 1.5.3 (1.)). Ako je f difeomorfizam i fg,: E, — E]i(b) linearni

izomorfizam za svako b € B, tada se f naziva VR-izomorfizam. U tom slucaju definiSemo
fITIE — TTE'
f$ ey = (flg,)s, Vb EB.m

Moze se pokazati da je glatka funkcija f: E — E’ VR-homomorfizam ako i samo ako je f
linearno u vlaknima, tj. ako i samo ako je f|g,: Ep — E]i(b) linearno Vb € B.

2.1.3.5 Primer

1. Neka su M i N mnogostrukosti i f:M — N glatko. Tada je Tf:TM — TN

VR-homomorfizam, jer iz 1.5.2. (1.) imamo
TYoTfeTe  (x,w) =T e fop™)(x w)
=@ofop t(x), Do fop)(x) w).

Ako je f difeomorfizam tada je Tf VR-izomorfizam.

2. Nekaje E VR i (3,V) VR-karta. Tada je Y: W — U X R™ VR-izomorfizam. Dakle, ako
je E = TM imamo da je Y = Ty VR-izomorfizam, gde je i proizvoljna kartaod M. m

2.1.3.6 Teorema

Neka je (E,B,m) VR sa VR-atlasom A = {(Y,,V,) | « € A}. Tada je (T{ (E),B,nl) VR sa
VR-atlasom A} = {(W)%, (T (E)|w,np)| @ € A}. (TT(E), B, ml) se naziva tenzorsko raslojenje tipa
(D) nad E.
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Dokaz:
Jasno je da (T E)|w,np pokrivaju TJ E. Neka su ¥, i g VR-karte iz A za koje je
Wep = W, N Wp # @. Kako je

Elwgos = | ®)xE,
bEWo(BﬂB

sledi da je 1, oblika P (b, €) = (Yo, (b), P, (b) -€),7za bE B, e EE, i 1, (b) je linearno za
svako b.

Sada se (¥, )% moze definisati kao

(b, 1) (u)%(b), (e, ) (t)> (t € T (B)).

Tada imamo
Yp o P, t(x,w) = Yp (1,00?11(96),1,00(2 (b))~ w)
=:b

= (g, (W22 (0)), g, D), (D))
= (Ypocy (), Ppee, (0) - @),

122.1.1.6 (1) 12.1.3.1 sledi
Wp)5 o ()10 t) = (Y)Wl (), (Yo (D) ™D (EN)
= (g, (V=1 (), (g, BI, () ). ()

= (Wpoc, (O, ((Wpecy CONEEN) = (W o P G,

Sto je na osnovu 2.1.3.2 lokalni VR-izomorfizam. Odatle je T; (E) VR. Kao i za TM, imamo da je
TJ (E) Hauzdorfova mnogostrukost i da zadovoljava aksiomu prebrojivosti. m

Za dalje ispitivanje bitan nam je specijalan slucaj ove konstrukcije tj. E = TM.
2.1.3.7 Definicija

Neka je M mnogostrukost i 7);: TM — M tangentno raslojenje. Tada se Ty (M): = TS (TM)
naziva vektorsko raslojenje r-puta kontravarijantnih i s-puta kovarijantnih tenzora na M (resp.
tenzori tipa (D) Identifikujemo TY(M) sa T*M ( T*M := T2(M)) i TY(M) se naziva kotangentno

raslojenje od M i oznaavasesaty: T*"M — M. m
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1z 2.1.1.5 imamo T¢(M) = TM: ==Y (p) = T,M Vp € M iT¢(T,M) = T,M. Za svaku kartu y od M
je (TY)s = Ty. Ako je A = {(Y4,V,) | @ € A} atlas od M, tada je

AL = {((TY)}, (TIM)|y,)| a € A}
VR-atlas od Ty M.
2.1.3.8 Definicija

Glatka secenja od Ty M (tj. glatke funkcije t: M — Ty M , mi ot = idy) se nazivaju
(D —tenzori (resp. (D —tenzorska polja) na M. Prostor (M, TI M) glatkih (T) —tenzorskih polja se

oznadava sa Ty (M). Imamo T3 (M) = X(M). Sli¢no, umesto 7;°(M) pisaéemo Q*(M). Elementi od
QY (M) se nazivaju diferencijalne forme reda 1 (ili 1 —forme, kovektorska polja). m

Akot € T7 (M) i f € C*(M), tada je ft:p = f(p)t(p) € (T,M) tenzorsko polje na M. To
znadi da je T, (M) sa operacijama +, f - C* (M) —modul.

Kao iu slucaju X(M) =T (1) (M) ho¢emo da nademo lokalnu reprezentaciju tenzorskih polja u
kartama. Posmatrajmo jo$ jedan specijalan slu¢aj Q*(M) = 7°(M) = T(M, T2 M),

TOM = U(TPM)* _ U{p} x (T,M)".

pPEM pPEM

VR-karte od T’M = T*M su oblika (Ty)?: TM|, — (V) x (R™)) = (V) x (R™)* gde je (¥, V)
proizvoljna karta od M. Kao i u slucaju TM = T¢M hoéemo da koristimo VR-karte da bismo

definisali bazu od (T,M)". Podsetimo se da je na taj nacin dobijena i baza {% l, [1<i< n} od

T,M, gde su —l = (Tpl,l))_l(ei), tj. % =p+ (TP)@P(p),e).

U sluéaju TYM oznagimo sa {a’/|1 < j < n} dualnu bazu od {e;|1 <i < n} u (R™)*. Za bilo koje
p € V familjja

. -1 .
dx'l, = |(T,0).] (W), o), (1<i<n)
definiSe bazu od (T, M)*. Imamo

dx'|, = [(TYI~ (Y(p), ') =

- (Ll ) S o (@)
= (p. (T,9) () (2.1.3.1.)

Kako dx1|p € (T,M)” | € T, M, mozemo primeniti dx’ |p na aal
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el (se1y) = (1) ) " )

=/ (Tp((T ) ()

=oc/ (e) = 8ij,
pa je {dx’|,,1 < j < n} ba§ dualna baza za {% |, 1<i < n} u (T,M)".
Drugi naéin posmatranja dx' proizilazi iz sledeée definicije:
2.1.3.9 Definicija
Neka je f € C*(M). Tada se

df:M — T*M, pr T,f

naziva spoljasnji izvod funkcije f. m

2.1.3.10 Napomena
1. df € T,°(M). To sledi iz ¢injenice da za proizvoljno p € M je T,f € L(T,M,R) = (T,M)", i
da je df glatko, jer za proizvoljnu kartu ¥ oko p (y(p) = x) imamo

TR w710 = (5, (00) ) o) = (17, o () )
= (% T (f oy™)) = (6, D(f oy~ ()).

'™ (Ty)? P X(RY)

df idxD(fop™)

M2V Y YV)

2. Ako feEC”(M) i X € X(M), tada za svako p €M, X, ET,M i df|, € T,M", pa je
df(X) =p df|p(Xp): M — R dobro definisano i vazi:

df|p(Xp) = Tpf|p(Xp) =X(Plp -
Dakle, df (X) = X(f). Takode je df (X) € C*(M).
3. Neka je (¥,V) karta, = (x1,...,x™). Tada je d(x!) u smislu 2.1.3.9 ba§ gore definisano
dx!. Zaista, iz (2.) imamo da je

d(x! )(axl) dxJ FETAGR ALY

tj. {d(x )|p 1<i< n}Je bas dualnabazaod{ p 1P < n} zasvakop EV.m
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Ako je (3, V) karta od M, ¢ = (x1,...,x™), tada je za svako p € M {%M, [1<i< n} baza
odT,M, a {dlep 1<) < n} Je odgovarajuca dualna baza od T,M". Otuda je na osnovu 2.1.1.3 za
proizvoljno p € M

{axu lp 1, @ . @ dx’s|, |1 < iy, ji < n}

baza od (T,M)s.

Lreenly

Prema tome, ako je t secenje od Ty M tada postoje jedinstveno odredene funkcije tjil ''''' 7 naV takve
da je
l1,.er) ly a . .
tly =47 550 @ Q ... & dx’s (2.1.3.2)

(pogledaj specijalan slucaj vektorskih poljau 1.5.5 : X|, = X* %). Kao 1 kod vektorskih polja i ovde

postoji karakterizacija glatkosti tenzorskih polja u lokalnim koordinatama:
2.1.3.11 Definicija

Ako je Y: M — N difeomorfizam i t € T (M), tada se Y, (t) = (TY)% o t o~ naziva push-
forward (guranje napred) od t sa . Ako je t € TT(N), onda se Y*t = (1), t naziva pull-back
(povlacenje unazad). m

2.1.3.12 Propozicija
Neka je t seéenje od TS (M). Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
1. tje glatko, tj. t € T;"(M).
2. U svakoj lokalnoj reprezentaciji (2.1.3.2.) svi koeficijenti t; Ly 7 su glatke funkcije.

Dokaz:

Neka je (y,V) karta od M. Tada je (Ty)% VR-karta od TI M. Po definiciji t je glatko ako i
samo ako je push-forward

() = (TP ot o p~1ip(V) — P(V) x (R™)§
glatka funkcija za svaku kartu .
Za svako x € (V) imamo (stavljajuéi da je p := P~ 1(x)):

(2.1.3.2)

(Tl,b)g oto ¢_1(X) 2 (Tll))r ( ----- (p) a - |p ® ® dxjslp)

.....

( () (e @) 5 |p®...®dxfs|p)>
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~

2.1.1.6.(4.) /
| x

w0 (), (5 1) @ @ ()] @xiy) |
_szp =((T,,1p))

=% ]1 (1/)‘1(x))ell ® ®€l ®°Ch® ®°C]S .

€(R™)Y

,,,,, 'T o1~1 glatke, tj. ako i samo ako su

.....

.....

Akoje t € T/ (M) it ..., "€ QY (M), X4, ..., X € X(M), tada je
p =t (), .., " (), X1 (p), ., Xs (D))

dobro definisano preslikavanje M — R, koje ¢emo oznaciti sa t(oct, ..., &, X5, ..., X,).
Za f € C*(M) imamo

t(f o, o?,..) = t(oxd, f o3, ..) = =ttt L, fX) = fe(ed, ., Xo).
To znaci da je preslikavanje
(o<t o, o, X, e, X)) o t(od, L, X)) € (M) —multilinearno.
2.1.3.13 Propozicija
Neka je t seenje od T, M. Tada su eledeéi uslovi ekvivalentni:

1. tje glatko (tj. t € T, (M)).
2. Vi, .., «"e QY(M),VX,, ..., Xs € ¥(M), preslikavanje
t(od, ..., ", X, ..., Xs) € C® (M).

Dokaz:
Neka je (y, V) kartaod M, = (x1, ..., x™).

(1.) > (2.) Neka su

Xe = X" (1<k<ys), a™ = apt dx’m(1<m <)

0x %k

lokalne reprezentacije s obzirom na kartu . Iz 2.1.3.12 sledi da su svi koeficijenti X;lj oct gl

glatke funkcije na V, pa je glatko 1

d d
1 — 1 ai as b b
t(OC ,...,XS) = OCb . OCb X 'Xs t(dx 1,...,dx r, axal,...,m)
(2.1.3.2)
fan) 1 a; As i1,..0r
S ST SN, CLD (ul S
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(2.) > (1.) 1z2.1.3.12 sledi da trebamo pokazati da je t]llljl: glatko na V za sve iy, ..., iy, j1, o) Js-
Iz 1.5.6 sledi da mozemo produziti dx't,. —2_ 4 elemente od Q! (M), resp. X(M). Tada je

" s

glatko na osnovu (2.). m

Prethodna razmatranja dovode do sledece algebarske karakterizacije glatkih tenzorskih polja.
Neka je

LTC*;S(M)(Ql(M) X WX QY (M) x (M) x ...x ¥(M), C®(M))

T S

prostor C®(M) — multilinearnih preslikavanja iz Q'(M) X ...x QY(M) X ¥(M) x .. X ¥(M) u
C*(M). Tada vazi sledece tvrdenje:

2.1.3.14 Teorema

Preslikavanje
A:TT (M) — LEE ) (Q1(M) X ... x Q1 (M) X X(M) X ... X X(M),C*(M))
t o [(oct .., o Xy, X)) Pt L, X))
je C* (M) —linearni izomorfizam.

Dokaz:

Iz 2.1.3.13 imamo da je za sve t € T (M), A(t) € LTCJSE(M)(Ql(M) X .. X QY (M) x ¥(M) x
. XXM, CooM, jasno A je CooM—linearno.

A je injekcija: Neka je A(t) = 0, tada za svako p € M i sve «?, ..., X, lt(p)(oc1 (p), ...,Xs(p)) =0.
Svi elementi od T, M, resp. (T, M) mogu se napisati na ovaj nacin (tj. oblika su X;(p), resp. </ (p)
za odredena glatka polja X;,o/: to vaZi jer se svaki dat konstantan (ko-)vektor moZe produZiti u
glatko polje koris¢enjem particije jedinice). Prema tome je t(p) = 0, Vp, tj. t = 0.

A je sirjekcija: Neka @ eLTth(M)(Ql(M)x ...xx(M),C‘X’(M)). Treba pokazati da postoji
t €Ty (M) takvo da je A(t)=®. Pokazimo prvo da @(«!,..,X,)|, zavisi samo od
! (p),...,X;(p). Dovolino je proveriti da li je «! (p)=0, jer ¢e iz toga slediti da je
@ (ot ..., X;)|p, = 0 (analogno vaziza o?,..., X;). Pokazimo ovo u dva koraka:

1. Ako je V otvorena okolina od p i ! |, = 0, tada je @(oc!, ..., Xs)|, = O (tj. @ zavisi samo od
lokalnog ponasanja o). Izaberimo okolinu U od p takvu da je U € V, tada postoji particija
jedinice (x,, x,) koja odgovara pokrivacu {V, M \ U}. Tada je «c'= y, - o, pa je

®(cct, .., X = D(x, <L, 02, ., Xg)|p = x,(p) @(ot, o2, ., X)), = 0.
=0
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2. Neka je o' (p) = 0, neka je V karta oko p i neka je o<* |y =oct dx/. Iz 1. imamo
®(oct, o, ., X )|, = Dot dxd, o2, ., XS )|, =t (p)@(dxt, o, ..., X, )|, = 0.
Prema tome, za svako p € M moZemo definisati t(p) € (T,M)5 na slede¢i na¢in:
t() (o<t (p), ..., Xs () = (oL, 2, ..., X)),
pa je t seenje od T{ M. Iz konstrukcije imamo da je za sve oc'e Q' (M) isve X; € X(M)
t(ocd, ..., X,) = ®(xt, ?, ..., X,) € CP°(M),
pat € 7;"(M) na osnovu 2.1.3.13. O¢igledno je A(t) = @, dakle A jeste sirjekcija. m

Sve uobicajene operacije u multilinearnim algebrama se mogu preneti po vlaknima na tenzorska
polja. Susreli smo se do sada sa:

o fECM),teTI(M)=>f-t:=pwm f(p) tlp) €T M).
o teTT(M), ..., x"e QY (M), X,,...,Xs € X(M) = t(«t, ..., X)) € C°(M).

Stavise, zat; € TS? (M),t, € TSZZ (M) tenzorski proizvod t; ® t, € TS?J:,ZZ (M) je definisan kao

t1 Qtrpe t1(p) X tz(p);

to je glatko preslikavanje, Sto sledi iz 2.1.3.12 1l1 1z 2.1.3.13.
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2.1.4 SIMETRICNI TENZORI

Simetricni tenzori su oni tenzori ¢ija se vrednost ne menja prilikom preuredenja njegovih
argumenata. Oni imaju veoma vaznu ulogu u diferencijalnoj geometriji. Bavicemo se samo
kovarijantnim simetri¢nim tenzorima, na sli¢an nacin se opisuju 1 kontavarijantni.

Kao 1 do sada uveS¢emo prvo simetricne tenzore na vektorskim prostorima. Neka je E
konacno-dimenzionalan vektorski prostor. Za kovarijantni k —tenzor t na E (tj. tenzor tipa (2))

kazemo da je simetrican ako njegova vrednost ostaje nepromenjena prilikom promene bilo kog para
argumenata:

t(Fir s fir oo fir o fi) = t(fis oo s s fir oo fie),
zal<i,j<k
2.1.4.1 Propozicija
Za proizvoljan kovarijantni k —tenzor t na E slede¢i uslovi su ekvivalentni:

1. t je simetricno.
2. Za bilo koje vektore fi, ..., fx € E, vrednost t(fy,...,fx) je nepromenjena kada se redosled

fi, -, fi 1zmeni.

.....

permutaciju indeksa.
Dokaz sledi iz definicije. m

Ozna¢imo skup simetriénih kovarijantnih k —tenzora na E sa X¥(E), on je ocigledno
vektorski potprostor od Ty (E). Postoji prirodna projekcija Sym: T (E) — Z¥(E) koja se naziva
simetrizacija, koja je definisana na slede¢i nacin. Prvo, neka S; oznaCava grupu permutacija skupa
{1,..,k}. Za dati kovarijantni k —tenzor t i permutaciju o € S, definisaéemo novi kovarijantni
k —tenzor t? sa

t(frr s fi) = t(frrys o fo))-

Sada ¢emo definisati Sym t sa

1
Symt=EZ te.

g€ Sk

2.1.4.2 Lema (Osobine simetrizacije)

a) Za svaki kovarijantni tenzor t, Sym t je simetrican.
b) t je simetrican ako i samo ako je Sym t = t.
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Dokaz:

Pretpostavimo da t € TQ(E). Ako je T € S, bilo koja permutacija, onda

1
Sym O(feays s fra) = T Z t% (frcyr o0 frioy)

g€ Sk
1
=5 D G f)
g€ Sk
1
== D 1 f)
NE Sk

= (Sym t)(flf ""fk)p

gde je n = o, pri cemu 7 prolazi kroz sve elemente iz S, kao $to to ¢ini 1 0. Ovim smo pokazali da
je Sym t simetricno.

Ako je t simetricno, onda iz 2.1.3.1. sledi da je t? =t za sve 0 € S, a iz toga imamo da je
Symt = t. S druge strane, ako je Sym t = t, onda je t simetri¢no na osnovu a). m

Ako su s it simetri¢ni tenzori na E, onda s & t nije simetrino u opstem sluc¢aju. Medutim
koriS¢enjem operatora simetrizacije, moguce je definisati novi proizvod koji ¢e biti simetri¢an. Neka
s € X¥(E) i t € Y(E). Definisaéemo njihov simetri¢an proizvod koji ée biti (k + I) —tenzor st
(nec¢emo koristiti oznaku za proizvod), sa

st =Sym (s ® t).
Eksplicitno, delovanje st na vektore fi, ..., fx+; je dato sa
1
St(fi, o frr) = G+ Z S(foys wor Fot)) t (k) s fotean))-
"€ Sk
2.1.4.3 Propozicija (osobine simetri¢nog proizvoda)
a) Simetrican proizvod je simetri¢an i bilinearan za sve simetri¢ne tenzore r,s,t isve a,b € R,
tj.
st = ts,

(ar + bs)t = art + bst = t(ar + bs).
b) Ako su f iy kovektori, onda vazi

1
ﬁy=§(ﬁ®y+y®ﬁ)-
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Dokaz:
Neka s,7 € X¥(E), t € Y*(E) ineka su f, ..., fy+n proizvoljni vektori.

a) PokaZzimo: st = ts.

St(f1, s fian) = Sym (s (f, oo, fiern) =

(k -:n)! GEZ;; (S®(fy, v, fiean) =

(k -:n)! ank: (S®) (fr(1yy woo» frtiesm)) =

(k jn)!ae; Sty s frc) - tfrtistys o frciamy) =
(k +1n)! Z t(Foterry o foterm) " (o 0 foar) =
(k jn)! ank (t®5) (frties1yr r fkany oty = frto) =
(k -:n)! GEZ;; (t®)°(fi, s fiesn) =

Sym (t®$)(f1, ""fk+n) = tS(fl, ""fk+n)

Kako su vektori fi, ..., fi+n proizvoljni sledi st = ts.
Jednakost (ar + bs)t = t(ar + bs) sledi iz st = ts.

Pokazimo: (ar + bs)t = art + bst.
(ar + bs)t(fy, ., fesn) = Sym ((ar + bs)®t)(f1, ., fiean) =

1
k +n)! Z ((ar +bs)®)* (f1, ) ficn) =
O€ Sk+n
1
(k +n)! D (@ + 580 (fowy s fogerm) =
O€ Sk+n
1
(k +n)! Z (ar + bs)(frays s foey) * t(frtiernys wor fogrny) =
O€ Sk+n
1
(k +n)! Z lar(focrys s foiy) " E(fotksrys - Foierny) + bS(Focays s fori))
O€ Sk+n

t(foterny o foermy)] =
1
K +n)! Z [(@r®0) (fo1ys s frkany) + (bS @ ) (forys s foiamy)] =

O€ Skan

1 1
G+ Z (ar®t)(fa(1),---,fa(k+n))+m Z (BS®) (fo1ys -+ fotiesmy) =

O€ Sk4n O€ Sk4n
1 1
i n)‘!aezk (ar@t) (fl""'fk+n)+—<k+n)!aezk (BS®O) (Fay oo fean) =
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Sym (ar®t)(f1, ..., fuan) + Sym (bs Q t)(f1, o) fuan) =
art(fi, o, fien) + bst(fy, -, furn) = (art + bst)(f1, ., fiean)

Kako su vektori fi, ..., fx+n proizvoljni sledi (ar + bs)t = art + bst.
b) Neka su S,y kovektori tj. (2) —tenzori.

Pokazimo: By = %(,B@y +vQ pB).

1
BY(fi ) = Sym BON(fi, ) =5 ) (BO®N”(fu ) =

OES,

(RN 1) + @B ) = 5 (BN f2) + GBBI 1)) =
1
5 (B®Y +y®B)(f1.£2)

Kako su vektori fi, ..., fi+n proizvoljni sledi fy = %(,B@y +y®B).m

Simetri¢no tenzorsko polje na mnogostrukosti je kovarijantno tenzorsko polje ¢ija je vrednost u
svakoj tacki simetri¢an tenzor. Simetri¢ni proizvod dva ili viSe tenzorskih polja je definisan tackasto,
bas kao 1 tenzorski proizvod.

2.1.5 RIMANOVA METRIKA

Jedan od najvaznijih primera simetri¢nih tenzora na vektorskom prostoru su unutrasnji
proizvodi (pogledaj 2.1.2). UnutraSnji proizvod omogucava da definiSemo duZinu vektora i uglove
izmedu njih.

PrenoSenjem ove ideje na mnogostrukosti, dobi¢emo jednu od najvaznijih primena tenzora u
diferencijalnoj geometriji. Neka je M glatka mnogostrukost. Rimanova metrika na M je glatko
simetri¢no 2 —tenzorsko polje koje je pozitivno definitno u svakoj tacki. Rimanova mnogostrukost je
par (M, g), gde je M glatka mnogostrukost, a g Rimanova metrika na M.

Ako je g Rimanova metrika na M, onda za svaku tacku p € M, g,, je unutrasnji proizvod na T, M. Iz
tog razloga Cesto se koristi notacija (X,Y), da bi se oznacio realan broj g,(X,Y),za X,Y € T,M.

U proizvoljnoj karti 1 = (x1,...,x™), Rimanova metrika moZe da se zapise lokalno kao
g = gijdx" @ dx/,

gde je g;j simetriCna pozitivno definitna matrica ? glatkih funkcija.

? Simetri¢na matrica [ gl.].] je pozitivno definitna ako i samo ako je

i 91 911 Y12 Y13
g11 >0, 9o gzz| >0, 921 922 923 >0, ) |gzj| > 0.
931 Y32 Ys3
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Primetimo, simetrija od g nam omogucava da zapiSemo g u obliku simetri¢nog proizvoda:
g = gidx' @ dx’
= %(gijdxi ® dx/ + gj;dx' ® dx’) (posto je gij = gji)
1 , . . ,
= E(gijdx‘ ® dx’ + g;;dx! Q dx")
= g;jdxtdx’.
2.1.5.1 Primer

Najjednostavniji primer Rimanove metrike je Euklidska metrika g na R, definisana
standardnim koordinatama

g_ = 5ijdxi dx’

Uobicajena je upotreba skraéenice w? za simetri¢ni proizvod tenzora w sa samim sobom, pa se zato
Euklidska metrika ¢esto zapisuje

g =(dxh)?+ -+ (dx™)>
Primenjujuci na vektore v, w € T,R™, dobija se

n
gy(v,w) = 6;v'w! = Zviwi =V -w.n
i=1
Evo nekoliko geometrijskih konstrukcija koje se mogu definisati na Rimanovoj
mnogostrukosti (M, g):

e Duzina ili norma tangentnog vektora X € T,M se definiSe:
X1y = (X, %) = gp(X, X)1/2.
e Ugao izmedu dva nenula tangentna vektora X,Y € T,M je jedinstven ugao 6 € [0, 7] koji
zadovoljava
(X,Y)g
1X1glY 1y
e Zadva vektoraX,Y € T,M kazemo da su ortogonalna ako je (X,Y), = 0.

cosfO =

e Akojey:[a,b] — M po delovima glatka kriva, duZina y je:
b
L) = [ @l
a

Posto je |y'(t)|, neprekidna osim u najvise konatno mnogo vrednosti t, onda je integral
dobro definisan.

Pretpostavimo da su (M, g) i (1\71, g) Rimanove mnogostrukosti. Glatko preslikavanje

F:M — M se naziva izometrija, ako je to difeomorfizam koji zadovoljava F*§ = g. Ako postoji
izometrija izmedu M i M, onda kazemo da su M i M izometrijske kao Rimanove mnogostrukosti. F se
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naziva lokalna izometrija ako u svakoj tacki p € M postoji okolina U takva da je F|; izometrija iz U
u otvoren podskup od M .

Jo$ jedna veoma korisna alatka na Rimanovoj mnogostrukosti je ortogonalni okvir. Neka je
(M, g) n-dimenzionalna Rimanova mnogostrukost. Lokalni okvir (E4,...,E,) za M definisan na
nekom otvorenom podskupu U € M se naziva ortonormiran ako je (Eilp, ..., Epl,) ortonormirana

baza za T,,M u svakoj tackip € U ili drugim re¢ima ako je (E;, E;)4 = 6;.
Na primer: koordinatni okvir (%) je globalni ortonormirani okvir na R™.

2.1.5.2 Propozicija (egzistencija ortonormiranog okvira)

Neka je (M, g) Rimanova mnogostrukost. Za svako p € M postoji glatki ortonormiran okvir u
okolini od p. (Dokaz pogledati u [5]). m

2.1.5.3 Propozicija (egzistencija Rimanove metrike)
Na svakoj glatkoj mnogostrukosti moze se definisati Rimanova metrika.
Dokaz:

Mnogostrukost M se moze pokriti koordinatnim kartama (Uy, ¢,). U svakom koordinatnom
domenu, postoji Rimanova metrika g, data sa Euklidskom metrikom &; jdxi dx’ u koordinatama.
Neka je {y,} particija jedinice koja odgovara pokrivacu {U.} i definiSe

g=zwago<-

Zbog lokalne kona¢nosti uslova za particiju jedinice, postoji samo kona¢no nenula sabiraka u okolini
proizvoljne tacke, odatle sledi da je gore navedeni izraz glatko tenzorsko polje. Oc¢igledno je i
simetri¢no, pa nam ostaje samo da pokaZemo pozitivnu definitnost. Ako je X € T,,M nenula vektor,
onda vazi

XX = ) (D) gulp (X, 1),

Ova suma je nenegativna, jer je svaki sabirak nenegativan. Najmanje jedna od funkcija Y, je strogo
pozitivna u p (jer je zbir 1). Posto je g«|,(X,X) > 0 sledida je g,(X,X) > 0.m
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2.2 DIFERENCIJALNE FORME

U ovom poglavlju proucavamo alterniraju¢e multilinearne forme, prvo u vektorskim
prostorima, a potom 1 na vektorskim raslojenjima.

2.2.1 SPOLJASNJA ALGEBRA

2.2.1.1 Definicija

Neka je E konacno dimenzionalan vektorski prostor, multilinearno preslikavanje
t € L*(E, R) se naziva alternirajuce ako vazi:

t(for oo fir s fir o fi) = —t(fis s fjs s fi wn fio), 1<i<j<k.

Ozna¢imo sa AKE*:=L¥,(E,R) prostor svih multilinearnih alternirajuéih funkcija iz
EF=EX..XEuR.m

Neka je Sy, :=={¢p:{1,...,k} — {1, ...,k}| @ je bijekcija} grupa permutacija reda k. Tada za g € S,
it € A*E* vazi

t(focays s fotry) = sgn (@) t(fa, o, fids

Za 0,T €Sy, sgn(oeo 1) =sgn (o) sgn (t). Posto je S, grupa sledi da je za svako 7, € S}
preslikavanje

TP ToTy: Sy — Sk
bijekcija.
Primetimo, iz definiciji imamo da je A°E* = R. Sta vise,
ME* =L, (E,R) =L(E,R) = E*.

A¥E* je potprostor od T (E), prostor svih multilinearnih preslikavanja E X ... X E — R.

2.2.1.2 Definicija
Preslikavanje

Alt: T2 (E) — TL(E),

1
ALt Oy fi) =75 D 5G1 OtUfatays o frw)

OESK

se naziva alternator. m
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2.2.1.3 Lema
Alt je linearna projekcija T (E) na AKE™, tj.

1. Alt je linearno, Alt (T,?(E)) c A*E*.
2. Alt| kg = idjkgs.

3. Alto Alt = Alt.

4. Alt(T(E)) = A*E".

Dokaz:
1. Jasno je da je Alt linearno. Neka t € TQ(E), T € S) . Tada

1
Alc ) (frqy 0 frao) = T Z sgn (Ot(fro1)s - fro)

OESK

1
k' Z sgn (D)sgn (7 ° D t(fro(1) - fratio)

OESK

= sgn(D)Alt(t)(fy, ..., fr)-
2. Ako t € A¥E*, tada je

1
Alt (t)(flf ""fk) = F Z sgn (a)t(fta(l)' ""f‘L'O'(k)) = t(f1; -"'fk)-

OESK

3i4.sledeiz1.1 2. m
2.2.1.4 Definicija
Neka su « € T (E), B € T2(E). Spoljasnji proizvod « i B se definise kao:

k+ D!
XA = ( k-!|-l!)|Alt (x® B).

Zax € TQ(E) =A°E* =R stavimo X A = fAX =" [.m
2.2.1.5 Primer
Neka o, f € A'E* = TY(E) = E*. Tada je

I

2! 1!
1111 21 Z sgn (0) (% B) (foy fo(2)

OES,
= (xQ B)(f1, f2) — (x@ B)(f2, f1) =
= (x® f — B RxX)(f1, f2).-m

(xAB)(fi, f2) =
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2.2.1.6 Propozicija

Neka «€ TP (E), B € TY(E) iy € T2 (E). Tada:

1. xAB =Alt(x)AB = AAlt(B).

2. Aje bilinearno.

3. Af =(-D*B A

4. A je asocijativno: xA (B Ay) = (XA B) Ay.
Dokaz:

1. Zat €S, i x€TY(E)nekaje (ta)(fy, ..., fi) = a(ft(l), ...,fT(k)). Tada je

1
AL fy s fi) =75 ) 597 0) % (e s frot)

OESK

1
= sgn (T)E Z sgn (6D a(for(1y - for @)

OESK
= sgn (7) Alt(a)(f1, ..., fi)-
Odatle je
Alt(ta) = sgn (1) - Alt(a). (2.2.1.1.)

Koristeci jednakost (2.2.1.1.) dobijamo

Alt(Alt(0) @ B)(fu, o) frerr) = ALL(ALL() (fr, s fi) B(ier1s oo fer1))

1
= Alt(; ) 591 @alfeqry - fgo)B Firns s fir)

TESK

1

= Z sgn () Alt((2a) ® B)(for o) find)) = ().
TESK

Definisemo 7’ € Sy, sa

', . k+ D)= (), ..., t(k),k+1,...,k+ 1).

Tada je sgn (') = sgn(1) i (ta) ® B = /(xR B), pa je

()= . sgn () AL (@ @ D) fis oo ficrs)

TESK

2.2.1.1.

= Alt((Z ® .B)(flf ""fk+l)-
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Dakle, Alt(Alt(x) ® B) = Alt(a ® B), i Alt(x) A f = a A B. Druga jednakost u 2. sledi na
1sti nacin.

2. jejasno, jer je @ bilinearno, a Alt je linearno.
3. Neka je o0y € Spyydato sa o,(1,..,k+0)=((k+1,..,k+1,1,..,k). Tada je

sgn (g0) = (D ia @ B(fy, o) fierr) = B X (fryays or frgierny)- 12 (2.2.1.1) sledi

k +0)! k+0D)!
anp = ( kT“)'Alt(a ®p) = %Alt(%(ﬁ ®x)) = (-DF'BAa
4.
(I +m)! L (l+m)!
aN(BAy)= T SNALBRY) = <A (B ® )
+m)(k+1+m)
= TUml kG my Ak @ %;ﬁ)g”))
(k+1+m)! (k+D!'m!
T TRIm Gt l+mi E @AY
L (k+ D!
= le!) Alt(a @ B) Ay
=anf
=(@AB)AY.m

2.2.1.7 Definicija

AE* =Q%-, AKE* sa operacijama +,c- i A se naziva spoljasnja algebra (ili Grasmanova
algebra) od E.m

Kao $to éemo ubrzo pokazati, A*E* = {0} zak > n, paje

AE* =Q%_, AXE*.
Da bismo ovo pokazali potreban je pomo¢ni rezultat:
2.2.1.8 Lema

Neka o}, ..., k€ A'E* = E*if,, ..., f; € E. Tada je

(A . A (fy, s fi) = Z sgn (o) ot (fo'(l)) ek (fa(k)).
OES,
Dokaz:
Koristicemo matematicku indukciju da bismo dokazali da je

oA L AK= k! Al (R ... @ ).

Za k = 1 tvrdenje je tacno, pretpostavimo da vazi i za k — 1. Pokazimo da vazi za k

2.2.1.6(4.)
<IN L AXE 2 oA (A LA R

135

(k—1)! oA Alt(?Q® ... Q k)
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2.2.1.6 (1.)

2 (k- AN (PR ... ® xF)

(k—1+1)!
(k-1)!1!

= (k—1)! Alt (1 ® ... ® k)

=kl Alt(*Q ... ® x¥).m
2.2.1.9 Propozicija

Neka je n = dim(E). Tada je dim(A*E*) = (;‘), za0 <k <n. Zak >n, A*E* = {0}.
Prema tome je dim(AE*) = }(‘:0(;‘) = 2™, Ako je {ey, ..., e,} baza od E i {«}, ..., "} odgovarajuca

dualna baza, tada je
B:={a" A..Aa%|1<i; < <i, <n}
baza od A*E*.
Dokaz:
B generiSe A*E*: neka t € AKE* € T?(E). 1z 2.1.3 sledi da je t oblika
t = t(eil, ...,eik)ail R ... R alk,

Iz 2.2.1.3(2.)12.2.1.8 sledi
= Alt() = )Alt(c' i) = Ly Yt A oA ik
t = Alt(t) = t(ey,, ..., e JAlt(a R.Qa _k!t €y s €y ) LA atk,

Posto je t antisimetri¢no, onda se svi ¢lanovi sume analiraju ako se pojave dva ista indeksa. Odavde
sledida je t = 0 za k > n, paje AXE* = {0} za Vk > n. Ako su svi indeksi i; razli¢iti, tada za svako

o € S imamo

t(ei,, ., )at A Aa =sgn (a)zt( ale@ A LA aleto,

eia(l), ey eia(k))

Postoji k! takvih ¢lanova, pa dobijamo:

t= Z t(ei, - eq) at A Aalk,
1<ip <--<ipsn
Ostalo je da pokazemo da je B linearno nezavisan: neka je
Z til...ik ailA...Aaik = 0.

1<iy <-<ig<n

Treba da pokazemo da susvit;, ;, = 0.Nekaje 1 < i;' <--<i, <n fiksirana k —torka indeksa

i izaberimo jj, ., < -+ < j;, tako da je {if, ..., ig} U {rs1 ot = {1,2, ..., n}
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Tada iz 2.2.1.6 sledi

Wl

0= Z tiyi, @1 A LAk Ao+ .. Nocin= + tis.ql oA L AT,

1<iy<-<igsn

Kako je o!A..Ax"#0 (Iz 2.2.1.8 sledi da je oA ..AxX™ (ey,...,e,) = 1), dobijamo da je
ts o =0.m

ig.dp
2.2.1.10 Definicija

Neka je dim(E) =n, w € A"E*,w # 0. w se naziva zapreminski element na E. Dva
zapreminska elementa w;, w, su ekvivalentna ako je w; = ¢ - w,, za neko ¢ > 0 (od ranije znamo da
je dim(A"E*) = 1). Klasa ekvivalencije zapreminskih elemenata na E se naziva orijentacija od E.m

Ubrzo ¢emo videti vezu izmedu zapreminskih elemenata i1 determinanti.
2.2.1.11 Propozicija
Neka su «1, ..., ke E*. Tada su «1, ..., ¥ linearno zavisni ako i samo ako A ... A «<¥= 0.
Dokaz:
Ako su !, ..., ¥ linearno zavisni, tada za svako i vaZi

oci= Z ¢j o/

j#Ei

Zatim, posto je o< A <= 0, vidimo da je <*A ... A oc¥= 0.

Nasuprot tome, ako su ol ..., ¥ linearno nezavisni, onda se mogu prosiriti do baze
!, ..., ™ Tadaje «,...,"# 0 naosnovu2.2.1.6, paje samim tim o, ..., <*# 0. m

2.2.1.12 Propozicija

Neka je dim(E) =n i ¢ € L(E, E). Tada postoji jedinstven broj det ¢ € R, determinanta od
@, tako da za pull-back preslikavanje (povlacenje unazad)

@*: INE* — A"E*
(@ w)(f1, s fu) = w(@(f), ., 9(fn))

vazi ¢*w = dety - w, za sve w € A"E".

Dokaz:

Ocigledno da je ¢* linearno preslikavanje iz A"E* u A"E*. Iz 2.2.1.9 sledi da je
dim(A"E*) = 1. Prema tome je s obzirom na proizvoljnu bazu {w,} od A"E*, preslikavanje ¢* dato
1 X 1 matricom ¢ € R. Odatle za proizvoljno w = a - wy vazi ¢*w = c - a - wy, a otuda se dobija da
jedetp =c.m
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2.2.1.13 Napomena

Determinanta u smislu 2.2.1.12 je upravo determinanta iz linearne algebre: neka je
{es,...,e,} =:B bazaod E, a {1, ..., x™} odgovaraju¢a dualna baza, i  := oA ... Ax™ .

Tada je

det @ = detow(ey, ...,e,) =@ wley, ...,e,) = w(@(ey), ..., p(e,))

2.2.1.8

= Z sgn (o) ot (40(%(1))) o (q’(e"(")))

OESy

= Z sgn (o) P15(1) - Pno(n)

GESy

gde je (¢;;);j matriCna reprezentacija od ¢ s obziromna B. m
2.2.1.14 Definicija

Neka je ¢ € L(E,F),a € TY(E), B € TA(F).

e Pullback od [ pod dejstvom ¢ je definisano sa
@ : TA(F) — T2(E),
9" (B)(ey, ..., e) = B(@(er), ..., p(er)), ey, ....ex EE.
e Ako je @ bijekcija, tada je push-forward definisan sa
@, TYE) > TF), .= (o71),
paje
0. < (fy, e, fid =% (@72(f), e, 072 (i), fir o fre €F.

Tada je @, = @) u smislu 2.1.4.m
2.2.1.15 Propozicija
Neka je ¢ € L(E,F),y € L(F,G). Tada vazi:

1. @*: T{(F) — TP(E) je linearno, ¢*(A*F*) < AXE*.

2. (Yop) =9 oy

3. Akoje ¢ =idg, ondaje @* = idT]?(E).

4. Ako je ¢ bijekcija, onda je i ¢* bijekcijai (¢*)™! = (¢~ )"

5. Ako je ¢ bijekcija, onda je i ¢, bijekcija i (¢.)"! = (¢~ 1),. Ako je i ¥ bijekcija, onda je
(11[) ° q))* = 11[)* ° §0*

6. Ako a € A*F*, € A'F*, onda je ¢* (XA B) = @* X A @*f.
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Dokaz:

1. i 2. su o¢igledno jasni.

3. @ o 9)" (e, ., ) =o¢ (Y(p(en), ., (9 (er))) = B (e, .., p(er))
= @*(Y* x)(ey, ..., ex).

4, slediiz 2.13.

5, @)1= (™)) T2 ()™t = 9.
6. Q" (XA B)(eq, -.v)psr) = (XA ﬁ)(ﬁ”(ﬁ); ---;§0(9k+1))

= T =gm )N B)) ey, ., E41).m

2.2.2 DIFERENCIJALNE FORME NA MNOGOSTRUKOSTIMA

Konstrukcije koje smo prethodno definisali sada ¢emo preneti na vektorska raslojenja.
Pocecemo sa lokalnim vektorskim raslojenjima.

2.2.2.1 Definicija
Neka je ¢: U X F — U’ X F' lokalni VR-izomorfizam, definisan sa

o, ) = (o (W), (W) - ).
Preslikavanje ¢, je definisano sa @,:U X A*F* — U’ X 2*F"*, (u, w) » (qol(u),qoz (u)*(w)). n
2.2.2.2 Napomena
Kako je ¢, = @9, iz 2.1.2.2 (12.2.1.15) sledi da je ¢, je lokalni VR-izomorfizam (LVR). m
2.2.2.3 Definicija

Neka je (E, B, ) VR, E,, = m~1(b) vlakno nad b € B. Tada

AKE" = U/lkE; - U{b} x AKE;

beEB beEB

i T A¥E* — B, np(e) = b zae € AXE;. Za A € B stavimo da je AXE*|, = [[,ca A¥E; .=

54



2.2.2.4 Teorema

Neka je (E,B,m) VR sa atlasom A = {(¥,, W,) | a € A}. Tada je (A*E*,B,m) VR sa
atlasom A = {( W) AXE* |y npla €A}, gde je  (Yo). = (Yg)y (pogledati 2.1.2.4),
t). (wa)*lak];; = (walEb)*-

Dokaz:

AE*|w,np pokriva AXE*. 1z 2.2.1.15 (5.), (Ya)sl kg su linearni izomorfizmi sa slikom

{1 (b)} x 2¥ (R™)*. Promena VR- karti su LVR-izomorfizmi u skladu sa 2.1.3.6 i 2.2.1.15. U
stvari, (). = (Pe)? . Sli€no kao i u 1.5.1 i ovde sledi da je topologija AXE* Hausdorfova i da
zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti. m

Posmatrajmo specijalan slucaj E = TM.
2.2.2.5 Definicija

Neka je M mnogostrukost. AXT*M := A¥(TM)* se naziva vektorsko raslojenje spoljasnjih
k —formi na TM. Prostor glatkih setenja od AXT*M se oznacava sa Q*(M) i njegovi elementi se
nazivaju diferencijalne forme reda k ili (spoljasnje) k —forme na M. m

Primetimo da je Q°(M) = C*°(M) i Q1 (M) prostor 1 — formi (pogledati 2.1.3.8).

2.2.2.6 Napomena

1. 1z 2.2.1.1 sledi da je svako vlakno od A*T*M, tj. svako A*T,;M je potprostor od (T,M)},
koji se sastoji od alterniraju¢ih (2) —tenzora. Odatle sledi da su secenja od A*T*M
odredena (2) —tenzorska polja koja su u svakom p € T*M alternirajua multilinearna
preslikavanja.

2. Nekaje (,V)kartaod M,y = (x1,...,x™). Iz 2.2.1.9 imamo da za svako p € V familija
{dxt], A oAdxi|, |1 < iy < <ip <n} formira bazu od A*T;M*. Prema tome,
svako seéenje w od A*T*M moze se lokalno predstaviti kao

wly = Z Wi, g dXA LA dxK, (2.2.2.1.)
1< <-<igsn
aj_h""’aj_ik)' Posto su VR-karte od AKT*M oblika (TY)%, w je
glatko ako i samo ako je za svaku kartu (1, V) preslikavanje
Yoo = TPpowep™ = (TY),cweyp™
glatko. Kao 1 u dokazu 2.1.3.12 1ovde sledi da je

1,[)*(1) = E wil---ik o 1,[)_1 XA LA ok,
1<iy <--<ig<n

Dakle, w je glatko ako i samo ako su za svaku kartu sve lokalne komponente w;, ;,

gde su wy, 4, = w(

glatke.

3. Iz 2.1 21.3.13 imamo da je seCenje w od A*¥T*M glatko ako i samo ako je za
VX, o, X, € E(M), w(Xy, .., X;) € C°(M).

4. Iz 1.1 2.1.3.14 sledi da je Q%(M) prostor svih C®°(M) —multilinearnih i alterniraju¢ih
preslikavanja (X(M))* — C°(M).
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5. Pored operacija +, f - i @ koje smo do sada izucavali, za diferencijalne forme postoji i
spoljasnji proizvod: neka x€ Q¥ (M), B € Q*(M). Tada imamo:
xAB=p e alp)AB(p) € A**'T,M*.
Sledi da je < A B € Q*TH(M) (glatkost sledi iz 2. ili 3.).
QM) =@, A (M)
sa ovim operacijama se naziva algebra diferencijalnih formina M. m

U 2.1.3.9 12.1.3.10 uveli smo spoljasnji izvod df glatke funkcije f. Ovu operaciju ¢emo prosiriti sa
Q°(M) na Qk(M).

2.2.2.7 Teorema

Neka je M mnogostrukost. Za svaki otvoren skup U € M postoji jedinstveno definisana
familija preslikavanja

d*(U): Qk(U) — Q*1(U),
koju ¢emo oznaditi sa d, takva da vazi
1. d je R —linearno i za <€ Q*(U), f € Q'(U) imamo
d(xAB)=d <A+ (—1)* xAdp.

2. Zaf € Q°(U) = C*(M), df je spoljasnji izvod iz 2.1.3.9.

dod =0.

4. Ako su U,V otvoreni skupovi takvidaje U SV € M i x € Q%(V) tada je d(c< |y) = (d )|y tj.
dijagram komutira.

(98]

(o T PR ()

.Qk+1(V) —)|U .Qk+1(U)

d se naziva spoljasnji izvod.
Dokaz:

Jedinstvenost: 1z 4. sledi da je dovoljno pokazati da je d jedinstveno definisano u proizvoljnoj karti
(Y, U). Neka w € QF(U).122.2.2.6 (2.),

w = Z Wi, 5 XA LA dxk,
15ig<-<ig<n
Prema tome, iz (1.),(2.) 1 (3.) dobijamo
dw = Z d(w;, ., A5 A A dx')
1iy<-<ig<n
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Z dw;, i A dx' A A dxlk )

1<ip<-<ig<n

+ Z Wiy i A A(dX) AdX2 A LA dice+ 0+ e+ 0,
1<iy <-<ix<n

odakle sledi jedinstvenost.

Egzistencija: Za proizvoljnu kartu definiSemo d sa (*). Pokazatemo da ovako definisano d ima
trazene osobine (1.) — (4.):

(1.) linearnost je ocigledna, pa je dovoljno izraCunati d(xApB) za X = fodf; A...Adf,
B = godgy A ... A dg;. Primetimo da za proizvoljno X € X(M) vazi
d(fog0)(X) = X(fogo) = X(fo)go + X(go) fo = (godfo + fodgo)(X), pa je
d(fogo) = godfo + fodgo.
Prema tome je
d(<AB) =d(fogodfi A ...Ndf, Adg, A ...Adg;)
()
2d(fog0) A dfy A...Adf, Adg, A...Adg,
= godfo A dfi A...Adg, + fodgo A dfy A .. A . A dg,
=dxAB+ (—Dkandp.
(2.) 1(4.) su ocigledni.
(3.) Dovoljno je pokazati da vazi d(df) = 0, Vf € C®(U).1z(2.2.2.1.) je

if = ) g

Prema tome,

d(df)=i (gf)/\d‘—z ax](gj) dx Adxi =0,

i=1 i,j ~———— _ antisimetritno
simetricno po i,j

Ostalo je da pokazemo da je d dobro definisan globalno na M. Neka je ¥ = (y?,...,y™)
druga karta, bez gubitka opstosti sa istim domenom U. Defini§imo d sa (*) (zamenjujuéi
x = y). Iz dokaza jedinstvenosti sledi da je

dw = E dwi, ., N dx"t A LA dxk = dw.
[—; [—;
1<iq < <ip<n = =dxi1 =dxik
siy kS =dwi x =dx

Prema tome, d je istog oblika u svakoj karti, pa je globalno dobro definisano. m

2.2.2.8 Primer
1. Nekaje w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy 1 —formana R?. Tada je
dw =dP Ndx +dQ ANdy =

(apd L o0Py )/\d +(6Qd 29, )/\d
ox Ty ox X T ey )N

_(GQ aP)d Ad
~\ox oy XA GY.

57



2. Nekaje w = P(x,y,z)dy Adz + Q(x,y,2z)dz Adx + R(x,y,z)dx A dy. Tada je

Neka su M i N mnogostrukosti i F: M — N glatko preslikavanje. Za w € T;2(N), pullback od w
pod dejstvom F je definisano sa

F*o(p) = (T,F) (0(F(p)))
(pogledati 2.2.1.14).

Odatle za X;, ..., Xy € T,M imamo

Fro(p)(Xy, .., X) = o(F(p)) (TpF(Xl), T F(Xk)).
Posebno, F*f = foFzaf € C*(N) = Q°(N).m
2.2.2.10 Lema
Neka su funkcije F:M — N, G: N — P glatke. Tada

1. FTO(N) — T2(M), F*: Q¥(N) — Qk(M).
2. (GoF)" =F*oG".

3. idy = idgkgy (resp. = idio(M)).

4

. Ako je F difeomorfizam, onda je F* linearan izomorfizam i (F*)™1 = (F~1)*.

1. Iz 2.2.1.15 (1.) imamo da (TPF)*(w(F(p))) € T2 (T,M) resp. E/lk(TpM)*. Prema tome,
treba pokazati da je F*w glatko. Neka su (¢, U), (,V) karte od M resp. N takve da je
F(U)<SV.TadasuiFy, =¢poFop tihw= (T).,owop~! glatke funkcije (pogledati
2.1.3.1212.2.2.6 (2.)). 1z 2.2.1.15 (2.) dobijamo (stavljajuéi p = ¢~1(x)):

(DFtpqo(x))* = (Tthpqo)* = (Tryp o TyF © (qu))_l)*
= ((Tp) ™) o (T,F)" o (Try¥)” (*)
=(Tp®)«
Prema tome, iz 2.1.3.12 i 2.2.2.6 (2.) sledi da je lokalna reprezentacija ¢, (F*w)(x) od F*w
s obzirom na kartu ¢ data sa

(T@). o F'wo p~(x) = (Tpp) o (T,F) (w e Fop~(x))

= (Tp0), o (T,F)  (Teer) (Tegpy), e @ o™ oo F o o™} (1))
()
= (DFypp ()" (.w) © Fyg (X))
c® c® =
Sto je glatko.
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2. (GoFy@® =(T,GoR) (w6 F())
= (TrG ° TyF)’ (w(G ° F(P)))

2.2.1.15 (2.)

= () (Tr6) (@ (6(F®)))

= (1,F) (6" (F())
= F*(G*w)(p).
3. Ocigledno
4, Slediiz2.i3.m
2.2.2.11 Teorema

Neka je preslikavanje F: M — N glatko. Tada

1. F:Q(N) — Q(M) je algebarski homomorfizam, tj. F* je linearno i vazi
F(aAB) = (F*a) A (F*B).
2. Zasvakow € Q(N), F*(dw) = d(F*w).
Dokaz:

1. Nekajeprvo x = f € QO(N) = C*(N). Tada je
F*(f AB)() =F*(f-B)(p)
= (1,F) (F(F@)B(F®)))
= f(F®)) (T,F) (B(F (p)))

F*f(p) F*B(p)
= (F'f ANF*B)(p).

U opstem slucaju vazi

F @ AR @) = (T,F) (o« (F®)) A B(F()))
2.2.1.15 (6)
2 (5,F) (« (F®)) A (T,F) (B(F®))
= ((F* o) A (F*B)) ().
2. Na osnovu definicije od F* 12.2.2.7 (4.) dovoljno je pokazati da svako p € M ima okolinu U
takvu da vazi d(F*w|y) = (F*dw)|y za sve w € Q(N). Neka je (1,V) karta oko F(p) i U
okolina od p takva da je F(U) € V. Tada za w € QX(V) imamo

w = Z Wi, 5 AXTA LA dxE

1<iy <-<ig<n

dw = Z dw;, ;, ANdx" A LA dx'k,
1<y <-<ig<n

Iz 1.je
Froly = Z F* wil_"ikF*(dxil) A A F*(dxik). (*%)
U opstem slucaju, za f € C*(N), vazi F*(df) = d(F*f). Zapravo, ako X € T,M, onda je

F @ ®)X) = df (Fp)) (T,F (X)) = Ty f (T,F (X))
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=Tp(f e F)(X) =d (f o F) (p)(X).
:F*f
Iz (**) zaklju¢ujemo da je

d(Frwly) = d(z Frw; ; d(Fx) A .. Ad(Fx'))
- Z d(F*wy, ;) AA(F*x'1) A A d(Fxix)
_ Z F*(dwy, ., ) AF*(dx™) A ... A F*(dxc)
= F*(Z dw;, i, Adx A .. A dx'k)

= (F*dw) |U' |
2.2.2.12 Propozicija

Neka je M mnogostrukost, p € M, (¢,U), (V) karte oko p, ¢ = (x1,..,x™)
Y =t ...,y™). Tada:

1 dx'|, =X}, Dy(pt o p™1) (¢(P))d3’k|p = Dk= 16 K |p dy*l,

dxt A ..A dx™|, = detD(p o) (Y(P))dy* A .. Ady",
3. Ako w € Q"(M), ¢.w = w(pal AAat, Yoo = wwal A Aa™ (ab, .., «" je standardna
baza od (R™)"), tada

wy () = w,(@ o P~ () -detD(p o p~ (), Vy € p(V).

Dokaz:

1. Kako je {dxi|p|1 <i< n} dualna baza od {% Ipl1<j < n}, dovoljno je pokazati da je

(Z ol Ip>(66,| ) =6,

k=

Zaista,

n a i n
D el dyk|p(ax, b) = D Dle o)W@)W o g™ (9()) = by

k=1 Tk k=1 [D(@oyp™ D]k [D(ep™)]kj

2. Iz 1. dobijamo (koristimo konvenciju o sabiranju):
n

. _— d0x?t . 0x o
dx' A dxly = ( 5z lpdy Ty | A e (mbdy |,,)

ox?! ox™ . .
=ay0_1|p' .'mlp dyl/\.../\dy nlp
={sgn (0)dylA..Ady™|,, OES,
0, inace
dx™
_(Z Gy 0 gy o 597 (0) 1 dyt A dy",,
OESy

det(D (@~ (Y(p)))
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3. Neka je w=fdx*A..Adx"=gdy'A..Ady" Tada iz 222.6 (2) sledi da je
wy,=fop™l, wy=goy!, pa2. daje
f@)dx* A...A dx™|, = f(p)detD(p o yp~1) (Y(p)) dy' A ...Ady"],
= gP)dy* A..Ady™],.
Odatle je

wy( =g 0) = f(¥()) detD(p o Y~)(»)
= wy(p o™ () detD(p o p™)(y).m
2.2.2.13 Napomena
Direktni dokaz od 2.2.2.12 (3.) moZe biti baziran na 2.2.1.12: Neka je

Yo = wy <IN LA, pow = W, oA LA &,

Tada je
() oA A= (1) 0 9" (0, A LA (Y)
= (T,(p o ¥™) (@p(@ o Y1) oA .. Acx™)
= det(D(@ o ™)) w, (@ o P~ () A . AT,
paje

wy @) = w,(@ o p~1() - detD(p o) (y).m
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2.3 INTEGRALNI RACUN NA MNOGOSTRUKOSTIMA

Cilj ovog poglavlja je da se razvije teorija integraljenja diferencijalnih formi na
mnogostrukostima. To ¢e omoguciti da se dokaze Stoksova teorema, koja uopStava sve klasi¢ne
teoreme integralnog racuna (Gausovu, Stoksovu, Grinovu teoremu). Kao osnovno sredstvo
koristi¢emo pravilo o transformaciji za integrale (metodu smene).

2.3.1. Teorema
Neka su U,V € R™ otvoreni, ®:U— V difeomorfizam i f € C(V), tako da je
supp f kompaktan. Tada je

j F(@(x)) | det Dd(x)| dx = j f(y)d"y.m (2.3.1.)
U 74

Strategija za definisanje wa za w € QFV), (QF predstavlja prostor n —formi sa

kompaktnim nosacem, V je karta od M) ¢e biti da stavimo da je

ja) :=] a)(p(X) d”x.
M o)

Da bi ovo bio dobro definisan izraz potrebno je da ne zavisi od izbora karte. Medutim, ponaSanje w,,
usled transformacije karti u skladu sa 2.2.2.12 (3.) se razlikuje od (2.3.1.), jer nema apsolutne

vrednosti od detD (@ o~1). Zbog toga éemo posmatrati samo mnogostrukosti sa posebnim
atlasima:

2.3.2. Definicija

Mnogostrukost M  se naziva orijentabilna ako poseduje orijentisani  atlas
A ={Wy,V,) | @ € A} takav da je

detD(l,b[g ohz)(x) >0, Vx€Py(V N V[g), Va,Vp.

Kao 1 u slucaju glatkih mnogostrukosti 1 za orijentisane mnogostrukosti se definiSe
odgovaraju¢a C* —struktura. Karte iz orijentisanog atlasa se nazivaju pozitivno orijentisane.
Mnogostrukost M zajedno sa orijentisanim atlasom se naziva orijentisana mnogostrukost. m

2.3.3. Napomena

1. Nije svaka mnogostrukost orijentabilna. Najpoznatiji primer neorijentabilne mnogostrukosti
je Mobiusova traka (Slika 12.).

Slika 12.
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2. Moze se pokazati da su sledeci uslovi ekvivalentni
e M je orijentabilna.
e JweQ"(M) sa w(p) +0, Vp € M. Takvo w se naziva zapreminska forma na M
(pogledati 2.2.1.10)
e (% —modul Q"(M) je 1 —dimenzionalan (svaka zapreminska forma je baza). m

U specijalnom slu¢aju M = R™ imamo:

Za o = a(xy, ., x,)dx* A ...Adx™ sa kompaktnim nosatem K € U, U je otvoren skup u R",

stavimo
jw:=ja(x)d”x.
U K

Da bi se ova definicija proSirila na proizvoljnu mnogostrukost prvo ¢emo posmatrati slucaj
w € QF(M), supp (w) S U, gde je (¢, U) karta od M. Stavimo

j( o= [ 0.1 = L CL

2.34. Lema

Neka je M orijentisana mnogostrukost, w € QF(M) i (@, U), (¥, V) pozitivno orijentisane
karte takve da je supp (w) € U NV. Tada je

[e=l,
(¥) W)

pa moZemo pisati samo [ w.
Dokaz:

Nekaje .0 = wya A..Aa™,  Pw=wya' A..Aa™ Tadaje

j w=j w¢<y)d”y=j w0y () dy =
W v wwav)

2.2.2.12.(3)
= j w0p(9 o Y7 (3)) det D(g o p~)(y) d"y
Yuny) |det D(@eyp~ 1) (W)I

=j wy (x)d"x =j w,(x)d"x =j w.m
QUNV) o) (¥)
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2.3.5. Definicija

Neka je M orijentisana mnogostrukost i A = {(¥,,V,) | @« € A} orijentisani atlas. Neka je
{x.|a €A} particija jedinice koja odgovara pokrivatu {V,|a € A}. Neka w € QF(M) i
Wy = X4 " W (prema tome supp (w.) je kompaktan i sadrzan u V). Tada je

[ o

XEA

2.3.6. Propozicija

1. Suma u 2.3.5. sadrzi samo konacno mnogo nenula sabiraka.
2. Definicija 2.3.5. ne zavisi od izbora orijentisanog atlasa (u datoj orijentaciji C* — strukturi), a ni
od particije jedinice.

Dokaz:

1. Posto je familija {supp Xo l @ EA} lokalno konaCna, samo konaCno mnogo supp x, seCe
kompaktan skup supp (w) (svako p € supp (w) ima okolinu koja sece samo konacno mnogo
Supp x,» i konatno mnogo takvih okolina pokriva supp (w)).

2. Neka je A = {(qoﬁ, U[g) | B € B} neki drugi orijentisani atlas u istoj orijentisanoj
C™ — strukturi, i{ﬂ[gl B € B} particija jedinice koja odgovara pokrivacu {U[gl B € B}. Tada
Xphp=1

;jwoc = ZJZ”M“w=;j”ﬁxocw=“'=;jugw.-

xXEA PEB

U teoremama 1z integralnog raCuna u vektorskoj analizi, tipicni domeni integracije su
n —dimenzionalni domeni sa rubom, gde je sam rub (n — 1) —dimenzionalni domen integracije.
Takvi domeni trenutno nisu obuhvaceni nasim pojmom mnogostrukosti.

2.3.7 Primer

Nekaje M = {(x,y,z) € R¥| z = x?> + y?,z < z,, zo > 0} (Slika 13.).

Slika 13.
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M nije mnogostrukost, jer tatke kao $to je p; nemaju otvorenu okolinu u M koja je homeomorfna sa
R?. Sa druge strane je ocigledno da M ima karte koje su homeomorfne sa relativno otvorenim
podskupovima odgovaraju¢eg poluprostora. Tacke kao Sto je p; formiraju rub (ali ne rub u
topoloskom smislu) od M, koji je sam 1 —dimenzionalna mnogostrukost (bez ruba). m

U sledecoj definiciji precizno ¢emo uvesti ove pojmove.
2.3.8 Definicija

Neka je poluprostor H® = {(x1,...,x™) € R"|x! < 0} snabdeven indukovanom topologijom
od R™ (tj. V € H™ je otvoren ako i samo ako 3U S R" otvoren takav da je U N H™ = V). Neka je
V € H™ otvoren. Preslikavanje f:V — R™ se naziva glatko na V' ako postoji otvoren podskup
U 2V od R™ i glatko produZenje f od f na U. Za proizvoljno p € V uzimamo Df(p) == Df(p).m

Potrebno je proveriti da Df (p) ne zavisi od f. To je jasno, ako je V S (H™)°. Zato neka je
p=(0,x%..,x"), fi f su dva glatka produzenja od f na otvorenoj okolini U od p u R™. Neka je
g=Ff— f Treba pokazati da je Dg(p) = 0. Uzmimo niz tataka p,, € (H")?, p,, » p. Tada je
Dg(p,) =0 Vm, pajei Dg(p) = lim,,_,.. Dg(p,,) = 0 (Slika 14.)

Slika 14.

2.3.9 Definicija

Mnogostrukost sa rubom je skup M zajedno sa atlasom A = {(Y,,V,) | a € A}, gde su
ViV, = Yo (V) € H™ bijekcije, a (V) (relativno) otvoreni skupovi u H", tako da
UxeaVo =M izasve x,f sal, NVg # 0 vazida je

Yp o P i PV N V) — Pp(V, N Vp)

glatka funkcija u smislu 2.3.8. Kao 1 za mnogostrukosti bez ruba i ovde trazimo da je prirodna
topologija od M (indukovana kartama) Hausdorfova i da zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti. m

2.3.10 Lema

Neka je M mnogostrukost sa rubom. Tacka p € M se naziva rubna tacka od M ako postoji
karta (i = (x1,...,x™),V) takva da je x*(p) = 0. Ako je p rubna tatka, $to ozna¢avamo sa p € M,
tada za svaku kartu (¢ = (y1, ...,y™),U) oko p vazi y1(p) = 0.
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Dokaz:

Pretpostavimo suprotno, da postoji karta ¢ = (y1, ..., y™) takva da je y1(p) < 0 (Slika 15.).

Slika 15.

Izaberimo okolinu U’ od ¢(p) koja je otvorena u R™ i sadrzana u (U NV) S H™. Kako je
det(D@W oo 1)(p()) #0, odavde sledi da je 1ot difeomorfizam na okolinu od
Yoo o) = ¥(p) koja je otvorena u R™. Ova okolina mora biti sadrzana u H", $to dovodi do
kontradikcije sa Y (p) = x*(p) = 0.m

Sve konstrukcije koje ve¢ znamo za mnogostrukosti bez ruba, kao $to su tangentni prostori,
tenzori, diferencijabilne forme, orijentabilnost itd. mogu se analogno preneti 1 na mnogostrukosti sa
rubom. Sledeéi rezultat pokazuje da je M takode mnogostrukost (bez ruba).

2.3.11 Propozicija

Neka je M n —dimenzionalna mnogostrukost sa rubom. Tada je M (n — 1) —dimenzionalna
mnogostrukost (bez ruba). Ako je M orijentisana tada orijentacija od M indukuje orijentaciju od dM.

Dokaz:

Neka je A ={W,,V,)|a €A} atlas od M. Stavimo A :={a € A|V,NIM # @} i
A= {(¢a|vanaM’ V,ndM)| a € A’}. Pokaza¢emo da je A’ atlas od dM.

Neka V. :=V, N OM, o = Pqlp, - Tada je Po: Ve — o (Vi) bijekeija i iz 2.3.10. sledi da je
1/70((2() = 1/)0((170() N {x* = 0}. Jasno, Uyear Voc = M. Neka a, B € A’ tako da je V. N V[g # @. Kako
je Ya (Ve n V[g) C H™ otvoren, imamo da je P (¥ N V[g) =, (V, n V[g) N {x! = 0} otvoren u
{xt =0} = R"1. Sta viSe, Pp ° Px* je glatko na P (Vi N V) kao restrikcija glatkog preslikavanja
Yp o Yo 1. Pretpostavimo sada da je dodatno A orijentisan, tj. da je detD(l,b[g oy 1) > (0za sve
«,f za koje je V,NVg# @ Neka je P, = (xL, .., x) 1 Yp = (xé, ...,x[’gl). Tada za svako
0,x2, ..., x2) € YoV N V[g)

Yp o] 0,x2, ..., x% =(0,1I)3°123;1(x;()).
=ix}

Odatle je
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a(ll)g Y)
[FE= 0 o)
D(l,bﬁ Y )(O xa) = | * B B | |(0,x{x)
\ : D (g o Pt
-1
= det D(Pg o Yz1)(0,x5) = M l(0x2) det D(Pg o Pc*) (0,x5) ()

Sada je g o P (0,x¢) = 0 i o (x1,x4) < 0 za x* < 0 (jer g o P’ H® — H™ ). Odatle

9 10 o_(1
je % > 01i# 0 (iz (¥xx)), prema tome sledi da je izraz pozitivan tj. > 0. Iz (*) sledi da je

detD(Pp ° Pxt) > 0, paje A’ orijentisan. m

2.3.1 STOKSOVA TEOREMA

Navodimo 1 poslednji deo koji nam je potreban za dokaz Stoksove teoreme. Posmatrajmo
restrikciju diferencijabilne forme definisane na M, na dM. Neka je i:dM < M prirodna inkluzija.
Primetimo da je i glatko, jer za proizvoljnu kartu y = (x1, ..., x™) od M imamo

oM ~ 1. M
; \ \ v
vV T P)

gde je j: (x2,...,x™) » (0,x2,...,x™). j je o¢igledno glatko.

Restrikcija proizvoljnog w € Q¥(M) je definisana kao i*w € Q¥(0M). Kao i u (2.2.2.1.) lokalna
reprezentacija od w s obzirom na 1 je data sa

w = Z Wi, XA LA dxe

1<iy<-<igsn

Tada je Y, w dato sa

. -1 cia ik —. /4 i1 ix
Z Wiy iy © YT oA LA : Z ;g X A Aok

1<iy <-<ig<n 1<iy <-<ig<n
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Lokalna reprezentacija od i*w s obzirom na 1 je data sa

D) =) ) = (o) w= @ o)=Y )0 =) (o)

2.2.2.11 (1)

1<iy <-<ig<n

Primetimo da je

2229 . . 0, k=1
FEOWL 2wt D@ @ = () = e ka1
=j iz linearnosti k ’
Odatle dobijamo
TG E D S Y S (23.1.1.)

1<ig<-<igsn
2.3.1.1 (Stoksova teorema)

Neka je M orijentisana mnogostrukost sa rubom, w € Q?~1 (M), i i: IM — M. Tada je:

j i*w=]dw.
oM M

Dokaz:
Oznacimo sa K kompaktan nosa¢ od w. Razmatra¢emo dva slucaja:

1. Postoji karta (Y = (x%,..,x™),V) sa KCV. Posto w€ Q1 (M), onda se lokalna
reprezentacija od w u odnosu na Y zapisuje

w= Z wrdxt A A XA dxKYLA LA dx? (2.3.1.2)
k=1

gde wj € C* (V) za sve j. Odatle,

dw—(Z( 1)k 19 )dx A ... A dx™, (2.3.1.3)

sa = Dy (wg o Y~ (Y(.)). Sada ¢emo izdvojiti podslucajeve:

ak

la) VNJdM =@. Onda i*w = 0 (na osnovu (2.3.1.1)), odatle faM i*w = 0 1 zelimo da pokazemo
da je takode

(23.1.3), 2.2.2.6 (2) w¥

2.3.4
jdw = [ y.(dw) = Z( 112 ’;{ . dx™ = 0.
M W) W) et
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Sada ¢emo izabrati paralelopiped Q € H" (Slika 16.) oblika:

Q ={(% ..., xM|ak <x*¥<bk, 1<k <n}

tako da ¥ (K) lezi u unutradnjosti od Q. Ako se proSiri kompaktan nosac w}f od 0 na sve u

H™, dobijamo (primenom osnovne teoreme racuna):

Slika 16.

jW)Z( 1)*= 190 dx”—Z( 1)*= 1] aw" dx! ... dx" =
k

k=

=0

Z( 1)k- 1j(a)lp(x ., xk=1 pk xk+1  xn)

- w,, V(1 “Loak, xRt x™)dxt L dx Rkt L

=0

1b) Pretpostavimo daje V N dM # @. Tada

2.3.4. _
j ‘o = j Y, (i*w)
oM PVNIM)

(2.3.1.2),(2.3.1.1)

= j a)ip(O,xz,...,x")dx2 dx
PVNIM)

dx™

n

=[$®)n{x1=0

(2.3.1.4)

Opet smo proSirili w}f od 0 na sve u H™ i izabrali paralelopiped Q@ € H™ (Slika 17.), ovog puta ima

oblik
= [al, 0] x [a? b?] X ...x [a™, b"],

tako da ¥ (K) € Q° U {x! = 0}. Tada kao i u prethodnom slu¢aju imamo:
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Slika 17.
jdw—Z( 1)kljakdx . dx™
= j (a)1 (0,x2,...,x™) — w, Y(at,x2, ..., x™))dx! ... dx™
[a2,b2]x..x[a™b"] (=Qn{x1=0}) )
n
+Z(_1)k_1 j(w}f(xl, v, DR ™) — w) V(1 koo, x™))dxt.dx*dxkt L dx™
k=2 0 0

j wip(O,xz, e, x™dx? .. dx™
Y(E)N{x1=0}

(2.3.1.4)

~ .

= jlw.
oM

2. U opstem slucaju: Neka je {(¥,,V,) | a € A} orijentisani atlas, {y(x)| @ € A} odgovarajuca
particija jedinice. Onda w, = x, * w zadovoljava uslove sluCaja 1. Takode

Yodx, =dZurx,) =d(1) =0.Tadaje w = ¥y wg i

Y dwg= ) d(rw) =) [@r)o+ ) x.do=do.

Iz ovoga kona¢no dobijamo
1.
jdw=Zdecx”——“ZJ i*woc=j i*(chx)= j i*w
M . M . oM oM . oM

2.3.1.2 Primer

1. Primenjuju¢i 2.3.1.1. na w iz 2.2.2.8. dobijamo Grinovu teoremu u ravni:
j Pdx + Qd j(aQ aP)dd

X y= o, T 5. )axay.

oM m\0x 0y

2. Iz 2.2.2.812.3.1.1. izvodi se Gausova teorema o divergenciji (u R3):

J(ap 9Q , R

M )dxdydz_j Pdy Adz + Qdz A dx + Rdx Ady.m
ax oy Tz "
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