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Predgovor

Ovaj rad sadrzi tri glave. U prvoj glavi prelazimo put od apstaktnih Hilbertovih
prostora, u kojima se definiSu Fourierovi koeficijenti, do konkretne realizacije trigonometrijskih
redova Fouriera. U drugoj glavi definisu se rubni problemi, sopstvene vrednosti, sopstvene
funkcije 1 daju se njihove karakteristicne osobine. Treca glava sadrzi neke poznate ortogonalne
polinome i funkcije.

Ovom prilikom se zahvaljujem svom mentoru Prof. Dr Mirko Budinéeviéu na
podrsci, poverenju, savetima i lepim re¢ima.

Novi Sad, septembar 2011. Tamara Puri¢



1. Fourierova! analiza

1.1. Uvod

Neka je X vektorski prostor funkcija nad poljem komleksnih brojeva C. Preslikavanje

(-]): X x X = C se naziva skalarni proizvod, ako zadovoljava sledece uslove:

a) (f+glh)=(f|h)+{glh)  (linearnost),

b) (aflg) = alflg) (homogenost),

c) (flg) = (glf) (hermitska simetrija),

d) (fIf) =0,(f|f) =0< f =0 (pozitivna definitnost),
za sve f,g,h € X i sve kompleksne skalare a. Prostor X u koji je uveden skalarni proizvod
naziva se unitaran.

1.1.1. Definicija: Podskup elemenata u unitarnom prostoru X se naziva ortonormirani skup,
ako su svi njegovi vektori jedinicni i medusobno ortogonalni. Ako je to npr. A = {a;|i € I}, onda
lajl =1 i (aila;) =0, i#j, i,j €I. (Ako vaZi aja;, +aza;, + -+ asa;; = 0,tada je
a, = a, = -+ = ag = 0 t]. vektori iz A su linearno nezavisni.)

1.1.2. Teorema: Neka je F skup svih ortonormiranih skupova u unitarnom prostoru X, tada F
nije prazan.( F nazivamo i skup ortonormiranih sistema)
a

Dokaz: Neka je a € X proizvoljno i a # 0. Tada vazi da je {—} ortonormirani sistem. m

llall

1.1.3. Definicija: Neka su A,B € F ,tada A < B, ako je A € B (Sto je relacija parcijalnog
uredenja).

1.1.4. Teorema: Postoji maksimalan totalno ureden podskup od F, oznacimo ga sa E.

(tj. ako ES F i EC E' € F i E' totalno ureden,sledi E = E")

Dokaz: Stavimo da je E; = Uxec A. E; je ortonormirani skup vektora, jer ako su npr.

a;,a, € Eq, tj. postoje Ay, A,, takvi da su a; € Ay, a, € A,, tada, posto A; € A4, ili A, € A;,
oba se nalaze u ,,veCem®, a tamo su ortogonalni. Takode vazi da E = E,, jer inaCe E nije
maksimalan totalno ureden skup, jer bi od njega bio ve¢i E* = E; U E, $to je kontradikcija. m

! Jean Baptiste Joseph Fourier(1768-1830) francuski matematicar
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1.1.5. Teorema: E je maksimalan ortonormiran sistem.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji veéi E;- ortonormirani sistem, tj. E C E;. Posto vazi E < Ej |
familija F, = F U E; daje ,,vecu* totalno uredenu familiju od F, dolazimo do kintradikcije, pa
morabiti E = E;. m

1.1.6. Definicija: Maksimalan ortonormirani sistem se naziva kompletan ortonormirani sistem
(naziva se baza, ako je sistem prebrojiv), i oznacavamo ga sa (C0S).

1.1.7. Teorema: Potreban i dovoljan uslov da je E (cos) jeste da za svako x € X, tako da je
(x|e) = 0,zasvako e € E, vazi x = 0.
Dokaz: (=) Neka je E = {e,|a € I}. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji x, € X, tako da je

(xoleq) =0, zasvako a €1, ali x, # 0. Tada E; = E U {”i‘)”} D E, znac¢i E nije maksimalan,
0

Sto je kontradikcija.

(<) Neka vazi da za svako x € X, tako da je (x|e) = 0, za svako e € E, vazi x = 0. Dokazimo
da E jeste (cos). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji E; oronormirani sistem, koji E; D E.
Neka je z € E;\E, z # 0 (jer ortonormirani sistem nema nulu, jer su svi vektori jedini¢ni), tada
vazi (z|e,) = 0, za svako a € I, ali to je kontradikcija sa naSom pretpostavkom da za svako
x € X, tako da je (x|e) = 0, zasvako e € E, vazi x = 0, pa E jeste (cos). m

1.2. Fourierovi koeficijenti

1.2.1. Definicija: Neka je x € X i neka je E (cos) u unitarnom vektorskom prostoru X.
Definisemo x, = (x|e,), a € 1. Kompleksni brojevi x,, a € I se nazivaju Fourierovi koeficijenti
zax.

1.2.2. Teorema: (Beselova® nejednakost) Neka su XayrXay - »Xqg FOUrierovi koeficijenti za
x € X. Vazi

N

D il < el

i=1
Dokaz: Na osnovu pozitivne definitnosti skalarnog proizvoda:
N S

(x — Z XaCa;l X — Z Xq;€q;) = 0.

i=1 i=1

Iskoristimo definiciju Fourierovih koeficijenata i ortogonalnost (tj. da ostaju samo ¢lanovi sa
istim koeficijentima), pa dobijamo:

? Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) nemacki matematicar
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s s s
(x|x> - Z JZotixai _zxaifai +Z xaifai =0,
i=1 i=1

i=1
N
2112 = ) [, m
i=1

sto daje:

1.2.3. Teorema: Neka je E = {e,| € I} (cos). E je prebrojiv, ako je X separabilan.

Dokaz: Vazi za a # B daje |leq — eg||” = (eq — eglea —€5) = 1—0—0+1=2.
Posmatrajmo lopte L (ea, g) = {t EX; It —e,ll < g} koje su disjunktne. Iz separabilnosti X
sledi da postoji prebrojiv, svuda gust skup A = {a,: n € N}, tako da se u proizvoljnoj lopti u X
nalazi bar jedna tacka iz A, dakle kardinalan broj lopti ne moze biti veé¢i od kardinalnog broja
skupa A, koji jeste prebrojiv. m

1.2.4. Teorema: Neka je x € X i ] c I podskup onih indeksa za koje su odgovarajuci Fourierovi
koeficijenti razliciti od nule. Skup | je najvi§e prebrojiv.

Dokaz: Neka je 4,, = {i €l: |x | > ,nE N} vidimo J = UnenAn, jerj € ], ako je x; # 0 tj.
postoji n,, tako da vazi |x]| = — X pa] € Ap,. Obrnuto, ako j = Upen Ay, znaci postoji ng, tako

da vazi j € Ay, pa a; # 0 tj. ] e] Znamo ako ji,j2, . ,Jjr € Ay, tada na osnovu Besselove
nejednakosti:

r

D Il < i

k=1

r: ?SZPC],( ’

paje r < n?||x||?, ali posto je n?||x||? fiksno, r ne moze biti beskona¢no, znadi svaki 4,, je
konacan, pa je J prebrojiv. m

a znamo da:

1.2.5. Teorema: Neka je x € X i ] skup indeksa za koje su Fourierovi koeficijenti razliciti od
nule. Znamo |J| < X,. Neka su poredani u niz ji, j,, j3 ... . Tada je:

8) T24g,|” < llxIl?
b) Niz S, =Xi,x;e; jeCauchyjev,n €N
Dokaz:
a) Kako Z 1|x] | < ||x||? vazi za svako k, sledi tvrdenje.
b) Nekajen>m,n,meN

n 2 n n n
2
1 =Snll? = || > weill = ¢ me 1 Y med= > |yl
i=m+1 i=m+1 i=m+1 i=m+1

a pod a) smo pokazali da je red pozitivnih brojeva konvergentan, pa onda i ostatak konvergira,

. .- . 2 . . .
tj. vazidaje ||S, — Spll? = ?=m+1|xji| < g,zan,m > ny(e), $to smo i hteli. m



1.2.6. Teorema: Neka je X Hilbertov prostor, tada vazi x = }.;2, x;.e;,, gde je A = {j;:i € N}

skup indeksa za koje su Fourierovi koeficijenti razliciti od nule i vazi Zfillxji |2 = |Ix]|? .

Dokaz: Znamo S, = Y., x;e;, je Cauchyjev, n € N, na osnovu Teoreme 1.2.5. b). Kako je

X kompletan, postoji y € X, tako da S, -y, tj. y =X e, . Pokazimo x=y tj.

pokazac¢emo (y — x |e,) = 0, zasvako a € I. (naravno, znamo da je {e, | a € I} (cos) ). Imamo:
n

(v = xleq) = (Jim > x5, — x| eq)
- i=1 - - -
, pa posto je skalarni proizvod neprekidan, ,,pustimo limes van”, tj. imamo
n
(v = xleq) = lim () x5, = x] eq),
i=1
akoa ¢ 4 ,tadax, = 0, paje:
n

<Z xjieji | ea) - (xlea) =Xg — Xg = 0.
i=1

A, ako je a € A, recimo a = j; , tada:
n

(z Xj€ji I ejio) - (xleji()) =0,
i=1

jer za takvo n umanjenik ¢e biti Xjio» kao i umanjilac, pa je razlika 0. Znaci, pokazali smo da vazi

o

X = Z Xj;€j;»

i=1

(o]
Dl =
i=1

n n
(x|x) = qi_{{}ozxjieji I ,lli_{{}ozxjieji)
i=1 i=1 n

n n n
=lim () x;e; | x;.e;.) = lim x;.x;. = lim |x- |2
n—00 Ji~Ji Ji~Ji n—00 i7" n—oo Jil
i=1 i=1 i=1

i=1

jos$ da pokazemo:

i na osnovu Teoreme 1.2.5. ;
n [oe]
. 2 2
lim > * = |,
i=1 i=1

co

Ill” = ) ||

i=1

pa:

Sto smo 1 hteli pokazati.m



1.2.7. Teorema: Neka je X Hilbertovix = Y ;e4, xj€; € X, ¥ = Xjen, xj€; € X . Oznacimo sa
A= Ax U Ay lzaplilmo X = Zke,lxkek y Y = Zke,lxkek. Tadaje:

(x|y)= Zxk)_’k

keA

Dokaz: Znamo:

n n
(ly) = lim OO xier] ) xien),
£t/

i=
gde je A = N ( §to je moguce, jer smo u teoremi 1.2.4. pokazali da su Ay, Ay prebrojivi). Dalje:

llm( xlellzxe)— 11mz Xi¥i-

Da bi ,pustili limes unutra”, moramo 1mat1 konvergencuu pa da pokazemo. Na osnovu
nejednakosti trougla i Cauchy—Schwarzove nejednakosti :

n n n n
Doxm| < )l < Dl | D il < el 1yl
i=1 i=1 i=1 i=1

Posto smo pokazali konvergenciju, imamo:
n

(0]
lim Z Xy = z Xi¥i,
n—-oo
=1 i=1

= =
tj. pokazali smo (x| y) = X2, x;¥;, §to smo i hteli. m

1.2.8. Primer: C([—m,m]) sa normom ||f]|, = /ffn(f(t))z dt, nije kompletan. Navedena

norma zadovoljava relaciju paralelograma 2||f]12 + 2llgll? = IIf — glI*> + |If + glI?, pa postoji

skalarni proizvod koji je definiSe:
[

(flg) = f £(©) - gD,

-1
Kompletiranje ovog prostora se oznacava sa L2 ((—n, n)).

Ovaj prostor je separabilan pa je svaki (cos) prebrojiv. Ako posmatramo LZ((—n, n)) nad poljem

realnih brojeva, tada je maksimalan ortonormiran sistem

1 1
—sinnt,—cosnt,n € N,

R

i svaki element u € Lz((—n, ﬂ)) se moze prikazati u formi

X Z
ut) =—+—= COSTlt+— a,sinnt,t € |—m,m|. M
() m \/Enz n [ ]



1.3. Fourierov red

U ovom delu ¢emo dati konkretnu realizaciju teorije iz prethodog dela na primeru
trigonometrijskih redova Fouriera. S obzirom da su sinusne i kosinusne funkcije koje Cine
ortonormiran sistem u L?((—m, m)) periodiéne funkcije sa periodom 2, prvo éemo analizirati
funkcije koje su 2 periodi¢ne, a potom i one koje su proizvoljnog perioda.

Funkcije sa periodom 2m

Neka je data funkcija sa osnovnom periodom 2m, tj. f(x) = f(x + 2kn),x € R, k € Z.
Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da je f definisana na [-m,m]. Zelimo takve funkcije
razloziti na proste periodi¢ne funkcije oblika Asin (wx + B) tj. acos wx + bsin wx.

Period prostih periodi¢nih funkcija je Zf Pri razlaganju funkcije sa periodom 2m na proste
periodi¢ne funkcije, treba odrediti w tako da svaki od tih prostih periodi¢nih funkcija bude 2, t].

da vazi % = 21, k € Z, odakle sledi da je w = k. Dakle, za datu funkciju ¢iji je osnovni period
2, potrebno je odrediti konstante ay, a,, b1, a,, by, ... ,a,, by, ... tako da:

a
flx) = 70 + (a, cosx + by sinx) + --- + (a, cosnx + b, sinnx) + -,
tj.
+ 00
Qo .
fx) = > + Z(an cos nx + b, sinnx).
n=1

Pretpostavimo da se funkcija moZze rastaviti na uniformno konvergentan red:

fx) = %+ Z(an cos nx + b, sin nx). (1.1
n=1

Uniformna konvergencija dozvoljava razmenu grani¢nih procesa, odnosno, red na desnoj strani
jednakosti mozemo integraliti sabirak po sabirak, pa se dobija:

T

s s oo s

a
]f(x)dx=70 jdx+z a, Jcosnxdx+bn fsinnxdx = Q.
-1 -1 n=1 -1

-1

Mnozeéi (1.1) sa cos kx, integraljenjem sabirak po sabirak od - = do 7, dobijamo:

3 1 (o) 1 V1
a
f f(x)coskxdx = 70 f cos kx dx + Z an f coskxcos nx dx + b, f coskx sinnx dx |,
- - n=1 - -

Sto daje

77.'
f f(x) cos kx dx =may,.
-1



Analogno, mnoze¢i (1.1) sa sin kx, integraljenjem sabirak po sabirak od - = do m, dobijamo:

bis bis 1) bis bis

a
f f(x)sinkx dx = 70 f sin kx dx + Z an f sinkxcos nx dx + b, f sinkx sinnx dx |,
—TT —T n=1 —-TT

-7
Sto daje

f f(x) sinkx dx =mby,.

-7
Sad mozemo definisati trigonometrijski red Fouriera.

1.3.1. Definicija: Neka je f(x) periodicna funkcija sa periodom 2, koja na intervalu [— I, n]

ima konacan broj tacaka prekida prve vrste. Trigonometrijski red Fouriera funkcije f je dat sa
+00

Qo .
> + Z (a, cosnx + b, sinnx),
n=1
pri cemu su koeficijenti definisani sa

V3
1
=_ dx,
a =7 [ rdx
-1
1 T
an=E ff(x)cosnxdx,neN,
—TT
1 Vs
bn=; jf(x)sinnxdx,nEN.l
-1

Nadalje ¢emo koristiti zapis

+00
a
f(x)~70 + Z(an cosnx + b, sinnx),
n=1

a trigonometrijski red Fouriera ¢emo skraceno zvati Fourierov red.

Funkcije sa proizvoljnim periodom

Neka je f(x) funkcija sa proizvoljnim periodom 21, gde je [ poluperiod. Smenom
x = at, dobija se funkcija f(at) perioda %l . Ako je %l =2m, tj.a= é smenom x = l;t dobije se
funkcija f (l;t) perioda 2w, pa se analiza funkcija koje su 21 periodidi¢ne svodi na analizu 27
periodi¢nih funkcija.
Pretpostavimo da je f apsolutno integrabilna na [— L, l] i da na tom intervalu f ima kona¢no

mnogo tacaka prekida prve vrste. Ako se f moze razviti u uniformno konvergentan red, i ako
pretpostavimo da za dato t € R vazi jednakost:

10



f (lt) Z (a, cosnt + b, sinnt),

Vs
onda je:

a +Oo nix . nmx
f(x)~7 + Z(an cos—— + b, sin T)' (1.2)
n=1

gde je:

1
1
ao =Tff(x)dx,
ff(x) cos—dx

ff(x) sm—dx n € N. (1.3)

Red (1.2) sa koeficijentima (1.3), naziva se Fourlerov red funkcije f sa periodom 2.

1.3.2. Napomena: Ako je data funkcija f definisana na poluotvorenom intervalu duzine 21
oblika [a,a + 21) ili (a,a + 21], za neko a € R, tada se ona moze na jedinstven na¢in produziti
na celu brojevnu osu, tako da se dobije funkcija sa periodom 21:

f(x)=f(x+2kl), keZx€eR,
pa se analiza funkcija definisanih na proizvoljnom intervalu I, svodi na analizu periodi¢nih
funkcija, pri ¢emu vazi

X nix
f(x)~—+Z(ancos + b, sinT),x €l

a koeficijenti su odredeni formulama (1 3).

11



Kosinusni i sinusni redovi

Ukoliko je na intervalu[0, [] definisana neka funkcija, tada se ona moze na jedinstven
nacin produziti na celu brojevnu osu tako da se dobije parna funkcija sa periodom 21. U stvari,

za x € [—1,0] definise f(x) = f(—x), ¢ime se dobija parna funkcija na [-1,1]. Zatim se sa
f(x + 2kl) = f(x),x € [-1,1], k € Z, definige parna funkcija na R, sa periodom 2. Restrikcija

ovako dobijene funkcije na [0, [] jednaka je polaznoj funkciji. Odavde sledi da je Fourierov red
po kosinusima funkcije f na intervalu [0, [] dat sa

+ 00
nmx
fl)~—+ Z a, cosT,
. n=1
gde je:
1
2
ag = Tff(x)dx,
0
l
2 nmx

a, = 7 f(x) cosde.

0

Ukoliko je na intervalu[0, ] definisana neka funkcija, tada se ona moZe na jedinstven
naéin produziti na celu brojnu osu tako da se dobije neparna funkcija sa periodom 21.
Postupak je analogan kao i pri periodicnom produzenju u slucaju parnih funkcija, s tim §to se za

x € [—1,0] definige f(x) = —f(—x), ¢ime se dobija neparna funkcija na [- L, 1]. Tako se dobija
Fourierov red po sinusima:

< nmwx
f(x)~z b,, sinT,n €N,
n=1

gde je:

l
2 . nmx
b, =ij(x)sdex,n € N.
0

12



1.4. Konvergencija Fourierovih redova

Fourierov red svake funkcije f € X konvergira ka f u normi prostora X, gde je X pred
-Hilbertov prostor funkcija, koje su deo po deo neprekidne na [— T, n] i za svako x € (—m, )

postoji konacan levi i desni limes. Drugim re¢ima, ako su a,, i b, Fourierovi koeficijenti funkcije
f, tada:
2

dx = 0.

f(x) — (% + Z(an cosnx + b, sin nx))

n=1

lim ‘
m—-oo

V[

= lim J.
m—oo

[

Qo S .
fx) — (— + ) (a, cosnx + b, sin nx))

Ova konvergencija nije jednaka taCkastoj. Ispitacemo uslove koji garantuju vaznu osobinu
tackaste konvergencije Fourierovog reda funkcije f ka f, tj. uslove pod kojima vazi:

+00
ao _
fx) = > + z(an cosnx + b, sinnx),
n=1
za svako x € [— T, n]. Ova jednakost nece vaziti za sve x € [— T, n], ve¢ samo u nekim ,,dobrim
tackama”.

Dirichletovi® uslovi i takasta konvergencija

Posmatra¢emo podklasu X' klase X:
f € X" akko f € X iu svakoj tacki x € [— T, n] postoje odgovarajuci desni, odnosno levi izvodi.
Tj.:

I lim f(?c+h)—f(x+)’V

x € [-m, ],
h—-0* h [ ]

gde je f(xy) = lim,_y+ f(x + €) desna grani¢na vrednost funkcije f U x.

I lim f(x—h) _f(x‘),v
h—-0* h

X € [-m,m],

gde je f(x_) = lim_o- f(x — €) leva grani¢na vrednost funkcije f U x.

Dakle:
X' ={f € X|f ima odgovarajute jednostrane izvode na [-m, ]}
e
2
% Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet(1805-1859) ‘ nemacki matematicar

13
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1.4.1. Teorema(Dirichletov dovoljan uslov): Neka je f € X'. Tada za svako x € (—m, )
Fourierov red funkcije f konvergira ka vrednosti:
fOo) +f(xy)
2 )

au tackama x = +m Konvergira ka:

f@ )+ f(=my)
5 :

1.4.2. Napomene:
1) Krajnje tatke x = +m nisu specijalan slucaj. Ako pretpostavimo da je funkcija f
definisana na celom skupu R i ako je 2w periodi¢na, tada iz neprekidnosti imamo

f(r,) = f(—m,), pa prema tome:

flr) +f(r) _ fr)+f(-my)
2 2 '

Sli¢éno za x = —m.
2) Ako je f neprekidna u tacki x, tada je f(x_) = f(x;), pa prema tome vazi:

fOo) + f(xy)

= (0.

Dakle, Fourierov red funkcije f konvergira ka f(x) u ovoj tacki. Sledi da, ako je f neprekidna
na intervalu [— T, n] i vazi f(—m) = f(m), tada Fourierov red funkcije f konvergira ka f(x) u

svakoj tacki x € [— T, n].

Za dokaz Dirichletove teoreme trebaju nam neka pomoc¢na tvrdenja.

Mozemo pretpostaviti da se funkcije f € X' periodi¢no produzuju na ¢itav skup R, tj.
f(x + 2km) = f(x).

Za svaki prirodan broj m:

a
Smx) = 70 + z (a, cosnx + b, sin nx)
n=1
je m-ta parcijalna suma Fourierovog reda funkcije f.

1.4.3. Teorema: Zadato f € X' vazi:

S (x) =% ff(x+t) <%+Zcosnt>

n=1

-1
Dokaz: 1z definicije koeficijenata a,, i b,, imamo:

m
Smx) = 70 Z (a, cos nx + b, sin nx)
n=
s

m 3 b4
1 1
f s)ds+z - ff(s)cosnsds -cosnx+; ff(s)sinnsds -sinnx]
n=1 —TT

-1
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=%fﬂﬂ +§:
=% ff(s) i osn(s—x)] ds.

Uvodenjem smene t = s — x dobijamo:

IN|D—\I

[cos ns cos nx + sinns sin nx]] ds

Juy

INlHI

Sul®) = ff@+0

—mT—X

m
z cos nt] dt.

n=1

Znamo da za svaku 27 periodi¢nu funkciju g i bilo kOjI realan broj a vazi:

7Tag(t)dt= jg(t)dt.

Prema tome, dokazali smo da vazi:

S(x) == ff@+o

m
+2cosnt] dt.m

n=1

1.4.4. Teorema: Za svaki prirodan broj m vazi:

. 1
Sin (m + 7) t
2 sin 5 t
Dokaz: Leva strana jednakosti je definisana za svaki realan broj t, a desna za t # 2km, gde je k

ceo broj. Moze se pokazati da je t = 2km tacka otklonjivog prekida funkcije:

: 1
Sin (m + 7) t
Zsin%t
Neka je t € R\{2km}, k € Z. Na osnovu trigonometrijskog identiteta:

1
—+cost+ cos2t+ -+ cosmt =

,t # 2k
> I

1
cosxsiny = 5 [sin(x + y) — sin(x — y)]

imamo:
kt - si 1t—1[' (k+1)t i (k 1)t] k=123
cos sm2 =5 sin 5 sin > k=1,2,3,...,m
pa je:
sin— t[ + cost + cos 2t + - +cosmt]
—1 i 1t+1 i 3t i 1t+ i 5t i 3t+ + si ( +1>t i ( 1>t]
—251n2 > sm2 sm2 sm2 sm2 sin|{m > sin|{m >

—1'< +1)ttE]R
—Zsmm 5]t .
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Deljenjem obe strane sa sin % t, dobijamo tvrdenje.m

1.4.5. Definicija: Funkcije
m
1
D, (x) = > + z coskx,x € R\{2kmn}, k € Z,

k=1
za dati prirodan broj m, nazivamo Dirichletovo jezgro reda m.

1.4.6. Teorema: Za svaki prirodan broj m vazi:
s

f Dp(x)dx = %

0

Dokaz:
s T 1
fDm(x) dx=f<§+cosx+c052x+---+cosmx>dx
0 0
1 T T T T
=Efdx+jcosxdx+jcostdx+---+fcosmxdx
0 0 0 0

N[

1 1 T
== +sinx|§ + =sin2x|§ + -+ —sinmx|f = -. m

1.4.7. Teorema(specijalan slucaj Besselove nejednakosti): Neka je f € X i neka su ay, a,, by,
Fourierovi koeficijenti funkcije f , n € N. Tada je:

>+ (lapl® + 1bal?) < lIF1I%
n=1
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1.4.8. Teorema(Riemann*-Lebesgueova® lema): Ako je f € X i ako su ay, a,,, b, Fourierovi
koeficijenti funkcije f , n € N, tada vazi:
lima,=01i llmb =0 tj.

n—-o0o
11m ff(x)cosnx dx =01 hm ff(x) sinnx dx = 0.

Dokaz: Posledica prethodne nejednakostl jerizte nejednakostl sledi konvergencija brojnog
reda:

D (el +1baf?),
=1
pa odavde imamo da opsti ¢lan tezi nuli tj.
lim (|a,|? + |b,]?) = 0 © lim|a,|? =0 < lima,, =0
Nn<oo n<oo n<oo

lim|b,|?=0< limb,=0.m
Nneoo Nneoo

|ao|2

1.4.9. Teorema: Za svaku deo po deo neprekidnu funkciju g(x), x € [0, 7] :
s
1
lim j g(t) sin (m + —) tdt=0.
m—oo 2
Dokaz: Definis$imo dve funkcije:

hi(t) = g(t) cos%,t € [0,m]; h(t)=0,t €[—m0),

h,(t) = g(t) sin%,t € [0,m]; hy(t)=0,t € [—m,0).

Kako je g(x) deo po deo neprekidna na intervalu [0, 7r],sledi da su obe funkcije h; i h, isto deo
po deo neprekidne na intervalu [0, z]. Dalje:

s
1 t t
fg(t) sin(m+5)tdt=fg(t) coszsinmt dt+fg(t)sin§cosmtdt,

0 0 0
gde je prvi sabirak u stvari b,, za funkciju h,(t), a drugi sabirak a,, za funkciju h,(t).

Primenimo kako smo deflnlsall funkcije hl(t) i h,(t), pa:
Vs

jg(t) sin (m+2>tdt— jhl(t) sinmt dt + fhz(t) cosmt dt.

Na osnovu teoreme 1.4.8. sledi:

1
lim a,,(h,) =0, lim b,,(h;) =0= lim Jg(t) sin(m+=)tdt =0.m
m—oo m-oo m— oo 2

* Bernhard Riemann(1826-1866) 3 nemacki matematicar

> Henri Léon Lebesgue(1875-1941)

francuski matematicar
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Dokaz Dirichletove teoreme: Zelimo pokazati da :
fe) + f(xy)
2

lim S,,(x) = ,Vx € (—m, ).
m—oo

Za x = +m dokazuje se analogno, ta¢nije posmatranjem produzenja funkcije f.

Neka je x € (—m, ) fiksiran proizvoljan broj. Uvodimo pomo¢nu funkciju:

o0 = LEFEDSED oy

2 sinj

Dakle, g je deo po deo neprekidna na intervalu (0, 7], posto je f deo po deo neprekidna. Treba
pokazati da lim,_,4+ g (t) postoji.

lim g(t) = lim L0 F DTGt

t>0+ t-0+ t 2 sin%

gde je prvi razlomak u stvari desni izvod funkcije f u x, a drugi razlomak teZi jedinici, pa posto
f € X', sledi da traZeni limes postoji. Zna¢i funkcija g jeste deo po deo neprekidna na celom
intervalu [0, 7].

Iz Teoreme 1.4.9. znamo:

s
1
lim f g(t) sin (m + —) tdt =0,
m-—oo 2
0

odnosno:
T T

- ljf(x+t)-sin(m+%>tdt_lf

U T
0 Zsm2 0

f(x4) - sin (m + %) t

; dt| = 0.
Zsm?

o~

m-oo | TT

Iz Teoreme 1.4.6. imamo:
T ) 1
1 f(x+)-sm(m+§)t
2| :
0

2 sini

A

at = £~ |

0

sin (m + %) t fxy)

2

1 T
dt = fe) — f Dy (t) dt =
0

2 sin ?
1z Cega sledi da je:
i

1
lim —f
m—oo TT

0

f(x+t)-sin(m+%)t

.t
251n§

_fGe)

dt >

Sli¢no, zat € [—m, 0) definiSemo:

o < LD =fC)

2 sini
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Koristimo da f ima levi izvod u x_ . Ponovimo prethodno izvodenje na [— T, 0] i dobijamo:

0

: 1
1 f(x+t)-sm(m+7)t f(x.)
lim = f : dt = —
m-—-0oo .
o 2 sinz
Konac¢no:
1 Y
lim S,,(x) = lim — ff(x +t) D, (t)dt
m—oo m-—oo T
-1

nllilrio %ff(x+t)-Dm(t)dt+%ff(x+t)-Dm(t)dt
-7 0

G+ fx)
= 2 .

Sada znamo da, ako funkcija zadovoljava pretpostavke Dirichletove teoreme, tada
Fourierov red te funkcije konvergira u svakoj tacki skupa R. Za neko x € R, red konvergira ka
vrednosti funkcije f(x), ako je funkcija f neprekidna u tacki x. U tackama prekida red
konvergira ka najboljoj vrednosti koju bismo mogli ocekivati, odnosno ka srednjoj vrednosti
jednostranih limesa funkcije f u toj tacki.
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Uniformna konvergencija

Pretpostavimo da je f € X" i neka su sa a,, i b,, oznaceni Fourierovi koeficijenti za
funkciju f. Na osnovu Dirichletove teoreme, za svako x vazi:

m
_)+
lim %o + Z[an cosnx + b, sinnx]| = fx) > f(x+).

m—oo

2

n=1

Ovo je tackasta konvergencija.

1.4.10. Definicija tackaste konvergencije: Neka je {f,}m=1 niz funkcija definisanih na
intervalu [a, b] i neka je funkcija f definisana na [a, b]. Kazemo da niz {f,};n=, konvergira
tackasto ka f na intervalu [a, b], ako za svako x iz intervala [a, b] vazi:

lim £, () = (),
tj. za svako x iz intervala [a, b] i € > 0, postoji prirodan broj n(e, x) takav da je

[fm(x) = )| < e

za svako m = n(eg, x).

1.4.11.Definicija uniformne konvergencije: Neka je {f.}m=1 hiz funkcija definisanih na

intervalu [a, b] i neka je funkcija f definisana na [a, b]. Kazemo da niz {f;;};n=1 konvergira

uniformno ka f na intervalu [a, b], ako za svako & > 0, postoji prirodan broj n(¢) takav da vazi:
xrggflg]lfm(x) —f)l<e

za svako m = n(¢)i za svako x iz intervala [a, b].

Ove dve konvergancije izgledaju sli¢no, ali postoji znaajna razlika. Uniformna
konvergencija je strozija od tackaste konvergencije, ako niz funkcija uniformno konvergira ka
funkciji f, tada konvergira i tackasto ka toj funkciji, ali obrnuto ne mora da vazi. Ova dva pojma
konvergencije opisuju dva razli¢ita nac¢ina kojima se niz funkcija {f;, };n=1 priblizava funkciji f.
U slucaju tackaste konvergencije, za svako x iz intervala [a, b] i svako € > 0, postoji odredeno
n(e, x), koje takode zavisi od x. Moguce je da odredeno n(g, x) nije pogodno za ostale tacke x.
U slucaju uniformne konvergencije za svako € > 0 postoji broj n(e) koji je dobar za sve x iz
intervala [a, b].

Sada da vidimo uslove pod kojima Fourierov red funkcije f konvergira uniformno ka f.

Posmatrajmo niz parcijalnih suma:
Qo

m
Sm(x) = > + Z [a,, cos nx + by, sin nx]|

n=1

Fourierovog reda funkcije f.
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Ovo je kona¢na suma neprekidnih funkcija, prema tome S,,, je neprekidna funkcija za svaki
prirodan broj m. Dalje, znamo da je S,,, 2m periodi¢na funkcija, pa vazi S,,(—m) = S,,(7) za
svako m € N. Prema tome, potreban uslov za konvergenciju Fourierovog reda funkcije f na
intervalu [- , ] je da f mora biti neprekidna na [- 7, 7] i mora da vazi f(—m) = f(%).

1.4.11. Teorema o uniformnoj konvergenciji: Ako je funkcija f neprekidna na intervalu
|-, 7| ivazi f(—m) = f(x) i ako je £’ deo po deo neprekidna, tj. f’ € X, tada Fourierov red
funkcije f konvergira uniformno ka f na [— T, n].

Dokaz: Neka je f' € X i neka je

o)

a
f’(x)~70 + Z [a, cosnx + B, sinnx],

n=1

m

a
f(x)~70 + Z [a,, cosnx + b, sinnx].
n=1
Odredimo sada vezu izmedu a,,, 5, y, by:
Y

1 1
a== [ Fdx =21 - f-m =0,
jer znamo da je f(—m) = f(m). -
Zan=1:

a =l ff’(x)cosnxdle f(x)cosnx |*, + ff(x)nsinnxdx
" T T - .

Y
n
= Jf(x)sinnxdx=nbn ,
—TT

B —l jrf’(x)sinnxdx—l f(x)sinnx |*, — Jnf(x)ncosnxdx
Tl_T[_ _T[ -1 .

T
n
= jf(x) cosnx dx = —nay,.
-1
Za dokaz ¢e nam trebati sledec¢a teorema:

1.4.12. Weierstrassov® kriterijum uniformne konvergencije: Ako postoji brojni red
Yim—1Cn,Cn > 0, koji konvergira i pri tome je za svako n € N i svako x iz nekog intervala I
| ()| < ¢y, onda funkcionalni red Y5, f,,(x) apsolutno i uniformno konvergira na I.

® Karl Theodor Wilhelm Weierstrass(1818-1897) nemacki matematic¢ar
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Znamo da vaze sledeée nejednakosti:
la, cosnx| < |an| < lanl* + [bnl?,
|b,, sinnx| < |b,| <+/la,|?+ |b,|?n € N.

Dokazimo konvergenciju reda Y.o—1 v/ |an|? + |b,|%. Imamo:

o

DN )

2
Bu
n

n=1 n=1 n=1

1
= —_ 2 + 2.
— & + 15l

Koriste¢i Cauchy’-Schwarzovu® nejednakost, dobijamo:

e}

D PR s [ D el +

n=1 n=1

. 0 1 = - %) 1 _ T
Znamodaje2n=1n—2—g,pale / n=1§—\£-

Na osnovu Besselove nejednakosti, dobijamo:

D el + 18D < NP1 < o0

.. 1 .
pajei Z,?zl?/lanlz + |Bn|? < oo, odnosno red Yo7, +/|la,|? + |b,|? konvergira.
Sada, sledi, da brojni redovi Y;—;la,| i YXn=q1|b,| konvergiraju, a iz Weierstrassove teoreme
sledi da Y.,—; a, cosnx i Y.n—; b, sin nx uniformno konvergiraju, pa i Fourierov red funkcije f

uniformno konvergira.

Treba jos pokazati da red konvergira bas ka funkciji f.

Iz f' € X sledi da f ispunjava uslove Dirichletove teoreme, pa imamo tackastu konvergenciju ka
f(x) u svakoj tacki x € [—m, ). To znaéi da konvergira uniformno ka f na celom intervalu.m

" Augustin Louis Cauchy(1789-1857) ‘

v/ francuski matematicar

francuski matematicar

® Laurent Schwartz (1915-2002)
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1.4.13. Napomena: Iz dokaza teoreme sledi da glatkost funkcije uti¢e na brzinu kojom a,, i b,
teze ka nuli. Dalje, iz dokaza sledi da ako su f, f', ..., f *~V neprekidne, 2 periodi¢ne funkcije
i ako f®) € X, onda je:

lim n*a,, = 0 i lim n*b, = 0.

n—->oo n—-oo

1.4.14. Teorema: Neka je data funkcija f takva da f, f' € X. Pretpostavimo da vazi
-n<d;<d, <--<d,<m gde su dy,dy, .., d, tacke prekida funkcije f na intervalu
[— T, TL']. Ako je [a, b] podinterval od [— T, TL'] koji ne sadrzi ni jednu tacku prekida d;, tada
Fourierov red funkcije f konvergira uniformno ka f na [a, b].

1.5 Parsevalova® jednakost

U dosadasnjem izlaganju smo presli put od apstraktnih Hilbertovih prostora u kojima smo
definisali Fourierove koeficijente do konkretne realizacije trigonometrijskih redova Fouriera u
prostoru X. U ovom delu ¢emo pokazati da je ortonormirani sistem trigonometrijskih funkcija
kompletan, ¢ime se zaokruzuje konkretna realizacija apstraktne teorije primenjena na prostor X.

Klju¢nu ulogu u dokazu kompletnosti igra Parsevalova jednakost.

1.5.1. Teorema: Ako za ortonormiran sistem vektora {e }xen vazi Ypeq|{x|ex)|* = ||x||%, onda
je taj sistem kompletan.

Dokaz: Koristiéemo Teoremu 1.1.7. Neka vazi (x|e,) = 0, odnosno [{x|ex}|? = 0, za sve
k € N. Tada je c,, == XR_1[{(x|ex)|? = 0, pa je ||x]|? = lim,_, ¢, = 0 tj. ||x]| = 0, iz Cega sledi
da je x =0, tj. na osnovu spomenute teoreme imamo da je ortonormiran sistem {e;}ren
kompletan. m

Jednakost iz Teoreme 1.5.1. se naziva Parsevalova jednakost.

1.5.2. Teorema: Potreban i dovoljan uslov da vazi Parsevalova jednakost je:
Tim [l = Sl = 0,

gde je S,,, projekcija vektora x na potprostor L(eq, €5, ..., €,).
Dokaz: U dokazu koristimo ¢injenice da je (x — S,,, S;n) = 0, za svaki prirodan broj m, sto je
posledica teoreme o reprezentaciji, kao i ||S,,,|I? = Yrel{x|ex)|?, $to vazi jer je sistem
{eq, ey, ..., e} ortonormiran. Na osnovu ovih ¢injenica imamo:

%117 = llx = Spy + Sill? = ll2x = Spall? + [ISml?,
odakle vazi ||x — S, || = ||x]|? = |IS,,]|?, pa je navedeni potreban i dovoljan uslov o¢igledno
ispunjen. m

® Marc Antoine Parseval(1755-1836) francuski matematicar
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Dakle, za dokaz kompletnosti trigonometrijskog sistema dovoljno je pokazati slede¢u
teoremu:

1.5.3. Teorema(Parsevalova jednakost): Za svaku f € X vazi:
s o)
1 a
=[x =2+ el + b1,
-7 n=1
gde su a,, i b, Fourierovi koeficijenti od f.

Pre dokaza ove teoreme da izvedemo dve pomoéne teoreme.

1.5.4. Teorema: Ako je f neprekidna na intervalu [— T, n],f(—n) = f(n)if' € X, tada:
lim |If =Sl =0,

gde je S,,, m-ta parcijalna suma za Fourierov red od f.

Dokaz: Fourierov red od f uniformno konvergira u f na intervalu [- m, 7]. Stoga za svako dato

g > 0 postoji n(), tako da za svako x € [-m, 7| i za svako m > n(e) vazi:

lf (x) = Sl <.
Odakle za svako m > n(¢) vazi:

T
1
If = Swll*> = p f|f(x) — Sp|2dx < 2€2,
-

g,
lim ||f — S|l = 0. m
m—oo

1.5.5. Teorema: Neka je f € E i € > 0. Postoji funkcija g koja je neprekidna na intervalu
[-m,7),g(—n) = g(n),g' €Eillf — gl <e.

Dokaz teoreme 1.5.3. : Neka je f € Eie > 0. Prema Teoremi 1.5.4. postoji funkcija g koja
zadovoljava uslove Teoreme 1.5.4. tako da je ||f — gll < &, pa postoji n(¢), tako da za svako
m = n(e) vazi: ||g — T,,|l < €, gde je T,,, m-ta parcijalna suma Fourierovog reda za funkciju g.
Prema tome za m > n(e) imamo: ||f — Tull < If — gll + llg — Tl < 2¢. Prema teoremi o
projekciji tacke na vektorski potprostor: ||f — S|l < ||f — Ty ll. Prema tome za svako m = n(e)
imamo ||f — Spll < 2¢, tj.

Aim [If = Sl = 0.m

ZavrSavamo ovu glavu pokazujuéi da ako dve funkcije u X imaju jednake Fourierove
redove, onda su one u stvari jednake.
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1.5.6. Teorema: Ako su f,g € X i ako su Fourierovi redovi od f i g jednaki, tada je f(x) =
g(x), osim u konacno mnogo tacaka.

Dokaz: Koeficijenti Fourierovog reda f — g € E su svi jednaki nuli. Iz Parsevalove jednakosti

imamo: ||f — gl|| =0, pa iz svojstva norme u posmatranom prostoru sledi f = g, osim u
kona¢no mnogo tacaka.
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2.Rubni problemi

2.1. Uvod

U prirodnim naukama, prvenstveno pri proucavanju raznovrsnih oscilacja, prirodno se
javljaju problemi za koje se traze reSenja koja zadovoljavaju dopunske uslove u vise tacaka. Ti se
problemi nazivaju graniéni ili rubni problemi. U ovoj glavi prou¢ava¢emo grani¢ni problem za
linearne jednacine drugog reda, kod kojih se mogu uociti sve bitne karakteristike ovakvih
problema. Cilj nam je da proucimo reSenja y(x) homogene linearne jednacine drugog reda

oblika:
Px)y) +Q(x)y=0, a<x<bh, (2.1)
koja zadovoljavaju homogene granicne uslove:
hy(a) + h'y'(a) =0, ky(b) +k'y'(b) =0, (2.1)
gde je P(x), na razmaku [a,b], neprekidno diferencijabilna, pozitivna funkcija, a Q(x)
neprekidna funkcija i h, h', k, k' proizvoljni realni brojevi takvi da h i h’ , odnosno k i k' nisu
istovremeno jednaki nuli.
Slede¢i primer dobro ilustruje opstu situaciju.
2.1.1. Primer Naci netrivijalno reSenje grani¢nog problema:
y'+y=0, (2.2)
y(0) =0, y(m)=0. (2.2
Posmatracemo tri posebna slucaja:
1°2=0
Tada se jednacina (2.2) svodi na y”’ = 0, pa u ovom slucaju opste resenje jednacine (2.2) je
y(x)=cx+cy,
odakle iz prvog uslova (2.2") sledi: ¢, = 0, a iz drugog: ¢;m = 01j.¢; = 0.
Stoga je jedino reSenje problema (2.2) — (2.2"), trivijalno resenje y(x) = 0.
2°A<0

U ovom slucaju koreni karakteristicne jednacine su realni i razli€iti, pa je opSte reSenje dato sa

y(x) = cle‘/__’“‘ + cze_*/‘_’“‘.

Ponovo, iz grani¢nih uslova se dobija:

26



ci+c; =0, c,eV AT+ e VAT =,
| ovaj sistem imace netrivijalnih reSenja po ¢, i ¢, , ako je

1 1 _
e\/—_lx e—\/—_lx =0,

tj. ako je e2V-Am — 1, §to je nemoguce, jer je A # 0. Znaci, i u ovom slucaju, nema
netrivijalnih reSenja.

3°A>0

Koreni karakteristi¢ne jednacine su konjugovani kompleksni brojevi, pa je opste reSenje
jednacine (2.2) dato sa

y(x) = cycos (VA x) + c,sin (VA x). (2.3)

Koristeci grani¢ne uslove kao i malopre, dobijamo slede¢e dve jednacine za nalazenje
konstanti ¢, i c,:

¢ =0, czsin(ﬁn) =0

Ako pretpostavimo da je ¢, # 0, jer bismo inace dobili trivijalno reSenje, sledi da je
sin(WAx) =0,odaklejeA=n%,n=123...m

Dakle, da bi grani¢ni zadatak (2.2) — (2.2")imao netrivijalna reSenja, parametar 1 ne moZze biti
proizvoljan, ve¢ mora biti oblika n?, tj. ¢lan niza 1,4,9, ... . Odgovarajuca (netrivijalna) reSenja
su prema (2.3)

v, (x) =csinnx, n=1,23,.. (2.4)

gde je ¢ proizvoljna konstanta razli¢ita od nule.

Na ovom primeru se dobro vidi duboka razlika izmedu pocetnih i rubnih problema. Dok je
egzistencija prvih obezbedena pod vrlo opstim uslovima, kao §to to pokazuje Peanova'® teorema,
dotle kod drugih, reSenje ne mora postojati ¢ak ni u slu¢aju najprostije jednacine sa konstantnim
koeficijentima (2.2), osim za specijalne vrednosti parametra A, koji ona sadrzi.

2.1.2.Peanova teorema o egzistenciji. Neka je funkcija f(x,y) neprekidna na zatvorenoj oblasti
G: |[x—x9l <a, |ly—uyol<b,
Tada pocetni problem
y' =y,  y&o) =0
ima bar jedno resenje y(x) definisano u razmaku |x — x,| < min {a, %}, gde je

M = max |f G, p)I.

1% Giuseppe Peano (1858-1932) italijanski matematicar
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Vrednosti parametra A (1, =n%,n=1,23,..), za koje rubni problem (2.2) —(2.2") ima
reSenja, nazivaju se sopstvene (svojstvene) vrednosti, a odgovarajuéa resenja (2.4), sopstvene
(svojstvene) funkcije tog problema.

2.2. Sturmove'! teoreme

Za dalja izlaganja su nam potrebni Sturmovi rezultati o nekim osobinama resenja jednacine
(2.1), koji su u drugoj polovini devetnaestog veka, kada su objavljeni, otvorili zajedno sa
rezultatima Liouvillea, novi pravac istrazivanja u diferencijalnim jednacinama, gde efektivno
nalazenje resenja vise nije u prvom planu.

2.2.1. Sturmova teorema o uporedivanju: Neka su u razmaku [a,b] funkcije
P(x), P'(x), Q;(x), Q,(x) neprekidne , P(x) >0 i Q,(x) = Q,(x). Tada se izmedu dve
uzastopne nule netrivijalnog resenja y(x) jednacine

(P(x)y")" + Q1(x)y =0, (2.5)

nalazi bar jedna nula svakog resenja z(x) jednacine

(P(x)z")' + Q,(x)z=0. (2.5)

Dokaz:Neka su x; i x, dve uzastopne nule proizvoljnog resenja y(x) jednacine (2.5) i
pretpostavimo da postoji neko reSenje z(x) jednacine (2.5") koje nema nula u razmaku [x;, x,].
Pokazac¢emo da ova pretpostavka dovodi do kontradikcije.

Kako se y(x) i z(x) mogu pomnoziti sa konstantama a da to ne utic¢e na njihove nule, to se, ne
ograni¢avajuci opStostu sme pretpostaviti da su y(x) i z(x) pozitivne funkcije u (x;, x,). AKo se
sada jednadina (2.5) pomnozi sa z(x) , a jednacina (2.5") sa y(x), druga oduzme od prve i
iskoristimo oCevidni identitet:

z(P(x)y") —y(P(x)z") = (P(x)(y'z — yz"))

dobija se:

(P)(y'z—y2z) = (02(x) — Q1(x))yz.

Odatle, integracijom u razmaku (x4, x,) , sledi:

1 Charles-Francois Sturm (1803-1855) francuski matematicar
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P2(x2)y' (x2)z(x2) — P(x1)y' (x1)2(x1) = f(Qz(x) Q:(x))yzdx .

Desna strana gornje jednadine je pozitivna zbog uslova teoreme i pozitiviteta posmatranih
reSenja. Leva strana je medutim, negativna, jer je o€igledno y'(x,) <0 i y'(x;) > 0. U tim
taCkama y'(x) # 0, poSto bi inaCe y(x) , zbog jedinstvenosti, bilo trivijalno reSenje. 1z te
kontradikcije sledi tvrdenje teoreme. m

Kao neposredna posledica sledi sledeca teorema.

2.2.2. Sturmova teorema o razdvajanju: Nule dva linearno nezavisna resenja jednacine (2.5)
medusobno se razdvajaju tj. izmedu svake dve uzastopne nule prvog resenja postoji jedna i samo
jedna nula drugog resenja.

Dokaz: Neka su y;(x),y,(x) dva takva reSenja i neka su x;,x, dve uzastopne nule od y, (x).
Tada se izmedu njih nalazi, po Teoremi 2.2.2. , bar jedna nula od y,(x). Primetimo da se ona ne
poklapa sa rubnim tackama toga intervala, jer je to u kontradikciji sa pretpostavkom o linearnoj
nezavisnosti reSenja. Da je to i jedina takva nula, zakljuCuje se ako se promene uloge od y; (x) i
v, (x) u gornjem rezonovanju. m

2.2.3. Piconeovo'® uopstenje Sturmove teoreme o uporedivanju: Neka su u razmaku [a, b]
funkcije P, (x), P,(x), P,'(x), P,'(x) Q.(x), Q,(x) neprekidne.

Pi(x) = P,(x) >01i Q,(x) = Q,(x). Tada:

izmedu dve uzastopne nule netrivijalnog resenja y(x) jednacine (P;(x)y')' + Q.(x)y =0,
nalazi bar jedna nula svakog resenja z(x) jednacine (Py(x)z")' + Qy(x)z =0

Dokaz: Neka su x;, x, dve uzastopne nule reSenja prve jednacine. Pretpostavimo da je z(x) # 0
na x € [x4,x,]. Krenimo od Piconeovog identiteta tj.

Ply,Z_PZyZI , ’ yZ ’ ,
<y-— =(yPy' == Pz

Z
o n 2YY'Z=yi2 Y
=Py'y' +y(P1y") —Z—Z-Pzz — (Pz') =
, 2yy'z —y*Z' , y?
:P1y2—Q1y2—Z—2'PZZ +Q22'7
y?z'? = 2yy'zz' + (y'2)? — (y'z)?

=y%(Q2 = Q) + Py* + P, 2

’ o\ 2
/ yz. —yz /
=y2(Q2_Q1)+P1y2+P2<T> — Pyy'"?

I_ A 2
=y2(Q2; — Q) +y*(P,—P,) + P, <—yz Z yz) )

Integralimo ovaj identitet od x; do x, , primetimo da je leva strana tada nula, jer
y(x1) = y(x,) = 0, pa imamo sledece:

'2 Mauro Picone (1885-1977) italijanski matematicar
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X2

I \2
o= | (yZ(Qz—Ql)+y'2(P1—Pz)+P2 (%) )dx

X1

Posto su svi sabirci nenegativni da bi njihov integral bio nula na (x;, x,), moraju svi biti jednaki
nuli, tj. Q; = Q, i P, = P, i yz' = y'z , ali ova zadnja jednakost nam daje y;' == fy=cz,

Sto znaci da je z(x) =0 kad je i y(x) =0, $to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je
z(x) #0na[x;, x;]. m

2.2.4. Definicija: Resenje diferencijalne jednacine je oscilatorno, ako ima beskona¢no mnogo
nula (1 pritom nije identicki jednaka sa nulom ).

2.2.5. Primer: Sva netrivijalna reSenja diferencijalne jednacine y"” + q(x)y =0, gde je q
nepozitivna i neprekidna, imaju najvise jednu nulu.

Primetimo da uvek moZemo namestiti pocetni problem tako da y(t,) = 0 iy’ # 0 tj. ima nulu,
ali tvrdimo da ih nema viSe (jedinstvenost reSenja je naravno zagarantovana za linearnu
jednacinu). Za g = 0 je trivijalno tvrdenje, pa posmatramo samo u slucaju g < 0.

Pretpostavimo suprotno tj. da y(t;) = y(t,) = 01 t; i t, su uzastopne nule.Pretpostavimo, bez
umanjenja opStosti da je y > 0 na (t;,t,) , tada y sigurno ima maximum (mozda i vise) u t* na
(t4,t5), ali posto je y"' = —q(t)y,ay > 0,q < 0, sledidajeiy’”(t*) > 0, ato je kontradikcija
da y ima maximum u t*, znaci, nema dve nule. m

Cak ni pozitivnost od g ne garantuje vise od jedne nule netrivijalnog resenja, §to pokazuje
sledeci primer:

2.2.6. Primer: Posmatrajmo reperjednaéinu
" c
y'+ _tz y = 0.

Resimo jednacinu smenom t = e5,y = z(s),y’ = z'e™5,y" = (z"" — z")e™?5, pa
prethodna jednacina postaje

z'—z'+cz=0,
za koju reSenja karakteristi¢ne jednacine 72 — r + cz = 0 su:

1++v1-—4c
2 )

N2 =

pa posmatramo tri slucaja:
1
1° c <~
4
Karakteristi¢ni koreni realni i razli€iti, pa je reSenje oblika:
1
z = e2°(c e5VIT4 + ¢ emSVIT40),

Tj.
1
y = t2(cy tVI7 4 oyt V),
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$to nije oscilatorno, jer ako uzmemo ¢, = 0, tada je y; = ¢;tV1~*¢, §to nije
oscilatorno, pa nije ni kombinacija od y; , y, (posledica druge Sturmove teoreme).

2° c=l
4

Karakteristi¢ni koreni realni i jednaki, pa je reSenje oblika:

1 1
zZ = 6'16’2 + CZS€2 .
Tj.
1 1
y=ctz2+c,slinttz,
1
Sto opet nije oscilatorno, jer ako uzmemo c, = 0, dobijamo y, = ¢, tz, pa zakljucak kao iz
slucaja 1°.

3° c>l
4

Karakteristicni koreni konjugovano kompleksni brojevi, pa je reSenje oblika:

1 V4c -1 . Vé4c—-1
z=e2|c,co08Ss———+c,sins———|.
2 2
Tj.
1 Vic —1 . (V4c—1
y=tz2|c cos|——=——Int |+ c,sin| ————Int | ),
2 2
V4

1 — .
pazac, =0imamo y; = ¢, tfcos( el lnt), Sto jeste oscilatorno, jer kad t — oo, Int — oo, 1j.

2
argument kosinusa je rastuca funkcija, pa cos rastuce funkcije ima beskonacno mnogo nula.

Posto je y; oscilatorno, oscilatorna je i kombinacijaod y; iy, tj.y. m

2.3. Priiferove®® smene

U ovom delu izloZi¢emo jednu metodu, veoma korisnu za proucavanje reSenja rubnog
problema (2.1) — (2.1"), koju ¢emo kasnije u tu svrhu i iskoristiti. Metodu je uveo Prilfer i ona
se sastoji u tome da se jednacina (2.1) piSe u obliku odgovarajuceg sistema u normalnoj formi:

dy 1 dz

Ix = mz, a = _Q(x)y (26)

3 Ernst Paul Heinz Priifer (1896.-1934.) nemacki matematic¢ar
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I zatim se uvedu polarne kordinate:
y(x) = p(x)sinf(x), z(x) = p(x) cos f(x), (2.7)

gde su sada p(x) i 8(x) nove nepoznate funkcije.
Ako se obe strane jednacine (2.7) diferenciraju po x , zatim y" i z’ elimini$u koriste¢i (2.6) i

konac¢no, tako dobijen sistem, reSimo po p’(x) i 8'(x), dobija se sistem koji zamenjuje jednacinu
(2.1) (‘asocirani Priferov sistem)

"= 1! in 26 2.8
p —E(%—Q(x))psm : (2.8)
o' = P(lx) cos?0 + Q(x)sin%6 . (2.9)

U tom postupku se obe strane jednacine (2.8) dele sa p, pa se resenje p(x) = 0 iskljucuje iz
posmatranja. To je medutim bez znacaja, jer je za netrivijalna reSenja koja se jedino i posmatraju
uvek p(x) > 0. Naime, posSto vazi

2 cin? 2.0e20 — 02 psinf —
p“sin“0 + p“cos“0 = p pcosO tgo
na osnovu (2.7) i (2.6) sledi
p?=y2+ (Px)Y)? i 0 =arctg 4 -
P(x)y

Iz prve od gornjih jednacina se vidi da ne moze biti p(x) = 0 ni za jedno x,, jer zbog
jedinstvenosti reSenja pocetnog problema ne moze za netrivijalno resenje y(x) biti:

y(xy) = y'(xy) = 0. Stoga, svakom netrivijalnom resenju sistma (2.6) odgovara jedno reSenje
sistema (2.8) - (2.9) i obratno.

Znacaj Pruferovih smena je u tome §to jednacina (2.9) sadrzi samo nepoznatu funkciju 8(x) a ne
I p(x). Sa time je problem u sustini sveden na jednacinu prvog reda, jer kada je 8(x) poznato,
jednacina (2.8) razdvaja promenljive.

Na osnovu sledece teoreme:

2.3.1. Teorema: Neka je f(X) neprekidna u (konacnom ili beskonacnom) razmaku a < x < b, a
g(y) neprekidna i razlicita od nule u (konacnom ili beskonacnom) razmaku a <y < 5. Neka je
Xo € (a,b),y, € (a, B), tada postoji jedinstveno resenje jednacine

y'=fg®»)
koje zadovoljava pocetni uslov y(x,) = y,, koje je definisano u nekoj okolini od x,. To resenje
je dato obrascem

(@) = GG (yo) + j F(Odo),

gde je G(u) primitivna funkcija funkcije ﬁ u razmaku (a,B), a G~(u) je njena inverzna
funkcija.
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Kako su funkcije P(x) i Q(x) neprekidne u razmaku (a,b) i P(x) > 0, to reSenje 6(x)
jednacine (2.9) postoji, Sta vise jedinstveno je (uz dati pocetni uslov), jer je parcijalni izvod

desne strane jednacine (2.9) po 6 ograni¢en u svakom zatvorenom razmaku u (a, b).

Grani¢ni uslovi (2.1")se zbog p(x) > 0 (2.6), (2.7) svode na

hsin8(a) + 20 cosf(a) =0,
. K
k sin 6(b) + %cos 0(b) = 0.
Stavimo dalje:
h=H i = H si k=K K = K si
= H cos «, P(a) = Hsina, = K cos f3, P(b) = Ksinp,

gde je

h, 2 kl 2
< < — 2 - = 2 —_— .

Sa ovim oznakama uslovi (2.10), posle deobe sa H odnosno K, postaju:

cosasinf(a) —sinacosf(a) =0,
cos sinf(b) — sinf cos8(b) = 0.
Tj.
sin(6(a) —a) =0, sin(8(b) —B) = 0.

Odatle se grani¢ni uslovi (2.1") definitivno svode na

6(a)=a, 0(b) =B tkm,k=0,12,.. .

(2.10)

(2.11)

Resenja dve jednacine oblika (2.9) mogu se uporedivati (Sto ¢e nam kasnije biti potrebno), tj.

vazi sledeca teorema:

2.3.2. Teorema: Neka su funkcije P';(x), Q';(x), i = 1,2, neprekidne u razmaku [a, b] i neka

je u tom razmaku
Py(x) = Po(x) > 01 Qx(x) = Q1 (x).

Ako za resenja 0;(x), i = 1,2 jednacina

0'i(x) = cos?0;(x) + Q;(x)sin?0;(x), i=1,2

P;(x)
vazi 0,(a) = 6,(a), tada je

6,(x) = 6,(x),za x € [a,b].
Ako umesto drugog uslova (2.12) u razmaku (a, b) vazi Q,(x) > Q,(x), tada je
0,(x) > 6,(x), x€ (a,b].

koja sledi na osnovu sledece:

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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2.3.3. Teorema: Neka su funkcije f(x,y) i g(x,y) neprekidne u zatvorenoj oblasti
Gilx—x0l<a, ly—yol<b
i neka su y(x)i z(x) resenja (ne neophodno jedinstvena) pocetnih problema

v =fy), z=g90y), y(x) =2z(x0) = ¥o (2.16)

u nekom razmaku [x,, x, + a], gde je « € (0, a].
Ako je f(x,y) < g(x,y),zasve (x,y) € G, tada je y(x) < z(x) za x € (xg,xy + a.

Dokaz: Formirajmo funkciju u(x) = z(x) — y(x). Kako je u(xy) = z(xy) —y(xg) =0 i
u'(xg) = 2" (x0) —y'(x) = g(xofz(xo)) - f(XO;Y(xo)) = g(x0,¥0) — f (x0,¥0) >0, to
funkcija u(x) raste u okolini tacke x, i pozitivna je u nekoj desnoj okolini te tacke.
Pretpostavimo da to nije ispunjeno za svako x intervala [x,, x, + a], odnosno da postoji tacka x;
iz tog intervala za koju je u(x;) = z(x;) — y(x;) = 0. U toj tacki, prema (2.16), bi bilo

u'(x) =2z"(x1) —y'(x) = g(xl,z(xl)) — f(xl,y(xl)) > 0, §to je nemoguce jer je u(x) > 0
zax € (xg,x1). W

Da bi umesto < imali <, moramo imati dodatne uslove: jedna od funkcija f ili g zadovoljava
Lipschitzov uslov po y, ili da u oblasti G jedna od jednacina (2.16) ima jedinstveno resenje.

2.4. Sturm-Liouvilleovi** sistemi

Stavimo u jednacinu (2.1) P(x) = p(x), Q(x) = Ar(x) — q(x), gde je A parametar. Ako
u zatvorenom kona¢nom intervalu [a, b] vazi da je p(x) neprekidno diferencijabilna funkcija i da
su r(x) i q(x) neprekidne funkcije i p(x) > 0, r(x) > 0, grani¢ni problem

(p(x)y")' + (Ar(x) —q(x))y =0 (2.17)
hy(a)+h'y'(a)=0, ky(b) +k'y'(b) =0 (2179

se naziva regularan Sturm-Liouvilleov sistem.

Ako je medutim posmatrani razmak beskonacan ili je konacan ali se funkcija p(x) ili r(x)
anulira bar u jednoj krajnjoj taki posmatranog intervala ili jedna od funkcija p, g, r tu postaje
prekidna, tada se govori o singularnom Sturm-Liouvilleovom sistemu.

2.4.1. Napomena: U slucaju singularnog Sturm-Liouvilleovog sistema, grani¢ni uslovi ne mogu
uvek opisati uslovima (2.17") . Umesto toga se moze zahtevati da reSenja imaju neku drugu,
Cesto sasvim opStu osobinu, npr. da budu ograni¢ena u posmatranom intervalu. Takvi se uslovi
Cesto javljaju u primenama.

' Joseph Liouville (1809-1882) francuski matematiGar
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Primer 2.1.1. je specijalan slu¢aj, sap(x) =1, r(x) =1, q(x) =0, a=0, b=m, h' =k' =
0, koji ima reSenje samo za specijalane vrednosti parametra A. Pokazacde se da je situacija istaiu
slu¢aju opsteg sistema (2.17) — (2.17"). Stoga se uvodi slede¢a definicija:

2.4.2. Definicija: Vrednosti parametra A za koje Sturm-Liouvilleov sistem (2.17) — (2.17") ima
netrivijalnih reSenja nazivaju se sopstvene vrednosti, a odgovarajuca resenja, sopstvene
funkcije tog sistema. Skup svih sopstvenih vrednosti nazivamo spektar sistema.

2.5. Teorema o oscilaciji;
Egzistencija sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija

Metod koji smo razradili u delu 2.3., ovde ¢emo primeniti za dokaz tvrdnje da postoje
sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije grani¢nog zadatka (2.17) — (2.17"). Kljuéni momenat
u dokazu predstavlja ovaj rezultat:

2.5.1. Teorema: Resenje 0 (x; A) jednacine

0’ = (Ar(x) — q(x)) sin?6 + ﬁcosze, (2.18)
Gdejep(x) >0, r(x) >0, a < x < b, koje za svako A zadovoljava pocetni uslov 0(a, 1) =
v (0 <y < m), posmatrano kao funkcija od 1, ima ove osobine:
i.  neprekidna je
ii.  monotono raste
i, limy_e 0(xg,4) = 00, limy_,_ 6(xy,4) = 0, za svako (fiksno) x, iz intervala (a, b].

Dokaz:
i.  Neprekidnost 68(x, 1) po obe promenljive sledi neposrednom primenom sledece teoreme:

2.5.2. Teorema: Neka su funkcije y;(x),y,(x) € C1(I),I € [a, b], neka je f(x,y) €
C([a, b] x (J; U]z)) i LipsSicove klase po drugoj promenljivi na spomenutoj oblasti i
neka vazi \y;(x) — f(x,y; )| <& ,i =12 , |y.(a) — y,(a)| < 6, tada vazi sledece:
ly1(x) — y,(x)] < 6l ¢ E(e’“(x‘a) —1),gdejee =¢& +¢,.

Za dokaz ove teoreme koristicemo sledecu lemu:
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2.5.3. Bellmanova® Lema: Posmatrajmo integralnu nejednacinu:
X

(0 < c(0) + f k©y(©)d,

0

gde su funkcije y,c, k € C(I), I =[xy, xy + h], h > 0,k = 0. Tvrdimo:
X

y(x) < c(x) + fc(t)k(t)ef:k(s)ds dt.

X0

Dokaz: Pomnozimo posmatranu integralnu nejednac¢inu sa k i uvedemo oznaku
X
uG) = [ K@y
Xo

tada:
u'(x) <clx)-k(x)+ k(x) -ulx).

Pomnozimo prethodnu nejednakost sa e~ *xo ()%

tj. dobijamo:

, $to jeste pozitivno, pa ne menja smer,

W (x) - o~ ro k(DAL _ k(x) - u(x) - o~ o RO () - k(x) o~ o k(DAL

Uvedemo oznaku:

X
w(x) = u(x)e o OF,

dobijamo:

w'(x) < c(x)k(x)e Jxo k@e)dt,

Integralimo od x, do x:
X

w(x) — w(xg) < j c(Ok(O)e o gy

Xo
pa posto vazi w(xy) = u(xy,) = 0, imamo:
X

w(x) < f c(Ok(t)e 2K gy

X0

X
Pomnozimo sa efxok(t)dt, Sto jeste pozitivno, pa ne menja smer nejednakosti. Obratimo
paznju da je to funkcija po X, a podinegralna funkcija sa desne strane nejednakosti je

X
funkcija po t, stoga e’xo ¥4 ylazi pod integral kao konstanta. Znamo:

e—fpfok(s)ds ) ef;co k(t)dt _ o txo k(s)ds+f;co k(s)ds _ eftxk(s)ds’

pa:

> Richard Ernest Bellman(1920-1984) o americki matematicar
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u(x) < fc(t)k(t)ejfk(s)dsdt.

X0

Dodamo c(x):

ulx)+clx) <clx)+ fc(t)k(t)eftxk(s)dsdt.

X0

Na osnovu pocetne integralne nejednacine imamo:
X

y(x) < c(x) + fc(t)k(t)eftxk(s)dsdt,

X0
§to smo 1 hteli. m

Dokaz Teoreme 2.5.2.: Neka je u(x) = y1(x) — y,(x), tada u'(x) = y', (x) — y",(x).
Dodamo i oduzmemo funkcije f(x, y;(x)) i f(x,y.(x)) , primenimo nejednakost trougla
i uslove teoreme, tada je:

| w' () | < |y ) = fFloyi(0) | +]y',00 = f(x,y2(0) |+ | Fxy1(x)) -
f(x;h(x)) | <gtetLl|ly(x)—y00)=e+L|ulx)]|

Znamo: +u'(x) < |u'(x)| i -u'(x) <|u'(x)|, pa na osnovu ovog i prethodne
nejednakosti, imamo u'(x) < e+ L|u(x)| i -u'(x) < e+ L|u(x)|. Integralimo ove
nejednakosti od a do x, pa dobijamo sledece:

+u(x) —u(a) <e(x —a) + Lfl u(t)|dt,

x
—u(x)+u(a) <e(x—a)+ LJI u(t)|dt.
Posto je | w(a)| = | y1(a) — y,(a)| < &, sledi: xa
lu(x)|<6+elx—a)+ LJI u(t)|dt.
Primenom Bellmanove Leme sledi: i} :
lu(x)| <8+ elx—a)+ f((? +e(t — a))Lefthdet.
a

Izvr§imo integraciju u eksponentu:
X

lu(x)| <6+ e(x —a) + f(S + &(t — a))Le* V¢,

a

Izvucemo konstante ispred integrala:
X

lu(x)| <6+ e(x —a) + Le™* f(S +e(t—a))Le ™ tdt.

a

Odradimo parcijalnu integraciju:
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|u(x)| <6+ e(x —a) + Le**

e—Lt pd e—Lt
(5+€(t—a))'_—L|§—J£_—Ldt .

a
Skratimo L i integralimo:

—Lt
|u(x)| <6+ e(x —a) — el [(6 +e(x—a))e ¥ — Se~ta — ee_—L |§l.

Izmnozimo desnu stranu:
Lx

lux)| <8 +e(x—a)—86 —e(x —a) + §el&*x—® — se—L(—eLx — el
Posle potiranja dobijamo: -
| u(x)| < §elt*-o +%(eL(x_a) - 1),
Sto smo 1 hteli.m

Da 6(xy, A1) monotono raste, sledi primenom teoreme 2.3.2.
Dokaza¢emo prvo da je

){im 0(xg, 1) = (2.19)
Pretpostavimo suprotno, tj. da je

%im O0(xp,A) =M < o

Primetimo, prvo da je za A dovoljno veliko, A > 4,, 6'(x) > 0, pa je 6(x, A) monotono
rastuca po x.

Stavimo I = (a, x,], ko = [%] (tj. najveci ceo broj koji nije veci od %) i izaberimo §
tako daje § € (0, %)
Zak =0,1,2,.. ,ky+ 1 definiSimo zatvorene intervale:

LD ={x€el:0(x,A)—knr| <6} =[x, x"],

Cije krajnje tacke x; i x'y , takode zavise od A.
Primetimo, da su Iy i I, 44 prazni, ukolikojey = 6 i (kg + 1)m — M = 6.
Stavimo dalje:

ko+1

‘(1) = U LD,  12) = ).
k=0

Sada na osnovu (2.18), vaze sledece ocene:

0> 20 s 50 e ')
X, = = , X
p(x) =1
0'(x,1) = M,(1) sin?8, x € 12(1) (2.20)

Primenjujuéi teoremu o srednjoj vrednosti na intervale [ i njihove komlemente,
dobijamo:

38



ko+1 ko

0(x0, 1) —y = Z 0", V(X' — xx) + 2 0" (M, D) (g1 — x'g),  (2.21)
k=0

k=0

gde & i ny pripadaju odgovaraju¢im otvorenim intervalima.
Obelezimo sumu duzina intervala [, (1) sa d(I l(l)), tada je

d(I?(1) = xo —a—d(I*(2)). (2.22)
Sada, jednakost (2.21) i ocene (2.20) daju
0(x0, ) = My d(11(D)) + M, (A) d(1%(2))sin?s . (2.23)

Primenjujuéi teoremu o srednjoj vednosti nad svakim od intervala I, (1), na osnovu
(2.20), dobijamo:

ko+1 ko+1

1 28(ky+2
(') = z d(L, (D) < 26 Z T < (1\?1: ).
k=0 k=0

Odavde, za pogodno izabrano §, (2.22) povlaci

28(ko + 2)

1

d(I?() =xy—a > M; > 0.
Kako 6(xyA) - M, a M,(A) — o, dok A — oo, to iz obrasca (5.23) dobijamo

kontradikciju.
Preostaje jos da pokazemo

lim 8(xo1) =0 (2.24)
Posmatrac¢emo dva slucaja:
1° y>0

Nekaje 6 € (0,y) n (0,7 —y),a-1 > 4, dovoljno veliko da je 6'(a, 1) < 0 i da za
6 < 0(x) <y, vazisledeca ocena:

. -5
6'0) < S5+ (Ar() — q(x)sin?6 < 21/— Xo

, tada ¢e 8 (x) preseci pravu 8(x) = & u nekoj tacki x4, gde je a < x; < x,.Jasno je za
X = x; to reSenje ostaje izmedu pravih 6(x) = § i 6(x) = 0. Zaista, na osnovu (2.18),
0'(x) < 0 u tackama u kojima je 6(x) = &, do je 8'(x) > 0 u taCkama u kojima je
0(x) = 0. Kako 6 moZzemo da biramo proizvoljno malo, time je dokaz zavrSen.
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2° y=0

Primetimo da je 6'(a, 1) = ﬁ > 0, pa stoga 6 (x) raste u nekoj okolini tacke x = a.

Nekaje & > 0,a-1 > A, dovoljno veliko da je za

cos?8
p(x)

0(x) =6, 0'(x) = + (27 (x) — q(x))sin?5 < 0.

Znaci, 0(x) ostaje u traci 0 < 6(x) < 4§, pa je kao i u slucaju 1° dokaz zavrsen.m

Sada se moze dokazati osnovni rezultat ove glave, koji garantuje egzistenciju sopstvenih
vrednosti i sopstvenih funkcija Sturm-Liouvilleovog sistema (grani¢nog problema (2.17)-
(2.17").

2.5.4. Teorema: Postoji beskonacno mnogo sopstvenih vrednosti granicnog problema (2.17) —
(2.17"). One cine niz {A,} koji monotono raste i 1,, > oo,n — co. Sopstvena funkcija y,(x),
koja pripada sopstvenoj vrednosti A, ima u intervalu (a,b) tacno n nula i odredena je
Jjednoznacno do na konstantan faktor.

Dokaz: Prema opisanom u delu 2.3, grani¢ni problem(2.17) — (2.17") ekvivalentan je sa
problemom

1an2 1 2
0" =(Ar(x) —qx)) sin 0+Mcos 0

, 171 .
p —E(%—Q(x))psmze (2.25)

6(a,A) =y, 6(b,A) =8 + nm, n=0,12,..

,gdeje0 <y <m, 0 < < m Pritomsu brojevi h,h', k, k', y, 6 koji se javljaju u grani¢nim
uslovima vezani relacijama:

p(a)tgyz—%,zah;to

y =0, zZah=0
p(b)tgyz—%,zak;to
s="=C zak =0.

2 i)

Treba, dakle, pokazati da postoji niz vrednosti A, parametra A sa osobinom navedenom u
teoremi, takav da funkcije 6(x, 1), koje po pretpostavci zadovoljavaju prvi rubni uslov (2.25),
takode zadovoljavaju i drugi. Kako je § > 01 8(b, 4) monotono raste po 4, i kako prema (2.24)
0(b,A) - 0, A » —oo, to sledi da postoji prva vrednost od 1, ozna¢imo je sa A,, za koju je
0(b,2;) =6. Kakoje 0 <y <mid <m,tojeuintervalu (a,b),0 < 6(x,1y) < m. Budu¢i da
je prema (2.7), y(x) = 0 samo u tackama u kojima je sinf = 0 tj. u tatakama u kojima je
0 = km, k =0,%1, ..., sledi da sopstvena funkcija

Yo(x) = po(x) sinby(x) = p(x, o) sin 6(x, ),
koja odgovara sopstvenoj vrednosti 4,, nema nula u razmaku (a, b).
Ponavljanjem gornjeg rezonovanja zakljucuje se da postoji broj A; > 4, , takav da za 6(x, 1)
vazi 8(b, A1) = § + m, kao i da odgovarajuca sopstvena funkcija y;(x) = p(x,1,) sin8(x, 1)
ima ta¢no jednu nulu u razmaku (a, b), jer je 8(x,A;) < 2m i 6 preseca pravu 7 rastuci.
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Nastavljajuci tako, moze se odrediti n-ta sopstvena vrednost iz uslova 6(b, 1,,) = § + nm.

Tako je pokazano da postoji niz {4,} sa osobinom iz teoreme, kao i da odgovarajuce sopstvene
funkcije imaju tacno n nula u intervalu (a, b).

Poslednje tvdenje teoreme sledi iz ¢injenice da su dva reSenja y(x), ¥(x) koja oba zadovoljavaju
npr. prvi od uslova (2.17'), linearno zavisna, jer je W(y,#)(a) =0 (tj. Wronskijeva'®
determinanta resenja y(x), ¥(x) u tacki a je jednaka nuli). m

2.6. Neke osobine sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija

U ovom delu ¢emo ispitati ponaSanje niza sopstvenih vrednosti {A,,} i niza sopstvenih
funkcija kad n — oo, jednacine
y'" + (Ar(x) — q(x))y =0, (2.26)
uz uslove (2.17").
Primetimo da se jednacina (2.1) moze smenom
X

d
“#Wi) Y () = 2(w),

a

svesti naoblik z"" + R(u)z = 0, gde je R(u) = P(x)Q(x) neprekidno u razmaku [O, f;’ %]

Stoga se i1 (2.18), kao specijalan slu¢aj od (2.1) moze svesti na oblik (2.26) (sa drugim
funkcijama r i q).

2.6.1. Teorema: Neka su funkcije (x) i g(x) neprekidne u [a, b], i neka je u tom intervalu

0<m<r(@¥)<my, Gm<qX) <qu.
Neka je daljeza 2 > A’
m2=Ar,—qu, M?=2Ary—qpn.

Tada proizvoljno resenje jednacine (2.26) ima u razmaku [a, b] najmanje onoliko nula koliko i
resenje sa istim pocetnim uslovima jednacine

y" +m?y =0, (2.27)
a najvise onoliko nula koliko i reSenje sa istim pocetnim uslovima jednacine
y" + M?y = 0. (2.28)

Dokaz: Neka su y(x) i y;(x) reSenja jednacine (2.26) odnosno (2.27) koja zadovoljavaju iste
poCetne uslove y(a) =yi(a) =4, y'(a)=y';(a)=B. Neka su dalje 6(x), 6:(x)
odgovarajuca reSenja asociranith Prilferovih sistema, za koje prema (2.10) i gornjim pocetnim
uslovima za odredeno a vazi 8(a) = 0,(a) = a.

16 J6zef Maria Hoene-Wronski (1776-1853) poljski matematicar
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Neka y;(x) ima u intervalu [a,b] n nula. To su tacke u kojima je 6;(x) jednako sa n
uzastopnih umnozaka od 7. Kako je prema uslovima teoreme Ar(x) — q(x) = m?, to je na
osnovu teoreme 2.3.2. 6(x) = 0,(x) za x € [a, b]. Stoga i 6(x) uzima pomenute vrednosti
(umnoske od m) u tom intervalu. Odatle sledi prvo tvrdenje teoreme, a drugo se pokazuje
analogno.m

2.6.2. Teorema: Neka funkcije r(x), q(x) zadovoljavaju uslove prethodne teoreme. Tada za
sopstvene vrednosti A,, = A’ granicnog problema (2.26) — (2.17") vaze procene:

<n2(n —1)2 m?(n+ 1)? )

a2 T qm> Ty <A < ((l,_—a)z+ au |1t - (2.29)

Dokaz: Funkcije
y1(x) = msina cosm(x — a) + cosa sinm(x — a),
y5;(x) = MsinacosM(x —a) + cosasinM(x — a),

su respektivno resenja jednacina (2.27), (2.28), koja zadovoljavaju prvi od modifikovanih
uslova (2.10) sa P(x) = 1, §to je lako neposredno proveriti.
Ta reSenja se mogu pisati u obliku

y; = K; sinm(x — a + w,),
y; = Ky sinM(x — a + wy),
gde se K; ,w;, i = 1,2 mogu izracunati.

Nule x,gi) reSenja y; (x),i = 1,2 date su obrascima

km km
D )
X,  =a—w;+ , X, =a—w,+—, k=0,+1,.. .
k ' m k 2T M

Stoga rastojanje dve uzastopne nule reSenja y; (x) iznosi % , areSenja y,(x) je % . Prema tome,
: e : . .- b- : ..
broj nula n, reSenja y;(x) u intervalu [a, b] nije veéi od [TaM] + 1, a broj nula n, resenja

y1 (x) nije manji od [D_Ta m]. (Napomena: ovde [x] oznacava najveéi ceo broj koji nije veéi od x)

Ako sa n obelezimo broj nula sopstvene funkcije y,(x) problema (2.26) — (2.17"), tada na
osnovu teoreme 2.6.1. sledi da je n, < n < n,, odnosno eksplicitno pisano da je za A,, > A’

b—a
Vlnrm_QM_lsnST AnTM_Qm'l'l'

jerje x — 1 < [x] < x. ReSavajuci gornje jednacine po A, dobijaju se procene (2.27). m

b—a
T
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2.6.2.1. Primer: Ocenimo broj nula na [2,10] za jednacinu y"' — 2e*y’ + e**y = 0.
Uvedimo smenu y = u - f za pogodan izbor funkcije f, tada pocetna jednacina glasi:

u” +u' <2]% - Zex> +u (fT” — Ze;f’ + ezx> = 0.

Zagradu uz u’ izjedna¢imo sa nulom, tada dobijemo trazenu funkciju f = €€, pa je
y =u-e®" . Ogledno je da $to je nula funkcije u to je nula i funkcije y, jer je e®” > 0,

za svako x. PoSto vazi
f// fr ! f/ 2
— = (—) + (—) = e* + e?*,
f f f

gornja jednacina se svodi na sledecu:
u" +ue* =0.
Ako je n broj nula, tada vazi:

10

[10—2

-2
'M]—i-l,
T

) sns[

gde je
m= min e*=e%, M= max e* =e°.m
x€[2,10] x€[2,10]

2.6.2.2. Primer: Ispitajmo oscilatornost jednacine

wo, Y
y +t—4—0.

Posmatra¢emo tri slucaja:

1° t € [2,:),
tada je 1l L a ako posmatramo reper jednadinu y” + = = 0, koja nije

e 7 = 5.paakop per j y"'+,z =0 kojanij
oscilatorna na osnovu primedbe 2.5.5.,, tada na osnovu prve Sturmove teoreme
zakljucujemo da nije oscilatorna ni data.

2° te(1,2),

tada posmatrajmo reper jednaCinu Yy’ +7y =0. ReSenje ove jednaline je
y =cycost+cysint = ¢y " sin(t — ¢;"),

(gde smo koristili grupisanje isto kao i u teoremi 2.6.2.), pa vidimo da je rastojanje nula

7, pa najvise samo jedna nula upada u posmatrani interval, tj. nije oscilatorno, pa na

osnovu prve Sturmove teoreme, nisje ni polazna oscilatorna, jer na posmatranom

) .1 1
intervalu vazi — < — < 1.
16 t4

Znaci, dosad imamo da reSenje polazne jednacine nije oscilatorno na (1, o).
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3° t e (0,1],

1 n* ) ..
— > —, pa posmatramo reper jednacine

. . 1 2 v
posmatrajmo interval t € [—,—], tada vazi n* > = ,
nn t 16

4
. n e v .
y'+nt=0 i y"+ —c = 0, ¢ija reSenja su redom:

y = ¢, cosn?t + ¢, sinn?t,

_ n? . n?
y =cicos—t+c;sin-t.

Rastojanje nula za prvu je d; = % ,azadrugu d, = fl—f . Broj nula N; i N, respektivno:
[E] <N; < [E] +1i [l] <N, < [1] + 1. Posto vazi (na osnovu Sturmove Teoreme)
T T 4T 4

dajed, <d <d,;,paiz N, <N < N, imamo da kad n — oo, tada N;, N, — oo, pai
N — oo, tj. §to smo blizi nuli imamo sve vise i viSe nula, a to znac¢i da u posmatranom

intervalu jednacina y"’ + t% = 0 jeste oscilatorna.m

2.6.3. Posledica: Red ¥%_, 1,,~* konvergira.
Dokaz: 1z (2.29) sledi daje zan > ny, 1,,~' < ¢ n~2, gde je ¢ pozitivna konstanta. m

2.6.4. Posledica: Ako je u jednacini (2.26) r(x) =r, r > 0, tada je

7T2

B T

Dokaz: Deobom jednacine (2.29) sa n? i prelaskom na granicu n — oo sledi gornji obrazac. m

2.6.5. Teorema: Za svake dve sopstvene funkcije y;(x), y;(x) koje odgovaraju sopstvenim
vrednostima A;, A;, i # j granicnog zadatka (2.17) — (2.17") vazi

b
jr(x)yi(x)yj(x)dx =0. (2.30)

a

Dokaz: Ako se posmatrane sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije uvrste u jednacinu (2.17),
prva od tako dobijenih jednacina (koja sadrzi A; i y;) pomnoZzi sa y; , a druga sa y; i oduzme
druga od prve, dobija se

(p(x)(yjyi’ - yiyj')), + (4 = )r)yy; = 0.

Integracijom u razmaku (a, b) sledi dalje da je
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b
(A = 2) f r(0)y;(x)y;(x)dx =p(L)W(b) — p(a)W (a), (2.31)

gde je W determinanta Wronskog sopstvenih funkcija y; , y;. Te funkcije medutim,
zadovoljavaju grani¢ne uslove (2.17") tj. vazi:

hyi(a)+h'y'i(a) =0, ky(b)+k'y;(b)=0
hyj(@+h'y'j(a) =0, ky;(b)+k'y;(b)=0

Da bi svaki od gornjih sistema imao netrivijalnih reSenja po h, ', odnosno k, k" moraju njihove
determinanate, a to su bas W (a), W (b) biti jednake nuli.
Kako je A; # 4;, to iz (2.31) sledi (2.30). m

2.6.6. Definicija: Za funkcije y, (x),n = 0,1,2, ... za koje vazi (2.30) kaze se da su ortogonalne
u razmaku (a, b)s obzirom na funkciju tezine r(x). Ako je pored toga

b

f r()yf (x) =1,

a

Kaze se da su te funkcije ortonormirane.

2.6.7. Napomena: Oc¢evidno se od svakog niza ortogonalnih funkcija {y,, (x)} moze napraviti niz
ortonormiranih funkcija {z,, (x)} uzimaju¢i da je

Yn (X)
J [2 (0 y,2 (x)dx

Zp(x) = yn(x)

2.6.8. Teorema: Neka je funkcija q(x) neprekidna u razmaku [a,b], r(x) =1, h',k' # 0, tada
za niz normiranih sopstvenih funkcija granicnog problema (2.26) — (2.17") vazi

2 n(x — a) N 0(1) i

(%) = b—a P p—a n

— 00

)

gde 0(1) oznacava funkcije koje su ogranicene za n > n,,.

2.6.9. Napomena: Jednacina (2.26) se daljim smenama moze svesti na oblik posmatran u gornjoj
teoremi, gde je r(x) = 1.
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U ovoj glavi smo pokazali egzistenciju sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija
regularnog Sturm-Liouvilleovog sistema.

Drugi veliki problem, pitanje pod kojim se uslovima data funkcija f(x) moze razviti po
takvim sopstvenim funkcijama, koji ¢e konvergirati ka f u posmatranom razmaku, sSmo
razmatrali u glavi jedan.

Pretpostavimo da se data funkcija f(x) moze razviti u uniformno konvergentan red po
ortonormiranim sopstvenim funkcijama y,, (x) regularnog Sturm-Liouvilleovog sistema, tj. da je

f6)=) (), xelabl (2.31)

n=0

Postupajué¢i kao u slu¢aju Fourierovog reda, tj. mnoze¢i (2.31) sa y,(x)r(x) i integrisuéi u
razmaku (a, b) dobija se zbog ortonormiranosti sopstvenih funkcija da je

b
f YR COr () dx = [ "2

a

Tako se dobijaju obrasci za koeficijente c,,:

b
Cp = ff(x)yn(x)r(x)dx, n=0,12,.. .

Stoga se ¢,, mogu smatrati uopStenim Fourierovim koeficijentima, a (2.31) uopStenim
Fourierovim redom na koji se moze preneti teorija takvih redova.
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3. Ortogonalne funkcije

Jako bitna klasa ortogonalnih funkcija se dobija iz diferencijalnih jednacina oblika
Ax)y" + B(x)y'+ C(x) = 0. (3.1)

Napomena: Diferencijalne jednacine gornjeg oblika za koje je B(x) # A’(x) , mogu se svesti na
samoadjungovani oblik (kao $to je to i jednacina (2.17) ), mnoZenjem jednacine (3.1) sa

1 fmdx
=— ¢ AX)
H(x) e, e .
3.1. Jednagina Cebigeva'’
To je jednacina oblika:
(1—x%)y" —xy +ny =0. (3.2)

Na ovu jednac¢inu mozemo primeniti transformaciju iz gornje napomene, tj. mnozimo je

Sa:
1 f —X dx 1
j— — 2 j—
A0 =T ~ =
Jednacina (3.2) postaje:
( 1—x2y’)l+ n y =0.
i<
Smenom:
t(x) = arccosx, x = cost, z(t) = y(cost)

dobijamo:

z"+n%z = 0.
Opste resenje ove jednacine je:
z(t) = ¢, cosnt + ¢, sinnt,
tj.
y(x) = c,cos (narccos x) + ¢, sin(arccos nx).

17 Cebisev Pafnutij Ljvovic(1821-1894) ski matemati¢ar
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Potrazimo reSenje jednacine (3.2) u obliku stepenog reda u okolini tacke x=0. Kako je ta tacka
regularna, to resenje je oblika:

(0]

y(x) = Z cpxk. (3.3)
k=0
Zamenimo y,y’,y"" u (3.2), pa dobijamo:
(1-x2) Z ck(k — 1D)xk=2 — xz Ckx*1 + n? Z cex® =0,
k=2 k=1 k=0
Z cke(ke — 1)xk=2 — Z cele (ke — 1)xk — 2 cekx® + ) nPcxk =0,
k=2 k=2 k=1 k=0

Z(ck+2(k +2)(k + 1) = cpk(k — 1) — ek + n2c)xk = 0,
k=0

odakle sledi da je:

k? — n?
w2 =k T DU+ 1)

Posto se parni koeficijenti mogu izraziti preko ¢y, a neparni preko c;, imamo opste reSenje u
slede¢em obliku:

oo ka k-1 o) ka k—1
y(x) =cq 1+Z(2k)'1_[(4p2—n2) + a;x 1+zmn((2p+1)2—n2) :
k=1 . p=0 k=1 ) p=0

Redovi koji figuriSu u opStem reSenju konvergiraju za |x| < 1. Primetimo da kad je n ceo
broj, jedno partikularno resenje je polinom. Ti polonomi se nazivaju polinomi CebiSeva i
sledeceg su oblika:
To(x) =1, Ty(x) =x, T,(x) =2x%—1, T3(x) = 4x3—3x,... .
Oni su odredeni sa:
T,(x) = 217" cos(n arccos x)

1 za njih vaze rekurzivni obrasci:

Ta(x) = 2xTp_1(x) = Th—o(x), n=234.. .
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Kad uporedimo samoadjungovani oblik jednagine Cebiseva sa (2.17), dobijamo da je:

A =n2

1
p(x) =+1—-x% qx) =0, r(x) = ——,
V1 —x2
Za x = +1 imamo da je p(x) = 0, pa na intervalu [—1,1] imamo singularan Sturm-Liouvilleov
sistem. Za n = 0,1,2, ... sopstvene vrednosti su 2 = n?, a odgovarajuée sopstvene funkcije su

polinomi Cebiseva T, (x). Oni &ine ortogonalni skup na intervalu [—1,1] sa funkcijom teZine
1

1-x2 '

1
T, T,
dezo' m_—'tn_

Ny

Kad je m = n # 0 stavimo x = cos®@ i tada gornji integral postaje:
™
1
j- cos?nfdf = ST
0

Za m = n = 0 dobijamo:

A

f cos’nb df = .
0

Primena:

Polinomi CebiSeva imaju veliku primenu kod aproksimacija. Korene polinoma Cebiseva
nazivamo jo§ i ¢vorovi CebiSeva, 1 koriste se kao Cvorovi pri polinomnoj interpolaciji.
Interpolacija sa ¢vorovima CebiSeva minimizira problem Rungeovog fenomena.

Rungeov fenomen je problem oscilacije pri rubu intervala, koji nastaje pri polinomnoj
interpolaciji visih stepena. Problem je primetio Carl David Tolmé Runge'® kada je ispitivao
ponasanje greSke pri polinomnoj interpolaciji odredenih funkcija. Ovaj problem je jako bitan, jer
pokazuje da povecavanjem stepena pri polinomnoj interpolaciji ne postizemo uvek 1 vecu
tacnost.

Prisutnost polinoma Cebigeva najbolje ilustruje sledeéa redenica: ,,Cebisevi polinomi su svugde
gusti u numerickoj analizi.” (J.C. Mason, D. Handscomb: Chebyshev Polynomials)

18 Carl David Tolmé Runge(1856-1927) emacki matematicar
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3.2. Legendreova™ jednadina

To je jednacCina oblika:

(1—x2)y" —2xy' +n(n+ 1)y = 0. (3.4)
Mnozenjem (3.4) sa :
—-2x
H(x) = ! efmdx =1,
1—x?

dobijamo:

((1- xz)y’)’ +n(n+1)y=0.

Potrazimo resenje i ove jednacine u obliku stepenog reda u okolini tacke x = 0. Kako je ta tacka

regularna, reSenje trazimo u obliku (3.3). Zamenimo y,y’,y"" u (3.4) i dobijamo:

(0]

(1—2x2) Z ck(k — 1Dxk=2 — ZXZ Ckx* ™ + k(k + 1) Z cpx® =0,
k=2 k=0

k=1

(o] (0]

Z ck(k — 1)xk=2 — z cek(k — 1)xk — Z 2cikx® + z n(n+ Dex* =0,
k=1 k=0

k=2 k=2
Z(ck+2(k +2)(k + 1) = cok(k — 1) = 2cik + n(n + 1)e)xk = 0.
k=0

Odatle sledi:

_ (k—=m)(k+n+1)
2 T kT D+ 1)

pa se opet koeficijenti sa parnim indeksima mogu izraziti preko c,, a koeficijenti sa neparnim
indeksima preko c,, pa opste reSenje jednacine (3.4) je oblika:

o3
™

¥ Adrien-Marie Legendre(1752-1833) “ifrancuski matematicar
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o 2k k-1
y(,n)=cy| 1+ Z ()ch)! H(Zp -n)2p+n+1)
k=1

p=0

o0 k-1
ka
+cix 1+zmn(2p+1—n)(2p+n+2) .
k=1 " p=0

Primetimo, da ako je n ceo broj, tada jedno partikularno resenje je polinom, koje
nazivamo Legendreovim polinomima i slede¢eg su oblika:

5
Po(x) =1, Pi(x) =x, P,(x) =1—3x2, Py(x)=x —§x3, .

Oni su odredeni sa:
Py (x) =y(x,2m) = y(x,-2m+1),zac;, =0,m=0,1,2, ... ,
Pymi1(x) =y(x,—2m) = y(x,2m+1),zac, =0,m=0,1,2 ... .
Za Legendereove polinome vaze rekurzivni obrasci:

(k+ 1D)Pry1(x) = 2k + DxP(x) — kP_1(x), k=1,23,... .

Kad uporedimo samoadjungovani oblik Legendreove jednacine sa (2.17), dobijamo da je:
p(x)=1-x% q(x)=0, r(x) =1, A=n(n+1).

Za x = +1 imamo da je p(x) = 0, pa na intervalu [—1,1] imamo singularan Sturm-Liouvilleov
sistem. OgranicCenost reSenja ¢emo imati za A=n(n+1),n=0,12,.. . A=n(n+1) su
sopstvene vrednosti, a odgovarajuce sopstvene funkcije su Legendreovi polinomi B, (x). Kako je
r(x) = 1, oni ¢ine ortogonalni skup na intervalu [—1,1] :

1
me(x)Pn(x) =0, m+n.

-1
Kad je m = n, dobijamo:

1

[ Bt =

-1

2n+1°

Znaci, funkcije /n + %Pn(x) formiraju ortonormirani skup na [—1,1].

Zahvaljujuci osobini ortogonalnosti, moguce je lako dobiti koeficijente u razvoju neke funkcije
f(x) u beskonacan red Legendreovih polinoma:

o1



o)

) =) enPu0).

n=0

Zaista, mnozeci obe strane sa B, (x) i integracijom u intervalu [—1,1], dobijamo:

fl f(x) Pp(x)dx = i Cn f P, (x)P,(x)dx.

Zbog ortogonalnosti, svi ¢lanovi na desnoj strani se anuliraju, osim onog za kog je m = n. Tako
dobijamo formulu za izra¢unavanje koeficijenata u razvoju:

2m+

Cm =

ff(x)Pm(x)dx m=0,1,2..

Primena

Pri reSavanju nekih parcijalnih diferencijalnih jednacina koje opisuju fenomene prenosa
toplote i mase, pojavljuje se diferencijalna jednacina poznata pod imenom Legendreova
jednacina.
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3.3. Laguerreova® jednacina

To je jednacCina oblika:
xy"+(1—-x)y +ny=0. (3.5)

Mnozenjem (3.5) sa:

1 ax, 1
H(x) = ;edex =—

dobijamo:

!

(ex—xy’) +e£xy = 0.

Potrazimo reSenje jednacine (3.5) u obliku stepenog reda u okolini tacke x = 0. Kako je ta tacka
regularno-singularna, to resenje je oblika:

o)

y(x) = Z Cex T, (3.6)
k=0
Zamenimo y,y’,y"" u (3.5) i dobijamo:

oo (0]

x Z alk+r)k+r—DxM""2 4+ (1—x) ) clk+r)x 1+ nz Xkt =0,
k=0 k=0 k=0

2 el + 1) (k + 7 — 1)xk*r1

k=0
[

[ee] [ee]
+ Z cp(k + r)xktr=1 — z cr(k + 1r)xk*T + Z nex*tr =0,
k=0 k=0

k=0

x"ter? + Z(ck(k +r)(k+r—=1) 4k +7) = cpog(k+7—1) + n_ )1 = 0.
k=1

Znadi, indeksna jednadina je r2 = 0, pa su eksponenti r; = r, = 0, a rekurzivni obrasci za
nalazenje koeficijenata su:

9

20 Edmond Laguerre(1834-1886) ! i; " francuski matematidar
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pa je reSenje oblika:

Jedno partikularno reSenje dobijamo zar = 0tj. y; = y(x, 0), a drugo nezavisno partikularno

WD § yyrstimor = 0 ¢ = 0:

reSenje dobijamo kada potrazimo P

1+n-3n% |
V2 =y11n|x|+(1+2n)x+Tx +

Poluprec¢nici konvergencije za oba reda su R = oo, pa je opSte resenje:
Y =Gyt 6y
zasvako 0 < |x| < oo,

Ako je n prirodan broj y; postaje polinom, koje nazivamo Laguerreovi polinomi, koji su
oblika:

Lo(x) =1, Li(x) = —x+1, Ly(x) =x*—4x+2, Ly(x) = —x3+9x?>—18x +6,... .
Laguerreovi polinomi su odredeni sa:

dxn

Kad uporedimo samoadjungovani oblik Laguerreove jednacine sa (2.17), dobijamo da je:

X 1
p(x)=e—x, q(x) =0, r(x)=e—x. 1l=n.

Za x =0 1 x =00 imamo da je p(x) = 0. Sopstvene vrednosti za polinomna reSenja sSu A =
n = 0,1,2 ..., a odgovarajuce sopstvene funkcije su Laguerrreovi polinomi L, (x). Na osnovu
Teoreme 2.6.5. oni ¢ine ortogonalni skup na intervalu 0 < x < oo, tj. :

fLm(x)Ln(x) N

ex
0

Moze se pokazati da je ovaj skup i normiran [1], tj. :

[ OGP
e
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Primena

Laguerreovi polinomi se koriste u kvantnoj mehanici pri re§avanju Schrédingerove®
jednacine.

Schrédingerova jednacina je formulisana 1926. godine. Koristi se u fizici, specijalno u kvantnoj

mehanici. Radi se o jednacini, koja opisuje promenu kvantnog stanja fizickih sistema kroz
vreme.

21 Erwin Schrédinger(1887-1961) ’ austrijski fizi¢ar
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3.4. Hermiteova® jednacina

To je jednacina oblika:
y'—2xy' +2ny =0. 3.7)

Mnozenjem jednacine (3.7) sa
H(x) = el —2xdx — e—xZ’
dobijamo:
(e‘xzy’) + Zne_xzy =0.

Potrazimo resenje u obliku stepenog reda u okolini tacke x = 0. Kako je ta tacka regularna, to
reSenje trazimo u obliku (3.3). Zamenom vy, y’, " u (3.7) dobijamo:

z cick(k — 1)xk=2 — 2x Z Crkx®1 + 2nz cpx® =0,

k=2Oo IO<O=1 o k=0
z cik(k — 1)xk=2 — Z 2cikx® + z 2ncxk =0,
k=200 k=1 k=0
Z(ck+2(k +2)(k + 1) = 2c,k + 2nc)xk =
k=0
pa sledi da je:
2k — 2n

2 = kG Dk + 1)
Znadi, parni koeficijenti se izrazavaju preko ¢y, a neparni preko c,, pa opste reSenje jednacine
(3.7) je:

y(x) = ¢ 1+§: 250 ][_[ 22p —n) |+ c1x 1+Z(2k 1)'1_[2(2p+1—n)
p=0

Redovi koji figuri$u u opstem resenju, konvergiraju za svako x. Primetimo da, ako je n ceo broj,
jedno partikularno reSenje je polinom, te polinome nazivamo Hermiteovim polinomima i oni su
oblika:

Hy(x) =1, H;(x) = 2x, Hy(x) = 4x?> — 2, Hy(x) =8x3—12x,... .
Hermiteovi polinomi su odredent sa:

, d™(e ™)

Ha(®) = (~1)e*’ ——

Za Hermiteove polinome vaze rekurzivni obrasci:

H,.,(x) =2xH,(x) —2nH,_,(x), n=12,3,... .

%2 Charles Hermite(1822-1901) francuski matemati¢ar
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Kad uporedimo samoadjungovani oblik Hermitove jednacine sa (2.17), dobijamo da je:

1 1
p(x) =—%, q(x) =0, r(x) =—, A=2n.
e* eXx

Za x = too imamo da je p(x) = 0. 1 =2n,n = 0,1,2, ... su sopstvene vrednosti za polinomna

reSenja, a odgovarajuce sopstvene funkcije su Hermiteovi polinomi H,(x). Teorema 2.6.5.

. .. .. v 1
pokazuje da su ove funkcije ortogonalne na —co < x < oo sa funkcijom teZine r(x) = — :

ex?

f%@mmd

e

x=0m#n.
—00
Hermiteovi polinomi ne ¢ine ortonormirani sistem, jer za m = n imamo:
oo

.j- HT;x(ZX) dx =2"n! Vm. [1]

—00

Funkcije:

Yn(x) = (2" n! \/E)_%e_an(x),

nazivamo Hermiteovim funkcijama, i oni ¢ine ortonormirani sistem, jer na osnovu njihove
konstrukcije ocigledno vazi:

[n@wn@ar=0, m#n,

azam=ni

fwmwmw=1

Primena

Hermiteovi polinomi imaju Siroku primenu u fizici. Na primer kod kvantno mehanickog
harmonijskog oscilatora.
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3.5 Besselova jednacina

To je jednacina oblika:

x%y" +xy' + (x* —n?)y = 0. (3.8)

Mnozenjem jednacine (3.8) sa:
1 1 1
H(x) = S elx™* =,
- X X
dobijamo:

2
(xy")' + (x - n;)y = 0.

Potrazimo resenje jednacine (3.8) u obliku stepenog reda u okolini tacke x = 0. Kako je ta tacka

regularno-singularna, to resenje trazimo u obliku (3.6). Zamenom y,y’, y" u (3.8) dobijamo:

oo o]

x? Z ek +1r)(k+7— Dxkt2 4+ x Z Ce(k +)x*T 1+ (k2 —n?) ) x* =0,
k=0

k=0 k=0
(0] (00} oo

Z ek +7r)(k +1— Dxk* + Z ce(k +7r)x*T + z CpxdT+2 — z n?c, x*7 =0,
k=0 k=0

k=0 k=0

x"co(r? —n?) +x" ey (r* + 2r+1-n?) + Z(ck((k +7)2 = n2) + ¢pp)xk = 0,
k=2
Indeksna jednagina je v — n® = 0, pa su eksponenti ry = n, r, = —n, a rekurzivni obrazac za
koeficijente je:
1

Cp = —————5—Ck2-
k (k +1)2 —n2 *2
Posmatramo tri slucaja:

1°n#0i2n¢Z

Izves¢emo reSenje koje se dobija za r = n. Tada koeficijenti sa parnim indeksima postaju:

1 cp—
=k 123,
2k = T4k (k +n)
1 ¢
k=1: = - )
2T T 41 +n
k_z _ 1 Cy . (1)2 Co
—S AT ey Wzt iy a+ny
k=3 cp= -zt = (1)3 B
T TI3@E ) W 3216+ C+n)-(1+n)
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Dakle formula za koeficijente uz parne stepene je:

k ‘o
, k=1,2,.. .
4kkl'(n+k)(n+k—-1)..(n+ 1)

Co = (1)

Odaberemo koeficijent c, na sledeci nacin:
1
Co =
2nT(n + 1)
Iskoristimo osobinu Gama-funkcije:
F'x+1) =xI'(x),

Sto daje:
Ih+k+1)=m+k(n+k—-1)..(n+ I'(n+ 1).
Dobijamo:
1
= (—1)* =123,.. .
= CU mmrkenr ). F 3
Prvo partikularno reSenje je:
B (_1)k X 2k+n 3
y1(x) = 5)  =he.

|
LK T(k+n+1)

Dakle jedno resenje Besselove jednacine u posmatranom slucaju je specijalna funkcija, poznata
pod imenom Besselova funkcija prve vrste reda n.

Drugo partikularno resenje za r = —n je Besselova funkcija prve vrste reda —n, J_, (x). Tako
opste reSenje Besselove jednacine u razmatranom slucaju je:

y(x) = cfn(x) + c3) 5 ().

2°n=0

Prvo partikularno resenje Besselove jednacine y, (x) dobija se smenom n = 0 u J,,(x), dakle kao
Besselova funkcija nultog reda:

(o]

y1(x) =Jo(x) = Z ((;'1)): (;)
k=0

2k

Drugo partikularno reSenje se dobija kao kod Laguerrea:
1

© (DL 4ot o+ D) gk
y2() = (@ x— ) )

k=1

3° 2n €’

Imamo opet dve mogucénosti:
3a)neZ

Prvo partikularno reSenje za r = n je Besselova funkcija prve vrste reda n, a drugo se trazi u
obliku:

59



y,(x) = ¢ J,(x)Inx + x™" Z by xk.
k=0

| to je Besselova funkcija druge vrste istog reda Y,,, pa je opste reSenje:

y(x) = Cl]n(x) + CZYn(x)-

3.5.1. Napomena: Besselova funkcija drugog reda naziva se jo§ i Neumannova® funkcija i ona
je data sa slede¢im formulama:

Cos nn]n(x) - ]—n(x)
innx

ngZ Y,(x)=

S )
19/, a]_y

3b) n= §(2k +1), k=0,12,..

U ovom slucaju su partikularna resenja J,, (x) i J_,,(x) i opSte reSenje je analogno za slucaj
razlicitih korena:

y(x) = cJn (%) + o) (%),
s tim da se u ovom sluc¢aju funkcije J,(x) i J_,,(x) mogu svesti na elementarne.

Na primer za:

1
x%y" + xy + (xz —Z)y =0,
resenje je:
2

. /2
y(x) = clj%(x) + czj_%(x) =0 Esmx + ¢, Ecosx.

z(%)

3.5.2. Napomena: U prethodnom primeru smenom y(x) = N

z'"" + z = 0, pa dobijamo:

jednacina se svodi na

z(x) = ¢y cosx + ¢, sinx,
tj.
Ccos X sin x

y(x) =¢ Nz +c, Nl

% Neumann Janos(1903-1957) madarsko-ameri¢ki matematicar
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Kad uporedimo samoadjungovani oblik Besselove jedna¢ine sa (2.17), dobijamo da je:

n2
p() =x () =—, r(x) =x,
Za 0 <a<x<b,abeR samoadjungovani oblik Besselove jednafine i1 grani¢ni uslovi
(2.17", gde (h,h") # 0, (k, k") # 0, ¢ine regularan Sturm-Liouvilleov sistem.
Na intervalu [0, b], Sturm-Liouvilleov sistem, koji ¢ine samoadjungovani oblik Besselove
jednaéine i graniéni uslov y(Ab) = 0, je singularan; za x = 0 p(x) = 0, a q(x) = o. Pokazali
smo da Besselova jednacina u okolini tatke x = 0 ima neprekidno resenje y = J,(Ax),n = 0.
Sada grani¢ni uslov se svodi na J,(4b) = 0, a poSto ova jednacina ima konacan broj pozitivnih
korena x;, x,, ... , stoga su nule od J,,(Ab): 1, = %,/12 = %, ...Kakojep(0)=0iW(b) =0
imamo singularan Sturm-Liouvilleov sistem. Sopstvene vrednosti su 4;%, a odgovarajuée
sopstvene funkcije su J,(4;x). Na osnovu Teoreme 2.6.5. funkcije J,(4;x) €ine ortogonalni
skup na intervalu [0, b] u odnosu na funkciju teZine r(x) = x:
b

fx]m(/lix)]n(ﬂix)dx =0, m#n.
0

Primena

Besselove funkcije su veoma bitne kod reSavanja problema Sirenja talasa. U cilindri¢nim
objektima, koristimo Besselove funkcije reda n, n € N, a kod sfernih problema reda

n+ % n € N. Besselove funkcije imaju korisnu primenu i pri obradi signala.
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