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Predgovor

Glavna motivacija za uvodenje parcijalnih rec¢i dosla je iz molekularne biologije
nukleinskih kiselina. Tamo se izmedu ostalog proucavaju svojstva lanca DNK i RNK.
Zavojnica DNK je sastavljena u okviru alfabeta {A,T,C, G}, a zavojnica RNK u
okviru alfabeta {A, U, C,G}. Poznato je da je transkripcija proces pretvaranja DNK
u iRNK. Do transkripcije dolazi tako Sto enzim Polimeraza raspli¢e zavojnicu DNK,
gde jedan lanac sluZzi kao kalup prema kome se redaju komplementarni nukleotidi uvek
istim pravilom A sa T (odnosno A sa U kod RNK) i C sa G. Ovako dobijena nit iRNK
predstavlja Sablon na osnovu kog ¢e organizam sintetisati protein. Potom se na ovu
nit iRNK veZe ribozom koji Cita kod u iRNK da bi se proizveo lanac aminokiselina.
Sa iRNK se Cita po tri baze istovremeno 1 svaki ovaj triplet odgovara jednoj od 20
aminokiselina koje nakon svakog ocitavanja donosi tRNK i tako produzava niz sve
dok se ne sintetiSe Zeljeni protein.

Prilikom transkripcije moze do¢i do pogresnog uparivanja nukleotida na primer U
sa G, G sa U, kao Sto je 1 prikazano ispod:

 AUGUACAGUGUUAUCG
TACGTGTCACAGTAGC

Pretpostavljanje savrSenog uparivanja nukleotida je pretpostavljanje idealnog
sveta. U stvarnosti komplement Cesto nije potpuno savrSen. Medutim i dalje Zelimo
da osobine jednog takvog niza izrazimo Sto je viSe mogucée konciznije. U tom cilju
izgleda kao verovatan izbor da razmatramo pozicije kao nepoznate ili rupe.

U datom primeru mi bismo iRNK razmatrali kao re¢ sastavljenu od odelova
LAUG, ACAGUGU, AUCG... sa jednom rupom izmedu svakog od delova. Stoga,
intuitivno, parcijalana re¢ je veoma nalik konvencionalnoj reci, samo Sto na nekim
pozicijama ne znamo koje slovo ona ima.

Dakle, molekularna biologija je stimulisala znatan interes za studije parcijalnih reci
gde nizovi mogu sadrzati izvestan broj ’ne znam” simbola odnosno “rupa”.



Pregled rada

Neka je zadat skup X koji nazivamo alfabet, njegove elemente nazivamo slova, a
konacne nizove slova nazivamo reci. Definicija re¢i moZe se prosiriti i na beskonacne
nizove slova i1 tada govorimo o beskonacnim recima. Parcijalne re¢i definiSemo kao
reCi koje umesto slova na nekim mestima mogu imati ”zamrljane” simbole, tj. pozicije
na kojima slovo koje se tu nalazi nije poznato (formalnije, parcijalna re¢ se moZze
definisati kao parcijalna funkcija koja preslikava skup pozicija, tj. {1,2,...n} ako je
re¢ duzine n u skup ), takve pozicije nazivamo rupama i u zapisu reci ih obelezavamo
sa o.

Rad ¢e se sastojati od nekoliko odeljaka. Prvi odeljak bi¢e uvodnog tipa: u njemu
¢e biti definisane parcijalne reci i drugi pojmovi koji ¢e biti nadalje potrebni i bice
pokazana neka jednostavna uvodna tvrdenja.

U drugom odeljku bi¢e razmatrano pitanje komutativnosti parcijalnih re¢i. Dva
glavna rezultata ovog odeljka bice tri ekvivalentna uslova za komutiranje dve parcijalne
reci sa ukupno najviSe jednom rupom, kao i odredeno proSirenje ovog tvrdenja i na
slucaj kada re¢i mogu imati vise rupa.

U tre¢em odeljku bi¢e razmatrano pitanje konjugovanosti parcijalnih reci i bice
pokazane neke teoreme koje blize odreduju pod kojim uslovima su dve parcijalne reci
medusobno konjugovane.

U cCetvrtom odeljku bice razmatrane kvadratno slobodne parcijalne reci. Bice
dokazano da postoji beskonacno mnogo ternarnih beskonacnih parcijalnih reci koje
ne sadrze nijedan kvadrat osim <a i a¢, zatim da postoji beskonacna re¢ nad
osmoelementnim alfabetom koja ostaje netrivijalno kvadratno slobodna parcijalna rec¢
¢ak 1 nakon ubacivanja proizvoljnog broja rupa i pokazace se da je kardinalnost
8 minimalna moguca kardinalnost alfabeta potrebna za konstrukciju re¢i sa ovom
osobinom. (Pritom prilikom ubacivanja rupa postavljamo restrikciju da izmedu svake
dve rupe moraju postojati bar dva poznata slova-tzv. 2-validna ubacivanja-jer u
suprotnom problem nema smisla.)

U petom odeljku bi¢e razmatrane parcijalne reci koje ne sadrze preklapanja. Bice
pokazan niz tvrdenja na ovu temu, verovatno najkompleksnije od kojih je konstrukcija
beskonacnih reci nad petoelementnim alfabetom koja ne sadrZi preklapanja nakon
proizvoljnog 2-validnog ubacivanja rupa (prethodno Ce se pokazati i da takva konstrukcija
nije moguca nad Cetvoroelementnim alfabetom, tj. 5 je minimalna moguca kardinalnost).
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Poglavlje 1
Uvod

U ovom poglavlju uvodimo glavne definicije, pojmove i oznake koje ¢emo koristiti u
celom radu.

Kada govorimo o “re¢i” mislimo na niz slova uzetih iz kona¢nog nepraznog
alfabeta Y (alfabet re¢i w obelezavamo sa alph(w)). Skup svih nepraznih re¢i nad
Y obelezavamo sa Y, a skup svih re¢i nad ¥ konacne duZine obeleZavamo sa >*.
Duzinu re¢i w € ¥* tj. broj njenih slova obelezavamo sa |w|. Sa A\ obelezavamo
praznu re¢ odnosno re¢ duzine 0. Sama re¢ bez ikakvih dodatnih osobina, odnosice se
na potpunu rec.

Prvo ¢emo dati definiciju parcijalne funkcije koja nam je potrebna za definisanje
parcijalnih reci.

Definicija 1.0.1. Parcijalna funkcija f : X — Y je funkcija f : X' — Y gde je
X' X.

Sada dajemo definiciju parcijalne reci.

Definicija 1.0.2. Parcijalna re¢ w duZine n nad alfabetom 3. je parcijalna funkcija:
w:{0,.,n—1} = X.

Sa D(w) oznacava¢emo domen re¢i w, wi] koristiéemo kao oznaku za slovo reci
w na poziciji 4, a wli, ..., j| gde je 0 < i < j < |w| — 1 kao oznaku za deo re¢i w od
pozicije ¢ do pozicije j.

Definicija 1.0.3. Pozicije na kojima w|n| nije definisano za n < |w| nazivaju se rupe
(praznine) reci. Brojevi iz skupa {0, ..., |w| — 1} \ D(w) &ine skup rupa od w koji
obelezavamo sa Hole(w).

Definicija 1.0.4. Za parcijalnu re¢ w definiSemo njenog pratioca kao potpunu re¢ w,
nad prosirenim alfabetom > U {o} gde je:

wi] akoi € D(w)
We =
o akoi ¢ D(w) N0 <i< |w|.



Mi ¢emo umesto parcijalna re¢ sa pratiocem ©aob govoriti samo parcijalna re¢
oaob.

Primer 1.0.5. Potpuna re¢ w, = adoooacd je parcijalna re¢ w duZine 8 sa skupom
rupa {2,3,4}.

Ako za neko k < |w| vazi da je u = w0, ..., k] tada kaZemo da je u prefiks od w i
piSemo v T, w. Prefiks je pravi ukoliko je u # w. u je faktor re¢i w, Sto zapisujemo
uC w,akojezai < j < |w|, u = wli,...,j]. Faktor je pravi ako je i # 0 ili
j # |w| — 1. Ako je j = |w| — 1 onda je u sufiks od w, §to piSemo u Cg w.

R R

Neka je w = w[0, 1, ..., |w| — 1], sa w"™ oznaCavamo njen preokret, tj. re¢ w" =
w[lw| — 1,...,0]. Ukoliko je w = w® re¢ zovemo palindrom. Na primer redi: oko,
melem, neven su primeri palindroma.

Definicija 1.0.6. Faktorizacija re¢i w je niz re€i wi,ws,...,w, tako da je w =
wiws...w,. Ako su svi faktori uzeti iz skupa re¢i W, onda se takva faktorizacija zove
W —faktorizacija.

Definicija 1.0.7. KaZe se da je potpuna re¢ w k—periodi¢na ako za svako i, j € D(w)

vazi:

i=j(mod k) = wli] = w[j].

Sada dajemo definiciju k-periodi¢nosti parcijalnih reci.
Definicija 1.0.8. KaZe se da je parcijalna re¢ w k—periodi¢na ako za svako i, j € D(w)

vazi:

i =j(mod k) = wli] = wl[j].

Primer 1.0.9. Parcijalna re¢ w sa pratiocem w, = cdocoecde je 3—periodicna.

Definicija 1.0.10. Parcijalna re¢ w je lokalno k— periodi¢na ako za svako i € D(w):
iyi+ ke Dw) = wli] =wi+ k|
Primer 1.0.11. Re¢w = ceacoacf je lokalno 3—periodicna osim kada je na pozicijama

1 i 7 isto slovo u tom slucaju ta rec¢ je 3—periodicna.

Posmatrajmo parcijalnu re¢ cod ocigledno je da je ona lokalno 1—periodi¢na dok
globalno ona ima period 3. Dakle, za parcijalne reCi dva pojma lokalne 1 globalne
periodi¢nosti se ne podudaraju.

Sa p(w) ozna¢avamo minimalni period re¢i w, a sa P(w) skup svih njenih perioda.
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Definicija 1.0.12. Za dve parcijalne reci x i y koje su iste duZine, kaZzemo da se x sadrzi
u y Sto zapisujemo = C y, ako je D(z) C D(y) i x[k] = y[k] za svako k € D(x).

Definicija 1.0.13. Dve reci x 1 y su kompatibilne Sto piSemo = 1 y, ako postoji re¢ z
koja sadrziix iy.

Najmanju re¢ koja sadrzi 1 x 1 y obelezavamo sa x V y, najmanja re¢ znaci da je
njen domen:

D(xVy) = D(z) U D(y).

Primer 1.0.14. © = ocdoa i v = cooba su dve parcijalne reci koje su kompatibilne sa
w = ccdba.

Sledeca pravila su prili¢no ocigledna i mogu biti data bez ikakvog dokaza:
. x 1 z,y Tt = xy T 2t (mnoZenje)

2. zy Tzt |z = |2| = x T ziy 1t (uproséavanje)

3. 2t y,z Cx = 27Ty (slabljenje).

U nastavku ova pravila koristimo bez daljih napomena.

Cesto se defava da zamenimo pojam jednakosti sa kompatibilno$¢u. Glavna razlika
izmedu jednakosti i kompatibilnosti je da kompatibilnost nije tranzitivna.
Posmatrajmo sada sistem jednacina:

i sistem kompatibilnosti:

utTov
vTw

u T w.

Jednakosti jasno nisu nezavisne zato §to u = v i v = w uvek implicira u = w.
Nasuprot tome © T v i v T w ne podrazumeva u 1 w. Pokazimo to primerom:

Primer 1.0.15. Neka je u = obcob, v = bbcbo i w = bbcba. Vidimo da je u NV v = v
ivVw=w,aliuiw sudefinisani razli¢itim slovom na poslednjoj poziciji i stoga su
inkompatibilni.



1.1 Primitivnost parcijalnih reci

Primitivnost je jedna od najfundamentalnijih osobina re¢i koje su istraZivane
u kombinatorici na reCima. Igra centralnu ulogu u mnogim kombinatori¢kim
razmatranjima reci, posebno u algebarskoj teoriji kodova.

Definicija 1.1.1. Rec u je primitivna, ako ne postoji ni jedna re¢ v tako da je u = v"
zanekon > 2.

Definicija 1.1.2. Parcijalna re¢ u je primitivna, ako ne postoji ni jedna re¢ v tako da je
u C v"™ zanekon > 2.

Teorema 1.1.3. ([/2])Za bilo koju nepraznu re¢ w postoji jedinstvena primitivna rec
p i jedinstven prirodan broj n tako da je w = p".

Teorema 1.1.4. Ako je w neprazna parcijalna re¢ onda postoji primitivna re¢ p i
prirodan broj n tako da je w C p".

Dokaz. Ovu teoremu dokazujemo indukcijom po duZini re¢i w.

1. Baza indukcije. Za duZinu 1 sve reci zajedno sa ¢ su primitivne, jer ne postoji
reC vtakodajew C v",zan > 2.

2. Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo sada da tvrdenje vaZzi za sve reci koje su
kraée od w.

3. Indukcijski korak. PokaZimo da tvrdenje vazi i za re¢ w. Razlikujemo dva
slucaja:

1° Ako je w primitivna re€¢ onda na primer postavka p = w pokazuje istinitost
teoreme.

2° Ako w nije primitivna re¢ tada na osnovu definicije primitivnosti postoji
neka parcijalana re¢ u tako da je w C u* za k > 1. Kako je re¢ u kraéa od
reCi w jer je k > 2 na osnovu induktivne hipoteze postoji primitivna rec ¢
tako da je u C ¢' za neko [. Pa sledi da je w C u* C ¢* $to je i trebalo da
se pokaze.

O
Ovde primitivna re¢ p generalno nije jedinstvena.

Primer 1.1.5. Re¢ bbaobobbaobo se sadrzi i u (bba)* i (bbaabb)?, a kako su i bbaabb i
bba primitivne ovaj primer ilustruje da stepen nije jedinstven.

Teorema 1.1.6. ([/2])Za dve razlicite primitivne reci p i q i m,n > 2 sve reci oblika
p"q"™ su primitivne.



Definicija 1.1.7. Punktiranje reci w je skup svih reci koje su sadrZane u w ili skup svih
reci koje moZemo dobiti od w stavljanjem rupa u original tj.:

w® ={u:uCw}.

Jedna zanimljiva osobina primitivnih reci navedena je u sledecoj lemi i mozZe se
upotrebiti za testiranje date re¢i na primitivnost.

Lema 1.1.8. (/5]) Parcijalna re¢ w sa jednom rupom je primitivna ako i samo ako je
ww T uwv za neke parcijalne reci u i v za koje vaZi da je w = XN ili v = A\

Lema 1.1.9. ([/2])Za neku re¢ w za koju vaZi da je |alph(w)| > 2 i bilo koje slovo a
bar jedno od w i wa je primitivno.

Potpuna analogija vaZzi za parcijalne reci koje sadrZe najviSe jednu rupu. Za parcijalne
reCi sa viSe rupa ni jedan rezultat nije poznat.

Lema 1.1.10. (/3])Za neku parcijalnu re¢ w sa jednom rupom za koju vazi da je
lalph(w)| > 2 i bilo koje slovo a najmanje jedno od w i wa je primitivno.

Lema 1.1.11. Za neku re¢ w i za neka dva slova a i b najmanje jedno od wa i wb je
primitivno.

Dokaz. Dokaz sledi direktno primenom leme 1.1.10. ]

Lema 1.1.12. ([3])Za parcijalnu re¢ w sa jednom rupom, ali ne oblika uou za bilo
koju re¢ u, i za neka dva slova a i b najmanje jedno od wa i wb je primitivno.

Koren re¢i w obelezavamo sa /w, to je primitivna re¢ p za koju vazi da w € p*.
Stepen neprazne reci w je ceo broj n koji obelezavamo sa degw i za njega vazi da

jew = w".
Lema 1.1.13. ([/2]) Ako za dve neprazne re¢i u i v vaZi da je wv = vu onda su koreni

od u i v jednaki.

Teorema 1.1.14. (///]) Neka su v i v neke re¢i. Onda je u* = v' za neke prirodne
brojeve k,l ako i samo ako postoji re¢ w, takva da je u = w™ i v = w", za neke
prirodne brojeve m in.

Teorema 1.1.15. ([//]) Neka su u i v neke reci. Onda je uwv = vu ako i samo ako
postoji re¢ w, tako da je uw = w™,v = w", za neke prirodne brojeve m i n.

Teorema 1.1.16. ([//]) Neka su u, v, z neke reci. Ako je uz = zv onda postoje reci x
iy tako da je u = xy, v =yx iz = (zy)"x,n > 0.
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1.2 Fajnovai Vilfova teorema

Najpoznatiji i u isto vreme fundamentalni rezultat koji se bavi periodi¢noscu je sledeca
teorema koja za svoj originalni oblik duguje Fajnu i Vilfu.

Teorema 1.2.1. ([/]])Ako re¢ w ima periode k i l i ima duZinu bar k+1— NZD(k,)
onda je i NZ D(k,1) period re¢i w.

Teorema 1.2.2. (Fajnova i Vilfova teorema) Neka je w parcijalna rec sa jednom rupom.
Ako je w lokalno k—periodicna i lokalno |—periodi¢na i ako je |w| > k + | onda je w
i NZD(k,l)—periodicna.

Dokaz. Razmotricemo samo slucaj kada je |w| = k + [ zato $to za duZe w sledi da
tvrdenje vaZzi za svaki faktor duZine k + [ pa stoga i za celu re¢ w. Razlikujemo 2
slucaja:

1° k i [ su uzajamno prosti. Neka je £ < [. Posmatratemo funkciju f koja
preslikava svako n € {0, ...,k — 1} u ostatak broja n + [ pri deljenju sa k tj.
f(n) =n+l(mod k). Tadaje f2(n) = f(n) +1l=n+1+1=n+ 2l(mod k).
Ocigledno je:

f'(n) =n+il(mod k), zasven € {0,..,k —1}ii > 0.
Stoga je:
ff(n) =nifi(n) # filn)za0<i<j<k

i za svakon € {0, ..,k — 1} imamo:

{n, f(n), f2(n),..., ' (n)} ={0,....,k — 1}.

Uvescemo notaciju za skup koji je podskup skupa {0, ..., k+I{—1} koji definiSemo
kao:

Pn)={nn+ln+l—kn+l-2k .. f(n)}

Do ovog dela je isti dokaz za potpune reci. Sada nam je potreban dodatni korak.
Prise¢amo se prvo da w ima samo jednu rupu. Neka pozicija te rupe bude o > 0,
tj. w|o] je nedefinisano. Ako o nije u P(n) onda je w[n] = w[f(n)] zato $to
lokalna k—perodi¢nost implicira:

wn+l]=wh+1—k]=..=w[f(n).

11



Skupovi P(n) \ {n} formiraju particiju skupa {0, ...,k + [ — 1}. To znaci da
rupa u o pripada ta¢no jednom od P(n)\ {n} i stoga najvise dvoma P(n). Ovde
razlikujemo 2 slucaja:

1* Akoje0 <o <k—1londajecu P(0),atakodeiu P(m), gdeje f(m) =
o. Kako je f*71(0) = m imamo da je w[f(o)] = w[f?(0)] = w[f**(0)].
To znadi da je parcijalna re¢ w0, .., k — 1] 1—periodi¢na i ozna¢imo njeno
slovo sa a. Dokazimo sada da je i cela re¢ w 1—periodi¢na, tj. dokazimo
da se na svim pozicijama nalazi slovo a. Oznacimo sa rest(i, k) ostatak pri
deljenju ¢ sa k. Razlikujemo 2 slucaja:

i) rest(i, k) =t # o, tada je jasno w[i| = w[t].
i1) rest(i, k) = o, tada je wli] = wim] = a.
Dakle, re¢ w je 1— periodi¢na sa slovom a.

2* Akojek <o <k+l—1ondajeou P(j)gdej+[=o(modk). Ovde
je w[f(j)] = w[f2(j)] = w[f*(4)] pa sledi da je re€ w|0, .., k — 1] potpuna
i stoga je cela re¢ w 1—periodicna.

2° kil nisu uzajamno prosti. Neka je d = NZD(k,l) > 1. San’ = % definiS§emo
d parcijalnih reci kao:

w® = wlklwlk + d]..wlk + (0 — 1)d]

zak € {0,...,d — 1}. Postavljajuéi k' = & i’ = L, (oba su celi brojevi, zato 3to
i d il dele k) svako od w® je lokalno k'—periodi¢no i lokalno !’ —periodi¢no.
Svi imaju duzinu n’ = k' 41’ i 1—periodi¢ni su kao $to je gore pokazano. Odatle
sledi da je w d—periodi¢no.

]

Primer 1.2.3. Posmatrajmo parcijalnu re¢ babababaoa. Ona ima duZinu 10, periode
416, ima I rupu i jos je 2—periodicna.

Primer 1.2.4. Prethodno tvrdenje ne vaZi za reci sa dve rupe. Posmatrajmo rec:
babbaboob
Ova rec¢ ima duZinu 9, periode 3 i 5 i ima dve rupe, ali nije 1—periodicna.

Primer 1.2.5. Posmatrajmo sada rec:

gt = (ab)™o(ab)"ao(ba)™

Ona je duZine 6m + 3, ima periode 2m + 1 i 2m + 3, ali nije 1—periodi¢na.

Ovaj rezultat je proSiren i na parcijalne reci sa 2 ili 3 rupe i kona¢no na oblik bez
ogranicenja broja rupa. Predstavljamo sve te rezultate bez dokaza.
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Definicija 1.2.6. Neka parcijalna re¢ w je (2, k, ) posebna za prirodne brojeve k i [
gde je k < [, ako vazi bar jedno od sledeéeg:

(i) | = 2k ipostoji neko i takodaje k < i < |w|—2lii+ k,i+1 € Hole(u).
(ii) Postoji nekoitakodaje0 <i<kii+k,i+ 1€ Hole(u).
(iii) Postoji neko i tako da je |w| — k <i < |w|ii— k,i — [ € Hole(u).

Uslovi za (3, k, ) posebnost su jo$ sloZeniji i sastoje se od 6 razliitih slucajeva.

Teorema 1.2.7. ([5])Neka su k i | prirodni brojevi za koje vazi da je k < [, tada je:

(i) Parcijalna re¢ u sa dve rupe je NZD(k,l)—periodicna ako je lokalno k il
periodi¢na i nije (2,k,1) posebna i za njenu duZinu vazi da je |u| > 2(k +
l) = NZD(k,I).

(ii) Parcijalna re¢ u sa tri rupe je NZD(k,l)—periodi¢na ako je lokalno k il
periodicna i nije (3, k, 1) posebna, a za njenu duZinu vazi |u| > 2(k + ).

Sada dajemo uopStenu verziju prethodno navedene Fajn i Vilfove teoreme.

Teorema 1.2.8. ([2])Neka su k i | pozitivni celi brojevi tako da je k < [. Ako je w
parcijalna re¢ koja nije (|Hole(w)|, k, 1) posebna, a lokalno je k i |—periodi¢na i ako
\w| >l onda je w NZ D(k,l)—periodi¢na.

1.3 Jos neki rezultati

Lema 1.3.1. Za bilo koje u € * re¢ uu® je neprimitivni palindrom ako i samo ako
je w ili palindrom ili ima period 2n i duZinu deljivu sa n za neko n < |u| tako da je
u[l,2, ..., 2n] palindrom.

Dokaz. (<) Pretpostavimo prvo da je v ili palindrom ili ima period 2n 1 duzinu deljivu
san zaneko n < |ul, tako da je u[l, 2, .., 2n] palindrom. Sada Zelimo da pokazemo da
je re¢ uu’® neprimitivni palindrom.

1° Ako je re¢ u palindrom tada je v = u’ pa je uu® = wu = u?, dakle uu® je

neprimitivno.

2° Neka sada re¢ w ima period 2n i duzinu deljivu sa n, za n < |ul, tako da je
u[l,2, ..., 2n] palindrom. Zelimo da pokaZemo da je uu’ palindrom. Kako
je u[l,2,...,2n| palindrom, tada je njegova druga polovina jednaka njegovoj
okrenutoj prvoj polovini tj. u[1,2, ..., 2n] = u[l...nJu[1...n]* paje uu” palindrom
jer je u[l, 2...2n] palindrom.
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(=) Pretpostavimo sada da je uu' neprimitivni palindrom. Razlikujemo opet dva
slucaja:

10

20

Stepen od uu® je paran. Neka je uu® = t** = (t)2 = t*t*, paje u = t* i
uft = t* dakle, u = u', pa je u palindrom.

Stepen od uu' je neparan. Stavimo da je p = vuu® i stavimo da je p = wy tako
daje |z| = |y| = @. S obzirom da se re¢ u zavriava sa x, a u” polinje sa y
dobijamo da je z = 3% odnosno, y = z pa je p = z2® odavde sledi da je p
palindrom. Stavimo da je n = @ paje tada p = u[l, 2, ..., 2n] palindrom.

]

Druga klasa reci koje su interesantne u kombinatorici re¢i su neograni¢ene reci.

Definicija 1.3.2. Parcijalna re¢ u je ograni¢ena ako postoje neprazne parcijalne reci
r,s,ttakodaje u C rsiwu C tr, usuprotnom rec je neogranicena.

Teorema 1.3.3. ([9])Neprazna rec je neogranicena ako i samo ako je njen minimalni
period jednak njenoj duZini.

Potpuno isto tvrdenje vaZzi i za parcijalne reci.

Teorema 1.3.4. ([7])Neprazna parcijalna rec¢ je neogranicena ako i samo ako je njen
minimalni period jednak njenoj duZini.

Dokaz. (=) Neka je w neka neograniCena parcijalna re¢ i p(w) < |w|. Ako je |w|

(<)

sadrzalac od p(w), onda prva i poslednja p(w) slova od w su kompatibilna i
formiraju preklapanje Sto je u kontradikciji sa neogranienosti od w. Inace ista
kontradikcija pojavljuje se od prvih i poslednjih |w|modp(w) slova od w. Tako
su ova dva slucaja nemoguéa za neograniceno w. Dakle, |w| mora biti jednako

p(w).

Neka je u neprazna parcijalna rec i neka je minimalni period reci « jednak njenoj
duzini. Pretpostavimo suprotno da je re¢ u ograniCena, $to znaCi da postoje
neprazne parcijalne reci r, s, ¢ tako da je w C rsiwu C tr. Tada je ¢ jedan period
reci u koji je manje duzine od reci u Sto je u kontradikciji sa tim da je minimalni
period reci u jednak njenoj duZini.

O

Dokaz je skoro isti i za potpune rec¢i samo na jednom mestu kompatibilnost treba
da bude zamenjena jednakoScu.
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Poglavlje 2

Komutativnost parcijalnih reci

Definicija 2.0.1. Dve parcijalne re¢i u i v su komutativne, ako postoji re¢ w tako da je
u = w™1iv = w", za neke prirodne brojeve m, n.

Lema 2.0.2. (Levijeva lema). Neka su x,y,z,t parcijalne reci. Ako je xy 1 =zt i
|z| < |z|, onda postoji faktorizacija reli z, z = ps tako daje x T piy T st.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je zy T zt i |z| < |z|, gde su z,y, z, t parcijalne reéi.
Neka postoji faktorizacija re¢i z, z = ps za |x| = |p|. Kako je z = psizy 1 2t tada je
izy T pst. S obzirom da je |x| = |p| i xy 1 pst tada na osnovu pravila upro$éavanja
dobijamo daje = 1 piy 71 st Sto je i trebalo dokazati. O]

Teorema 2.0.3. Neka su x i y parcijalne reci tako da xy ima najvise jednu rupu, tada
su sledeci uslovi ekvivalentni:

1. xy T yx;
2. x C 2"y C 2™ za neku rec z i prirodne brojeve n, m;

3. 2% 1 4! za neke prirodne brojeve k, 1.

Dokazimo prvo sledecu lemu koja ¢e nam biti potrebna u dokazivanju prethodne
teoreme.

Lema 2.0.4. Neka je x parcijalna rec i neka su v i v dve potpune reci. Ako x ima samo
jednu rupu i ako je x C uwvix C vu onda je uv = vu.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je |u| < |v| i neka je tada v = u/v’ za |u/| = |u|. Dalje,
neka je x = yz za |y| = |u|. Kako su u,v potpune re¢i i v = /v’ tada su i v, v’
potpune reci, a kako je = parcijalna re€ tada je i yz parcijalna rec. S obzirom da je
x Cuv, t). yz Cuvsledidajey C uiz C v. Sadruge strane kako je x C wvu, tj.
yz C vu = v'v'usledidajey C v iz C v'u. Kako re¢ x, z = yz, ima samo jednu
rupu tada razlikujemo dva slucaja:

1° y nema rupu, a z ima jednu rupu. Kako je y potpunareCiy C v’ iy C u tada

jey = u,y = u'. Sa druge strane znamo da je z parcijalna re¢, tada ostaje da je
z C v =uw',z C v'u. Dokaz dalje dajemo indukcijom po duZini reci x.
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1. Baza indukcije. Za |z| = 1 tvrdenje trvijalno sledi.
2. Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve reci krace od
reci .

3. Indukcijski korak. Pokazimo da tvrdenje vazi i za reC x.

Kako je z C wv' i z C v'uirel z je krada od re¢i x, na osnovu indukcijske
hipoteze vaZi da je uv’ = v'u, odakle je:

w = uuv’ = w'u = vu.

2° z nema rupu, y ima jednu rupu. Kako je z potpunareé¢iz C v, z C v'u, sledi da

je z = v = u'v', z = v'u. Sa druge strane kako je y parcijalna re¢ tada ostaje da
jey C u' iy C u. PoSto su u,u’ iv' potpune re¢iiu'v’ = v'u, onda po teoremi
1.1.16 postoje re¢i s i ¢ tako da je u = st, v’ = tsiv = (ts)"t zanekon > 0.
Dokaz dalje nastavljamo indukcijom po duZini reci x.

1. Baza indukcije. Za |z| = 1 tvrdenje trivijalno sledi.

2. Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da tvrdenje vaZzi za sve reci krace od

reci .
3. Indukcijski korak. PokaZimo da tvrdenje vazi i za rec x.

Kakojey C u = stiy C v = tsireC y je kraa od re¢i x, na osnovu
indukcijske hipoteze dobijamo da je st = ts, odakle je:

uv = uu'v' = stts(ts)"t = tsts(ts)" *tstst = (ts)"tstst = v'uu = vu.

O

Dokaz. (Dokaz teoreme 2.0.3.) (1. = 2.) Pretpostavimo prvo da su z i y parcijalne
re€i, zy ima najvise jednu rupu i xy T yx. Razlikujemo 2 slucaja:

1° Neka je |z| = |y|. Kako je zy T yx i |z|] = |y| tada na osnovu pravila
uproséavanja vazidajex Tyiy Txpajex Cyiy C z,dakle z = y.

2° Pretpostavimo sada bez umanjenja opstosti da je |z| < |y|. Sada na osnovu leme
2.0.2 postoji faktorizacija re¢i y, y = ut za |u| = |z|, tako da je:

xTuiut Tt

Kako je re¢ zy, xy = zut, parcijalna, tj. ima samo jednu rupu razlikujemo 3
slucaja :

16



1* z ima rupu. Kako je x 1 w1 x je parcijalna rec sledi da je z C u §to dalje
implicira da je xt C ut. Dalje, 2t C ut i ut 1 tz, tada na osnovu pravila
slabljenja vaZzi da je xt 1 tx Sto dalje implicira da je xt C tz. S obzirom na
todajexr Cutadajeitx C tupajexzt C tx C tu, tj. xt C tu. Kako su
u, t potpune reci, x parcijalna re¢ i zt C tu,xt C ut, na osnovu prethodne
leme vazi da je ut = tu. Tada postoji re€ z takodajet = z"1u = 2™ za
neke prirodne brojeve m,n. Sada, y = ut = 2"2™ = "™ iy C u = 2™

2* w ima rupu. Ovaj slu€aj je analogan prethodnom.

3* timarupu. Kako je ¢ parcijalna rec tada su reci x i v potpune, panam x 1 u
daje da je x = u. Kako je ut 1T tx i x = w sledi da je zt 1 tx. Dokaz dalje
nastavljamo indukcijom po duZini reci y.

1. Baza indukcije. Za |y| = 1 ovaj slu¢aj je trivijalan.

2. Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve reci krade
od .
3. Indukcijski korak. Pokazimo da tvrdenje vazi i za rec y.

Kako je xt 1 tx, xt ima samo jednu rupu i re€ ¢ je kraca od reci y tada na
osnovu indukcijske hipoteze postoji neko z takodajez C 2™ it C 2", za
neke prirodne brojeve m, n. Kako je y = ut sledi da je y = xt C 2",

(2. = 1.) Kako vazi 2. tada znamo da postoji neko z tako da je z C 2" iy C 2™,
za neke prirodne brojeve m i n, onda je zy C 2™, a yx C 2"T™. Stoga je na osnovu
definicije kompatibilnosti zy 1 yx.

(2. = 3.) Pretpostavimo da postoji re¢ z tako da je x C 2™,y C 2", za neke
prirodne brojeve m i n. Dalje, 2" C 2™ i y™ C 2™ pa je na osnovu definicije
kompatibilnosti 2" 1 4", za neke prirodne brojeve m i n.

(3. = 2.) Neka je z* 1 3 za neke prirodne brojeve k, . Neka je p = |z|iq = |y|.
Ovde razlikujemo dva slucaja:

1° Pretpostavimo prvo da su p i ¢ uzajamno prosti. Kako je 2* 1 4/ tada je kp = lq,
Sto implicira da p deli lq, ali kako su p i ¢ uzajamno prosti onda p deli [, pa je
[ = pl’ za neki ceo broj . Sli¢no dobijamo da je k& = ¢k’ za neki ceo broj k'
Odavde lako mozemo proveriti da je 29 1 y?. Neka i € D(x), kako je = duzine
p tada svi brojevii,7 +p, ..., i + (¢ — 1)p pripadaju D(z?). O¢igledno je da je na
svim tim pozicijama isto slovo, recimo slovo a. Znamo da ti brojevi pri deljenju
sa ¢ daju ostatke 0,1,...,q — 1. Sada nam je cilj da pokaZzemo da su ti ostaci
razliciti 1 dobijamo da je y C a?. Pa pretpostavimo da je:

i+ Ap =1+ pp(mod q)
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tada:
q|(i+Ap)—(i+pp)=i+Ap—i—pup=(A—pp

ali s obzirom na to da su p i ¢ uzajamno prosti tada vazi da ¢ deli A — . Medutim
kakoje A — u < g sledidaje A — = 0, tj. A = p. Dobijamo da je y C a¥,
odakle je x C a”.

2° Neka je sada NZD(p,q) = d i

p:pd = ¢d. Tadajexq Typ a|g;q| =
|y”'| = p'q'd. Defini§imoza 0 < h < d —

x, = x[h]z[h + d]..z[h + (p' — 1)d]

yn = y[hlylh + d..y[h + (¢ — 1)d].

Znamo da je |z, = P/, |lyn| = ¢/, xh T yh Po prethodnom dokazu, dobijamo
da postoji neko ay, tako da je zy, C ah 1y, C ah , za neko slovo h, odakle je
x C (ag...aq— 1)p iy C (ag...aq— 1)

]

Sada dajemo proSirenje prethodne teoreme na parcijalne reci sa proizvoljnim brojem
rupa. Prvo dajemo definiciju (k, l)—specijalnosti koja nam je neophodna za proSirenje
teoreme.

Definicija 2.0.5. Neka £, [ oznacavaju duZzineod x i yredomik <[.Za0 <1 < k+1
definiSemo niz od ¢ u odnosu na k i [ kao:

Se%,l(i) - (i07 i17 ceey Z.na in—l—l)

gde je:

1. ig =1 ="1p41
2.za1<j3<m,i; #1

3. zal < j <n+1,1i; definisan kao:

i = ij_l + k ako je ij_l <
’ tj—1 — 1 inace.

Definicija 2.0.6. Neka su £, [ prirodni brojevi za koje vazi da je & < [ i neka je w
parcijalna re¢ duzine k + [. KaZemo da je re¢ w (k,[)—specijalna ako postoji i, 0 <
i < k, tako da seqy (i) = (ig, %1, .., in, int+1) sadrZi bar dve pozicije koje su rupe od w
dok wlip]wl(iy]...w[in 1] nije 1—periodi¢no.
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Primer 2.0.7. Nekaje k = 3il =9, parcijalna re¢ uw = oabaobobbboa je (3,9)—specijalna,

jer seqso(1) = (1,4,7,10, 1) sadrZi pozicije 4 i 10 koje su u Hole(u) = {0,4, 6,10},
a rec¢

u[l]u[4]u]7]u[10]u[l] = acboa

nije 1—periodicna.

Primer 2.0.8. Parcijalna re¢ v = aboobeobe nije (3, 6)—specijalna.

Napomena 2.0.9. Re¢ w je {k,l}—specijalna, ako postoji i, takvo da je 0 < i <
k i seqy (i) zadovoljava uslov iz definicije 2.0.6. ili uslov da wip)...w[i,41] sadrzi
uzastopno dve pozicije koje su rupe od w. Ovaj uslov je potreban da bi se dokazalo
sledece svojstvo: ako je w parcijalna re€ i v i v su potpune reci takve da je w C uv i
w C vuiw nije {|ul|, |v|}—specijalno onda je uv = vu.

Primer 2.0.10. Ako je k = 2 il = 8, onda je parcijalna re¢ w = oabbacacbb
{2, 8} —specijalna, jer niz seqxs(1) = (1,3,5,7,9,1) sadrZi uzastopno pozicije 5 i
7 koje suu Hole(w) = {0,5,7}.

Teorema 2.0.11. Neka su u,v neprazne parcijalne reli tako da je |u| < |v|. Ako je
uv T vu i ww nije (Ju|, |[v])—specijalno, onda postoji re¢ w tako da je uw C w™iv C w",
za neke prirodne brojeve m, n.

Dokaz. Posto je uv T vu tada postoji re¢ z tako da je uv C z i vu C z. Neka je
|u| = k, |v| = . Posmatra¢emo proizvoljnu poziciju i u re€i x i razmotriti 3 slucaja:

190 <@ <k,
22 k<<l

3% 1 <1 < l+k (slucajevi 1° 1 3° su simetri¢ni kao Sto se vidi u postavkama ¢ = [+
gde 0 < 5 < k).

Kako je uv C x1vu C x tada vazi:

(w)e | we(0) .. us(k—=1) | 0s(0) ... wo(l—k—=1) | w,(I—-k) .. vo(l — 1)
(vu)e | 0o(0) o wo(k—=1) | wo(k) .. vo(l — 1) \ u6(0) v ue(k—=1)
() | =z(0) .. =zk-1) | zk) .. z(l—1) | x(1) v z(l+k—1)
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Neka je [ = mk + r gde je 0 < r < k. Prvo pretpostavljamo da je r = 0, tj.
[ =mk.

1¢ Posto je uv C x 1 vu C z imamo:

uoli] C il i voli] C i)

veli] C x[i + K| i Vol + k] C x[i + K]
voli + k] C x[i + 2] i Voli + 2k] C x[i + 2Kk]
voli + 2] C i + 3K] i voli + 3k] C 2[i + 3K]

Vo[t + (m —2)k] Czfi+ (m—1)k] 1 vt + (m—1)k] C z[i + (m — 1)k]

Vo[t + (m — 1)k] C z[i + mk] i uo[i] C x[i + mk]

Neka je sada:

us[i|vs[i|vs[i 4+ K]...vo[i + (m — 1) k]usi] = y;.

Tvrdimo da je parcijalana re¢ y; 1—periodi¢na i obelezicemo njeno slovo sa a;, a; # .
Razlikujemo 3 slucaja:

1* y; nemarupu. Tada je jasno da je y; 1 —periodi¢no zbog gornje liste inkluzija.

2* y; ima jednu rupu. Neka je na primer v,[i] = ¢, tada sva ostala slova moraju
biti ista, jer y; poCinje i zavrSava se sa u,|].

3* y; ima najmanje dve rupe. Tada tvrdenje opet sledi poSto uv nije (k, [) —specijalno.

Zaw = apa...ax_ dobijamo da je u C w (Ju| = k) i v C w™ kao §to se i Zelelo.
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2° Sada pretpostavljamo da je » > 0. Razmatramo slucajeve gde je : < ri¢ > r.

Ako je 7 < r onda:

us[i] C z[i] i ve[i] C xli]

Uo[i] C i + k] i Uoli + k] C x[i + K
voli + k| C xfi + 2Kk] i Voli + 2] C x[i + 2K]
Vo[t + 2k] C x[i + 3k] i Vo[i + 3k] C x[i + 3]

Vo[t + (m — 1)k] C x[i + mk] i Vo[t + mk] C z[i + mk]

Vo[t +mk] Cxfi+ (m+1)k] 1 wfi+k—r]Cx[i+ (m+1)k]|
uli+k—rlCxli+k—r] i wlitk—r]Czli+k—r]

Vi +k—r] Cali +2k—7r] 1 wfi+2k—7r] Cxli+2k—r1]

Ako je ¢ > r onda:
usli] C xli] i vo[i] C xli]
voli] C x[i + k] i wli+ k] C i + K]
Vot + 2k] C x[i +3k] 1 we[i + 3k] C x[i + 3]

Vo[t C x[i + k] i w[i + k] Cxli + k|
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Vo[t + (m —2)k] Czli+ (m—1)k] 1 ws[i+ (m—1)k] C z[i + (m — 1)k]

Volt + (m — 1)k] C z[i + mk] i Us[i — 1] C x[i + mk]
Ui — 7] C xfi — 7] i Vot — 7] C xfi — 7]
Vo[t — 7] Cali+k —7] i Vi +k—r1] Cali +k—7]

Ako je 7 < r onda neka je:

Us[F|Vs[E|vs[i + K]...vs[t + mklus[i + k — 7]...us[i] = y;

1 ako je ¢ > r onda neka je:
Us[1] Vs [1]Us[i + K. vs]i + (M — DE|usli — 7]...ust] = yi.

U oba ova slucaja mi tvrdimo da je y; 1—periodi¢no i obeleZi¢emo njeno slovo sa
a;, a; # A. Razlikujemo 3 slucaja:

1* y; nema rupu. Tada je jasno da je y; 1 —periodic¢no zbog gornje liste inkluzija.
2* y; ima jednu rupu. Neka je v,[i] = ¢, tada sva ostala slova moraju biti ista,
jer y; po€inje i zavrSava se sa u, ).
3* y; ima najmanje dve rupe. Tada tvrdenje opet sledi poSto uv nije (k, [) —specijalno.

Ispostavlja se da je:

a; = Qjpp = ...22a0 < j <7

Neka je w = aga;...a,_1. Ako 7 podelimo sa k, onda u C w*/" i v C w™*/M+1 Ako

r ne podelimo sa k, onda je w 1—periodi¢na sa slovom a. U ovom sluéaju je u C a” i
!

vCa.
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Poglavlje 3

Konjugacija parcijalnih reci

Definicija 3.0.1. Dve parcijalne re¢i u i v su konjugovane, ako postoje parcijalne reci
riytakodajeu C zyiv C yx.

Ocigledno je da je konjugacija parcijalnih re¢i refleksivna i simetricna. Da je
simetri¢na to je ocigledno, a refleksivna je zato Sto uvek vazidaje u C Auiu C uA.
Medutim sledeci primer pokazuje da konjugacija nije tranzitivna.

Primer 3.0.2. Posmatrajmo reci u, = aobabboa,v, = obocaacd i w, = baobbbaa.
Stavljanjem x, = aob i y, = abboa dobijamo da je u, C ToYs, Vo C Yol Sto pokazuje
da su u, i v, konjugovani. Slicno, stavljanjem ., = obbbaaa i y, = ba dobijamo da je
Ve C :E;y; i w, C y;:L'; Sto pokazuje da su v, i w, konjugovani. Ali moZemo da vidimo
da u, i w, nisu konjugovani, jer pocinju razlic¢itim slovima.

Teorema 3.0.3. Neka su u, v neprazne parcijalne reci.
1. Ako su u,v konjugovane, onda postoji parcijalna re¢ z tako da je uz 1 zv.

2. Neka postoji re¢ z tako da je uz 1 zv i uz V zv je |u|—periodi¢no, tada postoje
parcijalne reci x,y tako da je u C xy,v C yx,z C x(yzx)" za nekon > 0.

Dokaz. 1. Dokazimo prvo prvi deo teoreme. Znamo da su u i v konjugovane
neprazne parcijalne reci tada postoje parcijalne reci x,y tako da je u C zy
1 v C yx. Nas zanima da li postoji re¢ z tako da je uz 1 zv? Kako je
u C xy,v C yzx, tada vazi da je ux C xyxr i xv C zyxr. Ako stavimo da je
z = x pa dobijamo da je uz C zyz i zv C zyz, odakle na osnovu definicije
kompatibilnosti dobijamo da je uz 1 zv.

2. Sada dokaZimo drugi deo teoreme. Neka postoji z tako da je uz 1 zviuz V zv
je |u|—periodi¢no. Neka m bude takvo da je m|u| > |z| > (m — 1)|ul.

Neka je:
U= mx1y1 10 = Youy gde |z1] = |22| = |2| — (M — 1)|ul i

[91] = [g2] (ovde je [u] = |v]).

23



Neka je:
/ ! ’ ! / ! / ! ’ !
2= T Tl Ty Yy 1Ty gde || = = |z, | = |2, | = |71] = |22

Hyll = o = [yl = loa] = 2l

Posto je uz 1 zv onda vazi da je:

/ /

/ / / / / / ! / /
+ T Y1 T3 Y Ty Yy o Tyo Yno Ty Ynmoa Ty
/ / / / / / /
Ty Y Lo Yo Tz Yz 0 Tpy1 Ynme1 Ty Y2 ZIa.

Neka je 1 < ¢ < |z1|. Kada iz svakog z-a izaberemo i—to slovo dobijamo rec:

v Tzl ol ) ] A ] e
wilil - woli]  ahfi] Tali] wpli] wofi]
Kako je |x1]| = || i |z1]+|y1| = |u] tada je rastojanje izmedu x4 [i] i 2 [;] duZine

|u|, $to znaci da su x4 [i], 2 [i] zapravo ista slova, jer je uz V zv |u|—periodi¢no,
obelezimo to slovo sa a;. Tada je oCigledno da je ta re¢ 1—periodi¢na sa slovom
a;. Isto to uradimo i za re€ y i dobijamo da je rec:

Wolil -+ Ymoli] Y [i]
[ wslid - Yl geli]

1—periodi¢na recimo sa slovom b;. Neka je ¥ = a1as...ap,,| 1y = biba...byy,|.
ZakljuCujemo da je T1 C 2,2 C 2,y C Y, 4 C Y 1 stoga jeu = xlyl C zy
i v = 2o C ya. Stavile, 2 = YTy Ty (Y 1T C T(yz)™ L i sledi
tvrdenje.

]

Lema 3.0.4. Neka su u,v neprazne parcijalne rec¢i, a z neka potpuna rec¢. Ako je
uz 1 zv onda postoje re¢i x i y tako da je u C xy, v C yx iz C (xy)"x za nekon > 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je uz 1T zv, gde su u, v neprazne parcijalne reci, a z neka
potpuna re¢. Razlikujemo 3 slucaja:

10

20

|u| = |z|. Kako je uz 1 zv i |u| = |z| na osnovu pravila upro$cavanja, vazi
dajewu 1T z,z T v, ali kako su u, v parcijalne reci sledi da je u C z,v C =z.
Ukoliko stavimo da je # = 2,y = A\,n = 0 dobijamo da je z = » = (zy)’x
uCz=x=xA\=ay,vCz=o=\=yx.

|u| > |z|. Kako je uz T zv i |u| > |z| onda po lemi 2.0.2. postoji faktorizacija
reci u, tj. postoje parcijalne reci wy, wo tako da je u = wywsy, 2z T wy, v T waz.
S obzirom na to da je v T wyz 1 z potpuna re¢ tada znamo da postoji re¢ w tako
dajev C wziwez C wz (tj. zwy C zw). Ukoliko stavimodaje z = z,y = w
in = 0 dobijamo daje 2 = z = (2y)’z,v C wz = yz,u = wWiwy C 2wy C
2w = T.
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3% |u| < |z|]. Kako je uz 1 zv i |u| < |z| tada ponovo po lemi 2.0.2 postoji
faktorizacija reci z, tj. postoje parcijalne reci wy, ws tako da je z = wywsy, u T wy
1 z T wov. S obzirom na to da je z potpuna rec, tada su i w; 1 wo takode potpune
reci. PoSto je w; potpuna i v T w; dobijamo da je u C w;. Kako je z T wsv i
2z = wiwy tada je wyws T wov. S obzirom da je uws C wiwy primenom pravila
slabljenja dobijamo da je uwy 1T wev. Kako je u 1 wy, sledi da je |u| = |wy].
Posto je u neprazna re€ i z = wywy imamo da je |wy| < |z|. Dokaz zavr§avamo
indukcijom po |z|.

1. Baza indukcije. Inicijalni slu€aj je trivijalan.

2. Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da tvrdenje vaZzi za sve reci krace od
z.

3. Indukcijski korak. Dokazimo da tvrdenje vazi i za rec z.

S obzirom da je uws T wov 1 wy je potpuna re¢ tada na osnovu indukcijske
hipoteze postoje re¢i x i y tako da je wy C (zy)"z, u C xy,v C yrzan > 0. S
obzirom da je ws potpuna re¢ onda je wo = (zy)"x. Dalje, kako je wiwsy 1T wyv
to implicira da je wy (zy)"x 1 (zy)"zv. Sada razlikujemo dva slucaja:

1* Ako je n > 0 onda posto je w; potpuno vazi da je w; = zy paje z =
wiwy C (zy)" o, azawivznamo daje u C xy,v C yz.

2* Ako je n = 0 onda kako je w; (zy)"z 1 (zy)"zv dobijamo da je wyz T zv
pa postoji re€ w tako da wy; C xwiv C wx. ZakljuCujemo dajeu C zy =
w; C zw,v Cwriz=wwy C (zw)wy = (zw)r = (zw)'z, iz razloga
jer je wy = (zy)"z = (vy)’z = .

]
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Poglavlje 4

Kvadratno slobodne parcijalne reci

Definicija 4.0.1. Neka su A* i B* skupovi svih kona¢nih i beskonaénih parcijalnih
reci. Morfizam je preslikavanje ® : A* — B* za koji vazi da je:

O(zy) = 0(x)2(y)
za svako x,y € A* gde su A i B neki alfabeti.

Posto je A* slobodni monoid, ¢ je u potpunosti definisan sa ®(a) zasve a € A i
®(\) = A. Kazemo da morfizam ® produzava a € A ako je (a) = aw, gde je w €
A*. Najcesce koriséena metoda za definisanje beskonacnih reci je ona ponavljanjem
morfizma. Tacnije, pretpostavimo da je & : A* — A* morfizam koji produzava a €
A. Stoga je ®'(a) prefiks od ®*!(a), a to dalje implicira da beskona¢na re¢ w =
Zlggo ®?(a) postoji. Sada dajemo primer morfizma, takvog da je beskonacna re¢ koja je

definisana ponavljanjem tog morfizma fiksna tacka tog preslikavanja.

Primer 4.0.2. (Tue-Morsova re¢) Neka je ® : {a,b}* — {a,b}* morfizam definisan
sa:

®(a) = ab, ®(b) = ba, ®°(a) = a, ®''(a) = ®(®'(a)),i > 1,9 (a) = ®'(a)P(a)
gde je T rec dobijena od x zamenom svakog a sa b i svakog b sa a. Tue-Morsovu
re& definisemo sa T = lim ®'(a). Ta re je fiksna tacka morfizma ® jer je:
1—00

(1) = ®(lim ®'(a)) = lim ®(d*(a)) = lim &' (a) = 7.
1—>00 1—>00 1—00
Definicija 4.0.3. KaZemo da je kona¢na (beskonacna) re¢ w k—slobodna ako ne postoji
neka re¢ x, takva da je 2* faktor re¢i w, x # \.

Definicija 4.0.4. Re¢ w zovemo bez preklapanja, ako ne sadrZi faktor oblika ayaya, a €
Ay e A

Parcijalnu re¢ w jos nazivamo k—slobodna, ako za bilo koji faktor zgx;...z;_; reci
w ne postoji parcijalna re¢ u takva da je x; C u, za sve 0 < ¢ < k. A parcijalna
reC w je reC bez preklapanja ako ne sadrzi faktor oblika agwga,wyas, gde su ag, ay, as
medusobno kompatibilne, a takode su i wy, w; kompatibilne parcijalne reci.

Rec¢ koja je 2—slobodna nazivamo kvadratno-slobodna, a re¢ koja je 3—slobodna
nazivamo kubno-slobodna.
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Definicija 4.0.5. Parcijalna re¢ agvgaivias gde je vy T v je:
1. Jako preklapanje ako su ag, a;, a; kompatibilne po parovima.

2. Slabo preklapanje ako je ap T a1 1 a; T as.

Teorema 4.0.6. (Tueova teorema([13], [14]))Tue-Morsova rec je re¢ koja ne sadrZi
preklapanja.

Svaku parcijalnu re¢ v nazivamo kvadratom, ako postoji re¢ w tako da je u C w?.
Trivijalni kvadrat je jedan od oblika a¢ , ¢a ili cabo za bilo koja slova a 1 b. Svaki drugi
kvadrat nazivamo netrivijalnim. Re¢ nazivamo netrivijalnom kvadratno-slobodnom
ako ne sadrZi netrivijalni kvadrat.

Definicija 4.0.7. Ubacivanje praznine definisano je kao zamena slova sa prazninom
na fiksnoj poziciji reci pri cemu duzina re¢i ostaje ista. Postavljamo ogranicenje pri
kom praznine treba da budu rasporedene tako da svake dve praznine moraju imati
minimum dva simbola izmedu dakle, praznina pa dva simbola pa ponovo praznina.
Ovo ubacivanje praznina nazivamo 2-validno ubacivanje praznina i ubuduce ¢emo,
kada govorimo o ubacivanju praznina podrazumevati da je ono 2-validno.

Ako se ovo ograni¢enje ne bi primenilo uvek je moguée dobiti netrivijalne
kvadrate oblika ¢? i oacboc pri emu a, b, ¢ predstavljaju slova nekog alfabeta. U
sledecoj teoremi nalazimo beskonacnu parcijalnu re¢ nad troelementnim alfabetom
sa beskonacno mnogo praznina koja ne sadrzi ni jedan kvadrat osim trivijalnih
kvadrata oblika ¢a ili ao, pronaéi ¢emo jo§ i beskonacnu potpunu re¢ nad
osmoelementnim alfabetom koja ostaje netrivijalna kvadratno-slobodna ¢ak i nakon
zamene proizvoljnog izbora pozicije prazninama.

Teorema 4.0.8. Postoji beskonacno mnogo beskonacnih parcijalnih reci sa beskonacno
mnogo praznina nad troelementnim alfabetom {a, b, ¢} koje ne sadrZi ni jedan kvadrat
osim kvadrata oblika <a, as.

Dokaz. Prvo definiS§imo morfizam: ® : {a, b, c}* — {a, b, c}* na slede¢i nacin:

®(a) = abe, ®(b) = ac, P(c) = b.

Neka je o fiksna tacka tog morfizma i za nju znamo da je kvadratno-slobodna
(pokazano u [11]). Zeljenu re¢ o’ koja je beskona¢na, koja sadrzi beskonaéno mnogo
praznina i koja sadrZi samo kvadrate oblika ¢a i a©, dobijamo primenom morfizma
na re¢ o koji zamenjuje: a sa ®*(a)’, b sa ®*(b) i ¢ sa ®*(c) gde je:

®*(a) = abcacbabcbacabcacbacabeb i ®*(a)” = abcachabebacobeacbacabeb

®*(b) = abcacbabcbacabeh

®*(c) = abcacbac
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Re¢ ®*(a)" dobili smo od re¢i ®*(a), tako $to smo trinaesti simbol od ®*(a)
zamenili prazninom. Pokazimo prvo da re¢ ¢’ sadrZi beskona¢no puno praznina, tj.
pokaZimo da re¢ o sadrZi beskonaéno mnogo a-ova. DokaZimo da za svako n > 0
postoji a koji se nalazi na poziciji vecoj ili jednakoj n. Posmatrajmo slovo na n—toj
poziciji. Razlikujemo 3 slucaja:

1° Na n—toj poziciji nalazi se slovo a, onda znamo da ¢ sadrzi beskonano mnogo
a-ova.

2° Nan—toj poziciji nalazi se slovo b, onda kako morfizam ® svako slovo ”zamenjuje”
sa jednim ili viSe slova, slovo b ¢e biti zamenjeno blokom ac koji je na poziciji

3° Na n-toj poziciji nalazi se slovo ¢, onda ¢e slovo ¢ primenom morfizma ® biti
”zamenjeno” slovom b, koje ¢e biti “zamenjeno” blokom ac koji je na poziciji

Ostaje joS da se pokaze da ¢’ ne sadrzi ni jedan kvadrat osim kvadrata oblika ¢a i ao.
Neka je:
0O = Qgaq...

O'/ = bobl...

Posto je o potpuna, kvadratno-slobodna re¢, to zna¢i da kvadrat u ¢’ mora sadrzati
prazninu. Pokazimo prvo da ¢’ ne sadrzi kvadrat duzine manje ili jednake 4. U
tom slucaju dovoljno je posmatrati faktor bacobca jer znamo da kvadrat mora sadrZati
prazninu pa u slucaju da se praznina nalazi na pocetku ili na kraju kvadrata moramo
imati jos tri simbola levo ili desno. Medutim, o¢igledno je da ta re¢ ne sadrzi kvadrat.
Sada pretpostavimo da ¢ sadrZi i netrivijalni kvadrat duZine veée ili jednake 5. Tada
postoje celi brojevi ¢ > 0, k > 0 tako da je:

bibit1--bivr—1 T bigrbizry1---Diyor—1.

Jasno je da je k > 7 jer ako je k < 7 tada kvadratni faktor od ¢’ mora biti i
kvadratni faktor od ®*(a)’, medutim o¢igledno je da ®*(a)’ ne sadrzi kvadratni faktor.
Dalje Zelimo da pokaZemo da ako je b;;; = ¢ onda b, 44, € {0, a}iakoje by =©
onda b;;; € {o,a}. Tako ¢emo pokazati da svaka rupa u o moZe biti zamenjena
slovom a, a da se ne izgubi netrivijalni kvadratni faktor. Sto znaé&i, ako svaku rupu u
o’ zamenimo slovom a, dobi¢emo re¢ o koja u sebi sadrZi netrivijalni kvadratni faktor
i time dolazimo do kontradikcije.

1. Pretpostavimo sada da je b;y; = ¢ i pokazimo da b4+, € {¢, a}. Razmislimo o
mogucnostima gde se praznine mogu javiti.

Akoje 0 < j < k —2ondaje bjy;...bi1j12 = obc. Lako moZemo da proverimo
da je jedini faktor od o’ kompatibilan sa obe faktor abe. Sledi da b, 1 € {0, a}.

Akoje b < j < kondab;;_s...0;1; = bcbaco. Lako moZemo da proverimo da je
jedini faktor od ¢’ kompatibilan sa bcbaco faktor bebaca. Dakle by iy € {0, a}.

Akojek—2 < j <bondab;y;_1...bi1j+1 = cob. Ovaj sluCaj otpada jer je k > 7.

2. Drugi deo dokaza radi se analogno.
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Posledica 4.0.9. Postoji beskonacno mnogo beskonacnih parcijalnih reci sa proizvoljnim
brojem rupa nad troelementnim alfabetom koje ne sadrzZe ni jedan kvadrat osim kvadrata
oblika <a i ac.

Dokaz. Ako prozvoljan broj a-ova zamenimo sa ®*(a)’, a ostale a-ove zamenimo sa
®*(a) tada traZena rezultujuéa parcijalna re¢ sadrZi proizvoljan broj praznina. [

4.1 Generalizacija

Sada ¢emo skrenuti paznju na reci koje ostaju netrivijalne kvadratno-slobodne ¢ak i
nakon zamene njihovih pozicija prazninama. Ovde dajemo primer beskonacne re¢i nad
osmoelementnim alfabetom koja ostaje netrivijalna kvadratno-slobodna ¢ak i nakon
zamene pozicija prazninama.

Napomena 4.1.1. Neka su ty = apaias,t; = bbby potpune reci. U ¢y i £; moguce je
ubaciti praznine tako da parcijalne reci koje odatle proizilaze budu kompatibilne ako i
samo ako postoji ¢ takvo da je a; = b;

Primer 4.1.2. Neka je to = bca,t, = dea, ako stavimo da je t, = oca i t; = doa,
tada je ocigledno da su te dve reci kompatibilne. Medutim ovo nije izvodljivo kada je
to = cca ity = add, tada te reci ne mogu biti kompatibilne zbog prethodne napomene.

Lema 4.1.3. Neka je t potpuna re¢ nad alfabetom A. Ako svaki faktor duZine n od
t sadrZi n razlicitih elemenata od A, onda je nemoguce ubaciti praznine u t tako da
rezultujuca parcijalna rec¢ sadrZi netrivijalni kvadrat wyw za koji vaZi da je wy T wy i
lwo| = |wy] < n.

Dokaz. Kako svaki faktor duzine n od ¢ sadrzi n razlicitih slova, tada je neophodno da
postoje dve praznine na razdaljini 1 ili 2 kako bi reci wy 1 w; bile kompatibilne, a to
nas dovodi do kotradikcije zbog napomene 4.1.1. ]

Teorema 4.1.4. Postoji beskonacna re¢ nad osmoelementnim alfabetom koja ostaje
netrivijalna kvadratno-slobodna nakon sto je proizvoljan izbor pozicija zamenjen
prazinama.

Dokaz. Prvo defini§imo morfizam ¢ : {a, b, c}* — {a, b, ¢}* na sledeéi nacin:

o(a) = abe, p(b) = ac, ¢(c) = b.

Neka je o fiksna tacka tog morfizma i1 za nju znamo da je kvadratno-slobodna. Na
re¢ ¢ primenimo morfizam ¢ koji zamenjuje: a sa defghijk, b sa deghfkij i c sa
dehfgjki i na taj nacin dobijamo re¢ t. Zelimo da pokaZemo da ako u re¢ ¢ ubacimo
praznine, tada rezultujuca parcijalna re¢ ne sadrZi netrivijalan kvadrat. Pretpostavimo
suprotno da ako u re€ ¢ ubacimo praznine, rezultujuéa parcijalna re¢ sadrzi netrivijalan
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kvadrat. Iz konstrukcije re¢i ¢ vidimo da re¢ ¢ ne poseduje faktore oblika aa ili abab za
bilo koja slova a,b € {d, e, f, g, h, i, j, k}. Dakle, posmatraéemo faktore oblika wgw;
za koje vazi da je wy T wy 1 |wg| = |wq| > 3. Tako da ako je:

t= apa1as...
t' = bobibs...
onda postoje ¢ > 01 k > 3 tako da je

bibiy1bita.bivk—1 T bitrbivkr1bivri2.biyor—1.

Razmotri¢emo dva slucaja:

1° k = 0 (mod 8). Neka je tada &k = 8(m + 1), jasno je da je a;a;11G;12...Qi1 k1
oblika:

w005(00)5(cl)...(5(cm_1)w01

1 Qi kQighg1Qiphr2---Giyor—1 J€ Oblika:

w105(0m+1))5(0m+2)...6(02m)w11

zawgiwyy = (), Wy = |we|ic € {a,b,c}zasvep,q,r € {0,1},
Wpr, War S {d7€7fagah7i7j7 k}*;l S {0, 1, 2m}

Ako je ¢, # Cmpr1 zabilo koji 0 < p < m tada ne moZemo ubaciti rupe u d(c,)
i 0(Cmipt1) tako da su rezultujuce parcijalne re¢i kompatibilne zbog napomene
4.1.1. Dakle, ¢, = ¢pqpy1 zasve 0 < p < m.

1* |wyp| > 5. Kako je:

bibiy1bivo.bivk—1 T bivkbivkr1bivkr2.bivor—1

i ¢ = Cpyp tada su i re€i wged(co)d(cr)...0(Cmo1)wor 1
W100(Cm+41)0(Cmt2)...0(com)wr; kompatibilne. Jos kako je ¢, = ¢pypi1 Za
sve 0 < p < m tada je wg; T wiy, Sto znaci da je wq; prefiks od d(c,,).
Dakle,

CoC1---CmCm+1Cm4-2---ComCm -

je kvadratni faktor od o i time dolazimo do kontradikcije jer znamo da je o
kvadratno slobodna.

2% |wpy| < 5. Tada je |woo| > 4 1 sledi da su wyy, wy sufiksi od 0(c,, ). Onda je

CmCoC1.--Ci—1CCim+1Cm12...Comy

faktor od 0. Kako je o kvadratno-slobodno to je kontradikcija.
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2° k # 0 (mod 8). Kako je b;ibi11biyo...bivk—1 T bizrbitri1bitrro...biyor—1 tada

pretpostavimo da je a;1; = a;1x1; = d zaneko 0 < [ < k — 4. Onda znamo
dareCi @ yy1... Qi1 Qiygrgs1..-Qivgr1q mogu biti samo efgh,eghf ili ehfg.
Posto k£ # 0 (mod 8), sledi da je a;j11...a;1 14 1azliCito od @y pji1---Qigprira-
Neka je na primer a; j11..-@j11404 = €fgh 1 a;iprii1---Givkrra = eghf, tada je
ocigledno da te dve reci ne mogu biti kompatibilne zbog napomene 4.1.1. Time
dolazimo do kotradikcije sa:

bibit1bito-bivk—1 T bivrbigry1bivkra---bitor—1.

Dakle, ne postoji [ koje zadovoljava 0 < [ < k — 4 tako da je a;1; = @i1p1; =
d. Zapravo, ovo ne vazi samo za slovo d nego za bilo koje slovo iz skupa
{d,e, f,g,h,i,j,k}. Tako ne postoji [, 0 < [ < k — 4 tako da je a;; = Qj1pri-
Prema napomeni 4.1.1 sledi da je a;; = a;144; za 0 < | < 3. Ako pretpostavimo
daje k > 7,tobiznacilodaje a;y; = a;1xyza0 < | < k — 4, arekli smo da
je to nemoguée. Odatle sledi da je k < 7. Iz konstrukcije reci ¢ vidimo da svaki
faktor duzine 6 od ¢ sadrzi sva razli¢ita slova. Na osnovu leme 4.1.3 znamo da,
ako neki faktor duZine n reci ¢ sadrzi n razliCitih slova onda je nemoguce ubaciti
praznine u t tako da rezultujuca parcijalna re¢ sadrZi netrivijalni kvadrat wyw,
za koji vazi da je |wy| = |wy| < n. Dakle, zakljuCujemo da je k = 6. Svaki
faktor duzine 12 od ¢ je sadrzan u §(c1)0(c2)0(c3) za ¢; € {a,b,c}. Koristili
smo kompjuterski program da proverimo da je nemoguce ubaciti praznine u bilo
koje od gore navedenih faktora da bi se dobio kvadrat. Posto svi slu¢ajevi vode u
kontradiktornost, moZemo zakljuciti da ¢ ispunjava Zeljena svojstva.

]

Napomena 4.1.5. Re¢ t' konstruisana u teoremi 4.1.4 je kubno-slobodna.

Lema 4.1.6. Neka je t = wvoawav, potpuna re¢ nad alfabetom A, gde a € A'i
vy, v, w € A*. Ako vazi bilo koji od sledeéih slucajeva onda je moguce ubaciti
praznine u t tako da rezultujuca parcijalna re¢ sadrZi netrivijalni kvadrat:

1

2
3
4

lw|=2ilt|>6

w| =3, [t] = 8ilv] =1

lw| =41iv;| > 2

|w| =5,|t] > 15,|v;| > 4i|A| <T.

Dokaz. Neka b, € A.

1.

2.

Ako t ima faktor oblika abyb; absbs, byabibyabs ili byb, abybza tada moZemo ubaciti
praznine u ¢ tako da rezultujuca parcijalna re¢ sadrzi kvadratne faktore oblika
a<>b1ab2<>, <>ablb2a<> ili OblabQOCL.

Ako t ima faktor oblika byabbybsabibs ili bybiabsbsbsabs, tada moZemo ubaciti
prazine u t tako da rezultujuca parcijalna re¢ sadrzi kvadratne faktore oblika
<>ab1<>b3a<>b5 ili b0<>ab2<>b4a<>.
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3. Ako t ima faktor oblika byb, ab2b3b,bsabgby, tada moZemo ubaciti prazine u ¢ tako
da rezultujuéa parcijalna re¢ sadrzi kvadratni faktor oblika ob; acbsb,oabgo.

4. Ako t ima faktor oblika boblbgbgab4b5b6b7b8abgblobnblg onda je za 4 S 1 < 10
svako b; # a jer ako je:
by = a tada imamo kvadratni faktor aa

bs = a tada imamo kvadratni faktor acabg

be = a tada imamo kvadratni faktor acbsab;o
b7 = a tada imamo kvadratni faktor acaby

bs = a tada imamo kvadratni faktor aa

by = a tada imamo kvadratni faktor aa.

Takode sva slova b; za 4 < ¢ < 10 su medusobno razli¢ita. Ako je:
by = bs = b tada imamo kvadratni faktor bb

bs = bg = b tada imamo kvadrani faktor abob

bs = b; = b tada imamo kvadratni faktor oabbsob

bs = bg = b tada imamo kvadratni faktor obbsob;bobgy

bs = bg = b tada imamo kvadratni faktor obsabsobgbroabgbige
bs = bg = b tada imamo kvadratni faktor bb

bs = b; = b tada imamo kvadratni faktor bobbg

bs = bg = b tada imamo kvadratni faktor obbgb;bo

bs = by = b tada imamo kvadratni faktor ©b,bob;bgobbgo

be = b; = b tada imamo kvadratni faktor bb

be = bg = b tada imamo kvadratni faktor obb;b

be = by = b tada imamo kvadratni faktor obb;oabob;

by = bg = b tada imamo kvadratni faktor bb

by = by = b tada imamo kvadratni faktor obgbbgob

bs = by = b tada imamo kvadratni faktor babo.

Na slican nacin dobijamo da su slova b; za 3 < ¢ < 9 medusobno razliita i
razli¢ita od a. Kako je |A| < 7, slova b; za 3 < i < 9 su medusobno razlicita,
ali su takode i slova b; za 4 < ¢ < 10 su medusobno razli¢ita pa tada mora biti
bz = bg. Znamo da su slova b; za 4 < i < 10 medusobno razlicita i razlicita od a,
dakle by mora biti jednako nekom od njih.
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Ako je:

bio = by = b tada imamo kvadratni faktor bb

bio = a tada imamo kvadratni faktor acab;;

b1o = bg = b tada imamo kvadratni faktor bobgbb; ;¢

bio = by = b tada imamo kvadratni faktor ©bbgobgbob;a
bio = bg = b tada imamo kvadratni faktor obsbobgacbb; o

bio = by = b tada imamo kvadratni faktor obsa<bsbgbroabgbgo.

Dakle, byy = b4. Slicno dobijamo da je b, = bs. Sada moZemo ubaciti praznine u
nas faktor tako da rezultujuca parcijalna re¢ sadrzi netrivijalni kvadrat oblika:

<>b2 b3<>b4b5<>b7b8<>b9 b10<>b12 .
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Poglavlje 5

Parcijalne reci koje ne sadrze
preklapanja

U ovom poglavlju govorimo o konstrukciji beskonacnih parcijalnih re¢i koje ne
sadrze preklapanja. Ni jedna od ovih re¢i ne sadrzi viSe od jedne praznine nad
dvoelementnim alfabetom, a pokazaéemo i da postoji beskonacno mnogo parcijalnih
reci sa proizvoljnim brojem praznina nad troelementnim alfabetom.

Lema 5.0.1. Postoje beskonacne parcijalne reci nad dvoelementnim alfabetom koje ne
sadrZe preklapanja i sadrZe samo jednu prazninu.

Dokaz. Znamo da je Tue-Morsova re¢ 7 potpuna beskonacna re¢ koja ne sadrzi
preklapanja. Zelimo da pokaZemo da beskonalna parcijalna re¢ o7 koja sadrZi samo
jednu prazninu ne sadrZzi preklapanje. Kako je Tue-Morsova re¢ bez preklapanja tada
svako preklapanje mora sadrZati prazninu. Kako je 7 = Zlggo ®%(a), da bismo pokazali

da o7 ne sadrzi preklapanje dovoljno je pokazati da ©®(a) ne sadrzi preklapanje. S
obzirom da je ®**!(a) = ®*(a)®!(a) tada je:

" (a) = '(a) P (a)®'(a) P (a) P (a) @' (a) ' (a) P'(a)
®*3(a) sadrzi faktor ®i(a)®'(a), pa ukoliko se ®‘(a) zavriava slovom a tada
@3 (q) sadrzi u sebi faktor oblika b®‘(a), a ukoliko se zavriava slovom b tada
sadrZi faktor oblika a®’(a). Znamo da ®**3(a) ne sadrZi preklapanja jer 7 ne sadrZi
preklapanja, samim tim ni a®’(a), b®*(a) ne sadrze preklapanja. Odavde sledi da
o®"(a) ne sadrzi preklapanje, dakle ni naSa re¢ o7 ne sadrzi preklapanje. O

Napomena 5.0.2. Nad binarnim alfabetom, sve re¢i ¢ija je duZina veca od 6 i sa
prazninom na tre¢oj poziciji sadrZze preklapanje. Da bismo videli ovo, imajmo na umu
da ako parcijalna re¢ sadrzi faktor oblika aca, aa¢ ili ¢aa onda ocigledno sadrzi u
sebi 1 preklapanje. Stoga moZemo pretpostaviti da svaka binarna re¢ bez preklapanja i
koja ima prazninu na tre¢oj poziciji po€inje prefiksom oblika aboab. Ako je ovaj faktor
pracen sa aa onda re¢ sadrzi preklapanje aboabaa. Slicno, ako je faktor pracen sa
ab, ba ili bb, onda re¢ sadrzi preklapanje cabab, aboabba ili bbb redom.

Lema 5.0.3. Ne postoji beskonacna parcijalna re¢ nad dvoelementnim alfabetom koja
ne sadrZi preklapanje sa vise od jedne praznine.
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Dokaz. Prema napomeni 5.0.2, ovakva re¢ ne moze da sadrZi prazninu posle druge
pozicije. Medutim, ne moZe imati praznine ni na 1. 1 2. poziciji istovremeno jer bismo
tada imali faktor oblika ¢¢a, a samim tim i preklapanje. Tako je dozvoljena samo jedna
rupa. [

Lema 5.0.4. Postoji beskonacno mnogo beskonacnih parcijalnih reci koje ne sadrZe
preklapanja sa proizvoljnim brojem praznina nad troelementnim alfabetom.

Dokaz. U teoremi 4.0.8 definisali smo morfizam ® : {a, b, c}* — {a, b, c}* na sledeéi
nacin:

®(a) = abe, (b) = ac, P(c) = 0.

Znamo da je re¢ o koja je fiksna tacka tog preslikavanja kvadratno-slobodna rec.
Pokazali smo da re¢ ¢’ koju smo dobili primenom morfizma  na re¢ o koji zamenjuje
a sa ®*(a)’, b sa ®(b) i c sa ®(c), ne sadrzi ni jedan kvadrat osim kvadrata oblika ao
1 oa. Kako je o kvadratno slobodna re¢ onda ona ne sadrZi preklapanje, Sto znaci da
svako preklapanje u o’ mora sadrzati prazninu. Dakle, ostaje samo da se pokaZe da o’
ne sadrzi faktor oblika apaias za ag, ay,as C bili ag,aq,as C cili ag,ay,as C a jer
ée u tom slucaju sadrzati preklapanje. Medutim, posmatrajuéi konstrukciju od ¢*(a)’
otigledno je da ¢*(a) ne sadrzi takav faktor preklapanja. [

5.1 Generalizacija

Lema 5.1.1. Ne postoji beskonacna rec¢ nad cetvoroelementnim alfabetom koja ostaje
bez preklapanja nakon sto je proizvoljan izbor pozicija zamenjen prazninama.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je ¢ neka beskonacna re€¢ nad Cetvoroelementnim
alfabetom koja ne sadrZi preklapanje. Jasno je da ona ne sadrzi faktore oblika bba
ili bab jer u njih moZemo da ubaciti praznine tako da dobijemo faktore oblika bbo i bob,
a tada znamo da ta re€ sadrzi i preklapanje. Ako re€ ¢ ne sadrzi faktor oblika baga,b
gde a; € Azai € {0,1}, to znaci da u re¢i t nemamo faktor duzine 4 u kom se slova
ponavljaju (jer ¢ ne sadrzi faktore oblika bba, bab, baga,b). To dalje implicira da je ¢
oblika:

...Qpa1090a3000a1A2a300A1A2043...

ay mora biti posle as kako ne bismo imali faktor duZine 4 gde se slova ponavljaju.
Medutim, ako je ¢ takvog oblika onda ocigledno sadrZi preklapanje. Dakle ¢ sadrzi
faktor oblika:

...apa1azbasasbasag. ..

gde je b # a; za sve i > 0.
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Ako je:

as = a4 = c tada imamo preklapanje oblika ¢cbcao

as = ag = c tada imamo preklapanje jer imamo faktor oblika occ
ag = a4 = c tada imamo preklapanje oblika ¢bascboc.

Dakle, slova b, a4, as, ag su medusobno razli¢ita. Kako nas alfabet ima 4 slova as
mora biti jednako nekom od ay, a5, ag. Ako je:

az = a4 = c tada imamo preklapanje jer imamo faktor oblika cco

az = as = c tada imamo preklapanje ¢bca,bco.
Dakle, a3 = ag. Sli¢no, ako je:

as = a4 = c imamo preklapanje ¢ a;cbocd

as = a3 = c imamo preklapanje ocbco

az = a4 = c imamo preklapanje jer imamo faktor oblika cco.

Dakle, slova b, as, a3, as su medusobno razli¢ita, pa ponovo iz razloga $to na$

alfabet ima 4 slova i slova b, as, ag, a4 su medusobno razli¢iti a; mora biti jednako
nekom od njih. Ako je:

a; = as = ¢ imamo preklapanje jer imamo faktor oblika cco
a1 = a3 = c imamo preklapanje ocasbcobd.

Dakle, a; = a4. Kako je a; = a4 1 a3 = ag do traZzene kontradikcije dolazimo
ubacivanjem praznina da bismo dosli do sledeéeg preklapanja:

Q1 A920030400506 .

Teorema 5.1.2. Postoji beskonacna re¢ nad Sestoelementnim alfabetom ostaje bez
preklapanja nakon Sto je proizvoljan izbor pozicija zamenjen prazninama.

Dokaz. Prvo defini§imo morfizam ® : {a, b, c}* — {a, b, c}* na sledeci nacin:

o(a) = abe, p(b) = ac, ¢(c) = b.
Neka je o fiksna tacka tog morfizma 1 za nju znamo da je kvadratno-slobodna. Sada
na re¢ o primenimo morfizam 0 koji zamenjuje: a sa de f ghi, b sa degi fh, ¢ sa deh fig
i na taj nacin dobijamo re¢ t. Zelimo da pokaZemo da ako u re¢ ¢ ubacimo praznine
ona ostaje bez preklapanja. Pretpostavimo suprotno ako u re¢ ¢ ubacimo praznine tada
ona sadrZi preklapanje, tj. ako je t) = agaias... it = bybybs... dobijena ubacivanjem
praznina u ¢ onda postoje celi brojevi ¢ > 0, k > 0 takvi da:

bibiv1bivo- - bizr—1 T bisri1bivk10ivnio. - bigon
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bi_1,bivk, birorr1 su kompatibilni po parovima.
Razlikujemo 2 slucaja:
1° k = 0(mod 6). Stavljanjem k = 6(m + 1) primetimo da je a;a;11G;12...Q;1 k1
oblika:

wWood (o) (c1)...0(Crm—1)wo1

1 Qi kQighg10ipkr2---Gipop—1 J€ Oblika:

w105(0m+1)5(Cm+2)---5(02m)w11

zawgwyy = 0(cm),|Wp| = |wglia € {a,b,c}zasvep,qr € {0,1}
Wyr, Wer € {d, e, f,9,h,1,7,k}*, 1€ {0,1,..2m}.

Ako je ¢, # Cpmipt+1 za bilo koje 0 < p < m tada ne moZemo ubaciti praznine
u 0(cy) 1 6(¢mypr1) tako da su rezultujuée parcijalne re¢i kompatibilne zbog
napomene 4.1.1, dakle ¢, = ¢4 p11 zasve 0 < p < m.

1 Jwor| > 5. Kako je bibiy1bia.-.bivk—1 T biprbipri1bippro- bijop—11 ¢, =
Cmipt1 za sve 0 < p < m tada je wy; T wy;. Kako medu reima
defghi,degifh i dehfig ne postoje dve reci koje ubacivanjem praznina
postaju kompatibilne (videti napomenu 4.1.1) sledi da je w;; prefiks od
d(cm). Dakle,

CoC1---CmCm+1Cma-2---ComCm
je kvadratni faktor od o. Time dolazimo do kontradikcije, jer je o kvadratno-
slobodna.
2* |wey| < 3. Tada je |wgo| > 3 i sledi da je wyo sufiks od d(c,,), pa je

CmCoC1...C—1CmCm+1Cm+2...Com

kvadratni faktor od o, pa tako ponovo dolazimo do kotradikcije, jer je o

kvadratno slobodna.
Kako su sluCajevi |wp1| > 51 |we1|] < 3 nemogudi, jedini slucaj koji nam
preostaje je kada je |wg;| = 4. Neka je a' prvo slovo re¢i wi. Jasno je da
Wo1a@ 1 wi1a;49, mogu biti kompatibilni uz pomoé ubacivanja praznina. Kako je
wo1a’ T wyya;42k tada je ponovo kao u prvom slucaju wyqa; o prefiks od 6(c;,) i
vidimo da je:

CoC1-- - CmCm+1Cm+2---ComCm

kvadratni faktor od o §to je ponovo kontradikcija.
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2° k # 0(mod 6). U ovom sluéaju pretpostavljamo da je k£ > 5, zato §to je svako
preklapanje za k < 5 sadrzano u faktoru oblika 0(co)d(c1)d(ca), za ¢; € {a, b, c},
gde je cocic, faktor od 0. MoZe se proveriti da ¢ ne sadrZi preklapanje za k < 5.
Pretpostavimo da je a;1; = a;1.x = hzaneko 0 < [ < k — 2. MoZemo da
proverimo da

Qi1 @iy 143 1 iy g1+ Qi k143

mogu biti samo de f, deh, ide, fig.

Posto £ # 0O(mod 6) tada je jasno da Su a@;y;i1...Qi1113 1 Qigpriat--Gitkiis3
razliciti. Neka je na primer a;;1...a;113 = tde, & Qjypr1i1---Gjrkrirs = fig
tada je jasno da oni ne mogu biti kompatibilni zbog napomene 4.1.1, a time
dolazimo do kontradikcije sa:

bibiv1biv2--bivr—1 T Digibivi1biviya--bivor—1.

Dakle, vidimo da ne postoji [ koje zadovoljava 0 < [ < k — 2 tako da je a;; =
ai+x+1 = h. Ovo ne vazi samo za slovo h nego za bilo koje slovo iz skupa
{d,e, f,qg,i}. 1z napomene 4.1.1. znamo da ako imamo dva faktora duZine 3 da
bi bili kompatibilni putem 2-validnog ubacivanja praznina moraju imati bar jedno
slovo isto. Dakle, mora da postoji [, 0 < [ < 2 koje zadovoljava a;; = a;p1-
Kako je £ > Htadapostoje £ > 510 < [ < 2 onda moZemo zapisati kao
0 <1 < k — 2, a pokazali smo da je to nemoguce. Posto svi slucajevi vode
u kontradikciju, moZzemo zakljuciti da ¢ ostaje bez preklapanja ¢ak i nakon Sto
proizvoljan izbor njegovih pozicija zamenimo prazninama.

]

5.2 Rec koja ne sadrzi preklapanja nad petoelementnim
alfabetom

Defini§imo morfizam v : {a, b, ¢, d}* — {a,b, ¢, d}* sa:

v(a) = ad,~(b) = ac,7(c) = cb,y(d) = ca.
Fiksnu tacku od v definiSemo kao I' = lim ~"(a). Sada ¢emo razmotriti kakva
n—oo

svojstva poseduje I'.

Napomena 5.2.1. 1 v3(a) = adcacbad i v*(a) = adcacbadcbacadca imaju samo
ac, ad, ba, ca, cb, dc kao faktore duzine dva.
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Lema 5.2.2. Beskonacna potpuna re¢ I je kvadratno-slobodna.

Dokaz. Neka je I' = lim ~"(a). Zelimo da pokazemo da je I' kvadratno-slobodna.
n—o0
Kako je I' = lim " (a) dovoljno je pokazati da je svako 7"(a) kvadratno-slobodno.
n—oo
Dokaz dajemo indukcijom po n.

1. Baza indukcije. Za n = 0 ocigledno je da je v(a) = A kvadratno-slobodna ret.
2. Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da je neko 7" (a) kvadratno-slobodno.

3. Indukcijski korak. PokaZimo da je 4! kvadratno-slobodna rec.

Pretpostavimo suprotno da 4" (a) ima kvadratni faktor duZine 2p koji po€inje na
poziciji ¢ pri ¢emu je p minimalno.

1° p je neparno. Posmatrajuéi konstrukciju od ~ vidimo da se b i d pojavljuju

samo na neparnim pozicijama. Medutim posto se slova b i d pojavljuju samo

na neparnim pozicijama i p je neparno (neparna pozicija+neparan period=parna

pozicija) tada kvadratni faktor pripada {a, ¢}*. Posmatraju¢i ponovo konstrukciju

od v ocigledno je da ne postoji ni jedan faktor u {a, c}* koji je duzine veée od

3, ¢ak 1 da svi oni koji su duZine manje od 3 nisu kvadrati, dakle ovaj slucaj je
nemogug.

2° p je parno.

1* Pozicija ¢ na kojoj kvadrat pocinje je parna. Kako je p parno sledi da taj
kvadrat predstavlja sliku re¢i xz putem v. Dakle, iz v (a) = v(v"(a))
sledi da " sadrzi kvadratni faktor pa time dolazimo do kontradikcije.

2* Pozicija 7 na kojoj kvadrat pocinje je neparna. Posmatrajuci konstrukciju od
~ vidimo da se 7(f) zavr$ava drugacijim slovom za svako f € {a,b,c,d},
Sto znaci ako se 7y zavrSava slovom d, ono mora poceti slovom a pa imamo
ponovo kvadrat koji po€inje na parnoj poziciji pa se vracamo na prethodni
slucaj koji je nemogud.

Dakle, v"*! ne sadrzi kvadrat.

Neka je ¢ : {a,b,c,d}* — {f, g, h,i,j}* morfizam definisan sa:

6(a) = fgifh,6(b) = fghij,do(c) = jigjh,d(d) = jihgf.

Tvrdimo da §(I") ne sadrzi preklapanje posle 2-validnog ubacivanja praznina.

Lema 5.2.3. ([7])Ne postoje faktori od §(I") duzine < 17 koji se mogu transformisati
u slabo preklapanje putem 2-validnog ubacivanja praznina.

Lema 5.2.4. U 0(T") moZemo naci dva faktora duzine 7 koji pocinju istim simbolom i
ili su identicni ili sadrZe minimum 3 uzastopna nepodudaranja.
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Dokaz. Dokazaéemo da lema vaZi za faktor duZine 7 koji poCinje slovom f, ostali
slucajevi bi bili sli¢ni. Ako niz pocinje sa f onda mora biti ili fgifhji, a to je prefiks
od d(ac)i d(ad) ili fghijfg, a to je prefiks od d(ba) ili fjigjhf $to je prvi faktor
koji po€inje sa f u d(dca) i 6(deb) ili fhjigjh i fhjihgf a oni su sufiksi od d(ac) i
d(ad) redom. Jasno je da ako uzmemo bilo koja dva od ovih faktora da oni sadrze tri
uzastopna nepodudaranja. [

Lema 5.2.5. Ni jedan faktor od 6(T") duZine 2p + 1 > 17 ne moZe biti transformisan u
slabo preklapanje uz pomo¢ 2-validnog ubacivanja praznina.

Dokaz. Neka je agvgayvias faktor duzine 2p + 1 > 17 koji moZe biti transformisan
u slabo preklapanje putem 2-validnog ubacivanja praznina. Kako su ag, a1, as slova, a
ceo faktor je duzine 2p + 1 znaci da re¢i v; moraju biti duzine p — 1. Ako su druga
slova od agvg 1 a;v; jednaka 1 vg,v; > 7 onda po lemi 5.2.4 imaju tri uzastopna
nepodudaranja pa je oCigledno da tada faktor ne moze biti transformisan u slabo
preklapanje putem 2-validnog ubacivanja praznina. Kako napomena 4.1.1 kaze da
u dva faktora od 3 slova, bar jedno slovo moraju imati isto, znac¢i da 1. ili 3. pozicija
moraju biti jednake. Do kontradikcije dolazimo koriste¢i istu logiku u oba slucaja. [

Teorema 5.2.6. Beskonacna re¢ §(I') nad petoelementnim alfabetom je slabo bez
preklapanja posle 2-validnog ubacivanja praznina.

Dokaz. Dokaz sledi direkto primenom lema 5.2.31 5.2.5. ]

Posledica 5.2.7. Beskonacna re¢ §(I') nad petoelementnim alfabetom je jako bez
preklapanja nakon 2-validnog ubacivanja praznina.
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