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Predgovor

Svima nam je verovatno dobro poznata scena sa slike i istog trenutka znate da
¢e Pera Kojot neslavno zavrsiti: ozbiljno povreden. Svaki put kada ga vidite
kako ocajnicki pokusava da uhvati Pticu Trkacicu, verovatno se pitate zasto
Kojot ne koristi svoje urodene instinkte (pretpostavljamo da je Pera Kojot
Canis latrans, vrsta vuka koja se izmedu ostalog hrani i pticama), i zaSto mu
je potrebna sva ta ,teska artiljerija”. I naravno, pitanje koje nam se upravo
postavilo: kakve veze sve ovo ima sa matematikom?

Posmatrajmo dokaz sledeceg tvrdenja.

Tvrdenje. Za n > 3 broj 2 je iractonalan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. ¥/2 = p/q. Sledi p" = ¢" + ¢", kontradi-
kcija sa Velikom Fermaovom teoremom. O

Slozi¢emo se, ovo je mnogo zanimljiviji dokaz nego da smo koristili ele-
mentarnu matematiku i ,igrali se” osobinama deljivosti (svi podsvesno volimo
kad se topom ide na komarca). Ovo je pravi primer dokaza koji bi osmislio
Pera Kojot matematicar. Njega ne interesuju ,,troskovi”’, nije mu vazno Sto je
dokaz Velike Fermaove teoreme dug preko 150 strana, Sto veéina profesionalnih
matematicara ne moze u potpunosti ni da shvati taj dokaz, nije mu znacajna
elegancija, mali broj sluc¢ajeva... jedino mu je vazno da se posao zavrsi.

Ovaj rad se upravo bavi jednom metodom u teoriji brojeva koja ne pita za
ytroskove”. Veéina dokaza u ovom radu nema posebnu eleganciju, onih ,aha
momenata’, ¢esto razmatramo na desetine sluc¢ajeva, intenzivno se oslanjamo



na racunare (skoro svi dokazi glavnih teorema su praktiéno nemoguéi bez
upotrebe ra¢unara), ali daleko od toga da su nezanimljivi za ¢itanje. U radu
mozete videti kako se na prvi pogled nepovezane matematicke teorije sjedinjuju
da bi dale zadivljujuce rezultate.

Za pocetak krec¢emo sa istorijom:

Na Drugom internacionalnom kongresu matematicara u Parizu, 8. avgusta
1900. godine, David Hilbert je prezentovao, u izlaganju nazvanom ,Problemi
matematike”, listu neresenih problema. U izlaganju je Zzeleo da zaokruzi ma-
tematicki uspesan 19. vek i predvidi razvoj matematike u buduénosti. Tom
prilikom je rekao: ,,Ako verujemo u razvoj matematickog znanja u bliskoj
buduénosti, moramo se pozabaviti nedovrSenim pitanjima i reSiti probleme
koje zadaje danasnja nauka, a ¢ija reSenja oc¢ekujemo.” Pojedini problemi, kao
Sto je Rimanova hipoteza, nisu ni do danas reseni. Sa druge strane, reSeni pro-
blemi dali su nove metode resavanja koje se mogu primeniti na Sirok spektar
drugih, na prvi pogled nepovezanih problema.

Jedan od resSenih problema je sedmi Hilbertov problem. Naime, trebalo je
dokazati transcedentnost broja o, gde je a # 0,1 algebarski broj i 3 alge-
barski iracionalan broj. Taj problem su nezavisno 1934. godine resili Gelfond
i Schneider, tako $to su pokazali da: ako su a; i ay nenula algebarski brojevi
takvi da su Ina; i In as linearno nezavisni nad Q, onda je

frina; + falnay # 0

za algebarske iracionalne brojeve 5 i (5.

Postavilo se pitanje da li se ovaj rezultat moze uopstiti za vise od dva
uocena broja. Odgovor na ovo pitanje dao je Baker u seriji radova zapocetoj
1966. godine: on je ne samo dokazao da je izraz

1B+ Pilnay + folnag + - + B, Inay,|

razli¢it od nule, gde su oy, as, ..., a, nenula algebarski brojevi takvi da su
Inay,Inas, ..., Inaq, linearno nezavisni nad Q, a 5y, s, ..., 8, su proizvoljni
algebarski brojevi koji nisu svi jednaki nuli, ve¢ je nasao donje ogranicenje tog
izraza u zavisnosti samo od n i 31, B, ..., B,. Za ovaj proboj, kao i za demon-
straciju kako se dobijeni rezultati mogu primeniti za resavanje Diofantovih
jednacina, Baker je 1970. godine dobio Fildsovu medalju.
Izraz oblika
Bilnog + folnas + -+ B, Inay,

gde su brojevi n i 1, B, . . ., B, fiksirani, naziva se linearna forma logaritama.
Ove forme nalaze primenu ne samo u teoriji transcendentnosti (kojim povodom
su i nastale), ve¢ i u algebarskoj teoriji brojeva i u, §to ¢e biti predmet ovog
master rada, reSavanju Diofantovih jednacina. Grubo govoredi, ,strategija’ je
ovakva: uspostavljamo korespondenciju izmedu ,velikih” reSenja razmatrane
Diofantove jednacine i ,,malih” vrednosti odredene linearne forme logaritama.
U literaturi se mogu naéi razna donja ogranic¢enja za linearne forme logaritama
(znatno bolja od originalnog Bakerovog rezultata), pa da bi ova ogranicenja
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bila ispunjena, dobijamo da razmatrana Diofantova jednacina ne moze imati
reSenja veca od odredene granice. Time se njeno reSavanje svodi na ispiti-
vanje kona¢nog broja slucajeva, koje proveravamo pomocu racunara. Nazalost,
granica dobijena na ovaj nacin ¢esto je prilicno velika te ispitivanje preostalih
slucajeva nije moguce prakticno izvesti, ali postoje i tehnike za svodenje tih
granica na razuman nivo, Sto ¢e takode biti prikazano u ovom radu.

Pregled rada

Prvo izlazemo kratak pregled teorije polja, teorije veriznih razlomaka, uvodimo
pojam kvadratnog ostatka i navodimo, bez dokaza, najvaznija tvrdenja i teo-
reme koje su potrebne za dalje razumevanje teksta. Zatim definiSemo pojam
linearnih formi logaritama i na jednom mestu izdvajamo sve teoreme korisé¢ene
u dokazima ovog rada koje daju donja ogranicenja za linearne forme logari-
tama.

U narednom delu bavimo se jedna¢inom oblika a* —bY = ¢, poznatom i pod
nazivom Pillaieva jednacina. Prvo resavamo Mordellovu jednacinu, ¢ija resenja
¢e nam biti potrebna u dokazu naredne teoreme. Zatim dokazujemo centralnu
teoremu ovog rada, koja tvrdi da Pillaieva jednacina ima najvise dva resenja,
da bismo na kraju ispitali datu jednacinu za male vrednosti parametra c.

Cetvrti odeljak posvecéen je problemu Erdésa i Grahama, tj. pronalazenju
svih reSenja jednacine (p—1)!4+a?~! = p* (o¢igledno inspirisana kombinacijom
Vilsonove i male Fermaove teoreme). Prvo resavamo specijalne slu¢ajeve a = 1
(teorema Liouvillea), p = 3 (teorema Aperyja) i pokazujemo da za p > 51k
neparno nemamo resenja. Posle nekoliko pomo¢nih tvrdenja, izlazemo dokaz
glavne teoreme sekcije, tj. reSavamo problem Erdésa i Grahama u potpunosti.

Na pitanje kada je proizvod dva k-ta stepena umanjena za jedan ponovo k-ti
stepen umanjen za jedan, tj. kada Diofantova jednacina (2% —1)(y*—1) = 2¥—1
ima reSenje, parcijalno daje odgovor peti odeljak. Naime, pokazujemo da za
k > 75 data jednacina nema resenje.

Poslednja dva dela rada bave se problemima koji na prvi pogled nemaju
veze sa Diofantovim jednacinama: koji je najveéi monocifarski Fibonacijev broj
(odgovor: Fyp = 55) i kada je broj 10" + 1 binarni palindrom (odgovor: samo
za n = 1,2)? Prvo date probleme svodimo na problem resavanja Diofantovih
jednacina, a zatim ih reSavamo pomocu linearnih formi logaritama.
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1 Osnovne definicije 1 tvrdenja

Radi lakseg razumevanja sadrzaja ovog rada, na samom pocetku izlazemo neke
osnovne definicije i teoreme teorije polja, teorije veriznih razlomaka i teorije
kvadratnih ostataka. Radoznalog ¢itaoca koji Zeli da prosiri svoja znanja iz
ovih teorija upuc¢ujemo na [12], [9], [18] i [5].

1.1 Teorija polja

Definicija 1.1. Neka je L polje i neka je F potpolje polja L. Tada je IL eks-
tenzija polja F, u oznaci L/F.

Dimenzija baze vektorskog prostora L nad poljem I (elemente iz L posma-
tramo kao vektore, a elemente iz K kao skalare) naziva se stepen ekstenzije
polja L u odnosu na polje F u oznaci [L : F].

Tvrdenje 1.2. Neka L/K i K/F. Tada vazi
[L:F]=[L:K]-[K:F].

Definicija 1.3. Neka L/F. Element o € L je algebarski nad F akko postoji
f(z) € Flz] tako da vazi f(a) = 0.

Normiran polinom najmanjeg stepena ¢ija je nula o naziva se minimaln:
polinom elementa o u odnosu na polje F i oznacava se sa p~ (z).

Ekstenzija polja u kojoj je svaki element algebarski naziva se algebarska
ekstenzija.

Moze se pokazati da postoji minimalno proSirenje polja F tako da sadrzi
algebarski element v € L\ K i ozna¢avamo ga sa F|a]. Sada navodimo tvrdenje
koje je osnovno orude za racunanje stepena algebarskih ekstenzija.

Tvrdenje 1.4. Neka je o algebarski element nad F. Tada je
[Fla] : F] = deg(pq (x)).

1.2 Verizni razlomci
Prvo definiSemo konac¢ne verizne razlomke.

Definicija 1.5. Konacan verizni razlomak je izraz sledeceg oblika

1
ap + 1 )
aq + 1
as + -+ 1
p—1 + —
gdesua; € Z,i=0,1,...,n. Gornji izraz obelezava se sa C,, = [ag, a1, - . ., ay].

Broj ai, 0 < k < n, naziva se k-ti parcijalni kolicnik veriznog razlomka C,,.
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Za svako k, 0 < k < n, verizni razlomak Cj = [ag, a1, as, ..., a;] naziva se
k-ta konvergenta veriznog razlomka [ag, a, as, . .., a,].

Napominjemo da se u nekoj literaturi ovako definisani verizni razlomci
nazivaju jednostavni verizni razlomci', a verizni razlomci se definigu na isti
na¢in samo se za Clanove a; uzima da su iz skupa R. U ovom radu nema
potrebe za uvodenje ovakvih veriznih razlomaka, pa se zbog toga opredeljujemo
za prethodnu definiciju.

Iz Euklidovog algoritma direktno sledi da se svaki racionalan broj moze
predstaviti pomoc¢u kona¢nog veriznog razlombka.

Za svaki verizni razlomak [ag, a1, as, . .., a,] definiSemo brojeve py, ..., py,
qo, - - -, ¢n na sledeéi nacin
Po = ao, qo = 1;
p1 = apay + 1, G = as;
Pk = QkPr—1 + Pi—2, Qk = QkQr—1 + qr—2,

za svako 2 < k < n. Lako se pokazuje da C}, = 5—’“.
Moze se pokazati da je sledeé¢a definicija dobra, tj. limes iz definicije postoji
za svaki niz prirodnih brojeva.

Definicija 1.6. Neka je (ay)nen niz prirodnih brojeva, gde ag moze biti 0.
Beskonacan verizni razlomak se definiSe kao limes niza konac¢nih veriznih ra-
zlomaka
[ag,ay,...] = lim C,.
n—o0

Iz definicije se vidi da svaki beskonacan verizni razlomak odgovara nekom
iracionalnom broju. Vazi i obratno, svakom pozitivnom iracionalnom broju
odgovara jedan beskonacan verizan razlomak. Postupak konstrukcije beskona-
¢nog veriznog razlomka od iracionalnog broja neée biti izloZzen u ovom radu,
pa kad god nam bude potrebna n-ta konvergenta tog veriznog razlomka, C,,,
nju ¢emo rac¢unati pomoc¢u funkcije ContinuedFraction[v,n], iz program-
skog paketa Mathematica, gde je ~ iracionalan broj.

Sledec¢e tvrdenje nam daje dovoljan uslov da neki racionalan broj § bude
neka konvergenta veriznog razlomka koji predstavlja iracionalan broj a.

Tvrdenje 1.7. Ako je a iracionalan, a p/q racionalan broj i s > 0 tako da
vaz

tada je § konvergenta od .

Vezu izmedu konvergenti i parcijalnih koli¢nika daje nam sledece tvrdenje:

leng. Simple Continued Fraction



Tvrdenje 1.8. Neka je a iracionalan broj i Z—: r-ta konvergenta u razvoju
broja o u verizni razlomak. Neka je a,1 (r+ 1)-vi parcijalni kolicnik od istog
razvoja. Tada vaZi

1

(ar—i-l + 2)Qr2 ‘
Na kraju ovog dela dokazujemo jednu jednostavnu lemu, koju éemo ka-

snije koristiti. Posmatrajmo slede¢u normu ||z|| = min{|x — n| : n € Z}, tj.
udaljenost broja x od najblizeg celog broja.

Inb p,

Ina g,

Lema 1.9. Neka je M prirodan broj, u proizvoljan realan broj i neka je §

konvergenta veriznog razlomka iracionalnog broja v takva da je ¢ > 6M . Neka
je e = ||uql| — M||vql|. Ako je e > 0, tada nejednacina

O<my—n+pu<AB™

nema resenja po m i n, m,n su prirodni brojevi, tako da vazi

In(Aq/e)

< < M.
InB =M=

Dokaz. Neka je 0 < m < M i pretpostavimo da vazi
O<my—n+pu<AB™™.

Tada sledi
m(yq —p) +mp —ng + pg < gAB™™,

pa dobijamo

qAB™™ > |ug — (ng — mp)| — m|vql| > [|uq| — M||vql| :=e.

Sledi
In(Ag/e)

In B

1.3 Kvadratni ostaci

Definicija 1.10. Za broj a kazemo da je ostatak k-tog reda po modulu p, gde
k —

p 1 a, ako i samo ako postoji = za koje vazi 2" = a (mod p).
Koliko nekongruentnih ostataka k-tog reda ima po nekom modulu p daje
nam sledeée tvrdenje.

1

Tvrdenje 1.11. Postoji tacno 57—

ostataka k-tog reda po modulu p.

U ovom radu, a i ¢esto u praksi, potreban nam je samo specijalan slucaj
k = 2 ili kvadratni ostaci. Na osnovu prethodnog tvrdenja imamo da postoji
;%1 nekongruentnih kvadratnih ostataka po modulu p.
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Tesno povezan pojam sa kvadratnim ostacima je LeZandrov simbol, koga
definiSemo, za slucaj p 1 a, kao

<a> B {1 ako je a kvadratni ostatak po modulu p

p) |-1 akoa nije kvadratni ostatak po modulu p

Slede¢a tvrdenja i teoremu koristimo za efektivno izracunavanje Lezan-
drovih simbola.

Tvrdenje 1.12. Broj a je kvadratni ostatak po modulu p, gde p { a, ako i samo
ako
az =1 (mod p),

(%) =a"T  (mod p).

Tvrdenje 1.13. i) a=b (mod p) = (%) = <9>;
0 (-6

N 1 1, p=1 (mod 4);
i) (7> =0 = {—1, p =3 (mod 4).

ty. vazi

Iz prethodnog imamo: ako je a = (£1) - 290 - ;1 - @*2 - - - qx“*, 1 p prost
broj takav da p 1 a, tada je

ENCERONCRON

Tvrdenje 1.14. Ako je p prost broj, tada

()= fo, mrzst ot

—1, zap=43 (mod8).

Teorema 1.15 (Gausov zakon kvadratne recipro¢nosti?). Neka su p i q prosti

neparni brojevi. Tada
p q p=1 g-1
— - | = (—1) 2 2,
(1) ()

<p> _ (%) . ako je bar jedan od p i q oblika 4k+1;

— (}%) ., inace.

q
2 Aureum Theorema (lat. Zlatna teorema).

t,




1.4 Linearne forme logaritama

Prvo definisemo linearnu formu logaritama algebarskih brojeva u najopstijem
slucaju.

Definicija 1.16. Linearna forma logaritama algebarskih brojeva je izraz oblika
Bilnay + -+ B Inaq,.

gde su ay, 5; kompleksni algebarski brojevi (uzimamo glavnu granu komplek-
snog logaritma).

U okviru ovog rada, ; su celi brojevi i ozna¢avamo ih sa b;. Sa malopre
navedenom formom usko je povezan izraz sledeceg oblika:

Uvedimo jos nekoliko oznaka.

1.4.1 Visina i logaritamska visina algebarskog broja

Neka je a algebarski broj stepena d (stepen minimalnog polinoma) i neka je

minimalan, primitivan (NZD(ay, ..., aq)=1) polinom od «, gde je oy > 0.
Definisemo visinu broja a, u oznaci H(«), kao

H(a) :=max{|a;| : 1 =0,...,d}.

Razlazué¢i minimalni polinom na linearne faktore dobijamo

gde je o = oM. Sada mozemo definisati logaritamsku visinu broja a, u oznaci
h(«), kao

d
1 ,
ha) := y (ln lao| + E In max{|a(|, 1}) :
i=1

1.4.2 Donje ograni¢enje izraza A

Neka je L algebarska ekstenzija polja Q stepena D, neka su ay, ..., a, nenula
elementi iz L i neka su by, ..., b, celi brojevi. Oznac¢imo

B = max{|bi], ..., |ba]}.
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Neka su Ay, ..., A, prirodni brojevi tako da vazi
A; > W () := max{Dh(«;),|Ina;l,0.16}, j=1,...,n.

Kao direktnu posledicu rezultata Matveeva iz [13], kako je pokazano u [22,
Theorem 9.4, dobijamo slede¢u teoremu.

Teorema 1.17. Ako A # 0, onda
In|A| > —3-30""(n +1)>°D*(1 +In D)(1 +InnB)A Ay - -+ A,.
Ako je pritom 1L polje realnih brojeva, tada

In|A] > —1.4-30""n**D*(1 + n D)(1 + In B)A Ay - - - A,

1.4.3 Linearne forme dva logaritma

Cesto je pogodnije koristiti linearnu formu sledeé¢eg oblika
I'= bg hlag — b1 111061.

Sada navodimo bez dokaza teoreme koje daju donja ograni¢enja za ovakve
linearne forme logaritama, koje ¢emo u nastavku rada koristiti. Radoznalog
¢itaoca kojeg interesuju dokazi datih teorema upuéujemo na radove [17] 1 [14].

Naredna teorema dokazana je u radu [17].

Teorema 1.18. Neka je L = Q[ay, as] realna ekstenzija od Q stepena D,
Ay, Ay konstante takve da vazi

A; > max{Dh(w;), |Ina|, 1}, 1=1,2,

i neka je
b b
e
Ay Ay

Ako su a1 ag multiplikativno nezavisni, pozitivni realni brojevi, tada vazi

b/

In|T| > —23.34 - max{DInd' + 0.14D,21, D/2}* A, As.
U radu [14] je dokazana sledeca teorema.

Teorema 1.19. Neka su by i by prirodni brojevi © o1 i o multiplikativno
nezavisni algebarski brojevi. Dalje, neka je

[Q(a1, a9) : Q]

D - [R(Oll,ag) . R] ’

neka su ay,as, h pozitivni realni brojevi i neka je p > 1. Oznacimo X =1np 1



X = % Pretpostavimo da postoji realan broj xo > 0 takav da vazi x > xo @

h>D <1n (b—1+ b—z) +1nA+f((K01)) +0.023,

a9 ay
a; > max{1, p|Ino;| —In|oy| +2Dh(cy)}, (i =1,2),
ajay > N?

gde je

14+ +vVr—1)yx Inx 3 3 In-%H
( W, +S+Ins + =1
r—1 6z(xr —1) 2 4 x—1

f(x) =n

2
1 (V252 2(1+ 2N (1 1\  4\NZF
Ko =~ Yo [Htxo) 2L 1N VIR X0 )
A 3 9 3 \a1  a 3y/a1az

Ako je
1
v=4x+4+— 1 m= max{25/2(1 + X)3/2, (1+ 2X)5/2/X}7
X
tada vazi

2
In|l > 1 v+1 02+4)\v 1+1 n 8\m
n =l =+t =+ | —+— ai1a
= axle "2\ 9 3 \a | a 3Jaay | 7

— max{A(15 + 2x) + In (((2 + 202+ (2+ 20WVE)A + (2 + 2x)> ,
Dln2},

gde je

A= max{al, CLQ} 7 ?)X 3 X

1 /1+2¢\* 1/2 20112
eew (o) st

Y] 2x A
Kao posledicu ove teoreme, mozemo dobiti slede¢u teoremu.

Teorema 1.20. Neka su by @ by prirodni brojevi i oy i s multiplikativno
nezavisni algebarski brojevi. Dalje, neka je

[Q(aq, ag) : Q]
[R(cv, ) : R]

D:

1 neka su p, \, ay © ay pozitivni realni brojevi takvi da vazi p > 4, A = 1Inp,

a; > max{1l, p|Ina;| — In|as| +2Dh(ey)} i  ajas > max{20,4)\?}.



Ako je

b b
h > max {3.5, 1.5\, D (ln (—1 + —2) +In )+ 1.377) + 0.023} :

a2 a1

X:§ iv:4x—i—1+§, tada vazi
In |F| Z —(C[) + 006)(/\ + h)Qalag,

gde je

2

1 42 +4y+1 (1 1 44X /1 1 324/2(1 + y)3/2
N _+¢_+_(_+_)+ V(1 + )
ap Qo 3v?.\/aias

") 2v(x+1D) |3 Vo3
[z posledice 2, teoreme 2, rada [17], za vrednosti (hg, p, Cs) = (10, 4.9, 32.31),
dobijamo sledec¢u teoremu.

Teorema 1.21. Neka su by © by prirodni brojevi i oy 1 s multiplikativno
nezavisni algebarski brojevi. Dalje, neka je

D = [Q(ay, a2) : Q]
;) bl b2
b= DIIIAQ + DlIlA17

gde su Ay i Ay realni brojevi veéi od 1 koji zadovoljavaju

Ina; 1
lnAizmaX{h(ai),%,B}, 1=1,2.

Tada vazi

10 11)°
In|T| > —32.31D* <max{1nb’ +0.71, 50, 5}) In A In Ay,



2 Pillaieva jednacina

U nizu radova iz tridesetih i ¢etrdesetih godina S. S. Pillai proucavao je jed-
nacinu oblika
a” - b =c, (2.1)

gde su a, b, c i y prirodni brojevi, a ¢ nenula ceo broj, pa otuda i njen naziv.
Pillai je u radu [20] postavio hipotezu da jednacina ovog oblika, za fiksirano ¢
ima najvise kona¢no mnogo resenja. Ovo je do danas, u opsStem sluc¢aju neresen
problem. U slucaju ¢ = 1 dobijamo jednacinu koju je posmatrao Katalan
1844. godine i postavio hipotezu da je jedino njeno resenje 3% — 2% = 1, &to
je bio otvoren problem sve do 2002. godine. Tijdeman je 1976. u radu [23]
dokazao da u ovom slucaju jednacCina ima konac¢no mmnogo resenja, dok je
Mihailescu 2002. godine u radu [15] pokazao da je jedino reSenje ove jednacine
(a,b,x,y) = (3,2,2,3).

U ovom delu rada bavimo se specijalnim slu¢ajem ove hipoteze, kada su
brojevi a, b, ¢ fiksirani i a, b > 2. Slucajem kada je a prost broj bavio se Scott,
koji je u radu [21]| dokazao sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.1. Ako su b > 1 i c prirodni brojevi © a prost broj, tada jednacina
(2.1) ima najvise jedno resenge (x,y) gde su x iy prirodni brojevi, osim ako
(a,b,c) € {(3,2,1),(2,3,5),(2,3,13),(2,5,3)} ili a > 2, a ne deli b i red os-
tatka b po modulu a je neparan. U tim situacijama jednacina (2.1) ima najvise
dva resenja (z1,y1) i (2, y2). Stavige, pritom su y; i yo razlicite parnosti osim

ako (a,b,¢) € {(3,2,1),(2,3,5), (2,3,13),(2,5,3), (13,3, 10)}.

Mi ¢emo dokazati teoremu koja tvrdi da, pod malopre navedenim uslovima,
jednacina (2.1) ima najvise dva resenja, a zatim, kao posebnu teoremu, dokazu-
jemo da za male vrednosti parametra ¢ (1 < ¢ < 100) jedna¢ina ima najvise
jedno resenje, osim u kona¢no mnogo ta¢no poznatih slucajeva, kada ima dva
reSenja.

2.1 Mordellova jednacina

U jednom trenutku bi¢e nam potrebna reSenja Mordellove jednacine. Radi
bolje preglednosti, reSavanje ove jednacine navodimo izdvojeno.

Teorema 2.2 (Mordell [16]). Jedina celobrojna resSenja jednacine
yiy+1) =z(x+1)(z+2)

suzr €{0,—1,-2},y € {0,—1};x =1,y € {2,-3};2 =5,y € {14,—15}.

Dokaz. Na pocetku uvodimo smenu
2u+1=Y, 2+ 2 = X,
pa svodimo problem na trazenje celobrojnih resenja jednacine

2Y? = X3 —4X +2. (2.2)
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Kako je
2Y?=0 (mod2) i X’—-4X+2=X" (mod 2),
imamo da X mora biti parno. Dovoljno je dokazati da mora biti
X €{0,+2,4,12}.

Posmatrajmo sada jedna¢inu (2.2) nad poljem K = Q(0) gde je 0 nula poli-
noma

f(0) =60 —40 + 2.

Osobine ovog polja date su u |7, str. 141], a mi koristimo:

e Elementi prstena celih brojeva polja K (celi brojevi polja algebarskih
brojeva definisu se kao nule moni¢nih polinoma sa racionalnim koefici-
jentima) su oblika a + b0 + c6?, gde su a, b, ¢ racionalni celi brojevi.

e Prsten celih brojeva polja K je domen jedinstvene faktorizacije.

e Postoje dve fundamentalne jedinice (elementi koji generisu grupu je-
dini¢nih elemenata, tj. invertibilnih elemenata u prstenu celih brojeva
polja K)

e=60—-1 1 n=20-1,

tj. svi jedini¢ni elementi su oblika
¢ =+,
gde su l,m € Z.

e Ako element x ovog polja posmatramo kao vektor nad bazom {1,0, 6%},
tada normu od z, u oznaci N(z), dobijamo kao determinantu ¢ije su
kolone vektori z, fx i #%x. U ovom dokazu biée nam potrebne norme
samo elemenata oblika a + b6, gde su a i b racionalni celi brojevi. Lako
dobijamo

0 —2b

a 4b | =a’—2b° — 4ab’.

b a

N(z) =

o o e

Moze se pokazati je 2 + € asociran sa €, pa posto vazi
2=002+6)(2-10),
imamo da je faktorizacija broja 2 oblika
2 = (03,

gde je ( neki jedini¢ni element.

11



Jednacina (2.2) sada postaje
(X —0)(X*+0X + 6> —4) = CO°Y>. (2.3)

Kako je X = 0 (mod 2), onda je i X = 0 (mod 6®), pa 0 | X —0i0 |
X2+ 60X +6%—4, ali 021 X — 0. Pretpostavimo da je d neki drugi zajednicki
delilac za X — 0 1 X2 + 0X + 6* — 4. Tada imamo da X = 0 (mod d), pa d
mora da deli

365 — 46  2(46 — 3)
6 0

Posto je N (46 — 3) = 37, sledi da je 40 — 3 prost, pa je d ili jedini¢an element
ili asociran sa 46 — 3. Pretpostavimo prvo da 46 — 3 deli X — . Tada je

0> +60>+0>—4=30>—4=

X—0=0-(40-3)"-s,

za neko n € N. Iz (2.3) sledi da s mora biti asociran sa nekim potpunim
kvadratom, pa imamo

X —0=460-(40 — 3)"e'n™(a + bl + c6?)2. (2.4)
Normiranjem leve i desne strane dobijamo, stavljajuéi X = 2X;,
4X7 —4X, +2 = £(37)"22

Leva strana ove jednakosti kongruentna je sa 1 po modulu 8, pa sledi da je n
parno, ali tada (a + b0 + cf?)? moze ,apsorbovati”’ (46 — 3)", §to implicira da
je umesto jednacine (2.4) dovoljno posmatrati slucaj

X — 0= +0"™(a + b0 + ch*)%. (2.5)

gde je
(I,m) = (0,0),(1,0),(0,1),(1,1).

Primetimo da vazi, iz definicije polja,

(a+ b0 + ch*)?* = a* — 4bc + 0(2ab + 8bc — 2¢?)
+ 0%(b* + 2ac + 4c?)
—2(b* + 2ac + 4c?).

Razmotrimo gore navedene slucajeve:
e (I,m)=(0,0): Na osnovu definicije polja dobijamo

0 - (a+ bl + ch?)* = (2ab + 8bc + 2c2)6?
+ (a® + 4bc + 4(b* + 2ac + 4¢%)),

12



izjednacavajuéi koeficijente uz 6 i 6% u (2.5), dobijamo sistem jednacina
0 = 2ab + 8bc — 2¢2,
F1 = a® — 4bc + 4(b* + 2ac + 4c?).

Posmatrajuéi drugu jednac¢inu po modulu 4, dobijamo da sluc¢aj —1 ot-
pada. Sada zapisimo sistem na sledeci nacin:

b(a + 4c) = ¢,
(a+ 4c)? + 4b* — 4bc = 1.

Imamo dva podslucaja:

— b= 0: Lako se vidi da je reSenje sistema (a,b,c) = (£1,0,0).

— b # 0: Deleci i levu i desnu stranu prve jednacine sa b i uvrstavajuéi
rezultat u drugu dobijamo jednacinu

4

c 2
b—2‘|—4b —4bc:1.

Posmatranjem leve strane ove jednacine kao funkcije po ¢ mozemo
videti da se njen minimum dostiZe za ¢ = b i iznosi b?; kako je b ceo
nenula broj, jedina moguénost je ¢ = b = £1, pa u ovom slucaju
reSenje sistema je

(a,b,c) = (F3,£1,£1).

Iz (2.5) sledi
X =2(b* + 2ac + 4c?),

pa se gornja reSenja svode na

X=0 ii X=-2 (2.6)

e (I,m) = (1,0): Slicno kao u prethodnom slucaju iz

+(X —0) = (6 — 6?)(a* — 4bc + 0(2ab + 8bc — 2¢7)
+ 62(b* + 2ac + 4¢?)),

dobijamo sistem

0 = 2ab + 8bc — 2¢* — a® + 4bc — 4(b* + 2ac + 4c?),
F1 = a® — 4bc + 6(2ac + b* + 4c*) — 4(2ab + 8bc — 2¢?).

Prva jednac¢ina implicira da je a parno, a druga da je a neparno, kontra-
dikcija. Sledi da u ovom slucaju nemamo resenja.

e (I,m) = (0,1): Mnozeci levu i desnu stranu jednakosti (2.2) sa # u ovom

13



slu¢aju dobijamo

+(0X — 6%) = (1 — 20)(a® — 4bc + 0(2ab + 8bc — 2¢%)
+ 0%(b* + 2ac + 4c?)).

Slicno kao u prethodnim sluc¢ajevima stizemo do sistema

0 = a® — 4bc + 4(2ac + b* + 4c?),
F1 = 2ac + b* + 4c¢® — 2(2ab + 8bc — 2¢?),
FX = 2ab + 8bc — 2¢* — 2(a® — 4bc) — 8(2ac + b? + 4c?).

Iz prve jednacine vidimo da je a parno, pa slu¢aj —1 iz druge jednacine
otpada. ZapiSimo sistem prve dve jednacine kao

1 = a(2c — 4b) + b* — 16bc + 8¢%,
0= (a+4c)* +4b(b — c).

Primetimo da resenja (a, b, ¢) i (—a, —b, —c) daju istu vrednost X . Imamo
dva podslucaja:

— ¢ = 2b: U ovom slu¢aju imamo b®> = 1, a na osnovu prethodne
napomene dovoljno je posmatrati samo resenje b = 1, ¢ = 2, pa
lako dobijamo a = —6, —10. Imamo da je X =4 ili X = 12.

— ¢ # 2b: Iz prve jednacine dobijamo

B b? — 16bc + 8% — 1
“= b — 2c :

pa dodajuci 4c i levoj i desnoj strani imamo

b —1
4b — 2¢’

a-+4c =

Uvrstavajuci ovo u drugu jednacinu stizemo do

p2—1\"
4b(b — c) = 0.
(4b—20> +4b(b—c) =0

Odavde sledi da b | (b* — 1)?, §to je moguce samo za b = +1. Lako
dobijamo reSenje sistema

(a,b,c) = (F4, +1, £1), (2.7)

§to implicira X = 4 (primetimo da smo sada dobili sva resenja iz
tvrdenja teoreme).
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e (I,m) = (1,1): Sli¢no kao u prethodnim slucajevima dobijamo sistem

0 = a® — 4bc + 6(2ab + b* + 4c*) — 4(2ab + 8bc — 2¢?),
F1 = 9(2ac + b* + 4¢?) — 3(2ab + 8bc — 2¢*) + 2(a® — 4bc).
Iz prve jednac¢ine prvo dobijamo da je a parno, ali onda i b mora biti
parno, jer kad je a parno, desna strana jednacine je deljiva sa 4. Druga

jednac¢ina implicira da je b neparno, kontradikcija. U ovom sluc¢aju ne-
mamo reSenja.

]
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2.2 Glavna teorema

Teorema 2.3 (Bennett [2]). Ako su a,b i ¢ nenula celi brojevi za koje vaZi
a,b > 2, tada jednacina (2.1) ima najvise dva resenja.

Ideja dokaza je sledeca: Pretpostavicemo da postoje bar tri reSenja jedna-
Cine, zatim ¢emo formirati pogodne linearne forme logaritama i ograniciti ih
sa gornje strane. Pomocu teoreme 1.20 dobi¢emo i donje ogranic¢enje. Dalje
pokazujemo, da za odredene ,dovoljno velike” parametre nasa pretpostavka
vodi u kontradikciju, a preostale sluc¢ajeve, uz neke dodatne zakljucke, po-
mocu ra¢unara ispitujemo i na taj nacin pokazujemo da nisu mogudi.

Dokaz. Neka su a,b > 21 ¢ pozitivno (ako je ¢ < 0 jedna¢inu mnozimo sa —1
i dobijamo oblik iz pretpostavke) i pretpostavimo da postoje bar tri resenja
jednacine (2.1). Obelezimo ih sa (z;,v;), i = 1,2, 3, i neka vazi

1 < o < T3 i Y1 < Yo < Y3.

Dokazimo prvo jednu jednostavnu, ali kasnije vrlo korisnu lemu (pokazu-
jemo da u odredenom smislu resenja su ,,dovoljno udaljena” jedna od drugog).

Lema 2.4. Za 1= 1,2 vazi

Yis1Zi — Tit1ys > 0. (2.8)

Dokaz. Primetimo prvo daza A > B > 1 funkcija f(z) = A*— B? je monotono
rastuca za x > 1. Ako za A uzmemo A = a” iza B = b", a poSto iz x;,1 > x;
sledi *£ > 1, imamo

2

‘ y_-Tz'+1 2 Jitl y,mi-o-l ’ ) ) )
a® ™t —b" e =a e — b > a" = b == a"tt = pY

te odavde dobijamo

y; Zitl _
b7 <D
Sto implicira
Li+1
Yi < Yit1,
L
pa sledi trazeno. O

Dokazimo da su a i b uzajamno prosti. Pretpostavimo suprotno, postoji
prost broj p koji deli i a i b. Posto vazi

Ti _ Wi . 4Ti+l _ BYit+l
a’ —b"" =c=a" bYi+t,

sledi
azi<awi+1*xi _ 1) — byi<byi+1*yi _ 1)_ (2.9)

Neka ord,z oznacava najveci stepen broja p koji deli z. Uzmimo a = ord,a i
B = ord,b. Kako vazi p { a*+1 =% —11ip ¢ b¥+1~% —1, dobijamo da je ax; = fy;
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za 1 = 1,2, pa sledi
T s )

—_— ==,

Y1 @ Y2
kontradikcija sa lemom 2.4.

Do kraja dokaza pretpostavljamo da su a i b uzajamno prosti.

Definisimo sada linearne forme logaritama A;, i = 1, 2, 3, u sledeé¢em obliku

N, =x;lna — y; Inb.

Prvo dokazujemo da za ¢ = 2, 3 vazi

. ai’lc Cc
In |Az| <In <m1n {m, E}) .

Posto vazi x < e* — 1, jednostavno dobijamo

T,

A A4 At
A <e 1_byi 1_byz~’
odakle direktno sledi .
In|A;| <In o

Kako vazi x3 > x9 > 21 1 a > ¢, lako dobijamo slede¢e ocene
a® >a""? > a% 1 a®™>ad T > ac
Iz ovih nejednakosti, jednakosti

s
x; T; at

a a

byi arti — ¢ a®i ]_,
kao i ¢injenice da je —*5 opadajuca funkcija, za ¢ = 2,3 vazi

a%i a]’L*l

byi < a=t—1°

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Mnozenjem leve i desne strane sa b¥% i koriS¢éenjem Cinjenice b¥' < a¥ (posto

¢ > 0) dobijamo .
a
b < —————b¥i.

a=t—1

Odavde mnozenjem leve i desne strane nejednakosti sa —5- i koristeci (2.11),

posle logaritmovanja dobijamo
i—1

In|Ajl <In ——m——.
n A n(al—l)awi

Iz (2.12) i (2.13) sledi (2.10).
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Kao posledicu leme 2.4 imamo
Yir1Ni — yiliy1 = (Y17 — Tiayi) Ina > Ina.

Kako je A;11 > 0 vazi

Tit1 Yi+1
Inb Ina

1 v > YN — yil\iga
Kombinuju¢i poslednje tri nejednakosti dobijamo

Tl Yl (2.14)

Inb = lna = A;

Sada ¢emo pomocu teoreme 1.20 sa donje strane ograniciti linearnu formu
A3. Koristeé¢i oznake iz formulacije teoreme, uzimamo

D= 1, a1 = b, Q9 = a, bl = Ys, bg = Yo, P = 4.74.

Zbog tvrdenja 2.1 vidimo da mozemo pretpostaviti da a ima bar dva prosta
faktora, pa uzimamo a > 6. Takode pretpostavljamo b > 2. Na osnovu ovoga
lako se vidi da mozemo uzeti

=(p+1)Inb, ay=(p+1)lna

i vazi ajas > max{20,4\?}. Imamo

b b\
ln(a2+a1) In (E—Fm)—ln(p—i—l),

pa iz (2.14) sledi da mozemo uzeti

h:max{9365 1n( )+0788}

Inb

Pokazac¢emo da u oba slucaja dobijamo kontradikciju. Pretpostavimo da je
h=n () + 0788,
"o/ *

N In (l‘flb) +0.788 > 9.365.

Tada dobijamo

— > 5308. 2.15
lnb - ( )

Da bismo primenili teoremu 1.20, potrebno je jos da ocenimo vrednosti al—l + é
a11a2. Koriste¢i tvrdenje 2.1, dobijamo da, ako je b = 2, tada je dovoljno

posmatrati slucaj a > 15, a ako je b > 3, tada posmatramo slucaj a > 6;
kombinujuéi oba sluc¢aja dobijamo da se maksimum obe funkcije dobija za

i
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a = 15,b = 2, pa sledi da je Cy < 0.615. Sad iz teoreme 1.20 imamo
In|As| > —22.24 (m (1 b) 1o 345) Inalnb,
n

odakle, kombinujuci sa nejednakoséu (2.10) i koristeéi a > 6, sledi

36¢
35a*

In

= > In|Ay| > —22.24 (m (1 b)+2345) Inalnb,
n

pa dobijamo

T3 _ Inc +ln(36/35)
Inb Inalnd Inalnb

42224 (m (f’”—?})) v 2.345)2 .

n

Kako je a®* > cilnalnbd > In2In 15, prethodna nejednakost implicira

T3 — T

Inbd

<001+2224<1n(‘”
In

b) +2. 345) . (2.16)

Ponovo koristeéi (2.9) i ¢injenicu da su a i b uzajamno prosti, dobijamo
a7 =1 (mod ) 1 V=1 (mod a)”, (2.17)
odakle lako sledi
by1a961 < by2 < al‘:s—xz’

te na kraju imamo x3 — x; > z;. Iz ove nejednakosti i (2.16) sledi

T3
m<001+2224<1n(1nb)+2345) ,

pa sabirajuéi to sa (2.16) dobijamo

E < 0.02 + 44.48 (hl(lib) +2345) .

Koriste¢i Mathematicu za resavanje ove nejednacine po ;% dobijamo da

— < 5305,
lnb

kontradikcija sa (2.15).
Neka je sad h = 9.365. Tada imamo

3

lx—b < 5300. (2.18)

Kako vazi (2.1) i

2

a® — a®t = b — b < b2,

onda zakljutujemo a* > b™> > a* — a® i a® > c. Takode iz (2.12) lako
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dobijamo
1 - b¥2
A2 C ’

Koristeci sve ove ¢injenice i (2.14) stizemo do
T3 I w2 a™—a™  a™(a™ " —1)

—_— > — > — > = > g™ — 1. 2.19
Inb A, c c c “ ( )

Kombinujué¢i ovu nejednakost sa (2.18) dobijamo
a™™" < 5309.

Zbog pretpostavke a > 6 (takode imamo u vidu da a ima bar dva prosta
faktora) ostaje nam da proverimo sluc¢ajeve

To —x1 = 1, 6 < a < 5308;
Ty —T1 = 2, 6 <a<T72
$2—.CC1:3, 6§CL§15,
Ty — 11 =4, a = 6.

Inb

Dokazimo sad da je % konvergenta u razvoju - u verizni razlomak. Iz
tvrdenja 1.7 znamo da je dovoljno da pokazemo

Inb x5 1
o w2
Iz (2.11) imamo
Inb 1
A ] < (2.20)
Ina ys yslna ysb¥s Ina

Dakle, da bismo dobili trazeno, dovoljno je pokazati

c - 1
ysbvslna ~ 2y3’

ili ekvivalentno
b3 Ina

CYs

> 2.
Ponovo koristeci (2.17) dobijamo

WYY > g > Y
pa u kombinaciji sa a® > ¢ sledi

b*lna b3 1na b3 Ina pys—y2tu1
> = Ina.
CYs3 a®lys by, Y3
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Takode iz b¥+17% > a® > b¥ sledi y;11 — y; > Vi, pa dobijamo y3 > 2y, + 11
ys > 7. Posto je b > 2, dobijamo

pys—v2+y1 hzys ity
Ina > —Ina > 2,
Y3 Ys

pa imamo da je £ konvergenta u razvoju 2% u verizni razlomak.
Y3 Ina

Neka je z—;‘ r-ta konvergenta u razvoju %, tj. % = Z—: ineka je a1 (r+1)-vi
koli¢nik u istom razvoju, tada na osnovu tvrdenja 1.8 imamo da vazi

1

Inb T3
> VSR
(a1 +2)y3

Ina y;

Kombinujuéi ovo sa (2.20) dobijamo

b¥s 1 bly3+l+y1
B0 o " hma-2 (2.21)
CYs Ys3

Ar41 >

Imajuéi u vidu da b | a*27** — 1 i koriste¢i Mathematicu, uz pomo¢ koda

For|a=6,a<=5308,a++,

For [b=2,b<=a b+,

I[f[Divisible [a—1,b],

If [Not[Denominator | Convergents |Log|[b|/Log[a] ,19]|[[19]]]
>=5309«Log|a]],

Print|a, b]]|];

(ovde navodimo kod za slu¢aj xo —x; = 1, ostali se lako dobijaju modifikacijom
ovog koda) dobijamo da za sve a i b (osim za (a,b) = (3257, 148), (4551, 25) i
(5261, 526), ali ove slu¢ajeve svejedno ne razmatramo, prvi i tre¢i zbog tvrdenja
2.1, a drugi zbog 25 = 52, pa se on svodi na slu¢aj b = 5) vazi q19 > 5309 1na,
gde je qig imenilac 19-te konvergente 22 razvoja b Tz (2.14) i (2.18) sledi
y3 < 53091n a, pa imamo da je ;—g = Z—: za neko r € {1,2,...,18}.

Grubo ocenjujuéi (2.21), koriste¢i b > 2, kao i a > 15 za b = 2, dobijamo
da je a,+1 > 100000 ako je y3 > 38.

Ponovo koriste¢i Mathematicu trazimo one a i b za koje vazi da je njihov
parcijalni koli¢nik a; > 100000 i k£ < 18. Pomoc¢u koda

For|a=6,a<=5308,a++,

For|b=2,b<=a,b++,

If | Divisible [a—1,b],
verizni=ContinuedFraction |Log|b]|/Log|a],618];
max=Max | verizni |;

If [max>=100000,

index=Positino [ verizni ,max]|

Print [StringForm ["“* ¢ a‘‘= ‘" a,b,index ,max||]|]]];
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dobijamo
a b ag
1029 257  a,=146318
1837 204 a14=1859087
2105 526 a14—=149863
2179 33  ag=169118
2194 713 a4 =251316
37114 5 a14=197241
4348 621 a15=132488.

Prema prethodnom zakljucku, za sve a, b koje razmatramo mozemo pret-
postaviti y3 < 37. 1z

W e

Ina

sledi (a*2~**—1)Ina < 37, odakle imamo 6 < a < 14izy—2; = 1. Ostaju nam
mogucnosti (a,b) € {(6,5), (10, 3), (14,13)}. Dobijamo da je ¢x > 53091na za
redom k£ = 12,9,9, pa od svih parcijalnih koli¢nika koje posmatramo najveci

je a3 = 34 od ﬁ%, ali ovo je u kontradikeiji sa (2.21) jer iz ranije diskusije
zZnamo

Ys > 2y +1 >4y +32>7.
Ovo dokazuje teoremu. n

2.3 Male vrednosti parametra c
Teorema 2.5 (Bennett [2]). Ako su a,b, ¢ prirodni brojevi takvi da a,b > 2

i1 < ¢ <100, tada jednacina (2.1) ima najvise jedno reSenje gde su x iy
prirodni brojevi, osim ako je

(a,b,¢) € {(3,2,1),(2,3,5), (2,3, 13), (4,3,13), (16, 3, 13),
(2,5,3), (13,3,10), (91, 2,89), (6,2,4), (15,6,9)},

kada jednacina (2.1) ima tacno dva resenja.

Dokaz. Pretpostavimo da su a i b uzajamno prosti i da imamo dva reSenja
jednacine (2.1) (z1,y1) i (w2,y2) i da vazi x; < x5 1 y; < yo. Kao i u dokazu
prethodne teoreme, posmatramo linearnu formu logaritama

Ay =29Ina — ysInb.

Primetimo da uz ove pretpostavke imamo sve §to smo koristili da dokazemo
(??), pa imamo to gornje ogranicenje za As.
Za donje ogranic¢enje ponovo koristimo teoremu 1.20 uz iste parametre kao
u proslom dokazu, samo $to uzimamo p = 5.11 i
T2

h = max {8.56, In (m) n 0.773} .
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Sada posmatramo dva slucaja. Neka je prvo

h = 1( ) 0.773.
n(fp) *

Tada sledi

— > 24 2.22
lb> 09. (2.22)

Iz pretpostavki o a i b direktno se dobija da su ;- 4 - i —— maksimalni za

(a,b) = (7,2), pa sledi Cy < 0.556. Na osnovu teoreme 1.20 imamo

In|As| > —22.997 <ln <1nb)+2405) Inalnb.

Kombinujuéi ovo sa (??) i koristeéi pretpostavke za a,b i ¢ (moZe se pret-
postaviti i @ > 6), sli¢no kao u prethodnom dokazu dobijamo

m < 3.715 + 22.997 <1n <1nb> +2405> .

Resavajué¢i ovu nejednacinu po uz pomo¢ Mathematice dobijamo

lnb’

— <2
lnb < 2389,

kontradikcija sa (2.22).
Ostaje nam h = 8.56. Kao $to smo u proslom dokazu dobili prve dve
nejednakosti u (2.19), tako i sad stizemo do

x2 byl

b~ ¢’

pa odavde sledi

Y1

b
— < 2410,
c
a iz ovog dobijamo
b < 2410c 1 a¥ < 2410c+ ¢ = 2411c,
Sto znadi da za svako ¢ € {1,2,...100} imamo gornje ogranicenje za a®' i b¥'.
Lema 2.6. Pod datim pretpostavkama xo i yo Su uzajamno prosti.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji 1 < d € N takvo da zo = dx i
Yo = dy, za neko x,y € N. Tada lako dobijamo

d—1
c=a® — pv2 = (CLI _ by) . Z aimb(dfifl)y’

1=0
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pa direktno sledi
d—1

D apT < ¢ (2.23)
=0

Razmatramo sledece slucajeve:
o 11 = 1:1z (2.23) sledi a < ¢, ali to je u kontradikeiji sa a = a™* > c.

e 1, = 2: Iz pretpostavke imamo x5 > 3, a iz (2.23) sledi a4~V < ¢, §to
je u kontradikciji sa al@* > ¢2 > ¢ — b = ¢.

e 1, > 3: Tada sledi x5 > 4. Posmatramo sledeé¢e podslucajeve:

— d =21 xy =4: 1z pretpostavki o x5 i y sledi da y, > 6, pa y > 3,
a onda iz (2.23) sledi

a? + b < e <100.

Pretpostavimo da a i b nisu potpuni kvadrati (ako jesu, jedna¢inu
mozemo lako transformisati u traZeni oblik), tada se iz pretpostavke
da su a i b uzajamno prosti i tvrdenja 2.1 jednostavno dobija da
mora biti (a,b) = (7,2), ali to je u kontradikeiji sa

0<a*—b2="7"—2v2 <100

(74 — 2! = 353, a 74 — 212 = —1695).

—d =21 xy > 6: Iz pretpostavke sledi y» > 4, pa iz (2.23) sledi
a® 4+ b? < 100, kontradikcija sa a > 6, tj. 63 = 216 > 100.

— d > 31z > 4: Iz pretpostavke sledi (d — 1)z > 3, pa iz (2.23) sledi
a® < 100, kontradikcija sa a > 6.

Time je lema dokazana. [l

Nastavljamo dokaz teoreme. Razmotrimo prvo slucaj

b2 1na

CY2

> 2.

Tada imamo (kao u prethodnom dokazu) da je 2 konvergenta razvoja u verizni

razlomak broja ;-2 lnb , 1 neka je “ZZ = ‘ZT za neko r E N. Na osnovu prethodne leme

sledi da mora b1t1 Ty = pr 1 Yo = q,. Dobijamo, kao i u prethodnom dokazu,

da vazi ] e |
Uy > 20 o T M (2.24)
CY2 Cqr
Uz male modifikacije kodova iz prethodnog dokaza, uz pomoé¢ Mathematice
trazimo konvergente 2= .- razvoja u verizni razlomak broja ;> lnb koje zadovoljavaju
pr < 2410Inb, p. > 2, q. > 3, i parcijalne koli¢nike a,,+1 koji zadovoljavaju

(2.24). Na ovaj nacin, za svaki razmatran par (a,b) (oni koji nisu pokriveni
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slucajevima iz tvrdenja 2.1) vazi da za konvergente i parcijalne koli¢nike koji
zadovoljavaju sve trazene uslove ili je (p,,¢.) = (2,3) ili se nalaze u sledeco]
tabeli

a b r a p g c

23 2 4 10 2 9 15171921
45 2 3 30 2 11 29374143
91 2 4 31 2 13 87,89
13 3 4 79 3 7 10,88
47 3 4 54 2 7T 223844
421 3 4 1034 2 11 94

56 5 4 228 2 5 11,3151
130 7 4 175 2 5 93

6 11 3 21 4 3 95

3 13 3 79 7 3 14,6874

Ako vazi (p,,q-) = (2,3), onda sledi da (z1,71) = (1,1) i (z2,42) = (2,3), pa
dobijamo
a—b=a?—"b.

Po teoremi 2.2 jednacina
yly+1)=z(x+1)(z+2)

ima resenja z € {0,—1,-2},y € {0,—1};z = 1,y € {2,-3};2 = B,y €
{14, —15}. Stavljajuéi y = a i b = x + 1 imamo da nasa jednacina ima resenja

(aa b) G{(—14, 6)7 (_27 2)? (07 _1)7 (07 0)7 (Oa 1)7
(1,—-1),(1,0),(1,1),(3,2),(15,6)}.

Odavde dobijamo da za (a,b,c) € {(3,2,1),(15,6,9)} imamo dva reSenja (5to
i tvrdi teorema).

Posmatrajmo slucajeve navedene u prethodnoj tabeli. Lako se proverava
da postoje x1 i y1, 1 < pr, Y1 < @, takvi da vazi

apr _ bfh‘ — arl _ byl > 07

samo za (a,b,c) € {(91,2,89),(13,3,10)} (Sto je ponovo obuhvaceno tvrde-
njem teoreme).
Posmatrajmo sada slucaj

b 1
) (2.25)
CY2

Sto je ekvivalentno sa

by2 2c

Yo ~ Ina
Posto imamo a > 6, ¥y > 311 < ¢ < 100, iz prethodnog lako dobijamo
2 < b < 6. Ispitujemo sada svaku vrednost b posebno.
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e b = 2: Iz pretpostavke sledi a > 7, pa u kombinaciji sa (2.25) dobijamo
y2 < 10, a iz (2.9) imamo da a®™ | 2¥27% — 1, gde je 2 < yo —y; < O.
Kako je

a® <a* < 2% +100 < 1124
sledi a < 33. Razlikujemo slede¢e moguénosti:

—a™ =T, yo—y1 € {3,6,9}: Iz (2.25) imamo (y1,42) = (1,4), pa
772 = 21, kontradikcija.

— a™ =15, yo — 11 € {4, 8}: Sli¢no prethodnom, dobijamo kontradik-
ciju.

— a™ =17, yo — y; = 8: Direktna kontradikcija sa (2.25).

— a®™ =21, yo — y; = 6: Sli¢no prethodnom, dobijamo kontradikciju.

—a 31, yo—y1 = 5: Kao u prvom slucaju, dobijamo kontradikeciju.

Sledi da je ovaj sluc¢aj nemogué.

e b = 3: Iz pretpostavke i tvrdenja 2.1 mozemo pretpostaviti a > 10, pa
iz (2.25) imamo y» < 5. Sli¢no kao u prethodnom slu¢aju dolazimo do
slede¢ih moguénosti:

— a™ |8, (y1,y2) = (1,4): Ovaj slucaj je obuhvacen tvrdenjem 2.1, pa
ga ne razmatramo.

— a® | 26, (y1,y2) € {(1,4),(2,5)}: Direktna kontradikcija sa (2.25).
— a® | 80, (y1,y2) = (1,5): Direktna kontradikcija sa (2.25).

Sledi da je ovaj slu¢aj nemoguc.
e b = 4: Ne razmatramo jer je 4 potpun kvadrat.

e b = 5: Iz pretpostavke i (2.25) sledi y3 = 11 yo € {3,4}. Imamo
mogucnosti:

— a™ | 24, yo = 3: Iz pretpostavke imamo a** € {6,12,24}, ali je to u
direktnoj kontradikciji sa (2.25).

— a®' | 124, y, = 4: Iz pretpostavke imamo a** € {31,62,124}, ali je
to u direktnoj kontradikciji sa (2.25).

Sledi da je ovaj slu¢aj nemoguc.

e b = 6: Iz pretpostavke i (2.25) sledi y3 = 11y, = 3, pa a™ | 35, §to
implicira ¢ < 35 — 6 = 29, kontradikcija sa (2.25).

Ovim smo iscrpli sve moguénosti, pa tvrdenje sledi za uzajamno proste a i b.
Neka je NZD(a,b) = d > 0 i neka p | d, gde je p prost broj. Uzmimo
a = ordya i B = ord,b, pa iz (2.9), kao u prethodnom dokazu dobijamo

T =15, (2.26)
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a iz leme 2.4 sledi zoar < 1903, tj.

roar + 1 < yof5. (2.27)
Mozemo zakljuciti
ord,c = . (2.28)
Iz (2.1) dobijamo
(b + ) — b2 =, (2.29)

pa za svako fiksirano ¢ imamo ocene za a i b.

Ako je ¢ kvadratno slobodno (nijedan potpun kvadrat osim 1 ga ne deli),
onda iz (2.28) sledi da x5 = 1, tj. ne moZemo imati dva reSenja.

Posmatramo zato samo vrednosti ¢, gde ¢ nije kvadratno slobodan. Dokaz
dajemo za ¢ = 4,8, 9, a ostale vrednosti ¢ < 100 se sli¢no ispituju.

e ¢ = 4: Iz pretpostavke i (2.28) sledi NZD(a,b) = 2, pa imamo x5 = 2 i
« = 1, odakle dobijamo z; = 1. Koristeéi (2.26) dobijamo i y; = 5 = 1.
Sada iz (2.27) imamo y, > 3, pa iz (2.29) sledi

(b+4)2—b* > 4.

Lako dobijamo da je b < 3, a posto 2 | b, sledi b = 2, odakle dobijamo
a < 7. Direktnom proverom dobijamo da ovaj slu¢aj odgovara slucaju
(a,b,c) = (6,2,4) iz postavke teoreme.

e ¢ = 8: Iz pretpostavke dobijamo NZD(a,b) = 2 i axy = 3, pa imamo
a =1, x9 = 3. Posmatramo dva slucaja:

— 21 = 1: Sli¢no kao ranije dolazimo do
(b+8)> —b* > 8.

Sledi b < 7, a iz ordyb = 1 sledi b = 2 ili b = 6. Tada imamo ili
2Y2 = 992 ili 6¥2 = 2736, kontradikcija.

— x1 = 2: Iz pretpostavke sledi, na osnovu (2.26), y,5 = 2.

x y; = 1: Sli¢no kao u prethodnim slucajevima imamo
(b+8)2 — b® > 8.

Dakle b < 3, kontradikcija sa § = 2.
x y; = 2: Lako dobijamo

(b° +8)7 — b > 8.

Sledi b = 2, odakle imamo a® = a? = 22 + 8 = 12, kontradi-
kcija.

U ovom slucaju jednacina ima najvise jedno resenje.
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e ¢ =9: Iz pretpostavke slicno kao u prethodnim slucajevima imamo z; =
ylzazﬁzliI‘Q:Q. Sledl

(b+9)2—b>09,
Sto implicira b < 6. Imamo slucajeve b = 3 i b = 6, gde prvi impli-

cira 3¥2 = 135, kontradikcija, dok iz drugog dobijamo slu¢aj (a,b,c) =
(15,6,9), koji je naveden u tvrdenju teoreme.
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3 Problem Erdésa i Grahama
U knjizi [8, str. 80] Erdés i Graham postavljaju pitanje: da li jednacina
(p— D! +a" ' =pF, (3.1)

gde us a, p, k prirodni brojevi i p > 2 prost broj, ima kona¢no mnogo resenja.
Sam Erdés (u saradnji sa Brindzom) u radu [6] dokazao je da postoji efekti-
vno izracunjiva konstanta C' tako da sva reSenja jednacine (3.1) ispunjavaju
max{a,p,k} < C, §to naravno implicira da jednacina ima samo konacno
mnogo reSenja. U odredenim specijalnim slucajevima: a = 1 odnosno p = 3,
Liouville i Apery su pronasli sva reSenja ove jednacine. U ovom delu rada
pokazujemo da su to i jedina resenja ove jednacine.

3.1 Teoreme Liouvillea i Aperyja

Prvo nalazimo sva resenja jednac¢ine (3.1) u slucajevima a = 1 odnosno p = 3.
Liouville je u radu [10] pokazao slede¢u teoremu.

Teorema 3.1 (Liouville). Ako a = 1, onda jednacina (3.1) ima tacno dva
resenja

(p.a, k) €{(3,1,1),(5,1,2)}. (3.2)
Dokaz. Ako je a = 1, tada je jednac¢ina (3.1) oblika
1-2:3----(p—1)+1=7p" (3.3)

Za 2 < p < 5 dobijamo reSenja iz pretpostavke teoreme, pa pretpostavimo
p > 7. Oduzimajuéi 1 od leve i desne strane jednakosti (3.3) i deleéi sa p — 1
dobijamo

1-2:3----(p=2)=p" 4+ p" 2. p+ 1

Kako je p > 7, onda su 2 i ’%1 razliGiti faktori proizvoda sa leve strane
prethodne jednakosti, pa je leva strana deljiva sa p — 1, odakle dobijamo

p—1|pF "2 p+ L (3.4)

Koristeci ¢injenicu A
p'=1 (modp—1),
sledi

PP+ pt =141+ 4+ 14+1=k (modp—1),
—_—
k-1

te u kombinaciji sa (3.4) dobijamo p — 1 | k, pa specijalno

k>p—1.
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Sada imamo ocenu
1-2:3----(p—1)=pF—1>prt -1,
ali to je u kontradikciji sa
1-2:3---(p—D<(p—1Ft<prt—1
Sledi da jednacina (3.3) nema reSenja za p > 7. O

Na osnovu rezultata iz rada [1|, imamo sledeéu teoremu koja nam daje sva
reSenja za slucaj p = 3. Dokaz koji ovde navodimo je nezavisan od dokaza iz
rada [1], zbog nedostupnosti tog rada.

Teorema 3.2 (Apery). Ako p = 3, onda jednacina (3.1) ima tacno dva
resenja:
(p.a, k) € {(3,1,1),(3,5,3)}. (3.5)

Dokaz. Ako je p = 3, tada je jednacina (3.1) oblika
a’+2=3"
ili ekvivalentno
(a++v=2)(a—v-2) =3~ (3.6)

Sada posmatramo datu jedna¢inu nad prstenom Z[v/—2], koji je domen
jedinstvene faktorizacije. U ovom prstenu 3 nije prost broj, moze se faktorisati

kao 3 = (1 +v/—=2)(1 — v/=2), pa jednacina postaje
(04730 — vV73) = (14 V=21 — V2

Pokazimo da su a + v/—2 i a — v/—2 uzajamno prosti. Pretpostavimo

suprotno, tj. postoji p, prost broj u Z[v/—2], takoda p | a++v/—21ip | a—v/—2.
Onda p deli i njihovu razliku

pl(a+vV=2)—(a—v-2)=2V/-2.

Neka je N(a + by/=2) = (a + by/=2)(a + by/=2) = a® + 2b* norma prstena
Z[v/—2]. 1z teorije prstena znamo da, ako p | ¢ u posmatranom prstenu, tada
vazii N(p) | N(q). U nasem sluéaju, kako je N (2y/—2) = 8, dobijamo N(p) | 8,
pa sledi 2 | N(p), ali onda imamo da 2 | N(3%) = 9% kontradikcija.

Sada, iz (3.6) sledi da mora vaziti

a+v-2=(1+v=-2)"
a—+vV—2=(1-+=-2)*
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ili obrnuto. Dobijamo

+2v/-2 = (1 4+ vV=2)" — (1 — V=2)*

Deledi levu 1 desnu stranu sa 24/—2 stizemo do

-2 (= ()-20) ) +6) )

%Ai

Pokazimo da ova jednakost ne vazi ni za jedno k£ > 3. Posmatrajuéi ovu je-
dnakost po modulu 2 dobijamo

+1=%k (mod 2),

sledi da je k neparno. Po modulu 4 imamo

Kk — 1)k — 2)

+1=Fk—
3

(mod 4),

pa mnozeci sa 3 levu i desnu stranu dobijamo
+3=3k—k(k—1)(k—2) (mod 4),

aiusluéaju k =1 (mod 4) i slucaju k = 3 (mod 4) vazi da je desna strana
poslednje kongruencije kongruentna sa 3, pa slu¢aj —1 otpada.
Razmatramo dva slucaja:

e k=1 (mod 4): Neka je t = ordy(k — 1) > 2. Za neparno i > 7 vazi

27 (0) = EE D (P 20 ez,

(—2) 7"

jer|<_2)%|>i_17 pa2| i—1

. Dobijamo

Bk = )(k—2) | k(k=1)(k ~2)(k = 3)(k — 4)

1=k —
3 30

(mod 21).

Kako je
k=2'+1 (mod 2",
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k(k - 1)(k _ 2) = 2t (mod 2t—|—1>
3

(jer su k(k —2) i 371, posmatran kao inverz po modulu 2!, neparni
brojevi, pa imamo neparan umnozak broja k — 1) i

k(k — 1)(k — 2)(k — 3)(k — 4)
30

=2' (mod 2")

(jer su k(k — 2)(k — 4), &2 i 157! neparni brojevi), sledi
1=2+1-2042"=2"+1 (mod 2),
kontradikcija.

e k=3 (mod 4): Neka je s = ordy(k — 3) > 2. Za neparno i > 7, sli¢no
kao u prethodnom slucaju, dobijamo

e (R k(= (k= 2)(k = 3) (k—4
2% (0) =2 T ()
=0 (mod 2",

pa sledi

L ME-D(E-2) +k(k—1)(k—§)0(k—3)(k—4)
=2+3-(2°+2)+2°

=2°+1 (mod 2°™),

kontradikcija. Kongruencije za prvi i tre¢i sabirak dobijamo sli¢no kao u
prethodnom slucaju, a za drugi sabirak imamo

3725 +3)(2°+2)(2°+1) =371(3-2°-14+3-2-1) =2°+2 (mod 2°).

Trivijalno se proverava da su (3.5) zaista reSenja jednacine (3.6). Sledi tvrdenje
teoreme. ]

3.2 Pomoéna tvrdenja

Dokazujemo nekoliko tvrdenja koja su nam od izuzetnog znacaja u dokazu
glavne teoreme ovog dela rada.

Lema 3.3. Jednacina (3.1) nema reSenje (p,a, k) ako je p > 5 i k neparno.

Dokaz. Dokaz sprovodimo koristeéi teoriju kvadratnih ostataka.
Pretpostavimo suprotno, tj. postoji reSenje jednacine (3.1), (p, a, k), gde je
p > 51 k neparno. Tada vazi

pk —aP ! = (p—1!'=0 (mod q)
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za svaki prost broj 2 < ¢ < p. Kako ¢ 1 p sledi i ¢ 1 a. Odavde, primenom
tvrdenja 1.13 dobijamo

B -

a kako je k neparno, ostaje da mora biti

<§) — 1. (3.7)

Razmotrimo sad dva slucaja:

e p=1 (mod 4): Iz tvrdenja 1.13 dobijamo

-1 -1
-G
p p
Na osnovu Gaussovog zakona kvadratne recipro¢nosti iz (3.7), pod datim

uslovom, dobijamo
(0)-
p
p—1

Koristec¢i ovo u kombinaciji sa (1.1) dobijamo da za svako k = 1,2..., &=

2
vazl b1
( — ):1.
p

Iz ovoga sledi da su brojevi 1,3,...,p — 2 i p — 1 kvadratni ostaci po
modulu p, njih ima ;%1 + 1, $to je u kontradikciji sa tvrdenjem 1.11.

p =3 (mod 4): Kombinujudéi (3.7) sa Gausovim zakonom kvadratne re-
ciproc¢nosti imamo

<q) (§> , ako je bar jedan od p i q oblika 4k + 1;
p) |- §> , Inace,

1, akogprost,g<pig=1 (mod 4);
—1, akogprost,g<pig=3 (mod 4).

Sada dobijamo

(57)= () -G G)-cnem=r oo

Sa druge strane, iz (3.7) sledi (g) = 1, pa iz tvrdenja 1.12 dobijamo
p =1 (mod 3). Kombinujuéi to sa pretpostavkom ovog slucaja dobija se
davazidp =4 (mod 12)i3p =9 (mod 12), pa oduzimanjem sledi p = 7
(mod 12). Kako je (£) = =11 (X52) = (5) = -1, sledida p =7 i

5 11 11
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p = 11 ne zadovoljava (3.7) odnosno (3.8), pa mora biti p > 19. Ako bi
p — 12 imao paran broj prostih faktora kongruentnih sa 3 po modulu 4,
onda bismo imali

p=p—12=3>.3*...3.1-1---1-0=1 (mod 4),

$to nije moguce jer je p = 3 (mod 4). Ali onda ¢injenica da p — 12 ima
neparan broj prostih faktora kongruentnih sa 3 po modulu 4 implicira

da .
(52)--
b

sto je kontradikcija sa (3.8).

]

Lema 3.4. Ako je (p,a,q) reSenje jednacine (3.1), razlicito od resenja datih
u (3.2) i (3.5), tada jep>5,a>p+2, 2|k ivazi

InT'(p)
1

p+1<k<2 < 2p—6. (3.9)

Ako je i p =1 (mod 4), onda imamo

2111F(p) —(p—1)In2+In(p — 1).

k 3.10
< Ty (3.10)
Ako je p > 11, tada
—1.02- (p—1)!
p’(“ ) <(p—1)lna—klnp<0 (3.11)
U _k (p+1)(p—2)
{pr1} <1.02-(p—2)p 1 , (3.12)

gde je {x} razlomljeni deo od x.

Dokaz. Na osnovu teorema Liouvillea i Aperyja i leme 3.3 imamo p > 5,
a>p+2, 2|k

Primetimo da je a neparno (u suprotnom imamo 2 | p), i da najveéi prost
faktor od a mora biti ve¢i od p (u suprotnom p | (p — 1)!). Sledi da a > p + 2,
pa kombinujudi sa (3.1) direktno dobijamo ocenu

PPt <Pt < P
Kako je k parno, odavde imamo k& > p + 1. Ponovo koristeéi 3.1 dobijamo
(0" +a"7)(p? —a"7) = (p— 1)L (3.13)
.k p=1 C o
Posto je pz > a7 , sledi da je
pr<(p-1l<p?
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(koristili smo 2 - 3 - 4 < p?). Logaritmujuci ovu nejednakost dobijamo (3.9).
Pretpostavimo sad da je p = 1 (mod 4). Tada broj p — 1 zapisan u bazi 2

ima oblik
t—1

p—lzZaJQj—i-Qt,

=2

gde a; € {0,1} za2 < j <t —1. Neka s(x) oznacava zbir cifara broja = u bazi
2. Tada imamo

In(p —1)

— 1.
In2

sp—1)=as+-+a1+1<t—-1<
Primetimo da vazi

ordg(p—D)!'=p—1—s(p—1).

Iz pretpostavke imamo a'r = pg = 1 (mod 4), pa sledi pg +a%7 =2

(mod 4), odakle dobijamo

1z (3.13) dobijamo

ord, <p§ —apT_l) =ordy(p—1) =1
=p—1—-s(p—-1)—1

o, 1. - 1)7
- In 2
pa sledi
e op 2071
2 — 2
pioaT >y
Kombinujuéi sa (3.13) imamo
k p—1
p2 < (p—1)! T

Logaritmujuéi ovu nejednakost stizemo do (3.10).
Da bismo dokazali (3.11), posmatrajmo funkciju

flz) =1.02(1—¢€")+x

na intervalu (—0.01,0). Na tom intervalu f'(x) = —1.02¢" + 1 < 0, tj. posma-
trana funkcija opada, pa imamo da f(z) > f(0) = 0 za x € (—0.01,0). Neka
je

A=(p—1)Ina—klnp.
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Tada vazi, koriste¢i do sada dokazano i p > 11,

e PP=at (p—1) 10! 10

pk - pk < 1111+1 — qq12”

l—et=1—a"1p
Kako je A < 0, iz prethodne nejednakosti zaklju¢ujemo —0.01 < A < 0. Sve

ukupno imamo f(A) > 0, tj.

(p—1)!
pk

A>—1.02

Y

Sto je i trazeno.
Ostaje nam jos da pokazemo (3.12). Iz dosada dokazanog imamo

1 k 2p—6
<p+ < < D
p—1"p—1 p—1

1

<2,

$to znadi da z% ¢ 7Z,paondaid := pTEl ¢ 7. Neka je ¢ := d-exp(—l.OZ%).
Tada imamo

—2)! p-1
c:d-exp(—l.OQ-%) <pﬁ-ak <a<d.
p p

Posto je a € Z, sledi

{d} <d—c=d (1 ~exp (_1'02. (v —kz)!)>

(p—2)!
pk
_k(p—=2)
=1.02-(p—2)lp »1
7(p+1)(11>*2)

<1.02-(p—2)p~ >

— )

<1.02- it

Sto je i trazeno. 0

Posebno naglasavamo poslednju nejednakost u prethodnoj lemi, nju é¢emo
koristiti kao efikasan indikator da pokazemo da nesto nije reSenje jednacine.

Lema 3.5. Ako je x > 2-10°, tada je
d 1
L mT() < Inz — - +0.0001,
dx x

gde je I'(x), gama funkcija

[e.9]

[(x) = /txletdt.

0
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Dokaz. 1z knjige [25, str. 241] koristimo ¢injenicu

d 1 =~ 1
L nr(e) = —y - = S
dz () 7 x—i_x;n(x—l—n)’

gde je v Ojlerova konstanta

. 1

Vazi
1 - 1
%lnf(x) < _7_5+xz::ln(LxJ )
- - 1
SR LxJ;n(LxJ+n) +;n(2 105 + )

R +) !
-7 2 |z “n(2-10° +n)

1
<Inz+ = + 0.0001;
x

zaista, gornja jednakost sledi zbog

- lz] (1 1 N T
Zn(LxJ—i—n)_Z(n L$J+n>_1+2+ Tk

n=1 n=1

a za poslednju nejednakost koristimo ¢injenicu da za dovoljno veliko x vazi

1 1
— l+=-4+--+— ) —Inx<25-107° 3.14
7+( +2+ +m) ne < (3.14)

- 1
— < 99-107°,
Z n(2-10° 4+ n)

n=1

3.3 Glavna teorema

Teorema 3.6 (Yu, Liu [11]). Jednacina (3.1) nema resenja osim (3.2) i (3.5).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je (p,a, k) resenje razlicito od (3.2) i
(3.5).
Posmatrajmo linearnu formu

1 1
A= §klnp— §(p— 1)Ina.
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Iz (3.11) direktno dobijamo gornju ocenu za ovu linearnu formu

1 1.02-(p— 1)

In|A| <In (2 e ) =In0.51 +In(p — 1)! — klnp. (3.15)

Da bismo dobili donje ogranicenje koristimo teoremu 1.21. Parametre iz
teoreme biramo na slede¢i nacin:

p—1 k
o = a, 0y =D, blzTa b2:§-

Imamo da je D = 1, a uzmimo
Ay=prt 1 Ay=p.

Kako za x € N vazi h(z) = Inz, imamo

InA;, = P Inp > max{h(a),In(a), 1},
In Ay = Inp = max{h(p),In(p), 1}
p=L—1
Inp

Pretpostavimo p > 2 - 10°. Tada je Int' + 0.72 > 10 = %, pa iz teoreme 1.21

sledi
—1 ° ok
In|A| > —32.31 (ln (p_) + 0.71> In® p.
Inp p—1

Kombinujuéi sa (3.15) dobijamo

2
—32.31 (111 (p — 1> + 0.71) i In*p <In|A| < In0.51+In(p—1)!—kInp,
Inp p—1

sto je ekvivalentno sa (koristimo I'(p) = (p — 1)!)

1 1 2
knp%r&—%%ﬂOnGL—)+Oﬂ)hw}—mHM—mOﬂ<0
p—1 Inp

(3.16)

Posmatrajmo sad funkciju

f@)z@ﬁ%jMx—S%ﬂ(l+;%T)

A{Inz-(In(z —1) —Inlnz + 0.71)}?
—InT'(z) —In0.51.
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Koriste¢i lemu 3.5 i pretpostavku = > 2 - 10° dobijamo

xr —

In(x —1) —Inlnz 4+ 0.71 1 1
: +Inx- —
x r—1 2zl

> 0.1,

2
f'(z) > 1—10.0001 — 64.62 (1 + 1) Inz(ln(zr — 1) —Inlnz 4+ 0.71)

Sto implicira da je f(x) rastuéa funkcija.
Posto je p > 2 - 10°, tada se lako vidi da vazi

1 2
p—1-3231 <ln (plnp ) + 0.71) Inp >0, (3.17)

pa koriste¢i (3.9) dobijamo da (3.16) vazi za k = p + 1. Kako je f(p) bas
leva strana nejednakosti (3.16), imamo da je to rastuca funkcija. Uz pomoé
Mathematice (imajuéi u vidu da je p prost) dobijamo da vazi f(823309) =
—7.04293...; a f(823337) = 12.4182..., pa zbog (3.16) mora da vazi

p < 823309.
Posebno razmatramo dva slucaja:

e p € {5,7}: Na osnovu pretpostavke direktno dobijamo p+1 > 2p—6, Sto
je kontradikcija sa (3.9). To znaéi da (3.1) nema resenja u ovom slucaju.

e 11 < p < 823309: U ovom slucaju uz pomoé¢ Mathematice pokazacemo
da jednacina (3.1) nema reSenja. Prvo moramo naéi granice za k. Da
ne bismo u potpunosti pretrazivali grubom silom, posmatramo dva pod-
slucaja:

— p=1 (mod 4): Iz leme 3.4 tada znamo da za k mora vaziti (3.9) i
(3.10), pa posmatramo samo k za koja vaze dva navedena uslova.

— p =3 (mod 4): Tada iz leme 3.4 samo znamo da za k mora vaziti
(3.9), pa posmatramo samo takva k.

U oba slucaja za svaki posmatran par (p, k) dobijamo

_ (p+1)(p—2)
T

(P77} >1.02-(p—2)lp

sto je kontradikcija sa (3.12), pa ni u ovom slu¢aju nemamo resenja
jednacine (3.1).

O
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4 Jednadina oblika (2% —1)(y* — 1) = 2F — 1

Jedno zanimljivo pitanje je: kada je proizvod dva k-ta stepena umanjenih za
jedan ponovo k-ti stepen umanjen za 1, tj. kada jednacina oblika

(28 — )% —1) = 2F — 1, (4.1)

gde su x,y,z i k prirodni brojevi, ima reSenje. Npr. u slu¢aju k& = 2 imamo
beskona¢no mnogo resenja, naime vazi

(n* = 1((n+1)* = 1) = (n* +n—1)* — 1,

za n > 2. U ovom delu rada dajemo jedan parcijalni rezultat, tj. posmatramo
specijalan slu¢aj k > 75 i dokazujemo da jednacina (4.1) tada nema reSenja.
Prvo dokazujemo jednu pomoénu lemu.

Lema 4.1. Neka je k > 3 @ neka su a 1 b prirodni bojevi za koje vazi 2 < a < b
it brojevia+ 1,0+ 1 1 ab+ 1 su k-ti stepeni. Tada je
ak—1

2

b>kr-
Dokaz. 1z
(a+1)(b+1)=ab+a+b+1>ab+1, (4.2)

uzimajuéi k-ti koren leve i desne strane nejednakosti (i imajuéi u vidu da su
posmatrani brojevi k-ti stepeni), lako dobijamo

=

(ab+ 1)k +1< ((a+1)(b+ 1))%, (4.3)

pa direktno sledi
. k
((ab+ 1)* + 1) <(a+1)(b+1).

Primenom binomne formule imamo

k
k )

) (,)(ab+1)kk <ab+1+a+b, (4.4)
1

=0
pa sledi (oduzmemo ab + 1 od leve i desne strane)
k(ab + 1)% <a-+b.

Stepenujuéi ovu nejednakost sa k dobijamo

KR (ab)*t < EKF(ab+ 1) < (a + )" (4.5)
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Ponovno primenom binomne formule dolazimo do slede¢e nejednakosti
[k
b k — bk ibkf’i
(a+0b) + ; <z) a
[k
< b ph!
<2 ()
[k
— bk bk*l .
Capt Yy ()

<+ 2’%113’“1,_1
te u kombinaciji sa (4.5) sledi
K (ab)F1 < BF 4 2Fabh T,
Sto je ekvivalentno sa

Eeab=1 < b+ 2%a < b+ KFa.

Odavde dobijamo
b> k" (aFt = 1),

pa sledi trazeno. O

Teorema 4.2 (Bugeaud, [3|). Jednacina (4.1), gde su x,y, z, k prirodni brojevi
1 2 > 2, nema resenja za k > 75.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoje prirodni brojevi x, y, 2, k takvi da
vazi k > 751 z > 2 i da su oni reSenje jednacine (4.1). Tada o¢igledno postoje
prirodni brojevi a i b takvi da vazi

a+1=z2" b+1=1" i ab+1=z~
Kako je a* + 1 > 2%, dobijamo

b>a> 2™,

Posmatrajmo linearnu formu logaritama

Azln(azl) —kln(%).

Sada na ovu linearnu formu Zelimo da primenimo teoremu 1.19 sa parametrima

1
a1:ﬁ7 a2:a+ ) blzka b2:1
z a
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Uzimamo p = a, pa A = Ina. 1z leme 4.1 sledi da je
Inb>(k—1)lna+klnk —In2, (4.6)

a takode vazi .
lag — 1| =g — 1= —,
a

pa se lako proverava da mozemo uzeti

=1 +%1n((a+ Db+1) 1 as=1+2In(a+1).
Posto je a > 2F! stavljamo h = % ix =x0 = % Onda imamo v = 8 i
m = 8\/5.

Primetimo da je medu uslovima teoreme 1.19 i multiplikativna nezavisnost
brojeva a; i ay. Ova teorema se u radu [14| dokazuje preko teoreme 1.5, iz tog
rada, a jedino mesto gde se koristi multiplikativna nezavisnost brojeva a;q i ap
jeste u dokazu teoreme 1.5 prilikom ustanovljavanja da skup {afag : 0 < r <
Ry,0 < s < S} ima bar L elemenata (u skladu sa oznakama iz te teoreme).
Medutim, kako pri naSem izboru parametara vazi L = 2 + L%J =2+1=3,
zapravo je dovoljno umesto multiplikativne nezavisnosti proveriti da su 1, o
i ap medusobno razli¢iti (tada posmatrani skup ima bar 3 elementa), a ovo
je ocigledno ispunjeno. Dakle, mozemo primeniti teoremu 1.19, iz koje sledi
ocena

17.64
In|A| > — o
Ina

ajag — 2.5Ina — In(7.5a,). (4.7)

Potrebna nam je jos i gornja ocena za ovu linearnu formu. Posto vazi

a+1 Ty\k a’—1 a?—1 1
a z ba>+ 1) ~ bla®>—1) ~ b
sledi .
wtl _ (2) ‘
a z 2
A

Sada u kombinaciji sa (4.7) dobijamo

2 1.
%lna#— 2.5Ina+ In(15a;) > Inb — %lnb,

pa uz pomo¢ (4.6) dobijamo

71.3 72 2.5
- + +0.003, (4.8)

1 <
k —k(k—1) k-1

ali koriste¢i Mathematicu dobijamo da ova nejednakost vazi za k < 75, kon-
tradikcija. O
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5 Monocifarski Fibonacijevi brojevi

Fibonacijevi brojevi su zadati slede¢om rekurentnom relacijom: F,, o = F,, 11+
F,, sa pocetnim uslovima £} = 1, F5, = 1. ReSavanjem ove rekurentne relacije
dobijamo eksplicitan izraz za F,,

Oén_ﬁn

7

gde je v = (oni su reSenja kvadratne jednacine 22 —z—1 = 0).
Monocifarski broj?® je prirodan broj koji u bazi 10 ima sve cifre jednake.
U ovom delu rada trazimo sve monocifarske Fibonacijeve brojeve. Svedimo
ovaj problem na problem reSavanja Diofantove jednacine. Ako je F,, m-tocifren
monocifarski broj sa cifrom d, tada je on oblika

E, =

14V5 : o 1=v5
Hrif=5m

- 10m -1
F,=dd - duyy=d-10""" +d- 10”‘2+~--+d:dﬁ,de {1,...,9}.
(5.1)
Za svako n, koje je resenje ove Diofantove jednacine, F), je monocifarski broj.
Za n = 10 imamo F,, = 55. Dokazimo da je to najvece reSenje ove Diofantove
jednacine.

Dokaz sprovodimo u dva koraka. Prvo primenom teoreme 1.17 dajemo
grubu ocenu za n, a u drugom koraku primenom leme 1.9 smanjujemo tu
granicu, tako da grubom silom ,brzo” mozemo ispitati preostale slucajeve za
n.

Pretpostavimo da je n > 1000.

Gornja granica za n

Na pocetku dokazimo slede¢u lemu.
Lema 5.1. Za svakon >3 vazi o™ 2 < F, < o™ L.

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom po n. Zan = 3, 4 direktno proveravamo.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 2 i n — 1. Tada imamo

A"t < F, 5 < 04”’3;

Q"3 < F, < Oz"_Q,

pa sabiranjem datih nejednakosti dobijamo

A"+ a" 3 <F, o+ F,1=F,<a" 3 +a" 2

Posto vazi o? = a + 1, mnoZenjem sa a3 dobijamo o™ ! = a2 + a" 3, pa

sledi traZeno. O

3Eng. Monodigit ili Repdigit Number
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Iz (5.1) dobijamo

Sto je ekvivalentno sa

dv/5 dv/5
a" — T‘/_mm =B — Tf (5.2)

pa deljenjem leve i desne strane sa a” sledi

/5 n— dyB
1 iloma*n _ B—Q_
9 a
Apsolutnu vrednost leve strane obelezimo sa A.
Sada uvedimo oznake tako da se podudaraju sa onim oznakama iz teoreme

1.17. Prirodno je uzeti slede¢e vrednosti

Y
v

aq as=a, az3=10; by =1, by=-n, byg=m.
Za L uzimamo Q[ay,az,a3] = Q[5], posto ai,asas € Q[v5]. Kako je
p%g(:c) =22-5a deg(p%g(:c)) =2, onda je D = 2.
Da bismo odredili B = max{m,n,1} = max{m,n}, treba da uporedimo
m i n. Kako je F,, < 10™, onda iz nejednakosti iz prethodne leme imamo
a2 < F, < 10™, tj. logaritmovanjem leve i desne strane dobijamo
n10

l
n<——m-++2.
In o

Sli¢no, koristeéi prethodnu lemu i ¢injenicu da je 10™ < F;,, dobijamo

In10
n>——m-—4
Ina
Sve ukupno imamo
In 10
n—m —4d<n<—m+2,
Ina In

tj.
4.78497... -m —4 <n < 4.78497... -m + 2.
Iz pretpostavke n > 1000 i poslednje nejednakosti sledi da je B = n.
Odredimo konstante A;, i = 1,2,3. Prvo odredujemo logaritamske visine
brojeva aq,as, 3. Za «qp minimalni polinom nad racionalnim brojevima je
2?2 —5d?/81 = (z — o) (w + ). Posto je a; nula polinoma 8122 — 5d? € Z[z],
onda minimalni polinom nad celim brojevima deli ovaj polinom. Primetimo
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da je jedini konjugat od a1, o = —ay i vazi |oy|, || < /5. Sada imamo
1 1
hlon) < 5 (1n81 + 2In max{V/3, 1}) = 5 In(405) < 3.01.

Treba nam A; > max{2-3.01,|In oy, 0.16}, pa mozemo uzeti A; = 6.02. Sli¢no
se dobija da je Ay = 1.51 A3 = 4.62.

Potrebno je jos ispitati uslov teoreme, tj. proveriti da A # 0. Pretpostavimo
suprotno. Tada je %510%*" = 1, pa v/5 mora biti oblika ¢a”, ¢ € Q. Ali
tada je 5 = ¢?a®™ € Q, a odatle sledi o®*" € Q, kontradikcija.

Na osnovu teoreme 1.17 imamo

In|A| > —1.4-30%-3*%.4-(1+In 4)-(14+1nn)-6.02-1.5-4.62 > —5.77-10"*(1+Inn).

Nadimo sada gornju ocenu za In |A|. Vazi
_dvs 1 (
9 |7 an

(kod prve nejednakosti koristili smo nejednakost trougla i ¢injenicu da je -5 =
—1). Logaritmujuéi levu i desnu stranu ove nejednakosti dobijamo

1
A=
(6%

. 1
B —
(6%

an—Z

2.5
+\/5) < <
an

In|Al < —(n—2)Ina.
Sve ukupno imamo
—1.2-10"(1 +Inn) <In|A| < —(n —2),

tj.
n—2<12-10"(1+1nn).

Uz pomoé¢ Mathematice dobijamo da n < 4.5-10', a iz odnosa m i n imamo
da je m < 9.5- 10,

Poboljsanje granice

Posto je n > 1000, tada je |3"| < dv/5/9, pa je (8" —dv/5/9) < 0. Sledi A < 0.
Koristeéi ¢injenicu da je

2.5
Al < —,
C(n
dobijamo
2. d
_ES gL ﬂof"u)m <0,
an 9

Sto je ekvivalentno sa

d 9.
0 < ga—"mm 120

an
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Iz prethodnog sledi

0 1<_n<_

o am

dv/'5 2. 4
< —\/_a_”l()m - >
9
U prethodnom delu dokaza dobili smo o™ > 10™~!, pa imamo

0 —1<

dv/5
V2 g mygm .
<ol 1071

Iz %504_”107" > (i ¢injenice da je za x > 0, e — 1 > x sledi

f —n 1
0<ln (dT\/ga—”mm) < (Hrammom)

dv/5
= " "0 -1 < ——
9 a 0 <1Om—1’

tj.

In10 —nl 1 .
0 <mlnl0 nna+n( 9 <1Om—1

V5 ) 4
Uvodeéi oznake iz prethodnog dela dokaza dobijamo

0< In as n In oy - 4 - 9 < 90
m —n )
In avp In avp 10mtlnay — 10m-1 ~ 10™
Na ovu nejednakost primeni¢emo lemu 1.9. Prvo uvedimo oznake tako da
se podudaraju sa onima iz uslova date leme. Stavimo

In as In oy

5 A=90, B=10.

Ilnay’ o= Inasy’
Iz ocene za m vidimo da moZemo uzeti M = 10'. Sada uz pomoé¢ Mathe-
matice dobijamo, qs5 > 60, gde je pss/qss = Css, 35-ta konvergenta veriznog
razlomka koji predstavlja 7. Za ra¢unanje norme ||z|| u Mathematici koristimo
funkciju Abs[x-Round[x]], pa dobijamo M]||gssy|| < 0.01 i ||gssu|| > 0.02.
Treba napomenuti da p zavisi od broja d, pa pomoc¢u koda

alpha = (1 + Sqrt|[5])/2;
muld | := Log|d Sqrt|[5]/9]/Log|alphal;
Min | Table [Abs|[q35+mu|d| — Round|[q35+mu|d]]], {d, 1, 9}]]

dobijamo trazeni minimum. Za & = 0.01 < ||gsbp|| — M||¢357|| dobijamo

IH(AQ35€_1)

= 21.2616...
In B ’

46



pa na osnovu leme 1.9 imamo da za m € [22, 10'°] nejednacina

0< +u < A
my—n —
v TR
nema reSenja po m i n. Dakle, m < 21, pa dobijamo n < 102, Sto je u
suprotnosti sa pretpostavkom n > 1000. Slucaj 10 < n < 1000 proveravamo
grubom silom u Mathematici ispisivajuéi F,, (mod 10000) (poslednje cetiri
cifre).
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6 Binarni palindromi oblika 10" 4+ 1

Podsetimo se prvo, broj N je palindrom u bazi b akko vazi

N =aray "~ akp) = xGr, - - NOTAY
Primetimo da su za svako n brojevi 10" —1 = 99...9(19) 10" +1 = 100. .. 010
palindromi u bazi 10. Postavlja se pitanje za koje vrednosti n je 10" =1 binarni
plaindrom? Sledeca teorema daje nam odgovor na to pitanje (za originalan
dokaz pogledati [24]).

Teorema 6.1. Jedine vrednosti n za koje je 10™ = 1 binarni palindrom su
n=1,2, 1. 9=10013) i 99 = 1100011 y).

Dokaz. Poslednju cifru u bazi 2 broja N = 10" £+ 1 dobijamo kao ostatak pri
deljenju broja 10"+1 sa 2. U oba slu¢aja poslednja cifra je 1. Posmatrajmo sada
»,+" sluc¢aj. Narednu cifru dobijamo kao ostatak pri deljenju broja % =
% = 5-10""! sa 2, pa vidimo da je ta cifra 0. U sledeéem koraku posmatramo
broj 52-10"2, pa je treca cifra zdesna ponovo 0. Vidimo da postupak moZemo
da ponovimo jos n — 2 puta, sa rezultatom 0, a onda posmatramo broj 5".
Zakljuéujemo da u ovom slucaju poslednjih n + 1 cifara broja 10" + 1 su
100---01, n — 1 nula u sredini. Sli¢no se pokazuje da u ,—" slucaju N se
zavrSava sa 011 ...11, n jedinica. Posto je N palindrom, u ,,+" slu¢aju imamo
da N pocinje sa 100---01, a u slucaju ,,—” imamo da N pocinje sa 11...110.
Pretpostavimo da n > 1000. Neka je m broj cifara broja N. Vazi

_ | In(10™ £ 1) 1o nln 10 tlenat nlnb +1
"= In 2 | In2 - In 2 '

Neka je [ broj cifara broja 5". Onda imamo
m=n+1[+1.

Iz opisanog postupka za dobijanje cifara broja N vidimo da se prvih [ — 1
cifara, u oba slucaja, poklapa sa prvih [ — 1 cifara broja 5". Posto je [—1 > n,
to vazi i za prvih n cifara.

Iz do sada navedenog imamo sledec¢u nejednakost za ,,+” slucaj

2l <5n321+2l—n+21—n—1_’_'_.+1<2l—n+1'

Za ,— slu¢aj, polazeéi od 21 > 57 dobija se da vazi 21 > 57 > 201 _9l—n+l,
Sada, stavljajuéi k =1, k =1+ 1, redom za ,+” i ,,—” sluc¢aj dobijamo

5m27F — 1] < 2i7kmntl < gl (6.1)
Sledec¢e oznake uvodimo tako da mozemo da primenimo teoremu 1.18. Neka
je
I'=nlnd—FkIn2.
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Uzimamo
061:27 Oé2:5; blzl{?, bgzn.

]

Sada imamo Q[2,5] = Q, pa je D = 1, a B = max{n,k} = k. Lako se
dobija da mozemo uzeti A; = 1.61 1 Ay = 1, pa dobijamo

2
Wo—nt —
"6

Posto su 2 i 5 uzajamno prosti, onda su ispunjeni svi uslovi teoreme 1.18, pa

sledi

k 2
—In|T| < 23.34 (m <n + ﬁ) + 0.14) -1.61-1.

Iz nejednakosti

k
<
n+1.61 <3n+3

dobijamo
—In|T| < 37.58(In(3n + 3) + 0.14)*.

Koriste¢i do sada uvedene oznake, (6.1) postaje
lef — 1] < 2"t

Pokazimo da vazi
IT| < 27"+2

Ako I > 0, tada direktno dobijamo (koristimo n > 2)
T|=T<e" -1 <2 <272

Ako I' < 0, onda iz
1 — €—|F‘ < 2—n+1

sledi
I —n+2
‘F’<€|‘—1<m—1<2 .
Sada dobijamo da vazi
(n—2)In2 < —In|I'| < 37.58(In(3n + 3) + 0.14)?, (6.2)

i uz pomo¢ Mathematice dobijamo n < 5204. Takode pomocéu Mathematice
brzo se proveravaju preostale vrednosti za n.
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