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Predgovor

Neke od najosnovnijih ideja diferencijalnog racuna se mogu naéi kod starih Grka (tan-
gente), ali za pravi pocetak su zasluzni Newton E]i Leibnizﬂ Oni su nezavisno jedan od
drugog postavili temelje diferencijalnog racuna i povezali integrale i izvode fundamental-
nom teoremom integralnog racuna. Danas se diferencijalni racun pojavljuje svugde gde
se pojavljuju matematika i promene - u trazenju ekstrema bilo kakvih pojava opisanih
diferencijabilnim funkcijama, u resavanju diferencijalnih jednacina, u fizici itd.

U ovom radu ¢emo se baviti teorijom koja obuhvata realne i kompleksne funkcije,
operatore, topologiju i teoriju mere. Rad je podeljen na dva dela. U prvom su dati su
neki osnovni rezultati diferencijalnog racuna kao i neki slozeniji koji su fundamentalni
u izucavanju diferencijalne topologije. Drugi deo je posvecéen linearnim diferencijalnim
operatorima.

U glavi 1 ¢emo poceti sa pojmom diferencijala. Naime, za razliku od jednodimenzi-
onalnih realnih funkcija na koje najcesce nailazimo, diferencijal je nesto Sto se koristi u
opstem slucaju, tj. kod funkcija koje slikaju prostore proizvoljnih dimenzija, i zapravo
je linearno preslikavanje koje predstavlja linearnu aproksimaciju u okolini neke tacke.
Kasnije ¢emo uopstiti i diferencijale viseg reda koji su n-dimenzionalne matrice (tenzori)
i zavrsiti sa rezultatom o parcijalnim izvodima koji ¢ée nam dozvoliti da poistovetimo
parcijalne izvode i diferencijabilnost.

Glava 2 je posvec¢ena nekim opstim rezultatima koji ¢e nam biti potrebni u daljem
radu. Pokaza¢emo Tejlorovu teoremu koja nam sluzi za predstavljanje diferencijabilnih
funkcija u obliku zbira polinoma i odstupanja. Lep oblik greske koju nam daje je na-
Sao svoju siroku primenu svuda u matematici a pogotovo u numerickoj analizi. Particija
jedinice, koju ¢emo takode uvesti u ovoj glavi, je pojam koji na neki nac¢in podseca na
dodeljivanje karakteristicnih glatkih funkcija nekoj familiji otvorenih skupova, pomodéu
kojih ¢emo funkcije da restrikujemo na domene najosnovnijim mnozenjem i pri tome ocu-
vamo Sto vise osobina.

Glava 3 sadrzi neke rezulate o meri, glatkim funkcijama i kriticnim tackama. Ono
zbog ¢ega je ovo poglavlje bitno je sto je rezultat koji ¢emo dati u njemu nezavisan od
dimenzija domena i kodomena sto svedoc¢i o njegovoj univerzalnosti.

Glava 4 je posvecena rezultatima o aproksimacijama funkcija pomoc¢u drugih funkcija
koje ¢e biti razli¢itih oblika na razli¢itim domenima. Na kraju ¢emo dati rezultat koji
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¢e nam znatno pomoci u razumevanju struktura prostora holomorfnih funkcija pomocéu
ortonormiranih baza i gustih familija holomornih funkcija.

Glava 5 je posvecena Fourier-ovoj transformaciji koja ima svoju Siroku primenu kako
u teoriji tako i u praksi. Posebno je bitno napomenuti da je njena osobina povezivanja
polinoma sa linarnim diferncijalnim operatorom omogucila mnoge dokaze u ovom radu
kroz nejednakosti.

U glavi 6 uvodimo pojam linearnog diferencijalnog operatora preko osobine oc¢uvanja
nosaca i pokazujemo da se moze predstaviti u ekvivalentom obliku sume izvoda pomno-
zenih sa funkcijama koje ne zavise od funkcije na koju primenjujemo operator. Znacaj
ovog pojma lezi u resavanju parcijalnih diferencijalnih jednacina koje zapravo mozemo
predstaviti u obliku £L(u) = f, gde je L£(u) zapravo jednac¢ina a f nehomogeni deo jedna-
¢ine.

Glava 7 je posvecena prostorima Soboljeva koji su generalizacija prostora diferenci-
jabilnih funkcija, tj. njihovo kompletiranje. Funkcijama iz ovih prostora mozemo da
opisemo resenja nekih parcijalnih diferencijalnih jednacina koja inace ne bismo mogli sa
obi¢nim diferencijabilnim funkcijama.

U glavi 8, koja je ujedno i poslednja, posmatramo jednu posebnu klasu operatora, a
to su elipti¢ni i uniformno elipti¢ni operatori. Ono sto njih posebno odvaja od ostalih
klasa jeste pravilnost koju poseduju.
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Glava 1

Uvod

Na pocetku ovog rada ¢emo prvo uvesti neke osnovne oznake koje ¢emo koristiti.
Kasnije ¢emo detaljno obrazloziti pojam diferencijala prvog i viseg reda kroz linearna
preslikavanja i multilinearne forme, pokazati neka bitna svojstva i zavrsiti poglavlje sa
pokazivanjem ekvivalentnosti osobine diferencijabilnosti nekog reda i postojanja svih ne-
prekidnih parcijalnih izvoda istog reda.

1.1 Oznake

SaR,C,Q, Z ¢emo redom obelezavati polje realnih brojeva, polje kompleksnih brojeva,
polje racionalnih brojeva i prsten celih brojeva. Za prva dva ¢emo podrazumevati da
su snabdevena sa njihovim uobic¢ajenim topologijama. Sa R" C”,... ¢emo obelezavati
Kartezijanski proizvod struktura R, C, ... redom, tako da:

R" = {(z1,...,x,) 1 z; €ER,j=1,...,n}. (1.1)

Sa R, Q" i Z* ¢emo obelezavati skup nenegativnih elemenata skupova R, Q i Z
redom. Uglavnom ¢emo sa «, obelezavati n-torke nenegativnih celih brojeva, a =
(a1, .y ), B=(B1,..s Bn), ;j, B € ZT. Uvodimo i oznake

lal =1+ ... +ap, al=aq! -,
« o!
(3) = o oo B<es

PiSemo o« < B ako je a; < B zasve j,ia < fakojea < B1ia # (. Tacku u
R™(Z"™) obelezavamo sa x = (21,...,x,)(z = (z1,...,2,)). Norme tacaka definiSemo na
sledeci nacin:

o] = masxz . 2] = max|z;],

1 1
lzll = (21 + -+ |zal?)z, l2ll = (2 + -+ [2a])2,



Ako je X (Hauzdorfov) topoloski prostor i § C X sa S oznacavamo unutrasnjost
skupa S, tj. najveéi otvoren skup sadrzan u S, a sa S obeleZavamo zatvorenje skupa S,
tj. najmanji zatvoren skup koji sadrzi S. Ako su S i Sy podskupovi skupa X, pisemo
S1 CC Ss ako je Sy relativno kompaktan u Sy, tj. ako je zatvorenje skupa S; kompaktno
u Sy. Ako je f preslikavanje otvorenog skupa 2 C R™ u R?i A < 0 u 2, pisSemo

f(@) = O(\(x)), (ili f=O(N))

ako postoji konstanta C' > 0 takva da |f(z)| < CA(z) za sve x € Q (zovemo "veliko O").
Ako a € 2, pisemo

f(z) =o(A(z)), kada a — oo,

alo 0") ako postoji preslikavanje € : Q@ — R* takvo da e(z) — 0 kada =z — a i
)| < e(z)A(z). Naravno, tacku a mozemo zameniti sa beskonacno.

("malo
|f(z

1.2 Diferencijal prvog i viSeg reda

Prvo ¢emo razmatrati funkcije sa jednom promenjivom ali sa vrednostima u Bana-
hovim prostorima. Stoga, neka je I otvoren interval u R i neka je V Banahov prostor
sa normom || - ||. Preslikavanje f : I — V je diferencijabilno u tacki = € I, sa izvodom
f'(z) € V, ako

Hf(x i hf)L = f@) f/(x)H — 0, kada h — 0. (1.2)

MozZemo zapisati jedna¢inu ([1.2]) u ekvivalentnom obliku

|| f(x+h)— f(x)— f'(x)h]| = o(|h|), kada h — 0. (1.3)

Ako je V = R" funkciju pisemo f = (f1, f2, ..., fn) tada je diferencijabilnost ekvivalentna
diferencijabilnosti svake komponente f; . Za funkcije ¢ije su vrednosti vektori, teorema o
srednjoj vrednosti se mora zameniti sa slede¢om teoremom:

Teorema 1.2.1. Ako je f: I — V diferencijabilna u svakoj tacki u I, tada

1) = 1@ < ly—al sup {IIf (@ +ty =Dl s wyel  (L4)

Dokaz. Neka je M > sup {||f'(z + t(y — x))||, } i neka je
0<t<1

E={t0<t<LI[[f(x+tly—x) = fl2)]| < Mtlx —yl}.

E je zatvoren skup jer je f neprekidna, i 0 € F, E ima najveci element s. Pretpostavimo
da je s < 1. Uzmimo t € F/, tako da je 1 > ¢ > s i tako da je ¢ — s dovoljno malo. Tada
imamo:

[f(z +ty — ) — f(2)]]
< lf(x 4ty —x) = fle+ sy — )|+ f(x+s(y — ) = fz)]]
< M|t —s)(y —x)| + Msly — x| = Mty — x|,
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1.2 Diferencijal prvog i viSeg reda

Poslednji red sledi iz osobine diferencijala za dve bliske tacke i da je M strogo vece od
supremuma svih vrednosti izvoda na segmentu [z, y]. Sada imamo da s nije maksimalno
sto nam daje kontradikciju. Dakle, s = 1 ¢ime smo zavrsili dokaz. O

Primedba 1.2.1. Ako je f neprekidna na [z,y] i diferencijabilna na unutrasnjosti dobi-
jamo nejednakost sa supremumom za 0 < ¢ < 1 kao grani¢nu vrednost nejednakosti
(1.4) primenjene na manje intervale, tj. uzimamo na primer z,y € [e,1 — €] i pusStamo
e — 0. Ako je v € V, tada primenom (|1.4) na x — f(x) — zv daje:

1) = £(&) = vly =l < ly =l sup || (a +ty—a) =oll (15

Corolar 1.2.2. Neka je f neprekidna funkcija u I i diferencijabilna van zatvorenog skupa
F={x:f(x)=0}. Akoz € F'i f'(y) = 0, kada I \ F 5 y — z, tada f'(x) postoji i
jednak je 0.

Dokaz. Akoy € F, tada je f(y)— f(z) = 0. Ako y nije u F', uzimamo tacku z € FN|z,y]
koja je najbliza y. Tada nam ((1.4) daje:

) = f@l =1lfy) = fRI <y - Zloiltlljlllf'(z +ty — 2)II,
sto je zapravo o(|ly — x|) kad y — =. ]
Primer 1.2.1. Ako je P polinom i

P(1/z)e”'* ako x > 0,
0 akox <0’

tada je f neprekidna. Izvod za x > 0 je oblika

(P(1/z) = P'(1/x))

r2e— 1/

Y

tako da f’(0) postoji i jednak je 0.
Neka je U Banahov prostor i neka je X otvoren podskup od U. Ako je f funkcija iz
X u V tada analogno definisemo diferencijabilnost kao u ((1.4)):

Definicija 1.2.1. f je diferencijabilna u z € X ako postoji f'(z) € L(U,V) takav da

1f(z+ h) — f(z) — f'(z)h|| = o(||h]]), h— 0.

Sa L(U,V) oznac¢avamo prostor linearnih preslikavanja iz U u V', koji je Banahov
prostor sa normom

Tl = sup ||T=[|, T € L(U, V).

|lz]l<1

Sa C'(X,V) obelezavamo skup neprekidno diferencijabilnih funkcija iz X u V, tj.
skup funkcija f koje su diferencijabilne u svakoj tacki i za koje je preslikavanje X 3 x +—
f'(z) € L(U, V') neprekidno.

Ako je f samo diferencijabilna u svakoj tacki na zatvorenom intervalu [z, y], tada nam
(1.5) za sve T € L(U,V)

11



176) = F@) =T =Dl <y = el swp (e + 1y =) =TI (16
daje da je f(z +t(y — z)) — Tt(y — z) diferencijabilna u t na [0, 1] sa izvodom

flla+tly—2)(y—r)—T(y— ). (1.7)

Teorema 1.2.3. Ako za sve j, f; € CYX, V)i f; = f, J; — g lokalno uniformno u X,
tada je f € CH(X, V)i f' =g.

Dokaz. Ako primenimo ((1.6)) na f; i obelezimo f/(z) = T, tada za j — oo dobijamo:

1F(y) = f2) = g(2)(y — )| < [ly - $||OS<121<)1||9($ +t(y —x)) — g(x)l], (1.8)

iz ¢ega dobijamo da je f diferencijabilna po definiciji u x sa izvodom g(z). Kako je g
neprekidna, dokaz je zavrsen. O

Teorema 1.2.4. (O izvodima po pravcu) Ako su funkcije f i g neprekidne na X sa
vrednostima u V' i L(U, V) redom, i t — f(z + ty) je diferencijabilno za sve xz,y € U po
t sa izvodom g(x + ty)y kada z + ty € X, tada f € C'i f' = g. Dovoljno je napraviti
istu pretpostavku za sve y u skupu Y C U ¢ije je linearno zatvorenje bas U.

Dokaz. lzraz (1.5) nam daje za malo ||y||:
1£(y+ ) = () = g(@)yll < [lyl] sup llg(z +ty) — g(@)]l;

¢ime smo pokazali prvi deo. Da bismo pokazali drugi deo, dovoljno je pokazati da je

skup svih y za koje je pretpostavka tac¢na zapravo linearan i zatvoren. Ovo mozemo da
dobijemo iz (1.5)).
O

Ako je f linearno preslikavanje iz U — V', onda je f naravno diferencijabilno i f'(x) =
f. Opstije, neka su Uy, Uy, ..., Uy Banahovi prostori i neka je L(Uy,...,Uy; V') skup svih
multilinearnih preslikavanja

U x..xU,> (iL‘l, ,l'k) — f(acl, ,l‘k) evVv (19)

koja su neprekidna, gde je

A1l = Sup 1f (@1, oo )] | < 00,

| 11<1
L(Uy, ..., Uy; V) sa navedenom normom je Banahov prostor. Preslikavanje

U ®..oU,> (xl,...,xk)Hf(ml,...,xk) eV (110)

je diferencijabilno za sve (1, ..., xx), i diferencijal je

F @)y, y2s s yk) = (Y1, ooy ) + f(21, Y25 oo ) + oo + [0, T, o Yg)

12



1.2 Diferencijal prvog i viSeg reda

Jo$ jedno bitno C'-preslikavanje je funkcija koja dodeljuje preslikavanju 7' € L(U, V)
njegovo inverzno T~ € L(V,U). Naravno, pod inverznim preslikavanjem mislimo na
preslikavanje koje ispunjava:

TT ' =idy, T7'T =idy (1.11)

Ako je X € L(U,V) imamo da je (T'+S)T! = idy + ST, pa ako je ||S||||T7!]| < 1,
desni inverz od T+ S je onda dat u slede¢em obliku:

T (1dv+ST ZT

Na isti nac¢in dobijamo da je levi inverz takode istog oblika. Stoga, f(T) = T~ je
definisano na otvorenom skupu i

1f(T+8) = f(T)+T ST = HZT =T+ TTST|

TSI
T = ||} (~ST)? <||s (T P ! )
HZ Ml =1l ZOI = ISP =y s

pa je f diferencijabilno u T'i f/(T)S = —T-1ST~!. Odavde imamo da je f neprekidno pa
je i f" neprekidno. Posmatrajmo sada kompozicije funkcija. Neka je X otvoren podskup
Banahovog prostora U, f : X — V - Banahov prostor, tako da je rang sadrzan otvorenom
skupu Y na kojem definiSemo preslikavanje g : Y — W - Banahov prostor. Ako je f
diferencijabilna u z i g diferencijabilna u y = f(x), tada je h = g o f diferencijabilno u x
i
() =g )f (z) (1.12)
Ovaj identitet je poznat kao lancano pravilo. Odavde imamo da h € C! ako je f € C!
i g € C'. Diferencijal f’ moZzemo predstaviti kao preslikavanje

X xU>3 (z,t) = (f(x), f'(x) €Y xV (1.13)

koje je linearno po drugoj komponentni koju mozemo da posmatramo kao tangentni pra-
vac. Kompoziciju funkcije mozemo predstaviti diagramom:

X — /] - Y ] - W

h=fog T

Slika 1.1: Kompozicija funkcija

Takode, ako imamo da su f,g € C!, onda dobijamo h € C* $to takode mozemo predsta-
viti diagramom:
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X —f—— L(X,)Y) og - L(X, W)

\— W(x) =g'(y) o f'(x) ]

Slika 1.2: Diferencijal kompozicije funkcija

jer je kompozicija linearnih preslikavanja A € L(X,Y) 1 B € L(Y,W) zapravo linearno
preslikavanje Ao B € L(X,W). Umesto f’, pisatemo i df, pogotovo kada je f realna
funkcija. Ako je f definisana na otvorenom skupu u R", za t = }_¢;e; imamo:

(@) = (@) (D tie) = Stodf(e)) = 3 o0t

J

Ali, kako imamo da je t; = (dx;)(t), pa mozemo da napisemo jednacinu u obliku

0

Naravno, diferencijal funkcije se moze predstaviti i u matricnom obliku, s obzirom
da se radi o linearnom preslikavanju. Naime, ako su U; i Uy podskupovi skupova R™ i
R™ redom i f : Uy — U, diferencijabilno preslikavanje, tada za a = (a4, ...,a,) € U; i

f(@) = (f1(®), ., fulz)) € Uy

_g—ﬁ(a) g—g(a) %(a)_

g—ﬁ(a) g—g(a) o ngi(a)
(df)(a) =

_?9]?7? (a) %(CI,) T ?’9]072(&)- mxn

U nastavku ¢emo pokazati teoremu o izvodu inverzne funkcije.

Teorema 1.2.5. Neka je X otvoren u U i neka f € CY(X,V), i neka je zg € X i
f(xo) = yo. Za egzistenciju funckije g € C1(Y,U), gde je Y okolina tacke yy za koju vazi:

a) fog =id, u okolini yy, ili
b) gof =id, u okolini g, ili
¢) fog =id, uokolini yp, i go f =id u okolini

je potrebno i dovoljno da postoji linearno preslikavanje A € L(V,U) takvo da redom vazi:
CLI> f’(l’o)A = ldV
b/> Afl(Io) = ldU
) fl(xo)A =idy, Af'(zo) = idy.

Uslov ¢’) je ekvivalentan bijektivnosti funkcije f’(x¢) koji povlaci da je g jedinstveno

odredeno u okolini yg. Ako je V(U) konacne dimenzije, tada je a’) (b)) ekvivalentno
sirjektivnosti (injektivnosti) f(zo).

14



1.2 Diferencijal prvog i viSeg reda

Dokaz. Potreban uslov sledi direktno iz lancanog pravila. Da bi pokazali dovoljan uslov,
prvo primetimo da ako je f o g; = id u okolini yy i go o f = id u okolini z, tada je
g1 = g20 fog; = gy uokolini yy $to dokazuje jedinstvenost u c¢), a pod a) i b) problem
svodi na dokaz egsistencije. Ako zamenimo f sa fo A, tj. Ao f, vidimo da je dovoljno
da samo posmatramo slucaj kada je U =V i f'(zg) = id. Izaberimo § > 0 tako da

1
I|f(z) —id]| < 3 kada ||z — zo|| < 0.
Kada je ||z; — zo|| < 0,7 = 1,2, koriste¢i (L.6) imamo da

||5L“1—1’2||

@) = fa) = (o = )| < 25

Dakle, f je injektivna na lopti {z;||z — zo|| < d}. Da bismo resili jednacinu f(x) =y
kada je y — yo < g, formiramo niz

(1.14)

Tk :xk_l—l—y—f(:z:k_l), k= 1,2,... (1.15)

za koji ho¢emo da pokazemo da konvergira u lopti {z; ||z — z¢|| < 6}. Imamo da je

o
oy = zoll =11y — woll < 5

Ako je k > 11 ||z; — x| za sve j < k, onda je

or — 2pa|] = |loe—1 — f(Tr1) — (Tr—2 — f(2-2))]]

Tp 1 — Tpe 1
e k2||<

- 2 2k

po (1.14). Dakle
k .
|z — zol| <) 277 <6 (1.16)
1

pa je niz xy, ostaje u lopti {x; ||x — || < §} 1 Kosijev je. Za granicu takode vazi da ostaje
u istoj lopti, i kada k& — oo dobijamo da je f(z) = y iz (1.15). Da bismo dokazali da
je inverzna funkcija g(y) = z, koja je sada definisana kada je ||y — yo|| < g, pripada C1,
stavimo da je

gy) ==, gly+k)=x+h
Ovo znadi da je f(x +h) =y + kidaje f(x) =y. Odavde sledi da je

k= f(z+h) = fx) = f(z)h+o(l[h]]). (1.17)

Iz (1.14) imamo da je ||k — h|| < ||%]|, odakle sledi da je @ < ||k]| < 2||h|]. Kako je
|| f'(x)7!|| < 2 dobijamo da je

h= f'(x)""k + o(||k]]) (1.18)
Sto dokazuje da je g diferencijabilna i da je ¢'(y) = f'(g(y)) ™!, $to je zapravo neprekidna
funkcija po y. O
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Sada ¢emo definisati izvode viSeg reda i prostor C*(X,V) gde je X, kao i ranije,
otvoren podskup Banahovog prostora U ali sada k € N\ {1}. Ovo mozemo uraditi
induktivno: f € C*(X,V) ako f € C(X,V)i f' € C*Y(X, L(U,V)). Izvod f" funkcije

f/ nazivamo drugim izvodom, i tako dalje

f® e (X, LU, L(U, ..., L(U,V)))).
Vektorski prostor L(U, L(U, ..., L(U, V))) je izomorfan Banahovom prostoru L(U, ...,U; V) =
L*(U, V) k-linearnih preslikavanja iz U u V. Stavise, uvek imamo da je

LU, L(Uy, ..., U; V) = L(U, Uy, .., U V).

je ako je f element prostora na levoj strani, ako se tvrdnja za j zameni sa tvrdnjom za
7 — 1, tada je

U x Ul X ... X Uj = (.27,33'1, ...,.’ﬂj) — f(.iE)(iL’l,...,iL'j) eV

element prostora sa desne strane, i svi njegovi elementi se mogu na isti nacin dobiti.
Preslikavanje je ocigledno linearno i o¢uvava normu. Sa L*(U, V') éemo obelezavati prostor
simetri¢nih £ linearnih formi iz U u V, tj. forme takve da vrednost u bilo kojoj tacki nije
promenjena permutacijom koordinata.

Teorema 1.2.6. Ako je f € C* tada je f*) simetri¢na multilinearna forma, tj. redosled

diferenciranja nije bitan.

Dokaz. Neka je A F(x) = F(x+y)—F(x). Ako ponavljano primenjujemo (1.6} dobijamo
da ako je L multilinearna forma, onda

HAykAylf(aj) - L(yb ) yk)H

< sup [|Ay, Ay (k) (k) — Ly, o un)||
o<t<1

k
< sup Hf(k)<$+ztjyj;y1,---yl/k> — L(y1, - yw)|]-
1

0<t;<1

Ako izaberemo L = f*)(x), dobijamo da

1Ay Ay, F(@) = FO (0,0l = o[yl lil])- (1.19)
Ovim je f*) u potpunosti odredeno, i kako je A, ...A,, f(x) ne zavisi od redosleda razlika,
imamo da je f* simetri¢na. O

Iz (1.12)), po indukciji sledi da je h = go f € C* ako su f,g € CF, jer ako je ovo
pokazano za vrednosti manje od k imamo da ¢’ o f € C*¥ 1 f' € C* 1 i f' € C*1 i
kompozicija linearnih preslikavanja

L(V,W) x L(U,V) — L(U,W)

je neprekidno, dakle glatko. Teorema o diferencijabilnosti inverznog preslikavanja je
takode ostaje ta¢na ako C' zamenimo sa C* svuda. Stavise, preslikavanje

LUV)ST =T e L(V,U) (1.20)

je u CF, gde je njen k-ti izvod definisan kao
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1.2 Diferencijal prvog i viSeg reda

(St ey Sp) = (=18, 7718, 7718, T ! (1.21)
sabran po svim permutacijama na skupu {1,...,k}. U dokazu prethodne teoreme dobi-
jamo induktivno da je g € C* ako je f € C*, koristeéi ¢'(y) = f'(g(y)) .

Pretpostavimo sada da je f definisana na otvorenom skupu X C R". Iz teoreme|1.2.4
sledi da f € C* ako i samo ako su svi parcijalni izvodi

o0
w7 O,

reda j < k definisani i neprekidni. Po teoremi|l.2.6|znamo da redosled diferenciranja nije
bitan. Sa zapisom 0; = % mozemo da zapiSemo ove parcijalne izvode u obliku
J

000 f = O f.
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Glava 2

Bitni rezultati diferencijalnog racuna

U ovom poglavlju ¢emo pokazati neke osnovne, ali bitne teoreme. Na pocetku ¢emo se
prisetiti nekih rezultata iz kompleksne analize koje ¢emo ovde dati bez dokaza. Kasnije
¢emo pokazati Tejlorovu teoremu, uvesti pojam particije jedinice, pokazati teoreme o
implicitnom i inverznom preslikavanju i teoremu o rangu. Ove teoreme ¢e nam biti
esencijalne u pokazivanju slozenijih teorema u poglavljima 3 i 4.

2.1 Holomortne funkcije

Ubuduée éemo uglavnom koristiti prostore oblika C*(Q2, R) koje ¢emo kraée obeleza-
vati sa C*(2). Sa C*(€) éemo obelezavamo skup funkcija koje pripadaju C*(Q2) za sve
k i te funkcije ¢emo zvati glatke. Funkcije iz C*(Q) nazivamo C*-funkcije na Q. Za bilo
koju funkciju f definisanu na €, sa supp(f) oznacavamo zatvorenje skupa

{s €Q: f(x) # 0}

kojeg nazivamo nosa¢ funkcije f. Sa C§°(Q2) obelezavamo skup funkcija f € CF(Q)
takvih da je supp(f) kompaktan. Ako je E kona¢no-dimenzionalan R vektorski prostor,
sa C%(Q, E), CE(Q, E) obelezavamo skup svih preslikavanja f : Q — E takvih da, za bilo
koju neprekidnu (linearnu) funkcionelu [ na E, funckija [ o f € C*(Q),C¥(Q),... . Ako
je er,...,eq R-baza za E, i f : Q — E preslikavanje, tada za sve z € (2, postoje realni
brojevi fi(x), ..., fn(z) takvi da je

f@) = Zq:lfj(x)ej-

Naravno, f € C*(Q, E), C§(Q, E) ako i samo ako za sve j vazi f; € C*(Q, E), C¥(Q, F).
Elementi C*(2, E) nazivamo C* preslikavanjima skupa Q u E. Ako je E = R? piSemo
Ck(,q),CE(Q, q) za CHQ,E),CEQ, E) . Za f € CHQ,E), definiSemo izvode D® za
la| < k. Tada je

Df € C*lYl(Q, E).

Ubuduée ¢emo po potrebi izjednacavati funckije f € CH(Q) sa funckijama g € C*(R")



2.1 Holomorfne funkcije

tako da je ¢ = f na Q1 g =0 na R"\ Q. Funkcija f definisana na 2 je analiticka ako za
bilo koje a = (ay, ..., a,) € ), postoji red

P,(2) =) calz—a)* = ) Cappan (@ —a1)™ -+ (2 — a)™"

a; >0

koji konvergira ka f(z) za x u okolini U tacke a. Red konvergira uniformno ka f na
kompaktnom podskupu skupa U (tako da je f neprekidno), a takode i red izvoda. Stoga,
f e C>(9Q) iza bilo koje 5= (B4, ..., Bn),

DPf(x) = DPP,(z) =Y co D (x — a)*

Stavise, red je jedinstveno odreden funkcijom f:

1
¢a = —D"f(a)

Analiticka preslikavanja iz €2 u kona¢no dimenzionalan vektorski prostor su definisana
na isti nacin kao iznad. Ako su U,V otvoreni skupoviuR"i f : U — V je homeomorfizam
takav da su f i f~1 C*, tada je f C*-difeomorfizam (ili samo difeomorfizam) skupa U na
V. Ako je U =V, onda f nazivamo C*-automorfizam. Ako su f i f~! realne analiticke,
onda koristimo naziv analiticki izomorfizam (automorfizam). Ako je U otvoren skup u
C™ i f je funkcija na U sa kompleksnim vrednostima, tada f nazivamo holomorfnom ako
za bilo koje a € U postoji red 3 c,(z — a)®, koji konvergira ka f(z) za sve z u okolini a.
Ako je E konac¢no dimenzionalan C vektorski prostor konac¢no dimenzionalan C vektorski
prostor, preslikavanje f : U — FE je holomorfno ako za bilo koje C linearno preslikavanje
Ina E, lo f je holomorfno. Preslikavanje f : 2 — C? je holomorfno ako i samo ako, kada
napisemo f = (fi,..., fn), svaka komponenta je holomorfna. Preslikavanje f : U — V|
gde su U i V otvoreni skupovi u C", nazivamo C analitickim izomorfizmom ako su f i
f~! holomorfna. Teorema Osgood-a, koju ovde neéemo pokazivati, nam daje da su sva
1-1 holomorfna preslikavanja iz U u V' C - analiticki izomorfizmi.

Teorema 2.1.1 (Cauchyﬂ-RiemannED. Funckija definisana na otvorenom skupu U C
C" je holomorfna ako i samo ako je neprekidna, i za bilo koje 7, 1 < j < n, parcijalni
izvodi

o LD 05y O 1o oy
sz N 2 (%cj ﬁyj , 0@ N 2 8@ 83/]
postoje i jednaki su 0. Ovde je z; = ; +4y;, z;,y; su realni, a ¢ = /—1.

Za holomorfnu funkciju f na U, piSemo

0 \“ J \o
DYf=(—) ... (= .
! <8zl> <8zn) d
Teorema 2.1.2 (Princip analitickog produzenja). Ako je f holomorfno (ili realno
analiticko) preslikavanje na povezanom skupu U(Q2) u C*(R") i D*f(a) = 0 za sve o =

(v, ..., ) 1 neko a € U(S), tada se f = 0. Takode, ako je f = 0 na nekom otvorenom
nepraznom podskupu skupa U((), tada se f = 0.

! Augustin-Louis Cauchy, (1789 - 1857), francuski matemati¢ar
2Georg Friedrich Bernhard Riemann, (1826 — 1866), nemacki matematicar
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Teorema 2.1.3 (Weierstrass’). Ako je {fi} niz holomorfnih funkcija koji konvergira
uniformno na kompaktnom podskupu skupa U ka funkciji f, tada je f holomorfno na U.
Stavise, za bilo koje a, { D* fi.} konvergira ka D f, uniformno na kompaktnim skupovima.

Teorema 2.1.4 (Montre]ED. Ako je F familija holomorfnih funkcija na U koje su uni-
formno ograni¢ene na kompaktnim podskupovima K skupa U:

lf(2)| <M zasvexe K, feF

tada bilo koji niz elemenata iz F sadrzi podniz koji konvergira uniformno na kompaktnim
podskupovima skupa U.

Teorema 2.1.5 (Princip maksimuma). Neka je f holomorfna funckija na povezanom
otvorenom skupu na C". Tada, preslikavanje f : U — C je ili konstantno ili otvoreno.
Preciznije, ako je U povezan skup i ako obelezimo

M= swp  Tmlf(2)]
0€dU,2z—0,2€U

onda imamo da je |f(z)| < M za sve z € U, sem ako je f konstantna.

Teorema 2.1.6 (Cauchy). Ako je f preslikavanje holomorfno na U i |f(z)| < M za sve
z € U, tada za bilo koji kompaktan skup K C U i za bilo koje «, imamo

|IDYf(2)| < Mals™°l, za ze€ K
gde je ¢ udeljenost skupa K od ruba skupa U.

2.2 Tejlorova teorema

Lema 2.2.1. Neka je f realna analiticka na  C R" (skup R" gledamo kao zatvoren
podskup skupa C"). Tada postoji otvoren skup U C C", U N R" = Q i holomorfna
funckija F' na U takva da je Fjq = f.

Dokaz. Neka je a € Qi neka je P,(z) = Y co(z — a)® red koji konvergira ka f(x) za
|z —a| < rg,re > 0. Definisimo

Us={2€C": |z —a| <r,}.

Tada, za z € U,, P,(2) = Y ca(z — a)® konvergira i takode je holomorfna funkcija na U,.
Neka je U = UgeqU,. Tvrdimo da ako je U, NU, = U,y # 0, tada je B, = B, u Uy,
Stavise, U, je konveksan, dakle povezan. Dalje, ako je U, # 0, tada je Usp NR™ £ 0, i
za, bilo koje ¢ € U, NR", imamo da je

D*P,(c) = D“f(c) = D*Py(c)

i sada mozemo primeniti princip analitickog produzenja od ranije. Stoga mozemo defini-
sati [

Vratimo se sada na funkcije sa realnim vrednostima. Neka je N okolina zatvorenog
jedini¢nog intervala [0, 1] u R i neka je f € C*(N),k > 1. Tada imamo:

3Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, (1815 - 1897), nemacki matematicar)
4Paul Antoine Aristide Montel (1876 — 1975), francuski matemati¢ar

20



2.2 Tejlorova teorema

Lema 2.2.2. Postoji 0, 0 < 0 <1 takvo da je

k=1 p(v) (k)
=500, 100

o T TR

v=0

gde je p
19 = (5)70.

Dokaz. Za neprekidnu funkciju g na N, definisimo
t
Io(g.t) = g(t), L(g,t) :/0 I,_\(g,s)ds, r > 1.
Ocigledno, ako je g € C*(N) i f®(0) =0za 0 <v <k — 1, imamo

g(t) = Iu(g™, 1).

Ako primenimo ovo na

=00 i

o(t) = £(8) = 3 =
dobijamo
k=1 £(v)
F0 = X = g1 = (0, ) (2.)

Ako sum i M redom donja i gornja granica funckije f*) na intervalu [0, 1], imamo

m 1 gh-t M
— (k)
k:!_m/o C 1)!ds<...<Ik(f 1) <M/ ' ds = R

Kako je f®) neprekidna, zbog toga ostvaruje sve vrednosti izmedu m i M, pa postoji 6,
0 <0 <1 za koje vazi

Ik(f(k)a ]-) =7
Ovim je dokaz leme zavrsen. n

Jednostavno je pokazati indukcijom da je

1

I(g,t) = (=] /Otg(s)(t — )" ds

Stoga, jednacina ([2.1) se moze napisati u slede¢em obliku:

k=1 r(v) 1
f(1) zvzof Ufo) + (k_lw/ (1 —t)* 1B ()at. (2.2)

- J0

Teorema 2.2.3 (Taylorf)). Neka je Q otvoren skup u R" i neka f € C*(Q). Neka
x,y € Qi pretpostavimo da je duz [x,y] = {x +t(y — x) : t € [0,1]} sadrzana u Q. Tada
Imamo

f)= ¥ D) —y) Y D)~ y)"
|| <k—1 o=k &
gde je 0 € [x,y].

®Brook Taylor (1685 - 1731), Engleski matematicar.
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Dokaz. Tvrdenje teoreme direktno sledi primenom leme (2.2.2)) na funkciju

g(t) = fly +t(z —y)),
koja pripada C*(N) za dobro odabranu okolinu N intervala [0, 1]. O
Ako f € C™(Q), i ako je S podskup 2, definiSemo normu
1
S _ - a
171 = 3 suplD”f(a)l.

laj<m

Primetimo da za f,g € C™(€2) imamo

gl < ARGl I+ gllm < 11l + Vgl (2:3)

DefiniSemo topologiju na C*(2), gde je k konac¢no, preko baza okolina funkcija g € C*(2)

B(g,K,e) = {f € C*(Q) : [If — glli <e},

gde € tréi kroz sve pozitivne realne brojeve a K kroz sve kompaktne podskupoveskupa
Q. Odgovarajuca topologija na C'*(£2) se dobija preko baza okolina funckija

{feC=(Q):If —glln <e},

gde ovaj put m tréi kroz sve pozitivne cele brojeve. Ova topologija se moze analogno
uvesti na prostoru C*(Q, E), gde je 0 < k < oo i F je kona¢no dimenzionalan vektorski
prostor. Lako je primetiti da topologija navedena gore na C*(€) ima prebrojivu bazu.
Red { fx} konvergira ka 0, ako i samo ako D® f; — 0 uniformno na kompaktnim skupovima
za sve a takve da |a| < k (ili sve « ako je k = o0). Takode, mozemo uvesti metriku na
datoj topologiji; ako je k < 0o, mozemo da udaljenost funkcija na slede¢i nacin:

= o IS = 9gllg”
d(f,g)=> 2" :
v=0 1+||f_g||kKU
gde je {K,} niz kompaktnih skupova takvih da vazi K, C K, i UK, = Q. Ako je
k = oo, mozemo da uzmemo slede¢u funkciju

Sy IIf gl
& T+ - gl

Teorema 2.2.4. Za 0 < k < oo, C*(2) je kompletan metricki prostor.

Dokaz. Dovoljno je da pokazemo da ako je {g,} niz funkcija u C*(Q) i

g0 = gullm — 0

kada p,v — oo za sve m < k i sve kompaktne skupove K C €, onda postoji g € C*(Q)
takvo da

190 = gllm — 0,
za sve m < k i sve kompaktne skupove K. Za sve a, tako da je |a| < k, postoji funkcija

go takva da
[[D*(gs) — 9a||é( — 0, kada v — oo.
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2.3 Particija jedinice

(Jer ocigledno D*(g, — ¢,) — 0 uniformno na kompaktnim skupovima). Ostalo je samo
jos da pokaZemo da je g = go € C¥(Q) i D*g = g,. Dovoljno je da pokaZemo da ako je
o] <k —=11i8=(B1,....5.),|8 =1, onda g, € CY(Q) i DPgy = gurp. Akoa € Qizje
blizu a, tada, po Tejlorovoj formuli imamo:

D%g,(z) — |Z D g.(0,)(x — a)?, (2.4)
Bl=1

gde je 6, tacka na duzi [a, x]. Mozemo izabrati podniz v, takav da
0., — 0 € [a, 7]
Ako zamenimo v sa v, u jednakosti (2.4) i pustimo p — oo, dobijamo

9a(®) = gala) = l; Jarp(0)(x —a)’ = |Z Jarp(a)(x —a)’ +o(|z — al).
Bl=1 Bl=1

Druga jednakost sledi iz neprekidnosti funkcije g4 5. Ovo implicira da je g, € C'(Q) i
da za 8] = 1 imamo DPg, = gais.
O

Propozicija 2.2.5. Ako je f € C(Q), tada je f analiticka ako i samo ako za bilo koji
kompaktan skup K C €2, postoji M > 0 takvo da

|DYf(z)] < MI*Hlal, za z € K isve a. (2.5)

Dokaz. Ako je f analiticka, nejednakost sledi direktno iz leme [2.2.1] i teoreme [2.1.6]
Obrnuto, ako imamo jednakost 2.5 1 = pripada kompaktnoj konveksnoj okolini skupa K
tacke a € Q, za 0 € [a, x] imamo

‘ > Daf x—a)a) < kK"M*z — al®.

o=k @

Ako je |v — a| < 57, Tejlorova formula nam daje da

> D% f(a)(a — a)°

konvergira ka f(z). O

2.3 Particija jedinice

Definicija 2.3.1. Familija skupova {E;};c; koji su podskupovi topoloskog prostora X
je lokalno konacna ako za sve a € X postoji okolina U takva da je familija

{iel:E;NnU#0} konacna.

Definicija 2.3.2. Familiju {E!};c; nazivamo prefinjenje familije { F; };c; ako postoji pre-
slikavanje
r:J —1,

takvo da je B} C Ey(;) za sve j € J.
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Propozicija 2.3.1. Ako je X lokalno konacan Hauzdorfov prostor koji je konacna unija
kompaktnih skupova, tada je X parakompaktan, tj. bilo koji otvoren pokrivac ima lokalno
konacno prefinjenje , koje je takode otvoren pokrivac. Dalje, za bilo koji lokalno konacan
pokriva¢ {U,};er skupa X, postoji otvoren pokriva¢ {V;}ier skupa X (sa istim skupom
indeksa) takav da je V; C U;.

Definicija 2.3.3. Neka je Q otvoren skup u R" i neka je {U,;};c; otvoren pokrivac.
Familija {¢;};c; C*° funkcija se zove particija jedinice koja odgovara pokrivacu {U, };er,
ako

0<¢; <1; supp(¢i) C Us;

familija supp(¢;) je lokalno konacna i

> ¢i(x) =1, za bilo koje z € Q.

icl

Sada kada smo uveli pojam particije jedinice, zelimo da ispitamo kada ga mozemo
koristiti, tj. kada postoji skup funkcija koji odgovara otvorenom pokrivac¢u nekog otvo-
renog podskupa R™. Odgovor je zapravo uvek, ali prvo zelimo da pokazemo dve leme
koje ¢e nam obezbediti postojanje glatke funkcije koja za nosac¢ ima podskup proizvoljnog
otvoreneg skupa.

Lema 2.3.2. Postoji C* funkcija n na R takva da je n > 01isupp(n) C {z: ||z|| < 1}.

Dokaz. Neka je 0 < ¢ < 11 neka je s glatka funkcija na R! definisana na sledeéi nacin:

s(r) =

1
e« akor<ec,
0 ako r > c.

To na primer moze biti funkcija
n(x) = s(z] + ... + 12).
O

Lema 2.3.3. Neka je K kompaktan skup u R" i neka je U otvoren skup koji sadrzi K.
Tada postoji glatka funkcija ¢ na R™ takva da je ¢(z) > 0 za sve x, ¢p(z) >0zax € K i

supp(¢) C U.

Dokaz. Neka je 0 rastojanje skupa K od R"\ U. Za a € K, definisimo funkciju:

)

gde je naravno 7 ista funkcija iz prethodne leme. Neka je

Vo, ={x € R": ¢,(z) < 0}.

Tada je a € V, C U. Kako je K kompaktan, postoji kona¢no mnogo tacaka ai, ..., a, €
K za koje vazi:

KCV,U..UV,.

Da bismo zavrsili dokaz leme, uzmimo na primer funkciju ¢ = >>7_; ¢, O
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2.4 Inverzne funckije, implicitne funkcije i teorema o rangu

Teorema 2.3.4. Neka je € otvoren skup u R™ i neka je {U;};c; otvoren pokrivac¢. Tada
postoji particija unije koja odgovara familiji {U; }ics.

Dokaz. Neka je {V;},c; lokalno konacno profinjenje relativno kompaktnih podskupova
Q familije {U;};er. Neka je {W;};c; otvoren pokriva¢ tako da za svako j vazi W; C Vj.
Po prethodnoj lemi postoji glatka funkcija 1; na €, tako da je ¥;(z) > 0 za z € W; i
supp(v;) C Vj, ¥; > 0. Definisimo funkciju

Y;
Zj/eJ wj’

(Kako je {V;} lokalno konacna, Z;eJ 1, je definisana, pripada C*°(2), i svuda je > 0,
kako je ¢; > 0 na W; i UW, = Q.) Ocigledno

% =

¢; >0, supp(¢)) CV; i D ¢ =1

jed

Neka je r : I — J preslikavanje takvo da je V; C U,(;. Neka je J; C J skup r~'(i). Neka
J ()

je ¢i = X ey, ¢}, gde je praznu sumu izjednacavamo sa 0. Kako su skupovi .J; medusobno

disjunktni i ¢ine pokrivac¢ skupa J, imamo

D b= 0;=1

iel jeT
Ucigledno, supp(¢;) C U;. Kako je familija {supp(¢})} lokalno konac¢na, onda je i
{supp(¢})}- 0

Corolar 2.3.5. Neka je 2 otvoren u R", neka je X zatvoren podskup skupa €2 i neka je
U otvoren podskup skupa €2 koji sadrzi X. Tada postoji glatka funkcija ¢ na Q) takva da
je(x)=1lakozx € X, ¢(x) =0akoxz € Q\ U i0 <1 <1 svugde drugde.

Dokaz. Po prethodnoj teoremi, postoje glatke funkcije ¢1, ¢o > 0 takve da je supp(¢;) C
U, supp(¢a) C 2\ U tako da je ¢; + ¢ = 1. Tada je dokaz zavrsen za 1) = ¢. ]

2.4 Inverzne funckije, implicitne funkcije i teorema
o rangu

Teorema 2.4.1. (Teorema o inverznom preslikavanju) Ako je f C'-preslikavanje
skupa Q na R" i, za a € Q, (df)(a) je izomorfizam skupa R", tada postoje okoline U tacke
a iV tacke f(a) takve da je f|U homeomorfizam na V.

Dokaz. Bez uticaja na opstost, mozemo uzeti da je a = 01 f(a) = 0. Kako je (df)(a) = A
izomorfizam, moZemo zameniti f sa A™! o f i pretpostaviti da je (df)(a) = id. Neka je
funkcija g definisana na () na sledeé¢i nacin:

9(x) = f(2) - x.

Za x = 0 imamo da je g(0) = f(0) — 0 = 0. Ocigledno je (dg)(a) = 0. Iz ovoga sledi da
postoji okolina
Wtacke 0, W CQ, W={z:|z;]<r}
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takva da za z,y € W sledi da je

o) — 9l)| < 5l — ol

Tada imamo za z,y € W

1)~ F@) + Iy — 2] < 19(x) — 9] = 1£) — F(x) ~y+ ] < Sy~ 2],
iz Cega sledi da
1)~ F@) < ~5ly —al,
tj.
£(0) = F@) 2 gy 2],
pa je f injektivno na W. Neka je V = {z : |z;] < ir} iU = W n f71(V). Definisimo

preslikavanje ¢ : V- — W i ¢; na sledeci nacin:

do(y) =0,
oe(y) =y — 9(dr-1(y)).

Tada se lako moze pokazati indukcijom da je

o(V) C W, v>0.
Takode vazi da

190(y) — do—1(y)| = |9(Dv-1(y)) — g(Duv—2(y))| < 127", za v >2

i ovo je takode trivijalno tacno za v = 1. Stoga {¢,} konvergira uniformno ka funkeciji
¢:V — R". Kako je ¢;(V) C W, imamo da je ¢(V) C W i

o(y) =y — g(o(y)).

Kako je |yl < £ na Vi |g(¢(y))| < 5, sledi da je ¢(V) C W; takode, f(o(y)) = o(y) +
9(¢(y)) = y. Kako je ¢y injektivno, ¢ je inverzna funkcija f. Ocigledno, ¢ je neprekidna
kao granica niza {¢.}, Sto dokazuje teoremu. Kasnije ¢emo videti da ¢ € C*(V,n). O

Da bismo pokazali teoremu o implicitnom preslikavanju, prvo ¢emo da uvedemo neke
nove oznake koje ¢e da nam sluze da pristupimo blokovima matrica, konkretno matrica
diferencijala.

Definicija 2.4.1. Neka su €2y i €2y otvoreni podskupovi skupova R™ i R™2 neka je f
C'-preslikavanje skupa Q; x €5 na R? i neka (a,b) € ; x Qy. Definisimo preslikavanje
g : Q9 — RP tako da je g(y) = f(a,y). Parcijalni diferencijal (dsf)(a,b) je definisan
kao linearno preslikavanje (dg)(b) skupa R™ na RP. Parcijalni diferencijal (d; f)(a,b) je
definisan analogno.

Teorema 2.4.2. Neka su €; i 2y otvoreni podskupovi skupova R™ i R"2, neka je f C'-
preslikavanje skupa 27 x 9 na R™"?. Neka je za neko (a,b) € Q1 x Qs f(a,b) =0, i rank
(daf)(a,b) = ny. Tada postoji okolina U; x Us tacke (a,b) takva da za bilo koje = € Uy,
postoji jedinstveno y = y(x) € Uy takvo da je f(x,y(z)) = 0. Takode, preslikavanje
x +— y(z) je neprekidno.
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2.4 Inverzne funckije, implicitne funkcije i teorema o rangu

Dokaz. Posmatrajmo preslikavanje F' : €; x Qg — R™%"2 takvo da je

F(x,y) = (v, f(z,y)).

Matrica (dF')(a,b) je oblika
Enl XNy O
0 (dof)(a,;b)]"

Naravno, blok E,,«,, je uvek regularan, pa imamo da je (dF')(a,b) regularna, tj. izo-
morfizam ako i samo ako je (dayf)(a,b) je ranga ng, tj. regularna. Tada po teoremi m
postoji okolina U x U, tacke (a,b) i okolina W tacke (a,0) tako da je Fiyxy, — W home-
omorfizam. Neka je ¢ : W — U x Us,. Postoji okolina U; tacke a takva da x € U; povlaci
da je (x,0) € W. Za x € Uy, neka je y(x) projekcija ¢(z,0) na Uy. Ocigledno, ako y € Us
zadovoljava f(x,y) =0, tada je y = y(x). Takode, z — y(x) je neprekidno preslikavanje
i f(z,y(x)) =0. O

Komentar 2.4.1. Posmatrajmo f(a,b) iz prethodne teoreme u matri¢nom obliku:

fl(a'la"'7an17b17"'7bn2) 0

=|: (2.6)

_an(CLh...,CLnl,bl,...,an)_ 0

Ako bi funkcije f; bile linearne, uslov za blok matricu bi zapravo predstavljao regularnost
matrice sistema linearnih jednacina po by,...,b,, i ova teorema bi nam dala da je taj
sistem jedinstveno resiv u okolini tacke, tj. da se y moze izraziti kao funkcija od x.
Dakle, teorema nam daje uopsteni rezultat o jedinstvenosti reSenja sistema jednacina u
okolini tacke koja ispunjava uslov regularnosti bloka matrice.

Lema 2.4.3. Neka vaze pretpostavke iz prethodne teoreme sa istom notacijom, i neka
je A(z) = (dof )(z,y(z)) i B(z) = (dif)(x,y(x)). Tada, ako je U dovoljno mala okolina
tacke a, A(z) je izomorfizam za z € U, y € C'(U, ny) i

(dy)(z) = —A(x)"" o B(x). (2.7)

Dokaz. Kako je y neprekidna, x — A(x) je neprekidno preslikavanje skupa U; na prostor
linearnih preslikavanja L(R"?,R"?). Takode, A(a) je izomorfizam, pa je i A(z) za dovoljno
malu okolinu U. Pretpostavimo da je U konveksno. Neka z, x+& € U in = y(z+E£)—y(x).
Tada je f(x 4+ & y(x) +n) = 0, pa je po Tejlorovoj formuli

0= f(z,y(x)) + B(x)€ + A(x)n + o([¢] + [n]), kada |¢] — 0;
stavise, kadan - 0i& — 01 f(z,y(zx)) = 0. Ovo nam daje da je

A(x)n = =B(x)n + o(|n] + [£])-

Ako je K kompaktan podskup skupa U, tada je A(x)~! neprekidno na U, pa je ogranic¢eno
na K, i dobijamo

n=—A(x)"" o B(x)¢ + of|n] + [£]).
Dakle, ako je |¢| dovoljno malo, postoji konstanta C' > 0 takva da je

1
In] < ClE| + §|77|7
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pa je |n| < 2C¢|. Dakle
y(z+&) —yl(z) = —A(z)™" o B(x)¢ +o([¢]). kada & — 0,
Sto zapravo znaci da y € C1(U,ny), ¢ime je dokaz zavrSen. ]

Corolar 2.4.4. Neka vaze iste pretpostave iz teoreme [2.4.2] i neka je U okolina tacke a
takva da je (df)(z,y(x)) izomorfizam za x € U. Ako je

f € Ck(Ql X Qg,ng), k 2 1,

tada
y e Ck(Qzﬂh)

Dokaz. Imamo da
f € Ck(Ql X QQ,HQ)

pa odavde sledi da za x
(df)(z, y(x)) € C* 1 x Q,ny).

Kako su zapravo A i B blokovi matrice diferencijala (df)(x,y(z)), odavde direktno do-
bijamo da su A, A~!, B preslikavanja k — 1 puta diferencijabilna. Kako je po pret-
hodnoj teoremi (dy)(z) = —A(z)~! o B(z), sledi da (dy)(z) € C* Q1 x Qa,m9), tj.
y € CH(Q X Qy, ). O

Corolar 2.4.5. U teoremi o inverznom preslikavanju, ako je f C"-funkcija, n < oo,
tada mozemo primeniti prethodni korolar na teoremu o implicitnom preslikavanju za
g(z,y) = z — f(y), i dobijamo da je onda (f|U)~! takode C™ funkcija. Ovaj rezultat
uopstava teoremu o inverznom preslikavanju.

Definicija 2.4.2. Skup u R" oblika {z : |z; — ;] < r;}, gde su a,r € R™ nazivamo
paralelopiped. Ekvivalent ovog skupa u C" nazivamo policilinder.

Teorema 2.4.6. (Teorema o rangu) Neka je 2 otvoren skup u R i neka f € C*(Q, m).
Ako je rang preslikavanja (df )(z) svuda isti i jednak r, tada za proizvoljnu tacku a postoje

1) otvoreni skupovi U, V' tako da je U okolina tacke a i V' okolina tacke f(a),
2) paralelopipedi @, Q" koji pripadaju redom R" R™,
3) i C*-difeomorfizmi u: Q — Uiu' : V — Q'

tako da za ¢ = v’ o f ou vazi

oz, .y ) = (21, .00y 2, 0, ..., 0).
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2.4 Inverzne funckije, implicitne funkcije i teorema o rangu

Dokaz. Naravno, sa odgovaraju¢im afinim automorfizmima mozemo da svedemo slucaj
na:

i) a=00b=0
it) (df)(0) je zapravo preslikavanje (zy, ..., x,) — (z1,...2,,0, ..., 0).

Posmatrajmo preslikavanje w : {2 — R™ definisano na slede¢i nacin:

w('r> - (fl('r>7 ) fr(x>7xr+1; ...,ZEn>,

gde je naravno
f(@) = (fu(x), ., fn(@)).

Tada je (dw)(0) indenticko preslikavanje, pa po teoremi o inverznom preslikavanju postoje
okolina U tacke 0 i paralelopiped @ takvi da je w|U : U — Q C*-difeomorfizam. Neka je
u = (w|U)~!. Tada imamo da je

f OU(]J) = <y17 ---7yr7¢r+1(y)7 #ﬁm(l/)),

gde su svi ¢; u C*(Q2). Tada za funkciju £ = f o u imamo

rang(dg)(y) = r

za y € (@, stoga
0%;
Oy,

Dakle, svi navedeni ¢; su nezavnisni od ¥,41, ..., ym. Neka je sada @) = Q" x Q"™", gde
su Q" i Q™" paralelopipedi u R" i R™™" redom i neka je

=0, akosuyj,k>r.

v:Q" xR = Q" x R
preslikavanje definisano na sledec¢i nacin:

VY1, Ym) = W15 oo Uy Yot — QY1 s Ur)s s Y — O (Y15 o5 Ur))-

Ocigledno, kako su sve komponente C*-difeomofrizmi, imamo da je to i preslikavanje v.
Neka je @' paralelopiped u R™ takav da je

Vof(Q)CQ CQ xR
i neka je V =v"4Q'). Ako stavimo da je v’ = v|Q’, imamo da je

o fou(ry,..,x,) =u o&(xy,..x,) = (21, ..., 2, 0, ..., 0).
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Glava 3

Mera slika kriti¢nih tacaka

Pojam mere skupova je uvek povezan sa o—aditivnom funkcijom mere koja merljivim
skupovima, tj. elementu Borelove o-algebre, daje vrednost koju nazivamo mera. Mi ¢emo
naravno koristiti meru koja je najprirodnija, a to je Lebegovall]i posveti¢emo posebnu
paznju skupovima c¢ija je Lebegova mera 0. Ovo poglavlje je posveéeno Sardovoj teoremi
o meri skupa kriticnih tacaka glatke funkcije (koja je zapravo 0), i primeni u ispitivanju
funkcionalne zavisnosti neke familije funkcija.

3.1 Sardova teorema

Lema 3.1.1. Ako imamo preslikavanje f : Q — R”, gde je €2 otvoren podskup skupa R",
koje zadovoljava LipSicov uslov na svim kompaktnim skupovima, tj. za sve kompaktne
skupove K postoji My takvo da je za sve x,y € K, ||f(x) — f(y)|| < Mk|z —y|. Tada ,
ako je skup S C €2 mere 0, onda je i njegova slika mere 0.

Ocigledno, ako je funkcija iz prethodne teoreme C*, tada je Lipsic uslov na kompakt-
nim skupovima trivijalno ispunjen, jer funkcija izvoda dostize maksimum na kompaktnom
skupu koji izabrati kao Lipsic konstanta.

Lema 3.1.2. Akosum,n € N, m > n,iakoje f: Q — R™ C! preslikavanje i 2 otvoren
skup u R", tada je f(Q2) skup mere 0.

Dokaz. Ako uzmemo preslikavanje g : 2 x R™™" — R™ tako da je

g(xb "7xm) - f(xb [ xn)u
tada je g o f(2) = g(2 x 0) skup mere 0 u R". O
Definicija 3.1.1. Ako f : Q — R™, gde je Q otvoren skup u R”?, C! funkcija, tada tacku

a nazivamo kriticnom ako je rang(df)(a) < m.

Glavni cilj ovog poglavlja je rezultat poznat kao Sardova teorema koja nam za glatku
funkciju daje da je slika skupa kriti¢nih tacaka skup mere 0. Naime, da bismo pokazali
ovo, potrebno je da pokazemo nekoliko drugih tvrdenja. Za dokaz Sardove teoreme su
nam potrebna sledeca tvrdenja:

1. Za C* funkciju f: Q — R™ (Q C R"), slika skupa kriti¢nih tacaka je skup mere 0.

"Henri Léon Lebesgue (1875 - 1941), francuski matematicar.



3.1 Sardova teorema

2. Za C* funkciju f: Q — R (Q otvoren), slika skupa kriti¢nih tacaka je skup mere
0.

3. Pomoc¢na lema o meri skupova.

Teorema 3.1.3. Neka je Q otvoren skup u R” i neka je f : Q@ — R™ C! preslikavanje.
Ako je A skup kriti¢nih tacaka, tada je f(A) skup mere 0.

Dokaz. Neka a € A, tj. neka je rang(df)(a) < n. Odavde imamo da je f(a)+ (df)(a)(R")
zapravo afini potprostor V, prostora R" dimenzije manje od n. Neka je uq,...,u, orto-
normirana baza za R"™ sa centrom u f(a), takva da V, lezi u prostoru generisanom sa
uy, ...u,—1. ldeja je da pokazemo da za (proivoljni) zatvoreni paralelopiped @ C €, skup
f(AN Q) ima meru 0. Posmatrajmo sada Tejlorov razvoj u nekoj tacki y € Q) po x:

f(@) = fy) + (df) )z —y) + oy([|z = yl)- (3.1)

Imamo da je
oy ([l = wIDI| < Alllz = ylDllz = yll, (3.2)

gde A : RT — R i A(z) — 0, kada = — 0. Ako je ¢ > 0 dovoljno malo i Q. kocka
stranice € koja sadrzi = i a, tada po (3.1)) primenjenoj na x,a imamo:

1) fla) + (df)(a)(x —a) €V,
2) ostatak o,(||x — y||) moZe da uti¢e na wu,, ali kako imamo ogranicenje (3.2)) za o,

tada se f(z) nalazi izmedju hiperravni odredenih sa u,, = £2\(¢)e

Dalje, po Tejlorovom razvoju, imamo da f(z) lezi u kocki stranice Me, gde je M > 0
konstanta nezavisna od a, z i odabira koordinata {u;}. Zapremina preseka kocke stranice
Me i prostora izmedu hiperravni u, = £2\(e)e je < 4M" 1" \(€). Kako odabir koordi-
nata ne uti¢e na meru, imamo da je mera skupa f(Q.) manja od 4M™" " \(¢). Neka je
duzina stranice kocke (). Podelimo @ na (I/e€)"™ kocki stranice €, 1 = 1, ..., (I/€)". Pokazali
smo da ako je Q; N A # (), onda je

meraf(Q;) < M" " A(e).
Odavde sledi da je

meraf(ANQ) < > meraf(ANQ;) <AM" H"A(e).
1,ANQ; #0D

Kako A(e) — 0, kada € — 0, sledi da je meraf(AN Q) = 0. O

Teorema 3.1.4. Ako je f: Q — R! C*®-preslikavanje, gde je Q otvoren u R", i A skup
kriti¢nih tacaka, tada je f(A) skup mere 0.

Dokaz. DefiniSimo skupove
A ={a €Q:Df(a) =0 za sve «a takve da je 0 < a < k}.
Ocigledno je Ap1 C Ay za proizvoljno k i skup A; mozemo predstaviti na slede¢i nacin:

A= (A1 \ A2) U (A3 \ A3) U ... U (A1 \ An) U A, (3.3)
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(Naravno, skup kriti¢nih tacaka A je jednak sa A;). Sada, ako a € A, i ako je @) neka
zatvorena kocka u €2 tako da a € €2, imamo da je:

f(z) = f(a)] < M|z —a|"*,

pa slika kocke stranice € oko a ima meru < Me™™! u R, gde je M > 0 fiksna konstanta.
Stoga, kao u prethodnom dokazu, ako podelimo kocku @ na ({/€)™ manjih kocki stranica
¢, imamo da je meraf(A,) = 0. Ostatak dokaza sprovodimo indukcijom. Naime ako
je n = 1, tada je teorema pokazana. Pretpostavimo da za € otvoren skup u R*'i g
C>-preslikavanje skupa ' na R' i A -skup kriti¢nih tacaka vazi da je meraf(4,) = 0.
Posmatrajmo razbijanje (3.3) za funkciju f : Q@ — R!. Treba da pokaZemo da za skup
f(Ar\ Ax_1) ima meru 0 za 1 < k < n. Dovoljno je da pokazemo da za By = Ay \ Ax_1
i proizvoljnu tacku a € By postoji okolina U iste tacke tako da je meraf(B, NU) = 0.
Kako a € Ajy1, postoji a takvo da je || = k + 11 vazi:

D f(a) #0.
Bez uticaja na opstost, neka je a; # 0 i
=a-(0,..,1,..,0),
gde je 1 na j-tom mestu. Za h = DPf, imamo da je preslikavanje
(dh)(a) = [DPHA0-0f  DFHO0--1)]

u tacki a na j-tom mestu razli¢ito od 0, pa je rang ovog preslikavanja maskimalan, tj. 1.
Tada, po teoremi o rangu postoji okolina U tacke a, kocka @) u R™ i C*°-difeomorfizam
u: U — (@ tako da je

u({z: h(z) =0}) = {(z1,....,2,) € Q : xy =0} := H.
Po indukcijskoj pretpostavci imamo da je u(By) C H. Neka je
Q ={(z1,....,zn) ER":(0,29,...,2,) € H}.
Neka je g C*°-funkcija na € definisana na sledeéi nacin:
g(xe, ..., x,) = F(0, 29, ..., 2,),

gde je F = fou™t. Ako je S = u(ByNU), ocigledno je F(S) C g(4,). Po indukcijskoj
pretpostavci je g(A,), a zbog toga i F(S) = F(U N By), skup mere 0. O

Corolar 3.1.5. Ako je Q C R", f: Q — R™ C*®-preslikavanje i B = {z : (df)(z) = 0},
tada je meraf(B) = 0.

Dokaz. ITmamo da je f oblika (f1,..., fm). Za proizvoljno f; imamo da je B C B; = {x :
(dif)(z) = 0}, pa je
mera f(B) C mera f;(B;) x R",

sto je skup mere 0, pa je i f(B) skup mere 0. O
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3.1 Sardova teorema

Lema 3.1.6. Neka je S merljiv skup u R? = R" x RP™". Sa (z,y),z € R",y € RP™"
obelezavamo tacku u R?. Za ¢ € R" definiSemo skup

Se={ye R :(c,y) € S}
Tada S ima meru 0 u R? ako i samo ako S, ima meru 0 za skoro sve ¢ € RP.

Dokaz. Sledi direktno iz Fubinijeve teoreme primenjene na karakteristicu funkciju skupa
S. m

Sada kada smo pripremili podlogu, pokazimo Sardovu teoremu:

Teorema 3.1.7 (SardED. Neka je € otvoren skup u R™ i f : Q — R™ (C*-preslikavanje
i A skup kritilcnih tacaka f. Tada je f(A) skup mere 0.

Dokaz. Definisimo skupove
Ep = {z € Q : rang(df)(z) = k}
Ako je m > n, onda dokaz sledi direktno iz teoreme Neka je dalje n > m i neka je

A= | E.

0<k<m

Ideja je (kao i u prethodnim teoremama) da za bilo koju tacku a € A i neku okolinu U
tacke a, meraf(ANU) = 0. Imamo da je skup

{z € Q:rang(df)(z) <k} = |J E,

0<r<k

zatvoren za sve k. Stoga, Fj, je lokalno zatvoren, tj. za svaku tacku a € Ej i sve dovoljno
male okoline U tacke a u R", U N Ej, je zatvoren u U, stoga prebrojiva unija kompaktnih
skupova. Kako f slika kompaktne skupove u kompaktne, i kako su kompaktni skupovi
merljivi, sledi da je Sy = f(U N E)) merljiv u R™.

Za k = 0, po korolaru [3.1.5] imamo da je mera 0. Za 0 < k < m i a € E}, ako zapisemo
f=(f1,..., fm), bez uticaja na opstost mozemo pretpostaviti da je

rang(du)(a) = k,
gde je u = (f1, ..., fr). Funkciju u mozemo dopuniti do funkcije koja slika u prostor R™:

W= (f1, Sl Ukt 1y -y Un)s

gde su ugyq, ..., U, linearne funkcije na  (a samim time i glatke), tako da je ispunjen
uslov
rang(dw)(a) = n.

Kako imamo pun rang preslikavanja, po korolaru [2.4.5 postoji okolina U tacke a i V/
tacke w(a) tako da je w: U — V C*-difeomorfizam. Tada je preslikavanje

F=fow!':VsR"

oblika
F(zy,..,xy) = (21, oy g, Fra (), .0y Fp(2)).

2Arthur Sard (1909 - 1980), americ¢ki matematicar.
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Primetimo da je preslikavanje (dF')(z) sigurno ranga bar k. Kako je F' kompozicija difeo-
morfizma w™! i funkcije f, to povlaci da (dF)(z) zavisi iskljuc¢ivo od ranga preslikavanja
(df )(z). Stoga imamo da za skup

E, ={x €V :rang(dF)(z) = k}
vazi da je
S, =f(UNEy) =F(E,).
Za c € R¥, definiSemo preslikavanje F, : V, — R™* tako da je
FC(Z/) = (FkJrl(Ca y)? ) Fm(ca y))a
gde je naravno V. = {y € R" : (¢,y) € V'}. Imamo da vazi:
(c,y) € E}, ako i samo ako (dF,)(y) = 0.

Poslednji korak u dokazu se sastoji u primenjivanju prethodnog korolara i leme, redom.
Naime,
E,.={yeV.:(cy) € B}
je skup mere 0 u R™*. Uzimajuéi u obzir da je Si merljiv i da vazi
Ske={y eR™ " : (c,y) € Sy = F(E,)} = F.(E},),

po navedenom korolaru Sy, je skup mere 0 u R™. O]

3.2 Funkcionalna zavisnost

Definicija 3.2.1. Neka su fi,..., f, € C®(Q) i neka je f = (f1,.., fm). Kazemo da su
{fi} funkcionalno zavisne na S C 2 ako postoji otvoren skup

Q' > f(9)

i funkcija g na €’ tako da ¢~'(0) nije nigde gusto u Q" i g(f(z)) =0, za sve x € S. Ako
se moze izabrati g kao realna analiticka (holomorfna), onda kazemo da su {f;} analiticki
(holomorfno) nezavisne.

Komentar 3.2.1. Primetimo da je zapravo f(S) C g~%(0), pa funkcija g slika sve tacke
iz f(S) u 0. Odavde direktno imamo da ako f(.S) sadrzi otvoren skup, onda {f;} nisu
funkcionalno zavisne. Takode, iako funkcija g slika ceo skup €', za definiciju je bitan
samo skup tacaka koji se slika u 0, pa je tako na diagramu i predstavljeno.

Q/
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3.2 Funkcionalna zavisnost

Slika 3.1: Diagram funkcionalne zavisnosti.
Lema 3.2.1. Ako je X proizvoljan zatvoren skup u R", tada postoji ¢ € C°(R") tako
daje {r e R: ¢(x) =0} = X.

Dokaz. Imamo da postoji familija {U,} otvorenih skupova, tako da je X = NU,. Neka
je {K;n} niz kompaktnih skupova takvih da je

Km - RTL 1 Km C lo(m—{-l
1

Po korolaru [2.3.5 postoji familija C> funkcija {¢,} takvih da je 0 < ¢, < 1, ¢, = 0 na
X i¢,=1naR"\ U, Neka je

T C8

1 (0%
o =&pll,” = > — sup[|D,(x)].

laj<p =" FERP
Izaberimo €, > 0 takvo da je
> epep < .
1
Neka je
Um = Z €iPi.

i=1
Tada za bilo koji kompaktan skup K C R" postoji K C K,, za neko r, tako da ako je
p > 0 datoim’ >m > r ptada je

[Ym = Ywl] < D7 6lldglly <D elloglly =0, kada m — oo
q>m q>m

Dakle {1,,} je Kosijev niz u C*°(R"), pa postoji granica ¢ koja ocigledno zadovoljava
data svojstva. O]

Teorema 3.2.2. Ako je f : Q — R™ C>-preslikavanje i f = (fi,...fm), tada su
{fi} funckionalno zavisne na svakom kompaktnom podskupu skupa € ako i samo ako
je rang(df)(z) < m za sve x € Q.

Dokaz. Pretpostavimo da za neku tacku a € §2 vazi (df)(x) = m. Tada je (df)(x) =m
za sve x dovoljno blizu tacki a, pa je po teoremi o rangu postoji relativno kompaktna
okolina U tacke a takva da je f(U) otvorena u R", tako da f(U) nije nigde gust. Tada
{f;} ne ispunjavaju uslov funkcionalne nezavisnosti na U.

Obrnuto, ako je rang(df)(z) < m za sve x € ), po Sardovoj teoremi, f(§2) ima meru 0 u
R™. Ako je K C Q kompaktan, f(K) je kompaktan skup mere 0, stoga nigde gust. Po
lemi , postoji g € C°°(R™) tako da je ¢~ (0) = f(K). Ocigledno je onda go f(z) =0
za sve x € K. O

Teorema 3.2.3. Neka je f: Q — R™ analiticko preslikavanje, f = (fi, ..., fm). Tada su
sledeé¢a dva uslova su ekvivalentna:

1. rang(df)(xz) < m za bilo koje x € Q.

2. Postoji nigde gust zatvoren skup S C Q takav da bilo koje a € Q \ S ima okolinu
U C Q za koje su {f;|U} analiticki zavisne.
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Dokaz. Prvo primetimo da po principu analitickog produzenja, ako je {2 povezan, onda
je rang(df)(z) < m za sve x € ) ako i samo ako je ovo tacno za sve x u nepraznom
podskupu skupa €2.

Dalje, pretpostavimo da je €2 povezan. Ako skup S sa navedenim osobinama postoji,
tada je oCigledno rang(df)(z) < m za sve x € Q\ S pa onda i na €, jer je

{z : rang(df)(z) = m}

otvoren.
Sa druge strane, neka je
p = max rang(df )(z) < m; (3.4)

Izaberimo b € €) koje ispunjava ovaj rang. Iz ovoga sledi da postoje indeksi ji, ..., jp,
1 <j. <miky,.. ky 1 <k, <n takvi da je h(b) # 0, gde je

hz) = det(afj’“(x))

8x ks

Neka je S = {x € Q: h(z) = 0}. Kako je h analiticka na Qi #Z 0, S ne moze da sadrzi
otvoren podskup, pa je nigde gust. Ocigledno,

rang(df)(x) =p, zax € Q\S.

Neka je a € Q\ S. Po teoremi o rangu, postoje okoline U tacke a i V tacke f(a),
paralelopipedi 0, Q" u R™ i R™ redom i analiticki izomorfizmi v : Q — Uiu :V — @’
takvi da je v’ o f ou preslikavanje (xy, ..., x,) = (21, ..., 2, 0...,0). Ako je v’ = (ui,...,ul,),
i ako stavimo da je g = u,,, imamo da je

gof=0naU.
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Glava 4

Aproksimacione teoreme

U ovom poglavlju ¢emo se baviti teoremama o aproksimaciji koje nam daju korisne
ocene funckija. Aproksimacione funckije ¢e biti od polinomnog do proizvoljnog oblika,
dok ¢e ocene biti neprekidne funkcije ili konstante. Borelova teorema mozda na prvi
pogled izgleda kao da ne pripada ovom poglavlju, ali je ideja koja se koristi u sustini
oduzimanje aproksimacionih funkcija koje na neki nacin popravljaju funkciju i odrzavaju
je kona¢nom, pa je zato u ovom poglavlju. Na kraju ¢emo uvesti jedan poseban Hilbertov
prostor ¢iji su elementi holomorfne funkcije i pokazati neka tvrdenja u vezi ortonormiranih
baza i aproksimacija pomocu istih.

4.1 Borelova teorema o Tejlorovom razvoju

Neka je €2 otvoren skup u R"™ i neka je f € C*>°(Q2). Sa T'(f) oznacavamo Tejlorov red

1
al

T(f)=>"

(e}

(D*f)(0)2;

za m € N, obelezavamo

() = Y (DO

a<m

Definicija 4.1.1. Neka je X zatvoren podskup skupa Q. Kazemo je f € C*(Q2) m-ravna
na X, gde je m < k, ako je D*f(x) =0, za sve z € X i sve « za koje vazi |a] < m. Ako
je feC®(Q)1iD*f(x) =0zasvez € X i, onda kazemo da je f ravna na X.

Lema 4.1.1. Neka je f € C*°(R") m-ravna na 0. Tada za dato € > 0 postoji g € C*°(Q)
koja se anulira u okolini 0 i za koje vazi

lg = fllm <e

Dokaz. Po korolaru [2.3.5, imamo da postoji funkcija n(z) > 0 za sve z, n(z) = 0 za
|z|| < Lin(z)=1ako |z| > 1. Za é > 0, definiSemo

X

o) =n(5 ) £ (a).
Ocigledno, ova funkcija se anulira u okolini 0; dovoljno je onda pokazati da je

sup [(D%gq)(x) — (D“f)(z)] — 0, kada 6 — 0, ako |a| < m.
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Imamo da je
gs(x) = f(x), ako |z] > 4

stoga
sup||D%gs(x) — D f(x)|| = sup [|[D%gs(x) — D f()]|.

weR zl|<5
Kako je f m—ravna u 0, D*f(0) = 0, pa imamo da je

sup ||[DYf(z)|| — 0, kada § — 0, ako je |a| < m.
ll]|<é

Sada imamo da

Do) = X (C)awn ()0

ut+r=a v
Kako je n(z) = 1 kada je ||z|| > 1, imamo da je
sup || D"n(z)|| = M, < cc.
zeRY

Stoga je
Do)l <30 3 5D (o), 21 = mp (7 ) 1.

ptr=a v

Imamo da je D*f (m — |u|)-ravna u 0, pa je

sup|| D f(x)|] = o(6™ ), kada 6 — 0;

lz|<é

stoga je
sup ||D%gs(w)|| = o( > 6™ W) = o(1), kada je [a] < m.
|lz[|<é ptr—=a
Ovim je dokaz zavrsen. m

Teorema 4.1.2. (Bore]lID Neka je za svaku n-torku o = (o, ..., ;) nenegativnih celih
brojeva data realna konstana c,. Tada postoji funkcija f € C*°(R") takva da je

L pof0) = ea.

a!
Drugim rec¢ima, preslikavanje f+— T'(f), gde je f € C*, je sirjektivno.

Dokaz. Neka je
Tn(z) = > cox

la<m

Ocigledno je (T,,+1 — T;,) m-ravno u 0, pa po prethodnoj lemi postoji g,, € C*°(R") koja
se anulira u okolini 0 takva da vazi

||Tm+1 - Tm - gm||2in <27

1Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 - 1956), francuski matematicar.
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4.2 Weierstrass i Whitney

Imamo da funkcija
m=0

Dalje, za bilo koje k > 0, suma Y53 (Tt1 — T — gm) je k-ravna u 0. Stoga

k—1

TH(f) =TTy + Y (Tusr = T = gm)) = T,

m=0

¢ime je dokaz zavrsen.

4.2 Weierstrass i Whitney

Prvo ¢emo poceti sa jednom lemom.

Lema 4.2.1. Neka je f € CE(R"), gde je 0 < k < 0o. Za A > 0 definigimo funkciju

L(f)(z) = ga(z)
— ean /R ) Fy)e M@=t @yl gy

= C)\%n/ f(y)e—kllx—yH?dy,
Rn

gde je ¢ = 7~2" konstanta izabrana da ispunjava
c/ e 1P gy = 1.

llgr — fIIF" — 0 kada A — oo.

Tada imamo da

()

Slika 4.1: Funkcija f(z) = \/%e_ﬁ koju koristimo za integraciju u jednodimenzionalnom

slucaju.

Dokaz. Imamo da je
ga() =exs [ f(o =y lPay,
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jer kada zamenimo y sa x — y pod integralom, vrednost integrala se ne menja, pa za
la| < k, imamo

Dga(x) = A" [ (D°f)(x = y)e " dy
= Dga() = exd [ (D f)ye I ay.
Ovo nam daje da
Dga(w) = D" f(x) = A3 [ (D*f(y) = D*f(a))e " dy.
Za dato € > 0, postoji 6 > 0 takvo da
1D*F(y) = D*f(@)]| < 5. zalle —yll <5 ilal < k.
jer f € C¥(R™). Stavise, postoji konstanta M > 0 takva da

ID*f (W)l < M, zasvey, |a] <k

Stoga,
[D%gx(z) — D f(2)]|
= ([ e[ YD) - Do fa))e ey
[|lz—yll<é llz—yl[>d
< 16«:)\5”/ e‘*””“y”Qdy+2Mc)\%”/ e Ma=vlF gy,
2 " la—y||>5
Sada,

c)\%"/ e Nl gy — 1

c)\%”/ e A=l gy <
llz—y||>>0

1y¢2 1 1 2

— 2% 67%)\52.
Ovo nam daje da
« « 1 1+in —1xs2
\(z) — < = M .
1D%gr(2) = D f(2)l] < je+ M2 ="e

Kako za fiksno 6 > 0 mozemo izabrati dovoljno veliko A\ tako da je desna strana izraza
manja od €, imamo da

sup ||[D%gx(z) — D f(x)|] — 0, kada A — oo,

z€R™

¢ime je lema dokazana. O
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4.2 Weierstrass i Whitney

Komentar 4.2.1. Ako diferenciramo funkciju g, dobijamo

Dga(@) = D*(exs™ [ f(le M Pay) = ext [ p(y)pre e ilay,

n Rn

a kako je e Ml==vl” glatka, dobijamo da je gy isto glatka. Ovo je takozvano "uglacavanje

funkcije. Takode, primetimo da funkcija f ¢ak ne mora biti ni neprekidna. Naime,
dovoljno je da bude integrabilna na R™ jer, kako je e M==¥lI* <1, ¢, je dobro definisana
a zbog prethodno navedenog razloga i glatka.

Teorema 4.2.2. (Weierstrass) Neka je Q otvoren u R". Tada za proizvoljnu funkciju
feC*), gdeje 0 <k < oo, € >01kompaktan skup K C €, postoji polinom P(z) po

x1,..., T, takav da
If =PIl <e

Dokaz. Ako zamenimo f sa ¢f, gde ¢ € C°(Q2), supp(¢) C Qi ¢ = 1 u okolini K,
moZemo da pretpostavimo da f € CE(R"). Tada, po prethodnoj lemi, za dato ¢ > 0
mozemo izabrati dovoljno veliko A takvo da ako je

L(N(@) = ga(@) = A [ fly)e ey,

onda imamo ¢
lon = fIIE < &

Sada o
“Alz—yll? _ il p 2p
e = —AN)Pllz —y||P.
S Wl =l
Ako stavimo
N 1 )
Qn(e,9) = 3 ~(=Mlla — I,
p=0 p

onda
D*Qu(a,y) — Dee Mol

unifromno za x,y na bilo kojem kompaktnom skupu. Ako stavimo
Pxlz) = X [ f(5)@Qu(z, y)dy,

imamo da je Py polinom i [[gx — Py||f — 0, kada N — oo. O

Corolar 4.2.3. Ako je €); otvoren skup u R", j = 1,2 i z; predstavlja tacku u R"/,
konacne linearne kombinacije
S oW (1)0 (w2),

I
gde qbl(f) € C*(R"), su guste u C*(Qy x Q) za 0 < k < oo.

Kako topologija na C*(Q; x Q) sadrzi samo aproksimacije na kompaktnim skupovima,
kada pomnozimo ¢E]) sa prikladnom C*° funkcijom koja ima kompaktan nosac, dobijamo:

Corolar 4.2.4. Sa oznakama iz prethodnog korolara, konacne linearne kombinacije

> oM (1) (x2)

, gde gzﬁg) € C°(R™), su guste u C*(Q; x Q).
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Sada ¢emo pokazati aproksimacionu teoremu koja je fundamentalnog znacaja u izu-
cavanju diferencijalnih i analitickih mnogostrukosti.

Teorema 4.2.5 (Whitne. Neka je Q otvoren skup u R*i f € C*(Q), 0 < k < oo.
Neka je v neprekidna funkcija na Qi v(z) > 0 za sve x € €. Tada postoji realna analiticka
funkcija g na ) takva da

|Df(z) — D%g(z)| < v(z), za0<|a| < min(k’, 1/(151;)>

Problem ¢emo resiti tako sto ¢emo ga prvo preformulisati. Prvo primetimo sledece.

Lema 4.2.6. Neka je {K,} niz kompaktnih podskupova skupa € tako da je Ky = 0,
K, C Kpz1 1 UK, = Q. Ako je {e,} niz strogo pozitivnih brojeva, onda postoji
neprekidna funkcija v > 0 tako da je

v(z) <€, zaze K, \K,,

gde je p > 0.
Stoga, teoremu mozemo napisati u slede¢em obliku:

Teorema 4.2.7. Neka je Q otvoren u R” i neka f € C*(Q) gde je 0 < k < oo. Neka je
{K,} niz kompaktnih podskupova skupa 2 tako da je Ky =0, K, C f(pH i UK,=Q.
Neka je {n,} proizvoljan niz prirodnih brojeva i neka je m, = min{k,n,}. Konacno,
neka je {¢,} niz pozitivnih realnih brojeva. Tada postoji realna analiticka funkcija g na
Q) takva da je

1S = gllmz o < ey

za sve p > 0.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je m,1; > m, za p > 0. Podsetimo se da ako ¢, €
C™(Q) 1S C Q, imamo da vazi

16¢llm, < oIl 115, -

Obelezimo L, = K,+1 \ Kp, p > 0. Neka su ¢, € C* takve da je supp (¢,) kompaktan

u 2, ¢,(z) = 0 ako je z u okolini skupa K,_1, ¢,(x) =1 ako je x u okolini L,. Neka je
My =1+ |6yl

Izaberimo 9, > 0 takvo da je

1
2011 < Op, D6 Myyr < 1 7ap=0. (4.1)

q=p

Kao u lemi |4.2.1} ako f € CJ(R"), definiSemo I,(f) na sledeé¢i nacin:

L)) =™ [ fly)e Py,
Rn
c/ eIl gy = 1.

2Hassler Whitney (1907 - 1989), ameri¢ki matematicar.
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4.2 Weierstrass i Whitney

Po lemi [4.2.1} postoji Ag > 0 takvo da ako je gy = I\(¢0f), imamo da je

g0 — ¢0f||f§é < do

Dalje definiSemo induktivno brojeve Ag, ..., Ay, ... i funkcije go, .., Gp, ... na sledeci nacin.
Pretpostavimo da su go, ..., gp—1, Ao, .., Ap—1 date. Po lemi , postoji funkcija i, (A}, g;),
Jj <p—1, takva da ako je A\, > I, i g, = I, [¢p(f — 90 — ... — gp—1)], onda je

lgp — &p(f — g0 — - — gp—l)Hgf,H < Op. (4.2)

Kako g, zavisi samo od A, i go,...,gp—1, vidimo da je [, funkcija koja zavisi samo od
Aoy -y Ap—1. Kako je ¢, = 0 na okolini skupa K,_1, (4.2) nam daje da

195 Iz < Op; (4.3)
kako je ¢, = 1 u okolini L,, imamo
||f_90_"' _ngani, < €p, LP:KP+1\Kp- (4.4)

Stoga, kada zamenimo p sa p+ 1 u (4.2), imamo

gpllmt, = Mdpra(f = Z Dt + 1gp+1 — dpa (f Z Dl

IA

[16p1llim, I1.f = qu!\L”+5p+1

< Mp+15p + 5p+1a

O
Stavise, imamo iz (4.3))
g+l < G
Ovo nam daje da
ngHHKer <M, +1(5p + 25p+1 < Mp+15p + 510 < 25pMp+1' (4~5)

Preciznije
1
12 gl lm™ <23 0, Mypa < 5

q>p q>p

Ovo implicira da je

9= g, € C™(Q), zasvep.

q=0
Dalje, po (4.5)), imamo
L ¢ L 1
ILf = gllmr, < Hf—%:gq||mp+\|§>:gq|l h <O+ 56 < 6
a>p

Stoga, ako je {\,} niz takav da vazi A, > [,(Ao, ..., A\p_1), da su ¢lanovi niza {g,} definisani
po proceduri iznad, i da je g = 3 g,, onda

1f = gllnz ™" <6
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Sada ¢emo pokazati da ako su A, > (Ao, ..., A\p,—1) dobro izabrani, onda je g analiticka.
Po definiciji, imamo da

p—1

gl@) = N [ ) (F() = X g,(w)e I ay
— " /textsupp(%) Sp(v) (f(() —qu(y))e””'m‘y'ﬁdy-

Kako se integracija vrsi na kompaktnom skupu i e~ Mlz—yll? je analiticka u z, g, u R" za
sve p. Neka je sada 2p, jednako razdaljini izmedu skupova K, i Q \ K,i;. Ocigledno
je pp > 0. Neka je U, otvoren skup u C* D R", U, D K, takav da ako je z € U, i
y € Q\ K,_1, onda je

Re{(z1 —91)° + . + (20 — Un)*} > ppi

ocigledno je g, restrikcija na R™ funkcije

hy(z) = c)\én/

supp(¢p)

p—1
op(y) (f(?/) - Z gq(y))e—)\p[(Z1—y1)+...+(zn—yn)}dy.
q=0

Dalje, kako je supp(¢,) C 2\ Kpi1, ako je ¢ > p + 1, integral koji definise g, se moze
zameniti integralom na Q \ K,;;. Ovo pokazuje da za z € U, vazi

[hg(2)]| < eXd"e ™2 H,(go, ..., gg-1) = cAg Hye 2oPv, (4.6)

gde H, zavisi iskljucivo od A, ..., A\j_1, jer g, zavisi samo od A;, gde je j < p. Mozemo
izabrati, induktivno,

)\q > lq<>\0, ceey )\q—1)7

takvo da je
ln . .
E Ad qu_’\qp < 00, za bilo koje p > 0.

l'I’L — A
To radimo tako Sto izaberemo A, takvo da je A\j Hgye 7 < q%. Sa ovakvim odabirom niza
{A\}, iz (4.6)) imamo da red
h(z) =) _hq(2)
konvergira uniformno na U, za bilo koje p; ocigledno, U = JU, je otvoren skup u C" i

vazi U NR™ = €2; h je holomorfna po teoremi Njena restrikcija na € je funckija ¢
koja je zato realna analiticka na 2, ¢ime je teorema pokazana.

4.3 Aproksimaciona teorema za holomorfne funkcije

Neka je U otvoren skup u C" i neka je A : U — R nepekidna nenegativna funkcija.
Sa dv = dv, oznac¢avamo Lebegovu meru u C". Sa H(\) oznac¢avamo skup holomorfnih
funkcija na U takvih da je

/U £(2)PA(2)dv < oo
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4.3 Aproksimaciona teorema za holomorfne funkcije

Lema 4.3.1. Za f,g € H(\) definiSemo skalarni proizvod

(.9 = (£.9) = | FE9EINE)dv.
Tada H(A) sa skalarnim proizvodom (f, g) ¢ini Hilbertov prostor.

Dokaz. Kako je prostor L?(Adv) kvadratno integrabilnih funkcija po meri \(z)dv, kom-
pletan, ostaje nam samo da pokazemo da je H(\) zatvoren u L?*(Adv). Ovo je posledica
sledece propozicije. O

Propozicija 4.3.2. Ako je {f,} niz elemenata iz H(\) i vazi

/U 1£,(2) — f,(2)\(2)dv. — 0, kada p,q — oo,

tada niz {f,} konvergira uniformno na kompaktnim podskupovima skupa U.

Dokaz. Kako je A ograniCena sa pozitivhom konstantom na bilo kojem kompaktnom
podskupu skupa U, mozemo uzeti A = 1. Ako je g holomorfna u okolini zatvorenog diska
{z € C: |z —a| < p}, imamo po Kosijevoj formuli,

g(a) = (mp*)~" /|2Spg(& + z)dv.

Ako primenimo ovo n puta, sledi da ako je h(zy, ..., z,) holomorfna u okolini policilindra
{(Zh 7ZTL) eC: |Zl - CL1’ S Py ‘Zn - (ln| S p}7 onda

h(a) = (1p?)~" / ha + 2)dv.
|z|<p
Neka je K kompaktan skup u U i p > 0 dovoljno malo tako da je skup
K,={z¢€ C": postoji a € K tako da je |z —a| < p}

kompaktan u U. Ako je f holomorfna u U i a € K, imamo da je

@I ()™ [ Ifla+2)ldv < (xp?)™ [ 1£(2)]dv.

|lz|<p Kp
Ako primenimo ovu nejednakost na razlike (f, — f,)?, dobijamo trazeno tvrdenje. ]

Neka je {¢,} kompletna ortonormirana baza u H(\). Tada, ako f € H(A), onda je

f = ZCV)\V) Cy = (fa ¢y)7

gde je naravno red konvergentan u H(A). Iz prethodne propozicije mozemo zakljuciti:

Lema 4.3.3. Ako je {¢,} kompletna ortonormirana baza za H(\), tada bilo koje f €
H(A) moze biti aproksimirano, uniformno na kompaktnim podskupovima skupa U sa
kona¢nim linearnim kombinacijama

N
Zcuqb,,, ¢, € C.
14
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Propozicija 4.3.4. Neka su U;, U, otvoreni skupovi u C",C™ redom, i neka su A;
striktno pozitivne funkcije na U;. DefiniSemo proizvod funkcija Ay x A na Uy x Us
na sledeéi nacin:

(A1 X A9)(21, 29) = A1(21)Aa(22).

Neka je {¢{)} kompletan ortonormiran sistem na H()\;), za j = 1,2. Tada funkcije
{6V (21)¢?)(22)} formiraju kompletnu ortonormiranu bazu u H(A; X A).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da ako f € H(A X Ag) i
/ f(z, z2)¢,(,11)¢(£))\1(zl))\g(ZQ)dv =0, zasveu,Uvs,
U1><U2

(gde je dv Lebegova mera u C™*"2), tada se f = 0. Neka je dv; Lebegova mera u C™.
Prvo treba da pokazemo da za a; € Uy, funkcija

2 = flar, 22)

na U, pripada H();). Stavise, iz dokaza prethodne propozicije sledi da za zj € Uy, 1
dovoljno malo p > 0

Flan )P < )™ [ 17 2)Phla)do
z1—a1|<p
gde je
c=1inf \(z1) za |z —a1]| < p,
tako da je

/U | f(ar, 22)[PAa(z)dvs < c_l(ﬁp2)_"1/ £ (21, 20)|PA0 (21) Aa(2)do < oo

U1 ><U2

Sada tvrdimo da za bilo koje v, funkcija

) = () = [ S, 2 ol

lezi u H(\). Prvo imamo da je g(z;) holomorfna na U, jer, ako imamo niz kompaktnih
skupova {K,} koji icrpljuju Us,

/K f(Zl, Zz)¢l(/22)(2’2))\2(22)d712

konvergira ka ¢(z1), uniformno na kompaktnim podskupovima skupa U;, kao u propoziciji
4.3.2l Dalje, po Svarcovoj nejednakosti imamo

9G0P < [ 1f(12)Pha()dus [ 1682 () PAalz2)dvs,
UQ U2
pa je
/ |g(21)|2>\1<21)d?]1 < / )\1(21>dU1/ |f(21,22)|2)\2(22)d1)2 < 00,
Uy U1 Us

jer f € H(A X A2). Stoga g(z1) € H(A1). Po hipotezi, g(z1) je ortogonalna na sve
{6V (21)} u H (A1), stoga se g(z1) = 0. Zato, za fiksno 2, f(21,22) je ortogonalno na sve
{¢l(,22)(22)} u H(A2), pase f(z1,22) =0. e

46



4.3 Aproksimaciona teorema za holomorfne funkcije

Teorema 4.3.5. Ako su Uy, U, otvoreni skupovi u C™,C™ redom, konacne linearne
kombinacije
>0 (21)95 (=),

gde su qﬁ(yj)(zj) holomorfne na Uj, su guste u prostoru holomorfnih funkcija na Uy x Uz u
odnosu na topologiju kompaktne konvergencije.

Dokaz. Neka je f(z1, z2) holomorfna na U; x Us. Tada postoji strogo pozitivna neprekidna
funkcija n : Uy x Uy — R tako da f € H(n), tj
[ 1fPndv < oo,
U1>< 2

Neka su {K{} kompaktni skupovi u U; tako da vazi:

K9 c k9, UKY

Tada je
UK U1 X UQ

Neka je 0 < € < 1 takvo da je n(z1,22) > €, za (21, 22) € K(l) X K . Neka su \; strogo
pozitivne funkcije na U; takve da je A;(z;) < ¢, za z; € K{ \K(J Sada

(K 5 K\ (D x K20 = KO (R K2 0 (KD K < K2,
Za tacku
(1 22) € (K x K\ (B2 x K2,

trivijalno imamo da je
A1(21)A2(22) < € < (21, 22).

Stoga imamo da je
)\1(21))\2(22) S 7](21,22), na U1 X UQ.

Stoga f € H(A X Ag). O

Ako je {¢)} kompletan ortonormiran sistem u H(};), tada proizvodi gb ) 22) formi-
raju kompletnu ortonormiranu bazu u H(A; x As). Kako f € H(A x A2), po lemi[4.3.3]
postoje kompleksne konstante c,,,, tako da forma

chlvz(b(l) Zl ( )

aproksimira f uniformno na kompaktnim podskupovima skupa U; x Us.
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Linearni diferencijalni operatori






Glava 5

Furijeova transformacija

Ova transformacija ima svoju Siroku primenu u teoriji i praksi. Ako je primenimo
na talas, dobi¢emo vrednost amplitude za datu frekvenciju. Ovde ¢emo ispitati neke od
njenih osnovnih osobina u zavisnosti od prostora funkcija na kojima je primenjujemo.
Rezultate iz ovog poglavlja ¢emo primenjivati u velikoj meri dalje u radu zbog korisne
osobine ove transformacije koja nam daje direktnu vezu izmedu polinoma i diferencijalnih
operatora.

5.1 Furijeova transformacija na Schwartz-ovim pro-
storima
Neka je dat otvoren skup 2 C R™ i realan broj p > 1. Skup kompleksnih Lebeg-

merljivih funkcija f na € takvih da je |f|P integrabilno u odnosu na Lebegovu meru ¢ini
vektorski prostor. Ovaj prostor je takode snabdeven normom koja se prirodno namece

\fllee = ( [ 1£Pd)”,

i sa tom normom ¢ini Banahov prostor koji obelezavamo sa LP(£2). Primetimo da funkcije
koje imaju normu 0 mogu biti jednake nuli skoro svugde. Specijalno, za p = 2 na ovom
prostoru mozemo definisati

(f,9)2 = /Q Flz)g(@)dx.

L?(Q) je Hilbertov u odnosu na ovaj skalarni proizvod. Neka je f € L'(2). DefiniSemo
Furijeovu transformaciju F : L*(Q2) — L*(Q), f + f na slede¢i nacin:

F()E) = f(&) = @m)" | J@)er =y,

gdeje £ = (&,..,&,) i < x,& >= 18 + ... + 160
Dalje, definiS$emo Svarcov prostor brzoopadajuéih funkcija

S(R™) = {f € C®R") : (1 + |z[))ND*f(z) je ograni¢ena VN € Ny, V|a| > 0}.



5.1 Furijeova transformacija na Schwartz-ovim prostorima

Za sve 0 < p < oo, S(R") je gust u LP(R"). Takode, za sve a = (ay,...,a,), D*f je
sadrzana u S(R™) (a samim time i ogranicen). Primetimo da parcijalnom integracijom
dobijamo

0

R al’z

f(x)e—i<x,£>dx _ / (f(x)e—i<m,£> Ti=0o0
]Rnfl

T;=—00

- [ f@) g,

Jdwy.dy, \dzisy...dy

1<x,E> ri=oe

T;=—00

a kako je e~ = 0 (sem na skupu mere 0), imamo da je prvi ¢lan sa desne

jednakosti 0, tj.
0

rRn OT;

f(m)e_i<””’5>dx:/ f(z)(i&)e "> du,

n

Odavde direktno dobijamo da je

(27T)—n/2 Dozf(x)e—i<ac,§>daj — (27r)—n/2,i\a|§a/ f(.CE)e_i<x’x>dl',

R" n
tj.
F(D*f) =il F(f). (5.1)
Primetimo da je

F©)1 < @m)? /R [f(@)lle™" <" |d = (2m) ||| 2 )

Sada imamo direktno:
Corolar 5.1.1. Ako f € S(R"), onda f € S(R").
Teorema 5.1.2. (Formula inverzije) Ako f € S(R"), onda je

fla) = @m 2 [ fQed, rer

Rn

Dokaz. Neka je ¢ € S(R"). Kako je f ograni¢eno, imamo da je funkcija ¢(§)f(§) inte-
grabilna. Dalje, koriste¢i Fubinijevu teoremu imamo:

Jo@f©e=ede = @r) 2 [ o< ( [ flyereay)de
= (2m) _”/2/¢ f(y)e=~"v¢>dyd¢
= (2m) "2 / fla+0)( / H(E)e < dE ) dr

= [ fa+ndna

gde je naravno t = x + y smena koju smo koristili. Uzmimo g € S(R") i stavimo
(&) = g(e€) sa € > 0. Tada imamo

Sada imamo:

/g(ﬁf)f(f)€i<x’f>d€ = /f (z + et)g(t)dt




Kako su f i g ogranicene i f i g integrabilne po prethodnom korolaru, mozemo da pustimo
€ — 0 pod integralom, i dobijamo:

0) [ f©)e<=de = f() [ 4(war

g(&) = elklIP/2,

Ako uzmemo da je

uzimajuéi u obzir
9=49,
imamo da je

9(0) = (2m) "2 [ g(t)dt = 1.

Kada uvrstimo ovo u jednakost dobijamo

fla) = @m)2 [ fe)e<rede,

Sto je i trebalo pokazati. O

[ 1€ = [ re)o

Ovo dobijamo iz dokaza prethodne teoreme, ako stavimo z = 0.
Corolar 5.1.4. Ako f € L'(R") i g € S(R™), onda imamo

/g £)ei<r€> g = /fort £)dt.

Direktno iz dokaza prethodne teoreme.
Corolar 5.1.5. Ako f,¢g € S(R"), imamo:

<f7 g)L2 = (fu@)LQ
Kao poseban slucaj, za f = g imamo || f||r2 = ||f]| 2.

Dokaz. Uvodimo ¢ € S(R") tako da je

Corolar 5.1.3. Imamo

Tada, po formuli inverzije imamo:

g(@) = 2m) 2 [ ()<= de.

Ako konjugujemo ceo izraz, imamo:

9(@) = @m) 2 [ o(©e <€ dg = ().

Tada po |5.1.3|imamo da je

(e = [ €9 = [ 1©d()de = [ f©o()de = (f, )iz

sto je i trebalo pokazati. O
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5.2 Furijeova transformacija na L! i L? prostorima

5.2 Furijeova transformacija na L' i L? prostorima

Ako imamo f € LP(R") i g € S(R™) tada je naravno proizvod fg integrabilan. Sada
za tu funkciju f mozemo da definiSemo linearnu funkcionelu f na S(R™) na sledeéi nacin:

(f.0) = [ F0dwyat, vo e S®Y)

f opet zovemo Furijeovom transformacijom funkcije f. Ako za neko 1 < ¢ < oo postoji
funkcija g € LY(R") tako da vazi

(f.0) = [9®d(t)dt, ¥o e S,

onda poistove¢ujemo f sa g. Primetimo da su onda ove funkcije jednake do na skup mere

0.

Sada ¢emo da pokaZemo da je zapravo L? norma invarijanta Furijeove transformacije:

Teorema 5.2.1. (Plancherel). Neka f € L2(R"). Tadai f € L2(R) i vazi ||f][z2 =
[1/1]z2-

Dokaz. Kako je S(R™) gust u L*(R™), imamo niz funkcija {fi }ren takav da vaZi:
|| fx — fllzz = 0, kada k — oc.
Dalje, po imamo da je

||fk —leB =||fx — fillzz , pa imamo da
e — fillze — 0, kada k1 — oo

Sada koriste¢i kompletnost prostora L?(R"™) imamo da postoji g € L*(R") takvo da
IIfe —gllzz = 0, kada k — oco.
Ocigledno vazi da
llze = tim 1 ulle = Y L felse = 1171
Dalje, za ¢ € S(R") imamo

[oowar = lim [ fuhyoat = lim [ fu)(ear

po koroloaru . Dalje, kako f;, — fu L*(R") i be L%(R™), po Svarcovoj nejednakosti

imamo:

(fi = £, D) < [1fie — fllz2lldllz2 — 0, kada k — oo,

pa vazi da
hm (fe(t) — f(£)o(t)dt — 0, kada k — oo
tj.
/ g(t)o(t)dt = Jim / Fo()d(t)dt = / £(6) — (f,6),Yo € S(R"),
¢ime je teorema dokazana. O]

Michel Plancherel (1885 - 1967), Svajcarski matematicar
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Propozicija 5.2.2. Primetimo da vazi

f(=z) = f(x), 7afe SR

Ovo je direktna posledica formule inverzije i prethodne teoreme. Primetimo da ovo
vazi za L? prostore. Ako f € L'(R"), za ¢ € S(R"™) imamo

[ orf@e=ds = [ flo+et)dat,

po korolaru [5.1.4l Sada, ako dodamo uslov da f € L'(R™) imamo da leva strana konver-
gira ka

0) [ f(e)e'<=e g,

dok desna strana konvergira u prostoru L'(R") ka

z) / 3(t)dt

/ o(t)dt = / bei<t0> gt

f(—2) = f(2),

naravno pod pocetnom pretpostavkom da f, f € LY(R™).

Kako je

imamo

Dalje, definiSemo operaciju konvolucije za f, g € L*(R") na slede¢i nacin:

(/ +9)(@) = [ flw =)o

Pokazac¢emo da ovako zadata operacija ima smisla:
Propozicija 5.2.3. Neka f,g € L'(R"). Tada

/|f T — y)|dy < oo,
za skoro sve x. Takode vazi
1f*gllee < | fllee[lgl] -
Neka su f,g > 0. Pokazimo da (f % g) € L*(R™). Po Fubinijevoj teoremi imamo:

| ] fa=wgwdydz = [ ( [ 1= y)dz)gty)dy = |17 ]lu:llgll < oo.

Ako uzmemo proizvoljno f,g € L*(R™), dobijamo datu nejednakost normi.

Komentar 5.2.1. Primetimo da za f,g € L*(R") trivijalno imamo da je
/\f(x —y)g(y)|dy < %
za, skoro sve z, i po Svarcovoj nejednakosti vazi

| [ 1@ = ng)y| < [11lz2llgll
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5.2 Furijeova transformacija na L! i L? prostorima

Teorema 5.2.4. Neka f,g € S(R"). Tada i f xg € S(R") i vazi
F(f % g) = (2m) " fg.
Dokaz. Prvo primetimo da je
2? = |z =y +y* < (Jo =yl + [y)? < 20z =y +2Jy P,

pa je
L+ |z <2420z —y? + 2y <201+ [z — y|*) (1 + |y]?).

Kako je D*(f * g) = [ D*f(z — y)g(y)dy, imamo da je

(L+[zND(f xg)] < 2V /(1 + |z =y D f(x = y)(1+ [y]*)"g(y)dy)
< 2V[|(1+ [2) D f (@) 2| (1 + ) g ()] 22 < o0,

jer su funkcije f, g € S(R"), pa dobijamo da je f * g € S(R™). Dalje,

F(fxg)©) = 2m™" / ( / f (%—y)g(y)dy)e"'“@dx
= @07 [ (o = gly)e € dyda
= R [ o) e
= (2m)"2f(©)3(9).
L]

Corolar 5.2.5. Ako f,g € S(R™), tada po prethodnoj teoremi i formuli inverzije imamo:

F(fg) = @m) "2 f 4.
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Glava 6

Linearni diferencijalni operatori

U ovom poglavlju ¢emo uvesti linearni diferencijalni operator preko definicije nosaca
i pokazati da se moze predstaviti u pogodnom obliku koji najces¢e moze da se vidi u
literaturi. Posle toga ¢emo pokazati jedan rezultat koji povezuje slabu neprekidnost sa
linearnim diferencijalnim operatorom.

6.1 Teorema Peetre-a o reprezentaciji linearnog di-
ferencijalnog operatora

Definicija 6.1.1. Neka je V otvoren skup u R". Tada definiSemo linearni diferencijalni

operator
P C%(V,p) = C=(V.q),

tako da vazi
supp(Ps) C supp(s)
Prirodno mozemo definisati i restrikciju operatora na otvorenom skupu U C V:
Py C*(U,p) — C*(U,q),

Stavise, za a € U uzmimo C*°-funkciju ¢ koja ima kompaktan nosa¢ u U koja je jednaka
1 u okolini a. Tada za sve s € C*°(U) definiSemo odeljak ¢s € C*°(V') na sledeéi naéin:

b3(2) = {gb(x)s(x), ako x € U
0, akox ¢ U
Mozemo da stavimo da je
(Pus)(a) = P(¢s)(a)
Propozicija 6.1.1. Neka je ) otvoren skup u R" i neka je P linearni diferencijalni
operator , P : C*(Q,r) — C*(Q,s) . Tada, za bilo koje a € Q postoji okolina U > a,
n € N i konstanta C' > 0 takva da vazi:

[1Pullo < Cllullm, (6.1)
za bilo koje
ue C°(U\A{a}, ).
Podsetimo se da je norma za funkciju C§°(U, r) definisana na slede¢i naéin:

lullm = > D sup| D%u;(x)],u = (ur, ..., ur).

ja|<m j=1 7€



6.1 Teorema Peetre-a o reprezentaciji linearnog diferencijalnog operatora

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da za neku tacku a € 2. Neka je onda Uy relativno
kompaktan u 2. Tada postoji otvoren skup

Ul ccvu \ {CL},

i funkcija
U € Cgo(Ul,T),

takva da vazi
|[Puy||o > 2%|us]]1.

Dalje, u Uy \ U; > a postoji otvoren skup
U, CC (UO \Ul) \ {CL}

i funkcija
U € Ogo(Uz)

takvo da vazi
|[Puallo > 22| |uz||2.

Dalje konstruisemo niz skupova {Uy} na sli¢an nacin:
Uk CUQ\{CL}, UkﬂUl:Q), akok:;él

tako da vazi
U € O(()X)(Uk,r)

[1Pugllo > 2% Ju]|x.

Uo

6 ()
ONO:
® E

Slika 6.1: Konstrukcija skupova.
Neka je dalje

y— i 2_kuk

= e [x
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Ocigledno da red konvergira u C'*°, i to tako da
uwe C&(U,r),
gde je U’ relativno kompaktna okolina Uy u €. Imamo da je
Zbog osobine linearnog diferencijalnog operatora supp(Pf) C supp(f), za sve f, imamo
da je
PulUy, = 27*[Juy | (Puy) | U

Kako je ||Pug|lo > 22%||ug||x, postoji z, € Uy takvo da je
| Pug(wg)] > 27| [ug||4- (6.2)

Sada je
| Pu(ze)] = 27F|Jux| [ | (Puk) |Ux| > 2",

]

Teorema 6.1.2. (Peetre)ﬂ Neka je € otvoren skup u R" i neka je P linearni diferenci-
jalni operator iz C*°(Q,7) u C*(Q, s). Tada, za svaki relativno kompaktan podskup €’
u €2 postoje:

1. Konstanta m > 0;

2. C* preslikavanja a, iz €' u prostor linearnih preslikavanja iz R” u R® (tj. prostor
matrica s X 1),

takva da za svaku funkciju u € C*(Y,r)

(Pu)(x) = > aa(x)(D"u)(x).

laf<m

Dokaz. Dokaz ¢emo podeliti na nekoliko koraka. Prvo é¢emo da fiksiramo proizvoljan
otvoren skup U i pretpostaviti da postoje konstante C' > 0 i m > 0 takve da vazi

||Pullo < C||ul|m, za sve u € C5°(U, ). (6.3)
Ovu pretpostavku é¢emo Kkoristiti kroz ceo dokaz.

1. Korak: Pokazac¢emo da za funkciju v € C§°(U, r) koja je m—ravna u tacki a vazi:
(Pu)(a) = 0. (6.4)
Po lemi postoji niz funkcija {u,} € C5°(U,r) koje se anuliraju u okolini tacke a

takve da ||u — ugl||,, tezi ka 0 kada k& — oo. Po nejednakosti Puy, onda uniformno
konvergira ka Pu na U. Sada, kako je

supp(Pug) C supp(us),

1Jaak Peetre, roden 1935., Svedski matematic¢ar
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6.1 Teorema Peetre-a o reprezentaciji linearnog diferencijalnog operatora

i kako su funkcije u; jednake 0 u okolini a, imamo
(Pug)(a) = 0.
Stoga, zbog uniformne konvergencije imamo:

(Pu)(a) = lim (Puy)(a) = 0.

k—o0

2. Korak: Pokazacemo da za bilo koju funkciju u € C*°(U,r) postoje C* preslikavanja
a, koja slikaju  u prostor matrica s x r takva da:

(Pu)(z) = > ao(z)Du(z), z€U.

laf<m

Neka je e, ..., e, baza prostora R". Ako u € C*°(U, r), imamo
u=> uje;, gdeu; € C®U,1).
j=1

Za a € U, neka je fi4, monom
Paa = (x —a)”.

Tada imamo po Tejlorovoj formuli u ¢ imamo da je

1 r
u = Z jﬂa,aZDaujej + f7

la|<m Jj=1

gde je f funkcija ostatka koja je m—ravna u a. Podsetimo se da postoji skalarna funkcija
v, takva da je
supp(v,) C U, kompaktan u U,

koja je jednaka 1 u nekoj okolini tacke a. Ovo nam na primer daje korolar 2.3.5] Tada
je funkcija fv, € C5°(U,r) i takode m-ravna u a pa, uzimajuéi u obzir da su funkcije u;
skalarne, dobijamo:

Kako je

a po pretpostavei P(pugoe;) je C™ preslikavanje skupa €2 na R®, imamo da je preslikavanje
a = P(taq)(a) C sa skupa ©Q u R°. Predstavimo sumu po j zajedno sa funkcijama
iP(uaja)(a) preko linearnih preslikavanja a,. Na kraju jos samo treba da zaklju¢imo da
je ovo tacno u svakoj tacki a € U ¢ime dobijamo trazeno tvrdenje.

3. Korak: Ovde ¢emo pokazati tvrdenje teoreme. Iz propozicije imamo da za
svaku tacku a € U postoji okolina U, i konstante C, > 0 i m, € N takve da je

1Pullo < Callulla,
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Kako je @ C U,ep U, relativno kompaktan u U, postoji konacan skup tacaka A =
{a1, ...a} takvih da je
Q' c | U

acA

Ako uzmemo C' = max{C, : a € A} i m = max{m, : a € A}, imamo da vazi
[1Pullo < Cllullm,

za sve
u e C(Y\ (Hai}, ).
Iz koraka 2 imamo da postoje C'*° preslikavanja a, iz ' u R® takva da je

(Pu)(z) = > aa(z)(D%u)(z), zaxzeQ\ {z:}.

laj<m

Kako su obe strane jednakosti neprekidne, imamo trazeno tvrdenje. O]

6.2 Slaba neprekidnost

Definicija 6.2.1. Neka je 0 C R",ia € 2. Sa m, ¢emo obelezavati potprostor prostora
C>(Q,r) koji ¢ine funkcije f takve da je D*f(a) = 0, za sve |a| = 1. Red operatora P u
tacki a ¢emo obelezavati op(a). DefiniSemo ga kao najveéi broj k takav da je P(f*s)(a) #
0 za neko f € m, i neki odeljak s € C5°(€2,7). Red operatora definisemo kao max op(a).

Komentar 6.2.1. Lako mozemo dokazati da je red operatora P zadat kao u zapravo
najveée k za koje postoji o takvo da je |a| = ki a, Z0..

Definicija 6.2.2. C-linearan operator L : C*°(Q,r) — C'*(€2, s) ¢emo nazivati slabo ne-
prekidnim, ako za svaki niz odeljaka {s;} u C°°(, r) koji lokalno uniformno konvergiraju
ka s € C*(£2,r) zajedno sa svim njihovim izvodima, niz {Ls;} konvergira uniformno na
kompaktnim podskupovima ka Ls.

Teorema 6.2.1. Slabo neprekidan C-linearan operator
L:C*®Q,r)— C®(Q,s)

je linearan diferencijalni operator reda < m ako i samo ako je slede¢i uslov ispunjen:
Za bilo koje s € C*(£2,7),a € € i bilo koju realnu funkciju f na 2

r(N)(a) = e M L(se™)(a)}
je polinom po A reda < m sa vrednostima u

Dokaz. Jedan smer je jednostavan. Ako pretpostavimo da je L linearni diferencijalni
operator reda < m, po prethodnoj teoremi imamo da je

L(se™) = 3" a,D*(se™M) = 3 ane™ (Das + (iA)'“'sDo‘f>,
la|<m la|<m
pa je
k(\)(a) = e”NW@ > age™ (Das + (i/\)|a|sD°‘f) =

la|<m
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6.2 Slaba neprekidnost

na svakom relativno kompaktnom podskupu, pa samim time i svugde. Ovo je oc¢igledno
polinom m—tog stepena.
Pokazimo sada drugi smer. Prvo ¢emo predstaviti polinom preko funkcija s, (f, s):

K(A)(a) =D ko (f,s)(a)\".

Naravno, preslikavanje a — x,(f, s)(a) onda mora biti C°, tj. x,(f,s) € C=(Q, ).

Dalje, za realne brojeve A1, ...\, i realne funkcije fi, ..., fx definiSemo
efit(klfﬁmﬂkfk)L(Seit(klfﬁ...ﬂkfk)) — i ,iy()\’ 1, s)t”, (6.5)
v=0

gdeje A= (A1, ..., ) 1 f = (f1,--, fx). Ovo je ocigledno polinom po ¢, jer je Ay fi + ... +
M. fr realna funkcija. Zbog toga je

Ku(A, f,8) € C™(8,r).
Takode, za fiksirano A i v > 0 imamo da je
Ky(uX, f,8) = u’k, (A, f, ).
Primetimo da je[6.5] jednako sa x(t - (X, f)), pa je

ru(A, [ 8)(a) = ko (f, s)(a) (X, )Y,

sto je homogeni polinom po svim Ay, ... \;. Dalje, neka tacke a,b € €2, neka je U oko-
lina tih tacaka i neka je ¢ : U — V C*°-difeomorfizam skupa U na otvoren skup V u
R"™. Za proizvoljnu funkciju g € C§°(V), po formuli inverzije (tj. inverzne Furijeove
transformacije) imamo:

Bly) = (2m) "> / B an,
Stoga, ako s € C™(Q,r), za funkciju so(x) = s(x)5(¢(z)) imamo:

so(a) = (2m) "2 / BN @> (1) dA.

n

Kako je L slabo neprekidno, imamo:

Liso)(a@) = (2pi) "2 [ BO)L(s¢"*%)(a)dA

n

= (27T)—n/2i/3(>\)my()\7 (b, S)<a)ei<)\,¢(a)>d)\
v=0

= > Y ouu(a)2m) / BN A,

v=0 |a|=v
gde je
Tap € C(Q,1).
Kako su funkcije k,(\, ¢, s)(a) homogeni polinomi po A stepena v, po formuli inverzije
imamo:

Z 3" Gaw(a)i(DB)(4(a)). (6.6)

v=0 =
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Ako s € C§°(V, £) ima nosa¢ u maloj okolini tacke a, tada je

supp(Ls) C supp(s).

Ako b ¢ supp(s), mozemo da uzmemo da funkciju § takvu da je S(¢(z)) = 0 ako je x
blizu b i da je B(¢(x)) = 1 u okolini supp(s) i primeniti [6.6] i dobijamo da je L linearni
diferencijalni operator reda < m.

[
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Glava 7

Prostori Soboljeva

Parcijalne diferencijalne jednacine opisuju veliki broj zakona i njihova resenja cCesto
odgovaraju nekim pojavama u prirodi. No medutim, neke od tih pojava koje su opisane
istim tim zakonima ne mogu da se opisu "lepim" (tj. diferencijabilnim funkcijama). Iz
potrebe da se ispravi ova slabost uvedeni su prostori SoboljevaE] koji uopstavaju prostore
diferencijabilnih funkcija. Na ovim prostorima se prirodno pojavljuju i pojmovi slabih
izvoda i slabih resenja.

7.1 Definicija i osobine

Neka je €2 otvoren skup u R™, p > 1 realan broj i ¢ > 1 i m > 0 celi brojevi. Neka je

f=(fr,n fg) i Q2= CY

C® preslikavanje. Posmatramo prostor svih C* funkcija f : 2 — C9 za koje je ispunjena
nejednakost

> Z/\Dafj JPdr < oo
jal<m j=1

Na ovom prostoru definiSemo normu:

m,p:<z Z/Dafj ’pd)

|a|<m j=1

Definicija 7.1.1. Kompletiranjem ovog prostora u odnosu na normu || - ||,,,,, dobijamo
prostor Soboljeva koji obelezavamo H,,,(§2). Kompletiranjem prostora C§°(£2,q) (C'*
funkcija f : 2 — C?) u odnosu na istu normu obelezavamo sa H,, ,(€2).

Primetimo da

Fluw=( X 3 [ 105 @)

laj=m j=1
definiSe semi-normu, tzv. semi-normu Soboljeva.
Neka 21, 20 € C%, z; = (251, ..., 2jq). DefiniSemo

217 22 Z Z1vZou-

1Sergej Ljvovié Soboljev, (1908 — 1989), Sovjetski matematicar



Akoje f=(f1,... f;) Q= Clig=(g1,...,94) : 2 = C?, definiSemo:
=3 [ Ao = [(f(0).o(a))ds

naravno ako ovaj integral postoji, tj. ako su svake od f,(z)g,(x) integrabilne.
Za funkciju f = (fi,..., f;), ako svaka od f, € LP(Q), pisac¢emo krace f € LP(,q) ili
samo f € LP.

Definicija 7.1.2. Za f € LP(£,q) kazemo da ima slabe izvode do reda m u L* ako je
ispunjen sledeci uslov:
Za sve |a| < m, postoje funkcije h® € L*(Q, q), takve da vazi

/Q(f(:v),Do‘ (z))dr = ‘O"/ (h*(z ))dz  za sve g € C5°(Q,q).

Funkcije h%(z) nazivamo slabim izvodima reda «. Primetimo da su one jedinstveno
odredene do na skup mere 0.

Ako imamo niz funkcija {f,} u C*(,q) koji konvergira u H,,,(Q2), tada {Df,}
konvergira u LP(£2), za sve |a| < m. Obelezimo te granice sa f*. Tada imamo:

(£, D%g) = (=1)UD*f,, 9) = (=1)I*U(f, ), zasve g€ CF(Qq).
Sledi da su f* slabi izvodi funkcije f = Vll_}IElo fu
Primetimo da za 0 < m’ < m imamo da je ||g||mp < ||9]lmp, stoga je Kosijev niz

{f.} u H,,, takode Kosijev niz u H,, ,. Kako je funkcija f nezavisna od odabira niza
{f,}, mozemo da definiSemo preslikavanje (koje je esencijalno indeticko)

iman (f) = i(f) = f,

gde je f' zapravo granica niza u H,, ,(2).

Propozicija 7.1.1. Linearno preslikavanje ¢ : H,, , — H,,, je injekcija.

Dokaz. Neka je i(f) =0 1ineka je {f,} niz u C>(€2, q) koji konvergira ka f u LP(Q2). Za
funkciju g € C§°(€2,¢) i |a| < m imamo:

0= hm<fV7 Dag> = <_1)|a‘hm<Dafl/7g> = (_1>|a|<fa7g>7
pa je f* takode nula, za sve |a| < m., paje f =0 u H, ().
Dakle, ako je i(f) =i(g), onda je i(f — g) =0, pa je f = g, tj. ¢ je injektivno.

Naravno, analogno imamo i
i(Hypp(Q)) C Hyy p().

Teorema 7.1.2. (Poencaré) Neka je {2 ograni¢en skup u R™ Tada postoji konstanta
C > 0 takva da za sve f € C°(Q2) vazi:

||f||0,p < O|f|m7p'
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7.1 Definicija i osobine

Dokaz. Prvo, iz fundamentalne teoreme integracije, i uzimajuéi u obzir da f ima kom-
paktan nosac¢, imamo da je

zi O
f(l’) = / 8xf (1'1, i, t,.l‘l'+1, ,xn)dt,

Kako po i-toj koordinati mozemo da ograni¢imo skup 2 sa gornje strane sa konstantom
N; (kao $to je sa donje ograniceno sa M;), po Holderovoj nejednakosti imamo:

af 1 8f 1/p
< N. _ M. 1-1/p
R O, ‘ = (N 2 ( ) ’
t.
<
’/ ékvldt Cs / 8%
Sada, imamo da je
z; af
p p—
/Qlf’ du M; axzdt 8:1:'1
< J—
= / / 8]’, =G / / afz
< GNi= M) [ ’8f
pa za A; = (C;(N; — M;))Y/? kona¢no imamo:
of
|f|0,p > 44 o
i10,p

Sada za o = (aq,...,a,) 1 A = (A4, ...A,) indukcijom dobijamo:

[flop < AT* -+ Ar|Df

0,p
odakle sledi da je

1
) los < Ul

|ae]=m
tj.
|f|0,p < C<va)|f|m,p7
-1
gde je C(Q2,m) = (Za|m Ala) konstanta koja ne zavisi od odabira f. O]

Komentar 7.1.1. Prostor H,,,(2), za p = 2 je posebno interesantan slucaj jer snabde-
ven skalarnim proizvodom

gl =[Fd = X S [ D fy () Diglatar

la|<m j=1

¢ini Hilbertov prostor. Pisa¢emo krace
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Hp(Q) = Hps(Q), i Hopn(Q) = Hyo(Q)
||f||m - ||f||m,p

Propozicija 7.1.3. Neka f € Hm(R”) Tada postoje konstante c1, co > 0 takve da vazi:
o [ U+ IgPyIfPds < IIFIE < e [ (L4 Jg?)If 2dg

Dokaz. Dovoljno je da pokazemo da vazi na prostoru C5°(R™, q) jer je gust u H,,(R™).
Ocigledno, postoje konstante ¢, co > 0 takve da

a(l+[gf)m < lal§<jm €71 < er(1+[¢)™ (7.1)
Kako je _
IIE = Hzmz [ 1D (o) P = |Zmz [ 1F e e
- Hzmz EREIGR S
iz [71) sledi tvrdenje. _ O

Teorema 7.1.4. Imamo
Hn(R") = Ha(R") = {f € LR, q) s [ (1+[¢P)"|f()de < oo}

Dokaz. Prvo pokazujemo prvu jednakost. Neka je ¢ € C3°(R™, 1) takvo da je ¢(z) =1
za |z] < 1,0 < ¢(x) < 1. Za funkciju f € H,,(R") definiSemo

fol) = o(x/v)f(x).

Ocigledno, funkcija f, ima kompaktan nosa¢. Takode,

D°f, =3 D¢, D*Pf, za ¢,(z) = ¢(x/v).

B

Kada v — oo, D¢ — 0, za sve || > 1, dok ¢ — 1. Zato D*f, — D“f u L*(R",q) za
sve |a| <m, tj. f, = fu H,(R"). Kako je f, € Hm(R") (koji je kompletan prostor po
I| - ||m.2 normi), dobijamo da je H,,(R") = H,,(R").

Po prethodnoj propoziciji imamo da je

AR) € {f € LA(R"q): [ (1+ [ F(©)dg < oo},

pa je dovoljno da pokazemo jos samo suprotnu inkluziju.
Neka je onda

/Rn“ + €)™ f(€)]PdE < o0
za neko f € L2<Rn’q). Tada

(1+ €)™ f(€) € L*(R", q).
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7.2 Konvolucija

Kako je S(R") gust u L*(R", ¢), imamo da postoji niz funkcija {g,} u S(R") takvih da

90(6) = (L+ €)™ f(€), za v — oo,

u LP(R,q). Sada imamo da je
Jv n
W jepy < 5E

Po formuli inverzije imamo da postoji h, € S(R™) takva da je h, = Tada

h, € H,,(R"). Kako je

[+ R (&) = hul©)Pd = [ 13, = 3u(©)ldg — 0,

v
(1+[g[2)m/2"

kada pu,v — o0, i po propoziciji imamo da h, konvergira u H,,(R"). Ocigledno,
h, — f u L? ¢ime je dokaz zavrsen. O

7.2 Konvolucija

Teorema 7.2.1. Neka je data C* funkcija ¢ takva da je supp(¢) C {z : || < 1} i

Jgn ¢(x)dx = 1. Neka je ¢ = e "¢(x/€).
Za otvoren skup © u R", funkciju f € LP(2) i x € R™ definiSemo

(6% @) = [ 0w =) f(w)dy.

Tada:
(a) Za bilo koje f € LP(Q), ¢ f — f, kada € — 0.
(b) Za f € Hp,py(2) 1 || < m imamo:

Da(qse*f):Qbe*Daf‘

Dokaz. Prvo, produzavamo funkciju f na R™ tako $to stavimo da je f(x) =0 za = & Q.
Dalje, imamo da je

@xf=N@) = [ o=y )y
= /WE de(—y)(fly + z) — f(x))dy.

Po Holder-ovoj nejednakosti, za p > 1 imamo:

/

N\ PP
ol ) [+ - Sy

|<e

0= n@r<( [
y
gde je p definisano jednakos¢u
1 1
S+ =1,
p p
a ako je p = 1 onda je norma p’ zamenjena supremumom funckije. Ako integralimo po x
sa obe strane, i dignemo na 1/p’ imamo:

1/p
I6cx £ = D@lar < Ploll [ o 180+~ F0)pa)
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Odavde imamo da je

1/p 1/p
s f =Nl < ([ an) ol ([ 176+ - fo)pa)

ly|<e

1/p
= Clollsun( [11ta+) - fo)pas)

ly|<e

Sada, kada pustimo ¢ — 0, poslednji ¢lan tezi ka 0; ovo je ocigledno za neprekidnu
funkciju f sa kompaktnim nosacem, a zbog toga vazi i za proizvoljnu funkciju iz LP(£2)
jer su neprekidne funkcije sa kompaktnim nosacem guste. Time je dokazan slucaj pod

(a)-
Da bismo dokazali pod (b), za f € H,,,(2), formiramo niz funckija iz C5°(€2, q) koje
konvergiraju ka f u H(m, p)(©2). Tada je

D6+ flla) = [ D%z —y)f(y)dy = lim [ (D6.)(x =) f(y)dy

= Jim [ 6)(x—y)Df(y)dy = /que x —y)D*f(y)dy
= (¢e * (D" f))(x).

]

Teorema 7.2.2. Ako f € H,,, i ako je za |a] < m, D*f jako diferencijabilno do reda
m' u L, tada je f jako diferencijabilna do reda m + m' u LP.

Dokaz. Ako pomnozimo f sa odgovaraju¢om C funkcijom koa ima kompaktan nosac,
mozemo pretpostaviti da f ima kompaktan nosac. Ako je funkcija ¢. definisana kao u
prethodnoj teoremi, tada je ¢. x f C* funkcija. Za |a] < m, imamo po prethodnoj
teoremi pod (b) da je

D6+ f) = 6.+ (D).

Sada, kako je D“f € ]—ofmw, imamo da za |a| < m, |5] < m/,
D**(¢e x f) = D(¢e ¥ D*f) = ¢ ¥ DP(Df).

Sada, kada € — 0, ova funkcija konvergira u L?(Q, ¢) ka D**? f, po prethodnoj teoremi
pod (a), odakle sledi da f € Hyimr p(€2). O

Propozicija 7.2.3. Neka je 2 ogranicen skup u R" i neka je ¢ C'*™° funkcija sa kompakt-
nim nosacem u R” i

¢(x) 20, [ ¢(a)de=1.

RTL
Neka je opet
Oc(x) =€ "o(x/e).

Neka je p > 11 neka je p’ definisano tako da je 1/p+1/p’ =1 za p > 1. Tada za bilo
koju funkciju f € H,,,(£2), gde je m > 1, imamo da je

16e s f = Fllm-r, < Aellgl] ot [1f -

gde konstanta A zavisi samo od Q,pim, a ||¢||;» je sup|d|, za p = 1.

68



7.2 Konvolucija

Dokaz. Neka je f funkcija na R™ takva da je supp(f) C 2. Za z,y € R" imamo da je

flz+y)— Zyj/ 8 x—l—tyd

Stoga ako zapisemo
gy(@) = flz+y) — f(z),

po nejenakosti Holder-a, imamo:

o) < St [ 5w )
pa je
f
losltzy < IZ\yJIP/ it [ | e+t '
— pp-1 p p—1 P
= n Z|yj|/ a%u <n Zw 171K,

Stoga, za |y| < € imamo da je

P
lgyllie < 0”3 lysPILAI, < 0P nel|IFI1E,,
j=1

pa je
llgyllee < nel[ 7,

Sada imamo da je
bk f(@) = f@) = [ 6w)(fla =) = f@)dy

(jer je [ ¢ = 1). Kako je

za p > 1 imamo:

IN

e J) = I (/ |¢E<y)|p/)l/p/ < /lylsE |z +y) — f(x)|pdy)1/p
= ol [ o)

Ova nejednakost je ocigledno tacna i za p = 1. Po imamo da je

1/p 1/p
(|¢E * f(z) — f(x)|”dx> < e‘”/”l|¢||Lpfne||f|h,p(/yl<e dy)
= Aclloll o | £,
tj.
16 % f(z) = f(@)lloy < Aellgll o [ £1]1,p-

Ako dobijenu nejednakost primenimo na sve Df za koje je |a| < m — 1, i uzimajuéi u
obzir da je C§°(, q) gust u H,,,(£2), dobijamo trazenu nejednakost. O
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Definicija 7.2.1. Znamo da postoji injekcija H,, ,(€2) u Hy,(2) = LP(€2, q). Za funkciju
f € C>®(, q) kazemo da je jako diferencijabilna u L? do reda m ako je za svako Q' CC Q
funkcija f|€Y slika neke funkcije iz H,, ,(€2) u LP(€2, ¢). Primetimo da ovo znaci da su sve
funkcije u H,, () jako diferencijabilne.

Propozicija 7.2.4. Neka je ) ograni¢en skup u R” i k neprekidna funkcija sa kompakt-
nim nosa¢em u R™. Tada, za bilo koje f € LP(2), definiSemo funkciju

(K@) = [ klz—y)fw)dy.
koja pripada LP(€2) i operator
K :LP(Q) — LP(Q)
je kompletno neprekidan (kompaktan).

Dokaz.

supp k(z —y)

supp f(z)

Slika 7.1: (K f)(z) ima nenula vrednosti samo ako nosac¢i imaju presek.

Primetimo da, kako & ima kompaktan nosa¢ a f ima nosa¢ u €2, onda K f ima nosa¢ na
skupu B
S={x+y:2e€Q, yesuppk)}

Dakle, za niz funkcija {f,} u LP(2) takvih da je ||f,||» < 1, dovoljno je pokazati da
postoji podniz {g.} takvih da {Kg,} konvergira uniformno na S (jer ako ima granicu,
onda je slika relativno kompaktna). Po teoremi Ascoli-ja, dovoljno je pokazati da je
familija {KF : ||f||z» < 1} ograni¢ena i ekvineprekidna.

Za 0 > 0 definisemo
n(6) = sup |k(a) —k(b)|.
la—b|<d
Tada po nejednakosti Holder-a imamo da je

[Kf (@) < Ko [ f 1o < ([0

¢ime smo pokazali ogranicenost. Takode imamo da je

K £ (@)= K £w)] < nle—y) [ 7@t <nlz—yD( [ 17)" 11l = nC =y f]les

¢ime smo pokazali ekpineprekidnost, a samim time i propoziciju. O
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7.2 Konvolucija

Teorema 7.2.5. (ReilichED Neka je 2 ogranicen skup u R" i neka je 0 < m’ < m. Tada
je prirodna injekcija . .

it Hip(Q) = Hyw ()
je kompletno neprekidna.

Dokaz. Za proizvoljan neprekidni operator

T : Hyp(Q) = Hyp (R

T,
Tl =sup( 2).

720\ S | o
i neka je 7 kompozicija preslikavanja i sa izometrijom ]j]m/’p(Q) — ﬁlm/’p(R”) (preslika-
vanje koje oCuvava funkciju i nosac i prosiruje joj domen na R"™). Neka je T, operator
f ¥ ¢ * [ definisan isto kao u prethodnoj propoziciji. Tada po propoziciji imamo:

R™

T — jl| = (We - f”“”) — 0, kada ¢ — 0.
Hf ’ ’m,pQ

Dalje, svaki operator T, kompletno neprekidan po prethodnoj propoziciji, a kako je uni-

formna granica kompletno neprekidnih operatora opet kompletno neprekidan operator,

teorema je dokazana. O

definiSemo normu

Lema 7.2.6. (Soboljev) Neka je Q otvoren skup u R" i neka je m > n/p. Tada za svaki
kompaktan skup K C € postoji konstanta C' > 0 takva da je za sve f € C(Q) za koje
je supp(f) C K vazi

sup|f ()] < C[|f][m.p-

rzeK
Corolar 7.2.7. Neka je () otvorenE u R™ i K kompaktan podskup skupa 2. Tada, ako je
m > n/p,

sup|f ()| < CI|fllm.p,

zeK

za bilo koje f € C*(Q,q).

Dokaz. Primenom leme Soboljeva na komponente funkcije ¢ f, gde je ¢ € C3°(Q) i ¢(x) =
lzax e K. [l

Propozicija 7.2.8. Neka je €2 otvoren u R" i neka je K kompaktan podskup skupa (2.
Tada, ako je m > n/p, bilo koja funkcija f € C*(€2,q) je skoro svugde jednaka funkciji
sa neprekidnim izvodima reda < m — [n/p] — 1, gde je [X] najveéi ceo deo broja X.

Dokaz. Ako pomnozimo f sa odgovarajuc¢om funkcijom sa kompaktnim nosac¢em, mozemo
pretpostaviti da je f € H,,,(Q) i da je Q ogranicen skup. Neka je dat niz funkcija

fV S C(())O(Q’q)7 ||fl/ - f||m,p — 0.
Po prethodnom korolaru, ako je K kompaktan skup u €2, postoji C' > 0 takvo da je za
o] <m—(n/p),

sup|Da(fu - fu)(x”

< C||D*(f, — fu)||m—|oé|vp
zeK <

Cllfo — fullmp = 0, kada p,v — oo.

Stoga, za |a| < m — (n/p), D*f, konvergira uniformno na kompaktnim podskupovima
na (), ¢ime je dokaz zavrsen. ]

2Franz Rellich (1906 — 1955), nemacki matematicar
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Glava 8

Elipticni i uniformno eliptic¢ni
operatori

Posebnu klasu linearnih diferencijalnih operatora ¢ine elipti¢ni operatori. Njih karak-
teriSe poseban uslov injektivnosti, tj. invertibilnosti karakteristi¢nog polinoma. Cesto su
njihova resenja funkcije u obliku talasa i njima mozemo da opisemo na primer oblik Zice
ili vodenog talasa u fiksnom momentu. Uzu klasu ¢ine uniformni elipti¢ni operatori koji
ispunjavaju dodatni uslov takozvane uniformnosti. Ovde ¢emo predstaviti rezultate naj-
vise vezane za uniforme elipticne operatore a to su nejednakosti Friedrichs-a i Garding-a
i teoremu o regularnosti.

8.1 Karakteristicni polinom i adjungovani operator

Na dalje ¢emo uvek pretpostaviti da je linearni diferencijalni operator L : C*(2,n) —
C>(Q,s), gde je Q otvoren u R", dat u obliku

(Pu)(a) = Z ao(z)D(x), ue C™®(Q,r).

|| <m

Definicija 8.1.1. Za linearni operator P reda m dat u navedenom obliku definiSemo
simbol operatora:

P& = Y anla), veQECR

laj=m

Kazemo da je P eliptican ako za bilo koje 0 # & € R™ i x € () linearno preslikavanje
p(z, &) : C" — C?

injektivno.

Definicija 8.1.2. Za linearni diferencijalni operator P : C*(Q2,R") — C*(,R"), gde
je Q otvoren u R™, kazemo da je uniformno (jako) elipti¢an ako postoji konstanta C' > 0
takva da za sve £ € R, x € i v € C” vazi nejednakost

Re(p(@,§)v,v) > Clgl™[v*.

Primetimo da za fiksirano v # 0 i x € Q, funkcija

Q(&) = Re(p(z, §)v, v)



8.1 Karakteristicni polinom i adjungovani operator

je homogeni polinom reda m. Za skoro sve a,b € R" i A € R, Q(a + Ab) je polinom reda
m po A, a ako je m neparno, taj polinom ima realnu nulu. Za linearno nezavisne vektore
a,b € R" a+ Xb # 0, za sve A € R, pa polinom ) ima netrivijalnu nulu, dakle nije
uniformno eliptican, Sto nam daje da red uniformno elipticnog linearnog diferencijalnog
operatora m mora biti paran.

Dalje, primetimo da za dva linearna diferencijalna operatora

Py C®(Q,7) = CF(Q, 5), Py : (S, 5) — CF(Q, 1)

redova m; i me, redom, kompozicija P; o P, je opet linearni diferncijalni operator i to
reda < my + mo. Takode, ako su

p1($a€) C" = CS7 pQ(‘TvS) C = Ct

karakteristi¢ni polinomi operatora P; i P, redom, i ako je P; o P, reda m; + mo, tada je
p1 © po karakteristicni polinom operatora P, o P,. Stavise, ako su P; i P elipticni, tada
je p1 o py : C" — C® injektivno, pa je P o Py eliptican.

Definicija 8.1.3. Za linearni diferencijalni operator P : C*°(Q,r) — C*(£,s) defini-
semo adjungovani operator P* : C(Q, s) — C*(Q,r) takav da vazi:

/Q (Pu)(z), v(z))dz = /Q (u(z), (P*0)(x))dz, Vu e CE(Q,r),Yv € C2(Q, 5),

gde je

za proizvoljne dve funkcije

=0 fs) 9= (91, 9s).

Primetimo da za u,v € C§°(Q2) imamo da je

/Qu(x)W(:c)dx: (—1)|O‘|/QDau(:r;)mdx,

odakle direktno dobijamo i eksplicitni oblik operatora

(Po)(@) = 3 (1) D*(aq(@) v(z)),

laf<m

gde je operator P dat u svom standardnom obliku.

Corolar 8.1.1. Neka je dat elipticni operator P : C*(,r) — C*(,s). Tada je za
svako €' CC Q operator (—1)™P* o P je uniformno elipti¢an na ¥, tj. P*: C>(Y,r) —
C>(Q,r).

Dokaz. Ako je
L=(-1)"P*oP
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tada je karakteristi¢ni polinom operatora L dat u obliku
pr=(=1)"p"op,
pa je zbog toga za proizvoljno v € C"

(P2 (@, E)v,v) = (p(x,&)v, p(w, E)v) = ||p(x, €)v]|*.

Dalje, kako je P eliptican, za x € ) |{| =11 |v] = 1 (kompaktn skupovi), p(z,&)v # 0 i
stoga ogranic¢en od dole. Kako je p(x,£)v homogen po £ i v, imamo:

(pr(z,&)v,v) > ClEL o,
za neko C' > 0. O

8.2 Nejednakost Garding-a

Ubuduée ¢emo koristiti oznaku || - ||,, za funkcije C*°(€2, ) i misli¢emo na normu iz
glave 7 (a ne na normu iz glave 6).

Teorema 8.2.1. (Gérdinéﬂ) Neka je P uniformno eliptican operator parnog reda 2m,
P:C>(Q,r) — C>®(Q,r). Tada, za bilo koje ' CC €2, postoji konstante C, B > 0 takve
da je

(—=1)"Re(Pu,u) > C|lul[7, — Bllullg,

za sve u € C°(Y,r).

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti u 4 koraka:
Korak 1: Posmatramo slucaj kada je operator P dat u obliku

(Pu)x) = Y a.D"u(z).

laj<m
gde u a, konstantne matrice. Po teoremi Plancherel-a imamo da je
(Pu,u) = (Pu, ).

Sada je

—

Pu = ; agDou(€) = (=)™ Y a£a(€) + ; auil®lea(€)
= Comae +a©io. o

gde je p karakteristi¢ni polinom operatora P a ¢ polinom stepena < 2m — 1. Imamo:
(~1)"Re(Pu,u) = Re [ (p(€)a(€). 2(€))dS + (~1)"Re | (q(€)le). a(¢))dg

> [ 1P a()lds —ex [ (1+ €l a(€) e

Konstanta ¢; > 0 dolazi iz nejednakosti

(p(&)v,v) = erl]™u]?,

Lars Garding (1919 — 2014), $vedski matematicar
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8.2 Nejednakost Garding-a

jer je P uniformno elipti¢ni operator, dok je konstanta ¢, > 0 posledica cinjenice da je q(§)
polinom stepena < 2m — 1 i da se njegova apsolutna vrednost moze ograniciti navedenim
polinomom (pa parnost broja m ne utice na nejednakost). Neka je M dovoljno veliko da
je
m m— 1 m
GEP™ — (14 €D > Ser(1+ [P

za || > M. Tada, ako stavimo da je ¢z = 3¢1 imamo:

(1" Re(Puu) > s [ O+ IR AOPAE o [ (11l P

— o [ (L IEPIa©)PdE — [ (U IR+ (L €D a(e) P

lg1<M
> o [ (U IEPY lalds — e [ Ja()de,

gde je

¢y = sup (e3(14 [E)™ 4 ca(1 + [€])*™ 7).
|E|<M

Sada, po propoziciji postoji konstanta ¢ > 0 takva da je

(=1)"Re(Pu,u) > cf|ul[, — callull5.

Korak 2: Pokazujemo da za bilo koje zy € ) postoji okolina U tacke x, takva da je
(—=1)"Re(Pu,u) > cllully, — BlJul[5,

za sve u € C§°(U,r), gde konstante ¢, B > 0 zavise samo od tacke zo. Mogu da se
pronadu diferencijalni operatori Q1, ..., @x i Ry, ...Ry reda < m koji slikaju C*(,r) u
samog sebe takvi da je

N
P=3% R;0Q,
v=1

gde R}, oznacava adjungovano preslikavanje preslikavanja [,. Takode, mozemo da ih
razbijemo na zbir dva operatora

gde su operatori QY, RY sa konstantnim koeficijentima reda < m, a koeficijenti operatora
', R se anuliraju u zo € €. Sada imamo:

(Pu,u) = (PPu,u) + 3~ ((QLu, RY) + (Q0u, R,) + (QLu, Ryu)),

gde je
N
P' =3 (R)) 0 Q)
v=1
Kako se koeficijenti operatora @), R/, anuliraju u zo € € i reda su < m, imamo da za
svako € > 0, postoji okolina U tacke z, takva da je |Pu| < €||ul|?,, za sve u € C§(U, 7).

Ako primenimo nejednakost koju smo pokazali u koraku 1 na P° dobijamo:

(—=1)"™Re(Pu,u) > (co — e)l[ully, — Bllulls, we Cg°(U,r),
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gde je
(=1)™Re(Pu, u) > colul[}, = Bllull5.

Korak 3: Za proizvoljno € > 0, postoji kosntanta C(e) > 0 takva da je ispunjena nejed-
nakost

1f1lma < ell£115 + COIIAIG,

za sve f € C3°(R™).
Po propoziciji imamo da je

IR < e [ @+IgP)™ I f @),
Za dato € > 0, postoji konstanta C'(e) > 0 takva da je
(L1817 < ecy ' (L4 [E1)™IC o),

za sve £ € R". Stoga je

1B <e [ A+ IeBIf©lds +Cto [ 17

Trazenu nejednakost dobijamo primenom propozicije [7.1.3]
Korak 4: Pokazujemo tvrdenje teoreme. Ako je Q' CC Q, iz koraka 2 sledi da mozemo
da nademo konstante ¢, B > 0 i konacan pokrivac¢ Uy, ..., U, skupa € takav da je

(—=1)"Re(Pu,u) > cllull, — [[ull§, YuC5*(U.j,r),j=1,....h.

Neka su v; € Cg°(U;,1), 0 < n; < 1i X nj(z) = 1, za sve x u okolini . Ovaj skup
funkcija se formira tako $to se uzme particija jedinice {¢,} koja odgovara ovoj familiji i
onda se uzme da je

_ 9
- 1
(> ¢7)z
Prvo, primetimo da postoji konstanta C' > 0 koja zavisi samo od funkcija n; takva da je
ispunjena nejednakost

Vj

[ ngully = 32 D%l | < Cllullm-1llllm,

la<m

i uvedimo operator L reda < 2m — 1 koji je definisan na sledeé¢i nacin:

(P(nju), nju) — (n;Pu,mju) = (Lu, u).

Ako L predstavimo u obliku 3° B;, o A, gde su A, operatori reda < m i B, operatori
reda < m — 1, imamo da postoji konstanta D > 0 takva da je

(P (nju), nju) = (0 Pu, nju)| < Dl |ul|m|[ulm-1
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8.3 Nejednakost Friedrichs-a i teorema o regularnosti

Ovo nam daje da za bilo koje u € C3°(, r) vazi:

h
cllullp, = ¢ > NIDullg=c" > lInD%ullg

la|<m Jj=1|al<m
h
2
< e lmgully, + eCllullm|lullm-
j 1
< Z nju) + B'llullg + C'lullm| [t
7j=1
h
< )™ Re(n; Pu, nju) + B'l[ullg + C”|[ullm][u][m-1

]:1
= (=1)"Re(Pu,u) + B'|[ul[§ + C"[[ullm] ul[;m—1-

Sada, ako je 0 > 0, imamo da je
2 L
2Jwiwz] < wi|” + <|wal*,

za bilo koje kompleksne brojeve wq,wy (nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine). Stoga je

2C" [l 1] |1 < 6|7, +

C// 2
O -, < 28z, + CO)l

gde druga nejednakost sledi iz koraka 3. Ako je § < %c imamo:

1
Sellully, < (~1)™Re(Puu) + Bolulf,

za odgovarajuée By > 0 i sve u € C§°(Q) O

Moze se pokazati da ako uniformno elipti¢ni linearni diferencijalni operator reda 2m ima
samo koeficijente uz izvode najviseg reda (a ostali su 0) da vazi jaca nejednakost

(—=1)"™Re(Pu,u) = C(Q)][ull5,,

za sve u € C§°(§2,r). Dokaz ¢e ovde biti izostavljen.

8.3 Nejednakost Friedrichs-a i teorema o regularno-
sti

Teorema 8.3.1. (Friedrichsﬂ) Neka je 2 ogranicen skup u R™ i P linearni elipti¢ni
operator iz C§°(2,7) u C§°(12, s) reda m dat u obliku

(Pu)(z) = > aa(z)(D)(z), ue C®(Q,r).

laj<m

2Kurt Otto Friedrichs, (1901 — 1982), nemacki matemati¢ar
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Neka je k € Ny.
1. Ako su a, konstantni koeficijenti, tada postoji konstanta C' > 0 takva da je

[|ullmir < Cil|Pulx
2. Za xg € (Q, postoji okolina U tacke xq i konstanta C; > 0 takva da je
|ullmsr < Chl[Pullk,

za sve u € C§°(U,r) (u ovom slucaju P nema konstantne koeficijente).
3. Ako je € relativno kompaktan u §2, tada postoji konstanta Cy > 0 takva da je

[l < Cofl|Pully + [ullg},

za sve u € C(Q, ).
Generalno,

[ullmr < Co{[lPulli +[lullo},
za sve u € C°(Y,r).

Definicija 8.3.1. Neka je 2 otvoren skup u R" i neka je P linearni diferencijalni ope-
rator koji slika C*°(Q,r) — C*(Q,s). Neka u € Hy(2). DefiniSemo Pu kao linearnu
funkcionelu na C§°(€2, s) na slededi nacin:

(Pu)(v) = (u, P*v), ve CF(Q,s).
Ako za neko 1 < ¢ < oo postoji g € L9(€2, s) koje ispunjava jednakost

(Pu)(v) = (g, v),

za sve v € C§°(£, s), onda poistovecujemo funkcionelu Pu sa g i pisSemo Pu = g, Pu €
Li(Q,s). Ako je P reda m iako u € H,,(2), onda Pu € Hy(12).

Definicija 8.3.2. Neka je P uniformno elipti¢ni operator na C'*(,r) reda 2m koji je
dat u obliku

N
P=3% R;0Q,
v=1

gde su @, R, operatori reda < m na C*(Q,r). Za u,v € C§(£2,r) definiSemo
N
H{u,v) = Z(Qyu, R, v).

v=1

Ocigledno mozemo da prosirimo definiciju za u,v € H,, ().

Propozicija 8.3.2. Neka f € H,,(f2), i za ceo broj u, 0 < p < m, i pretpostavimo da
postoji konstanta C' > 0 takva da je

[H(f, )| < Cllullm—p, Yue C(r).

Tada je f m + p puta jako diferencijalna funkcija.
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8.3 Nejednakost Friedrichs-a i teorema o regularnosti

Propozicija 8.3.3. Neka je A Laplasovﬂ operator na C*°(€), r) definisan na slede¢i nacin:

u = (uy,..u.) — (Auq, ..., Au,),

592
Au;=2% 4 4+ 9
g BLE%

24,
> .
Ox?2

Ako f € Ho(R") i p € N, tada postoji F' € Hy,(R") takva da je (I — A)F = f, gde je
I — A operator
u—u— Au

(I-—AY=(I-A)o..o(I—-A),
gde je kompozicija primenjena p — 1 puta.

Dokaz. Po Plancherel-ovoj teoremi [5.2.1) f € L%(R"). Neka je

V() = fOL+E+ ..+ )"

Kako U € L2(R"), postoji F € L*(R") takva da je F' = U. Stavige,

[+ 1epy ) Pde < oo
Stoga po teoremi [7.1.4] F' € H,,(R"). Lako se vidi da je
(I=A)F=f.
O

Teorema 8.3.4. (Teorema regularnosti) Neka je P elipti¢ni diferencijalni operator
reda m koji slika C>°(Q,r) — C>(Q,s), gde je  otvoren u R™. Pretpostavimo da
f e Hy(Q)ida PfeC™,s). Tada f € C™(8,r).

Dokaz. Posmatrajmo operator
L=(-1)"P*oP,

Tada je L eliptican operator i po korolaru za € CC Q, L je uniformno eliptican na
. Dalje,

Lf=(-1)"Pyg, g=PF,
pa ako Pf € C*(Q,r), onda L € C>(Q,r). Stoga, mozemo pretpostaviti da je P
uniformno eliptican na C*°(2, r) reda 2m.
Ako f € Hy(R2), definisemo fy € Ho(R"),

/= flx), ze€Q
"o, 20

Po prethodnoj propoziciji imamo da postoji Fy € Ho,p,(R™) takvo da je

(I - A)mFO - fo.

3Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749 — 1827), francuski matematicar
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Neka je
Py=(=1)"Po(I—-A™).

Tada je Py uniformno elipti¢an operator reda 4m. Stavise, ako je Fy|Q2 = F, imamo

Stoga, po propoziciji m F je (4m + p) puta jako diferencijabilna za bilo koje p > 0.
Po propociziji [7.2.8, F' € C*(Q,r). Stoga je

f=(E=D)"1 —-A)"F e C®(Q,r).
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Zakljucak

Ono sto bi se moglo reéi da je kruna prvog dela je Whitney-eva teorema. Ovde je
ona data sa "samo” dokazom, ali taj dokaz nam ne daje Siru sliku. Naime, ona ne samo
sto je fundamentalna u izucavanju mnogostrukosti, nego je Whitney, dok je pokazivao
ovo tvrdenje, prvi put jasno objedinio razli¢ite koncepte mnogostrukosti iz tog vremena
i uklonio sve konfuzije koje su postojale. Takode, jednu od ideja iz dokaza je iskoristio
Smald’ u dokazu teoreme iz koje sledi Poincaré-ova[’| hipoteza za slucaj n > 5 i klasifika-
cija glatkih struktura na diskovima takode dimenzije 5 ili viSe.

Nejednakost Garding-a, koja je u drugom delu pokazana, daje nam reSenje za Di-
rihleov grani¢ni problem, gde je jednacina zapravo elipticna, i to velikog parnog reda.
Kasnije je ista nejednakost koristena za resavanje Cauchy-jevog problema za jake hiper-
boli¢ne sisteme 1954. (Leroy). Teorema o regularnosti koja je pokazana na kraju je
zapravo rezultat vezan za distribucije. Osobina koja je navedena u toj teoremi se zove
hipoelipti¢nost a teorema nam daje da je svaki elipti¢ni operator zapravo hipoeliptican.
Operator moze biti hipoeliptican a da ne bude eliptican, kao sto je to na primer operator
koji definise toplotnu jednacinu.

Cela teorija predstavljena u ovom radu ima svoju siroku primenu i svoj dublji znacaj,
ali zbog svoje obimnosti i nivoa, nije predstavljena ovde. Stoga, ¢itaocu se ostavlja da
istrazi nedoreceno.

4Steve Smale, roden 1930, americki nauc¢nik
®Henri Poincaré (1854 - 1912), francuski matematicar.
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