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Predgovor

U danasnje vrijeme velika je potreba za rac¢unarima i rac¢unarskim naukama. U poslednjih
nekoliko godina radi se na olaksavanju odredenih poslova i predvidanju odredenih rezultata koristeéi
racunare. Veliku primjenu u tome naslo je masinsko ucenje. MaSinsko ucenje je podoblast vjestacke
inteligencije i koristi statistiku u cilju uc¢enja na osnovu prethodno dostupnih podataka. MasSinsko
ucenje ima za cilj da stvori softvere koji mogu da uce na osnovu prethodnog znanja i iskustva, dok
vjestacka inteligencija ima za cilj ne samo da imitira ljudsko razmisljanje kroz ucenje nego da ta
masina ima i apstraktno misljenje kao i moguénost rasudivanja.

Veliku primjenu masinsko uCenje naslo je u analizi podataka (eng. data mining). U veéini
problema sa kojima se susretemo imamo veoma velike baze podataka, pri ¢emu se javlja problem
kako da iz velike koli¢ine podataka izdvojimo potrebne i vazne podatke. Data mining je proces pre-
trazivanja informacija sa odredenim podacima i osobinama koristeéi racunare. Prilikom pripreme
baze podataka potrebno je organizovati sirove informacije, transformisati i grupisati te podatke i
Cesto smanjiti broj promjenljivih tako da mozemo dobiti dobre rezultate nakon same analize info-
rmacija. Cilj je da dobijemo rezultate u vidu dijagrama ili tabela u dvije ili tri dimenzije kako
bismo mogli da vizualizujemo dobijene rezultate.

U ovom radu nas$ cilj je, kao $to i sam naslov rada kaze, da predstavimo tehnike pomocu kojih
mozemo smanjiti dimenziju odredenog skupa podataka. Napomenimo da se signal definise kao skup
podataka koji nosi informacije o odredenom fenomenu, tako da u ovom radu neé¢emo eksplicitno
navoditi da posmatramo signal, nego ¢emo posmatrati skupove podataka. Predstavili smo neke od
najpoznatijih tehnika za redukciju dimenzionalnosti, koje se dijele na linearne i nelinearne tehnike.
Upravo smo Glavu 3] i Glavu [f] posvetili linearnim, odnosno nelinearnim tehnikama, redom. Ovaj
rad se sastoji od cetiri glave.

Prvi dio je Uvod i u njemu smo naveli motivaciju za bavljenje ovom temom. Taé¢nije naveli
smo tri primjera u kojima se javlja potreba za tehnikama za redukciju dimenzionalnosti. Ovakvih
primjera je zaista mnogo, a lijep pregled moze se naéi u [25).

Glaval]je rezervisana za osnovne pojmove iz linearne i matri¢ne algebre, vjerovatnoce i statisti-
ke, kao i multivarijacione analize, na kojima pocivaju tehnike za redukciju dimenzionalnosti. Naveli
smo osnovne definicije i tvrdenja u vezi sa vektorima i matricama, kao i razli¢ite dekompozicije
matrice (spektralna, SVD i Cholesky). U drugom poglavlju ove glave najvise smo se bazirali na
viSedimenzionalne podatke i njihovu matri¢nu reprezentaciju. Vidje¢emo kako mozemo da posma-
tramo visedimenzionalne podatke i kako da odredimo njihove numericke karakteristike, koje ¢e nam
biti klju¢ne u Glavi

U drugoj glavi naveli smo najvaznije pojmove koji su potrebni za definisanje nelinearnih tehnika
za redukciju dimenzionalnosti. To su pojmovi iz diferencijalne geometrije i teorije grafova. U
vecini slucajeva visedimenzionalni podaci leze na nelinearnim strukturama takozvanim mnogostru-
kostima. Na pocetku smo uveli pojam diferencijabilnih mnogostrukosti i tangentnog prostora, kao i
pojam Rimanovih mnogostrukosti koje su bitne da opisemo zajednicke osobine izmedu tacaka skupa
podataka. Cilj je da mjerimo rastojanja (geodezijska rastojanja) izmedu tacaka na mnogostrukosti,
ali s obzirom da ne znamo eksplicitno jedna¢inu mnogostrukosti, to nije izvodljivo u veéini slucajeva.
Olaksavajuéa okolnost je $to su skupovi podataka uglavnom konacni, tako da mozemo iskoristiti
predstavljanje skupova podataka pomoc¢u grafova, tako da smo u drugom poglavlju naveli osno-
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vne pojmove vezane za orijentisane i neorijentisane grafove, kao i pojmove matrice povezanosti i
tezinskih grafova, koji su za nas od posebnog znacaja.

Na samom pocetku treée glave upoznali smo se sa pojmom i problemom dimenzionalnosti kao
i sa klasifikacijom tehnika i problema redukcije dimenzionalnosti. Zatim smo dali detaljan pregled
linearnih tehnika, nakon ¢ega smo razmotrili dvije najpoznatije linearne tehnike, a to su Analiza
glavnih komponenti - PCA i Klasi¢no multidimenzionalno skaliranje - CMDS. Detaljno smo razmo-
trili dva pristupa PCA, geometrijski i statisticki pristup. Kao $to smo i kasnije za svaku tehniku,
i ovdje smo naveli Matlab kod za PCA kao i primjere primjene PCA, da bismo na kraju naveli i
Eigenface algoritam (metod za prepoznavanje lica) koji se zasniva na PCA metodi. Drugo poglavlje
je posve¢eno multidimenzionalnom skaliranju MDS. Definisali smo Euklidsku matricu rastojanja
kao i Gramovu matricu pomoc¢u kojih smo definisali pojam sli¢nosti proizvoljnog skupa podataka.
Na kraju smo detaljnije razmotrili CMDS, a naveli smo i njegov Matlab kod.

Kao prirodan nastavak prethodnih glava, u ¢etvrtoj glavi slijedi prouc¢avanje nelinearnih tehnika
za redukciju dimenzionalnosti signala. Nelinearne tehnike su pogodne za rjeSavanje problema
viSedimenzionalnih podataka, kada podaci leze na strukturama koje nisu linearne, konkretno kada
leZe na nelinearnim mnogostrukostima (eng. manifold), sto je ¢esto sluéaj. Posto svaka od tehnika
ima svoje prednosti i nedostatke, u zavisnosti od problema sa kojim smo se susreli bira¢emo tehniku
koja ¢e nam sto efikasnije rijesiti problem. Upravo iz tog razloga, u poslednjih nekoliko godina javlja
se veliki broj uopstenja ve¢ razvijenih tehnika za redukciju dimenzionalnosti. U ovom radu odluéili
smo se za dvije tehnike i to Isomap i Lokalno linearno potapanje (LLE). Kao i kod linearnih tehnika i
ovdje smo u oba poglavlja, dali opis Isomap, odnosno LLE metoda, kao i opis algoritma obe tehnike
sa Matlab kodom. S obzirom da je literatura iz ove oblasti obimna, moze se na¢i mnogo interesa-
ntnih primjera i tehnika koje su vrijedne pomena, ali zbog obima ovog rada nije ih moguce navesti.
Rad smo zavrsili primjerima primjene nelinearnih tehnika na vjestacke povrsi.

* * *

Na samom kraju bih se zahvalio svojim roditeljima, Zeljani i Goranu, kao i sestri Vladani, na
bezgrani¢noj ljubavi, podrsci i pomod¢i tokom svih ovih godina. Takode, zahvaljujem se svojim
prijateljima, kao i kolegama koji su moje studentske dane ucinili ljepsim. Zahvaljujem se svojim
profesorima na ste¢enom znanju kako tokom osnovnih tako i tokom master studija, kao i dr Ale-
ksandri Pizurici i dr Dejanu Vukobratoviéu, koji su pristali da budu ¢lanovi komisije za odbranu
ovog master rada. Na kraju, moram da istaknem da mi je posebna ¢ast bila Sto sam za profesora
imao i dr Sanju Konjik. Njoj dugujem najve¢u zahvalnost kako na znanju koje mi je pruzila tako i
na izboru teme, korisnim sugestijama, pomo¢i i podrsci tokom pisanja ovog master rada.

Novi Sad, jul 2016. Srdan Lazendic¢
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Uvod

Sa razvojem racunara i tehnologije omoguéeno je da se razli¢iti objekti mogu predstaviti ele-
ktronskim putem u obliku visedimenzionalnih podataka. Takvi su npr. zvuéni i video signali, slike,
tekstualni dokumenti, otisci prstiju, hiperspektralno snimanje itd. Kako bismo dobili odredene
informacije potrebno je analizirati veliku koli¢inu podataka. Npr. kada se vrsi analiza otiska prsta,
pretraga putem interneta pomoc¢u kljucnih rije¢i ili izdvajanje odredenih uzoraka na nekoj slici
potrebno je pretrazivati velike baze podataka. Stoga, potrebno je razviti sisteme koji ¢e omoguéiti
da se vrsi obrada tih podataka. S obzirom na veliku koli¢inu podataka, direktna pretraga bila bi
nestabilna ili ¢ak neizvodljiva. Veliki broj sistema radi samo sa podacima koji imaju prilicno malu
dimenziju, pa ukoliko je dimenzija podataka veca nego Sto to sistem dozvoljava, ne moze se dobiti
odgovor, tako da je redukcija dimenzije neophodna. Razmotri¢emo sada neke od primjera u kojima
se javlja potreba za redukcijom dimenzionalnosti.

[1] Posmatrajmo primjer analize digitalne slike otisaka prstiju. Analiza otiska prsta naziva
se daktiloskopija. Prsti su ispresijecani mnogobrojnim linijama, takozvanim papilarnim linijama.
Otisak tih papilarnih linija je jedinstven i na osnovu njih utvrdujemo kome pripada otisak prsta.
Pretpostavimo da je rezolucija slike 64 x 64, tada je dimenzija otiska prsta 4096. Skup podataka
koji sadrzi slike otisaka prstiju moze da ima i viSe od milion uzoraka. Slika [1| se moze naéi na
veb-stranici https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/projekt.pdf

Slika 1: Pet kategorija otisaka prstiju.

[2] Razmotrimo sljedeéi primjer u prepoznavanju lica. Baze podataka sadrze veliki broj slika
ljudskih lica iste rezolucije, recimo 256 x 256. Ako ne bismo imali tehnike za redukciju dimenzije
sistemi za prepoznavanje lica morali bi da procesiraju realne vektore dimenzije 65536 koje dobi-
jamo odredenim transformacijama sa slika lica. Dimenzija je prevelika da bismo mogli da vrsimo
pretrazivanje pomoc¢u standardnih sistema za prepoznavanje. Stoga, ovo je jos jedan primjer gdje
je neophodna redukcija dimenzije. Osim toga, slike ljudi mogu da budu napravljene pod razli¢itim
uslovima osvjetljenja, u razli¢itim pozama ili sa razli¢itim izrazima lica. U bazama podataka sve
slike imaju istu dimenziju (takozvana rezolucija). Na slici ispod imamo primjer slika koje su izd-
vojene iz neke baze podataka koja sadrzi ljudska lica. Ovaj primjer, kao i mnogi drugi mogu se
naci na veb-stranici http://www.cs.nyu.edu/~roweis/data.html. Na slici imamo 25 likova od 5
razli¢itih ljudi u razli¢itim pozama i razli¢itim izrazima lica. Rezolucija svake slike je 64 x 64.


https://www.fer.unizg.hr/_download/repository/projekt.pdf
http://www.cs.nyu.edu/~roweis/data.html
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Slika 2: Olliveti likovi.

[3] Hiperspektralni senzori se koriste da se sakupe geoloski ili geografski podaci, tako §to snimaju
objekte u sirokom dijelu elektromagnetnog spektra. Pomocéu hiperspektralnog snimanja moguce
je registrovati ultraljubicasto i infracrveno zracenje koje nije vidljivo ljudskom oku. Hiperspe-
ktralni senzori biljeze informacije u obliku skupa snimaka. Svaki snimak predstavlja dio elektro-
magnetnog spektra, koji se naziva spektralni kanal. Ovi snimci se zatim kombinuju, formirajuéi
trodimenzionalnu hiperspektralnu kocku ili HST (hyperspectral imagery cube), koja sluzi za proce-
siranje i analizu. Procesiranje ovih snimaka omogucava pretrazivanje i koris¢enje svih informacija
koje oni sadrze. Vise o hiperspektralnom snimanju, kao i Slika [3] moze se naéi na veb-stranici
http://large.stanford.edu/courses/2015/ph240/islaml/. Na Slici [3| svaka vertikalna linija
predstavlja spektralni vektor, a svaka horizontalna linija je spektralni kanal. Za analiziranje hiper-
spektralnih podataka potrebni su brzi rac¢unari i veliki kapaciteti za skladistenje analiziranih po-
dataka, tako da bi obrada ovakvog skupa podataka bila skoro nemoguca bez primjene tehnika za
redukciju dimenzionalnosti.

Slika 3: Hiperspektralna kocka.


http://large.stanford.edu/courses/2015/ph240/islam1/

Glava 1

Osnovni pojmovi linearne algebre i
statistike

U ovoj glavi naveséemo osnovne pojmove na kojima su zasnovane tehnike za redukciju dime-
nzionalnosti. Prvo ¢emo navesti pojmove linearne algebre koji se ticu vektora i matrica, matri-
¢nih reprezentacija, karakteristicnih korijena i vektora. Zatim ¢emo navesti osnovne pojmove
vjerovatnode i statistike (vjerovatnoca, slucéajne promjenljive i njihova statisticka karakterizacija,
slu¢ajni vektori, numericke karakteristike slu¢ajnih promjenljivih itd.), da bismo na samom kraju
naveli osnovne pojmove multivarijacione analize koja se bavi visedimenzionalnim podacima. Veéina
dokaza navedenih tvrdenja u ovoj glavi je izostavljena, a vise se moze naéi u |7H9,/12H14].

1.1 Osnovni pojmovi linearne algebre

1.1.1 Vektori 1 matrice

Neka je R™ skup n-dimenzionalnih realnih vektora. Za svako z € R™ sa x; ¢emo oznacavati i-tu
koordinatu odnosno i-tu komponentu vektora. Vektore u R™ ¢emo posmatrati kao kolone, osim ako
drugacije ne naglasimo. Sa z’ ¢éemo oznacavati transponovani vektor vektora x, tj. n-dimenzionalni
vektor vrste. Za proizvoljna dva vektora z,y € R" definisemo njihov skalarni proizvod (z,y) sa
(x,y) = 2'y = y'&z = >, x;y;. Vektori z,y su ortogonalni ako je (z,y) = 0, a ortonormirani
ako su jedini¢ni i ortogonalni. Ako imamo vektor x € R™ onda oznaka x > 0 znaéi da je svaka
komponenta vektora x; > 0 za ¢ € {1,...,n}. Ako imamo dva vektora onda z > y znaci da je
x —y > 0. Analogno definisemo > 0, x < 0iz <0.

Matricu A sa elementima a,; ¢emo oznacavati sa A = [a;;]. Transponovana matrica A’ matrice
A je definisana sa A" = [a;;]. Dakle, operacija transponovanja mijenja mjesta vrstama i kolonama.
Za dvije matrice A, B kompatibilnih dimenzija vazi da je (AB)" = B’A’.

Neka je A kvadratna matrica. Kazemo da je A simetricna ako je A” = A. Matrica A je
dijagonalna ako je a;; = 0 za i # j. A je tridijagonalne ako je a;; = 0 za sve i,j za koje je
|i —j| > 1. A je donja trougaona ako je a;; = 0 za i < j i slicno matrica A je gornja trougaona ako
je a;; = 0 za i > j. Kazemo da je matrica A ortogonalna ako su sve vrste i sve kolone matrice A
jedini¢ni ortogonalni vektori, tj. A’A = AA’ = I. Jedini¢nu matricu oznacavaé¢emo sa I.

Podskup S C R” je potprostor of R™ ako ax +by € S za sve x,y € S isve a,b € R. Neka je dat
neki konacan skup vektora {x1,...,z} € R™. Tada definisemo linearni omotac - lineal skupa F,
u oznaci span(F') kao skup svih linearnih kombinacija vektora iz F', tj. skup svih vektora y oblika

y = Ele a;r; gdje su a; skalari iz R. Kazemo da su vektori x1,...,zr € R™ linearno nezavisni
ako za proizvoljne skalare a1, ..., a vazi implikacija Zle a;x; =0=a; =0zasvakoi=1,... k.
Neka je S potprostor od R™, tada je baza za S skup svih linearno nezavisnih vektora ¢iji je lineal bas
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S. Svaka baza datog potprostora S ima isti broj vektora i taj broj zovemo dimenzija. Svaki konaéno
dimenzionalan vektorski prostor sa skalarnim proizvodom ima ortogonalnu (ortonormiranu) bazu.

1.1.2 Vektorske i matriéne norme

1.1.1 Definicija Norma na R™ je preslikavanje koje svakom vektoru x € R™ dodjejuje skalar | z||
sa sljedec¢im osobinama:

~

.zl = 0, za sve x € R™;

2. ||z|| = 0 akko je x = 0;

3. || Az|l = A - ||l=]|, za sve A € R i sve z € R™;
4- Mz +yll < llzll + llyll, za sve z,y € R™.

Norma moze biti zadana na razli¢ite nacine. U ovom radu, osim ako nije drugacije naglaseno,
radi¢emo sa euklidskom normom definisanom sa

1

n 2

|z = Va'z = (Zx?) .
i=1

Prostor sa euklidskom normom zovemo FEuklidski prostor. Euklidska norma zadovoljava S'varcov
nejednakost, tj. vazi

2"y < Nzl - lyll,
za sve vektore z,y. Jednakost vazi akko je x = Ay za neki skalar A. Spomenuéemo jos dvije vazne
norme, a to su norma beskonacno (supremum norma ili maksimum norma ili £, ), koja je data sa

e = mae ],

i /1 norma koja je definisana sa

(et

n
D> lail
i=1

Norma na skupu n x n matrica je preslikavanje koje svakoj matrici A dodjeljuje realan broj || A||
sa istim osobinama koje ima i vektorska norma kada matricu A gledamo kao element prostora R,

Posebno su interesantne indukovane (operatorske) norme. Ako je data vektorska norma || - || onda
je indukovana norma koju oznacavamo sa na isti na¢in || - || definisana sa
[|A]l := max ||Az].
llzll=1

Na osnovu Svarcove nejednakosti imamo da je

|A| = max ||Az|| = max |y Ax|.
llzll=1 lzll=lyll=1
Obrnemo li uloge z i y dobijamo iz prethodne jednakosti koristeéi da je y’ Az = 2’ A’y imamo da je
— /
[All = 14|
Kao §to smo imali vektorsku normu 1 i normu oo imamo i indukovane matri¢ne norme, koje
oznaCavamo na isti na¢in. Ta¢nije, imamo

n n
Al = max > ag| i [|Alle = max > ayl.
1<j<n P 1§z§nj:1

IHermann A. Schwarz (1843-1921) - njemacki matematicar
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Ocigledno je da vazi ||A]l1 = ||A"||co. Sve smo diskutovali za kvadratne matrice, ali isto vazi i za
matrice formata m x n. Navedimo jos jednu bitnu matri¢nu normu koju ¢emo cesto koristiti. To
je Frobenijusovoﬂ norma i za realnu matricu formata m x n je definisana sa

|AllF =

DD layl = Ve (A4) =

i=1 j=1

gdje su o; karakteristi¢ne vrijednosti matrice A, a sa tr (A’ A) oznaéili smo trag matrice A’A.

1.1.2 Definicija Neka je data matrica A = [a;jlnxn. Trag matrice A u oznaci tr A je suma
elemenata na dijagonali, tj. tr A =3"" | a;.

1.1.3 Propozicija Neka je || - || indukovana norma na skupu svih n x n matrica. Tada vaZi:

[l Az]]

ll=ll -

1. HAH = maXHzH#O
2. |Az|| < ||A|l - ||=|| za sve x € R™;
3. ||1AB|| < ||A|| - | B|| za matrice A, B, n x n matrice.

1.1.4 Definicija Kvadratna matrica A je singularna ako je njena determinanta jednaka nuli. U
suprotnom kazemo da je matrica A regularna.

1.1.5 Teorema
1. Neka je data kvadratna matrica formata n x n. Tada su sljedeca tvrdenja ekvivalentna:

(a) Matrica A je reqularna.
(b) Matrica A’ je regularna.
(¢) Za svaki nenula vektor x € R™ vaZi da je Ax # 0.
(d) Za svaki vektor y € R™ postoji jedinstven vektor x € R™ takav da je Az =y.
(e) Postoji kvadratna matrica B formata n x n takva da je AB =1 = BA.
(f) Kolone matrice A su linearno nezavisni vektori.
(g) Vrste matrice A su linearno nezavisni vektori.
2. Ako je A regularna matrica, onda matrica B za koju vazi da je AB = BA =1 je jedinstvena

i zovemo je inverzna matrica matrice A, a oznacavamo sa B = A7'. Ako je matrica A
realna matrica, onda je i A~ realna matrica.

3. Za bilo koje dvije kvadratne invertibilne matrice A i B istog reda vazi (AB)~! = B~tA~1.

1.1.6 Definicija Karakteristiéni polinom n x n matrice A je definisan sa ¢(A) = det(A —
A), gdje je I jedinicna matrica iste dimenzije kao i matrica A. n korijena polinoma ¢ zovemo
karakteristéne vrijednosti matrice A. Vektor x (koji moZe da ima i kompleksne koordinate) za
koji vaZi da je Ax = Az, gdje je X karakteristicna vrijednost matrice A, zovemo karakteristiéni
vektor koji odgovara korijenu \. Skup svih karakteristiénih vrijednosti matrice A nazivamo spektar
matrice A.

1.1.7 Propozicija Trag matrice A jednak je sumi karakteristicnih vrijednosti matrice A pri cemu
vi§estruke korijene brojimo onoliko puta kolika im je visestrukost.

2Ferdinand G. Frobenius (1849-1917) - njemacki matematicar
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1.1.3 Simetricne i pozitivno definitne matrice

Simetricne matrice imaju neka svojstva koja ¢e biti od velikog znacaja u daljem radu. One su
u velikoj vezi sa prethodno navedenim karakteristi¢nim vrijednostima i vektorima.

1.1.8 Propozicija Neka je A simetricna matrica reda n X n. Tada:

1. Karakteristicne vrijednosti matrice A su realne;

2. Matrica A ima n realnih, nenula, medusobno ortogonalnih karakteristicnih vektora x1, ...,y
koji odgovaraju karakteristicnim vrijednostima A1, ..., \,.
3. Pretpostavimo da su vektori u 2. normalizovani tako da je ||x;|| = 1 za svako i. Tada je

n
i=1

Ovakav razvoj simetricne matrice pomocu njenih karakteristicnih vrijednosti i vektora naziva
se spektralna dekompozicija.

1.1.9 Primjer Neka je data matrica

2.2 04
A= [0.4 2.8}

tada je det(A\ — A) = A2 — 5X +6.16 — 0.16 = A\ — 5A + 6 = (X — 2)(\ — 3), pa su karakteristi¢ni
vektori matrice A bas A\; = 2 i Ay = 3. Odgovarajuéi karakteristi¢ni vektori su e} = [1/+/5,2/v/5] i
e = [2/+/5,—1//5], redom. Tada

1 2

i R N IR R E A e e Ra ey
5 75

1.1.10 Definicija Kvadratna realna, simetriéna matrica A dimenzije nxn je pozitivno definitna
ako je A realna i ' Ax > 0 za sve x € R", x # 0. KaZemo da je A pozitivno semidefinitna ako
je realna i ¥’ Ax > 0 za sve v € R",

1.1.11 Propozicija

1. Za svaku realnu matricu A, matrica A’A je simetriéna i pozitivno semidefinitna. A’A je
pozitivno definitna akko je A regularna.

2. Simetricna realna kvadratna matrica je pozitivno semidefinitna (resp. pozitivno definitna)
akko su sve karakteristicne vrijednosti nenegativne (resp. pozitivne).

8. Inverzna matrica simetricne pozitivno definitne matrice je simetriéna i pozitivno definitna.
1.1.12 Propozicija Neka je A kvadratna simetricna pozitivno semidefinitna matrica.

1. Tada postoji matrica AY? sa osobinom da je AY?A'Y? = A, koju zovemo kvadratni korijen
matrice A.

2. Matrica A'? je regularna akko je A reqularna. Njen inverz oznacavamo sa A=/2.
3. Vazi da je A~V2A-1/2 = A-1,
4. Vazi da je AAY?2 = A2 A,
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Dokaz. 1. Neka su Aq,...,\, karakteristicne vrijednosti matrice A i neka su z1,...,x, odgo-
varaju¢i nenula, medusobno ortogonalni karakteristicni vektori koji su normalizovani tako da je
llz: || = 1 za sve i. Neka je

79

AY? = Z )\;/25(}1'.’)3{
i=1
gdje je )\3/ 2 nenegativan kvadratni korijen od \;. Tada imamo

AR S SN = S At = A
k=1 i=1 i=1

Druga jednakost slijedi iz ortogonalnosti razli¢itih karakteristicnih vektora. Poslednja jednakost
slijedi iz Propozicije [1.1.8

2. Ovo slijedi iz ¢injenice da su karakteristi¢ne vrijednosti matrice A kvadrati karakteristi¢nih
vrijednosti matrice A'/2.

3. Lako vidimo da je (A=Y/2A71/2)A = A=V2(A-V/2AY2)AY?2 = A-12EAY? = B,

4. Sliéno prethodnom imamo AAY? = A2 A/2AY2 = AY/2 A, Time smo dokazali tvrdenje. O

1.1.13 Napomena Simetri¢ni kvadratni korijen matrice A nije jedinstven. Npr. znamo da
AY2AY? = A ali i za matricu —AY? vazi da je (—AY?)(=A'Y?) = A. Ali, ako je A pozitivno
definitna matrica onda se moze pokazati da je A'/? jedini simetrican pozitivno definitan kvadratni
korijen matrice A.

1.1.4 Dekompozicija singularnim vrijednostima (SVD)

Ideja koju smo koristili kod spektralne dekompozicije moze da se prosiri do dekompozicije pravo-
ugaonih matrica. Koristi¢emo takozvanu SVD dekompoziciju odnosno dekompoziciju singularnim
vrijednostima.

1.1.14 Teorema Neka je A realna matrica formata m x n. Tada postoje ortogonalne matrice V,
formata m x m i U formata n X n takve da vazi

A=VAU
gdje je A = diag(Ai, Az, ... Amin{m,n}) Pri Cemu je \j > 0 za i = 1,2,...,min{m,n}. Brojeve
Ai zovemo singularnim vrijednostima matrice A. Kolone matrice V. = [v1,...,vy] zovemo
lijevim, a kolone matrice U = [uy, . ..,u,] desnim singularnim vektorima matrice A.

Dekompozicija singularnim vrijednostima moze da se izrazi kao razvoj matrice koji zavisi od
ranga r matrice A. Posebno, postoji r pozitivnih konstanti Aq1,..., A, 7 ortogonalnih m x 1 jedi-
ni¢nih vektora vq,...,v, i r ortogonalnih n x 1 jedini¢nih vektora uq,...,u,, takvih da vazi

A= Z )\ﬂ)lu; = VTATUT/,,
i=1

gdje su V. = [v1,...,v.], U, = [u1,...,u] i A, je r x r dijagonalna matrica ¢iji sa elementima A;
na dijagonali. Ovdje su \;> (u;) karakteristiéni korijeni (vektori) matrice AA’ pa imamo da je

AA/UZ‘ = )\?Ul',

gdje su Af,..., A2 > 01X, =M, ==X, =0zam>n. Tadau; = At A;. S druge
strane, u; su karakteristi¢ni vektori matrice A’A sa istim nenula karakteristi¢cnim vrijednostima A?.
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Dakle, sada mozemo predstaviti SVD dekompoziciju sa

=V AN U’

[mxn] [mxm][mxn][nxn]

gdje V ima m ortogonalnih karakteristi¢nih vektora matrice AA’ kao svoje kolone, a matrica U ima
n ortogonalnih karakteristicnih vektora matrice A’A, a A smo veé opisali u prethodnoj teoremi.

1.1.15 Primjer Neka je data matrica

Tada je

—13113 1 11

3 11]3_1[11 1}
11

AA’{

Odatle slijedi da je det(yE — AA") = 4% — 22y + 120 = (y — 12)(y — 10), pa su karakteristi¢ni
korijeni matrice AA’ upravo ;3 = A? = 12 i 45 = A3 = 10. Odgovarajuéi karakteristi¢ni vektori su

e [1/\/§7 1/\/5] ivh = [1/\/5,—1/\/5], redom. Sli¢no je

3 -1 10 0 2

D 3 1 1]

AA_13[13J_0 0 4
11 2 4 2

—

Ovdje imamo da je det(yE — A’A) = v3 — 2242 + 120y = v(y — 12)(y — 10). Stoga su odgovarajuéi
karakteristi¢ni korijeni 1 = A3 = 12, 72 = A3 = 10 i 93 = A3 = 0. Vidimo da se nenula karakte-
risti¢ne vrijednosti poklapaju sa karakteristicnim vrijednostima matrice AAT. Lako dobijamo da
su odgovarajuéi karakteristiéni vektori jednaki uj = [1/v/6,2/v6,1/v6], uy = [2/v/5,—1//5,0] i
uhy = [1/+/30,2/4/30, —5/4/30]. Uzmemo li sada da je \; = v/12 i Ay = /10 dobijamo da je SVD
dekompozicija matrice data sa

1 1

] ]2
V2 V2

Sl
D

S

‘I
]| —
o
.

1.1.5 Projekcija na potprostor

Neka je B = {b1,...,bx} ortonormirana baza k-dimenzionalnog potprostora S C R™. Skup B
mozemo predstaviti u obliku matrice B = [by, ..., bg] €iji su elementi ortogonalni vektori kolone.
Ortogonalna projekcija P : R™ — S moze se zapisati u obliku

y=P(z) =BB'z, z€R™

Za vektor y € S je y = P(y) = BB'y. S obzirom da je dimenzija potprostora S jednaka k,
onda postoji izometriéni izomorfizam izmedu S i prostora R¥, i matrica B predstavlja ortogonalno
potapanje iz R¥ u R™ dato sa

y= Bz, zcRF

Osim toga imamo da vazi

dg(BZl,BZQ) = dg(zl,ZQ), 21,29 € Rk,
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gdje je da(z, y) euklidska metrika (vidjeti Potpoglavlje|3.3.1)). Neka je sada dat skup X = {z1,...,z,}
C R™ ineka je S = span{zy,...,2,}. Tada je ortogonalna projekcija P data sa

y=Plzx)=XX"=z

gdje je X~ generalizovani inverz matrice X, i € R™. Ako je skup vektora X linearno zavisan,
onda X~ nije jedinstveno odredeno, u suprotnom X~ = (X'X)71X’ tj. X~ je lijevi inverz sa X.
Znamo da se svaka matrica X moze zapisati u obliku

X =QR,
tj. postoji njena QR dekompozicija, gdje je matrica @ = [ug,...,Ug]mxk Ortogonalna matrica,
a R je k x n gornja trougaona matrica. Tada je skup {ui,...,ux} ortonormirana baza za S =

span{xy,...,Z,}. Stoga je QQ’ ortogonalna projekcija iz R™ na S.
Neka je sada S C R™ k-dimenzionalni potprostor i a € R™. Tada je linearna mmnogostrukost
(hiperravan) definisana kao
H=a+S={z+a:2€S5}

Pored toga, svaka hiperravan H ima jedinstveni paralelni potprostor S koji dobijamo na sljedeci
nacin: Neka je a € H, tada
S=H-a={zx—a:x€ H}

i dimenzija hiperravni je jednaka dimenziji odgovarajuceg paralelnog potprostora.
Za svaki realan broj ¢ # 0, operator dilatacije skupa X C R™ je definisan sa

cX ={cx:x € X}

Rotacija skupa X je skup Xo = {Oz1,...,0z,}, gdje je O realna ortogonalna m x m matrica.
Lako se vidi da rotacija, translacija i dilatacija ne mijenjaju dimenziju potprostora.

1.2 Osnovni pojmovi vjerovatnoce i statistike

1.2.1 Slucajne promjenljive i slucajni vektori
1.2.1 Definicija Familija F podskupova od Q2 # 0 je o-algebra ako zadovoljava aksiome:

1. Qe F;

2. Ako A € F onda i komplement A € F;

3. Ako su A; € F,i €N, tada i U2 A; € F.

Elementarni dogadaj w je osnovni pojam koji se ne definiSe. Neka je skup 2 skup elementarnih

dogadaja i neka je na njemu data o-algebra F. Skupove iz og-algebre zovemo slucajnim dogadajima,
skup Q siguran dogadaj, a ) nemogué dogadaj. Ureden par (Q, F) zovemo mjerljiv prostor dogadaja.

1.2.2 Definicija Neka je (0, F) mjerljiv prostor dogadaja. Skupovna funkcija P : F — [0,1] zove
se vjerovatnoéa ako ima osobine:

1. P(QY) =1;

2. Ako su Ay, A,,... disjunktni dogadaji iz F tada vazi P(U_; An) = > oo, P(Ay).

n=1*"n n=1
Uredena trojka (Q, F, P) naziva se prostor vjerovatnode.
1.2.3 Definicija Preslikavanje X : Q@ — R iz prostora vjerovatnoée (0, F, P) u mjerljiv prostor

(R, B(R)) naziva se sluéagna promjenljiva ako inverzna slika svakog Borelovog skupa pripada
o-algebri F, odnosno za proizvolino B € B(R) vazi X~1(B) € F.
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1.2.4 Definicija Funkciju Fx : R — [0,1] definisanu sa Fx(x) = P{w € Q : X (w) < z} nazivamo
funkcija raspodjele slucajne promjenljive X .

Za nas rad bice prili¢cno vazne slucajne promjenljive. Razlikujemo slu¢ajne promjenljive diskre-
tnog i slu¢ajne promjenljive apsolutno neprekidnog tipa. S tim u vezi imamo sljedeéu definiciju.

1, wed
0, weA
tor dogadaja A. Ako postoji disjunktno razbijanje sigurnog dogadaja 2 = A1 UAsU. .. i ako postoji
najvise prebrojiv skup {x1,22,...} C R tada sluéajnu promjenljivu oblika

1.2.5 Definicija Slucajna promjenljiva I4(w) = , za dogadaj A € F naziva se indika-

X(w) = Zm]A () (1.1)

zovemo diskretna slué¢ajna promjenljiva.

1.2.6 Definicija Slucajna promjenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji nenega-
tivna integrabilna funkcija o x(z) : R — Ry takva da za svaki skup B € B(R) vaZi

P{X € B} :/ngX(ac)dx. (1.2)

Funkcija px (x) zove se gustina raspodjele slucajne promjenljive X .

1.2.7 Definicija Preslikavanje X : Q@ — R™ iz prostora vjerovatnoée (Q, F, P) u mgjerljiv prostor
(R™, B(R™)) naziva se sluéajan vektor (n-dimenzionalna slucajna promjenljiva), ako inverzna
slika svakog Borelovog skupa pripada o-algebri F, tj. za svako B € B(R"™) vazi X ~(B) € F.

Za nas ¢e u daljem radu biti vazna sljedec¢a teorema.

1.2.8 Teorema Preslikavanje X : Q € R™ ¢ija su komponentna preslikavanja X = (X1, , X)) je

sluc¢agan vektor ako i samo ako je svako X;,i =1,...,n jednodimenzionalna slu¢ajna promjenljiva.
1.2.9 Definicija Slucajne promjenljive Xy, ..., X, su nezavisne ako za svako k < n, za svaki
izbor indeksa (i1, ...,1r) i za proizboljne Borelove skupove By, ..., By € B(R) vaZi
k k
P( ({Xi € Bj}> =[] P{Xi, € B;}.
j=1 j=1
1.2.10 Teorema Slucajne promjenljive X1,..., X, na prostoru vjerovatnoée (2, F, P) su nezavi-

sne ako i samo ako je

F‘(X1 _____ Xn)(l'l,...,xn):Fxl(l'l)“-FXn(LL'n).

1.2.2 Numericke karakteristike slucajnih promjenljivih

U ovom radu ¢esto ¢e biti vazni pojedini parametri koji ¢e dobro okarakterisati osobine raspodjele
vjerovatnoca slucajne promjenljive. Nama su vazni pokazatelji centralne tendencije, specijalno
ocekivanje slucajne promgenljive i pokazatelji rasipanja, specijalno disperzija i standardna devijacija
sluc¢agne promgjenljive.

10
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1.2.11 Definicija Matematicko ocekivanje diskretne slucajne promgjenljive X date sa
definisemo sa

E(X) = ap(ar),
k=1

gdje smo koristili oznaku p(xy) = P(Ag) = P{X = xzx}, k = 1,...n. Ocekivanje postoji ako i
samo ako je Y po; |zk|p(ar) < oo

Za apsolutno neprekidnu sluéagnu promjenljivu X sa gustinom px(x) datu sa ocekivange
je dato sa

B0 = [ sex(@as,

— 00

. .. . . . o
i ono postoji ako integral apsolutno konvergira, odnosno ako je [~ |z|px (z)dr < co.
U multivarijacionoj analizi éesée umgjesto E(X) pisemo p(X).

1.2.12 Teorema Osobine matematickog ocekivanja su:
1. E(c) = ¢, gdje je ¢ € R proizvoljna konstanta;
2. E(cX) =cE(X), gdje je c € R proizvoljna konstanta;
3. E(X+Y)=E(X)+E®Y).

1.2.13 Definicija Neka je X slucajna promjenljiva. Disperzija (varijansa) slucajne promjenljive
X, u oznaci D(X), 0%(X) ili Var (X) definisana je sa

D(X) = E((X - E(X))?) = D(X) = BE(X?*) - E*(X).

1.2.14 Definicija Ocekivanje slucajnog vektora X = (X1,...,X,), ukoliko postoji, je definisano
sa
E(X)=EXy,...,Xn) = (E(X1),...,E(Xp)).

Disperzija slucajnog vektora X = (X1,...,X,), ukoliko postoji, je definisana sa
D(X)=D(Xy,...,Xn) = (D(X1),...,D(Xy)).
1.2.15 Definicija Kovarijansa slucajne promjenljive (X,Y") je broj cov (X,Y) definisan sa
cov (X, Y)=E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y).
Ocigledno, cov (X, X) = D(X). Koeficijent korelacije slucajne promjenljive (X,Y) je broj

E(XY)-EX)E(Y)  cov(X,Y)
D(X)D(Y)  /DX)DY)

PXY =

Kazemo da su slucajne promjenljive X 1Y nekorelirane ako je pxy = 0.

Uveséemo jos sljedede oznake. Ako imamo slu¢ajni vektor X = (X7, ..., X,,) onda za proizvoljan
par slucajnih promjenljivih X;, X, oznacavac¢emo njihovu kovarijansu sa o;; = cov (X;, X;). Pri
tome vazi kao i do sad cov (X;, X;) = D(X;) = 04 = 02 ioj; =cov(X;, X;) =cov(X;,X;) =0j. U
daljem radu izuzetno ¢ée biti vazna slucajna matrica. Kolekciju sluc¢ajnih vektora mozemo zapisati u
vidu matrice. Takvu matricu ¢iji su elementi (jednodimenzionalne) slu¢ajne promjenljive nazivamo
slucajna matrica. Neka je X = [X;;] slucajna matrica formata n x p. Tada ocekivanje slucajne
matrice definisemo sa

E(X11) E(Xi2) E(Xp)
E(X21) E(X22) ... E(Xgp)

E(X) = : : - : ' (1-3)
E(X,1) E(Xn2) E(Xnp)
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Disperziju slucajne matrice definiSemo analogno. Ako su X i Y dvije slucajne matrice istih dime-
nzija, onda sve osobine koje smo definisali za ocekivanje jednodimenzionalnih slu¢ajnih promjenlji-
vih vaze i ovdje. Npr. E(X +Y) = E(X) + E(Y) i ako su A, B dvije realne matrice onda je
E(AXB)=AFE(X)B itd.

1.2.16 Definicija Neka je dat slucajan vektor X = (X1,...,X,). Kovarijaciona matrica
vektora X je matrica data sa ¥ = [cov (X;, X;)|nxn. Ocigledno, ¥ je simetricna matrica.

1.2.17 Teorema Matrica X je kovarijaciona matrica nekog slucajnog vektora ako © samo ako je
simetricna i pozitivno semidefinitna.

Definisimo sada matricu uzajamnih proizvoda odstupanja elemenata slucajnog vektora od odgo-
varaju¢eg ocCekivanja, tj. ako imamo slucajan vektor X = (Xi,...,X,,) sa odgovarajué¢im oceki-
vanjem E(X) = (E(X3),...,E(X,)) onda je odgovarajuéa matrica odstupanja data sa (X —
E(X))(X — E(X))". Oc¢ekivana vrijednost matrice odstupanja je zapravo kovarijaciona matrica, tj.
E(X - E(X))(X - E(X))) = %.

1.2.18 Teorema Neka su X1, ..., X, slucajne promjenljive. Tada je

D(ZXZ) = ZD(Xi) + ZCOV (Xi, X;) = ZZCOV (X, X5).

i

1.2.19 Definicija Neka je dat slu¢ajan vektor X = (X1,...,X,). Korelaciona matrica vektora
cov (X;,X;) :|
nx

v/ D(X;)D(X;)

Korelacionu matricu mozemo dobiti iz kovarijacione matrice i to kao R = (D'/2)~1Q(D/?)~1,
gdje je matrica D dijagonalna matrica koja na glavnoj dijagonali sadrzi elemente sa glavne di-
jagonale kovarijacione matrice ¥. Matricu D zovemo matrica standardnih devijacija. Sli¢no,
kovarijacionu matricu mozemo izraziti preko korelacione kao ¥ = D'/2RD'/2.

X je matrica data sa R = {

1.2.3 Osnovni pojmovi statistike i multivarijacione analize

Statistika se bavi prikupljanjem, prikazivanjem, interpretacijom, prezentacijom i koris¢enjem
podataka kako bismo izveli odredene zakljucke. Multivarijaciona analiza predstavlja skup statistickih
metoda pomoc¢u kojih se analiziraju visedimenzionalna mjerenja dobijena za svaku jedinicu nekog
skupa objekata koje posmatramo i ispitujemo.

Osnovni skup, tj. skup na kome prou¢avamo odredene pojave, zovemo populacija. Osnovne
osobine po kojima se razlikuju elementi neke populacije zovemo obiljezja. Osnovni problem je
da odredimo raspodjelu obiljezja na nekoj populaciji. U praksi je veoma tesko ispitivati cijelu
populaciju, pa se uzima neki podskup populacije koji zovemo uzorak.

U skladu sa prethodnom pricom populaciju mozemo posmatrati kao skup svih moguéih ishoda,
tj. u prethodnoj notaciji skup €2, a svako obiljezje X kao slu¢ajnu promjenljivu, tj. X : Q@ — R.
Nakon sto izaberemo uzorak obima n na svakom elementu populacije posmatramo obiljezje X.
To sakupljanje podataka prilikom nekog mjerenja zovemo eksperiment. Niz dobijenih vrijednosti
(z1,...,2n) zovemo realizovan uzorak. Prirodno je posmatrati sljedecée slucajne promjenljive: X
je vrijednost obiljezja na prvom elementu populacije koji smo izabrali u uzorak, ..., X, je vrijednost
obiljezja na poslednjem elementu populacije koji smo izabrali u uzorak. Svaka od promjenljivih ima
istu raspodjelu kao i osnovno obiljezje X i sve slu¢jne promjenljive X7, ..., X, su nezavisne. Prost
sluéajan uzorak obima n je n-dimenzionalna slu¢ajna promjenljiva (X7, Xo, ..., X,,) u kojoj sve
promenljive X;, ¢ € N | imaju istu raspodjelu kao i obiljezje X i medusobno su nezavisne.

Na osnovu uzorka (X7, ..., X, ) potrebno je ocijeniti o¢ekivanje, odnosno srednju vrijednost
(sredinu), i disperziju. Koristimo sljedece veli¢ine:
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1.2. OSNOVNI POJMOVI VJEROVATNOCE I STATISTIKE Srdan Lazendié

1. aritmeticka sredina uzorka (uzoracka srednja vrijednost) X, = 3" | X

)

2. uzoracka disperzija gi =I5 (X —Xp)?2=10 X2 -X

3. korigovana uzoracka disperzija S? = ﬁ S (X = Xn)%

4. standardna devijacija uzorka S, = i

n?

5. Ako su dati uzorci (Xy,...,X,) obiljezja X i (Y1,...,Y,,) obiljezja Y tada je uzoracka kova-

IS Xy - X7

=1

rijansa Cxy = —
n

Pretpostavimo da smo prilikom eksperimenta sakupili podatke za p osobina (promjenljivih) za
nekih n objekata (uzoraka). Dobijene podatke predstavljamo u obliku matrice podataka koja
ima n vrsta i p kolona. Vrste matrice podataka zovemo objektima i oni predstavljaju entitete na
kojima smo vrsili mjerenje (npr. osobe), a kolone zovemo promjenljivama i one predstavljaju skup
vrijednosti mjerenih na datom objektu. U praksi je n ¢esto mnogo veée od p.

Matricu podataka mozemo posmatrati i kao vektor i to na dva nacina u zavisnosti da li X
posmatramo po vrstama ili po kolonama. Ako posmatramo po vrstama onda svaka vrsta predstavlja

jednu visedimenzionalnu opservaciju (zapazanje) sluc¢ajnih promjenljivih X4, ..., X,. U tom slucaju
matrica X sadrzi n opservacija viSsedimenzionalne slu¢ajne promjenljive u oznaci X,...,X,. Pod
vektorom X; podrazumijeva¢emo p x 1 slucajni vektor opservacija promjenljivih Xy, ..., X, za i-tu

jedinicu posmatranja.
Ako matricu podataka posmatramo po kolonama, tada svaka kolona predstavlja n opservacija
jedne od p promjenljivih, odnosno svaka kolona matrice X je n x 1 vektor opservacija jedne od p

promenljivih koji oznacavamo sa X1,..., X, 1 X = [X1,...,X,], gdje je
le
Xaj .
Xj=1 .1, 7=L2....p
an

Neka imamo matricu podataka formata n X p, tj. imamo n objekata i p promjenljivih. Uzoracka
sredina u oznaci X definise se kao (p x 1) slucajan vektor ¢iji su elementi uzoracke sredine promje-
nljivih, tj.

X,

o YQ o 1 n

X = : ngeJer:ﬁZ;Xij,]:1,2,...,p.
X

Definisimo matricu centriranih podataka u oznaci X* sa

X11—Xl X12—Xz le_zp
Xo1 — X1 X9 —Xo ... XQP_XP

o . . | . (1.4)
Xp1 — Yl Xpo — Yg ce an — Yp

jer pomoc¢u nje mozemo definisati uzoracku kovarijacionu matricu kao simetri¢énu slu¢ajnu matricu
p X p datu sa

1 1
(X*),X* —

S:n—l

> (X - X) (X - X),

n—1+4

13



1.2. OSNOVNI POJMOVI VJEROVATNOCE I STATISTIKE

Srdan Lazendié

gdje je (X*) X* simetri¢na slu¢ajna matrica

- n n

Z(Xil —X1)? Z(Xil — X1)(Xi2 — Xo2)

D (Xip = X2)(Xia — X1) 3 (Xiz — Xa)?

i=1 i=1

n

Z(Xip - Yp)(Xil - Y1) Z(Xip - Yp)(XzQ - y2)

3

Li=1 =1

Elementi uzoracke kovarijacione matrice su dati sa

n

1
n—1

Sji =

i=1

Z(X” — Yj)(Xlk —Yk), j,k = 1,2, ... D

Sada uzoracku korelacionu matricu mozemo odrediti pomocu elemenata uzoracke kovarijacione
matrice. Njeni elementi su uzoracki koeficijenti korelacije

Tik = 7Sjk
S5V S

7.j7k:1727"'7p'

Sama korelaciona matrica je data sa

1 rip 73 T1p
ri2 1 73 Top
R = . ]
Tlp Tgp Tgp 1

1.2.20 Primjer Neka su realizovane vrijednosti slu¢ajnog uzorka od n = 3 elementa iz dvodime-
nzionalnog osnovnog skupa p = 2 date matricom podataka

r11 T12 -2 3
X = 21 X2 | = 4 2
r31 I32 1 1

Odredimo realizovanu vrijednost sredine X. Tada je

1
- Tj1 —2+4+4+1

T = i=1 = % =
= 3+2+1 9| -
POBLE 3
j=1

Odavde ¢itamo da je uzoracka srednja vrijednost (sredina) prve promjenljive T; = 1 i da je sredina
druge promjenljive ZTo = 2. Matrica centriranih podataka je

X1 — X1 Xi2—Xo —2—-1 3-2
X*=|Xo1—X1 Xoo—Xo|=1]4-1 2-2
X31— X1 Xsp2— Xo 1-1 1-2

0
-1

Zatim lako dobijamo da je matrica uzajamnih proizvoda centriranih podataka

-3 1
oy -3 3 0] _[18
(X)X = 3 01 {1 0 —1]_{—3

14




1.2. OSNOVNI POJMOVI VJEROVATNOCE I STATISTIKE Srdan Lazendié

Odatle imamo da je realizovana vrijednost uzoracke kovarijacione matrice data sa

b e L 18 3] [ 9 -3)2
S_n1<X)X_31[3 2}_[3/2 1}’

odakle vidimo da je disperzija (varijansa) prve promjenljive s? = s;; = 9, druge s3 = sg2 = 1,

a njihova kovarijansa je s12 = s91 = —3/2. PoSto smo rekli da je veza izmedu kovarijacione i
korelacione matrice R = (D/2)~1S(D'/?)~! imamo da je za dijagonalnu matricu
9 0
o=l Y

realizovana vrijednost uzoracke korelacione matrice

r= Y [ L A=l Y

Prethodni primjer je od velike vaznosti. S obzirom da ¢emo u ovom radu posmatrati visedime-
nzionalne centrirane podatke, vidimo da to nije neko ogranicenje, jer se proizvoljan skup podataka
moze centrirati. Osim toga vidjeli smo kako se ra¢una vrijednost uzoracke kovarijacione i uzoracke
korelacione matrice.
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Glava 2

Osnovni pojmovi diferencijalne
geometrije i teorije grafova

Ovu glavu smo namjerno odvojili od Glave [} s obzirom da ¢emo ovdje navesti pojmove koji
¢e se vise koristiti kod nelinearnih tehnika za redukciju dimenzionalnosti, a koje ¢emo razmatrati
u Glavi 4l dok se linearne tehnike za redukciju dimenzionalnosti, kao §to ¢emo vidjeti, baziraju
na multivarijacionoj analizi i statistici. U ovoj glavi naves¢emo osnovne pojmove diferencijalne
geometrije kao i teorije grafova. Za literaturu iz diferencijalne geometrije izabrali smo [4,25], dok
smo za teoriju grafova koristili |3}25].

2.1 Osnovni pojmovi diferencijalne geometrije

Prilikom redukcije dimenzionalnosti, pretpostavljamo da se podaci nalaze na nizedimenzionalnoj
mnogostrukosti ¢ija dimenzija i oblik nisu poznati. Mnogostrukost je moguce predstaviti pomocu
njenih koordinata u euklidskom prostoru, tako da tehnike za redukciju dimenzionalnosti traze
koordinate za elemente skupa podataka. Mi se ovdje necemo baviti globalnim svojstvima mno-
gostrukosti, dovoljno ¢e nam biti lokalne osobine mnogostrukosti, jer ¢e nam koordinatne karte, o
kojima ¢emo kasnije vise reéi, biti dovoljne da lokalno opisemo podatke. S obzirom da je veéina
dokaza iz ove oblasti prili¢no slozena, ovdje ¢emo navesti potrebna tvrdenja bez dokaza, sa refere-
ncama na literaturu gdje se izostavljeni dokazi mogu nadi.

Diferencijabilne mnogostrukosti predstavljaju uopstenja glatkih krivih i povrsi.

2.1.1 Definicija Neka su X C R" 1 Y C R™ dva neprazna skupa. Preslikavanje f : X =Y je
difeomorfizam ako je f bijekcija i f i f~' su glatka preslikavanjcﬂ Ako postoji difeomorfizam
izmedu X 1Y, kaZemo da su X ©Y difeomorfni.

Intuitivno, mnogostrukosti su prostori koji su lokalno euklidske strukture, tj. svaka tacka sa
mnogostrukosti ima okolinu koja je lokalno difeomorfna otvorenom skupu u euklidskom prostoru
R™. Klasi¢na definicija mnogostrukosti moze se naéi u [10], dok ¢emo ovdje navesti definiciju koja
¢e biti dovoljna za rad sa nelinearnim tehnikama.

2.1.2 Definicija Neka je M C R™ neprazan skup. Ako za svaku tacku x € M postoji otvoren
skup W C M takav da je W difeomorfno otvorenom skupu U C R¥, tada kaZemo da je M k-
dimenzionalna diferencijabilna mmnogostrukost (glatka mnogostrukost), difeomorfizam g :
U — W je parametrizacija za W, inverzno preslikavanje h := g~ : W — U zovemo koordi-
nanto preslikavanje, dok W zovemo koordinatna okolina tacke x. Ureden par (W,h) zovemo
koordinatni sistem ili karta na mnogostrukosti M.

IPreslikavanje f je glatko (eng. smooth) ako svi parcijalni izvodi postoje i neprekidne su funkcije, tj. f € C°.
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2.1. OSNOVNI POJMOVI DIFERENCIJALNE GEOMETRIJE Srdan Lazendié

Na karti (W, h) tacka x € W ima sljedeéu parametrizaciju:
h(z) = [R*(2), ..., h™(z)],

pri éemu A’ zovemo i—ta koordinatna funkcija. Dakle, mnogostrukost se sastoji od karata gdje je
svaka karta euklidski prostor.

2.1.3 Definicija Diferencijabilna struktura tzv. atlas D na k-dimenzionalnoj mnogostrukosti M
je kolekcija svih karata {(W;, h;)} na M, tako da vaze uslovi:

1. Unija svih W; prekriva M, tj. M = U;W;;
2. Za svaki par (i,7) preslikavanje hj o hi_l je glatko preslikavanje na h;(W; N Wj).

2.1.1 Tangentni prostor i tangentni vektori

Neka je M C R™ mnogostrukost. U tacki p € M mozemo konstruisati hiperravan koja ¢e
najbolje aproksimirati M u okolinit tacke p. Intuitivno, tangentni prostor T}, ¢e biti potprostor
paralelan sa hiperravni H.

Podsjetimo se, ako je f = [f1,..., fi]’ : U — V diferencijabilno preslikavanje, gdje su U C R*
i V C R! otvoreni skupovi, onda izvod preslikavanja f u tacki # € U je linearno preslikavanje
ds, : RF — R! definisano sa

th) —
dy, = lim JEEN ZI@ i
t—0 t
ili u matri¢nom obliku

Lk 3)51(1) o 35(@

de — lﬁfi(x)] o o o

fz — ? - . . .
7o 1i =1 dfi(x) fi(=)

6901 e awk

Sada dolazimo do definicije tangentnog prostora.

2.1.4 Definicija Neka je M C R™ k-dimenzionalna mnogostrukost, U C RF otvoren skup i g :
U — M parametrizacija okoline g(U) C M. Neka je p € M, u € U i g(u) = p. Tada je sliku
linearne transformacije dg, , v oznact T,M := dguRk, zovemo tangentni prostor za M u tacki p.
Vektore iz T, M zovemo tangentni vektori.

Pisa¢emo

I
dg Oq 09m .
- = - ... - 1< <
ou’ [811” Tout | T T i<k

pa koristeéi prethodnu definiciju imamo da je skup

dg dg
{mw} 1)

baza tangentnog prostora 7, M. Ako definiSemo

991 991
m,k Hul . Suk
@ o 9gi _ . . . (2.2)
ou | Ou’ : : ol '
i,j=1 9gm. 9gm
dul " Quk
tada je tangentni vektor u tacki p oblika
k
dg _ 0Og
X = « = —
P Z “Out Ou

gdje je a = [y, ..., a) € R*.
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2.1. OSNOVNI POJMOVI DIFERENCIJALNE GEOMETRIJE Srdan Lazendié

2.1.2 Rimanove mnogostrukosti

Kako bi mnogostrukost bila metricki prostor, potrebno je definisati metriku. Kao i do sad,
ne¢emo davati opstu definiciju Rimanoveﬂ mnogostrukosti, nego samo onu koja ¢e nama biti dovo-
ljna za rad sa nelinearnim tehnikama.

Neka je M k-dimenzionalna mnogostrukost i T, tangentni prostor u tacki p € M. Neka je

g parametrizacija za M i neka je (W,h) karta na M, gdje je h = g~'. Za sve p € M neka je

u = h(p) € R¥, tada g definige bazu (2.1)) za T, M koju mozemo predstaviti u obliku matrice (2.2)).
Tada definiSemo metriku G4(p) sa

ag\ o
G,(p) = ((,;i) 6—3, pe M. (2.3)

Matrica G4(p) je pozitivno definitna i naziva se Rimanova metrika na M. Akosu X,Y € T, (M)

dva tangentna vektora data sa X = %x iy = %y, tada definiSemo njihov skalarni proizvod sa

(X,Y), = 2'Gy(p)y. (2.4)
2.1.5 Lema Za proizvoljne tangentne vektore X,Y,Z € T), i realne brojeve «, 3, vazi sljedece:
1. Linearnost: (aX + Y, Z), = (X, Z), + B(Y, Z)p;
2. Simetricnost: (X,Y), = (Y, X),;
3. Pozitivna definitnost: (X, X), > 0.
Skalarni proizvod definise normu vektora X sa
1X15 = 2'Gy(p)z.

2.1.6 Definicija Neka je M k-dimenzionalna mnogostrukost. Ako je na M definisana metrika
Gg4(p) i ako je za svaki par tangentnih vektora skalarni proizvod definisan sa (2.4), kaZemo da je
M Rimanova mnogostrukost u oznaci (M,G).

U ovom radu koristicemo uvijek diferencijabilne Rimanove mnogostrukosti, tako da to ne¢emo
posebno naglaSavati.

2.1.7 Definicija Neka je M povezana Rimanova mnogostrukost i v C M glatka kriva na M koja
je data parametarski sa v = [y'(t),...,y™(t)]’, t € [a,b]. DuZina luka krive v je definisana sa

b b m
Il = / 1)t = / SO0,
a @ \i=1

gdje je 7 izvod po t krive .

Prethodna definicija je dobra, tj. duzina luka krive ne zavisi od izbora parametrizacije krive ~.
Reéi éemo da je kriva parametrizovana duzinom luka ili prirodno parametrizovana, ako je ||¥(t)|| = 1
za sve t € [a,b]. Bitno je spomenuti, da svaku regularnu krivu mozemo parametrizovati duzinom

luka.

2.1.8 Definicija Neka su date tacke p,q € M. Geodezijsko rastojanje (geodezijska metrika)
izmedu tacaka p i q definisano je sa

dy(p; q) = inf{[|7]|}

gdje se infimum dostiZe po svim glatkim krivama koje povezuju tacke p i q.

2Bernhard Riemann (1826-1866) - njemacki matematicar
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2.2. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE GRAFOVA Srdan Lazendié

(a) Euklidsko rastojanje (b) Geodezijsko rastojanje

Slika 2.1: Euklidsko i geodezijsko rastojanje na primjeru rolne.

2.2 Osnovni pojmovi teorije grafova

2.2.1 Sistem okolina

Standardan nacin da predstavimo eksperimentalne podatke (informacije) je pomoéu oblaka

podataka koji je definisan kao skup vektora X = {z;}7_;, C R ili u matritnom obliku kao
X = [z1,...,%n]Dxn- Redukcija dimenzionalnosti je bazirana na pretpostavci da uoceni podaci
X = {r1,...,2,} € RP leze na nizedimenzionalnoj d-dimenzionalnoj mnogostrukosti M C RP,

d < D. U veéini slucajeva, skupovi podataka su konacni, tj. radimo sa diskretnim skupovima
tacaka, pri ¢emu ne znamo eksplicitno mnogostrukost na kojoj se nalaze podaci. Stoga, potrebno je
nekako da opiSemo sli¢nosti izmedu skupova podataka, sto se matematicki vrsi uvodenjem sistema
okolina.

2.2.1 Definicija Neka je X = {w1,...,2,} C RP dati skup podataka i neka je dato € > 0. Tada
je e-okolina tacke x; € X podskup od X definisan sa

0; = 04(e) = X N (Be(x3) \ {wi})
gdje je B.(x;) C RP otvorena lopta sa centrom u x; i poluprecnikom e.

Iz prethodne definicije lako vidimo da ako x; € O; onda i x; € O;. Ako je mogucée okolinu
svake tacke projektovati na s-dimenzionalnu mnogostrukost, tada je unutrasnja dimenzija skupa
podataka s, pa je moguce smanjiti dimenziju podataka do dimenzije s, bez da izgubimo veliku
koli¢inu podataka. Ako bismo izabrali malu okolinu, tj. ako izaberemo malo € onda ¢emo izgubiti
odredene osobine podataka, dok s druge strane ako izaberemo veliko £ dobijamo veliku unutrasnju
dimenziju, pa projekcija na mnogostrukost moze da bude nestabilan postupak (primjer za ovo
moze se naci u [25]). Stoga, kako je u praksi tesko definisati e-okolinu skupa podataka, ¢esto se
koristi k-okolina kako bi se opisale sli¢nosti, odnosno razli¢itosti izmedu objekata skupa podataka.
k-okolina tacke x; € X sadrzi k najblizih tacaka tacke x;, ne ukljuc¢ujuéi tacku z;. Oznacimo sa
N; = Ni(i) k-okolinu tacke x;. Tada,

max do(z;,2) < max  do(x;, ).

TzEN(7) N () U{x;}
Primjetimo da ovdje ne vazi da ako z; € N; onda z; € N;. Kao i kod e-okoline i za k-okolinu
vazi da nije zgodno izabrati ni veliko, ni malo k. To smo predstavili na primjeru na Slici koji
se moze naéi u [17]. U [25] mogu se naéi algoritmi sa Matlab kodovima za konstrukeiju sistema
okolina.
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Slika 2.2: Primjer primjene LLE metoda (vidjeti Poglavlje za razlicite k-okoline.

2.2.2 Graf kao model za opis strukture podataka

Geometrija diskretne strukture podataka, opisana je sistemom okolina, koji se moze predsta-
viti koristeci grafove. Graf je apstraktni matematicki objekat, koji predstavljamo pomocu tacaka,
koje predstavljaju podatke, povezanih linijama. Formalno, imamo sljedeéu definiciju. Slike koje
smo koristili u ovom poglavlju mogu se naéi na veb-stranici: http://poincare.matf.bg.ac.rs/

~jelenagr/ASP/grafovi.htm.

Neorijentisan graf

2.2.2 Definicija Neka je V' konacan skup. (Neorijentisan) graf G je ureden par G = [V, E],
gdje je E skup dvoelementnih podskupova (neuredenih parova) od V. Elemente skupa V' zovemo
¢évorovi grafa G, a elementi skupa E su grane grafa G.

Neka su a,b € V dva ¢évora. Granu izmedu ¢vorova a i b oznacava¢emo sa (a, b) i u tom slucaju
kazemo da su a i b povezani. Ako je (a,b) isto §to i (b, a) onda kazemo da je graf neorijentisan.
Petlju, tj. granu koja pocinje i zavrsava u istom ¢voru oznacavacemo sa (a,a). Stepen €vora a
u grafu je broj grana grafa koji imaju kraj u tom ¢voru i oznacavamo ga sa d,. Petlju brojimo dva
puta. Ako ne naglasimo drugacije smatra¢emo da nemamo petlji, tj. da imamo prosti graf.

2.2.3 Definicija Dva grafa G i H su izomorfna, u oznaci G ~ H, ako i samo ako postoji bijektivna
funkcija ¢vorova i grana, tako da se ocuvava susjednost svih ¢vorova, tj. dva ¢vora u G su povezana

ako i samo ako su odgovarajuci ¢vorovi v H povezani.
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2.2. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE GRAFOVA Srdan Lazendié

Neka je G = [V, E] graf i n = |V| broj ¢évorova grafa. Moguée je konstruisati graf H = [V, Eg|
koji je ekvivalentan sa G i Vi = {1,...,n}. Tada izomorfizam T sa G na H zovemo obiljezavanje
grafa G jedinstvenim oznakama 1,2, ...,n. Radi jednostavnosti ¢emo identifikovati graf G = [V, E]
sa ekvivalentnim grafom oznaka H, pa ¢emo umjestio (v;,v;) € E pisati (4,7) € E.

Put izmedu dva ¢vora u grafu je niz grana koji spaja ova dva ¢évora, u kome se svaka grana iz
grafa pojavljuje najvise jedanput. Povezan graf je takav neorijentisani graf kod koga su bilo koja
dva ¢vora povezana putem. Ako postoje dva ¢vora koja se ne mogu povezati, graf je nepovezan.

Kako bismo predstavili ¢vorove u grafu koristi se matrica povezanosti (eng. adjency matrix).
Ako je broj ¢vorova grafa G = [V, E|] jednak n, matrica povezanosti A grafa G je n X n simetri¢na

matrica definisana sa
o 1, (i,j) € Fili(j,i) € E;
A(i,j) = { (6.9) G:4) (2.5)

0, inace .

Skup évorova V' grafa G = [V, E] je jedinstveno odreden pomoc¢u pridruzene matrice povezanosti.
S obzirom da je za matematicka racunanja zgodnije raditi sa matricom povezanosti, ubuduée ¢emo
pisati G = [V, A] umjesto G = [V, E]. Na Slici dali smo primjer neusmjerenog grafa sa odgo-
varaju¢om matricom povezanosti.

Sada ¢emo definisati uopstenje matrice povezanosti, a to je tezinska matrica. U tezinskoj
matrici, element (¢, ) takozvana tezina (tezinski koeficijent) je uglavnom pozitivan realan broj.
Tezinska matrica W = [w; jlnxn grafa G = [V, E] je simetricna matrica gdje je w;; # 0 ako
(1,7) € E, a inace je w; ; = 0. Graf kojem smo dodijelili tezinsku matricu zovemo tezinski graf.

(]
(%]

1
D (D) —

e =
— O = =
= =l

0
Slika 2.3: Matrica povezanosti neusmjerenog grafa.

Kada imamo skup podataka, koji generise graf G, uvijek éemo identifikovati graf G = [X, 4] sa
izomorfnim grafom obiljezavanja [V, A], gdje je izomorfizam dat sa z; — i. Okolina ¢vora i € V je
skup ¢vorova

N(i) ={jeV:A(,j) =1},
a stepen ¢vora i je kardinalnost od N (i), tj. |N(4)].

Orijentisan graf (digraf)

2.2.4 Definicija Ureden par G = [V, E] je usmgjeren graf (digraf) ako je V skup cévorova i E
je skup uredenih parova cvorova iz 'V .

Dok smo kod neorijentisanih grafova imali da je (a,b) = (b, a) kod orijentisanih to nije slucaj,
tako razlikujemo (a,b) i (b, a). Intuitivno, kod neorijentisanih nemamo ,,strelice” izmedu évorova,
dok kod orijentisanih imamo, odakle je onda jasno, da ako imamo ,,strelicu” od a ka b, onda ne
moramo imati i strelicu od b ka a.

Pojam izomorfizma kao i grafa obiljezavanja se uvodi analogno kao i kod neorijentisanog grafa,
tako da ¢emo odmah preéi na matricu povezanosti i tezinsku matricu, jer one imaju najvec¢u vaznost
za nas.
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2.2.5 Definicija Neka je G = [V, E] digraf sa V- = {1,...,n}. Matrica povezanosti grafa G je

n X n matrica takva da je:
y L (2,5) € E;
AG.j) = { ) (26)

0, inace.

Kao i kod neorijentisanog grafa i ovdje vazi da matrica povezanosti orijentisanog grafa jedi-
nstveno odreduje graf, s tim §to ovdje ona moze biti asimetriéna matrica (vidjeti primjer na Slici
. Digraf G = [V, 4] je simetrican, ako je matrica A simetri¢na. Ocigledno, simetrican digraf je
ekvivalentan sa neorijentisanim grafom, stoga je neorijentisan graf specijalan slucaj orijentisanog
grafa.

O—® 12345
(I \ 10 1100
20 0010

® @ 31100 1
\/ 410 0 0 0 1
G 500 1000

Slika 2.4: Matrica povezanosti usmjerenog grafa.

2.2.6 Definicija Neka je G = [V, E| orijentisan graf sa V.= {1,...,n}. TeZinska matrica W :=
(Wi ;] na G je definisana sa

Wi 5, A ia ) = 1;
Wi = { 5 Alid) (2.7)
0, mace

pri cemu je w; ; > 0 teZina na cvoru (i, ).

2.2.3 Laplasijan grafa

2.2.7 Definicija Neka je G = [V, A] graf, gdje je V skup svih ¢vorova, kardinalnosti |V| =n, i A
matrica povezanosti grafa G. Laplaﬂ-ova matrica Lg grafa G je data sa

_17 A(Zaj) = 1;
La(i,§) = di, i=7; (2.8)
0, inace ,

gdje je d; stepen i-tog cvora.

Oznacimo sa D dijagonalnu matricu takvu da je D, ; = d;. Tada se Laplasova matrica u (2.8)
moze zapisati kao
Lg=L=D-A.

Cesce se koristi normalizovana Laplasova matrica definisana sa:

e Al =1,
0, inace ,

3Pierre-Simon Laplace (1745-1827) - francuski matematicar, fizicar i astronom
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Imamo da vazi:
E — D—l/QLD—l/Q -7 — D_1/2AD_1/27

pri éemu se definise da je D71(i,i) = 0 ako je d; = 0. Po definiciji stepena ¢vora, imamo da je
d; = 0 ako je i-ti ¢vor izolovani ¢vor, tj. nema grana koje ga povezuju sa ostalim ¢vorovima.
Sljedeéu teoremu navodimo bez dokaza, koji se moze nadéi u [25].

2.2.8 Teorema Za Laplasovu matricu L grafa G = [V, E] vaZi da postoji matrica S takva da je
L=25S.

Sada ¢emo da uvedemo pojam Laplasove matrice za tezinske grafove.

2.2.9 Definicija Neka je G = [W, E] teZinski graf (moguce je da ima i petlje). TeZinska Laplasova
matrica L na G je definisana sa

*wi,ja (ivj)EEa 27&‘77
0, mace ,

gdje je d; = ZjeN(i)u{i} wij > 0.

Poseban znacaj teorije grafova kao i Laplasijana grafa vidjeée se u Poglavlju prilikom for-
mulacije LLE metoda.
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Glava 3

Linearne tehnike za redukciju
dimenzionalnosti signala

U ovoj glavi bavi¢emo se tehnikama za redukciju, odnosno smanjenje dimenzionalnosti signala,
tacnije linearnim tehnikama za redukciju dimenzionalnosti signala. Na samom pocetku razjasni¢emo
Sta predstavlja pojam dimenzionalnosti, a zatim kako i na koji nacin se vrs§i smanjenje te dime-
nzionalnosti. Razmatra¢emo razlicite tehnike, koje grubo mozemo podijeliti u dvije grupe i to na
linearne i nelinearne tehnike za redukciju dimenzionalnosti. Potreba za ovim tehnikama je velika,
tako da se moze na¢i obimna literatura iz ove oblasti, a u ovom radu najvise smo se bazirali na [6},25].
Ova glava je posveéena linearnim tehnikama, a u Glavi 4| posvetiéemo se nelinearnim tehnikama.

3.1 Problem dimenzionalnosti

Problem dimenzionalnosti (eng. curse of dimensionality) formulisao je 1961. godine Bellmarﬂ
prilikom rjesavanja problema iz dinamicke optimizacije. Bellman je primjetio sljedeée: Mreza sa
korakom 1/10 u jedini¢noj kocki u R? sastoji se od 107 tacaka, §to raste eksponencijalno kada
se dimenzija prostora D povec¢ava. U poslednjih nekoliko godina veoma mnogo se radi na razvoju
tehnika i alata koji ¢e moéi da rijeSe problem sa nevjerovatnim povecanjem koli¢ine podataka iz
raznih oblasti nauke i tehnike. Bitno je da imamo moguénost efikasnijeg skladistenja velike koli¢ine
podataka, ali istovremeno javlja se problem sa eksponencijalnim porastom koli¢ine podataka. Stoga,
potrebno je da iskoristimo razlicite matematicke alate u kombinaciji sa alatima numericke anali-
ze. Zmacajan doprinos se pojavio pod nazivom redukcija dimenzionalnosti signala sa ciljem da se
analiziraju visedimenzionalni skupovi podataka. Koriste se analiticki i geometrijski pristup ovim
problemima koji se mogu smatrati kao dodatak klasi¢nim statistickim metodama koje se koriste u
masinskom ucenju i analizi podataka.

U praksi, velika dimenzija nekog skupa podataka je samo prividno tako velika. Pretpostavimo
da se podaci X = {x,} 4 nalaze na s-dimenzionalnoj mnogostrukosti M koja je smjestena u R, tj.
M C RP. Tada kazemo da je D spoljasnja dimenzija, a s unutrasnja dimenzija skupa podataka X
Sa stanovista statistike, X mozemo posmatrati kao skup uzoraka slucajnog vektora X € R”. Ako
je vektor X odreden sa s nezavisnih promjenljivih, tj. postoji slucajan vektor Y € R? i invertibilna
analiticka funkcija f : R® — R tako da je F(Y) = X, tada kazemo da vektor X ima unutrasnju
dimenziju s. Mala unutrasnja dimenzija visedimenzionalnog skupa podataka je kljuéna za primjenu
redukcije dimenzionalnosti. Zahvaljujuéi maloj unutrasnjoj dimenziji, mozemo smanjiti spoljasnju
dimenziju bez da izgubimo vazne informacije. Intuitivno, redukcija dimenzionalnosti ima za cilj da
pronade parametrizaciju mnogostrukosti na kojoj se nalaze posmatrani podaci.

'Richard E. Bellman (1920-1984) - americki matematicar
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3.2. ANALIZA GLAVNIH KOMPONENTI - PCA Srdan Lazendié

U opstem slucaju problem redukcije dimenzionalnosti je sljedeéi: Dat je viSedimenzionalni skup
podataka X = {x1,...,7,} C RP cilj je da pronademo nizedimenzionalnu reprezentaciju ) =
{y1,---,yn} C R? gdje je d < D, ali tako da se analiza podataka skupa X moze izvrsiti analizom
podataka skupa ) sa odredenom greskom. Probleme redukcije dimenzionalnosti dijelimo u dvije
grupe:

e Teski problemi redukcije dimenzionalnosti. Kod problema ovog tipa imamo da se
spoljasnja dimenzija skupa podataka kre¢e od nekoliko stotina do nekoliko stotina hiljada
komponenti, pa je potrebno izvrsiti jako veliko smanjenje dimenzije. U ovoj kategoriji se
nalaze problemi prepoznavanja oblika i klasifikacije uzoraka koji uklju¢uju rad sa slikama
(prepoznavanja likova, prepoznavanje znakova (slova, oblika) itd.) i zvukom.

e Laki problemi redukcije dimenzionalnosti. U ovoj kategoriji nalaze se problemi, kod ko-
jih spoljasnja dimenzija skupa podataka nije pretjerano velika, tako da ni smanjenje dimenzije
nije pretjerano veliko. Mnogi problemi statisticke analize u oblastima psihologije, sociologije
i drugih drustvenih nauka spadaju u ovu grupu problema. Multivarijaciona analiza je kljuéna
za rjeSavanje problema ovog tipa.

Tehnike koje rjesavaju probleme redukcije dimenzionalnosti mozemo da klasifikujemo na razlicite
nacine. Jedna od podjela je na konveksne i nekonveksne tehnike, ali kao $to smo ve¢ prethodno
naveli ovdje ¢emo posmatrati podjelu na linearne i nelinearne tehnike. Vise o samoj klasifikaciji i
kratak pregled tehnika za redukciju dimenzionalnosti moze se naéi u [24].

Linearne tehnike za redukciju dimenzionalnosti razvile su se u sklopu statistike i masinskog
ucenja i postale su nezaobilazan alat za analizu viSedimenzionalnih skupova podataka. Neke od
najpoznatijih linearnih tehnika za redukciju dimenzionalnosti signala su: analiza glavnih kompo-
nenti (eng. Principal Component Analysis - PCA), multidimenzionalno skaliranje (eng. Multidi-
mensional Scalling - MDS), Fisher-ova linearna diskriminantna analiza (eng. Linear Discriminant
Analysis - LDA), kanonicka korelaciona analiza (eng. Canonical Correlation Analysis - CCA), la-
tentno semanticko indeksiranje (eng. Latent Semantic Indexing - LSI), slu¢ajna projekcija (end.
Random Projection - RP), analiza nezavisnih komponenti (eng. Independent Component Analysis
- ICA) kao i faktorska analiza (Factor Analysis - FA). U poslednjih sto godina, pocevsi sa Pearson-
om i definicijom PCA 1901. godine, pojavio se veoma veliki broj linearnih tehnika za redukciju
dimenzije. Vise o linearnim tehnikama moze se nadéi u [5]. U ovom radu odluéili smo se za dvije
linearne tehnike i to PCA i MDS.

3.2 Analiza glavnih komponenti - PCA

Najpoznatija i najvaznija linearna tehnika za redukciju dimenzionalnosti jeste Analiza glavnih
komponenti - PCA. Metod je uveo Pearsorﬂ 1901. godine prilikom pronalazenja linija i ravni koje
najbolje fituju dati skup tacaka nekog prostora.

Postoje dva razlicita pristupa ovoj tehnici. Jedan je geometrijski, a drugi je statisticki, i u
ovom radu éemo razmotriti oba. Neka je pocetni skup podataka X = {z1,...,7,} C RP i neka
je Y skup dimenzije d dobijen od skupa X prilikom redukcije dimenzije. U odnosu na euklidsko
rastojanje, PCA trazi linearnu projekciju 7 : RP? — R? tako da ) = T(X) maksimizira energiju
skupa podataka. Sta to u stvari znaci vidjeéemo u sljedeéem poglavlju.

3.2.1 Geometrijski pristup PCA

Poznato je da translacija ne mijenja geometriju samog skupa podataka. Nekaje X = {x1,...,2,} C
RP dati skup podataka i a € RP”. Sa X, oznagi¢emo translaciju za vektor a skupa X, tj.

X,={zx—acRP:2cxy}.

2Karl Pearson (1875-1936) - engleski matematicar i statisticar
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S obzirom da je translacija za vektor a skupa X geometrijski ekvivalentna sa X onda ¢emo kod
PCA uvijek posmatrati translaciju za vektor

T = %zn:.%‘“ (31)

i=1

takozvani centar, tj. posmatramo centrirane podatke X = Xz (vidjeti (T.4))), odnosno izvr§imo
translaciju u koordinatni pocetak. Definisimo energiju skupa X sa

E(X) = llwl* = 1 X%,
=1

gdje je X = [z1,...,x,] matrica podataka, a | X||F je Frobenijusova norma matrice X. Tada
centrirani podaci X imaju minimalnu energiju u odnosu na sve translacije skupa X:
E(X) = Jnin, E(X,).

PCA je metod koji nalazi potprostor gdje su dati podaci najvise koncentrisani. Kako bismo
opisali koncentraciju skupa X posmatrajmo sljedeéi problem maksimizacije: Duz koje prave pro-
jekcija skupa X ima najveéu energiju? Prvo, oznac¢imo tu pravu sa S;. S obzirom da smo rekli
da posmatramo centrirane podatke X', prvo smo translirali skup podataka u koordinatni pocetak,
odakle onda dobijamo da prava S7 prolazi kroz koordinatni pocetak, tj. S je jednodimenzionalni
potprostor od RP. Oznaé¢imo jediniéni vektor pravca prave S; sa vy, ortogonalni operator projekcije
saT,, : RP — S, a skup svih jedini¢nih vektora pravaca u R je jedini¢na sfera SP~! ¢ R”. Tada
je vektor v rjesenje sljedeéeg problema maksimizacije:

v; = argmax E(T,(X)). (3.2)

aeSP-1

Oznac¢imo sa
Yi = [yl,l, ey ylﬂl}/ = jjv1 (X) = [Tvl (1‘1), .. ,Tvl (Z‘n)]/ cR"™.

Kazemo da je vy € SP~1 prvi glavni (principalni) vektor (eng. first principal direction), a Y; je prva
glavna (principalna) komponenta (eng. first principal component) skupa X. Matematickom indu-
kcijom sada definiSemo sukcesivno glavne vektore i glavne komponente skupa X na sljedeé¢i nacin:
Pretpostavimo da je prvih s — 1 glavnih vektora Vs_1 = {v1,...,vs_1} C sP-14 odgovarajucih
s — 1 glavnih komponenti {Y7,...,Y;_1} CR™, za Y; = [yj1,...,y;jn]s j=1,...,s — 1, skupa X
dobro definisano, gdje je V,_1 po konstrukeciji ortonormiran skup vektora u R”. Definiimo:

s—1
Xo1 = {:Ez - Z’ijjm 1< < n}

Jj=1

Ss—1 =span(vy,...,0s-1), $=2,3...

Tada s-ti glavni vektor definisemo sa

vy = argmax &(To(Xs—1))- (3.3)

a€St NsP-1

Dakle, na ovaj nacin smo koncentraciju opisali pomocu glavnih vektora i komponenti.

Prethodni problem mozemo posmatrati i kao sljedeé¢i problem minimizacije. To je pogodno
jer onda mozemo iskoristiti odredene rezultate iz numericke optimizacije. Umjesto i
posmatrajmo sljede¢e probleme minimizacije:

vy = argmin E((I — T,)(X)), (3.4)

aeSP-1

26
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vy = argmin E((I —Ty)(Xs—1)), (3.5)

1 _
a€S;  NSP-1

gdje smo sa I oznadili jediniénu matricu. Sada ¢emo iskoristiti indukciju, tj. pretpostavimo da vazi
hipoteza za d, sto dalje implicira:

e V={v,...,v4} je ortonormirana baza d-dimenzionalnog potprostora Sy C R¥ i
e Vektor ;
Yi = Z VjYj,i (3.6)
j=1
je ortogonalna projekcija vektora x; na potprostor Sy takav da skup vektora Y = {y1,...,yn}

ocuvava maksimalnu energiju skupa X u odnosu na sve ostale d-dimenzionalne podatke.

Dakle, PCA je metod koji trazi d-dimenzionalnu projekciju skupa X koji maksimizira energiju
skupa podataka. Reéi ¢emo da je ) redukcija dimenzionalnosti za X'. Prethodno dobijene rezultate
Vi Y mozemo dobiti i koristeéi sljedeéu teoremu iz numericke optimizacije poznatiju kao Teorema
Eckart-Young-Mirsky.

3.2.1 Teorema (Eckart-Young-Mirsky 1936.) Neka je X realna matrica formata D xn, ranga
r i neka je njena SVD dekompozicija data sa

-
X=VIU' = owui. (3.7)
i=1
Neka je
d
X, = ZUﬂh‘U/iy d<r,
i=1
gdje su U = [u1,...,Uplpxr @ V = [V1,...,0:]|Dxr matrice ¢ije su kolone ortonormirani vektori i
¥ =diag(o1,...,0,.) pri cemu je o1 > 09 > ...0p. > 0. Tada je realna D X n matrica X, ranga d,

nagbolja aproksimacija matrice X ranga d u Frobenijusovoj normsi, tj.
X = Xu|lp = min | X — Bl[r
gdje je matrica B realna D X n matrica ranga d, a ocjena greske je data sa

r
E 2
o

l=d+1

1X = Xl =

Dokaz. Neka je B realna D x n matrica. Iskoristicemo ¢injenicu da je Frobenijusova norma
invarijantna u odnosu na unitarne transformacije, tj. da vazi ||D||r = ||V DU’||F. Zaista, kako su
matrice U 1 V unitarne (ortogonalne u realnom slucaju, tj. UU’ = U'U = I) i kako D i VDU’
imaju iste karakteristi¢ne vrijednosti, imamo da je

IVDU'||% tr (VDU')VDU) = tr (UD'V'VDu) = tr (UD'DU’)

= tr(U'UD'D) = tr(D'D) = || D|%.
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Definigimo matricu D = V/BU. Tada, kako je V! = V' slijedi da je B = V. DU’, odakle direktnim
racunom dobijamo da je

IX =Bl = [VEU' -VDU'|} =[S =DlE = los; — Dil
i
= Y los = Dul’+ > IDul>+ > |Diyl
i=1 i>r itj
> Z lo; — Dii|* > Z los — Dis|*.
% i>d

Stoga, matrica D ranga d koja minimizira || X — B||% je dijagonalna matrica sa nenula dijagonalnim
elementima D;; = 0; za i = 1,...,d. Odgovarajuca matrica B je tada matrica X, $to je i trebalo
dokazati. Ocjena greske onda slijedi direktno. a

Iskoristi¢emo sada prethodnu teoremu kako bismo dokazali sljedeée tvrdenje, koje omogucava
da redukciju dimenzionalnosti ) skupa X izra¢unamo direktno iz SVD dekompozicije matrice X'

3.2.2 Teorema Neka je dat centrirani skup podataka X = {x1,...,xp} C RP i neka je SVD
dekompozicija skupa podataka data sa X = VIU' = Y ._, ovul, gdje suV,X i U kao u Teoremi
. Neka je Vg = {v1,...,vq} C RP, ¥y = diag(oy,...,04) i Ug = [u1,...,uq]. Tada je d
glavnih vektora skupa X bas Vg, d odgovarajuéih glavnih komponenti su vektori vrste matrice

Y = [yl, NN 7yn] = Ed(Ud)/ (38)
i redukcija dimenzionalnosti je skup Y = {y1,...,yn}. Matricu Y zovemo teZinska matrica, a u
tezinskoj matrici i-ta kolona y; = [y14, - - -, Ya:i) se naziva teZinski vektor.

Dokaz. Neka je r = rang X. Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da jed < r. Za 1l < s <d,
neka je Vi = [v1,...,vs], X = diag(o1,...,05), Us = [ug,...,us] 1 Y5 = E5(Us)". Ocigledno da se
onda Y, sastoji od s prvih vektora vrste matrice Y. Tada je matrica Bg := V,Y; realna matrica
formata D x n, ranga s. Tada na osnovu Teoreme [3.2.1] imamo da je

IX = Billr =min | X ~ Blp, 1<s<d

Sto implicira da su {vy,...,vq} C RP sukcesivni glavni vektori skupa & i vektori vrste matrice Y’
su d odgovarajucih glavnih komponenti od X. Time smo pokazali tvrdenje. a

Na Slici 3:1] predstavili smo geometrijski ideju koju smo prethodno iznijeli. Za dati skup
tacaka {x;}7 ; potrebno je da nademo hiperravan (linearnu mnogostrukost) takvu da su projekcije
{T(x;)}"; = {yi}~, odredene u skladu sa maksimalnom varijansom ili kao §to smo vidjeli, suma
rastojanja tacaka i njihovih projekcija je minimalna. Ta trazena hiperravan je odredena karakteri-
sti¢nim vektorima kovarijacione matrice S koja moze da se dobije kao SVD dekompozicija matrice
X = [z1,...,2,] € RPX",

Zaista, Teorema [3.2.2] omoguéava da skup ) dobijemo iz SVD dekompozicije matrice podataka
X koristedi formulu . U praksi, matrica Y se nesto nalazi racunanjem spektralne dekompozicije
kovarijacione matrice skupa X. Vidjeli smo da se kovarijaciona matrica moze izracunati kao

1

S:n—l

XX’ (3.9)

Neka je spektralna dekompozicija (Propozicija|l.1.8]) matrice S data sa

S=VAV'.
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Slika 3.1: Glavna ideja PCA.

Tada je matrica V ista kao i u (3.7), jer ako je SVD za X = VEU’ onda uvrstimo li to u (3.9)
dobijamo
1 =y
S=——(VXUYVIU =V
n—1 n—1
Stoga, mozemo izdvojiti podmatricu V; matrice V. S obzirom da su kolone matrice V; ortonormi-
rana baza prostora koji najbolje aproksimira potprostor Sy, tada je ortonormirana projekcija vek-

tora x; € X na potprostor Sy vektor (V) x;, Sto implicira da je

V' =VAV'.

Y = (Vy)'X. (3.10)

U mnogim primjenama broj tacaka n je mnogo veéi nego dimenzija D. Stoga, kovarijaciona matrica
S ima prilicno malu dimenziju, npr. D x D, pa je algoritam za racunanje spektralne dekompozicije
priliéno brz.

3.2.2 Statisticki pristup PCA

Sa statisticke tacke gledista, osnovni zadatak metode glavnih komponenti jeste odredivanje neko-
liko linearnih kombinacija originalnih promjenljivih koje treba da imaju maksimalnu varijansu, da
budu medusobno nekorelisane ali da pritom izgube §to je mogucée manje informacija koje su sadrzane
u skupu originalnih promjenljivih. Prilikom ovog postupka pocetne promjenljive transformisu se
u nove promjenljive koje nazivamo glavne komponente. Prva glavna komponenta konstruisana je
tako da obuhvati najveéi dio varijanse originalnog skupa podataka, a naredne komponente treba da
obuhvate onaj dio varijanse originalnog skupa podataka koji nije obuhvaéen prethodno izdvojenim
glavnim komponentama. Cilj je da pocetni skup podataka opiSemo sa $to manjim brojem glavnih
komponenti.

Neka je X C RP dati skup podataka i X = [z1,...,2,]pxn Djegova matri¢na reprezentacija. U
statistici, prvi glavni vektor sluéajne matrice X (sa o¢ekivanjem jednakim 0) definiSsemo kao vektor
u smjeru najvece varijanse. Drugim rijeCima, imamo sljede¢u definiciju.

3.2.3 Definicija Neka je X slucajna matrica formata D x n. Tada je prvi glavni vektor jediniéni
D x 1 vektor vy definisan sa
vy = arg max Var (v’ X). (3.11)
llwl=1
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Ako sada raspiSemo desnu stranu dobijamo:

v; = argmax Var (w'X)
llwll=1

arg max w’' Sw

llwll=1
pri ¢emu koristimo ¢injenicu da imamo podatke sa ocekivanjem jednakim 0 i S je uzoracka kovarija-
ciona matrica. Dakle cilj je da nademo vektor w tako da v; ima najvecéu vrijednost, pri ¢emu imamo
uslov da je ||lw| = 1 ili ekvivalentno w'w = 1. To ¢emo uraditi koristeéi Lagranzove mnoZioce, tj.
uvodimo novu promjenljivu A i rjeSavamo problem:

L = w'Sw—MNww-1)

oL ,

o= ~1

B\ w'w

a—ﬁ = 25w — 2\w.

ow

Nakon §to izjednacimo izvode sa 0 dobijamo

ww = 1
Sw = w

Dakle, dobijamo da je trazeni glavni vektor karakteristicni vektor koji odgovara najvecoj karakte-
risti¢noj vrijednosti A kovarijacione matrice S. Odgovarajuca glavna komponenta je definisana kao
slucajna promjenljiva data sa

P1 = ’U/1X
Analogno, neka imamo da su glavni vektori vy, . .., v;_1 i odgovarajucée glavne komponente P, ..., Py_1
vektora X dobro definisani. Tada k-ti glavni vektor je jedini¢ni vektor odreden sa

k-1
v}, = arg max Var <w’ (X — Z viPZ)),

[lw]|=1 i=1
a k-ta glavna komponenta je slucajna promjenljiva
Pk = U;CX

Dakle, k karakteristi¢nih vektora kovarijacione matrice S je k glavnih glavnih vektora, za koje onda
rac¢unamo glavne komponente. Sa stanoviSta statistike, PCA metod trazi d glavnih komponenti
datog skupa podataka X. Pretpostavimo da je rang (X) = r. Neka je SVD dekompozicija matrice
podataka X datasa X = VXU’ = Y"_, o,v;u}. Matematickom indukcijom moze se pokazati da d
vodecih glavnih vektora skupa X su upravo vy,...,v4 1 da su odgovarajuce glavne komponente

Ako predstavimo matricu svih principalnih komponenti Y u matri¢nom obliku dobijamo
Y = (Vo) X,

Sto se poklapa sa redukcijom dimenzionalnosti Y u (3.10).

Da sumiramo, glavni vektori su odredeni smjerom maksimalne varijanse pocetnog skupa po-
dataka. Osim toga, dobijeni vektori ¢ine ortonormiranu bazu, a ovo je vazno jer onda glavne
komponente su nekorelisane. Na Slici dali smo ilustraciju glavnih komponenti. Konkretno,
na Slici (a) dat je trodimenzionalni skup podataka. Na slici (b) vidimo tri ortogonalne
glavne komponente za dati skup podataka uredene po ,,veli¢ini varijanse”, dok smo na slici (c)
odbacili tre¢u komponentu i posmatramo projekciju pomoéu prve dvije glavne komponente. Na
taj na¢in (odbacivanjem treceg vektora) izvrsili smo redukciju dimenzije skupa podataka sa 3 na
2. Prethodnu sliku kao i primjenu PCA u bioloskim procesima zainteresovani ¢italac moze pronaci
na veb-stranici http://cnx.org/contents/Av9d0v4w@10/Dimensionality-Reduction-Metho.
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by . 7 .. -
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n . [ L . e i . 2 o o iei®
. . 3 I
2
PC1 - prva glavna komponenta
(a) Originalni skup podataka (b) Tri ortogonalne princ. komp. (c¢) Redukcija dimenzionalnosti za (a)

Slika 3.2: Tlustracija PCA.

3.2.3 Matlab kod za PCA algoritam i primjeri

Neka je data realna matrica X formata D x n. Hoéemo da napiSsemo PCA algoritam koji ¢e
izracunavati d glavnih vektora i odgovarajuce glavne komponente, predstavljene u obliku matrice
Y formata d x n. Postoji nekoliko razli¢itih verzija PCA algoritama. Mi ¢emo ovdje navesti dva
algoritma.

Prvi PCA algoritam se moze naéi na veb-stranici: http://www.cs.stevens.edu/~mordohai/
classes/csb59_s09/PCA_in_MATLAB.pdf. Pomocu ovog algoritma izracunavamo nizedimenzionalne
podatke koristeé¢i kovarijacionu matricu i njene karakteristicne vektore, na nacin na koji smo to
opisali u prethodnom poglavlju.

function [Y,PC,V] = PCA (X)

% PCA: Odredjivanije PCA koristeci kovarijacionu matricu.

% X — Dxn matrica ulaznih podataka

%$ Y — dxn matrica nizedimenzionalnih podatata

% PC — matrica cije su kolone principalne komponente
$ V — Dx1 matrica koja sadrzi varijanse

[D,n] = size(X);

% Centrirajmo podatke:

mn = mean(data,2);

data = data — repmat (mn,1,n);
% Izracunajmo kovarijacionu matricu:
covariance = 1 / (N—1) * data » data?;

% Izracunajmo karakteristicne korijene i vektore kovarijacione matrice:
[PC, V] = eig(covariance);

% Izdvoj dijagonalne elemente matrice u vektor:

V = diag(V);

% Poredajmo varijanse u opadajuci poredak:
[junk, rindices] = sort (—1«V);

V = V(rindices);

PC = PC(:,rindices);

% Nadjimo nizedimenzionalni skup podataka:
Y = PC'xX;
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Drugi algoritam koji éemo ovdje navesti razvio je 1988. godine S. Roweiss. Algoritam prvo
trazi potprostor koji formiraju glavni vektori, zatim se vrsi projekcija pocetnog skupa podataka
na prethodno dobijeni potprostor i na kraju se vrsi SVD dekompozicija preslikanih (utopljenih)
podataka, pri ¢emu dobijamo trazene glavne komponente. Ovaj algoritam je poznat i pod nazivom
EM (expectation-maximization) PCA algoritam i to iz razloga sto se svaka iteracija sastoji iz dva
koraka:

e E-korak: U ovom koraku data je realna matrica formata D x n i linearna transformacija T'
kao matrica formata D X n ranga d i podaci Y za koje vazi TX =Y

e M-korak: Ovdje je data matrica X i dati su podaci Y, a najbolja linearna transformacija se
odreduje tako §to minimiziramo |[|[TY — X||p, tj. trazimo preslikavanje tako da imamo Sto
bolje poklapanje poc¢etnih i transformisanih podataka.

Na ovaj nacin dolazimo do trazenog potprostora. U ovom radu neéemo se upustati u dokaze dobre
definisanosti i konvergencije datog PCA algoritma, $to se se moze naéi u , a jo§ jedan primjer
PCA algoritma moze se naéi u .

function [Y, v, Vd, mu] = PCA(X, d, iter)

% PCA za redukciju dimenzionalnosti skupa podataka X

o

Sintaksa: [Y, v, Vd, mu] = PCA(X, d, iter)

ULAZNE VRIJEDNOSTI:

X: (dim,n) — matrica podataka, tj. kolone matrice su podaci;
d: zeljena dimenzija nakon redukcije dimenzionalnosti;

iter — broj iteracija;

o o o oP

IZLAZNE VRIJEDNOSTTI:

$ Y: (d, n) — matrica redukcije dimenzionalnosti skupa X;

% v: (d, 1) — vektor, d karakteristicnih vrijednosti kovar. matrice S ;

% Vd: (dim, d) — matrica koja sadrzi d karakt. vektora koji odg. preth. vrijednostima;
% mu: (d, 1) — vektor koji predstavlja ocekivanje skupa podataka;

o

Inicijalizacija:
[dim,n] = size(X);

if nargin<4

T = randn (dim,d);

if nargin<3

iter =20;

end

end

assert (d<=dim) ;

if (isempty (T))

T = rand(dim,d);

else

assert (d ==size(T,2));
assert (dim ==size(T,1));
end

% Centriramo podatke:

mu = mean (X,2);

X = X — repmat (mu,1,n);

% Iteracije:

for i=l:iter

E korak — preslikavamo X u R"d.

(Rjesavamo TY=X po Y).

= T\X;

M korak — pronalazimo najbolje slaganje sa podacima.
(Rjesavamo TY=X po T).

o° o

=

o° oP
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T = X/Y;
end

% Ortonormirana baza potprostora:
T = orth(T);

% Ortonormirana projekcija (elemenata) skupa X:
tx = T'xX;

o

% Kovarijaciona matrica za tx':
ctx = cov(tx',1);

% Spektralna dekompozicija kovarijacione matrice ctx:
[vects,eigv] = eig(ctx);

S = fliplr (vects);

eigv = diag(eigv);

v = eigv(d:—1:1);

Vd= T=*S;

Y = S'xtx;

Jedan od najpoznatijih primjera koji se koristi kako bi se ilustrovale metode za redukciju
dimenzionalnosti jeste nelinearna 2-dimenzionalna mnogostrukost u 3D, poznata pod nazivom
Svajearska rolna (eng. Swiss roll) ili samo rolna, koja je parametarski data sa

z = (35(1+2t)) cos (32 (1 + 21)),
y=s, 0<s<L, |t|<1, (3.12)
z=(3F(1+2t))sin (37 (1 4 2t)).

Kako bismo iskoristili PCA za redukciju rolne u 2D mozemo iskoristiti sljedece:

1. N =1000;

2. tt = (3%pi/2) x (1 4+ 2% rand(1, N));
3. height = 21 x rand(1, N);

4. X = [tt. * cos(tt); height; tt. x sin(tt)];
5.d=2;

i pozvati prethodno napravljeni algoritam sa [Y, v, Vid,mu] = PCA(X,d,30), gdje smo proizvoljno
izabrali da je broj iteracija 30. Napomenimo jo$ da se na veb-stranici https://lvdmaaten.github.
io/|moze besplatno preuzeti Matlab toolbox za redukciju dimenzionalnosti koji sadrzi 34 tehnike za
redukciju dimenzionalnosti, uklju¢ujuéi i PCA. Vise o samom toolbox-u kao i uputstvo za upotrebu
moze se na¢i na navedenoj veb-stranici.

(a) Skup podataka rolne (b) Primjena PCA na (a)

Slika 3.3: Primjer primjene PCA na §vajcarsku rolnu.
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Vidjeli smo da je PCA linearna tehnika, stoga kada podaci leze na linearnoj mnogostrukosti, tj.
hiperravni, ova tehnika je pogodna. Ali ako se podaci nalaze na nelinearnim mnogostrukostima,
¢esto ne dobijemo pravi odgovor. Na Slici [3-3] vidimo da PCA nije dao najbolji rezultat, s obzirom
da je doslo do preklapanja velikog broja podataka, a to je iz razloga Sto su nasi podaci u blizini
nelinearne mnogostrukosti, u ovom slucaju rolne.

3.2.4 Primjena PCA

Uz pomoé¢ PCA algoritma vrsi se automatsko prepoznavanje ljudskog lica uz pomo¢ rac¢unara.
U poslednje vrijeme koristi se prepoznavanje lica na drustvenim mrezama, prilikom otkljucavanja
android mobilnih telefona, kao i u sistemima za nadzor, ali kao §to smo veé¢ u Uvodu naveli, prilikom
prepoznavanja ljudskog lica javljaju se odredeni problemi kao $to su promjene u osvjetljenju, uglu
posmatranja i sl.

Pristup koji se koristi je sljedeéi: Posmatra se lice kao jedna cjelina i prethodno napravljeni
Sabloni se nalaze u bazi podataka, a potom se vrsi poredenje sa datim Sablonima. Postoji nekoliko
algoritama koji funkcioniSsu na istom principu, a najpoznatiji jeste metod svojstvenih lica (eng.
eigenface). Eigenface algoritam se zasniva na PCA metodi.

Pretpostavimo da imamo veliku bazu podataka koja sadrzi Sablone ljudskih lica, ali tako da
svaka osoba ima vise razli¢itih Sablona. U masinskom ucenju bazu podataka ¢esto zovemo skup
za ucenje (eng. training set). Kada se opisuju lica ¢esto se veliki broj slika moze odbaciti. To
je iz razloga §to je svaki element slike lica usko povezan sa ostalim elementima. Prvo, racunamo
glavne komponente slika lica iz skupa za ucenje. U prethodnoj terminologiji, ove komponente
su karakteristi¢ni vektori kovarijacione matrice (svojstvena lica - eigenfaces) skupa slika lica koje
posmatramo. Npr. ako je dimenzija slike 256 x 256 onda je posmatramo kao matricu formata
256 x 256, ali svaku sliku mozemo posmatrati i kao vektor dimenzije 65536 = 256 - 256 i na taj
nacin smo sliku pretvorili u niz tacaka u visedimenzionalnom prostoru. Mi ¢emo nadalje svaku
sliku posmatrati kao vektor u visedimenzionalnom prostoru, tj. kao sluc¢ajnu promjenljivu. Nakon
§to izracunamo srednje lice (vidjeti ) s obzirom da su svojstvena lica glavne komponente skupa
slika lica, svako lice iz skupa mozemo predstaviti kao tezinsku sumu svojstvenih lica sa odredenim
gubitkom energije. Prostor koji razapinju svojstvena lica (vektori) zovemo prostor lica (eng. face
space). Svako lice mozemo da predstavimo kao sumu srednjeg lica, tezinskih svojstvenih lica i
ostatka. Ostatak mjeri rastojanje lica od ulazne slike lica do prostora lica, sa ciljem da se provjeri
da 1i je ulazna slika lice. Ako slika jeste lice, onda se vrsi klasifikacija da li je to poznato lice (dakle
Sablon se nalazi u bazi) ili nepoznato lice. Uzorak tezine se poredi sa poznatim tezinama kako bi
se pronaslo odgovarajuce lice.

Neka je dat skup za ucenje X, gdje je svaki vektor vrste matrice X slucajna promjenljiva
koja predstavlja sliku lica. Predstaviéemo sada jedan algoritam za prepoznavanje ljudskog lica.
Algoritam ¢emo izloziti u tri koraka.

1. Konstrukcija svojstvenih lica. Neka sluc¢ajan vektor X = [Xq,..., X,,] predstavlja skup
za ucenje gdje svaka promjenljiva X; predstavlja sliku lica. Primjenom PCA algoritma na
X dobijamo srednje lice X, svojstvena lica Fi,...,Fy i tezinsku matricu Y = [yi,...,yn]
formata d x n. Svojstvena lica formiraju ortonormiranu bazu prostora lica Sg. U tezinskoj
matrici Y, svaki tezinski vektor y; priblizno predstavlja i-to lice X; u prostoru za ucenje tako
da je Xz ~ Z?:l yjiFj-

2. Racunanje klju¢nog vektora lica. Svako novo lice koje dobijamo se projektuje u prostor
lica pa se dobija novi vektor z, koji zovemo kljuc¢no lice. Pretpostavimo da je Z ulazna slika
(predstavljena vektorom kolone). Tada kljucno lice ulazne slike Z u odnosu na svojstvena
lica ra¢unamo kao

z2=F(Z-X).
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Rastojanje ulazne slike Z od prostora lica S; racunamo kao
di=Z - (ZF+X)|.
3. Prepoznavanje lica. Neka je ¢; vrijednost pomocu koje ¢emo odredivati da li je ulazna
slika lice i neka je €2 vrijednost koja govori da li je to poznato lice. Imacemo sljedece:
3.1. dy > &1 - tada Z nije lice;
3.2. dy < €1 - tada je Z lice, pa onda rac¢unamo sumu rastojanja izmedu klju¢nog vektora z

i tezinskih vektora kao .

d2 = Z(Z — yi)2-

i=1
Ako je dy < g9, onda je Z poznato lice, tj. lice iz skupa za ucenje. Ako je dy > €5 onda
je Z novo lice.
3.2.4 Primjer Razmotrimo na kraju jedan primjer primjene metoda svojstvenih lica. Na Slici

(a) je dat skup za ucenje, dok smo na (b) predstavili isti skup koji je rekonstruisan pomodéu
srednjeg lica i svojstvenih lica koji su predstavljeni na Slici [3.5] koristeéi eigenface algoritam.

c».@caci

(a) Slike lica iz skupa za ucenje (b) Lica dobijena pomoéu eigenface algoritma za (a)

Slika 3.4: Ilustracija primjene eigenface algoritma.

(a) Srednje lice (b) Svojstvena lica

Slika 3.5: Srednje lice i svojstvena lica za lica sa Slike 2.4. (a).
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Mnostvo drugih primjera kao i prethodno koriséene slike mogu se naéi u [25]. Osim toga, baze
podataka sa ljudskim licima mogu se naéi na veb-stranicamahttp://vis-www.cs.umass.edu/1fw/
ihttp://www.face-rec.org/databases/.

3.3 Multidimenzionalno skaliranje - MDS

Izraz multidimenzionalno skaliranje - MDS se odnosi na familiju tehnika za redukciju dimenzio-
nalnosti koje se koriste da se visedimenzionalni podaci predstave u nizedimenzionalnom prostoru, ali
tako da se razmatraju rastojanja dobijenih tacaka, koja predstavljaju geometrijsku sliku pocetnog
skupa podataka. MDS tehnike prvi put se javljaju 1952. godine u psihometriji, tj. oblasti psi-
hologije koja se bavi mjerenjem mentalnih procesa i sposobnosti, kao §to su znanje i umijeca, ali
tako da se ti procesi predstave matematickim sredstvima, kako bi se dobili objektivni i precizni
rezultati. Danas se multidimenzionalno skaliranje koristi kao neizbjezna tehnika u razli¢itim obla-
stima nauke i tehnike kao §to su biologija, sociologija, fizika, psihometrija, politicke nauke, a veliki
dio primjene MDS tehnika moze se naéi u |19].

MDS daje sliku strukture skupa objekata iz pocetnog skupa podataka tako sto tu strukturu pre-
dstavlja kao rastojanja izmedu parova tih objekata. Termin sli¢nost (razlicitost) ¢emo koristiti kao
zamjenu za mjeru slicnosti (mjeru razlicitosti) izmedu objekata datog skupa podataka. Konkretno,
pretpostavimo da imamo n objekata u nekom skupu podataka i da smo izmjerili sli¢nosti izmedu
svih parova. Tada ¢emo izmjerene slicnosti izmedu parova objekata predstaviti u obliku n x n
guste (eng. dense) matrice D, tj. matrice koja ima mali broj nula, i matricu D ¢emo zvati
matrica slicnosti. Posto se Cesto ne mogu izmjeriti slicnosti izmedu svih objekata, onda umjesto
guste matrice koristimo rijetku (eng. sparse) matricu sli¢nosti koja ima veliki broj nula proizvoljno
rasporedenih unutar matrice, pri ¢emu 0 ne-dijagonalni element implicira da mjera sli¢nosti izmedu
dva objekta nije izracunata. Dakle, nas cilj je da se odredi optimalan koordinatni sistem kako bismo
imali dobru vizualizaciju tacaka. Svaki objekat je predstavljen kao tacka u visedimenzionalnom
prostoru. Tacke u ovom prostoru su rasporedene tako da rastojanja izmedu tacaka predstavljaju
na najbolji moguéi nacin sli¢nost izmedu parova objekata. One tacke koje imaju veliku sli¢nost
su u ovom prostoru predstavljene tako da se nalaze blizu jedna drugoj, dok su tacke koje imaju
veliku razli¢itost na velikom rastojanju u ovom prostoru. Najcesce taj prostor je dvodimenzionalan
ili trodimenzionalan euklidski prostor, ali u opstem slu¢aju ne mora biti. Kako bismo razumjeli
prethodno navedenu ideju razmotrimo sljedeéi primjer.

3.3.1 Primjer Pretpostavimo da je dato 10 evropskih gradova i neka su njihova medusobna rasto-
janja data u sljedeéoj tabeli.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Barselona | Beograd | Berlin | Brisel |Bukurest | Budimpesta | Kopenhagen | Dablin | Hamburg | Istanbul
Barselona 0| 1528,13|1497,61|1062,89| 1968,42 1498,79 1757,54[1469,29| 1471,78| 2230,42
Beograd 1528,13 0] 999,25|1372,59| 447,34 316,41 1327,24(2145,39| 1229,93| 809,48
Berlin 1497,61] 999,25 0| 651,62 12934 689,06 354,03[1315,16]  254,51| 1735,01
Brisel 1062,89| 1372,59| 651,62 0| 1769,69 1131,52 766,67| 773,2| 489,76| 2178,85
Bukurest 1968,42| 447,34| 1293,4|1769,69 0 639,77 1571,54(2534,72| 1544,17| 445,62
Budimpesta 1498,79| 316,41| 689,06|1131,52| 639,77 0 1011,31[1894,95 927,92| 1064,76
Kopenhagen 1757,54| 1327,24| 354,03| 766,67| 1571,54 1011,31 0/1238,38|  287,97| 2017,17
Dablin 1469,29| 2145,39|1315,16| 773,2| 2534,72 1894,95 1238,38 0| 1073,36| 2950,11
Hamburg 1471,78| 1229,93| 254,51| 489,76 1544,17 927,92 287,9711073,36 0] 1983,75
Istanbul 2230,42| 809,48|1735,01|2178,85| 445,62 1064,76 2017,17|2950,11| 1983,75 0

Tabela 3.1: Udaljenost 10 evropskih gradova.

Gradovi su objekti, a rastojanja su sli¢cnosti izmedu gradova. Primjenom MDS na skup podataka
datih u prethodnoj tabeli, dobijamo ”kartu” (Slika na kojoj se nalaze lokacije datih gradova
na osnovu podataka u tabeli. 10 tacaka predstavlja 10 gradova i gradovi koji imaju viSe sli¢nosti su
blize na "karti” i sliéno gradovi koji imaju viSe razli¢itosti su viSe udaljeni. Primjetimo da nismo
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dobili bas oc¢ekivano, tj. nismo dobili pozicije gradova kao na karti Evrope, ali s obzirom da ose
mogu biti proizvoljno orijentisane (jer proizvoljnom rotacijom osa rastojanja izmedu gradova e
ostati ista), dobili smo priblizno trazeno rjesenje.

Kopenhagen
o
Berih1amPurg
[+]
Istanbul Budirr; pesta Da(lj)lln
Bukureg&t Brfel
2 Beograd
o

Barselona

[+]

Slika 3.6: MDS za rastojanja izmedu 10 gradova.

Prethodnu tabelu kao i scatterplot na Slici dobili smo pomocu statistickog paketa Statistica
10.

Posto smo ve¢ naveli da je MDS familija tehnika za redukciju dimenzionalnosti, moze se izvrsiti
klasifikacija na osnovu toga da li su sliénosti izmedu podataka predstavljene kvantitativnim (metricki
MDS - MMDS) ili kvalitativnim (ne-metricki MDS - NMDS) vrijednostima. Pored ove klasifikacije,
MDS tehnike mozemo da klasifikujemo i u odnosu na broj matrica slicnosti koje je potrebno da
iskoristimo kako bismo dobro opisali podatke, tj. nekad nije dovoljno da iskoristimo samo jednu
matricu sli¢nosti. Npr. u prethodnom primjeru sli¢nost izmedu gradova smo mjerili pomoc¢u njihove
udaljenosti pa smo dobili jednu matricu sli¢nosti, ali smo mogli da trazimo sli¢nost izmedu gradova
prema broju stanovnika pri ¢emu bismo dobili jo§ jednu matricu sli¢nosti itd. Stoga, imamo i klasi-
fikaciju na: Klasi¢no multidimenzionalno skaliranje - CMDS, kod kojeg imamo samo jednu matricu
slicnosti, replicirano multidimenzionalno skaliranje RMDS, kod kojeg imamo viSe matrica sli¢nosti
na osnovu kojih se onda formira jedna matrica slicnosti na koju zatim primjenjujemo RMDS; i
tezinsko multidimenzionalno skaliranje WMDS koje kao i RMDS za ulaznu vrijednost ima vise ma-
trica sli¢nosti, ali se ne formira jedna matrica sli¢nosti kao kod RMDS, nego se formiraju skupovi
tacaka pri ¢emu je svaki skup izveden na osnovu svoje matrice sli¢nosti, za razliku od RMDS gdje su
dobijeni skupovi tacaka izvedeni iz jedne matrice slicnosti. U ovom poglavlju koristili smo [25}[26].

3.3.1 Euklidska 1 Gramova matrica

U ovom radu ¢emo razmatrati samo klasi¢no multidimenzionalno skaliranje - CMDS. Kod CMDS
pretpostavlja se da su sli¢nosti izmedu podataka opisane pomocu euklidske metrike, tj. ako imamo
skup podataka X = {z1,...,2,} u D-dimenzionalnom prostoru R” tada matricu euklidskog rasto-
janja D = [dij]?’j:l dobijamo tako $to rastojanja izmedu tacaka x; i x; racunamo kao

dij = da(z,25) =
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U CMDS matricu euklidskog rastojanja D zovemo i matricom sli¢nosti. Matrica euklidskog rasto-
janja definise metriku na skupu X = {z1,...,2,} C R? koju zovemo euklidska metrika. CMDS
spada u klasu MMDS, tako da ako matrica sli¢cnosti D nije matrica euklidskog rastojanja, ne¢emo
moc¢i da primjenimo CMDS, ali onda mogu da se iskoriste druge metrike, kao $to su npr. metrika
Minkovskog koja je za p > 1 data sa

dij = dp(zi, ) =

S obzirom da smo se u ovom radu odluéili za geometrijski pristup tehnikama za redukciju
dimenzionalnosti, tako ¢emo i ovdje sa stanovisSta geometrije imati da euklidsko rastojanje opisuje
razli¢itosti parova tacaka, dok ¢e skalarni proizvod opisivati njihovu slicnost. Ponovo éemo skup
podataka X = {z1,...,7,} C RP predstavljati u obliku realne D x n matrice X = [z1,...,Ty],
gdje je svaka kolona matrice X tacka skupa X. Osim toga, ponovo ¢emo identifikovati X' i X.

U ovom poglavlju cilj je da vidimo u kakvoj su vezi Gramova matrica i matrica euklidskog
rastojanja. Pored matrice euklidskog rastojanja D := [d2(zi, x;)]};—; bi¢e potrebna i matrica
kvadrata euklidskog rastojanja koja je data sa

S = [d%(xivxj)]?;j:l-

Primjetimo da su matrice D i S simetri¢cne matrice koje su invarijantne u odnosu na translaciju
i rotaciju. Ove matrice su ocigledno simetri¢ne zbog definicije rastojanja dy. Dalje, za vektor
a € RP vidjeli smo da je translacija skupa X data sa X, = {x —a : 2 € X}, a za ortogonalnu
dijagonalnu kvadratnu matricu O dimenzije D, O rotacija skupa X data je sa Xo = {Oy,,..., 04, }.
Direktnom provjerom vidi se da je matrica euklidskog rastojanja ista za skupove X, X, i Xp, pa
imamo invarijantnost matrice D. Invarijantnost matrice kvadrata euklidskog rastojanja P onda
slijedi direktno.

U opstem sluc¢aju euklidsku metriku definiSemo na sljedeéi naécin.

3.3.2 Definicija Simetricna matrica D formata n X n naziva se matrica euklidskog rastojanja ili
euklidska metrika ako postoji prirodan broj m > 0 i skup vektora Z = {z1,...,2,} C R™ tako
da je

D = [di;] = [da(2i, 25)]7 j=1-

Skup vektora Z zovemo konfiguracija za D.

3.3.3 Definicija Gramova matrica skupa vektora X = {x1,2a,...,x,} je definisana sa
(x1,21) (z1,22) ... (T1,20)
<CE2,$1> <‘T2,x2> <x27xn> .
G=1Gy] = . . . . = [(zi, )7 j=1- (3.13)
(Tn,z1)  (Tn,T2) oo (Tn,Tn)
3.3.4 Teorema Vektori {x1,22,...,Zn} su linearno zavisni ako i samo ako je determinanta nji-

hove Gramove matrice jednaka 0, tj. det G = 0. Za linearno nezavisne vektore vazi da je det G > 0.
U prostoru R™ sa skalarnim proizvodom det G je kvadrat zapremine generalisanog paralelopipeda
odredenog vektorima {x1,za, ..., Ty}

3.3.5 Napomena Primjetimo da se Gramova matrica moze predstaviti i kao G = X'X gdje je
X = [z1,...,xz,]. Lako se vidi da je svaka Gramova matrica simetri¢na, pozitivno definitna matrica.
Zaista, simetri¢nost slijedi iz simetri¢nosti skalarnog proizvoda, a ako uzmemo proizvoljan vektor
y € R" onda je y’Gy = v’ X' Xy = (Xy)' Xy = || Xy|? > 0, odakle slijedi i pozitivna semidefinitnost.
S druge strane, svaka simetri¢na, pozitivno definitna matrica je Gramova matrica nekog skupa
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podataka. Zaista, ako n x n simetri¢na pozitivno definitna matrica G ima rang m onda se ona
moze zapisati u obliku G = X'X gdje je X = {z1,...,2,} matrica formata m x nE| Napomenimo
jos da za Gramovu matricu ne vazi invarijantnost u odnosu na translaciju.

Vidje¢emo sada u kakvoj su vezi euklidska metrika i Gramova matrica. Neka je data euklidska
metrika D i neka je G Gramova matrica skupa podataka X. Neka su z,y € R”. Tada koristeéi
kosinusnu teoremu imamo da vazi

da(2,y) = V/(z, @) — 2(z, y) + (1. y).

Odatle slijedi da za vektore iz skupa X vazi

dg(l‘i,a'}j) = Dij = \/G“‘ — 2Gij + ij za sve 1,] € {1, Ce ,n}.

Pretpostavimo da podaci X leze na d-dimenzionalnoj hiperravni H C RP. Tada se centar T =
% Yo x;nalaziu H 1 Q = H —T je d-dimenzionalan potprostor od RP paralelan sa H. Kao i kod

PCA oznacimo sa X skup podataka transliranih za . Tada su podaci X centrirani, a odgovarajuca
matrica X je matrica centriranih podataka.

3.3.6 Definicija Neka je za dati skup podataka X sa X oznacen skup centriranih podataka. Tada
je centrirana Gramova matrica G¢ za X Gramova matrica skupa X, tj.

G = [<£i7jj>]?,j:1 = XIX

Sada lako dobijamo da su centrirana Gramova matrica G¢ i Gramova matrica G u istoj vezi sa
euklidskom metrikom D, tj. i za G¢ vazi

Dij = /G5, — 2G5, + G5,

3.3.7 Definicija Neka je 1 =[1,...,1] € R", E =11’ i neka je I jedinicna n x n matrica. Tada
matricu

1
H=I--F
n

zovemo centrirajuéa matrica.

3.3.8 Lema Centriraju¢a matrica H ima sljedece osobine:
1. H> = H;
2. H=H1=0;
3. X je skup centriranih podataka ako i samo ako je XH = X;
4. Simetriéna, pozitivno definitna matrica C je centrirana Gramova matrica ako i samo ako je
HCH =C.
Dokaz.
1. Iz ¢injenice da je E? — nE slijedi

1

n

2

n

1 2 1 1
E+—2E2:I——E+—2nE:I——E:H.
mn n n

H? = (1—
n

2
E) —I—
2. Kako je 1’1 = n imamo

1 1
1H = 1’([— 7E> —1--111"=1 -1 =0,
n n

i sli¢no, koristec¢i da je E1 = nl dobijamo da je H1 = 0.

3Svaka pozitivno definitna matrica moze da se zapise u ovom obliku, tj. postoji njena Cholesky dekompozicija.
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3. Prvo primjetimo da je * = %Z?:l T, = %Xl i da se centrirana matrica podataka moze
zapisati kao X = X — 71’. Odavde onda imamo da je

o 1 1 1
X:X—Tl’:X——Xll’:X—7XE=X(I—7E):XH.
n n n

Prema tome, podaci su centrirani ako i samo ako je X = XH = X, sto je trebalo dokazati.

4. Neka je C simetri¢na, pozitivno definitna matrica. Tada imamo:

C je centrirana Gramova matrica <= C =X'X
&5 C=(XH)(XH)
<~ C=HXXH
= c—Hen

Time smo pokazali tvrdenje.

Direktna posljedica prethodne leme je sljedeée tvrdenje.

3.3.9 Lema Neka je X matrica podataka i neka je G- Gramova matrica. Tada je matrica centri-
ranih podataka skupa X bas X = X H i centrirana Gramova matrica za X je data sa G¢ = HGH.

Sada u opstem sluc¢aju centiranu matricu definisemo na sljedeéi nacin.

3.3.10 Definicija Neka je A simetricna matrica (ne nuzno pozitivno definitna). Tada je centri-
rana matrica definisana sa A° = HAH.

Odavde sada lako zaklju¢ujemo da je simetri¢na matrica S centrirajuéa ako i samo je S = HSH.
Pojam simetri¢ne centrirane matrice omogucéava da izrazimo centriranu Gramovu matricu pomoc¢u
matrice kvadrata euklidskog rastojanja.

3.3.11 Teorema Za matricu kvadrata euklidskog rastojanja S i centriranu Gramovu matricu G°
skupa podataka X vazi:

c 1C
Ge=—55".

Dokaz. Iz Leme imamo da je > | Gf; = 0. Dalje, koriste¢i da je D;; = /G5, — 2G5, + G5

o 33’
dobijamo
n n
303 =6+ 36
i=1 i=1

n n
D> D =nGii+> G5
j=1 j=1

Stoga, (i, j)-element matrice S¢ je dat sa

. 1 n n 1 n
I A OISR o)
i=1 j=1

ij=1
2 c c
= D% -GS -G
c
= 2G5

Time smo dokazali tvrdenje. a
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3.3.12 Teorema Neka je A simetricna matrica. Tada vazi:

1. Matrica A je Gramova matrica skupa podataka ako i samo je je simetricna pozitivno definitna
matrica.

2. Matrica A je centrirana Gramova matrica skupa podataka ako i samo ako je centrirana
simetriéna pozitivno definitna matrica.

8. A je matrica kvadrata euklidskog rastojanja ako i samo ako je matrica —%Ac centrirana
simetriéna pozitivno definitna matrica.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti prethodno dokazana tvrdenja. 1.1 2. slijede direktno iz prethodnog.
3. Oznacimo G = —%AC. Ako je G centrirana simetri¢na pozitivno definitna matrica tada imamo
da postoji centrirana matrica V = [v1, ..., Up|mxn takva da je G = V'V (Cholesky dekompozicija).
Na osnovu Teoreme je matrica A data sa A° = —2G° matrica kvadrata euklidskog rastojanja.
S druge strane, ako je A matrica kvadrata euklidskog rastojanja skupa podataka X tada je G =
f%AC centrirana Gramova matrica skupa podataka X, odakle imamo da je A centrirana simetri¢na
pozitivno definitna matrica, ¢ime smo pokazali tvrdenje. a

3.3.2 Klasi¢no multidimenzionalno skaliranje - CMDS

Neka je D = [dij]zjzl data matrica rastojanja skupa od n objekata i neka je d > 0 prirodan
broj. Metod CMDS je postupak koji trazi konfiguraciju Y = {y1,...,%n} C R? tako da matrica

Ma?

rastojanja pridruzena skupu ) je §to ”bliza” matrici D, tj. da za sve i, j vazi
dy (i, yj) = dij.
Kod CMDS za matricu D koristi se euklidska metrika.

8.3.13 Lema Neka je matrica D = [dij]nxn euklidska metrika i P = [d};] odgovarajuéa matrica

kvadrata euklidskog rastojanja. Neka je G¢ = —%PC. Ako je rang matrice G¢ jednak v, tada postoji
centriran r-dimenzionalni skup vektora X = {x1,...,z,} CR" tako da za 1 <i,j <n vaZi

dQ(xi,xj) = d”

Dokaz. 1z Teoreme[3.3.12] G€ je centrirana Gramova matrica. S obzirom da je matrica G¢ ranga r
imamo da postoji r X n centrirana matrica podataka X takva da je G¢ = X’'X. Tada za centrirani
skup podataka X vazi trazeno. m|

Broj r nazivamo unutrasnja dimenzija matrice D i kazemo da je X egzaktna konfiguracija za
D. Ako hoéemo da iskoristimo konfiguraciju kako bismo vizualizovali podatke, a imamo da je r
veliki broj, kako bismo to uspjeli potrebno je da nademo nizedimenzionalnu konfiguraciju npr. d-
dimenzionalnu konfiguraciju ) (d < r). Pridruzene matrice X i Y posmatrajmo sada kao slu¢ajne
vektore. Intuitivno, hoéemo da Y sadrzi d glavnih komponenti za X. Stoga, definiSsemo funkciju
greske za CMDS sa

n

n) = > (d - d3(yi, ;)

i,j=1
tako da je
TX) =Y,

gdjeje T : R" — Sy, Sq C R" d-dimenzionalni potprostor, a X egzaktna konfiguracija od D. Tada
je konfiguracija Y rjeSenje problema minimizacije

Y =argminn()) gdjeje T(X) =D,
Y

i je Y realna matrica formata d x n. Cilj je da rijesimo ovaj problem minimizacije. Za pocetak
dokaéemo nekoliko tvrdenja koja ¢e olaksati rjeSavanje ovog problema.
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3.3.14 Lema Neka je Z C R" dati skup podataka sa odgovarajuc¢om matricom kvadrata euklidskih
rastojanja Sz = [sij] gdje smo oznacili s;; = d3(z;, 2;), i neka je onda G odgovarajuca centrirana
Gramova matrica. Tada je

Dokaz. Radi jednostavnosti, uvedimo oznaku da je § = Z?:l Z?:l s;5. Neka su matrice £ i H

formata n x n kao u Definiciji Oznaéimo sa Z = {2;}™_, centrirani skup podataka za skup
Z. Koriste¢i Teoremu [3.3.12] imamo

P R | 1 1.1 1
Gy = 5S4 = —5HSzH = —i(sz ~ ~BS;~S,E + EESZE),

odakle koriste¢i da je s;; = 0 dobijamo

(3:,2) = f%<8n*%25ik*%25ki+%z Skl) = %Zszk*?lﬁé

Stoga, dobijamo
. . /1 1y 1S 1. 1.
w(6y) = ) =3 (3 Xsaga8) = D su 5= g8
i=1 i=1 k i=1 k=1

¢ime smo pokazali tvrdenje. a

3.3.15 Posljedica Neka je Dz = [da(2i, %))V —y i Z = [41,. .., 4n). Tada je

1
V2n

Dokaz. Kako je |[Dz[|% = Y i, Z?:l si; 1 kako je || Z||% = tr (G%) imamo trazeno na osnovu
Leme B3.14 O

12llr = —=I1Dz| F-

Sada smo pripremili sve sto je potrebno da bismo dokazali sljedeée tvrdenje koje daje opis
metoda CMDS.

3.3.16 Teorema Neka je dat centrirani skup podataka X C R koji predstavlja konfiguraciju za D
iz Leme i neka je SVD dekompozicija skupa podataka data sa

X =VS,U,
gdje su U = [u1, ..., Urlpxr ¢ V = [U1,...,0:]rxr matrice ¢ije su kolone ortonormirani vektori i
Y, = diag(o1,...,0.) realna v x r matrica. Za dato d < r neka je Ug = [u1,...,uq) 1Y = XU,.
Tada je Y rjeSenje problema minimizacije
Y = argminn()) gdje je T(X) =Y, (3.14)
Y

1 je Y realna matrica formata d X n. Ocjena greske data je sa

) =Y o (3.15)

i=d+1
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Dokaz. Neka je Sy d-dimenzionalan potprostor od R” i neka je B r X d ortonormirana matrica, tj.
matrica ¢ije su kolone ortonormirani vektori koji formiraju bazu potprostora Sy. Lako se vidi da je

> d3(i.g) = (B, Bluj) < Y |l — aj|* — | Tws — Ty ||
i,j=1 i,5=1

ida je
| = BB)(x: - a))|” = d3(i. ) — d3(B'x; — Bx,).

Stoga, da bismo rijesili problem minimizacije (3.14)) potrebno je naéi r X d ortonormiranu matricu
B, tako da skup vektora B *, X minimizira n(Z), tj.

B, =argmin »_ |[(I = BB')(x; — z;)|*. (3.16)
ij=1
Oznacimo li sa Z = (I — BB')X na osnovu Posljedice [3.3.15| imamo da vazi

ID21% = 20l Z11%

Zr = |IX = B.(B.Y X

Iskoristimo sada Teoremu (Eckart-Young-Mirsky), odakle dobijamo da je matrica

B, =Uy
rjeSenje problema . Odavde, automatski dobijamo da je skup

y=U,X
rjeSenje problema . Ostalo je jos da pokazemo ocjenu greske. To dobijamo iz

n(Ua) = |X - UaUpX|p = > of.
i=d+1

Time smo pokazali tvrdenje. g

3.3.3 Matlab kod za CMDS

Pretpostavimo da imamo n objekata i da je data simetri¢cna matrica euklidskog rastojanja
kao matrica sli¢cnosti D. CIlj algoritma je da nademo d-dimenzionalnu konfiguraciju matrice D.
Algoritam ¢emo predstaviti u tri koraka.

1. Formiranje centrirane Gramove matrice. Prvo, konstruiSemo matricu rastojanja D.
Centrirana matrica kvadrata rastojanja S¢ moze se lako zapisati u obliku S¢ = H(D ® D)E,
gdje je D® D tackasti (Adamarov)lﬂ proizvod matrica. Zatim koriste¢i formulu G¢ = —%SC =
—2H(D ® D)E dobijamo centriranu Gramovu matricu.

2. Izvr§imo spektralnu dekompoziciju matrice G. Pretpostavimo da je rang matrice G
jednak r. Neka je spektralna dekompozicija matrice G data sa G = UAU’, gdje je U =
[ul,...,u,«], A:diag()\l,...,)\r) sa /\1 > 2> /\7».

3. Pronademo nizedimenzionalni konfiguracijski skup (konfiguraciju). Neka je U; =
[u, ..., uq) 1 Bg = diag(v/ M1, ...,V Aa), tada je trazena konfiguracija Y = X,U7.

4Jacques Hadamard (1865-1963) - francuski matematicar

43



© 0 N e G oa W N e

@ O O U U UG GGG ot On A R A B R R R R R R W W W W W W W W WNNNN N NNNNN R B R e e e E s e e
N = O © ® 90 Ok R O © KU A N R OO KOO A ®N RO O ® N OE®N RO © KN oA W N R O

3.3. MULTIDIMENZIONALNO SKALIRANJE - MDS

Srdan Lazendié

function [Y, ev] = CMDS (X, ndims, options)
% Klasicno multidimenzionalno skaliranije

Sintaksa: Y = CMDS (D, ndims, options);

o

ULAZNE VRIJEDNOSTI:

'X': N x N simetricna matrica.

ndims: zeljena dimenzija izlaznog skupa podataka.
OPTIONS: .verb: prikazimo postupak tekstualno.

o o o oP

IZLAZNE VRIJEDNOSTI:
Y: d x N dimenzija matrice podataka.
ev: odgovarajuce karakteristicne vrijednosti.

o o° o

% Inicijalizacija:

if nargin<3

options.null=0;

end

if isfield(options, 'verb')
verb = option.verb;

else

verb = 1;

end

% Provjera ulaznih podataka:

[N,M]=size (X);

if N™=M

error ('Ulazna matrica nije kvadratna.');

end

if any(any(X"=X"'))

mesl=sprintf ('Ulazna matrica niije simetricna.\n');

mes2='Koristimo simetricnu matricu 1/2* (X+X'') inace.';

warning ([mesl,mes2]);

X = 1/2%(X+X");

end

if any(diag (X))

mesl=sprintf ('Dijagonalni elementi nisu nula.\n');
mes2="'Staviti dijagonalne elemente jednake 0.';
warning ([mesl, mes2]);

X=X—diag(diag (X)) ;

end

% 1. dio: Konstruisemo centriranu Gramovu matricu:
if verb

disp ('— konstruisemo Gramovu matricu');

end

DG = X."2;

GC = —.5% (DG — sum(DG) "+ones (1,N) /N — ones (N, 1) *sum(DG) /N + sum(DG(:))/(N"2));

o

% 2. dio: Dekompoziciija:

if verb

disp('— Nizedimenzionalni izlazni podaci');
end

opt.disp = 0;

opt.isreal = 1;

opt.issym = 1;

[Y, ev] = eigs(GC, ndims, 'LA', opt);
for i=1l:ndims

Y(:,1) = Y(:,1)*sgrt(val(i,i));

end

Y =Y';
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3.3. MULTIDIMENZIONALNO SKALIRANJE - MDS Srdan Lazendié

(a) Skup podataka rolne (b) Primjena CMDS na (a)

Slika 3.7: Primjer primjene CMDS na $vajcarsku rolnu.

Na Slici [3.7] vidimo da ni CMDS nije pogodna tehnika kada radimo sa podacima koji leze na ili
u blizini nelinearnih mnogostrukosti, jer se kao i kod PCA veliki broj podataka ”poklopio”. To je iz
razloga $to ni PCA, ni CMDS nemaju moguénost da ”razmotaju” rolnu. U sljedecoj glavi vidje¢emo
tehnike koje ¢e pomoéi u prevazilazenju tog problem, tj. radi¢emo sa nelinearnim tehnikama za
redukciju i pokaza¢emo takode njihovu primjenu na primjeru Svajcarske rolne.
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Glava 4

Nelinearne tehnike za redukciju
dimenzionalnosti

Kada podaci leze na d-dimenzionalnoj nelinearnoj mnogostrukosti, onda linearne tehnike nisu
efikasne prilikom redukcije dimenzionalnosti, stoga ¢emo u ovoj glavi razmotriti nelinearne tehnike
za redukciju dimezionalnosti signala. Najpoznatije nelinearne tehnike za redukciju dimenzionalnosti
sw: Isomap (eng. Isometric Feature Mapping - Isomap), lokalno linearno potapanje (eng. Local
Linear Embedding - LLE), Laplasovo karakteristi¢no preslikavanje (eng. Laplacian Eigenmaps),
Hesijanovo karakteristi¢no preslikavanje (eng. Hessian Eigenmaps), a detaljniji pregled nelinearnih
tehnika i viSe o njima se moze naéi u .

4.1 Zajednicki pojmovi za nelinearne tehnike

Kao $to smo vidjeli na primjeru rolne, najveéi problem kod linearnih tehnika, bio je §to nemaju
moguénost da ,,razmotaju” rolnu, tako da nisu bile pogodne za primjenu kada su se podaci nalazili
na nelinearnim mnogostrukostima. Na Slici vidimo primjer primjene jedne od nelinearnih
tehnika, ta¢nije MVU (eng. Maximum Variance Unfolding) tehnike, na primjeru rolne. Vise o ovoj

tehnici moze se naci u [18}[25].

Slika 4.1: Primjena MVU algoritma na primjeru rolne.
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4.1. ZAJEDNICKI POJMOVI ZA NELINEARNE TEHNIKE Srdan Lazendié¢

Kod linearnih tehnika smo razli¢itosti izmedu tacaka skupa podataka opisivali pomocéu eukli-
dskog rastojanja, dok kod nelinearnih tehnika razli¢itosti datog skupa objekata opisujemo pomoéu
ne-euklidskih metrika. Osim toga, razli¢itosti izmedu tacaka opisiva¢emo koristeéi sistem e- ili k-
okolina (vidjeti Potpoglavlje 2.2.1)).

Za dvije tacke koje ne pripadaju istoj okolini smatra¢emo da su razlicite, a metriku na skupu
podataka definisa¢emo tako da mjeri razlic¢itosti koje su opisane sistemom okoline. Metrika koju
¢emo definisati lokalno ¢e da opisuje euklidsko rastojanje, tj. u svakoj okolini definisana metrika
¢e (priblizno) da predstavlja euklidsku metriku. Razlic¢ite nelinearne DR tehnike koriste razlicite
metrike kako bi opisali razli¢itosti na skupu podataka. Tako Isomap tehnika, koju éemo razmotriti
u sljede¢em poglavlju, koristi geodezijsku metriku (vidjeti Definiciju na projektovanoj mno-
gostrukosti kako bi mjerila razli¢itosti, odnosno sli¢nosti pocetnog skupa podataka.

Pretpostavimo da pocetni podaci X = {x1,...,7,} C RP leze na d-dimenzionalnoj Riemann-
ovoj mnogostrukosti M C R, pri ¢emu je d < D. Ozna¢imo geodezijsko rastojanje na M sa dyy.
Tada postoji koordinantno preslikavanje f : M — R? dato sa f(x;) = ; koje ocuvava geodezijsko
rastojanje, tj. za sve i,5 € {1,...,n} vaz

da(yi,y5) = dar (x4, ;).

Posto je sli¢nost izmedu skupa podataka YV = {y1,...,y,} ista kao i slicnost skupa podataka X
mozemo zakljuciti da je onda ) redukcija dimenzionalnosti za X. PoSto ne znamo mnogostrukost na
kojoj leze podaci, onda ne mozemo eksplicitno definisati izometriju za redukciju dimenzionalnosti,
tj. ne mozemo izmjeriti geodezijska rastojanja izmedu tacaka mnogostrukosti. Umjesto toga koristi
se aproksimativna geodezijska metrika dy; na skupu podataka X', tj. koristi se takozvana metrika
grafa, koju definiSemo na sljedeéi nacin.

4.1.1 Definicija Neka je na skupu podataka X dobro definisan sistem okolina, koji formira graf
G = [X, E] tako da (z;,x;) € E ako i samo ako x; i x; pripadaju istoj okolini. Tada je metrika
grafa dg definisana sa:

o Ako (x,y) € E tada je dg(x,y) = da(x,y).

o Ako (z,y) € E za granu
v = (20, T1, -, Tst1)

koja povezuje tacke x = o © Yy = Ts41 definisimo rastojanje d, pomocu grana sa
dy = da(xo,x1) + - + do(Ts, Tsq1).
Ako je I' skup svih grana koji povezuju tacke x iy, onda je

da(z,y) = mind, (z,y).

Lako je uociti da je sa dg zaista definisana metrika na G. Kada su tacke na mnogostrukosti M
dovoljno guste, onda pod odredenim uslovima metrika grafa dg aproksimira geodezijsku metriku
dyr. Kako bismo dosli do tog rezultata potrebno je da uvedemo dodatne pojmove.

4.1.2 Definicija Neka je data povezana d-dimenzionalna Riemann-ova mnogostrukost M. Za
mnogostrukost M kazemo da je konveksna ako postoji injektivno preslikavanje iz M u R?, tako
da je slika mnogostrukosti M konveksna oblast u R%.

Veliki broj eksperimenata je pokazao da visedimenzionalni podaci leze na konveksnim mno-
gostrukostima. S obzirom da posmatramo konacne skupove podataka koji leze na nepoznatim
mnogostrukostima ne mozemo direktno izracunati geodezijska rastojanja izmedu tacaka skupa.
Stoga, racunamo metriku grafa, koristedi sistem okolina (e-okoline ili k-okoline).
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4.2. ISOMAP Srdan Lazendié

Za krivu ~(s), gdje je s prirodan parametar, poluprecnik krivine u y(s), u oznaci r(v,s), se

definise kao L

oy = @l

Minimalni polupreénik krivine mnogostrukosti M definisemo sa:

ro =719(M) = min (minr(y,s)),

0 =ro(M) VGF(G)( inr(y, s))
gdje je T'(G) skup svih geodezijskih krivih na M i s pripada domenu krive . Minimalno gransko
razdvajanje (eng. minimum branch separation) mnogostrukosti M definiSemo sa

so = so(M) = argsup{s : ||z — y|| < s = du(z,y) < 7ro(M)}.
z,Y€
Kada je M kompaktna mnogostrukost, ro(M) i so(M) su pozitivni brojevi.
Dokaz klju¢éne teoreme, koju ovdje samo navodimo, a koja garantuje da se geodezijska metrika,

pod odredenim uslovima, moze aproksimirati metrikom grafa, tj. da je dg =~ djps, moze se nadi
u [1].

4.1.3 Teorema Neka je G = [X, E] povezan graf i neka je M C RP kompaktna, povezana mno-
gostrukost, na kojoj se nalaze podaci skupa X. Za date € > 0, § > 0, i brojeve 0 < A1, Ao < 1 takve
da je 46 < Age pretpostavimo da vazi sljedece:

1. Ako za x,y € X vaZi |z — y|| < e onda grana (z,y) € E, tj. graf G sadrzi sve grane (x,y) za
koje vazi ||z — y|| < e.
2. Za svaku tacku p € M postoji x € X tako da je dp(x,p) < 9.
2mro (M)
e ).

Tada za sve x,y € X vaZi sljedeca nejednakost:

3. max ||z —y|| < min (SO(M)
(z,y)eE

(1= A)du(z,y) < da(z,y) < (1+ Ao)du(2,y). (4.1)

4.2 Isomap

Za preslikavanje kazemo da je izometrija (izometri¢no preslikavanje) ako o¢uvava rastojanje
izmedu tacaka skupa podataka. Prilikom Isomap (eng. Isometric mapping) metoda euklidsko rasto-
janje izmedu dobijenih nizedimenzionalnih podataka jednako je geodezijskom rastojanju izmedu
podataka pocetnog skupa podataka. U narednim potpoglavljima da¢emo opis Isomap metoda.

4.2.1 Isomap metod

Ako podaci skupa podataka nisu dovoljno gusti na mnogostrukosti M onda aproksimacija
geodezijskih rastojanja metrikom grafa nece biti dobra, pa je potrebno primjeniti tehniku transli-
ranja za pogodno izabranu konstantu vrijednost.

Pretpostavimo da podaci X leze na mnogostrukosti M C R? i neka je f : M — RP izometrija
takva da je f(x;) = y;. Za dati graf G = [X, E] ozna¢imo matricu metrike grafa Dg = [dg (i, )], ¢iji
su elementi dg(z;, ;) metrike grafa izmedu tacaka x; i ;. Ako ozna¢imo sa das(x;, z;) geodezijsku
metriku izmedu z; i x;, onda ako se tacke x;, z; nalaze u istoj okolini o¢igledno je da dg(x;, z;) <
dn (x4, z;). Dakle, nas cilj je da i matrica metrike grafa Dg dobro aproksimira matricu geodezijskog
rastojanja Dj;. Kao rezultat, matrica Dg dobro aproksimira i euklidsku metriku na skupu Y =
{yh B yn}7 tj.

DG ~D:= [dQ(y“yj)]
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4.2. ISOMAP Srdan Lazendié

Neka je S = [d(xi, ;)] 1 S = HCH njena centrirana matrica (Definicija[3.3.10). Sada iz Teoreme
3.3.11] imamo da je centrirana Gramova matrica skupa podataka ) data sa G¢ = —%SC. Ako
primjenimo PCA metod na matricu G€¢, dobijamo DR skup Y. Matricu G¢ zovemo Isomap jezgro
(eng. Isomap kernel).

Kada pocetni skup podataka X nije dovoljno gust na mnogostrukosti M onda metrika grafa
izmedu pojedinih ta¢aka moze biti prilicno manja nego geodezijska rastojanja izmedu istih. Stoga,
matrica Dg neée biti dobra aproksimacija matrice D). Kao rezultat, mozemo dobiti da matrica G¢
nije pozitivno semi-definitna, odakle dobijamo da ona ne moze biti Gramova matrica ni za jedan
skup podataka. U tom slu¢aju hoéemo da primjenimo tehniku koja se koristi kada je potrebno
da simetri¢nu matricu pretvorimo u simetri¢nu pozitivno definitnu matricu. Tu tehniku zovemo
translacija za konstatnu vrijednost (eng. constant-shift technique) koju éemo izloziti u nastavku.
Ideja je da se doda nenegativan broj 7 metrici grafa dg(x;,x;) i da posmatramo

do(zi,zj)+71, i#7]

4.2
0, 1=]. (4.2)

dr (i, ;) = {

Nakon modifikacije, dobijamo da je
Sr = [d3 (i, z)]

odakle je
1
G: = —§Sﬁ.
Cilj je da pokazemo da je moguce izabrati 7 > 0 tako da je matrica G simetri¢na, pozitivno
definitna matrica i da je matricu G¢ modifikacija Isomap jezgra G¢. U nastavku, pokazacemo da
postoji takvo 7 i daéemo formulu za odredivanje te vrijednosti. Zapisimo S, = S+27D+712(E—1)
gdje je kao i do sad matrica I jedini¢na matrica, a F je matrica ¢iji su svi elementi jednaki 1. Tada

Ge = —%(HSH +2rHDH + 7°H(E — I)H)
1
= (r*H —27D° — 5°) (4.3)

§to je kvadratna forma po 7 > 0. Za dovoljno veliko 7 matrica G$ je pozitivno semidefinitna i
rijesili smo problem.

Kako bismo pronasli donje ogranic¢enje za 7 posmatrajmo karakteristicne vrijednosti matrice
G¢. S obzirom na centriranost, uvijek postoji jedan karakteristiéni vektor 1 = [1,...,1]" matrice
G¢ koji odgovara karakteristi¢noj vrijednosti A\; = 0 (vidjeti Lemu/[3.3.8). Znamo da onda svi ostali
karakteristi¢ni vektori moraju biti ortogonalnﬂ vektoru 1. Neka je A\, najmanja karakteristi¢na
vrijednost matrice —S€ i neka je 7,,;, najmanja karakteristi¢na vrijednost matrice —D€. S obzirom
na neka je 71 pozitivan korijen kvadratne jednacine

Rjesavajuéi jednacinu (4.4) dobijamo

= 777%»”‘” — Amin = Dmin-
Za svako 7 > 71 matrica G¢ je pozitivno semidefinitna. Zaista, za svaki centriran vektor z imamo
da je

Odavde zaklju¢ujemo da minimalna vrijednost 7 za koju je matrica G pozitivno semidefinitna, nije
veéa od 7T. Trazena minimalna vrijednost se moZe odrediti analiticki koristeéi sljede¢u teoremu.

IKarakteristiéni vektori realne simetri¢ne matrice su ortogonalni.
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4.2. ISOMAP Srdan Lazendié

4.2.1 Teorema Minimalna vrijednost 7 za koju je matrica GS simetricna pozitivno definitna
matrica je najveca karakteristicna vrijednost matrice

0 —2s¢
b= {—I 2DC] '

Dokaz. Za dati vektor z definidimo polinom h(7) := 2'G<z. Tada postoji 7(z) tako da je h(7(z)) =0
i h(1) > 0zasve T > 7(z). Ako je h(7) > 0 za sve 7 onda ¢emo uzeti da je 7(z) = —oo. Takode
ocigledno je da je 7(z) = 7(kz) za sve k € R\{0}. S obzirom da G° nije pozitivno semidefinitna,
onda postoji bar jedno zg za koje je 2,Gzp < 017(z9) > 0. S druge strane, iz prethodnog izvodenja
je 7(z) < 7* za sve z. Neka je

7" =sup7(x). (4.5)

x

Tada je 0 < 7* < 7F. Posto je polinom neprekidna funkcija, onda je i 7(z) neprekidna funkcija po
z pa postoji z* tako da je 7(z*) = 7*. Imamo sljedece:

ZGSz > 0 zasve z,7>71", (4.6)
(z")'Ge.z* = 0. (4.7)
Ostalo je jos pokazati da je 7* najveéa karakteristi¢na vrijednost matrice B.

1. 7* je karakteristiéna vrijednost matrice B. Neka je w = [y, Hz*]" gdje je y = —7*5°2*. Tada
imamo da je
- 8% =1y, (4.8)

odakle koristec¢i (4.3]) i (4.7) dobijamo
(7"*H — 27* D — 5°)z* = 0. (4.9)

Iz (4.8) i (4.9) dobijamo
y+7"Hz*—2D°Hz* =0.

0 =251y | _ |y
1 oDc | |Hz| T T |H2|

¢ime smo dokazali da je 7* karakteristicna vrijednost matrice B.

Iz [@7) i ({.9) slijedi

2. 7 je najveéa karakteristicna vrijednost matrice B. Neka je o proizvoljna karakteristicna
vrijednost matrice B kojoj odgovara karakteristi¢ni vektor [v, u]’:

—-S°u = ov, (4.10)
—v+2D° = ou. (4.11)

Iz (4.10) imamo da je vektor v centriran jer pripada —S¢. Sli¢no, kako su u (4.11)) 2D i v
centrirani i u je centriran vektor. Stoga, u = Hu pa imamo da je

(=S¢ 20D+ o*H)u = 0,
odakle imamo da je u'G¢;,,,,u = 0, tj. 7(u) = 0. Tada zbog (4.5) imamo da je o < 7.

Time smo pokazali tvrdenje. a
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4.2. ISOMAP Srdan Lazendié

4.2.2 Isomap algoritam

Isomap algoritam koristi ideju prikazanu na Slici [£:2] Algoritam se sastoji od ¢etiri koraka.
Generalno, cilj je da izracunamo matricu metrike grafa na skupu X koja aproksimira geodezijska
rastojanja na mnogostrukosti, a zatim primjenimo neki linearan metod, npr. PCA, kako bismo
nasli nizedimenzionalni skup podataka koji o¢uvava metriku grafa.

Izbor Konstrukcija Konstrukcija Spektralna dekomp.
okoline metrike grafa Isomap jezgra Isomap jezgra

Slika 4.2: Koraci Isomap algoritma.

Isomap algoritam sastoji se od ¢etiri koraka.

1. Izbor okoline. Okolinu tacke z; skupa X = {z1,...,z,} mozemo konstruisati birajuéi e-
ili k-okolinu, pa stoga imamo e-Isomap ili k-Isomap, u zavisnosti koju okolinu izaberemo.
Okolinu tacke x;, kao i do sad, oznacavamo sa O;. U praksi se ¢eSCe koristi sistem k-okolina.

2. Rac¢unanje matrice metrike grafa. Izabrani sistem okolina formira graf G = [X, E] na
skupu podataka X. Zatim, za svaki par tacaka x;, x; iz X ra¢unamo metriku grafa dg(z;, z;).
Ako izaberemo k-okoline onda dg(x;, x;) ne mora biti jednako sa dg(z;, ;) jer je poznato da
z; € O; # x; € O; u slucaju k-okolina. Kako bismo osigurali da je dg(z;, z;) = da(xj, x;)
mozemo definisati da je metrika grafa data sa min(dg(z;, z;), dg(x;, x;)) ili mozemo posma-
trati neusmjeren graf umjesto digrafa, $to je u praksi ¢esée. Ako ne postoji grana koja spaja
tacke x; 1 x; smatrac¢emo da je dg(z;, x;) = oo.

3. Konstrukcija Isomap jezgra. Pretpostavimo da su podaci skupa X dovoljno gusti. Tada
je matrica metrike grafa D¢ dobra aproksimacija euklidskog rastojanja. Izracunamo matrice
S = [d%4(zi,2;)] i G = 7%HSGH, gdje je G¢ Isomap jezgro. Ako podaci ipak nisu dovoljno
gusti, vidjeli smo da je onda potrebno da translirano podatke i da obezbjedimo da je Isomap
jezgro G¢ pozitivno definitna matrica. U tom slucaju se 3. korak ovog algoritma sastoji iz

dva dijela:
3.1. Racunanje konstante transliranja. Prvo, centriramo matrice Dg 1 Sg koristedi
formule
X 1
Fe = _iH DcH
1
GC - —§HSGH,

a zatim ¢emo izraCunati najvecu karakteristicnu vrijednost ¢ matrice

0 2G°
B= [—I —4FC] '

3.2. Racunanje matrice G¢. Izracunamo
c c c 1 2
Gf =G+ 2tF° + t°H
§to e biti zamjena za Isomap jezgro.

4. Spektralna dekompozicija Isomap jezgra. Neka je spektralna dekompozicija matrice G°
data sa
G =VAV’
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4.2. ISOMAP Srdan Lazendié

gdje je A =diag(A1, ..., gy, M) 1V =v1,...,0,]. Neka je Y = [y1,...,yn] odredeno sa

Y = [V, v Aawd],

Tada je Y redukcija dimenzionalnosti za X. Koristeéi Teoremu [3.3.16| dobijamo da je ocjena

greske:
1 n n
om Z (dg (@i, ;) — d%(mu%)) < Z Al
i,j=1 l=d+1

(a) Euklidsko i geodezijsko rasto- (b) Graf G za n = 1000 tacaka ko- (c) U 3. i 4. koraku Isomap algo-
janje na primjeru rolne riste¢i k-okoline za k = 7 konstruisan ritma dobijamo sliku podataka u 2D
u 1. koraku Isomap algoritma gdje je plavom bojom oznaceno eu-
klidsko rastojanje, a crvenom bojom

aproksimacija metrikom grafa

Slika 4.3: Tlustracija Isomap algoritma.

4.2.3 Matlab kod za Isomap algoritam

Kako bismo izracunali metriku grafa, tj. rastojanja izmedu svaka dva ¢vora u dobijenom grafu
koristi se nekoliko razli¢itih algoritama. Jedan od njih je Floyd-ov algoritam koji trazi najkrace
rastojanje izmedu svaka dva évora u grafu, ali ako imamo n tacaka potrebno je O(n?) racunanja,
odnosno raéunska slozenost je O(n3). Postoji i drugi algoritam, tzv. Dijkstra algoritam koji zahti-
jeva O(n?logn) ra¢unanja, tj. ima manju ra¢unsku slozenost od Floyd-ovog algoritma. Dijkstra
algoritam se koristi u oblast linearnog programiranja i detaljan opis moze se naéi u .

Na veb-stranici http://isomap.stanford.edu/| moze se naéi rad pod nazivom ,,A Global Ge-
ometric Framework for Nonlinear Dimensionality Reduction” kao i detaljan dokaz konvergencije
Isomap algoritama (vidjeti [22]). Osim toga, moze se na¢i i Matlab toolbox sa uputstvom za
upotrebu kao i skupovi podataka na kojima se mogu primjeniti Isomap algoritmi. Slika [1.3] se
takode nalazi na navedenoj veb-stranici. Pored standardnog Isomap algoritma, nalazi se i Dijkstra
algoritam. U ovom radu éemo navesti modifikaciju algoritma iz ovog rada, a moze se naéi u .

function Y = Isomap (X-data, ndims, options)
% Isomap DR
% Sintaksa: Y = Isomap (X.data, ndims, options);

o°

ULAZNE VRIJEDNOSTI:

$ 'X': D x N matrica (D = dimension, N = #points)

% 'ndims': zeljena dimenzija izlaznog skupa podataka.
% OPTIONS:

% 'options.epsilon': koristimo 'epsilon'—okoline;

% 'options.k': koristimo 'k'—okoline;

% 'options.verb': prikazimo postupak tekstualno

o

(1 = DA (default), 0 = NE);
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POZVATI: L2_distance
dijkstra
dijk

o o o

Reference:
Tenenbaum, de Silva, and Langford,
Isomap code — (c)1998—-2000, Josh Tenenbaum

o o° o

% Inicijalizacija:
options.symmetric = 1;

if isfield(options, 'verb')
verb = options.verb;

else

verb =1;

end

% 1. korak: Konstrukcija grafa podataka.

if verb

disp ('—Konstruisemo graf');

end

D2 = L2_distance(X_.data(:,1:1000), X_data(:,1:1000), 1)

% 2. korak: Racunanje matrice metrike grafa.
if verb

disp ('— Racunamo matricu metrike grafa');
end

N = size(D2,1);

D1 = sqgrt (D2);

% Iskoristimo .dll za brze izracunavanije:
if exist('dijkstra.dll','file'")

DG = dijkstra(Dl, 1:N);

else

DG = dijk (D1, 1:N);

end

% 3. korak: Generisanje Isomap jezgra:

if verb

disp('— Generisemo Isomap jezgro');

end

DG = DG."2;

GC = —.5% (DG — sum(DG) '"«ones (1,N) /N — ones (N, 1) *sum(DG) /N + sum(DG(:))/(N"2));

% 4. korak: Spektralna dekompozicija Isomap jezgra:

if verb

disp('— Izlazni nizedimenzionalni podaci');
end

opt.disp = 0;

opt.isreal = 1;

opt.issym = 1;

[Y, val] = eigs(GC, ndims, 'LR', opt);

for i=1l:ndims

Y(:,1) = Y(:,1i)*sgrt(val(i,i));

end

Primjetimo da smo u prethodnom kodu iskoristili gotove Matlab kodove L2_distance, dijkstra
i dijk koji se nalaze u sklopu fajla ”IsomapR1.tar”, koji se takode nalazi na gore navedenoj veb-
stranici. Osim toga, skup podataka rolne nalazi se u fajlu ”swiss_roll_data”. Jedan primjer je
mogucée pokrenuti na sljedeéi nacin:
>> load swiss_roll_data;
>> options.verb = 1;
>>Y = Isomap(X_data, 2, options).
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4.3 Lokalno linearno potapanje - LLE

Druga nelinearna tehnika koju ¢emo razmatrati u ovom master radu jeste lokalno linearno
potapanje - LLE (eng. Locally Linear Embedding). Tehnike su razvili Roweis S.T. i Saul L.K.
u radovima [16,/17]. Ideja LLE metoda je u sljede¢em: Ako se podaci nalaze na glatkoj neline-
arnoj mnogostrukosti, tada sve tacke koje pripadaju istoj okolini, nakon redukcije dimenzionalnosti
ponovo ostaju blizu i u nizedimenzionalnom prostoru. Posto je poznato da su mnogostrukosti
objekti koji lokalno imaju strukturu euklidskog prostora, onda ¢emo nizedimenzionalne podatke
konstruisati tako da se ocuvaju lokalna svojstva originalnog skupa podataka.

Pretpostavimo da podaci iz skupa X = {1, ...,7,} C RP leze na glatkoj mnogostrukosti i da je
struktura okoline skupa podataka definisana tako da svaka okolina lezi na ili u blizini linearne karte
mnogostrukosti. Kod LLE metoda, lokalna geometrija svake karte je opisana pomocu linearnih
koeficijenata koji priblizno rekonstruisu svaku tacku skupa podataka X koristeé¢i njenu okolinu.
LLE algoritam rac¢una nizedimenzionalni skup podataka ali tako da se oc¢uva lokalna konfiguracija
skupa podataka.

Primjetimo da smo i kod Isomap metoda koristili lokalnu geometriju skupa podataka, ali smo
Isomap jezgro racunali koriste¢i se globalnom strukturom kako bismo oc¢uvali rastojanja izmedu
tacaka. Pored toga, koristili smo geodezijska rastojanja, koja smo morali izracunati izmedu svake
dvije tacke skupa podataka. Takode smo kao rezultat dobijali gustu matricu jezgra. S druge strane,
LLE metod konstruise matricu jezgra koristeéi direktno lokalnu geometriju skupa podataka i kao
rezultat dobija se rijetka matrica jezgra.

4.3.1 Baricentri¢ne koordinate

LLE metod koristi baricentricne koordinate svake okoline kako bi konstruisao nizedimenzionalnu
reprezentaciju.

4.3.1 Definicija Skup tacaka {p1,...,pm+1} C R™ je u opstem poloZaju ako i samo ako je skup
{p2 — p1,P3 —D1,- -, Pm+1 — P1} linearno nezavisan.

4.3.2 Definicija Ako je skup tacaka {p1,...,Dm+1} C R™ u opstem poloZaju, skup
m+1 m—+1

o= (p1y-- s Pm+1) = { Zw,;pi: Zwizl, w; >0 Vi§m+1}
i=1 i=1

zovemo (m + 1)-dimenzionalni simpleks u R™. Tacke p; su tjemena, a m + 1 je dimenzija
simpleksa o.

Pretpostavimo da skup P = {p1,...,Dm+1} C R™ generise simpleks u R™ sa tjemenima
P1,--.,Pm+1- lada svaka tacka p unutar politopaﬂ moze na jedinstven nacin da se izrazi pomocu
koeficijenata wy, ..., wmy41 kao

P = wip1 + -+ Wm+1Pm~+1

uz uslov da je Zf:{l w; = 1. Koeficijente wy, ..., w;,4+1 zovemo baricentri¢ne koordinate tacke
m+1
p (1 odnosu na simpleks P). Z;:ilpl € P je baricentar (teziste) simpleksa P.

Baricentri¢ne koordinate su invarijantne u odnosu na izometrije euklidskog prostora i izometri¢na
potapanja. Ako posmatramo svaku baricentricnu koordinatu w; kao funkciju od p, tj. w; = w;(p)
tada funkcije w;(p) ima sljedeée osobine:

1. Linearnost: w;(Ap + (1 — X)q) = dw;(p) + (1 — Nw;(q);

2Politop je ogranicena konveksna oblast n-dimenzionalnog prostora ograni¢eno sa konaéno mnogo ravni. Politop
za n = 2 je poligon, a za n = 3 poliedar.
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2. Pozitivnost: Ako je tacka p strogo unutar simpleksa onda je w;(p) > 0;

3. Lagranéomﬂ svojstvo interpolacije: Za svako tjeme p;, w;(p;) = 0;5, gdje je d;; Kronecker-ov

0, i#j
0-simbol definisan sa §;; = ) #]
1, i=3j.
Kako baricentri¢ne koordinate w;, i € {1,...,m+ 1}, ,,privlace” tacku p u blizinu tacke p;, imamo

da one opisuju lokalne sli¢nosti podataka. S obzirom na navedene osobine, u baricentri¢nim koor-
dinatama svako linearno preslikavanje F' u tacki p ima sljede¢u reprezentaciju:

m—41

F(p) = Z w; F(p;).

Stoga, ako imamo linearnu transformaciju ¢ maksimalnog ranga, koja preslikava skup {p1,...,Pm+1}
na Skup {q1, ., g1} sa ¢(ps) = s § € {1,...,m+ 1}, tada je

m—+1

gi=6(0) = 3 wigs.
i=1
pa se baricentri¢ne koordinate o¢uvavaju prilikom linearnih transformacija.

4.3.2 LLE metod

Kao §to smo kod Isomap algoritma konstruisali Isomap jezgro, slicno ¢emo i kod LLE algoritma
prvo razmotriti kako da kontruisemo LLE jezgro. Neka su dati podaci X = {z1,...,7,} C RP koji
se nalaze na d-dimenzionalnoj mnogostrukosti M C RP” i neka je matri¢na reprezentacija skupa
podataka X data kao X = [21,...,2p]pxn. Pretpostavimo da za svaku tacku iz skupa podataka
X imamo dobro definisan sistem okolina (e- ili k-okoline). Tada okoline skupa ta¢aka definisu graf
G = [X, 4], gdje je A matrica povezanosti grafa G. Indeksni skup, susjednih tacaka tacke wx;,
oznacava¢emo sa N (i) = N; i predstavljace i-tu vrstu matrice A tako da je

N()={j: Ai; #0}
i kao i do sad, okolina tacke x; je skup
O@G)={z; e X:je N®)}.

Dalje, konstruiSemo tezinsku n x n matricu W na grafu kako bismo mogli definisati sli¢nosti
izmedu skupovaa podataka. S obzirom da tacku z; ¢ O; smatramo razli¢itom od tacke x;, defi-
nisa¢emo da je w;; = 0 ako je A; ; = 0. Kako bismo definisali w; ; za svako j € N;, bira¢emo
da su w; ; baricentricne koordinate tacke 2; u odnosu na svoju okolinu {z;};co(), gdje su tacke
x; 1 x; ,,blizu” jedna drugoj na mnogostrukosti M. Geometrijska struktura okoline O; moze da
se aproksimira svojom projekcijom na tangentni prostor T;,. Neka je f ortogonalna projekcija sa
M na T, i oznacimo da je Z = f(x). Skup {Z; — Z; : j € N(i)} razapinje potprostor tangentnog
prostora 17, odakle zaklju¢ujemo da je skup tezinskih koeficijenata dat sa

{wm- GRJGN(Z) i Z ’U.)i)j:].},
JEN(i)

pri cemu je ZjeN(i) w; jT; = ¥;. Primjetimo da tezinski koeficijenti mogu biti i negativni, ako
tacka #; nije u politopu koji formira skup {Z;};cn ;). Neka je stepen évora x; oznacen sa d; = N (i)

3 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) - italijanski matematicar i astronom
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i neka je i-ta vrsta matrice W oznagena sa w; = [w; 1, ..., W; 5|, $to je rijetki vektor koji ima najvise
d; nenula elemenata. Radi jednostavnosti, defini§imo d; —dimenzionalni podvektor vektora w; sa

wi™ = [wig,... wig, ], js € N(i). (4.12)
Skup podvektora {w**}1_; zajedno sa indeksnim skupom {N (i)}, jedinstveno odreduje tezinsku
matricu W. Kako blsmo olaksali izracunavanje tezinskih koeficijenata, ne¢emo koristiti projekciju
f, nego ¢emo traziti podvektor wf“b koji minimizira gresku:

d;
(w3"?) = arg min ||z; — Z a;jz;|| tako da je Zaj =1, (4.13)
acR% JEN(i) Jj=1
gdje je a = [a1,...,aq,]. Dakle, tezinski koeficijenti w; ; koristeéi z; € N (i) dovoljni su da reko-

nstruisu z;. Otuda, minimiziramo funkciju cilja u (4.13]) uz uslove:

1. Uslov rijetkosti: Svaka tacka x; je rekonstruisana koristeéi samo tacke iz svoje okoline O(7)
pa je w; ; = 0 ako z; & O(4).

2. Uslov invarijantnosti: Suma svake vrste tezinske matrice W je jednaka 1, tj. Z L wi; =1

Uslov invarijantnosti je vazan kako bi se o¢uvala lokalna geometrija skupa podataka. Dac¢emo sada
matematicko objasnjenje uloge ovog uslova. Intuitivno, tezinski koeficijenti bi trebali da budu
invarijantni u odnosu na koordinate prostora RP”.

4.3.3 Teorema Tezinski koeficijenti za x; koje dobijamo rjeSavajuéi (4.13)) su invariantni u
odnosu na translaciju, dilataciju i rotaciju skupa podataka X .

Dokaz. Oznacimo rotacijusa T iza A # 0 operator dilatacije sa Dy, koji je definisan kao Dz = Ax.
S obzirom na linearnost operatora T'i D) imamo da je

Z w; j(Txj) = ( Z wm%)

JEN() JEN(i)

S (D) = ( 5 w) - ( > w)

JEN(i) JEN (i) JEN(3)

Oznacimo sa {w; ;};en(;) skup tezinskih koeficijenata koji su rjesenje problema (4.13). Tada po
definiciji rotacije, znamo da je T ortogonalna matrica pa je

(0;;) = argmin|Tz; — Z w; ;Tx;
Doy =1 JEN(3)
= argmin ( Z w”xj>H
Ew,.,_?.:l JEN (i)

= argmin ||z; — Z W; ;T (w; ;)

Ew@'u‘:l JEN(3)
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i slicno za dilataciju imamo da je

(w; ;) arg min || A\x; — E Wi jAL;
Zwm-:l JEN(7)
= |Alargmin ||z; — E Wi, 25
w; =1 JEN(3)
p— 1 :
= argmin ||z; — Wi, 5T j z,j)
eri,jzl JEN (i)

Time smo pokazali tvrdenje za rotaciju i dilataciju, pa ostaje jos da pokazemo i za translaciju.
Pretpostavimo da je svaki vektor u R” transliran za vektor a € RP. Dobijamo da je

(0;;) = argmin|(z; —a)— g w; ;(x; —a)
Zwi,j:l JEN (3)
= argmin|lz; —a— g w; ;T + ( g wm>
2w =1 JEN(i) JEN(i)
= argmin ||z; —a — E w; ;T +a
Y =1 JEN(3)

. *
= argmin||lz; — E W; ;25 (wy ;).

Z%Fl JEN (i)

Time smo pokazali tvrdenje, da su tezinski koeficijenti za LLE metod invarijantni u odnosu na
translaciju, rotaciju i dilataciju. a

Sumu
Z Wi, ;T 5 (414)
JEN(9)
zovemo lokalno linearno potapanje (LLE) za x;. Tezinski koeficijenti u prethodnoj sumi su jedi-
nstveni. Zaista, defini§imo sljedece:

2 2

5z(W) = -

E Wi, 5T 5

JEN(i)

> wijxi— )

JEN(i)

2

Zzn:&‘( zj:

Z w; j(z; — ;)
)

JEN(3

Neka je kao i do sad, 1 = [1,...,1]) n-dimenzionalni vektor. Tada je LLE tezinska matrica W*
rjeSenje problema minimizacije:

W* = argmin E(W),
Wi=1

ili ekvivalentno rjesavamo problem

argmin & (W) uz uslov Z wij =1 (4.15)
Wiy JEN(i)
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za svako 1 < ¢ < n. Dakle, mozemo da rjeSavamo problem posebno za svako i. RjeSavanje problema
(4.15)) vodi nas u varijacioni ra¢un, tacnije dobijamo OjlerEl-LagranZovu jednacinu

Z Csjwi; —A=0, s€ N(i) (4.16)
JEN(2)

gdje je A Lagranzov mnozilac i ¢s ; = (z; — 25,25 — 25), 7,5 € N(4).
Oznacimo smo sa k := k(i) = |[N(¢)|. Tada je po definiciji okoline k > d gdje je d Zeljena dime-

nzija nakon redukcije dimenzionalnosti. Neka je C' = (cs ;)kx 1 definigimo (wf*®) = [wyj,, ..., wiz]
kao u (4.12). Tada jednac¢inu (4.16]) mozemo zapisati u matricnom obliku kao
Clwi™) = A1, 1=[1,...,1] € R¥. (4.17)

Diskutovademo jedinstvenost rjesenja u (4.17) u zavisnosti od ranga matrice C.

1. C je maksimalnog ranga. U ovom sluéaju, wi*’ mozemo dobiti stavljajuéi da je A = 1 i

normiranjem tezinskog vektora, tj. dijeljenjem sa ZjeN(i) w; ;. Ekvivalentno je da izaberemo
A =1/(3 en@) wiy)- U ovom slucaju skup {z;};en(;) se nalazi na (k — 1)-dimenzionalnoj
hiperravni S € RP i z; se ne nalazi na S. Ozna¢imo projekciju vektora x; na S sa ;.
Tada su tezinski koeficijenti {w; ;};en(;) baricentricne koordinate tacke Z; u odnosu na skup
{zjtiene-

2. rang (C) =k — 1. Ovdje imamo da je 0 karakteristi¢na vrijednost matrice C. Tada biramo
da je (wiu?)" karakteristicni vektor matrice C' koji odgovara 0-karakteristi¢noj vrijednosti,
normalizovan sa ZjeN(i) w;; = 1. Pod ograni¢enjem ZjeN(i) wi; = 1 rjeSenje wi*t je

jedinstveno. U ovom slucaju, skup {x;};en(;) se nalazi na (k — 1)-dimenzionalnoj hiperravni

S, ali se i tacka x; sada nalazi na S. Stoga, tezinski koeficijenti {w; ;};en(;) su baricentricne

koordinate tacke ; u odnosu na skup {z;};ecn -

3. rang (C) < k — 1. U ovom slucaju imamo da je 0 visetruka karakteristi¢cna vrijednost matrice
C. Ponovo mozemo da nademo vektor koji odgovara 0-karakteristicnoj vrijednosti koristeci
uslov normiranosti » JEN() Wi = 1, ali u ovom sluc¢aju nemamo jedinstveno rjesenje.

Konaéno, cilj nam je da dobijemo nizedimenzionalne podatke Y = {y1,...,y,} C R% Njih
odredujemo tako da se lokalno linearno potapanje o¢uva sto vise. Odnosno, hoéemo da ) minimizira
gresku dobijenu prilikom lokalnog linearnog potapanja (vidjeti (4.14)):

Yi — Z Wi, jYj

JEN(i)

2

Y = argmin i

YeRrRd T4

(4.18)

Prvo, po konstrukciji sistema okolina znamo da se u k-okolini svake tacke nalazi vise tacaka nego
§to je dimenzije d, tj. k > d. Stoga, graf G = [X, A] nema izolovanih tacaka. Osim toga,
pretpostavicemo da je graf povezan, pa je 0 karakteristicna vrijednost Laplasijana L = I — W a
odgovarajud¢i karakteristi¢ni vektor je ﬁl. Ako je Y rjeSenje problema , zapiSimo podatke
u obliku realne matrice Y = [y1,...,Ynldxn. S obzirom da je rjeSenje problema invarijantno u
odnosu na translaciju, mozemo smatrati da su podaci centrirani, odnosno da je Y ., y; = 0, §to je
ekvivalentno sa uslovom

Y1=0. (4.19)

Dalje, s obzirom na to da na koordinatne karte mozemo gledati kao na nacin da svaku tacku iz neke
okoline, sa mnogostrukosti na kojoj leze podaci, izrazimo kao koordinate u euklidskom prostoru,

4Leonhard Euler (1707-1783) - §vajcarski matematicar, astronom i fizicar

o8



4.3. LOKALNO LINEARNO POTAPANJE - LLE Srdan Lazendié

trazi¢emo da za z; € X koordinate budu bas y; za 1 < i < n. Stoga, mozemo da zahtjevamo da
vektori vrste matrice Y formiraju ortonormirani sistem. Odatle, dobijamo drugi uslov

YY' =1,
gdje je I; jedini¢na d x d matrica. Sada éemo rjesiti problem (4.18]) uz navedena ogranicenja. Neka

Je

n 2

vy

n

n n
= Z <yl - Zwi,jijyi - Zwi,jyj>
j=1 Jj=1

Yi — Z Wi,5Yj
)

i=1 JEN( =1
n n n
= Z< wi,j(yi_yj)7zwi,j(yi_yj)>
i=1 \ j=1 j=1

= tr (Y(I -W)Y (I - W)Y’)

odakle, ako ozna¢imo Laplasijan sa L = I — W, dobijamo

U =tr (YL’LY')7 (4.20)
pa je LLE jezgro dato sa

K=LL=(I-W)I-W).
Neka je spektralna dekompozicija matrice K data sa
K =UAU’
gdje je A = diag(Xo, A1,..., An—1) sa karakteristicnom vrijednostima u opadajuéem poretku tako
da0=X <A <--- < Ay_1. Imamo da je
U=tr(YLLY) =tr (YUAU'Y') = tr YUA(YU)").

Neka je Uy = [ug,...,uq] podmatrica matrice U, koja se sastoji od karakteristi¢cnih vektora koji
odgovaraju karakteristicnim vrijednostima pocevsi od druge pa do (d+ 1) najmanje karakteristicne
vrijednosti matrice K. S obzirom da je K1 = 0 imamo da skup vektora {u1,...,uq} zadovoljavaju

traZena ogranicenja, pa je trazena redukcija dimenzionalnosti bas Y = (Uy)’, jer se tada dostize
minimum za V.

4.3.3 LLE algoritam

LLE algoritam ¢emo izloziti u cetiri koraka.

1. Definicija okoline. Za okolinu svake tatke mozemo birati e- ili k-okoline. Broj tacaka iz
okoline biramo da bude veéi od Zeljene dimenzije d. Konstruisani graf oznac¢imo sa G = [X, A],
gdje je A matrica povezanosti. U praksi se uglavnom koristi sistem k-okolina. U tom slucaju
matrica A moze biti asimetri¢na.

2. Konstrukcija tezinske matrice. Potrebno je da na grafu G = [X, A] generiSemo tezinsku
matricu W. Ako je A; ; = 0 stavimo w; ; = 0, a ako je A; ; = 1 izracunacemo wj; ; rjesavajuci
problem minimizacije (4.13). Za rjeSavanje problema (4.13]) koristi se metod najmanjih
kvadrata. Tacnije, neka je G; Gramova matrica za skup O(1), tj.

Gi = [{zj — zi, T — 23)]j ken(i)-

Onda u zavisnosti od ranga matrice G;, ako je d; stepen ¢vora i u grafu G, rjeSavamo sistem
linearnih jednacina:

Gl — 0, rang(G;) <d;
UL, rang (Gy) = d;

i na kraju normalizujemo vektor dijeljenjem sa ZjeN(i) w;,; = 1 (vidjeti Poglavlje .
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3. Konstrukcija LLE jezgra. Uzmemo li rijetku matricu L = I — W, tada je jezgro dato sa
K=LL=I-W)(I-W),

gdje je W tezinska matrica iz Koraka 2. U [25] se moze nadéi detaljno opisana konstrukeija
jezgra za nelinearne tehnike za redukciju dimenzionalnosti.

4. Spektralna dekompozicija LLE jezgra. Neka je spektralna dekompozicija LLE jezgra
data sa
K =UAU’,

gdje je A = diag(Ag,..-,An—1) sa 0 = Ag < A1 < -+ < A\,_1. Pretpostavimo da je graf
G = [X, A] povezan. Tada je A\; > 0. Odredimo d+1 karakteristi¢nih vektora, koji odgovaraju
najmanjim d + 1 karatkeristi¢nim vrijednostima i odbacimo karakteristi¢ni vektor [1,...,1]
koji odgovara 0 karakteristicnoj vrijednosti. Tada neka su ti vektori uq, ..., uq vektori kolone
podmatrice U,. Tada je trazena redukcija dimenzionalnosti Y = (Uy)’.

Slika 4.4: Tustracija LLE algoritma.

Na Slici [£4] predstavili smo ilustraciju LLE algoritma. Na Slici [£.4] u koraku (I) nalazimo k-
najblizih tacaka tacke z; u RP. Zatim u koraku (2) ra¢unamo tezinske koeficijente w; ; koji najbolje
rekonstruisu tacku x; koristeéi njene susjede, tj. tacke iz prethodno definisane okoline odnosno
T R ZjeN(i) w;,j;. Na kraju u (3) nalazimo potopljene nizedimenzionalne podatke y; € R? koje
rekonstruisemo koriste¢i LLE jezgro i tezinske koeficijente, dobijamo y; ~ Zj eN() Wii¥s-

Slika 4.5: Tacka x; i njeni susjedi x; i =, kao i lokalna linearna
rekonstrukcija ZjeN(i) w; o, pri cemu vazi ogranicenje Y w; ; = 1.
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4.3.4 Matlab kod za LLE algoritam

Na veb-stranici https://www.cs.nyu.edu/~roweis/1le/, mogu se naéi reprezentativni radovi
autora Sam T. Roweis-a i Lawrence K. Saul-a u vezi sa LLE metodom. Osim toga, moze se nadci i
opis LLE algoritma, kao i Matlab kod za LLE algoritam, koji ¢emo i predstaviti u ovom radu. Na
stranici se nalazi i galerija slika na kojima moze da se primjeni LLE algoritam, kao i Matlab kod
za rolnu, na koju se primjeni prethodno navedeni LLE algoritam.

function [Y] = lle(X, K, d)

S. T. Roweis and L. K. Saul

o o o oe

o
©
©
©
©
©
©
©
©
©
o
o
o
©
©
©
©
©
©
©
©
©
©
o
©
o
©
o
©
©
©
©
©
©
©
©
©
o
©
o
o

[D,n] = size(X);

LLE ALGORITAM (koristeci sistem 'k' okolina)

$ [Y] = 1lle (X, K, dmax)
% X = podaci u obliku D x n matrice (D = dimenzija, n = broj tacaka)
% K = broj clanova svake okoline (broj susjeda)
% dmax = maksimalna zeljena dimenzija nakon redukciije
% Y = nizedimenzionalni podaci u obliku dmax x n matrice
Reference:

Nonlinear dimensionality reduction by locally linear embedding
Science v.290 no.5500, pp.2323——2326, Dec. 22, 20

00.

fprintf (1, 'Primjenjujemo LLE metod na %d points u %d dimenzija\n',n,D);

°

% Korak 1: IZRACUNAJ RASTOJANJA PAROVA TACAKA I ODREDI SUSJEDE

fprintf (1, '—>Nalazenje %d najblizih susjeda.\n', K);

X2 = sum(X."2,1);

rastojanje = repmat (X2,n,1)+repmat (X2',1,n)—2+X"'*X;

[sorted, index] = sort (distance);
neighborhood = index (2: (1+K), :);

% Korak 2: IZRACUNAVANJE TEZINSKIH KOEFICIJENATA

fprintf(l, '—>Izracunavanje tezinskih koeficijenata.\n');
if (K>D)

fprintf (1,"' [napomena: K>D; koristi se regularizacija]\n');
tol=1le—3;

else

tol=0;

end

W = zeros (K,n);

for ii=1:n

z = X(:,neighborhood(:,1ii))—repmat (X(:,1ii),1,K);

C = z"xz;

C = C + eye(K,K)*tolxtrace(C);
W(:,ii) = C\ones(X,1);

W(:,ii1) = W(:,1i)/sum(W(:,1ii));
end;

% Korak 3: Konstrukcija LLE jezgra
M= (I-W) ' (I-W)
fprintf (1, '—>Konstrukcija jezgra.\n');

M=eye (n,n);
koristimo rijetku matricu sa 4Kn nenula

o° oe

o o o° o o

elemenata
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M = sparse(l:n,l:n,ones(l,n,n,n,4xK*n);
for ii=1:n

w = W(:,1i);

j3j = neighborhood(:,ii);
M(ii, 33) = M(ii,33) — w';
M(3jj,ii) = M(33,1ii) — w;
M(33,33) = M(33,33) + wxw';
end;

% IZRACUNAVANJE NIZEDIMENZIONALNIH PODATAKA

options.disp = 0; options.isreal = 1; options.issym = 1;
[Y,eigenvals] = eigs(M,d+1,0,options);
Y = Y(:,2:d+1) "«sqgrt(n); % odbacimo k.v. [1,1,1,1...] koji odgovara k.k. O

fprintf (1, 'Kraj.\n")

Na samom kraju ovog rada navodimo jo$ dva primjera vjestackih povrsi (eng. artificial surface)
na kojima se Cesto pokreéu algoritmi za redukciju dimenzionalnosti, kako bi se vizualizovali do-
bijeni rezultati. U ovom radu smo za primjer primjene algoritama za redukciju dimenzionalnosti
izabrali Svajcarsku rolnu, ali u mnogo radova mogu se naéi i S-kriva (eng. S-curve) koja je data
parametarskom jednacinom

x = — cos(1.57t),
y=s,
B —sin(1.57t), 0<t<1,
| 2+ sin(1.57t),

(4.21)

o, - e . '.o
:p. '
e 3 *{3
b T g T A,
‘&E :.}&.. "ﬂt

Slika 4.6: Primjena LLE algoritma na S-krivu.

i koja je data na Slici kao i Odsjecena sfera (eng. Punched sphere), tj. sfera kod koje je
odsjecen poklopac, tj. gornji dio sfere. Ona je data parametarski sa

x = cos(s) sin(t),

0<s<2m 6<t<m. (4.22)

y = sin(s) sin(¢),
z = cos(t)
i prikazana je na Slici [£.7]

Na Slikama i 47 smo pored navedenih povrsi naveli i podatke koji leze na navedenim
nelinearnim mnogostrukostima, kao i rezultat primjene LLE algoritma na date skupove podataka.
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Slika 4.7: Primjena LLE algoritma na Odsje¢enu sferu.

LLE tehnika ima veliku primjenu, a neki od primjera mogu se na¢i u . LLE algoritam koristi
rijetku matricu, tj. matricu u kojoj se nalazi mnogo nula, tako da je algoritam prilicno brz.
Pored toga, LLE algoritam daje prilicno dobru linearnu sliku podataka na mnogostrukosti. Najveéi
nedostatak ovog algoritma je §to je ponekad rac¢unski (kompjuterski) nestabilan.
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Zakljucak

Na kraju samog rada, vazno je da sumiramo prethodno izlozenu teoriju.

Na osnovu do sad recenog i izlozenih primjera ocigledno je da tehnike za redukciju dimenzio-
nalnosti imaju veliku primjenu prilikom rjeSavanja razlic¢itih problema koji se javljaju u analizi
podataka, masinskom ucenju, vjestackoj inteligenciji i sl. Svjedoci smo brzog razvoja tehnike,
naroc¢ito Android telefona i laptop ra¢unara, kao i razvoja nauke, $to sa sobom nosi veliku koli¢inu
informacija i podataka. Kao $to smo vidjeli u primjerima navedenim u ovom radu, tehnike za
redukciju dimenzionalnosti imaju vaznu ulogu u rjesavanju takve vrste problema.

U [21] moze se naéi pregled najvaznijih radova koji su objavljeni od 2003. do 2012. godine iz
oblasti redukcije dimenzionalnosti. Najvise se primjenjuju linearne tehnike (PCA, ICA, FA, MDS),
iako se u poslednje vrijeme razvio veliki broj tehnika koje mogu da analiziraju mnogostrukosti na
kojima leze skupovi podataka, a neke od njih smo vidjeli i u ovom radu.

Osim toga, kada je u pitanju analiza glavnih komponenti PCA, mnogo se radi na uopstenju
klasi¢nog metoda. Pojavili su se kernel PCA, rijetki PCA, robusni PCA koji takode u osnovi imaju
ideju koju smo koristili i u ovom radu, traze se projekcije, odnosno glavne komponente.

Kada su u pitanju nelinearne metode, one su najvaznije orude koje se pojavilo u poslednjih
15 godina. U ovom radu mi smo vidjeli dvije nelinearne tehnike, Isomap i LLE, ali pored njih,
Laplasovo i Hesijanovo karakteristi¢no preslikavanje, takode daju dosta dobre rezultate. Ove tehnike
mogu dosta detaljno da ispitaju strukturu mnogostrukosti, tako da se smanjila upotreba nelinearnih
metoda kao $to su glavne krive, glavne povrsi i glavne mnogostrukosti koje takode predstavljaju
uopstenja PCA metoda.

S obzirom da svaka tehnika ima svoje prednosti i mane, stalno se radi na poboljsanju veé
postojeéih tehnika, ali i na razvoju novih. Neki od najnovijih rezultata ticu se primjene algebarske
topologije i diferencijalne geometrije, ali i geometrijske (Clifford-ove) algebre, kako bi se izvrsila
modifikacija geometrije posmatranog skupa podataka i na taj nacin primjenili odredeni filtri za
izdvajanje odgovarajué¢ih komponenti.

S obzirom na prethodno izlozeno, oc¢igledno je da je potreba za tehnikama za redukciju dime-
nzionalnosti velika. Stoga, nesumnjivo je da ¢e se sve viSe raditi na razvoju ovih tehnika, jer s
obzirom na broj tehnika koje su se pojavile u poslednjih 55 godina (od Bellmana i formulacije
problema dimenzionalnosti), jasno je da su one neiscrpan izvor za naué¢nike Sirom svijeta veé¢ dugi
niz godina, i da novi rezultati tek slijede.
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