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Predgovor

Cilj ovog rada je proucavanje automatske predstavljivosti konacno generisanih podalgebri
automatski predstavljivih algebri.

Prvo poglavlje ovog rada smo posvetili nastanku algoritma, njegovom intuitivnom i formalnom
pojmu. Takode smo se ukratko osvrnuli na Zivot i rad poznatog arapskog matematicara po kom je
algoritam dobio ime.

U drugoj glavi smo se upoznali sa poznatim nauc¢nikom Alanom Tjuringom 1 sa njegovim, jo$
poznatijim, pronalaskom — sa Tjuringovom masinom. Objasnili smo na¢in na koji Tjuringova
masina radi. U drugoj glavi smo takode objasnili pojam pod nazivom: “Entscheidungsproblem®.
Treca glava je rezervisana sa Formalne jezike i automate, gde smo dali najvaznije definicije
formalnih jezika i objasnili nacin na koji radi konacan automat.

U cetvrtoj glavi smo objasnili Sta je konvolucija, dali definiciju regularne relacije i uradili
detaljno par kljucnih primera. Zatim smo definisali i objasnili detaljnije Sta je Automatska
struktura kao i Automatski predstavljiva struktura i uradili detaljno primere za njih.

U petoj glavi smo proucavali podalgebre FA-predstavljivih algebri. Pokazali smo da iako je klasa
unarno automatski predstavljivih algebri zatvorena u odnosu na formiranje kona¢no generisanih
podalgebri, u opStem slucaju to ne vazi. Konstruisanjem primera konacno-generisane FA-
predstavljive algebre koja sadrzi ne FA-predstavljivu kona¢no-generisanu podalgebru, pokazali
smo da klasa FA-predstavljivih algebri nije zatvorena za kona¢no-generisane podalgebre. Dalje,
ova nezatvorenost se odrazava i u klasi algebri koje imaju samo unarne operacije. Medutim,
klasa FA-predstavljivih algebri sa samo jednom unarnom operacijom je zatvorena za formiranje
konacno-generisanih podalgebri.

Na kraju, bih Zelela da se zahvalim dr. Ivici Bonjaku i dr. Borisu Sobotu na pruzenom znanju,
neophodnom za nastanak ovog master rada, kao i na razumevanju i podrsci. Zahvalila bih se i
svojim roditeljima, dedi, sestri i1 prijateljima na velikoj podrSci koju su mi pruzili. Najvecu
zahvalnost dugujem mojoj mentorki dr. Rozaliji Madarasz Szilagyi na znanju, savetima, pomoc¢i
1 svesrdnoj podrsci koju mi je pruzila prilikom izrade ovog rada.



Glava 1

Algoritam

1.1 Istorija algoritma

Jedan od najznacajnijih arapskih matematicara, Abu Dzafar Muhamed ibn-Musa al-Horezmi,
(Abu Jafar Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi), je uspeo da svoje vlastito ime ucrta u osnove
matematike. Tako je od prezimena ovog srednjovekovnog matematicara, prvog, ¢ije ime vredi
pominjati posle skoro pola milenijuma od poznog helenizma, nastala re¢ algoritam.

Abu Dzafar Muhamed ibn-Musa al-Horezmi je roden oko 780. godine nove ere u Horezmu,
danasnjem Uzbekistanu, a najvec¢i deo svog zivota je proveo rade¢i kao nau¢nik u Bagdadu,
stvarajuci u Ku¢i mudrosti.

Posle smrti al-Fazarija dolazi na mesto glavnog bibliotekara u Ku¢i mudrosti, i tu funkciju ¢asno
obavlja sve do svoje smrti. On je bio centar oko koga su se okupljali naucnici, istoricari i pesnici,
kojima je delio poslove i zaduzenja, sve vreme posvecujuéi se pisanju. U ono vreme, njegova
geografska karta sveta je bila najsavrsenija, sastavio je najpouzdanije astronomske tablice, pisao
je raspravu o suncanom ¢asovniku, proucavao trouglove i cetvorouglove.

Njegovo najznacajnije delo je Hisab al-dzabr val mukabala, $to znaci: “Knjiga o svodenju i
dvostrukom oduzimanju”. Knjiga je napisana oko 820. godine, i ona predstavlja zbir i
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sistematizaciju tada poznatih vestina u reSavanju algebarskih jednacina. U tu grupu spadaju
kvadratne jednacine, koje je al-Horezmi podelio na Sest osnovnih tipova, do kojih dolazi
primenama pravila al-dzabar (sabirak moze da prede na drugu stranu jednadine uz promenu
znaka) i al-mukabala (potiranje istih sabiraka na obe strane jednacine).

Medutim, za nastanak reci “algoritam” od klju¢ne vaznosti je njegovo drugo najznacajnije delo
pod nazivom: “Al-Horezmi o indijskoj vestini racunanja”. Arapski original ovog spisa je
izgubljen, a na latinskom je dobio naziv Algoritmi de numero indorum, poc¢etkom 12. veka.

Vekovima je ovo delo koriS¢eno u ¢itavoj Evropi, 1 mnogi koji su kasnije ucili iz ovog dela nisu
ni znali da je algoritam zapravo latinizovano Al-Horezmijevo ime, pa su taj pojam poceli da
upotrebljavaju za postupak, proceduru uopste. Otuda i u savremenoj matematici pojam
algoritam.

1.2 Intuitivni pojam algoritma

Intuitivno moZemo reci, da je algoritam precizan opis postupka za reSavanje nekog problema u
kona¢nom broju koraka.

Velike svetske kompanije, prilikom razgovora za posao, kandidatima postavljaju neka
neuobicajena, nelogicna 1 na prvi pogled besmislena pitanja kao Sto je: ,,Kako staviti slona u
frizider?

Odgovor na ovo, naizgled besmisleno pitanje, glasi:
1. Otvoriti frizider
2. Staviti slona
3. Zatvoriti frizider




Odgovor nam daje dobar primer algoritma, koji se sastoji od tri koraka.

Svrha algoritma je reSavanje odredenog problema. Svaki problem odlikuju dve karakteristike:
ulazni i izlazni podaci. Podaci su matemati¢ki objekti koji pripadaju nekom kona¢nom ili
prebrojivom skupu, dok se sam problem sastoji u pronalazenju odredene uzro¢no-posledi¢ne
veze izmedu ulaza i izlaza, nacina na koji se ulazne veliCine transformiSu kasnije u trazeni
rezultat. Poznati informaticar, Donald Knut (Donald Ervin Knuth), istie pet klju¢nih svojstava
intuitivnog pojma algoritma:

1. postojanje ulaza

2. postojanje izlaza
3. konacnost
4. odredenost
5. efektivnost

Prva dva svojstva nam govore da je algoritam sredstvo za reSavanje problema. Konacnost
ogranicava broj elementarnih koraka, potrebnih za reSavanje problema algoritma, na konacan.
Odredenost nalaze da svaki korak algoritma bude precizno i jednozna¢no zadat. Efektivnost
garantuje da su koraci koji ¢ine algoritam dovoljno elementarni a ceo algoritam jednostavan i lak
Za proveru.

Dakle, zaklju¢imo da je algoritam postupak za reSavanje nekog problema koji je formalno
napisan ali i dalje intuitivno razumljiv.

1.3 Formalizacija pojma algoritam

Iako su precizni postupci za resavanje matematickih problema postojali i mnogo ranije, formalna
definicija algoritma nastala je tek pocetkom dvadesetog veka. U jeku reforme i novog
utemeljivanja matematike, traZio se odgovor na pitanje da li postoji algoritam kojim se mogu
dokazati sve matematicke teoreme. Ovim problemom bavilo se nezavisno nekoliko istaknutih
matematicara tog vremena.

Mladi austrijski matematic¢ar Kurt Gedel (Kurt Godel, 1906-1978) 1931. godine objavljuje svoja
otkri¢a 1 stavlja tacku na ideje da je sistem aksioma PA dovoljan za izvodenje svih tvrdenja na
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skupu prirodnih brojeva. Gedel dokazuje da postoje tvrdenja (tj. formule prvog reda) koja vaze u
skupu prirodnih brojeva, ali ipak nisu teoreme formalne teorije PA. Dokazao je da ukoliko
podemo od bilo kojeg skupa formula Q, koje vaze na skupu prirodnih brojeva, takvog da:

e ( sadrzi sve aksiome PA
e Postoji algoritam koji reSava problem pripadnosti date formule A skupu aksioma Q

tada uvek postoji formula B koja vazi na skupu prirodnih brojeva, ali nije formalna posledica od
Q. Drugim re¢ima, ne postoji aksiomatska teorija koja potpuno formalizuje prirodne brojeve.
Kao direktnu posledicu ovoga, dobijamo da problem odlucivanja za teoriju strukture prirodnih
brojeva, nije algoritamski reSiv. Ovo je ujedno i prvi algoritamski nereSiv problem u istoriji
matematike.

Gedel je tokom ovog svog istrazivanja koristio (parcijalno) rekurzivne funkcije, koje spadaju u
posebnu klasu aritmetickih funkcija. Nematematic¢ko tvrdenje: ,,Ne postoji algoritam koji reSava
problem®, Gedel, u svojim dokazima, zamenjuje sa: ,,aritmeticka funkcija f nije rekurzivna®.
Tako njegova teorema nekompletnosti aritmetike glasi: ne postoji konzistentno rekurzivno
prosirenje PA koje aksiomatizuje teoriju prirodnih brojeva.

Nedugo zatim, ameri¢ki matematiGari Alonzo Cer¢ (Alonzo Church, 1903-1995) i Stiven Klini
(Stephen C. Kleene, 1909-1994) sredinom tridesetih godina, su razvili A-racun, formalni sistem
koji lezi u osnovi vecine funkcionalnih programskih jezika. Aritmeticke funkcije koje je ovaj
sistem mogao da ra¢una bile su upravo Gedelove rekurzivne funkcije. Tako 1936. godine Ceré
predlaze dogovor da se intuitivni pojam algoritma poklapa sa A-izracunljivoséu / rekurzivnim
funkcijama.

Nekoliko nedelja kasnije, engleski matemati¢ar Alan Tjuring (Alan M. Turing, 1912-1954)
podneo je uredniStvu casopisa Londonskog matemati¢kog drustva svoj rad u kojem uvodi
koncept izracunljivosti preko racunskog modela, idealizacije raCunske masine koja ¢e kasnije
postati poznata pod imenom Tjuringova masina. Londonsko matemati¢ko drustvo je zahtevalo
od Tjuringa da dopuni svoj rad tako $to bi svoj koncept izracunljivosti uporedio sa A-raCunom.
Tjuring je ubrzo to i uéinio, i ispostavilo se da su ta dva sistema potpuno ekvivalentna po
radunskoj mo¢i. Tako je nastala takozvana Ceré-Tjuringova teza: problem je algoritamski resiv
ako 1 samo ako ga moze resiti Tjuringova masina.

Iste 1936. godine Emil Post (Emil L. Post 1897-1954) uvodi Postove sisteme, od kojih se kasnije
razvijaju formalne gramatike. Ovaj sistem raCunanja se takodje ispostavlja kao ekvivalent
Tjuringovoj maSini, A-raunu i Gedelovim rekurzivnim funkcijama, u smislu da je klasa
diskretnih funkcija koje ti sistemi mogu da izracunavaju, u svim slu¢ajevima ista.

Mi ¢emo se zadrzati kod Tjuringa 1 kod svetski poznate, sve popularnije, Tjuringove masine.
7



Glava 2

Tjuring i Tjuringova masina

2.1 Zivot Alana Tjuringa

Alan Tjuring (Alan Turing) je roden 1912. godine u Londonu. Roditelji su mu $kotskog porekla,
aristokratskog. Kako i doli¢i jednom plemicu, pohadao je najelitnije Skole svoga vremena u
kojima je vidno ispoljavao svoj talenat za nauku.

Nakon zavrSene srednje $kole, Tjuring upisuje Kembridz, gde je 1934. godine, diplomirao na
matematici sa izuzetnim uspehom. Naredne godine postaje asistent na koledzu i uspe$no brani
doktorsku disertaciju na temu centralne grani¢ne teoreme. Pomenuta teorema je bila dokazana
jos§ 1922, sto Tjuring nije znao, ipak to nije ni na koji na¢in umanyjilo utisak komisije o njegovom
originalnom i preciznom radu.

1936. godine, Alan Tjuring objavljuje jedno od svojih najznacajnijih dela, danas poznato pod
nazivom: ,,Tjuringove masine”. Negde u to vreme, Alan Tjuring pocinje da radi na odredeno
vreme u Drzavnoj Skoli GCCS (Government Code and Cypher School), skoli za kodiranje 1 Sifre.
Tamo se bavio pokuSajima razbijanja Sifara nemacke sofisticirane masSine za kodiranje
,,Enigme*. Poceo je drugi svetski rat i Tjuring je ostao u timu koji se bavio desifrovanjem
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Enigme. Pomogao je da se razvije masina ,,Bombe‘ koja je pratila rad Enigme i bila od velike
pomoc¢i pri njenom desifrovanju.

U prvim godinama nakon rata, Tjuring se doselio u londonsko naselje Ri¢mond, gde je radio u
Nacionalnoj laboratoriji za fiziku. Tamo je upoznao Arlonda Mareja (Arlond Murray) sa kojim je
stupio u emotivnu vezu. Osuden zbog veze sa muskarcem, Alan Tjuring je izbaCen sa mesta
konsultanta u GCCS. 7 juna 1954. godine, Tjuring je preminuo.

Narednih trideset godina, ime Alan Tjuring je nestalo iz istorije. Mnogo kasnije, ta¢nije 1966.
godine Udruzenje za racunarske uredaje ACM je pocelo da dodeljuje Tjuringovu nagradu za
izuzetan doprinos u teoriji ili u tehni¢kim resenjima u rac¢unarskoj nauci.

Alan Tjuring je osuden u vremenu, ali Zivi u ve¢nosti.

2.2 Tjuringova maSina

Iz potrebe za definisanjem pojma izrac¢unljivosti preko racunskog modela, sredinom tridesetih
godina, Alan Tjuring uvodi Tjuringove masine. Podsetimo se prvo nekih osnovnih pojmova koji
¢e nam koristiti u opisu rada Tjuringove masine. DefiniSimo prvo azbuku, kao konacan, neprazan
skup simbola nedeljive celine. Svaki konacan niz simbola iz azbuke zovemo re¢ nad tom
azbukom. Prazna re€ je re¢ koja ne sadrZi ni jedan simbol, i nju ¢emo obelezavati sa A. Skup svih
rec¢i nad azbukom A ¢emo obelezavati sa A*. Jezik je proizvoljan podskup skupa svih rec¢i nad
datom azbukom.

Osnovni model Tjuringove masine je jednostavan. On se, najpre, sastoji od kontrolnog
mehanizma koji moze da bude u jednom od kona¢nog broja stanja. Stanja se menjaju u zavisnosti
od toka rada masine. Drugi deo Tjuringove masine je traka, koja je beskonacna sa obe strane, i
izdeljena na polja. U svakom polju trake se nalazi neki simbol iz unapred zadate azbuke u kojoj
radi Tjuringova maSina. Polja, u kojima se ne nalaze simboli azbuke, sadrZze simbol blanko,
prazan simbol, koji oznacavamo sa *. Kontrolni mehanizam i traku povezuje glava, koja u
svakom trenutku skenira jedno polje trake. Glava ¢ita simbol upisan na traci, i moze da obriSe
isti, 1 umesto njega upiSe novi simbol. Takode, glava moze da se pomeri levo ili desno na traci, ili
da izazove promenu stanja kontrolnog mehanizma. Rad Tjuringove masine je odreden
programom, Koji u zavisnosti od trenutnog stanja i simbola koji glava ¢ita, definiSe akciju glave
na traci i naredno stanje kontrolnog mehanizma. Za neku kombinaciju stanja i simbola, program
moze da nalozi obustavljanje rada maSine.



Formalno, Tjuringova masina je uredena sedmorka M = (Q, 2, I, J, qo, T, L), gde je Q -
konacan skup stanja kontrolnog mehanizma, X - ulazna azbuka (skup simbola pomoc¢u kojih su
zapisani ulazni podaci), I" — azbuka trake ( pored ulaznih simbola sadrzi i simbol * za
blanko),q,— pocetno stanje, T - stanje prihvatanja, L - stanje odbijanja. ¢ je funkcija prelaza data
sa

0:QxI'—>(IU{L R H}) x0O

gde L, R, H redom predstavljaju komande za pomeranje glave levo, desno i za zaustavljanje
masine. Ove komande ne pripadaju nijednom od gore definisanih skupova.

Kako bismo pratili rad Tjuringove masine, potrebno je uvesti pojam trenutne konfiguracije.
Konfiguracija je uredena trojka (wq,q,w,) € I'* x Q x I'*. Ovo znaci da je u datom trenutku
masina u stanju g, da skenira prvi karakter re¢i w, i da su re¢i w; i w, redom levo, odnosno
desno od pozicije glave. Pri tome ove re€i reprezentuju samo ,,interesantni‘ deo trake, dok su
ostala polja trake popunjena praznim simbolima *.

Funkciju: d(q, a) = (e, ) tumacéimo kao komandu: ,,ako si u stanju g, a glava ¢ita na traci
simbol a, uradi a i predi u stanje q'“, gde ako je a € I', brise se simbol u polju trake kojeg skenira
glava i umesto njega se upisuje a. Ako je a = L glava se pomera ulevo, za « = R, glava se pomera
udesno, dok se za & = H, masina zaustavlja.

Tjuringova masina uvek zapocinje rad trojkom (W, qo, 1) gde je w ulazna re¢, q, pocetno
stanje, a A prazna rec. Jezik Tjuringove masine M, je skup svih ulaznih rec¢i koje nakon konacno
mnogo koraka M prevode u prihvatno stanje. Oznacavamo ga sa L(M). Za masine M1 i M2
kazemo da su ekvivalentne ako je L(M1) = L(M2).

Postoje 1 nesto sloZeniji modeli Tjuringovih masina, osposobljeni da rade bolje 1 brze u skladu sa
vremenom i napretkom nauke. Takve su Visetracne Tjuringove masine, koje umesto jedne, imaju
10



viSe traka, kojima operiSe glava. One su u prednosti u odnosu na osnovni model, jer glava moze
istovremeno da pristupi ve¢em broju simbola, pa je samim tim rad na Visetracnoj Tjuringovoj
masini brzi. Postoje i Univerzalne Tjuringove masine koje mogu da simuliraju rad proizvoljne
osnovne Tjuringove masine.

2.3 Entscheidungsproblem

David Hilbert (David Hilbert) je 1928. godine postavio izazov poznat kao
Entscheidungsproblem. Entscheidungsproblem je trazenje algoritma koji ¢e odluciti da li je data
formula prvog reda valjana. Prema teoremi o kompletnosti logike prvog reda formula je valjana
ako 1 samo ako je teorema, odnosno ako i samo ako se moze dokazati iz aksioma.

Poreklo ovog problema datira jos$ iz 17. veka od G. Lajbnica (Gottfried Wilhelm Freiherr (baron)
von Leibniz), koji nakon $to je konstruisao uspesnu mehani¢ku masinu za racunanje, zZeleo je da
napravi masinu koja bi mogla da manipuliSe simbolima, sa ciljem da odredi vrednosti
matematickih iskaza. DoSao je do zakljucka da bi prvi korak morao biti konstruisanje Cistog
formalnog jezika i njegov dalji rad upravljen je prema tom cilju. 1928. godine D. Hilbert i V.
Akerman (Wilhelm Friedrich Ackermann) su postavili pitanje koje se ticalo ovoga, da bi iste
godine na internacionalnoj konferenciji D. Hilbert postavio tri pitanja, od kojih je trece postalo
poznato kao Entscheidungsproblem. Pre ovoga, D. Hilbert je ¢vrsto verovao da ne postoji
neresiv problem.

1935. Tjuring je napisao rad “On computable numbers, with an application to the
Entscheidungsproblem”. Razvio je logicki paradoks koji je odgovorio na Hilbert-ovo pitanje,
dokazom da Entscheidungsproblem nema resenje.

Oslanjaju¢i se na ranija dela S.Klinija (Stephen Kleene), A.Tjuring je redukovao Halting
problem za Tjuringovu masinu na Entscheidungsproblem.

K. Gedel (Kurt Godel), utice na rad obojice, svojim radom na teoremi o nepotpunosti.
Entscheidungsproblem je povezan sa Hilbertovim desetim problemom, koji trazi algoritam za
odlucivanje da li Diofantova jednacina ima reSenje. Nepostojanje algoritma ustanovljeno je od J.
Matijasevica (Yuri Matijasevic) 1970. koji takode daje negativan odgovor na
Entscheidungsproblem.
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Glava 3

Formalni jezici i automati

3.1 Konaéni automati

Konaéni automati u najSirem smislu obuhvataju strukture razli¢itih namena i osobina. Neki od
njih sluze samo za prepoznavanje nizova ulaznih simbola, drugi sluze kao prevodioci, dok treci
sluze kao generatori odredenih nizova izlaznih signala. Neformalno receno, konaCan automat
moze biti u jednom od kona¢no mnogo stanja. Izdvajamo pocetno stanje iz pomenutog skupa,
kao 1 skup zavr$nih stanja. Kazemo da automat prihvata ulaznu re¢, ako ta ucitana re¢ dovodi
automat iz pocetnog, u neko od zavrs$nih stanja. U suprotnom, kazemo da automat ne prihvata
ulaznu rec.

Formalno, kona¢an automat je uredena petorka A = (S, X, J, q,, F) gde je S — konacan skup
stanja, 2 — ulazna azbuka, q, — pocetno stanje, F — skup zavr$nih stanja. ¢ je funkcija prelaza
data sa

9:S %X — P(S)

Jezik automata A je skup svih onih reéi iz 2* koji automat prevode iz pocetnog stanja, u jedno od
zavr$nih stanja.

Definicija 3.1.1 Neka je A = (S, 2, J, qo, F) automat. Jezik automata A jeste skup L(A)
definisan sa:

L(A) ={w e X*|6(qy, W) N F= @}.

Ako w e L(A) kazemo da A prihvata (ili prepoznaje) re¢ w. o
N

Lako zaklju¢ujemo da automati ne mogu pokriti skup svih jezika, jer jezika ima viSe nego
automata.

Teorema 3.1.1 Neka je 2 neka azbuka. Tada postoji neprebrojivo mnogo jezika nad X koji nisu
jezici automata.
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3.2 L jezici (Regularni jezici)

Definicija 3.2.1 Jezik nad X, gde je X' neka azbuka, je svaki podskup skupa svih re¢i X*.

Medu jezicima, tri najvaznije operacije su sabiranje (+), konkatenacija () i iteracija (*). Najveci
prioritet ima iteracija (*), zatim konkatenacija (-), pa sabiranje (+), gde pomenute operacije
definiSemo na slede¢i nacin: ako su R, S iz P(2*) onda vazi

R+S=RUS

R-S={ww,:w;ER A w,€ S}

R*={w:(3neN) weR"}, gdeje R°={i}, R"*1=R"-R.
Algebru

Ly =(P(2%),+, -, {1}, *) zovemo algebra jezika nad 2.

Regularni jezici su vazna potklasa jezika. Skup regularnih jezika nad 2, definiSemo kao najmanji
skup jezika nad 2 koji sadrzi sve jednoelementne jezike {a}, a € 2, kao i jezike @ i {1}, i
zatvoren je u odnosu na operacije +, - 1 *. Jo§ ¢emo regularne jezike definisati kao vrednosti
regularnih izraza.

Definicija 3.2.2 Neka je 2’ neka azbuka. Tada regularne izraze nad 2'dobijamo na sledeéi nacin:

a) @, A suregularni izrazi nad 2’;

b) Akoje a€ X, ondaje a regularniizraz nad 2 ;

c) Akosu r i s regularniizrazinad X2 ondasui (r+s),(r-s)i(r*) regularni izrazi nad

2.

Skup svih regularnih izraza nad 2 oznatavamo sa Reg(2). i
N
Regularni izrazi su objekti sintakticke prirode, gde su +, -, * samo simboli, za razliku od ranije
uvedenih operacija +, -, * medu jezicima. Ako interpretiramo regularne izraze u algebri jezika
dobijamo da svaki regularni izraz predstavlja, ustvari, neki jezik.

Definicija 3.2.3 Za jezik kazemo da je regularan ako se moze predstaviti regularnim izrazom. o
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Teorema 3.2.1 Jezik svakog kona¢nog automata je regularan.

Postavlja se pitanje da li vazi i obrnuto, odnosno, da li za svaki regularan jezik postoji konacan
automat koji ga prihvata. Odgovor daje slede¢a teorema, poznata kao ,,teorema Kleenija“

Teorema 3.2.2 Jezik je regularan ako i samo ako postoji konac¢an automat koji ga prihvata.

Ipak, ekvivalentnost izmedu pojmova regularan jezik i jezik prihvatljiv nekim konacnim
automatom, jos uvek ne daje dovoljno efikasan nacin za proveravanje da li je neki jezik
regularan ili nije. Sledece tvrdenje, poznato pod nazivom ,,Pumping Lema“ omogucava da u
nekim sluc¢ajevima dokazemo da neki jezik nije regularan.

Lema 3.2.1 Neka je L regularan jezik. Tada vazi:

@neN)(VzeL)(zlzn=>Quvw €X) (z=uvw A luv|<n AN=1 A(Vi€EN)
(uviw € L)) gde je sa |uv| oznadena duZina reéi.

Lema 3.2.2 Nekasu A i B dva kona¢na automata sa ulaznim azbukama X;, odnosno X,. Tada:

a) Postoji automat C takav da je L(C) = L(A) N L(B)
b) Postoji automat D takav da je L(D)=X7\L(A) 0

Teorema 3.2.3 Postoji algoritam koji za svaka dva kona¢na automata utvrduje da li su
ekvivalentni.

Jezike mozemo zadati i preko generativne gramatike. Sustinu gramatike ¢ini konacan skup nekih
pravila izvodenja, koja zovemo produkcije. Produkcije nam govore o tome kako polaze¢i od
pocetnog simbola dobijamo nove re¢i. Koristimo takozvane neterminalne simbole kao pomocéne
simbole, i terminalne simbole — simbole azbuke.

Definicija 3.2.4 Generativna gramatika G je uredena cetvorka (V,T,S,P) gde su V i T kona¢ni,
disjunktni skupovi, S € V, a P je konacan skup uredenih parova (a,f) gdesu a,f € (VUT)" i
re¢ a sadrzi bar jedan simbol iz V. i
N

V je skup neterminalnih simbola, T skup terminalnih, S je oznaka za pocetni simbol, dok P
oznacava skup produkcija. Po dogovoru, produkcije (a,f) obelezavamo sa a — . Umesto
generativna gramatika Cesto ¢emo govoriti i samo gramatika. Ako eksplicitno nije receno
drugacije, vaze slede¢i dogovori:
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e \elikim slovima A,B,C,D,E i S se oznacavaju neterminalni simboli, gde je S pocetni
simbol.

e Malimslovimaa, b, c,d, e i ciframa se ozna¢avaju terminalni simboli.

e \elikim simbolima X,Y,Z se oznacavaju simboli koji su neterminalni ili terminalni.

e Malim slovima u,v,w,x,y,z se oznaCavaju terminalne re€i (re¢i sastavljenc od
terminalnih simbola).

e Malim grékim slovima «,f,y,6 se oznaCavaju reCi sastavljene od terminalnih i
neterminalnih slova.

Definicija 3.2.5 Neka je G = (V,T,5,P) gramatika. Defini§imo binarnu relaciju = na skupu

(VUT)" na sledec¢i nacin: akosu a,f € (VUT)" tada je a :G>ﬁ akko postoje re¢i aq,a, €
(VU T)" ipostoji produkcija y = 6 iz P takodaje a = ayya, i B =a;6a;,.

*

Relaciju — naskupu (V UT)* definiSemo kao refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije =
G
O

*
Po dogovoru, ako je jasno o kojoj gramatici je re¢, umesto = odnosno —, pisatemo = 0dnosno
G

- Po definiciji refleksivno-tranzitivnog zatvorenja relacije imamo da «a = f ako i samo ako
a = [ ili postoji konacan niz re¢i aq,ay,...,a, iz (VUT)" takodaje a=a;, f=a, |
a; > a;4q zasve i, 1<i<n.

Svaki konacan niz re¢i aq,a,,...,a, iz (VUT)*, takavdaje a; =S 1 a; = a;,,, zasve
i, 1 <i<n, zovemo izvodenje (reci a,)u gramatici G.

Definicija 3.2.6 Neka je G = (V,T,S,P) gramatika. Jezik generisan gramatikom G jeste jezik
L(G) definisan sa

L(G) ={weT*:s:*>w}. 0

Imajuéi u vidu dogovore o koris¢enju razlicitih tipova slova za razliite simbole, gramatika je
jednoznacno odredena samim navodenjem produkcija.

Definicija 3.2.7 Neka je G = (V,T,5,P) gramatika. Za G kazemo da je tipa 3 ako su sve
produkcije oblika:

A-wBiA->w,gde ABEV, weT"
Klasu jezika koji se mogu generisati gramatikama tipa 3, zovemo jezici tipa 3, i obeleZavamo ih
sa Ls. ]
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Jezike tipa 3 zovemo i regularni jezici. Vidimo da su regularni jezici, jezici koji se mogu
predstaviti regularnim izrazima (odnosno jezici kona¢nih automata). Ho¢emo da pokazemo da
gramatike tipa 3 generiSu tacno klasu jezika konacnih automata, a to upravo dokazuju sledece
dve teoreme.

Teorema 3.2.4 Za svaku gramatiku G tipa 3 postoji konacan automat A, takav da je L(4;) =
L(G).

Teorema 3.2.5 Neka je 4 konacan automat. Tada postoji gramatika G, tipa 3 takva da je
L(G) = L(A).

Posledica 3.2.1 Klasa regularnih jezika se poklapa sa klasom jezika tipa 3.

3.3 L, (Kontekstno slobodni) i L; (Kontekstno osetljivi) jezici

Definicija 3.3.1 Neka je G = (V,T,S,P) gramatika. Za G kazemo da je tipa 2 ako su sve
produkcije oblika:

A-agdedA€eV, ae(VUT)".
Klasu jezika koji se mogu generisati gramatikama tipa 2, zovemo jezici tipa 2, i obelezavamo ih
sa L. ]

Gramatike tipa 2 zovemo kontekstno slobodne gramatike ili CF gramatike, a odgovarajuce jezike
kontekstno slobodni jezici, jezici tipa 2 ili CF jezici.

Definicija 3.3.2 Neka je G = (V,T,S,P) gramatika. Za G kazemo da je tipa 1 ako su sve
produkcije oblika:

1) aAf — ayf,gde A€V, a,B,y e VUT),y #A,

2) S — A, gdeje A oznaka za praznu rec,
pod uslovom da, ako gramatika sadrzi produkciju S — A, onda se simbol S ne javlja sa desne
strane ni jedne produkcije gramatike G. i

Gramatike tipa 1 zovemo kontekstno osetljive gramatike ili CS gramatike, a odgovarajuce jezike
kontekstno osetljivi jezici , jezici tipa 1 ili CS jezici.

Definicija 3.3.3 Za dve gramatike kaZzemo da su ekvivalentne ako generiSu isti jezik.
O
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Teorema 3.3.1 Za svaku CF gramatiku postoji ekvivalentna CF gramatika koja zadovoljava sve
uslove za CS gramatike.

Posledica 3.3.1 Za CF gramatike postoji algoritam za utvrdivanje da li jezik generisan datom
CF gramatikom sadrzi praznu re€ ili ne.

Posledica 3.3.2 Svaki CF jezik je ujedno i CS jezik tj. L, € L.

Za neku gramatiku kazemo da je A-slobodna ako ni jedna produkcija te gramatike nema sa
desne strane simbol A.

Teorema 3.3.2 Za svaku gramatiku G tipa 2 mozemo konstruisati gramatiku G tipa 2 tako da je
G, A-slobodna i vazi:

L(Gy) = L(G\ {4}.

Teorema 3.3.3 Postoji algoritam koji za svaku CF gramatiku G i svaku re¢ w odlucuje o tome
da li re¢ w pripada ili ne pripada jeziku generisanim gramatikom G.

Posledica 3.3.3 Postoji algoritam pomocu koga za svaku CF gramatiku G i svaki konacan jezik
L mozemo odlucitidalije L € L(G)idalije LN L(G) = Q.

Za CF gramatike je odluc¢ivo da 1i generiSu konacan ili beskonacan jezik. Takode, moguce je
pokazati da neki jezici nisu CF jezici. Oba tvrdenja se dokazuju preko jedne leme, poznate kao
Pumping lema za CF jezike.

Lema 3.3.1 Zasvaki CF jezik L postoje brojevi p i q takvi da za svaku re¢ v iz L koja je duza od
p vazi sledece: postojereci U X, W, Y, z takve da je

v =uxwyz, |lxwy| <q, xy # 4,
izasve i € N vazi:
ux‘wy'z € L.

Teorema 3.3.4 Postoji algoritam koji za proizvoljnu CF gramatiku G odlu¢uje o tome da li je
jezik L(G) konacan ili beskonacan.

Definicija 3.3.4 Za gramatiku kazemo da je rastuda ako za sve njene produkcije a —» S vazi
la| < || O
Primetimo da rastu¢e gramatike ne sadrze produkciju S — A.
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Teorema 3.3.5 Svaka rastuca gramatika generiSe kontekstno osetljiv jezik.
Posledica 3.3.4 Postoji kontekstno osetljiv jezik koji nije kontekstno slobodan.

Teorema 3.3.6 Postoji algoritam koji za svaku kontekstno osetljivu gramatiku G = (V,T,S,P) i
za proizvoljnure¢ w € T* odluuje o tome dalije wu L(G) ilinije.

Spomenimo jos da je za CS jezike, odnosno CF jezike, moguce opisati neku vrstu automata koji
prihvataju tac¢no klasu CS jezika, odnosno, klasu CF jezika.

3.4 Ly jezici

Definicija 3.4.1 Gramatika tipa O je svaka generativna gramatika. Klasu jezika koji se mogu
generisati gramatikama tipa 0, zovemo jezici tipa 0, i obeleZzavamo ih sa L. O

Klasa jezika tipa 0 je specifi¢na po tome §to za razliku od klasa jezika tipa i (i = 1,2,3), ne postoji
algoritam koji odlucuje o problemu pripadanja reci. Kazemo da je problem pripadanja reci za
klase jezika i (i = 1,2,3) algoritamski odluciv. Svaki algoritam je procedura. Procedura je
postupak koji se moze opisati pomocu izraza konacne duzine (na nekoj konacnoj azbuci) 1 koji
ima ta¢no odredene diskretne korake, koji se posle zadavanja ulaznih promenljivih mogu
sprovesti mehanicki (bez dodatnih informacija i razmatranja). Algoritam je procedura koja se za
svaki ulazni podatak zavrS$ava u kona¢no mnogo koraka. Naravno, nije svaka procedura
algoritam. Jezike kod kojih je problem pripadanja re¢i algoritamski odluciv, zovemo rekurzivnim
Jezicima.

Definicija 3.4.2 Za neki jezik L € X* kazemo da je rekurzivan ako je problem pripadanja reci
za L algoritamski odluciv tj. ako postoji algoritam koji za svaku re¢ w € X* odlucuje o tome da
li w pripada ili ne pripada jeziku L.

Za jezik L kazemo da je rekurzivno nabrojiv ako postoji procedura koja nabraja (u nekom
redosledu sa ili bez ponavljanja) sve reci jezika L. mi

Mozemo zakljuciti da ako je jezik L € X* rekurzivan, onda je rekurzivan i njegov komplement
L, a svaki rekurzivan jezik je ujedno i rekurzivno nabrojiv. Dovoljno je u nekom redosledu
generisati sve re€i iz 2™ a zatim pomocu algoritma odlucivanja izdvajati iz tog niza one reci koje
pripadaju jeziku L. Ovim smo dali proceduru za nabrajanje svih reci iz L.
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Lema 3.4.1 Jezik L € X* je rekurzivan akko su L i L rekurzivno nabrojivi.
Teorema 3.4.1 Postoji rekurzivno nabrojiv jezik koji nije rekurzivan

Oznac¢imo sa R klasu rekurzivnih jezika, a sa E klasu rekurzivno nabrojivih jezika. 1z prethodne
teoreme sledi da je R prava podklasa klase E.

Teorema 3.4.2 Svaki CS jezik je rekurzivan i svaki jezik tipa O je rekurzivno nabrojiv.
Teorema 3.4.3 Postoji rekurzivan jezik koji nije tipa 1.

Za dokazivanje da postoji jezik tipa 0 koji nije rekurzivan koristimo Tjuringovu masinu.
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Glava 4

Automatske strukture

4.1 Motivacija

Intuitivno, za relacijsku strukturu kazemo da je automatska ako je nosac regularan jezik nad
nekom konacnom azbukom, a sve fundamentalne relacije su prepoznatljive nekim konacnim
automatom. Struktura je automatski predstavljiva ako je izomorfna sa nekom automatskom
strukturom.

Mogli bismo rec¢i da je teorija automatskih struktura motivisana problematikom izracunljivosti.
Za strukturu kazemo da je izracunljiva (computable) ako su joj domen i fundamentalne relacije
izracunljive pomoc¢u neke Tjuringove maSine. Kako se osamdesetih godina proslog veka
ispostavilo da je svaka izraCunljiva Cisto relacijska struktura ekvivalentna sa nekom polinomno-
izraCunljivom strukturom, B. Kousainov (B. Khoussainov) i A. Nerode (A. Nerode) su 1995.
godine predlozili da se krene sa sistematskim izu€avanjem struktura koje su suStinski
algoritamski jednostavnije. Konkretno, predlozili su koriS¢enje kona¢nih automata kao baznog
algoritamskog modela za prepoznavanje nosaca 1 fundamentalnih relacija date strukture.

Ipak, ideja da se kona¢ni automati koriste prilikom izu¢avanja algebarskih struktura potice jo$ od
Buhi-ja (Biichi-ja), koji je 1960. godine koristio kona¢ne automate da dokaze da je tzv.
Presburgerova aritmetika (tj, teorija prvog reda strukture prirodnih brojeva sa operacijom +)
odluciva. lako je Hodson (Hodson) 1982. godine, inspirisan tim dokazom, definisao pojam
automatski odlucive teorije, njegov rad je ostao nezapazen. U sustini, 1995. godine Kousainov 1
Nerode ponovo otkrivaju pojam automatske strukture i iniciraju sistematsko izucavanje te
oblasti. Ispostavilo se da je projekat plodan i za relativno kratko vreme doneo je veoma
interesantne rezultate.

Vec 1 letimi¢nim pregledom odgovarajuce literature mozemo zakljuciti da je koli¢ina rezultata
koji se odnose na automatske strukture ogromna. Mi ¢emo na ovom mestu prikazati samo
pocetne pojmove 1 rezultate koji se odnose na automatske odnosno automatski predstavljive
strukture.
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U nastavku rada ¢emo dati definiciju regularne relacije, automatske strukture i automatski
predstavljive strukture. Detaljno ¢emo razmatrati nekoliko kljucnih primera, kao i osnovne
osobine tih struktura. Zatim ¢emo se zadrzati na pitanju automatske predstavljivosti kona¢no
generisanih podalgebri automatski predstavljivih algebri. Naime, iako je klasa unarno automatski
predstavljivih algebri zatvorena u odnosu na formiranje kona¢no generisanih podalgebri, u
opsStem slucaju to ne vazi.

4.2 Konvolucija relacija, regularne relacije

Cilj ove sekcije je da definiSemo regularne relacije tj. relacije prepoznatljive konacnim
automatima. Intuitivno, to su relacije koje su definisane na nekom skupu re¢i (nad nekom
azbukom) za koje postoji konacan automat koji ih prihvata (tj. prepoznaje).

Za pocetak defini§imo konvoluciju kona¢no mnogo re¢i nad nekom azbukom. Neka je data
azbuka X inekasu xq,xy,..,x; €X* neke re¢i nad tom azbukom. Ako su xq, x5, ..., X, Sve
iste duzine, recimo n, onda je njihova konvolucija c(xy, x5, ...,x;) uredena n-torka (ili, rec
duzine n), tako da je i-ti element konvolucije uredena k-torka (x;(i),x2(Q), ..., x; (1))
Intuitivno, konvoluciju n reci iste duzine dobijamo kada ih ispiSemo jednu ispod druge, i ¢itamo
redom odgovarajuce kolone.

Primer 4.2.1 Neka je data azbuka X = {a, b}, i nad njom re¢i: x; = aaaba; x, = bbaaa,;
x3 = abaab. Treba naci c(xq, x5, X3).

IspiSimo prvo ove reci jednu ispod druge:
xy,=aaaba
Xx,=bbaaa
Xx3=abaab

c(xq1,%2,%3) = ( @,@,%,%,@) = yzuqr Qde je yzuqr re¢ koja se sastoji od
=y =z =u =q =r

slova y,z,u,q,r redom. [

Razmotrimo sada slucaj kada date re¢i xq,x,,..., X, € L* nisu iste duzine. Pretpostavimo, na
primer, da je x, najduza medu re¢ima x;,x,, ..., X;. Da bismo dobili re¢ iste duzine, vestacki
¢emo ih dopuniti jednim novim simbolom $ koga ¢emo dopisati na kraj svih re¢i onoliko puta
koliko je neophodno da bi dobili re¢i iste duzine kao najduza re¢ x, . Po definiciji, konvolucija
re¢i X4, Xy, ..., X; je konvolucija tih novih, dopunjenih re¢i (istih duZina).
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Primer 4.2.2 Neka je data azbuka X = {a, b}, i nad njom re¢i: x; =aa; x, =b; x3=
abaabb; x, = bbbb. Treba na¢i c(xq, x5, X3,x,).

IspiSimo prvo ove reci jednu ispod druge, kao u predhodnom primeru:

x3=abaabb
X4s=bbbb

Sada ¢emo ,,napraviti“ nove reci koje ¢e sve biti arnosti Sest:
xi=aa$$s$$
x;=b$$$$$
x3=abaabb
.= bbbbs$$

o
S
Il

c(x1, %2, x3,x4) =( abab,a$bb,$$ab,$$ab, $$b$, $$b$) = yzuurr gde je yzuurr ret koja
= = = = T =
se sastoji od slova y,z,u,u,r,r redom.

c(xy, X5, X3, %4) je re¢ na azbuci (T U {$}*. u

U daljem, X ¢e uvek obelezavati neku azbuku. Neka je R neka k-arna relacija nad skupom svih
re¢i X*. DefiniSimo sad konvoluciju relacije R kao skup reci koja je dobijena kao skup
konvolucija svih uredenih k-torki iz R:

c(R) = {c(xq1, x5, e, xx) | (%1, X5, ..., Xx) € R}.

Primer 4.2.3 Neka je data azbuka X = {a, b} irelacija R = {(ab, bba), (b, aaaa)}. Treba naéi
c(R).

Prvo trazimo c(wy,w,) gde su w; i w, prve dve reci koje su u relaciji, tj. to sure¢i ab i bba
redom. Dobijamo da je
c(wy,wy) = (gé, 22 §g) = xyz Qde je xyz re¢ koja se sastoji od
=x =y =z

slova x,y,z redom.

Analogno trazimo c(ws,w,) gde su ws i w, druge dve reci koje su u relaciji tj. to su reci
b i aaaa redom. Dobijamo da je
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c(ws,wy) = (ba,$a, $a, $a> = rzzz Qde je rzzz red koja se sastoji od slova r,z,z,z redom.
) e e

Sada je konvolucija relacije R po definiciji:
c¢(R) = {xyz,rzzz}. [

Primer 4.2.4 Neka je data azbuka T = {a} i relacija R = {(a™ a™*1) | n = 1}. Naéi c(R).

Treba naéi konvoluciju za svake dve reci koje su oblika (a”, a™1) za n > 1, tj. za:

n=1 je c(a,aa) = <g£1,§g> = xy gde je xy re¢ koja se sastoji od slova xiy redom.
= =y

n=2 je c(aa,aaa) = <gg, g_g,ﬁg) = xxy gde je xxy re¢ koja se sastoji od slova x,x,y
=x =x =y
redom.

n=kje c((aa..a), (aa..a)) = xx..xy gde je xx..xy rec koja se sastoji od slova

k k+1 k k
X, X, ...,xX,y redom.
k—puta
Sada je po definiciji c¢(R) = {xy,x2y, ..., x*y, .. }. n

Definicija 4.2.1 Neka je R neka k-arna relacija nad skupom svih re¢i X*. Relacija R je
regularna relacija (ili FA prepoznatljiva relacija ili relacija prepoznatljiva konacnim
automatom) ako je konvolucija relacije R regularan jezik (tj. jezik nekog kona¢nog automata). O

Primer 4.2.5
a) Dokazati da je relacija R iz primera 4.2.3 regularna
b) Dokazati da je relacija R iz primera 4.2.4 regularna

a) c(R) je regularan jezik jer je svaki konacan jezik regularan, pa je po definiciji relacija R

regularna.
b) c(R) jeregularan jezik jer je predstavljen regularnim izrazom xx*y, gde je x = aa, a
y = $a. Sada je po definiciji relacija R regularna. ]
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Moze se dokazati da ako su R; 1 R, regularne relacije na reCima azbuke X, tada su regularne
relacije Ry UR,, R;NR, i R\ R,.

4.3 Automatske strukture

Nas glavni cilj je da izucavamo strukture koje su prepoznatljive konacnim automatima. Da bismo
to uspeli, prvo moramo definisati pojam strukture.

Definicija 4.3.1 (Operacijsko-relacijsku) strukturu S ¢ine skup S Kkoji nazivamo domen ili
nosa¢, kao i relacije Ry, R,,...,R;, operacije fi,fs, ..., fm na skupu S kao i konstante
C1,Cy, -, Cp. Konstantama smatramo unarne relacije kardinalnosti 1 (C — {C}). Strukturu
oznacavamo sa S = (S,Rq, Ry, ..., Ry, fi, f2r <+ fro €1, C2, -, €)  Tip Strukture S ¢ine simboli i
arnosti relacija i operacija te strukture. m

Primer 4.3.1 Evo nekoliko primera struktura:
1) $:=N,<,+,,0,1)
2) S, =(R,>=)
3) S5 =(P©S)un,0); S=1{1234,..,100}.

Struktura §; ima za domen skup prirodnih brojeva, jednu binarnu relaciju <, dve binarne
operacije + i -, idve konstante 0 i 1. Struktura S, ima samo domen i dve binarne relacije dok
struktura S3 ima za domen partitivni skup od S, dve binarne operacije i konstantu.
|

Definicija 4.3.2 Relacijska struktura je struktura koja nema operacije ve¢ samo relacije. m
Primer 4.3.2

1) §; =(N,<,R); gdevazi: nRmen|m
2) S, =(P(S),S5,=); gdeje S=1{1,234,5}. -

Ukoliko struktura ima samo operacije i konstante, kazemo da je (univerzalna) algebra.
Napomenimo da se svaka algebra moze ekvivalentno predstaviti kao relacijska struktura. Naime,
svaka operacija f skupa S, arnosti n, moZe se jednoznac¢no zadati kao relacija Ry arnosti n + 1.
Naime, za a4, a,, ...,a,, b €S vazida (a;,a,,..,a,,b) € Ry & f(aq,ay,...,a,) = b. Tako na
primer (3,47) ER, ©3+4=7.
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Definicija 4.3.3 Duve relacijske strukture S i1 P istog tipa su izomorfne (S = P) ako postoji
bijekcija f:S — P izmedu domena ovih struktura, takva da za svaki relacijski simbol R arnosti
n, i za svaku uredenu n-torku elemenata iz S vazi: (sq,Sy,...,S,) € R® ako i samo ako
(f(s1), f(s3), ..., f(sy)) € R, Tip izomorfizma strukture S je klasa svih struktura koje su
izomorfne strukturi S. O

Primer 4.3.3

a) Nekaje S = ({a,b,c}, R); gdeje R ={(a,b),(b,c),(ac)}; inekaje P = ({012}, <).
Ove dve strukture su izomorfne, tj. vazi § = P.

Primetimo da preslikavanje f = (8 I; ;) jeste ,,1-1 1 ,na*“; i da su definisane relacije na

strukturama saglasne.

b) Nekaje §; = ({T,1}, v) inekaje Py = ({0,1}, -;). Ove dve strukture su izomorfne kao
algebre, pa su izomorfne i odgovarajuce indukovane relacijske strukture.

Preslikavanje f = (g Jl') je ,,1-1¢ 1 ,na“. Iz datih tablica se vidi saglasnost odgovaraju¢ih

operacija odnosno indukovanih relacija.

_|
—
—

o
(BN

| OKN
o
o

Definicija 4.3.4 Zastrukturu S = (S, Ry, Ry, ..., Ry, f1, f2) s fm» C1) C2, -, Cn) kazemo da je
automatska struktura nad azbukom X ako je njen domen regularan jezik nad azbukom X, a
sve njene relacije (gde operacije arnosti n posmatramo kao odgovarajuce relacije arnostin + 1, a
konstante kao relacije kardinalnosti 1 (¢ — {c}) ) su prepoznatljive konacnim automatima. m

Automatske strukture nad jednoelementnom azbukom X zovemo unarne automatske strukture.
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Primer 434 Struktura §$=(1%<,5) gdeje 1m<1"em<n i SA") =11 je
automatska struktura. Zaista, 1* je regularan jezik. Pokazimo da su odgovarajuce relacije
regularne.

Zam=0in=k,gde k€ (1,2,3,..) trazimo:

c(1°,1%) = <$1,$1, ...,$1> = x* gde je x = $1; x* je re¢ koja se sastoji od slova x,x, X, ... x

k puta k—puta

c(1%,1%) = (11,$1, $1, ...,$1> = yx*~1 gdeje y =11; yx*"! je re¢ koja se sastoji od slova
k—1puta
v, X, X, X, ...x redom.
k—1puta

c(14,1%) = <11,11, ...,11,$1,$1,...,$1> =ylxk=t zaneko [<k; y'x*! je re¢ koja se
L puta k—lputa
sastoji od slova y,y,vy,...,y,x,x,x, ...,x redom.
l-puta k—lputa

Na osnovu ovoga mozemo zakljuciti da konvoluciji relacije <, (c(<)), odgovara regularni
izraz y*xx*, odakle sledi da je c(<) regularan jezik.

Sada ¢emo datu operaciju skupa S arnosti 1 jednoznacno zadati kao relaciju arnosti 2, na nacin
na koji smo ve¢ napomenuli:

S(1™) = 1" o (1, 1™*1) € R, zasvako n > 0.

PokaZzimo da je ova relacija regularna. Trazimo konvoluciju relacije:

c(Ry) = (&,g&,gg&, ...,(11)"&, ) =y"x gde je y™x re¢ koja se sastoji od

=X =y =X =y =y =X =yk =x
slova y,y,y,...,y,x redom.
—_—

n—puta

Iz ovoga sledi da konvoluciji relacije R odgovara regularni izraz y*x odakle sledi da je c(Ry)
regularan jezik.
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Posto je domen strukture regularan jezik nad jednoelementnom azbukom, i obe njene relacije su
regularne, struktura S je po definiciji unarna automatska struktura. ]

Primer 4.3.5 Struktura S = ({0,1}",R) gde p € R < p je binaran zapis prirodnog broja koji
je deljiv sa 3; je automatska struktura. Kako je {0,1}* regularan jezik, preostaje nam da
pokazemo da je relacija R regularna. To ¢emo uraditi na slede¢i nacin: Konstruisaéemo konacan
automat koji prihvata tacno brojeve deljive sa tri, u binarnom zapisu.

Stanja automata neka budu Ay, A; 1 A,, gde ¢e samo stanje A, biti zavr$no. Posto je nula u
binarnom zapisu ponovo oznacena sa 0, a 0 je deljiva sa 3, stanje A, ¢e ujedno biti i pocetno
stanje naSeg automata. Do sada smo definisali:

S = {AO'AI'AZ};
> ={0,1};
qo = Ao;

Ostaje nam jo$ da definiSemo funkciju prelaza ( J ).

Primetimo da kada na kraj proizvoljnog broja n € N U {0}, u binarnom zapisu, dopisemo nulu
dobijamo broj 2-n. Analogno, ako na kraju broja n dopisemo jedinicu dobijamo broj
2 -n + 1. Koriste¢i se ovim mozemo zakljuciti da se iz stanja A, nulom dolazi ponovo u stanje
Ay tj.

0
Ay — A, jer kad nulu dopiSemo na kraj nekog broja koji je deljiv sa 3K, gde je 3K
neki prirodan broj u binarnom zapisu koji je deljiv sa 3, dobi¢emo broj 2 - 3K koji je takode
deljiv sa 3.

Ay S A, jer kada na broj 3K dopisemo jedinicu dobijamo broj 2-3K + 1 ato je
broj koji pri deljenju sa 3 daje ostatak jedan.

A 3>A2 jerje 2-(3K+ 1) =6K + 2 tj. to je broj koji pri deljenju sa tri daje ostatak
dva.

A, >4, jer 2- (3K +1) +1 = 6K + 3 tj. dobija se broj deljiv sa 3.
A, kA A, jer broj 6K + 4 pri deljenju sa 3 daje ostatak 1 za neko K € N U {0}.

A, 3 A, jer broj 6K + 5 prideljenju sa 3 daje ostatak 2.

Ovim smo sve slucajeve “pokrili” pa funkciju prelaza mozemo definisati na slede¢i nacin:
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5(140; 0) = Ay;

5(140; 1) = A1}
5(141; 0) = Azi
5(141; 1) = Aoi
5(142; 0) = A1}
6(‘42; 1) = AZ'
Sada moZemo konstruisati automat
0 1

Posto smo nasli konacan automat koji prepoznaje relaciju R, relacija R je po definiciji
regularna. |

Moze se dokazati da vazi sledeca teorema:

Teorema 4.3.1 Postoji algoritam koji za datu automatsku strukturu § = (S,R{, R,, ..., R;) i
formulu prvog reda ¢(x4, x5, ..., x,) konstruiSe automat koji prepoznaje one uredene n —torke
(51,52, -, Sy) zakoje je formula ¢ tacnau S.

Definicija 4.3.5 Teorija prvog reda strukture S je skup svih recenica prvog reda (tj.formula bez
slobodnih promenljivih) koje su tacne u strukturi §. i

28



Primer 4.3.6 Neka je data struktura § = (N,<,+,1) onda slede¢e formule pripadaju teoriji
prvog reda te strukture:

e (Vx)x<x+1

e (V)@Y x<y

e (Vy)@x)x<1+y |

Teorija je odluciva, ako postoji algoritam koji za svaku recenicu prvog reda odlucuje da li ona
pripada toj teoriji.
Na osnovu teoreme 4.3.1 mozemo zakljuciti da vazi:

Teorema 4.3.2 Teorija prvog reda bilo koje automatske strukture je odluciva.

4.4 Automatski predstavljive strukture

Definicija 4.4.1 Struktura S je automatski predstavljiva ako je izomorfna nekoj automatskoj
strukturi B. Tada za B kazemo da je automatsko predstavljanje od S ili FA-predstavljanje od
S. ]

Ako S ima FA-predstavljanje kazemo da je FA-prezentabilna. Nadalje, ako je B automatsko
predstavljanje od S, to ¢emo obelezavati sa (B, f) gde je B domen strukture B a f je
bijekcijaiz B u S. Ako je R fundamentalna relacija strukture S onda sa A(R, f) oznaavamo
odgovarajucu relaciju automatske strukture B.

Ako je (B,f) FA-predstavljanjeod S i B je jezik nad jednoelementnom azbukom, onda je
(B, f) unarno FA-predstavljanje od S ikazemo daje S unarno FA-predstavljiva.

Primer 4.4.1 Prirodni brojevi u odnosu na sabiranje i poredak imaju automatsko predstavljanje.
Automatsko predstavljanje je struktura re¢i S = ({0,1}",+,,<). U principu trebalo bi da je
domen ove strukture 1(0+ 1)* + 0 ali iz tehnickih razloga zgodnije nam je da ispred broja sa
manjim brojem cifara dopiSemo potreban broj nula tj. onoliko nula koliko je potrebno da oba
broja imaju jednak broj cifara. Lako se proverava da su date relacije saglasne, odakle sledi da su
ove dve strukture izomorfne. Jos treba pokazati da je § automatska struktura. Lako se vidi da je
{0,1}* regularan jezik, treba jo$ da pokazemo da su relacije ove strukture regularne.

Zadajmo binarnu operaciju +, kao ternarnu relaciju na slede¢i nacin:
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n,+n, =n3 e (n,ny,n3) ER,

gde su brojevi n;, i € {1,2,3}, proizvoljni brojevi iz skupa N U {0}. Brojeve u binarnom zapisu
sabiramo tako S§to ispiSemo brojeve jedan ispod drugog a zatim ih sabiramo na uobic¢ajen nacin,
uzimajuéi u obzir da pri sabiranju binarnih brojeva, ponovo treba da dobijemo binaran broj. Zbog
toga cifre sabiramo na slede¢i nacin:

0+0=0;
0+1=1+0=1;
1+1=10.

Na primer saberimo brojeve 101 i 1001 (u dekadnom zapisu to su brojevi 5 1 9 ).

101
1001
1110

Dobili smo broj 1110, odnosno, u dekadnom zapisu to je broj 14. Konstruisaéemo konacan
automat koji sabira brojeve u binarnom zapisu. Neka je A pocetno stanje i nekasu B i C
zavr$na stanja naSeg automata. U automat unosimo dva binarna broja koja automat treba da
sabere. Neka su, na primer, to brojevi 101 i 1001. Automat sabira dve po dve cifre, po¢evsi od
manje znacajnih cifri. U naSem primeru automat ¢e prvo sabrati dve jedinice (tako bismo sabrali
i da ruéno sabiramo). Primetimo da posle sabiranja cifre 1 (prve cifre broja 101) i cifre 0
(druge cifre broja 1001), broj 101 nema vise cifri za sabiranje, dok broj 1001 ima jo§ cifru
1 koju automat nije sabrao. U tom sluc¢aju automat sabira preostalu jedinicu sa nulom tj. ispred
broja 101 automat “dopisuje” nulu. Dakle na$ automat se sastoji od:

S={A,B,C};

> =1{00,01,10,11};
qo = 4;

F ={B,C}.

Preostaje nam jos§ da definiSemo funkciju prelaza. Ako automat sabira dve nule, kao rezultat on
izbacuje nulu, to ¢emo pisati: 00/0. Ako sabira jedinicu i nulu, kao rezultat ¢e izbaciti jedinicu,
Sto pisSemo: 01/1. Ako sabira dve jedinice, izbacic¢e kao rezultat nulu i preci u stanje koje ¢e u
narednom koraku dodati jedinicu tj. funkciju prelaza definiSemo:

5(4,00/0) = B;
5(4,01/1) = B;
8(4,10/1) = B;
§(4,11/0) = C;
§(B,00/0) = B;
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6(B,10/1) = B;

8(B,01/1) = B;
8(B,11/0) = C;
8(C,00/1) = B;
8(C,10/0) = C;
8(C,01/0) = C;
8(C,11/1) = C.

Sada moZemo konstruisati automat

10/0, 01/0, 11/1

11/0

Posto smo nasli konac¢an automat koji prepoznaje relaciju R, , relacija R, je po definiciji
regularna. Za ovaj automat postoji ekvivalentan konaCan automat kakav smo ve¢ definisali (
poglavlje 3.1).

Preostaje nam joS da dokazemo da je relacija < regularna. Konstruisacemo konacan automat
koji uporeduje dva broja u binarnom zapisu. Ako je nakon uporedivanja prvi broj manji ili jednak
od drugog, automat treba da zavrsi u stanju prihvatanja, ozna¢imo to stanje sa D. Ako prvi broj
nije manji ili jednak od drugog, automat treba da zavrsi u stanju odbijanja, ozna¢imo to stanje sa
N. Ispisimo brojeve koje treba uporediti jedan ispod drugog, kao i malo pre. Neka su to ponovo,
na primer, brojevi 101 (odnosno 5 u dekadnom zapisu) i 1001 (odnosno 9 u dekadnom zapisu).
Automat uporeduje dve po dve cifre, pocevsi sa desna na levo. Ispred broja 101 nema ni jedne
cifre sa kojom bi automat mogao da uporedi prvu cifru broja 1001, pa ¢e u tom slucaju automat
“dopisati” ispred broja 101 sombol 0, a zatim ¢e uporediti O sa prvom jedinicom broja 1001.
Dakle, nas automat izgleda ovako:

S={A,B,D,N};
2 ={0,1};
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qo = 4;
F ={D,N}.

Preostaje nam jo$ da definiS§emo funkciju prelaza:

5(4,11) = B;
6(A,01) = D;
6(A,10) = N;
6(A,00) = D;
6(B,00) = B;
6(B,11) = B;
5(B,01) = D;
5(B,10) = N.

Konstrui$imo ovaj automat:

10

0 -

Dakle i relacija < je regularna.
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Glava 5

Podalgebre FA-predstavljivih algebri

5.1 FA—predstavljivost kona¢no generisanih mono-unarnih algebri

Poznato je da je svaka konacno-generisana podgrupa FA-prezentabilne grupe je FA-
prezentabilna.

U sluc¢aju algebri sa jednom unarnom operacijom opet imamo pozitivan rezultat naime, klasa
ovakvih FA-prezentabilnih algebri je zatvorena za kona¢no generisane podalgebre. Ovo sledi iz
narednog jaceg tvrdenja. Pre dokaza , pogledajmo sledeéi primer:

Primer 5.1.1 Neka je data mono-unarna algebra A=(41) generisana sa
A={b,c,yy,¥1,Y2}. Pokazimo da je A unarno FA-prezentabilna ako su dati disjunktni
grafovi:

p. b f®)  fib) [P
—0 > v\o

O L T

fem o)

N G R ERCEBRCIRRCIING

o— o > >0\o
/ G

o Pl o
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Yo  f(o) fi(YO) fi(YO)

Yo- oO— o bo—p

i f)  fPOn)
>o

Y- O— oo

v

Y2 f(y2) fZ‘O’z)

Y2 o— »o

v

Primetimo da je algebra A ovde predstavljena kao orijentisan graf G koji se sastoji od dva
kona¢na (bic) i tri beskonacna (yg,y11iy2) grafa. Nadimo automatsko predstavljanje grafa
G naazbuci {a}. Definis§imo preslikavanje:

aO a1 a2 a6 a7 a8 a9 a17
0 (¢ ! A A A >
b f(b) f*(b) fe) ¢ flo f*o) f1°(c)

Lako se vidi da je f7(b) = f2(b) =f2(b)=--; [f8b)=f3(b)=fB30B)="; ..
Analogno je f'(c) = f5(c) = fY7(c) = -

Zadajmo unarnu operaciju f kao binarnu relaciju na nacin na koji smo ve¢ pokazali. Ozna¢imo
dobijenu relaciju samo na kona¢nom delu grafa sa R,. Dobijamo:

R, = {(a%a"),(at,a?, ..., (a> a®), (a® a?),(a’,a®), (a8 a?), ..., (a'%,a'"), (a'?,a'?) }.
Nadimo sada konvoluciju ove relacije po definiciji. Dobijamo:
c(R) = {x,yx,y%x, ..., v°x,y%z%, y"x, y8x, ..., y1°x,y'?z%}; gdeje x = $a;y = a?;z = a$.
c(R,) jeregularan jezik jer je konacan, pa je R; regularna relacija.
Obelezimo sada ¢vorove beskonacnih grafova (yg,y11Yy2) na sledeci nacin:
¢vorove grafa y, obelezimo sa: Voo Yo1 Yoz - Yoi -

¢vorove grafa y; obelezimo sa: yio V11 Y12 - YVii -
¢vorove grafa y, obelezimo Sa: V0 Y21 Vo2 - Yaoi -
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i preslikajmo ih ovako:

ql8+0+30  18+1430 ;184243
6: l l l ; zali €{0,1,2,..}.
Yoi Y1i Y2i

Obelezimo sa R, odgovarajuu indukovanu relaciju samo na beskonatnom delu grafa.
Odgovarajuca relacija je:

RZ = {(algl a21)’ (a21’ a24)’ e } U {(algﬂ azz)) (aZZF azs)l "'} U {(aZOF a23)l (a23F a26)l "'} tj'
R, = {(a* a**3) | k > 18}.
Nadimo konvoluciju ove relacije na ve¢ pokazani nacin, dobijamo:

c(Ry) = {y'®x3%,y'°x3,..}; gdeje y = a? x = $a.
Odavde sledi da je c(R,) regularan jezik jer se moze predstaviti regularnim izrazom y8y*x3.
Dakle i relacija R, je po definiciji regularna.

Relacija R = R; UR, je odgovaraju¢a indukovana relacija operacije f na orijentisanom grafu
G. Kakosu R; i R, regularne relacije regularna je i relacija R, pa unarna algebra A ima
unarno automatsko predstavljanje. ]

Propozicija 5.1.1 Neka je S =(S,0) kona¢no generisana algebra sa jednom unarnom
operacijom ¢. Tada je S unarno FA prezentabilna.

Dokaz Algebra S je skup sa jednom unarnom operacijom. Zbog toga mozemo S da
posmatramo kao orijentisan graf G sa skupom ¢vorova S. Svaka dva susedna ¢vora povezana
sugranom o(a) = b (gdesua i b dvasusedna ¢vora). Lako je videti da se graf G sastoji od
unije skupa konac¢nih grafova i skupa beskona¢nih grafova (gde za svaki beskonacan graf vazi
(Vk, 1 € N)(k # | = o*(b) # o' (b)).

Uzmimo u obzir da grafovi ne moraju da budu disjunktni. Ukoliko dva grafa nisu disjunktna
postojace ,,zajednicki* ¢vor za ta dva grafa, od koga ¢e na dalje grafovi imati isti put tj. grane
koje pripadaju razlic¢itim grafovima ¢e u nekom delu ulaziti u isti ¢vor od kog ¢e se na dalje
putevi grafova poklapati. U svakom slucaju, skup ¢vorova tih grafova mozemo podeliti na one
koji pripadaju "¢istom beskonac¢nom lancu™ (u koji se ne "uliva" ni jedan graf) i na ostale
¢vorove (Koji pripadaju kona¢nim grafovima).
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Pretpostavimo da skup kona¢nih grafova ima ukupno m ¢vorova, a skup beskonac¢nih grafova
da sadrzi ukupno n grafova. Neka je ¢@:a* — S preslikavanje re¢i a®,al,...,a™ ! u m
&vorova iz skupa konacnih grafova. Cvorove beskonaénih grafova preslikavamo na sledeéi
nadin: Obelezimo prvo beskonaéne grafove sa: y; gde i € {0,1,..,n — 1}. Cvorove
beskona¢nog grafa y; obelezimo sa y;,, gde k € {0,1,2, ...} i preslikavamo ih na slede¢i
nacin:

am+0+nk am+1+nk am+2+nk am+i+nk
W ! ! Vool
Yok Vik Y2k Vik

Obelezimo odgovarajucu indukovanu relaciju samo na skupu kona¢nih grafova sa R;.
Kako je R; konacna relacija, c(R;) ¢e biti konacan jezik, odakle sledi da je relacija R,
regularna.

Obelezimo odgovaraju¢u indukovanu relaciju samo na skupu beskonacnih grafova sa R,.
Odgovarajuca relacija je
R,={(d", a"*™™) |l = m}

Lako se dobijada je c(R,) = {y™x™ y™*t1x™, ..} gdeje x = $a; y = aa. Odavde sledi da je
c(R;) regularan jezik jer se moze predstaviti regularnim izrazom y™y*x™. Dakle i relacija R,
je regularna.

Relacija R = R; UR, je odgovarajuéa indukovana relacija operacije o na orijentisanom grafu
G. Kako su R; i R, regularne relacije regularna je i relacija R, pa kona¢no generisana
algebra S ima unarno automatsko predstavljanje. |

5.2. Konac¢no generisane podalgebre FA-prezentabilnih algebri

Na kraju rada dokaZimo da klasa FA-prezentabilnih algebri nije zatvorena za kona¢no generisane
podalgebre.

Naime, da¢emo primer FA-prezentabilne algebre koja ima kona¢no generisanu podalgebru koja
nije automatski predstavljiva.

Definicija 5.2.1 Nekaje {S;:i € I} skup polugrupa. Nula- unijaod S; je skup {0} U U;¢; S;
gde je O; nov element sa mnozenjem definisanim na slede¢i nacin:
Ako s,t € S; onda njihov proizvod s -t € S; racunamo prirodno, u suprotnom je s -t = 0.
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Ovo mnoZenje je asocijativno pa je nula-unijaod S; 1 sama polugrupa. i

Definicija 5.2.2 Neka je ¥ azbuka sa totalnim uredenjem <. Neka je L € X*. DuZina-plus-

leksikografsko uredenje reci u L indukovano sa <, koje ¢emo oznacavati sa = definiSe se na
slede¢i nac¢in. DefiniSimo prvo relaciju = sa:

X1Xp X EY1Y2 Y © (k<D V(k=1AED); <y ANV <D(x =y))
Relacija £ c¢e biti refleksivno zatvorenje relacije =
tj. © prvo reda reci po duzini a onda reci iste duzine leksikografski u odnosu na <. o

Teorema 5.2.1 Klasa FA-prezentabilnih algebri nije zatvorena za kona¢no generisane
podalgebre.

Dokaz Konstruisaécemo FA-prezentabilnu algebru y i pokazacemo da sadrzi konacno
generisanu podalgebru koja nije FA-prezentabilna. Algebra y ce se sastojati od disjunktne unije
polumreze i dve kopije grafa konfiguracije Tjuringove masine proSirenih dodatnim unarnim
operacijama. Za Vi € N nekaje M; lanac od 2! elemenata. Svaki lanac definiSe na prirodan
naéin semigrupu tj. vazi aAb =a & a < b. Neka je sada S nula-unija svih M;, gde je nula
od S oznacena sa O,. Primetimo da je S polumreza i moze se posmatrati kao parcijalno-
ureden skup, ili kao polugrupa gde je ,,mnoZenje njena operacija, gde pod ,,mnozenjem*
podrazumevamo operaciju polumreze.

Ozna¢imo sa 7 deterministicku Tjuringovu masinu koja generiSe nizove simbola a’ g Jj EN.
Preciznije, T pocinje sa praznom trakom, zatim izvr$ava neku operaciju i dolazi u istaknuto

. . . . 2 . v A . .

stanje g, a sadrzaj trake je a'’. Ponovo izvrSava operaciju i dolazi opet u stanje ¢, Sa
v 2 v v . eve e . v . .o

sadrzajem trake a? . U opStem sluaju u razli¢itim fazama za vreme izvrSavanja operacija, T

ima sadrzaj trake a/° Vj € N i 7 ulazi u stanje gy tacno kad su mu sadrzaji trake a’°, za
Vj € N. Primetimo da t radi beskona¢no dugo (tj. da masina nije totalna).

Neka je Q skupstanjaa B azbuka 7. Podsetimo se da se konfiguracija od t sastoji iz stanja,
sadrZaja trake i poloZaja glave na traci. Graf konfiguracije od 1t je beskonacan graf ¢iji su
¢vorovi sve moguce konfiguracije od 7 sa direktnim putem od g do g’ ako t u konfiguraciji
g moze samo u jednom koraku da dode do konfiguracije g'. Napomenimo da u op$tem Slucaju
nisu sve konfiguracije dostizne iz pocetne konfiguracije.

Uzmimo sadadasu G+ i G, dve kopije grafa konfiguracija od 7. Tada ¢e nosac algebre y

o

bitt X =SU Gy U G,. Polumreza S veé sadrzi operaciju (,,mnozenje*), pa zelimo da
prosirimo ovu operaciju na ceo X tako Sto definiSemo gog' =g | ges=sog=g za

9,9 €EGrUG, i SES.
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Graf konfiguracije G, ima usmerene grane &§. Posto je & deterministi¢ko, svaki ¢vor ima
jednu izlaznu granu pa relaciju 6 mozemo da posmatramo kao unarnu operaciju. ProSirimo &
na X tako $to definiSemo &6(x) =x za Vx € SU Gt. Naglasavamo da se § ponaSa kao
operacijski korak od 7 u grafu konfiguracija G,, ali se ponasa kao identi¢ko preslikavanje na
grafu konfiguracija G+.

Defini§imo sada tri nove unarne operacije. Prvo definiSimo operaciju a koja preslikava svaku
konfiguraciju iz G+ u odgovaraju¢u konfiguraciju iz G ; u ostalim slu¢ajevima (elemente koji
pripadaju S U G, ) preslikava elemente u same sebe kao identicko preslikavanje. Sada definisimo
drugu operaciju B koja preslikava svaki element lanca M; u element odmah ispod njega u
istom lancu M;, a minimalan element svakog lanca Salje u O;. Zaelemente iz {O,} U G+ U G,
ponasa se kao identicko preslikavanje. Konac¢no, definis§imo i treéu operaciju y koja preslikava
konfiguracije iz G, u stanju qg i sadrzajem trake a® u maksimalni element lanca M, a
preostale elemente iz G, ielementeiz S U G+ u same sebe.

Dakle imamo skup X sa operacijama o,a,f(,y | 6. Preostaje nam da definiSemo jo§ jednu
unarnu operaciju ¢ da bi dobili na§ primer algebre y = (X,o,a,f,v,6,{). Pre toga je
neophodno definisati FA-predstavljanje (B,f) za y,jer zelimo da definiSemo ¢ u skladu sa
predstavnicima iz B.

No, pre toga pokazimo kako bi izgledao Sematski dijagram algebre y :
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Neka je L jezik {z} U {0,1}* u{T, L}B*QB* gde je z novi simbol koji nije iz B ili Q.
DefinisSimo f:L — X na sledeci nacin:
1. Nekaje f(z) = 0
2. Ako u € {0,1}* onda je f(u) wu-ti element (u je binarni broj) otpozadi u M,
(primetimo da M, ima taéno 2% elemenata pa je restrikcija od f izmedu {0,1}* i
M, bijekcija.
3. Ako t€e({T,L},u,veB*, q€ Q ondaje f(tuqv) konfiguracijau G; gde je stanje
q sadrzaj trake uv iglava pokazuje na prvi simbol iz v.
Prvo ¢emo pokazati da je definicija FA-predstavljivosti zadovoljena za operacije o, a, 8,y 1 6.
Da bismo videli da je A (o, f) regularan, najjednostavnije je uociti da je A (<,f) regularan,
gde je < uredenje iz polumreze S. OVO Sve vazi jer automat koji prepoznaje A (<, f) mora da
izvrSava dva zadatka:
1. uporeduje duzine dva niza iz {0,1}* i onda ih uporeduje kao brojeve u binarnom zapisu
2. uvek prihvata ako je leva ulazna re¢ z adesnajeiz {z} U {0,1}".
Prvo definiSimo operaciju o

sot=xS X <SHANAX<SOANVYESD((y<s)A(y <t)) = (y <x)).
Stoga je A (o, f) regularan. Dalje,
A(a, f) ={(Tuqv, Luqv):u,v € B*, g€ Q} U {(w,w):w e {z} U {0,1} UL B*QB*}
je ocigledno regularan. Automat koji prepoznaje A (B, f), treba da spusta broj u binarnom

zapisu za jedan, da prepoznaje (0%, z) i prepoznaje identi¢ku relaciju na {z} U {T, L}B*QB".
Sada je

ANy, f) = {(J_ akqg a', 1¥*1):k, 1€ {0,1,2,...} U {(w,u):u € L—1 a*qg a*}}

Sto lako vidimo da je regularan.

Relacija A (d8,f) koja je regularna, u svakom koraku Tjuringove masine izvrSava male
lokalizovane promene na konfiguraciji kao §to je predstavljeno re¢ima u B*QB*. Sada konac¢no
mozemo definisati i poslednju operaciju {. Neka je = duzina-plus-leksikografsko uredenje reci
U TB*QB* indukovano nekim uredenjem iz {T}UBUQ. Za svaki element g € Gt
definiSemo g{ na sledeci nacin: Neka je u jedinstvena re¢ iz TB*QB* takodaje f(u)=g.
Neka je u’ re¢iz TB*QB™ koja je sledbenik u po uredenju =, onda g{ definiSemo kao
f(u'"). Zasve x € SUG, definiSemo x{ = x. Primetimo da
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ANGH={uwu)ueTBQB*AN(ucu)A(VvETB*QB ) (ucv=>u" Ev)}U
{(w,w):w € L—-TB*QB"}

je regularno jer automat moze da prepozna relaciju =. Stoga je (L,f) FA-predstavljanje za
algebru y = (X,0,,8,7,96,0).

Lema5.2.1 Algebra y je kona¢no generisana.

Dokaz Nekaje u minimalna re¢ u odnosu na relaciju & u TB*QB*. Podsetimo se da je f(u)
elementiz X predstavljen pomoéu u paje f(u) € Gr. Nekaje T skup elemenata podalgebre
generisane sa f(u) € G+, cilj je da pokazemodaje T = X.

Ponovnim primenjivanjem operacije ¢ na f svielementiiz Gt suuT . Primenjivanjem a na
elemente iz G+, svielementiiz G, suu T.Primenjivanjem y na konfiguracije iz G, gde je
stanje qg i sadrzaj trake a® za k € N, maksimalni elementi svih lanaca M; suu T.
Ponovljenim primenjivanjem S na sve maksimalne elemente lanaca M; suu T kaoi O;.
Odavde sledi dasusvielementiiz X u T paje X =T.

Neka je g, pocetna konfiguracija T u grafu konfiguracija G,. Neka je Y podalgebra
generisana sa g,. Pri dokazu da Y nije FA-predstavljiva, bice nam potrebna lema koju ¢emo
sada dokazati.

Lema 5.2.2 Neka je @:N° > N° (gde je N° skup prirodnih brojeva ukljuéujuéi i nulu)
injekcija. Tada postoji beskona¢no mnogo i € N daje i < w(i).

Dokaz Pretpostavimo da ima samo kona¢no mnogo i € N° takvih da je i < @(i). Neka je
I ={i e N:i <w(i)} ipo pretpostavci I je konacan. Neka je m = maxI i n = max (wm[I]).
Tada je m <@w(m) i w(m) <n odakle sledidaje m<n. Daljeje w(i)<i za i &1 i
w()<n za i€l. Odavde sledi daje w(i)<n, zasve i <n. Posto je m =maxl i
m<n sledidan+1¢/l iondaje w(n+1)]<n+1.

Ova dva iskaza pokazuju da @[{0,1,...,n + 1}] € {0,1, ..., n} Sto je kontradikcija sa ¢injenicom
da je @ injekcija. Dakle, ima beskonatno mnogo i€ N° za koje je i< w(i).
u

Lema 5.2.3 Podalgebra Y nije FA predstavljiva.

Dokaz Prvi korak je da pokazemo da podalgebra Y sadrzi lance M;z i ne sadrZi druge lance
M;. Podsetimo se da je Y generisano sa g,, pocetnom konfiguracijom od 7 u G,. Kada
operaciju & primenimo ponovo na g, dobijamo da je svaki element dostizan iz g, U
konfiguracijskom grafu G,. Nekaje H skup svih dostiznih elemenata. Po definiciji T skup H

sadrzi konfiguracije sa stanjem ¢qg 1 sadrzajem trake ad’ za Vj € N. Definicija T nam
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osigurava da H ne sadrzi druge konfiguracije sa stanjem q . Operacija y primenjena na H
daje maksimalan element svakog M;z , j € N. Operacija 8 daje sve elemente svakog M;z i
takode daje O;. Zato Y sadrzi skup Y ={0;} UH U UjeyM;2. Lako je videti da je Y
zatvoren za svaku operaciju. MoZemo zakljuciti da je Y domenod Y ida Y sadrzi lance M;:
i nijedan drugi lanac M;.

Pretpostavimo da Y ima automatsko predstavljanje (L,f). Nekaje V; ={y €Y:y o O, = O}
i primetimo da Y; = {Os} U Ujen M;z. Dalje primetimo da je Y; definisan formulom prvog
reda pa je L; = f~1(¥;) regularno. Primetimo da relacija uredenja < na podpolumrezi Y;
moze biti definisana formulom prvog reda pomoéu o. Neka je K; = {u € L;: (Vv)((f(u) <
Jv=fu=/v). Tada A1 sadrzi predstavnike iz Z maksimalnih elemenata raznih pod-lanaca
M;z od Y. Posto je definisan formulom prvog reda K; je regularan. Neka je K, =
fueK:(VvelL)(We K, Alul=|v]) = (wEu))} onda se K, sastoji iz duzina-plus-
leksikografsko minimalnih reci razli¢itih duzina u K; . Jezik K, je regularan. Relacija R, =
{wv):(weK)A(f(w) = fFW))A(F(v) # 05)} je regulara. Primetimo da R, stavlja red
u € K, koja predstavlja maksimalni element nekog lanca M;z u relaciju sa svim re¢ima v
koje predstavljaju elemente tog lanca. Neka je u broj stanja u automatu koji prepoznaje c(R;) .
Ako (u,v) € R, onda |v| < |u|+ n, jer u suprotnom bi se podre¢ od v koja premaSuje u
mogla pustati da se dobije beskonatno mnogo reci koje predstavljaju elemente jednog M;z $to
bi proizvelo beskonatno mnogo razliCitih elemenata od M;z (poSto je f injektivno), Sto je
kontradikcija.

Neka je R, = {(u #™,v): (u,v) € R,}, gde je # nov simbol. Po prethodnim razmatranjima ako
(u,v) €R, onda |u|=|v|. Dalje ako (u,v),(u',v')€R, i |u|l=|u'| onda u=u" po
definiciji R, u K, . Dalje, nijedna re¢ iz c(R,) ne sadrzi slovo ¢ija je leva komponenta $ .
Stoga broj re¢i duzine k u c(R,) je ili nula ili ako postoji re¢ u € K, duzine k —n , broj
mogucih re¢i v takvih da (u #",v) pripada R, koja je broj elemenata lanca M;= kojem
pripada  f(w) koji je 2/°. Neka je z, broj re¢i u c(R,) duzine k. Po prethodnim
razmatranjima kad je z, ne-nula to je broj elemenata u nekom lancu M;z . Posto je c¢(R;)
regularan jezik, generativna funkcija f(x) = Yrozxx* je racionalna funkcija koja nema
singularitet u nuli. Stoga, radijus konvergencije njenog stepenog reda prosirenja mora biti strogo
veéi od nule. Cilj je da dodemo do kontradikcije pokazivanjem da stepeni red ima radijus
konvergencije nula. Na osnovu Pamping leme za regularne jezike, postoje konstante p,q takve
da z,.4, nijenulaza vk € N° paza vk € N° postoji kw € N tako da z,,,q = 270" .

Ovo definiSe injekciju @:N° — N° . Po lemi 5.3.2 za beskona¢no mnogo vrednosti k € N° pa
1

biranjem dovoljno velikog k i zadovoljavanjem k <w(k) vrednost |z,.xq [P

(@(k))?
2 ptkq

1
moze biti proizvoljno velika. Stoga limy_,, sup|zp+kq|?’+kq =00 |

=|2(w(k))2 |ﬁ =
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1
jos vazi limy_ . sup|zx|k = o iz Cega sledi da je radijus konvergencije stepenog reda
Yoz je nula.
|

Po lemi 5.2.1 algebra y je kona¢no generisana, ali sadrzi kona¢no generisanu podalgebru Y
koja po predhodnoj lemi nije FA-predstavljiva. Sa ovim je kompletiran dokaz teoreme 5.3.1
|

Napomena 5.2.1 U dokazu teoreme 5.3.1 algebra y ima tac¢no jednu binarnu operaciju o .
Primetimo da ovo nije koris¢eno za konacno generisanje y ili Y . Mozemo izmeniti y
uklanjanjem operacije o , i dodavanjem dve nove unarne operacije 9 i u da bi dobili novu
podalgebru y’' gde je podalgebra Y ' generisana sa g, iimaistidomenkao Y igdeza Y'
mozemo da dokazemo da nije FA predstavljiva na isti nacin. Stoga i klase FA predstavljivih
algebri sa samo unarnim operacijama nije zatvorena za formiranje konac¢no generisanih
podalgebri. Prva operacija ¥ $alje svaki element svakog lanca M; u maksimalan element tog
lanca, a na {O,} UG+ UG, se ponaSa kao identicko preslikavanje. Druga operacija u Salje
svaki elementod S u Oy, ana Gy UG, se ponasa kao indenti¢ko preslikavanje. Primetimo da
je:

A, f) ={(w1™):ue{0,1}}u{wu):ue{z} U{T, L}B*QB"},

A f)={(w,z):ue{z}u{0,1}'}U{(w,u):u € {T,L}B*QB"};

obe ove relacije su regularne. 1z tog sledi da je y' = (X, o, B,v,6,¢9, ) FA-predstavljiva i ima
samo unarne operacije. Da bi dokazali da podalgebra Y’ (generisana sa g,) nije FA-
predstavljiva pratimo dokaz leme 5.3.3 sa slede¢im definicijama za Y', K; i Ry:

e Y ={y€eY:yu=04}
o Ki={u€Ll;:((wf)I=FfuA{@)=*0)}
e Ri={(wv):(weK)A(f) = (WD)}

Primetimo da su ovo definicije prvog reda.

Napomena 5.2.2 Dokaz teoreme 5.2.1 mozemo prilagoditi tako da daje primer podalgebre koja
nema resivu teoriju prvog reda ( pa ne moze biti FA predstavljiva po propoziciji 5.1.1 ). Ideja je
slede¢a: Nekaje K S N rekurzivno nabrojiv ali nije rekurzivan. Zamenimo Tjuringovu masinu
T U dokazu teoreme 5.3.1 sa onom koja nabraja K u smislu da ulazi u stanje g, kada traka
sadrzi a® zaneko k € K. Kori$¢enjem ove modifikovane verzije algebre y podalgebra Y
sadrzi tatno one lance M, , k € N. tj. k € K ako postoji maksimalan lanac (u odnosu na
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relaciju =) od k elemenata y; >y, > - >y, razli¢itih od O; u podalgebri Y. Kako se
ovaj uslov moze izraziti formulom prvog reda, iz ¢injenice da K nije rekurzivan sledi da Y ne
moze imati reSivu teoriju prvog reda.
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Zakljucak

Neformalno, FA-prezentacija neke relacijske strukture sastoji se od regularnog jezika koji ima
apstraktne predstavnike elemenata te strukture, takve da su relacije te strukture prepoznatljive
kona¢nom automatu. Ovaj rad proucava podalgebre FA-predstavljivih algebri.

Prvo smo definisali osnovne pojmove vezane za formalne jezike i kona¢ne automate. Definisali
smo pojam regularnog jezika. Zatim smo dali definiciju regularne relacije, automatske strukture i
automatski predstavljive strukture. Ispitali smo osnovne osobine tih struktura i dali par klju¢nih,
detaljno uradenih primera. Nakon ovoga smo se posvetili glavnoj temi naSeg rada, podalgebrama
FA-predstavljivih algebri. Pokazali smo da je kona¢no generisana algebra sa jednom unarnom
operacijom unarno FA prezentabilna.

U kompjuterskoj nauci, interes za automatske strukture dolazi od problema vezanih za proveru
modela. Ideja o proveravanju modela je nastala iz potrebe da se dokaze korektnost kompjuterskih
programa. Za proucavanje ove oblasti koriste se beskonac¢ni i konacni automati. Primeri
beskona¢nih automata podrazumevaju proizvoljan broj procesa, kao i programe koji manipulisu
beskonaénim skupovima podataka (kao §to su celi ili realni brojevi), pushdown automate,
broj¢ane automate, vremenske automate.

45



Literatura

1) Blumensath, A., Automatic Structures, Diploma Thesis, RWTH Aachen, 1999.

2) Cain Alan and Ruskuc Nik Subalgebras of FA-presentable algebras. Springer Basel
2014.

3) Dolinka I. Kratak uvod u analizu algoritama, Novi Sad, 2008.

4) Goncharov, S.S. and J.F. Knight, Computable structure and non-structure theorems.
Algebra and Logic 41, 351-373, 2002.

5) https://en.wikipedia.org/wiki/Entscheidungsproblem.
6) https://sr.wikipedia.org/sr/Anan_Tjypunr

7) https://sladjinamatematika.wordpress.com/2012/04/09/a6y-uadap-myxamea-uoH-
Myca-aja-Xope3Mu/.

8) Khoussainov, B. and A. Nerode. Automatic presentations of structures. LNCS, 960,
367-392, 1995.

9) Khoussainov, B. and A. Nerode. Open Questions in the theory of automatic
structures. European Assoc. for Theoret. Comp. Sci., to appear, 2008.

10) Khoussainov, B., J. Liu, and M. Minnes. Unary Automatic Structures: An
Algorithmic Perspective. Proc. TAMC 08, LNCS 4978, 548-559, 2008.

11) Khoussainov, B., and Minnes, M. Three Lectures on Automatic Structures
Department of Computer Science University of Auckland Auckland, New Zealand.

12) Khoussainov, B., S. Rubin, and F.Stephan. Definability and regularity in automatic
structures. Proc. STACS LNCS 2996, 440-451, 2004.

13) Kleene S.C. Representation of events in nerve nets and finite automata , Rand Corp.,
1951.

14) Liu, J. Automatic Structures PhD Thesis, Cornell University, 2008.

46


https://sr.wikipedia.org/sr/Алан_Тјуринг

15) Madarasz Sz. Rozalia, Crvenkovi¢ SiniSa, Uvod u teoriju automata i formalnih
jezika, Novi Sad, jun, 1995.

16) Madarasz Sz. Rozalia, Od skupova do univerzalnih algebri, Novi Sad, septembar,
2006.

17) Rabin, M.O Computable Algebra, General Theory of Computable Fields. Trans.
AMS, 95, 341-360, 1960.

18) Scott, D. Logic with Denumerably Long Formulas and Finite Strings of Quantifiers.
The treory of Models, 329-341, North-Holland, 1965.

19) Thatcher, J.W. and J.B. Wright. Generalized finite automata. Notices AMS, 12,820,
1965.

20) Thomas, W. Automata on Infinite Objects. Handbook of Theoretical Computer
Science, 133-191, 1990.

47



Biografija

Sonja I1i¢i¢ je rodena 13. jula 1987. godine u Novom Sadu. Zivi u Novom Be&eju gde je zavrsila
osnovnu $kolu ,,Miloje Cipli¢* a zatim i gimnaziju u Novom Beéeju. 2014. godine je diplomirala
na Prirodno-matemati¢kom fakultetu u Novom Sadu i iste godine upisala master akademske
studije na mati¢nom fakultetu, modul profesor matematike. U junu 2015. godine je poloZzila
posledn;ji ispit na master studijama i time stekla uslov za odbranu ovog master rada.

Novi Sad, septembar 2015 Sonja Ilic¢ié.

48



