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Predgovor

Parcijalne diferencijalne jednacine predstavljaju matematicke modele mnogih
fizickih, hemijskih i biologkih pojava (na primer Sirenje zagadenja u jezerima i
rekama, Sirenje zaraza, predvidanje vremena, itd.). Cesto su jednacine koje se
razmatraju dosta komplikovane i nalazenje analitickog reSenja je nemoguce ili
neprakticno. Stoga se traze numericke aproksimacije nepoznatog analitickog
reSenja.

Postupci konaénih elemenata (finite element methods, FEMs) predstavlja-
jumoderan i snazan alat za numericko resavanje parcijalnih diferencijalnih je-
dnacina. Iako koreni ovih postupaka datiraju jos iz XVII veka, Kuranov' rad
[8] iz 1943. godine smatra se za prvi matematicki doprinos teoriji kona¢nih
elemenata. Kuran je u svom radu predlozio aproksimaciju reSenja nepre-
kidnim po delovima linearnim funkcijama na triangulacijom prilagodenoj
geometriji domena. Nazalost vaznost ovog rada nije prepoznata na vreme
i ideja je zaboravljena. Pedesetih godina dvadesetog veka postupak ponovo
otkrivaju inzenjeri, ali matematicka analiza postupaka konacnih elemenata
pocinje mnogo kasnije. Naziv postupci konacnih elemenata se prvi put po-
javio u radu [7] iz 1960. godine, dok je prvi znacajan rezultat izlozen u radu
Zlamala?, [25], iz 1968. godine. Svoju pravu ekspanziju postupci konaé¢nih
elemenata doziveli su u drugoj polovini XX veka, posebno zahvaljujué¢i na-
glom razvoju racunara. Zbog mogucnosti da uspesno resavaju apstraktne
probleme i modele problema iz realnog zivota ovi postupci su podjednako
razvijeni i podjednako popularni i kod matematicara i kod inzenjera. Vise
detalja o istoriji kona¢nih elemenata moze se pronadi u [16] i [22].

Postupci kona¢nih elemenata baziraju se na slaboj formulaciji parcijalne
diferencijalne jednacine. Na taj nac¢in se mogu proucavati ne samo klasi¢na

'Richard Courant (1888-1972), nemacki matematicar
2Milo§ Zlamal (roden 1924), éeski matematicar



vi Predgovor

(regularna) resenja, nego i neklasi¢na resenja koja se ¢esée javljaju. Kod po-
stupaka konac¢nih elemenata prvo se izvrsi razlaganje polaznog domena, a po-
tom se vrsi aproksimacija reSenja problema po delovima polinomnom funkci-
jom. Tako se globalna analiza svodi na lokalnu analizu na poddomenima. U
opstem slucaju, postupci konacnih elemenata se mogu primeniti na probleme
sa domenom proizvoljnog oblika, uz proizvoljno razlaganje i stepen polinoma,
istovremeno zadrzavajuéi efikasnost i robustnost. Ova osobina izdvaja po-
stupak konacnih elemenata od ostalih postupaka za reSavanje kompleksnih
problema.

Singularno perturbovani problemi (SPP) predstavljaju matematicke mo-
dele mnogih fenomena u prirodi. Najpoznatije primene su u aerodinamici,
mehanici fluida, prenosu toplote, modeliranju poluprovodnika u elektrotehni-
ci, hemijskoj kinematici, finansijskoj matematici.

Singularno perturbovani problemi su parametarski zavisne parcijalne di-
ferencijalne jednacine cije resenje ispoljava neuniformno ponasanje kada pa-
rametar tezi ka nekoj granicnoj vrednosti. Neuniformnost ovih problema
ogleda se u pojavi slojeva u kojima se resenje naglo menja kada perturbacioni
parametar tezi nuli. ReSavanje ovakvih problema standardnim numerickim
postupcima je u opstem slucaju neefikasno. Zato se javlja potreba za pri-
menom adekvatnijih metoda, kao $to su postupci kona¢nih elemenata.

Ogromnu zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Heleni Zarin, koja me
je uvela u teoriju singularno perturbovanih problema i upoznala sa teorijom
konac¢nih elemenata. Zahvaljujem se dr Heleni Zarin na njenim savetima i
predlozima kojima mi je pomogla pri izradi najpre diplomskog rada, a potom
i master rada.

Zahvaljujem se i ¢lanovima komisije dr Katarini Surli i dr Dragoslavu
Hercegu.

Novi Sad, 10.maj 2009. godine Snezana Gordi¢



Uvod

Glavna tema ovog rada jeste singularno perturbovani problem konvekcije-di-
fuzije. Posmatrajmo slede¢u jednodimenzionalnu diferencijalnu jednacinu

—eu" +bu’ = fou <C7 d)? U(C) = Yes u(d) = Td; (P)

gde su polazne funkcije u (P) realne i definisane na odgovarajué¢im domenima.
Realan broj € € (0, 1] koji mnozi najvisi izvod nepoznate funkcije u, u praksi
najcesée uzima veoma male vrednosti.

Problem tipa (P) sa ¢ = 0 i odgovaraju¢im konturnim uslovom naziva se
redukovani problem. Njegovo resenje se najcesce oznacava sa ug = u(+,0). Za
problem tipa (P) se kaze da je singularno perturbovan ako njegovo resenje u =
u(+, &) ne konvergira ka resenju odgovarajuéeg redukovanog problema, kada
¢ tezi nuli. U tom slucaju e se naziva singularno perturbovanim parametrom.
Za granicne vrednosti parametra, u dvodimenzionalnom slucaju diferenci-
jalna jednacina u (P) menja svoj karakter - od elipti¢ne prelazi u hiper-
boli¢cnu. Zbog toga neki od konturnih uslova ne mogu biti zadovoljeni kada
je € = 0. Ova odstupanja predstavljaju glavnu odliku singularno perturbo-
vanih problema.

U opstem slucaju, reSenje singularno perturbovanog problema se zajedno
sa svojim izvodima naglo menja na odredenim delovima domena. Uske podo-
blasti na kojima se javljaju promene se nazivaju slojevima i mogu se nalaziti u
okolini ruba ili u unutrasnjosti domena. Tacan polozaj i Sirina slojeva zavise
od geometrije domena, konturnih uslova, kao i glatkosti polaznih funkcija.

Pri numerickom resavanju singularno pertubovanih problema, osnovni cilj
je konstrukcija robustnih ili e-uniformno konvergentnih numerickih postu-
paka.



2 Uvod

Definicija 0.0.1 [15] Neka je u resenje singularno perturbovanog problema i
neka je up aproksimacija za u koja je dobijena numerickim postupkom sa pa-
rametrom diskretizacije N. Za numericki postupak se kazZe da je e-uniformno
konvergentan (ili robustan) u normi || - ||, ako je

|lu—up|| <P N) za N > Ny,
gde su funkcija ¥ i Ny > 0 nezavisni od € i

lim J(N) =0.

N—oo

Konstrukciji e-uniformno konvergentnih postupaka za resavanje SPP mo-
ze se pri¢i na dva nacina. Prvi prilaz koristi ¢injenicu da je u veéini SPP
ponasanje reSenja u okolini slojeva eksponencijalne prirode. Za takve ekspo-
nencijalno fitovane postupke, priblizna resenja se konstruisu na relativno gru-
bim mrezama. Kada imamo problem u vise dimenzija ovaj pristup je ipak
tesko uopstiti. Drugi prilaz koristi standardnu diskretizaciju na slojno-ada-
ptivnim mrezama. Ova neuniformna razlaganja domena se zasnivaju na una-
pred poznatim informacijama o ponasanju reSenja. Formira se mreza koja je
gusta u slojnim oblastima. Na takvim mrezama problem se efikasno resava
i u slojevima i van njih. Ovaj pristup je danas Siroko rasprostranjen i ko-
risti se u kombinaciji sa raznim numerickim metodama, kao sto su "upwind-
ing”, veStacka difuzija, kona¢ni elementi, ”streamline-diffusion”, postupak
konaé¢nih elemenata Petrov-Galerkina, itd. U sluc¢aju kada ponasanje resenja
nije unapred poznato, moguce je koristiti adaptivne postupke koji konstruisu
mrezu na osnovu informacija o numerickom resenju.

Postupcima konac¢nih elemenata se aproksimiraju ne samo klasi¢na, nego
i neklasicna resenja parcijalnih diferencijalnih jednacina. To je jedna od gla-
vnih prednosti ovih postupaka nad ostalim standardnim numeri¢kim postu-
pcima. Problem se postavlja u prostoru Soboljeva, to jest u Banahovom
prostoru slabo diferencijabilnih funkcija, i polazi se od slabe formulacije
diferencijalne jednacine. Domen se razlaze na konac¢nu uniju disjunktnih
poddomena. Zatim se nad svakim poddomenom (elementom) tacno resenje
aproksimira polinomom i na taj nac¢in se formira globalno diskretno resenje u
obliku po delovima polinomne funkcije koja pripada odredenom konaé¢nodi-
menzionalnom prostoru (prostoru konacnih elemenata). Zahvaljujuéi takvom
pristupu teorija interpolacije je zauzela znac¢ajno mesto u teoriji konacnih
elemenata. Konvergenciju postupka konacnih elemenata moguce je postici
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zguSnjavanjem mreze, pove¢avanjem stepena polinoma ili kombinovanjem
oba nacina. Tako se dobijaju h—verzija, p—verzija ili hp—verzija konacnih
elemenata. U zavisnosti od razlaganja domena, baza prostora konac¢nih ele-
menata se bira tako da njene funkcije imaju male nosace. Posledica izbora
takve baze je da formirani diskretni problem i odgovarajuéi linearni sistem
jednac¢ina imaju retku matricu, pa je njihovo resavanje umnogome olaksano.

Za dokazivanje uniformnosti postupaka konacnih elemenata koristi se
sledeca tehnika. Na osnovu dekompozicije resenja dolazimo do nekih oso-
bina resenja i njegovih izvoda. Dobijene informacije o resenju koriste se za
konstrukciju slojno-adaptivne mreze i prilikom izvodenja greske interpolacije.
Na kraju se izvodi analiza greske.

Rad je organizovan na slede¢i naécin.

Glava 1 posveéena je osobinama postupka konacnih elemenata. Kao
model za upoznavanje sa ovim postupcima koristi se elipti¢na parcijalna
diferencijalna jednacina drugog reda, ¢iji specijalan slucaj predstavlja SPP.
Potom su predstavljeni konformni i nekonformni FEM. Navedene su teorema
o egzistenciji slabog resenja (Laks-Milgramova teorema) i teorema o oceni
greske (lema Céa).

Glava 2 posvecena je jednodimenzionalnim singularno perturbovanim pro-
blemima sa unutrasnjim slojevima. Postojanje ovakvih slojeva, pored uobi-
cajenih konturnih slojeva, posledica je prekidnih polaznih funkcija. U ovoj
glavi izucava se problem konvekcije-difuzije sa prekidnim funkcijama. Kako
standardni Galerkinov postupak konacnih elemenata ispoljava probleme sa
stabilnoS¢u i generiSe oscilatorna numericka resenja, radi stabilizacije se ko-
risti ”streamline-diffusion” postupak konaé¢nih elemenata. Za tako konstru-
isan postupak se pokazuje e-uniformna konvergencija drugog reda na slojno-
adaptivnoj mrezi Siskinovog tipa. Svi numericki testovi dati u ovoj glavi
uradeni su pomoc¢u programskog paketa Mathematica 5.0.

Glava 3 predstavlja dodatak u kome su izlozene definicije i teoreme iz
algebre, analize i numericke matematike koje su koris¢ene u radu.

Na kraju su data dva priloga. Prvi prilog sadrzi oznake koje su koriséene
u radu, a u drugom prilogu su predstavljeni programi koji su koris¢eni pri
izvodenju numerickih eksperimenata.
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Glava 1

Postupci konacnih elemenata

Ova glava posvecena je postupcima konacnih elemenata za resavanje parci-
jalnih diferencijalnih jednacina drugog reda. Ovde su opisane glavne osobine
ovih postupaka. Takode, u ovoj glavi su uvedene potrebne oznake i pojmovi.

1.1 Prostori funkcija

Neka je €2 C R™ otvoren i ogranicen skup. U ovom odeljku se uvode posebne
klase realnih funkcija koje su definisane na skupu €2.

1.1.1 Prostori integrabilnih funkcija
Oznacimo sa LP(f2), 1 < p < oo, skup merljivih funkcija u za koje je
/Q]u(x)]p dr < 0.

Za dve funkcije u, v € LP(Q) kazemo da su jednake ako je u(z) = v(z) za
x € ), osim na skupu mere nula. LP()) je Banahov prostor sa normom

el = ([t az)”

Prostor L?(Q2) je osim toga i Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom de-
finisanim sa

(u,v)12(0) = /Qu(:v)v(x) dr, wu,v e L*Q).

5



6 1. Postupci konacnih elemenata

Ocigledno je [|ul|7(q) = (u,u)r2(0)-

Za p = oo sa L>®(Q)) oznacen je skup funkcija sa konaénim esencijalnim
supremumom. L*>(€2) je takode Banahov prostor sa normom

[ullz @) = esssupgequ(@)]-

Lema 1.1.1 (Helderova nejednakost) [1] Za svake dve funkcije uw € LP(S2)
iv e L), za koje je 1/p+1/q =1, vazi uv € L}(Q) i

[ 1u@e@)] de < ullsellel oo

U slu¢aju p = g = 2 Helderova! nejednakost poznata je pod imenom Kogi?
-Svarcova® nejednakost.

Sa L} .(92), p € [1,00), oznacen je skup svih funkcija u : Q — R takvih da

za svako x € Q) postoji otvorena okolina U takva da jed C Qi u € LP(U).

Funkcije iz L] (2) nazivamo lokalno p-integrabilnim funkcijama.

1.1.2 Prostori Soboljeva

U ovom pododeljku ¢emo dati definiciju i navesti neke osobine prostora
Soboljeva®. Prostori Soboljeva su znac¢ajni za analizu numerickih metoda
za reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina. Ovde ¢emo navesti neke

rezultate bez dokaza, a vise o prostorima Soboljeva se moze pronaéi u [1].

Neka je sa Ny oznacen skup nenegativnih celih brojeva. Multi-indeks je
naziv za n-torku
a=(ay,...,a,) €ENp.

Duzina multi-indeksa oo = («q, ..., ;) je nenegativan ceo broj
la| == a1 +ag+ -+ + ay,.

Multi-indeks (0, ..., 0) ozna¢avamo sa 0; jasno |0| = 0.

1Otto Ludwig Holder (1859-1937), nemacki matematicar

2 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematicar
3Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), nemacki matematicar
4Sergej Soboljev (1908-1989), ruski matematicar



1.1 Prostori funkcija 7

Podsetimo se sada pojma slabog izvoda funkcije. Neka je sa C§°(2) ozna-
¢en prostor beskonacno diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim nosa¢em u

Q.

Definicija 1.1.1 Lokalno 1-integrabilna funkcija u € Li,.(Q2) ima slabi izvod
w= D € L}, (Q) reda o ako je

(w7¢)L2(Q) = (—1>|al(U>Da¢)L2(Q)7 za svako ¢ € OSO(Q)'

Ako je funkcija diferencijabilna u klasicnom smislu, tada njen slabi izvod
postoji i jednak je klasicnom izvodu. Radi jednostavnijeg zapisa, koriste se
oznake

olely
Or{ 0xs? - - - Qwon’
i za slabi i za klasi¢ni izvod funkcije u, gde ¢e iz konteksta biti jasno koji
izvod se koristi.

D% =

Sada mozemo dati definiciju prostora Soboljeva.

Definicija 1.1.2 Za dati ceo broj k > 0 i p € [1,00] prostor Soboljeva reda
k definisan je sa

WEP(Q) = {u € LP(Q) : D € LP(Q), |a| < k}.

Na prostoru W#?(£2) su definisane norma

1/p
Z ”DQUHILJ/P(Q) y P € [1700)7
|| <k

[ullwre) =

> D% L, p = o0,

laf<k

1 seminorma

1/p
(Z ||Dau||iP(Q)) , D& [1,00),

=k
|u|kaP(Q) = |Oé‘

Z ||Dau”Loo(Q), p = Q.
la|=k
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Lako se pokazuje da je W*P(Q) normiran prostor. Stavise, imamo slededi
rezultat.

Teorema 1.1.1 [3] Prostor Soboljeva W"?(2) je Banahov prostor.

U nastavku se umesto W*2(Q) upotrebljava oznaka H*(Q); slovo H se
u literaturi koristi u ¢ast Davida Hilberta®. H*(2) je Hilbertov prostor sa
skalarnim proizvodom
(uav)Hk(Q) = Z (Dau7 DaU)LQ(Q)v u,v € Hk<Q)

la|<k

[zuzetno je vazan prostor Soboljeva HJ(Q2) definisan kao komplementi-
ranje prostora Cg°(€2) u odnosu na normu | - || zr@q). H(Q) je Hilbertov
prostor sa skalarnim proizvodom (-, -) gk i normom || - || gr). U slucaju
kada je € otvoren, ograni¢en i povezan skup sa LipsSic-neprekidnim (regu-
larnim) rubom® 92, prostor H}(2) ima osobinu

HY(Q) = {u c H'(Q):u(x)=0,z¢€ 89}.

Lema 1.1.2 (Poenkare-Fridrihova nejednakost) [21] Neka je Q@ C R
povezan i otvoren skup i neka uw € H{(Q). Tada postoji konstanta c*(£2),
nezavisna od u, takva da je

/Q]u(:c)|2 dr < c"‘%ﬁ;/Q

Veza izmedu prostora W*P(Q), L9(Q) i C™(Q) opisana je u teoremi o
potapanju. Teorema o potapanju se moze naéi u [3], a sledeca teorema pre-
dstavlja jedan njen deo.

ou
a[Ei

(x)r dz.

Teorema 1.1.2 [24] Neka je Q otvoren i ogranicen podskup prostora R™ sa
reqularnim rubom 0S2. Tada se za kp > n, prostor Soboljeva WkP(Q) moze
potopiti u Helderov prostor C*~1V/PI=LB(Q)) | gde je

MR FEN
6=
proizvoljan realan broj iz (0, 1), % € N.

®David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar
SRub 9Q je Lipsic-neprekidan (ili regularan) ako se moze lokalno opisati Lipsic
neprekidnim funkcijama.
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Direktna posledica prethodne teoreme je H¥(Q) C C™(Q), kada je k —
m > n/2. Dakle, neprekidne funkcije su H'-funkcije u jednodimenzionalnom
slucaju i H2-funkcije u dvodimenzionalnom slucaju.

1.2 Elipti¢éni problemi drugog reda

Elipti¢ne parcijalne diferencijalne jednacine se najces¢e modeliraju Laplaso-
vom” jedna¢inom

Au=20

i Poasonovom® jednac¢inom
—Au = f,
2
gde je A = Z 922 Laplasov operator.

Za predstavljanje postupka kona¢nih elemenata koristi¢cemo kao model
linearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda sa homogenim Diri-
hleovim konturnim uslovima na otvorenom i ograni¢cenom domenu €2 C R”,

— = Q, 1.1
;a%@@ >+Zb teu=f u (1.1)
u=0 na 09Q, (1.2)

gde koeficijenti a;j, b;, ¢ i funkcija f zadovoljavaju sledece uslove:
ai; € CYHQ), i,j=1,2,...,n,
by e C(QY), i=1,2,...,n,
ce (),
fec@,

n

zn: aij(x)&&; > Z za svako (&,&,...,&) €RY, xeQ, (1.3)

ij=1 i=1

gde je ¢ konstanta nezavisna od x i &;.

"Pierre Simon Laplace (1749-1827), francuski matematicar i astronom
8Siméon Denis Poisson (1781-1840), francuski matematicar i fizicar
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Napomena 1.2.1 Slu¢aj nehomogenih konturnih uslova se jednostavno ana-
lizira uvodenjem odgovarajuce transformacije, vidi [3]. &

Definicija 1.2.1 Klasi¢no resenje problema (1.1)-(1.2) jeste svaka funkcija
u e C*Q)NC(Q) koja zadovoljava diferencijalnu jednacinu (1.1) i konturni
uslov (1.2).

U opstem slucaju, egzistencija klasicnog reSenja nije uvek garantovana
jer to zavisi od glatkosti 02 i funkcija u (1.1)-(1.2). Ilustrujmo to sledeé¢im
primerom.

Primer 1.2.1 Posmatrajmo Poasonovu jednacinu sa homogenim Dirihle-
ovim konturnim uslovima na = (—1,1)™

—Auzsgn(%—p:\), x € €,
u=0, x € 0f).

Ovaj problem nema klasi¢no resenje u € C%(Q2) N C'(Q2). U suprotnom, Au
je neprekidna funkcija na €2, sto nije moguce zato sto sgn (% — \x|) nije ne-
prekidna funkcija na €.

Da bismo savladali nedostatke klasi¢ne teorije i da bismo mogli da se
bavimo parcijalnim diferencijalnim jednacinama sa nedovoljno glatkim po-
dacima generalizujemo pojam klasi¢nog resenja. UopStenje pojma klasi¢nog
reSenja jeste slabo resenje parcijalne diferencijalne jednacine.

Pretpostavimo da je u klasi¢no resenje problema (1.1)-(1.2). Mnozenjem
polazne jednacine (1.1) test funkcijom v € C}(Q) dobijamo

_Z/&c (”8 > vdm+2/b vda:+/cuvdx—/fvdx

i,j=1

Primenom parcijalne integracije na prvi integral i koristeéi da je v = 0 na

0f), dobijamo

Z/ ”guaﬁv dx —l—Z/b vdx—l—/cuvdx—/fvd:c

1,j=1
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za svako v € C§ (). Primec¢ujemo da ova jednakost ima smisla i ako nije u €
C?(2). Naime, dovoljno je pretpostaviti da u € L*(Q) i du/0x; € L*(Q), i =
1,2,...,n. Kako u treba da zadovoljava Dirihleove konturne uslove prirodno
je pretpostaviti da u € HE(€). Dakle, razmatramo slede¢i problem: naci
u € H}(Q) tako da je

” ou Ov " ou
29V /bi— d
iJzzl/szajaxiaxj x+; Q &UZU v

+/chvd93=/gfvd$7 Vo € Gy ().

Primetimo da je C}(Q) C H}(Q). Jasno, ako u € H}(Q) i v € H}(Q)
(umesto v € C3(£2)) gornja jednakost je i dalje tacna. Primetimo da viSe nije
potrebna pretpostavka a;; € C'(Q), jer koeficijenti a;; u gornjoj jednakosti
nisu pod znakom izvoda. Dovoljno je pretpostaviti a;; € L>(£2). Takode,
dovoljne su pretpostavke b; € L>(2) i ¢ € L*(2). Ovo nam daje motivaciju
za uvodenje sledece definicije.

Definicija 1.2.2 Neka a;;, by, ¢ € L®(Q) i f € L*(Q). Funkcija u € Hy(Q)
je slabo resenje problema (1.1)-(1.2) ako vazi

”2:1/ ngu 881} dx—l—Z/b auvdm—i—/cuvdw-/ fodz, (1.4)
za svako v € Hy(S2).

Jednacinu (1.4) nazivamo slabom formulacijom problema (1.1)-(1.2). Ja-
sno, svako klasi¢no resenje je istovremeno i slabo, dok obrnuto ne mora da
vazi. Na kraju ovog odeljka ¢emo navesti primer slabog resenja koje nije
klasi¢no.

Radi jednostavnosti uvodimo sledec¢e oznake
ow 0 0
Z / zgaz - Z/ b; wvdm+/ cwv dx, (1.5)

I(v) = /Q fodz. (1.6)



12 1. Postupci konacnih elemenata

Sada se problem (1.4) moze formulisati na slededi nacin

trazi se w e H}(Q) tako da je
(1.7)
a(u,v) =1(v) zasvako v e Hi(Q).

U nastavku ¢emo najpre navesti neke osobine karakteristi¢ne za bilinea-
rnu formu «a i linearnu funkcionelu [, a potom ¢emo navesti glavnu teoremu
o egzistenciji jedinstvenog slabog resenja w elipticnog problema (1.1)-(1.2).
Pomenuta teorema poznata je pod imenom Laks-Milgramova teorema.

Definicija 1.2.3 Neka je (V.| - ||) realni normirani prostor. Bilinearna
formaa:V xV —R je

i) neprekidna (ili ogranicena) ako postoji konstanta M, > 0 tako da je

a(w, v)| < Myllw| |[v]l, za svako w,v €V,

ii) V-elipticna (ili koercitivna) ako postoji konstanta o > 0 tako da je

a(w,w) > allw|®, za svako w € V.

Definicija 1.2.4 Neka je (V.|| - ||) realni normirani prostor. Linearna fu-
nkcionela | : V. — R je ogranicena ako postoji konstanta M; > 0 tako da
je

ll(v)] < M;||vl|, za svako v e V.

Sada ¢emo navesti Laks-Milgramovu teoremu o egzistenciji reSenja pro-
blema (1.7). Dokaz ove teoreme moze se pronadi u [3], [5], [23].

Teorema 1.2.1 (Laks-Milgram) Neka je (V,||-||) realni Hilbertov prostor.
Za neprekidnu V-elipticnu bilinearnu formu a : 'V X V. — R 1 ogranicenu
linearnu funkcionelu | - V — R, apstraktni varijacioni problem

trazi se w €V tako da je
(1.8)
a(u,v) =1l(v), zasvako v eV,

ima jedinstveno resenge.
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Vratimo se sada na elipti¢ni problem (1.1)-(1.2) i njegovu slabu formu-
laciju (1.7). Lako se pokazuje da je za svako fiksno w € H} () preslika-
vanje v +— a(v,w) linearno. Sli¢no, za svako fiksno v € H}(Q) preslikavanje
w — a(v,w) je linearno. Stoga je a(-,-) bilinearna forma na HJ () x H} ().

Pokazimo da je bilinearna forma a neprekidna. Primenom Kogi-Svarcove
nejednakosti dobijamo

la(w,v)| < Z max|aw
’Lj 1 e

+ max |c(z)] ‘/ w(z)v(x) dr
Q) Q

ow 81}
Q Ox; (995]

ow
+Zmax|b )|‘/Qa

lee

< (£ (Ll ) (Ll )
+z< ) ([ o ar)”
AT dw)”z (o )"

< (fra) "5 (g[S )]
[(frea)" 5 ;)]

gde je
é:max{ max max |a;;(z)|, max max|b( ), max\c(m)|}.

1<i,j<n 20 1<i<n ¢ zEQ

Dalje dobijamo da je
n 2 1/2
la(w,v)| < QnG[/ |w|2dx—|-Z/ ‘aw dx]
o A

>+@wm+;/‘ ]m
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Uzimajuéi M, = 2n¢ imamo da je
|a(w,v)| < Mo|lwl|m @) [0l ()
Dakle, bilinearna forma a je neprekidna.

Pokazimo i da je bilinearna forma a koercitivna. Da bismo to uradili
pretpostavic¢emo da b; € WLO"(Q). Koristedi (1.3), imamo da je

a(v,v 262/ dx+i/ﬂbz($)1

gde smo umesto 7” v pisali § (v2). Primenom parcijalne integracije na

drugi izraz na deSIlOJ strani prethodne nejednakosti dobijamo

1 2 0b; 5
dx—l—/ ( 8:1:1) |v|* dx.

o 2 dx + / (z)|v|* du,

a(v, v)

Pretpostavimo da koeficijenti bi, 1=1,2,...,nic zadovoljavaju nejednakost
1 " Ob; _
c—gdlvb—c—f 28x1>0’ x € (1.9)
Tada je
y>¢ 1.10
e[ i

Primenom Poenkare-Fridrihove nejednakosti dobijamo

a(v,v) > ;/ o] . (1.11)
Iz (1.10) i (1.11) sledi da je

a(v,v) > « (/Q |U|2dm+;/ﬂ ‘8;‘ dx) = oz||v||%,1(9), (1.12)

gde je a« = ¢/(1 + ¢*). Dakle, bilinearna forma a je koercitivna.

Proverimo da li je [ ograni¢ena linearna funkcionela. Preslikavanje v +—
[(v) je linearno. Zaista, za sve o, § € R1isve v, w € Hj(Q) vazi

l(ow + pw) = /Qf(x)(ow(x) + pw(x)) dx

= a/ﬂf(a:)v(a:)d:r—l—ﬁ/ﬂf(m)w(x dx

= al(v) + Bl(w).
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Primenom Kosi-Svarcove nejednakosti dobijamo

@) = |[ f@e()ds

([uera)” ([ ewra)”

< Hf”L?(Q)||UHL2(Q)
< Nfllze vl ar o)

IN

za sve v € H}(Q). U poslednjoj nejednakosti smo koristili ociglednu ne-
jednakost [|v||r2@) < ||v]|m1(). Uzimajudi M; = ||f||12(q) dobijamo da je
ogranicena linearna funkcionela.

Kako su zadovoljene sve pretpostavke Laks-Milgramove teoreme sledi da
postoji jedinstveno slabo resenje u problema (1.1)-(1.2).

Teorema 1.2.2 Neka a;; € L>®(Q), i,j = 1,...,n, b € Wh>(Q), ¢ €
L®(Q), f € L*(Q) i neka vaZe (1.3) i (1.9). Tada problem (1.1)-(1.2) ima
jedinstveno slabo resenje u € Hg (). Stavise,

1
1wl 1) < - 1 fllz2 @)

Dokaz. Postojanje i jedinstvenost slabog resenja posmatranog problema

smo ve¢ pokazali. Ostaje da se pokaze navedena nejednakost. Vazi
allullfng < alu,u) =) = (f, )@

< |(f,w)] < [[f 2@ llull 2
< N fllz@llull g,

gde smo koristili (1.12), (1.7), Kogi-Svarcovu nejednakost i definiciju norme
I N u

Napomena 1.2.2 Kada smo dokazivali da je a koercitivna bilinearna forma
pretpostavili smo da b; € Wh*°(Q). Medutim, uslov b; € WH>(Q) se moze
oslabiti tako da se koristi b; € L*(2) iz Definicije 1.2.2. Primenom (1.3) i
Kosi-Svarcove nejednakosti dobijamo

n 1/2
(0,0 > Aol ~ (Sl Wl bl + f ool
=1

1. 2 &
> el + [, (c0) -2 S Il ) o)
=1
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Uvodeéi novu pretpostavku

2 & _

—1

dobijamo nejednakost

koja je analogna sa (1.10). Sada, sli¢cno kao gore, dobijamo (1.12), gde je
a=¢/(24 2c¢). &

U nastavku dajemo primer slabog reSenja koje nije klasi¢no.

Primer 1.2.2 Posmatrajmo problem iz Primera 1.2.1. Sada je a;; = 1,
i=7,05;=0,1%#j,1<4,5<n, b(z)=0,c(z)=0, f(z) :sgn(%—kﬂ)
iQ=(-1,1)". Uslovi (1.3) i (1.9) su ispunjeni. Primenom Teoreme 1.2.2
dobijamo da posmatrani problem ima jedinstveno slabo resenje v € Hj(€2).0

1.3 Klasifikacija postupaka konacnih
elemenata

Postupci kona¢nih elemenata mogu se grubo klasifikovati u dve grupe: ko-
nformni i nekonformni postupci kona¢nih elemenata.

Prvu grupu konformnih FEM ¢ine oni postupci ¢iji prostor konaénih ele-
menata lezi u prostoru u kome se trazi resenje polaznog problema. Takode,
smatra se da su u slaboj formulaciji koju pretezno ¢ine integrali, sva izracu-
navanja ta¢na. Standardni postupak Galerkina i postupak Petrov-Galerkina
su konformni FEM.

Druga grupa nekonformnih FEM obuhvata sva ostala odstupanja koja
mogu nastati iz raglicitih razloga, na primer, pojava prekida kod susednih
elemenata (diskontinualni Galerkinov FEM), krivolinijski oblik domena (izo-
parametarski FEM), upoteba numericke integracije za izra¢unavanje koefici-
jenata diskretnog problema. Mnogo Sira grupa nekonformnih FEM ukljucuje
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razna uopstenja, koja su u literaturi poznata pod nazivom ”variational cri-

2

mes .

Pored ove dve grupe postoje i druge vrste postupaka konacnih elemenata,
kao Sto su mesoviti i hibridni FEM koji polaze od opstijeg oblika varijacionog
problema.

1.3.1 Konformni postupci konaénih elemenata

Prilikom konstrukcije pribliznog resenja varijacionog problema (1.8) u ko-
nformnom slucaju se polazi od konacnodimenzionalnog potprostora V;, C V.
Pretpostavimo da su zadovoljeni uslovi Laks-Milgramove teoreme.

Diskretni problem kojim se definise Galerkinov’ postupak konacnih ele-
menata glasi

trazi se wup €V tako da je
(1.13)
a(up,vp) = l(vy), zasvako v, € V.

Primenom Laks-Milgramove teoreme na prostor Vj, dobija se da postoji je-
dinstveno resenje uy, € V}, problema (1.13). Ovaj problem mozemo prikazati
kao sistem linearnih jednacina. Neka je V}, prostor dimenzije N i neka je
{¥1, P2, ... ¢oNn} njegova baza. Diskretno resenje wu; se moze predstaviti u
obliku

N
Up = Z Uh,iPi-
=1

Dakle, diskretni problem (1.13) se moze zapisati na slede¢i na¢in

trazi se  [up1,Unz, ... unn]’ €RY  tako da je

N (1.14)
Za(%‘as@j)uh,i =1l(pj), j=1,2,...,N.
i=1

Dobijeni sistem linearnih jednac¢ina je dimenzije N x N. Njegova matrica sa
elementima a(y;, ;) naziva se “stiffness” matrica ili matrica sistema. Vektor
desne strane [I(1), 1(p2), ..., 1(¢on)]T u (1.14) naziva se “load” vektor.

9Boris Grigorievi¢ Galerkin (1871-1954), ruski matematicar
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”Stiffness” matrica A = [a;;], a;; = a(p;, i), je pozitivno definitna, tj.
YTAY >0 zasve 0#Y eRrY.
Neka je Y = [y1, 42, .., yn]? # 0 i neka je

N
W= Yipi.
=1

Tada je zbog V-elipti¢nosti bilinearne forme a

N N N N
YTAY = Zzyz’ajiyj = Z Zyia(%, ©;)Y;

i=1 j=1 i=1 j=1
N N

= a Zyicpi,Zngoj, = a(w,w) > awl|]* > 0.
i—1 j=1

Dakle, A je pozitivno definitna matrica.

”Stiffness” matrica je regularna. Pretpostavimo suprotno da je A singu-
larna matrica. Tada postoji 0 # Y € RY takodaje AY =0, paje YTAY = 0.
Medutim, to je nemoguce jer je A pozitivno definitna matrica.

Na osobine matrice sistema diskretnog problema direktno utice izbor baze
{¢1,92,--.,on}. U opstem slucaju polazi se od dva vazna principa prilikom
odabira baze. Prvi princip je da bazne funkcije imaju $to manje nosace u
domenu problema. Drugi princip podrazumeva da broj baznih funkcija c¢iji
nosaci imaju neprazan presek sto manji. Ovi zahtevi imaju za posledicu da je
generisana matrica sistema retka, pa je reSavanje odgovarajué¢eg diskretnog
problema umnogome olaksano.

U nastavku ¢emo videti da izbor kona¢nodimenzionalnog prostora V} ima
veliki uticaj na ocenu greske. Glavni rezultat na ovu temu je lema Céal?, ¢iji
dokaz se moze pronaéi u [3], [6].

Lema 1.3.1 (Céa) Neka su pretpostavke Laks-Milgramove teoreme ispunje-
ne i neka je Vi, C'V konacnodimenzionalni linearni prostor. Ako su redom u
1 up reSenja varijacionog i diskretnog problema, tada vazi

M,
_ < 2% Gnf _
o= unll < 2 inf lu = wnl|

10C¢a je ovu lemu dokazao u simetriénom sluéaju 1964. godine. Nezavisno od njega,
isti rezultat je dobio i Varga 1966. godine. Godine 1968. Birkhof, Sulc i Varga prosirili su
lemu Céa i na nesimetrican slucaj.
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gde su M, konstanta neprekidnosti i o konstanta koercitivnosti bilinearne
forme a.

Napomena 1.3.1 Kada se na resavanje elipticnog problema (1.1)-(1.2) pri-
meni Galerkinov postupak konacnih elemenata dobija se

a .
lu = unllzrrey < == mf flu—unllm ).

&

Prilikom resavanja odredenih problema, nekada je zgodnije koristiti ra-
zlicite prostore kojima pripadaju priblizna resenja uy, i test funkcije v,. Kod
Petrov-Galerkinovog postupka konacnih elemenata koristi se ta ideja. Ovaj
postupak predstavlja generalizaciju (standardnog) postupka Galerkina. Po-
smatramo opstiji varijacioni problem

trazi se w € U tako da je
(1.15)

a(u,v) =1(v), zasvako veV.

Egzistencija resenja problema (1.15) data je u uopstenoj Laks-Milgrama teo-
remi.

Teorema 1.3.1 [3] Neka su (U, || -||v) i (V)] -||lv) realni Hilbertovi prostori,
a:U XV — R bilinearna forma il :V — R ogranicena linearna funkcionela.
Ako postoje konstante M, i o tako da je

a(u,v)] < Mg|ullv[lollv, weU, veV, (1.16)
inf  sup _alu,0) > a>0, (1.17)
0£uel ozvev [|ullolvlv
supa(u,v) > 0, zasvako veV, v#0, (1.18)
uelU

tada problem (1.15) ima jedinstveno resenje u € U.

Uopstena lema Céa daje ocenu greske izmedu tac¢nog i odgovarajuceg
diskretnog resenja problema (1.15).
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Lema 1.3.2 [3] Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 1.3.1 i neka su
U, C UV, CV linearni konacnodimenzionalni prostori jednakih dimenzija.
Ako uslovi (1.16)-(1.18) vaze kada se Uy, iV, zamene umesto U i V', redom,
tada diskretni problem

trazi se wup € U, tako da je
(1.19)

a(up,vp) = Uwvy), za svako vy € Vp,
ima jedinstveno resenje u, € Uy 1

a

) it =l

Ju = unllo < (14

1.3.2 Nekonformni postupci konac¢nih elemenata

Posmatramo ponovo problem (1.8). Pretpostavimo da vaze pretpostavke
Laks-Milgramove teoreme. Prilikom resavanja konkretnih modela razlicitih
pojava, usled uticaja brojnih faktora formiraju se diskretni problemi oblika

trazi se wup €V tako da je
(1.20)
ap(up,vp) = lp(vy), zasvako vy, € Vp,

pri ¢emu su bilinearna koercitivna forma ay, i ogranicena linearna funkcionela
[, definisane na konacnodimenzionalnom prostoru V;, C V. Znaci, nije potre-
bno da su ay i l;, definisane na V, sto prirodno sledi imajué¢i na umu da ay,
i [, najcesce predstavljaju kvadraturne formule kojima se aproksimiraju a i
[. Analogno diskretnom problemu (1.13), i diskretni problem (1.20) se moze
transformisati u sistem linearnih jednacina

trazi se  [up1,Una, .. upn|’ € RN tako da je

N (1.21)
> an(eiei)uni = l(pj), j=1,2,...,N.

i=1

U nastavku é¢emo navesti prvu i drugu lemu Strangal!, ¢iji dokazi se mogu
pronadi u [6].

HWilliam Gilbert Strang (roden 1934), ameri¢ki matematicar
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Teorema 1.3.2 (prva lema Stranga) Neka su pretpostavke Laks-Milgra-
move teoreme ispunjene. Tada postoji konstanta C' nezavisna od prostora Vj
tako da je

la(vn, wp) — an(vp, wy)|

llu —upl| < C’< inf [Hu—vhH—l— sup
Vh Vh

€ wp €V Hwh“
) —1
+ sup |l(wy) h(wh)|>.
wp €V ||wh||

U ovom slucaju je jos uvek ispunjena ”konformna” pripoda postupka
kona¢nih elemenata. Medutim, nekada je prihvatljivije pretpostaviti da je
Vi ¢ V. Ovaj slucaj opisan je u drugoj lemi Stranga. Najpre pretpostavimo
da su u diskretnom problemu (1.20) bilinearna forma ay, i linearna funkcionela
[, definisane na prostoru

V+Vi={w: w=v+uv, veV, v, €Vp},
kao i da u normi || - ||, koja zavisi od razlaganja domena, vazi
lap(w,vp)| < Mg, [|lw||n|lvnlln, zasvako weV +V,, v, €V,

an(vn,vn) > allvp]|?,  za svako wy, € Vi,

|lh(Uh)| < Mlh“Uhle za svako v, € V},,

za neke pozitivne konstante M,, , o, M, .

Teorema 1.3.3 (druga lema Stranga) Neka su pretpostavke Laks-Milgra-
move teoreme ispunjene. Tada postoji jedinstveno reSenje uy, € Vy, diskretnog
problema (1.20) i vazi sledeéa ocena greske

Ma, 1 aup, vp) — lp(v
o=l < (1422 inf o= wnlh+ - sup ja(un, vn) = bu(vn)]
[0 v EVY o on€Vi H/Uh”h

U narednim odeljcima ¢emo govoriti o formiranju potprostora V},, da¢emo
formalne definicije kona¢nog elementa i prostora kona¢nih elemenata.
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1.4 Konac¢ni elementi

Vazan korak u postupku konaénih elemenata jeste izbor prostora Vj, i nje-
gove baze. Posto je ova problematika usko povezana sa razlaganjem domena
polaznog problema, prvo polazimo od nekoliko zahteva koji se uobicajeno
postavljaju za jedno razlaganje u okviru konformnog FEM.

Neka je sa 2 C R" oznacen domen posmatranog problema koji je otvoren
i ogranicen skup.

Definicija 1.4.1 [6] Triangulacija ili mreza je razlaganje T = {k} domena
Q u konacni broj podskupova k, koje zovemo elementi, tako da su zadovoljene
sledece osobine

i) svaki element k € T je zatvoren i povezan skup cija je unutrasnjost k°
neprazna, a rub Ok je LipSic-neprekidan;
ZZ) ﬁ = UHGT Ry

ii) za svaka dva razlicita elementa ki, k; € T, vaZi k¢ N kG = 0.

Napomena 1.4.1 Tako pojam mreze iz prethodne definicije oznacava razla-
ganje domena, za jednodimenzionalne probleme je uobic¢ajeno da se pod ovim
pojmom podrazumeva skup deobenih tacaka. &

Da bismo predstavili konacne elemente na sto jednostavniji nacin, u na-
stavku se pretpostavlja da je Q C R? poligonalni domen koji se moze razloziti
na ravnostrane'? trouglove ili ¢etvoruglove.

Definicija 1.4.2 [6] Za triangulaciju T = {k} domena Q se kaze da je

i) dopustiva (ili ograni¢ena) ako za svaka dva razli¢ita elementa k;, k; €
T, je ki N K; ili prazan skup, ili zajednicki cvor ili zajednicka stranica
(tvica);

2Krivolinijske (izoparametarske) elemente je potrebno koristiti za domene sa krivolini-
jskim rubom
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ii) regularna po obliku ako postoji konstanta ¢ > 0 takva da za svaki
element k € T precnika hy i njegovu upisanu kruznicu precnika p, vazi
h
— <o
Pr

Na Slici 1.1 prikazan je primer dopustive i nedopustive triangulacije.

Slika 1.1: Dopustiva (levo) i nedopustiva triangulacija (desno)

Nakon izvrSene triangulacije domena prelazimo na izbor odgovarajuceg
kona¢nodimenzionalnog prostora Vj,. Ovom temom ¢emo se baviti u nare-
dnom odeljku, a sada ¢emo uvesti definiciju pojma konac¢nog elementa.

Definicija 1.4.3 [6] Konacni element je uredena trojka (k, P, %) sa slede-
éim osobinama:

i) k C R? je zatvoren skup ¢ija je unutrasnjost neprazna i rub LipSic-
neprekidan;

ii) P je potprostor C(k) konacne dimenzije s (njegove bazne funkcije se
nazivaju ”"shape” funkcijama);

iii) X, je skup s linearno nezavisnih funkcionela definisanih na P, gde je
svako p € P, na jedinstven nacin definisano preko s funkcionela iz 3.

Neka je {¢1,¢2,...,0s} skup s linearno nezavisnih funkcionela iz %,.
Tada postoji s "shape” funkcija p; € P., 1 =1,2,...,s, koje zadovoljavaju

o;j(pi) =65, 7=12,...,s,
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gde je 6;; Kronekerov simbol, to jest

0 i#y
5”_{ 1, i=j.

Takode, vazi

p= Zqﬁi(p)pi, za svako p € P,.
i=1

Linearne funkcionele ¢;, ¢ = 1,2,...,s, se zovu stepeni slobode konacnog
elementa.

1.4.1 Primeri trougaonih kona¢nih elemenata

Neka je k C R? trougao i neka je sa P, = Px(x) oznacen skup svih polinoma
stepena najvise k definisanih na x.

Primer 1.4.1 Linearni Lagranzov konacni element je trojka (k,Py(k), Xy),
gde je
Y = {¢17¢2a ¢3}7 ¢Z(p) = p<zz>7 p € Py

Tacke z; predstavljaju temena trougla k. Skup s zove se linearni Lagranzov
trougao (vidi Sliku 1.2, levo). O

Z3 Z3

z, z, z, %

Slika 1.2: Linearni Lagranzov trougao (levo) i kvadratni Lagranzov trougao
(desno)
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Primer 1.4.2 Kvadratni LagranZov konacéni element je trojka (k, Pa(k), X,),
gde je

En - {lea ¢27¢37 ¢127 ¢137¢23}7 ¢z( ) (Zz) ¢zg( ) (ZZ]) p e PH'

Tacke z; predstavljaju temena trougla x, a tacke z;; = (2, + 2;)/2, 1 <i <
j < 3 predstavljaju sredine stranica trougla x. Skup x zove se kvadratni
Lagranzov trougao (vidi Sliku 1.2, desno). O

Na isti nacin se konstruise Lagranzov konac¢ni element (k,Px(k),X,) za
proizvoljan stepen polinoma k. U tom slucaju je

dim(Py()) = ; (b +1)(k +2),
dok je

Y, = {gzﬁi:i: 1,2,...,;(/€—|—1)(k+2)}, oi(p) = p(z), pé€E P..

Tacke z; predstavljaju 3 temena trougla k, 3(k — 1) tacaka na stranicama

trougla ki —(k —1)(k — 2) unutrasnjih tacaka. Unutrasnje tacke su izabrane

tako da odreduju konacni element sa k — 3 stepena slobode.

U prethodnim primerima su stepeni slobode ¢; bili definisani preko vre-
dnosti u tackama odgovaraju¢eg argumenta. Takode, za stepene slobode
moguce je koristiti parcijalne izvode. Na taj nacin se dobijaju Hermitouv:
konacni elementi.

Primer 1.4.3 Kubni Hermitov konacni element je trojka (k, P3(k), Xx), gde
je
Zn = {(bb ¢27 ¢37 ¢1237 (bx 1, ¢y,17 sy ¢x 3 ¢y,3}7
¢i(p) = p(2i), P123(p) = p(2123),

G2i(P) = 0up(21),  Gyi(p) = Oyp(2i), P € Py,

Tacke z; su ponovo temena trougla x, a tacka z193 je srediste trougla x. Skup
k zove se kubni Hermitov trougao. Na Slici 1.3 prikazan je kubni Hermitov
trougao, pri ¢emu kruzi¢ ukazuje na izracunavanje gradijenta u oznacenoj
tacki. O

Postoje i drugi tipovi trougaonih konac¢nih elemenata, kao sto su reduko-
vani kubni trougao, Belov, Argirisov, Toherov trougao. Oni se medusobno
razlikuju po izabranim stepenima slobode i "shape” funkcijama. Vise detalja
o ovome se moze pronadi u [6] i [11].
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02123

z, %2

Slika 1.3: Kubni Hermitov trougao

1.4.2 Primeri pravougaonih konaé¢nih elemenata

Kada je k pravougaoni element u R? ¢esto se koristi linearni prostor Qg(r)
koga ¢ine funkcije p definisane na x oblika

plx,y) = Z Cijxiyju ci; € R.
0<i,j<k

Dimenzija ovog prostora je (k + 1) i vazi P(k) C Qr(k) C Por(k).
Primer 1.4.4 Bilinearni Lagranzov konacni element (vidi Sliku 1.4, levo) je

trojka (H, P, = Ql(/ﬂ)v 25)7 gde je

Y = {1, 02, 03,04}, &i(p) =p(2:), pE P

Tacke z;, 1 = 1, 2, 3,4 predstavljaju temena pravougaonika k. O

Primer 1.4.5 Bikvadratni Lagranzov konacni element (vidi Sliku 1.4, desno)
je trojka (K, P, = Qa(k), Xx), gde je

Yo =A01,02,..., 00}, i(p) =p(z), pE Py,

gde su tacke z1, 29, 23, 24 temena pravougaonika k, tacke zs, zg, 27, 2g sre-
dine stranica pravougaonika k, a tacka zg se nalazi u preseku dijagonala
pravougaonika k. O
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2y Z3 Zy Z3
V4
9
y4
8 [ ] 26
V4
21 22 Z,] 5 22

Slika 1.4: Bilinearni Lagranzov pravougaonik (levo) i bikvadratni Lagranzov
pravougaonik (desno)

Pravougaoni Lagranzov konac¢ni element za proizvoljan stepen £ je trojka
(k, P = Qr(k), Xy), gde je

Y= {¢17¢27 .. -a¢(k+1)2}7 ¢z(p) = p(zij)v JUAS P.

Tacka z;;, 1,7 = 0,1,...,k predstavlja uredeni par (z;, 2;), gde je 0 = z, <
7 <...<z,=1

Postoje takode i drugi tipovi kona¢nih elemenata, kao sto su redukovani
bikvadratni, bikubni Lagranzov konacni element. ViSe detalja o njima se
moze pronaéi u [6] i [11].

1.5 Prostori konacnih elemenata

U ovom odeljku govori¢emo o konstrukciji prostora konacnih elemenata V, u
kome se trazi priblizno resenje. Najpre je potrebno izvrsiti razlaganje domena
polaznog problema na konacan broj poddomena . Potom je potrebno opre-
deliti se za osobine svakog elementa. Element k zajedno sa ”shape” funkci-
jama i stepenima slobode predstavlja konacni element. Prostor konac¢nih
elemenata dat je sa

Vi={vn : Q@ —R: v|. € P, zasvako k€& 7T}

Razliciti izbori konacnih elemenata imaju direktnog uticaja na globalne
osobine funkcija iz V.
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Kada se formira prostor kona¢nih elemenata prelazi se na analizu greske.
Tvrdenje Céa leme ili druge Strangove leme ukazuje nam na moguénost
korig¢enja interpolacione funkcije u! € Vj, u greski aproksimacije ||u — vy]].
Posto se ipak bavimo funkcijama wu iz prostora Soboljeva potrebno je dati
preciznu definiciju interpolacione funkcije u!. Ograni¢imo se samo na La-
granzove konacne elemente, kod kojih stepeni slobode koriste vrednosti u
odredenim tackama elemenata. Interpolaciona funkcija u! € V), za datu
funkciju w, ili krace interpolant, se kod takvih kona¢nih elemenata definise
po delovima koriste¢i mrezu 7. Tako imamo da je
d keT,

.1
H_un7

u

gde je za konac¢ni element (k, P, Y,), lokalni interpolant ul dat sa
ul(r) = Z¢Z(u)pz(x), T € K.
i=1
Ocigledno je ¢;(ul) = ¢s(u), i =1,2,...,sipl = p za svako p € P..

Primer 1.5.1 Posmatramo jednodimenzionalni problem sa domenom €2 =
(o, B). Neka je T = {Ki,Ka,...,ky} mreza sa elementima x; = [z;_1, %],
zo = «, xy = (. Linearni Lagranzov konacni element (k;, By,, 2,) je defini-
san sa
Py, = Pi(Ki), Bw, = {1, 2},
¢1(p) = p(xi-1), ¢2(p) = p(x:), pE€E P,
"Shape” funkcije prostora P, su oblika

r; — X

Pri(x) = P Pri2(@) = P

T — Ti—1

Odgovarajuéi prostor kona¢nih elemenata V}, sastoji se od po delovima line-
arnih neprekidnih funkcija v,. Svaka funkcija v, € V}, se moze prikazati kao
linearna kombinacija "hat” funkcija ¢; : [zo, xnx] — [0, 1] (vidi Sliku 1.5) koje
su date sa

Pri2(T), @ € Ky,

QOI(I) = plﬁ;ﬂ,l(m); T e Ri+1, (122)

0, xXr € K; UIiH_l,
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zai=12...,N—1i

Pia(x), = € Ky,

po(r) =
07 x g K1,
pHN,Q(x)a T e RN,
pn(z) =
0, =¢&kn.
9,(x)
........... YRR PRS-
X0 X4 Xiq X; X XN-1 XN

Slika 1.5: Bazne funkcije za linearne konacne elemente

Dimenzija ovako konstruisanog prostora konacnih elemenata V}, je N + 1.
Funkcije ¢;, koje se mogu posmatrati kao globalne bazne funkcije za V},
imaju osobinu

wi(z;) =0, 1,7=0,1,...,N. (1.23)
Neka je v funkcija definisana na €2. Tada je interpolant u! € V}, po delovima
linearna funkcija za koju je

uéz = §¢J(u)pnzy<x) =u(x;i_1)pi_1(z) +ulz)pi(z), =€ kK.

Sada su trivijalno zadovoljeni uslovi
u'(x;) = u(x;), i=0,1,...,N, (1.24)

koji su uobicajeni za neprekidne interpolacione funkcije. Interpolant defini-
san na ovaj nacin poseduje slede¢u korisnu osobinu

()] < |u(@io)|gii(x) + |uzs)] ()
< ullzoo gy (pi1(z) + i) = llulleos,), @ € ki (1.25)
O
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[zracunavanja i analiza greske na svakom pojedinacnom elementu x su
komplikovana u vise dimenzija. Zato je u prakti¢noj primeni postupaka tipa
FEM od velike vaznosti formiranje afine familije prostora konac¢nih eleme-
nata V. Neka je sa 7, oznacena triangulacija koja se pojavljuje prilikom
konstrukcije prostora Vj,.

Definicija 1.5.1 [6] Familija prostora konacnih elemenata Vy, sa triangulaci-
jama Ty, je afina familija, ako postoji konacan element (R, Py, Xz) sa sledeéim
osobinama:

i) za svako k € Ty, postoji afino preslikavanje Fy, : k — K tako da za svako
vy, € Vi, vazi
vnle = e (FY),  za neko pp € Py

it) za svako k € Ty, svaka funkcionela ¢ € X se moZe izraziti u obliku

¢(p) :¢&(pan)a pEPm

za neko ¢p € Yi.

Konacni element (i, Py, %;) se naziva referencni element.

Za prostor konacnih elemenata iz afine familije, najveéi deo izracunavanja
koeficijenata matrice sistema se obavlja na referencnom elementu. Takode,
sve ocene greske interpolacije u — u! se najpre izvode na &, a potom se
transformisu tako da vaze na celom domenu. Ove ocene u velikoj meri zavise
od izbora konac¢nih elemenata.



Glava 2

Problemi konvekcije-difuzije sa
unutrasnjim slojevima

Posmatramo slede¢i linearni jednodimenzionalni problem konvekcije-difuzije
bez povratnih tacakal

Lu:=—cu" 4+ +cu=f u Q=(0,1),
(2.1)
u(0) = u(1) =0,

gde je 0 < € < 1 mali perturbacioni parametar, a b, ¢ i f su realne funkcije
definisane na intervalu [0, 1]. Pretpostavlja se da je

1 _
b(z) > >0, c(z)>0, clx)— 3 Vizg) >~v>0, z€Q, (2.2)
za pozitivne konstante (i .

Napomena 2.0.1 Bez umanjenja opStosti se posmatraju problemi koji su
definisani na jedini¢nom intervalu = (0,1). Za opstije singularno pertur-
bovane probleme tipa (P) sa Dirihleovim konturnim uslovima

{ —eu"+bu'+cu=f u Q=(de),

u(d) =ya, ule) =,

'Nule funkcije b nazivaju se povratne tacke.

31



32 2. Problemi konvekcije-difuzije sa unutrasnjim slojevima

uzimajudi

5 T —e T —d
ila) = u@) + x(@), X() = e

dobija se da funkcija u zadovoljava problem

Li:=f+Lx u (de),
u(d) = u(e) =0,

dok linearno preslikavanje x — (x—d)/(e—d) transformise proizvoljni domen

(d,e) u (0,1). O

Napomena 2.0.2 Iz prve pretpostavke b(z) > 3 > 0, x € Q za problem
(2.1), druge dve nejednakosti u (2.2) uvek mogu biti zadovoljene uz pomoé
transformacije u(x) = v(z)e* sa specijalno izabranom konstantom k. &

U narednoj teoremi dati su uslovi za egzistenciju klasi¢nog resenja pro-
blema (2.1).

Teorema 2.0.1 [24] Neka koeficijenti operatora £ u (2.1) pripadaju prostoru
C%(Q) 1 neka vaZe pretpostavke (2.2). Tada postoji jedinstveno resenje u €
C?*(Q)NC(Q) odgovarajuéeg problema. Stavise, kada b, ¢, f € C**(Q) tada
jeu € Ck2e(Q).

Za glatke polazne funkcije resenje problema (2.1)-(2.2) ima graniéni sloj
u okolini x = 1 i &irine je O(eln(1/e)). Vise detalja o ponasanju resenja i
njegovih izvoda na celom domenu dato je u narednoj teoremi.

Teorema 2.0.2 [24] Za funkcije b, ¢, f € C3(Q) resenje u problema ko-
nvekcije-difuzije (2.1)-(2.2) se moze dekomponovati u obliku w= S+ FE, gde
reqularna komponenta S i slojna komponenta E zadovoljavaju LS = f, LE =
0, 7 za svako x € Q, k=0,1,2,3,

1ISW(z)| < C, |EW(x) < CeFe P2l

Napomena 2.0.3 U slucaju vece glatkosti funkcija b, ¢ i f ocene izvoda u
Teoremi 2.0.2 vaze i za k > 3. <&
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Pri analizi greske, polazi se od dekompozicije resenja u = S + E, gde S
predstavlja regularnu komponentu (deo resenja koji je sa svojim izvodima
e-uniformno ogranicen), a E je slojna komponenta koja opisuje ponaSanje
resenja u slojevima. Takva dekompozicija se koristi pri konstrukciji slojno-
adaptivnih mreza, kao i za dobijanje greske interpolacije.

2.1 Opsta analiza greske

Posmatrajmo sledec¢i opsti problem

trazi se uw €V tako da je
(2.3)
a(u,v) =1l(v), zasvako v €V,

gde je V Hilbertov prostor, a : V x V — R bilinearna forma il : V —
R linearna funkcionela. Ogranicavamo se na konformni postupak konacénih
elemenata, tj. polazimo od kona¢nodimenzionalnog potprostora V, C V.
Diskretni problem glasi

trazi se wup €V} tako da je
(2.4)
ap(up, vp) = lp(vy), za svako vy € V,

gde su ay, i1}, bilinearna forma i linearna funkcionela definisane na potprostoru
Vi, Pretpostavimo da problemi (2.3) i (2.6) imaju jedinstvena resenja, to jest
da su zadovoljene pretpostavke Laks-Milgramove teoreme.

Neka je {¢1, 2, . .., par} skup baznih funkcija M-dimenzionalnog prosto-
ra Vh.

Definicija 2.1.1 Biortogonalna baza prostora Vi, u odnosu na bilinearnu
formu ay, je skup funkcija {\', N2, ... . XM} C Vj, takav da svako N ima oso-
binu

an(pi, N) = 8ij,  za svako i=1,2,..., M, (2.5)

gde je ;; Kronekerov simbol. Funkcije N se nazivaju diskretnim Grinovim
funkcijama.
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Pitanje da li je Definicija 2.1.1 dobro formulisana zavisi od jednacine (2.5)
i jedinstvenosti njenog resenja A’ za svako j = 1,2,..., M. Ako, na primer,
bilinearna forma a; ima osobinu Vj-elipticnosti, tada homogeni problem

trazi se wup € V), tako da je
(2.6)
ap(up,vp) =0, zasvako v, € Vp,

ima samo trivijalno resenje u, = 0, pa (2.5) ima jedinstveno resenje. Pi-
tanja egzistencije i jedinstvenosti funkcija N zavise od polaznog problema
konvekcije-difuzije i izabranog postupka konacnih elemenata. Ovoj proble-
matici ¢e biti posvecena vec¢a paznja u narednim odeljcima.

Pretpostavimo da za prostor Vj, postoji biortogonalna baza. Tada, kao
direktna posledica (2.5), sledi postojanje jedinstvene reprezentacije

M
vp = > ap(vn, \¥) gy, (2.7)
P

za svako vy, € V. Takode, moguce je definisati linearni operator P : V — V},

sa
M

Pu=>ap(v,\)gy, veEV.

k=1

Zbog osobine (2.7) operator P je projekcioni operator na Vj, tj. vazi Pv, =
vp, za svako vy, € Vj,.

Neka je data opsta mreza QY = {xg, z1,..., 25} C [0, 1], gde je
O=zxg<m<...<zy=1, NEN

Pretpostavimo da za funkciju u postoji dobro definisana interpolaciona fu-
nkcija u! € V}, na Q.

Kako je Pu! = u!, greska u — u;, se moze predstaviti u obliku
u—up=u—u’ + P’ —u)+ Pu—uy,. (2.8)
Ovakva reprezentacija greske sastoji se iz tri dela. Prvi deo u — u! se naziva

greska interpolacije, drugi deo P(u’ — u) greska projekcije i treéi Pu — uy,
greska konzistencije. Poslednji deo je dobio ovakav naziv jer je Pu — u, =0
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u slu¢aju konzistentnog postupka kona¢nih elemenata®. Zaista u slucaju ko-
nzistentnog postupka konac¢nih elemenata dobija se

M
Pu= Zah u, /\k Yor = Zlh )\k Z uh,)\k B = Up.

k=1 k=1

U narednim odeljcima se uz pomo¢ reprezentacije greske (2.8) izvodi
ocena greske u tackama mreze

lu(z;) — un(zs)], x; € QY.

Takode, osobine izabranog kona¢nodimenzionalnog prostora V}, se koriste za
dobijanje tacnijih podataka o ponasanju greske u pomenutim tackama i o
oceni greske na podintervalima [z;_1,2;],7=1,2,..., N.

Neka V}, koristi linearne Lagranzove elemente. Sada se lako moze izvesti
ocena greske u — uy, na svakom elementu k; = [z;_1,2;],7=1,2,..., N. Prvo
pretpostavimo da je ve¢ pokazana e-uniformna ocena greske u tackama mreze
tipa

lu(z;) — un ()| <O(N), x; € QY

gde je
lim J(N) = 0.
N—o0
Neka je i € {1,2,..., N} proizvoljno i neka = € ;. Tada primenom nejedna-

kosti trougla dobijamo

[u(z) — un(2)] < |u(z) — ' (2)] + |u' () — un(2)].

Drugi sabirak u ovoj nejednakost ocenjuje se sa

[u' () — un(2)|

= |u(wi—1)pio1(x) +u(@:)pi(@) — up(i1)pi1(x) — unlzi)pi(z)|
< u(wio) — un(@io1)|wioi () + |u(@s) — un(x:)|pi()
< J(N),

27a postupak kona¢nih elemenata kazemo da je konzistentan ako vazi

ap(u,vp) = lp(vy), zasvako vy € V.
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zat=2,3,...,N—1. Funkcije ¢;, koje se javljaju u gornjoj oceni, definisane
su u (1.22). Ista ocena greske se dobijaizai=11i¢= N. Dakle, na svakom
podintervalu k; se dobija

[u(@) = un(@)] < [lu = u'll s,y o + IN). (2.9)

Vratimo se ponovo na reprezentaciju greske (2.8). Neka je z; € QV fiksi-
rana tacka mreze. Tada se greska u izabranoj tacki svodi na

u(z;) —up(2;) = u(ag) —ul(z;) + Plu! —u)(z;) + (Pu— up) ()
= Pu’ —u)(z;) + (Pu—up)(x;),
jer je za linearni interpolant u! ispunjeno (1.24). Pri tome je greska projekcije

N

P(u" —u)(z;) = Z an(u’ —u, NV op(2;) = an(u’ —u, \Y). (2.10)

U opstem slucaju se greska konzistencije Pu — u, moze zapisati u obliku

N N
Pu—u, = > ap(u, N)or — > an(un, A¥)epy,
k=0 k=0
N-1
= Zah“Ak% Zlh)\k@k‘f’zl)\k — > alu, \") o
k=0 =1
N
= Z(ah —a)(u, /\k)gok + Z(l — lh)(/\k)gok. (2.11)
k=0 k=0

Sada je greska konzistencije u tacki mreze z; data sa
(Pu —up)(z3) = (an — a)(u, \) + (1 — 1) (\Y).
Na kraju zakljucujemo da greska u tacki mreze ima oblik

w(z;) — up (i) = ap(u’ —u, N + (an, — a)(u, \Y) + (1= 1) (\9). (2.12)
2.2 Problemi konvekcije-difuzije sa prekidnim
funkcijama

Za probleme konvekcije-difuzije sa dovoljno glatkim polaznim funkcijama, do
sada u literaturi postoji ogroman broj rezultata o e-uniformno konvergentnim
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postupcima (u smislu Definicije 0.0.1); vidi [9], [15], [18]. Medutim, ne po-
stoji dovoljno rezultata o problemima konvekcije-difuzije kada su koeficijenti
prekidne funkcije. U nastavku ¢emo analizirati takve probleme.

Posmatramo linearni jednodimenzionalni problem konvekcije-difuzije ¢iji
su koeficijenti funkcije sa prekidom u ta¢no jednoj unutrasnjoj tacki d do-
mena 2 = (0,1). Ako uvedemo oznake €y = (0,d) i {22 = (d, 1) problem se
svodi na pronalazenje funkcije u € C?(2; U Qy) N CH(Q) koja zadovoljava

Lu:=—cu"+bu/=f u Q UQ,,
u(0) = u(1) = 0, (2.13)
bl < ¢, ([fl(d)] <C,

gde je 0 < ¢ < 1 perturbacioni parametar, a d je e-nezavisna tacka. Skok
funkcije g u tacki d oznacavamo sa [g|(d).

Iz Teoreme 2.0.1 sledi da za dovoljno glatke funkcije b i f resenje u pose-
duje grani¢ni sloj u okolini tacke x = 1. Zbog prekidnosti funkcija b i f sada
se dodatno pojavljuje i unutrasnji sloj u okolini tacke prekida.

Problem ovog tipa, ali sa grani¢nim slojem u okolini tacke x = 0, ra-
zmatran je u [10]. U tom radu je konstruisan e-uniformno konvergentan
postupak za resavanje posmatranog problema. Taj postupak ukljucuje po de-
lovima uniformnu mrezu, koja je prilagodena grani¢nom i unutrasnjem sloju,
i standardnu "upwind” konac¢nu diferencnu Semu. Pokazano je da operator
L zadovoljava princip maksimuma, predstavljena je dekompozicija resenja i
dokazan prvi red konvergencije datog postupka na Siskinovoj mrezi.

Pretpostavimo sledece:
b je dovoljno glatka funkcija na Q\ {d},
f je dovoljno glatka funkcija na Q\ {d}, (2.14)
1 _
b(z) > >0, —ib'(m)27>0, z € Q\ {d}.

Poslednja pretpostavka u (2.14) je ista sa pretpostavkom (2.2). To znadci
da se druga nejednakost uvek moze dobiti iz prvog uslova (vidi Napomenu
2.0.2).
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2.3 Dekompozicija reSenja

Nas cilj je konstrukcija slojno-adaptivnih mreza i analiza greske. Da bismo
to izveli potrebno nam je predznanje o ponasanju reSenja u problema (2.13),
kao i njegovih izvoda.

U dokazu teoreme o dekomporziciji resenja u problema (2.13) koristi se
sledec¢a lema, koju navodimo bez dokaza.

Lema 2.3.1 [10] Neka b, f € C*(2; UQy). Pretpostavimo da je
b(z) > >0, x€QUQ,.

Ako je u € CHQ) N C?* (2 U Q) resenje problema

e +bu = f, xe€QUQ,,

w(0) =ug, u(l)=uy,

[l(d)] < €, [[fUd)] < C,
onda vaZe ocene

1
||U||Lo<>(§) < max{|uol, [u1]} + BHfHL‘X’(ﬁ\{d}):
Hu(k)HLoo(ﬁ\{d}) S Cgik, k= 1,2,3.

Napomena 2.3.1 Problem iz Leme 2.3.1 ima grani¢ni sloj u okolini tacke
x = 0. Dokaz ove leme se analogno izvodi i za problem (2.13) sa grani¢nim
slojem u okolini z = 1. &

Kada su koeficijent konvekcije b i desna strana u (2.13) glatke funkcije,
osobine resenja su prikazane u Teoremi 2.0.2 o dekompoziciji resenja. Ovde
se dekompozicija vrsi posebno na svakom od poddomena €2y i €25, gde se na
svakom od njih ponaosob primenjuje Teorema 2.0.2.

Teorema 2.3.1 Resenje u problema (2.13) se moze dekomponovati u obliku

u=_5+FE,
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gde za k=0,1,...,q vazi
1IS®(z) < C, x €Uy, (2.15)

Ceke=Pld—n)/e 7 e Q,
|IE® (2)] < (2.16)
Ce e PU-D)/e 2 e O,

a maksimalni red q zavisi od glatkosti funkcija b i f na Q\ {d}.

Dokaz. Prema Lemi 2.3.1 je

1
[ull oo @y < BHf”LOO(ﬁ\{d})’

pa je funkcija u e-uniformno ogranicena.

Na intervalu €y resenje u problema (2.13) zadovoljava

Lu(x) := —eu(x) + b(x)u/ (x) = f(x), x €y,
(2.17)
u(0) =0, wu(d)=r,

gde je r € R. Primenom Leme 2.3.1 na problem (2.17) dobijamo

1 1
lull ey < max{0, |} + Fl e @) = Il + e @)

Kako je funkcija w e-uniformno ogranicena, sledi da je |r| < C. Prema
Teoremi 2.0.2 postoji dekompozicija u = S; + E; na €2y takva da vazi

1SH (@) <0, |EP (@) < Cehe P g e
ik=0,1,...,q.
Analogno posmatrajuéi interval €5 i problem

Lu(x) == —eu(x) + b(x)u/(x) = f(x), €y,
(2.18)
u(d)=r, wu(l)=0,

dobija se druga dekompozicija u = S + Es na ) takva da je ispunjeno

1S @) <0, |EP(z)] < Cerhe P2/ 1 eQ,,



40 2. Problemi konvekcije-difuzije sa unutrasnjim slojevima

ik =0,1,...,¢q. Primetimo da je r isto u (2.17) i (2.18), jer je funkcija
u € C?*(Q UQ) NCYHAQ) jedinstvena prema Teoremi 2.0.1.

Na kraju dokaza dovoljno je uzeti S = S;, E = E; na ;15 = 5,
E= E2 na Q2. [ |

Teorema 2.3.1 ukazuje na postojanje granicnog sloja u x = 1, sto pre-
dstavlja tipicnu osobinu za probleme konvekcije-difuzije. Ovde je dodatno
pokazana i egzistencija unutrasnjeg sloja u okolini tacke z = d.

2.4 Slojno-adaptivne mreze

Pri numerickom resavanju singularno perturbovanih problema, za aproksi-
maciju reSenja van slojeva dovoljno je da se koristi gruba mreza. Medutim, u
slojnim delovima domena je pozeljno da mreza bude dovoljno gusta kako bi sa
prihvatljivom tac¢nos¢u dobili numericko resenje. Zato je potrebno pazljivo
izvrsiti diskretizaciju domena. Iz tog razloga se generisu slojno-adaptivne
mreze (”layer-adapted meshes”). Tranzicione tacke su tacke domena u ko-
jima mreza prelazi iz fine u grubu ili iz grube u finu.

U ovom odeljku se za diskretizaciju polaznog domena koristi po delovima
ekvidistantna Siskinova (S-) mreza, koja je prilagodena slojevima u z = d
i z = 1. Mreza Siskinovog tipa se zbog svoje jednostavnosti cesto sreée u
literaturi. Pored mreze S-tipa koristiéemo Bahvalov-Siskinovu (BS-) mrezu,
koja predstavlja modifikaciju S-mreze, a prvi put je predstavljena u [14] za
dvodimenzionalni linearni problem konvekcije-difuzije, ali se moze koristiti i
za jednodimenzionalni problem. Takode, koristicemo modifikovanu Bahva-
lov-Sigkinovu (mBS-) mrezu.

Neka je N > 4 paran ceo broj i neka je

o |d T o [1—d 7T
Al—mln{Q,ﬁalnN}, )\g—mln{Q,ﬁelnN}, T>1.

Pretpostavka 2.4.1 Neka je Ay = Ay = A\, A = %an, jer je u supro-

tnom N~! jako malo u poredenju sa ¢, preciznije N~' < Ce~¢. Takode,
pretpostavimo da je ¢ < OCN~L.
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Konstruisimo mrezu tako da je ekvidistantna na €, i postepeno izdeljena
na , gde je
Q.= (0,d—=N)U(d,1—N),

Qp=(d—N\d)U1-\1).

Tranzicione tacke biraju se tako da je

rn=d— N\
4

S

—d, zew=1-\
4

Zbog postojanja dodatnog unutrasnjeg sloja u tacki x = d, potrebno je
da se koriste dve generativne funkcije mreze® ¢ i ¢o. Funkcije ¢ i ¢o su obe
neprekidne, po delovima neprekidno diferencijabilne i monotono opadajuce i
imaju osobine

¢1(1/4) =InN, ¢:1(1/2) =0,
$2(3/4) =InN, ¢»(1) =0.
Funkcije karakterizacije mreze 1p; definisane su sa v; = e %, i =1, 2.

Tacke mreze su date sa

4(d — M, i eI, u{o},

d_%¢1(ti); i € I,
v = (2.19)
d+4(1—d-\)(t—14), i€l

1_%¢2<t1)7 i 6147

N N N
L=<1...,— Lh=«—+4+1,...,—
1 {7 74}7 2 {4+ ) 72}7

N 3N 3N
Ii=q—+4+1,...,— ILi=<—+1,....N}.
3 {2+a 74}7 4 {4 +a ) }

U Tabeli 2.1 prikazene su funkcije karakterizacije Siskinove, Bahvalov-
Siskinove i modifikovane Bahvalov-Siskinove mreze.

3Strogo monotona funkcija ¢ : [0,1] — [0, 1] koja preslikava uniformnu mrezu po £ u
slojno-adaptivnu mrezu po = sa = ¢(§) se naziva generativna funkcija mreze.
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Tabela 2.1: Mreze S-tipa za problem (2.13)

S-mreza

P1(t) = e~ 2072 N max [¢'| = Cln N
Po(t) = e~ 1IN max |¢'| = CIn N
BS-mreza

i(t) =1—=2(1— N1 —2t) max [¢)'| = C
Uo(t) =1—4(1—-N"1H(1 -1 max |¢/| = CN
mBS-mreza

P (t) = emU=20/a=1420) g = % + ﬁ max |¢'| = C
ba(t) = e~20-0)/(a=2+20) max |¢/| = Cln? N

U nastavku je sa max |¢'| oznacen maksimum |¢'| na odgovarajuéem
domenu, za funkciju ¢ = ¢, za neko k = 1,2. Ova konvencija u zapisu
¢e se odnositi i na funkcije .

Pretpostavka 2.4.2 Neka generativne funkcije mreze zadovoljavaju

N 'max|¢}| < C, k=1,2. (2.20)
U nastavku ¢emo navesti neke osobine lokalnog koraka mreze h;.

Lema 2.4.1 Za tacke mreze x; iz (2.19), lokalni korak mreZe h; ima osobinu

CeN'max|¢'|, i€ I, Uy,
h; < (2.21)
ON_I, 1€ ;U Is.

Stavise, vaZe sledece ocene

. eﬁ(d—$i—1)/(75) max |w£|, 1 E IQ,
7 EN_l (222)
g Pl=zi-0)/ () max [y, i € I,
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Dokaz. Neka i € [;. Tada prema (2.19)

1=l
N N

m:4M—AWr4%Q:4M—M< ):4d—nN*.

Za 1 € I3 vazi

b = d+Ml—d—M<u—;)—d—Ml—d—M(QJ—;>
= 41 —-d—-ANN""

Dakle, na poddomenu 2, domena §2, imamo

{Md—MNl, i€l
h; =

A1—d— NN, i€l

pa je
hiSCN_l, 1€ 1 UIs.

Posmatrajmo sada poddomen € koji odgovara slojevima. Ako je i € I,
onda je

hi = d— T;¢1(tz) —d -+ T;Qﬁl(til)

= (@1(ts) — di(tin))

-5
= —T;Qﬁ(ﬂz‘)(tz’—ti—l)
= 5N

CeN ' max |¢)],

IN

za neko p; € (t;_1,t;). Na slican nacin se dobija ocena i za i € Iy.

Detaljnijom analizom na ; se dobija da je

N ¢ (p;) = EN—le/)z’)
e "B Ui(pi)’

3

hi:—T
p

1€ Is.
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Kako je v rastuca funkcija, tada je

h; < T;N_l%(ti—l)_lmaXWH

- T; N1ePd2i-0)/ ) o ||

Sliéno se pokazuje i druga ocena u (2.22). [ |

Posledica 2.4.1 Kada je i € Iy U I, lokalni korak mrezZe h; ima sledeéu

osobinu
CeN~'InN, na S-mre#,

hi << Ce, na BS-mreZi, (2.23)

CeN~'In* N, na mBS-mrezi.

gtavi§e, vazi ocena
h;, <CN' i=1,2,... N. (2.24)
Dokaz. Prva ocena sledi iz (2.21) i
CInN, na S-mrezi,
max |¢'| = { CN, na BS-mrezi,
CIn* N, na mBS-mrezi.

Kako za generativne funkcije mreze vazi (2.20) koriste¢i pretpostavku e <
CN~! konaé¢no se dobija

h; <Ce<CN7Y ielLUlI,.

Iz (2.21) i Pretpostavke 2.4.2 dobija se sledeca ocena

hi
— <CN 'max|¢/| <C, i€ LUI,.
9
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2.5 Postupak konac¢nih elemenata Galerkina

U ovom odeljku ¢e biti predstavljen postupak konacnih elemenata koji se
koristi za numericko resavanje problema (2.13).

Polazimo od slabe formulacije problema (2.13) koja glasi
trazise weV =H}(Q) tako da je

(2.25)
a(u,v) =1l(v), zasvako veV,

gde je
a(v,w) = (ev’,w') + (b, w), U(w)=(f,w), v,weV,

i (+,-) skalarni proizvod na prostoru L?(2).

Egzistencija reSenja u problema (2.25) dobija se primenom Laks-Milgra-
move teoreme. Pokazimo da su zadovoljene pretpostavke pomenute teoreme.
Lako se pokazuje da je [ linearna funkcionela na V. Pokazimo sada da je
linearna funkcionela ! ograni¢ena. Primenom Kogi-Svarcove nejednakosti i
nejednakosti ||w||r2q) < ||w|| g1 (@) dobijamo

l(w)| = |<f,w>|:\ [ @yt da

< (fywra)” ([ p@eae)”

= [ fllzelwlizz) < N flle2@)llwl a1 o)

za sve w € Hy(Q). Stavljajuéi da je M; = || f||12(q) dobijamo da je linearna
funkcionela [ ogranic¢ena. Trivijalo se pokazuje da je a bilinearna forma na
V x V. Sada pokazujemo neprekidnost bilinearne forme a. Primenom neje-
dnakosti trougla i Kosi-Svarcove nejednakosti dobijamo

|(5w’ V') + (bw',v)|
< |(ew' v)|+|(bw )|

= ’/511) x)dz| + ’/ (x) dz

< e [ /@ @) do -+ bl g /|w o(w)| da

|a(w, v)]
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IN

wax{e Pl g} [ 100 do+ [ /ot ]
(e Wl ([, 1@ ) ([ 1voras)”
([ wa@ea)” ([ ) ”2]

waxte Wl g ([ ol ae) 4 ([ @ ar) ]
x[(/g |v(9c)\2dx>1/2—|— (/Q\v’(:c)de)l/Q]

1/2
2max(e, [l )| [ 0@ o+ [ o' ]

><[/ﬂ|v(a:)|2dx+/Q|v’(x)|2dx]1/2.

Uzimaju¢i M, = 2max{e, [|b]| ;@\ 4y} imamo da je

IN

IN

IA

|a(w, v)| < Mo|lwl|mio) [|v] m@)-

Dakle, bilinearna forma a je neprekidna. Ostaje da se pokaze da je bilinearna
forma a koercitivna. Vazi

a(w,w) = (ew',w") + (bw',w)
= 6/(w')2dx+/ bw'w dx
Q Q
1
~ N+ [ b(w?) da.
s/Q(w) T+ A 2(w) x

Primenom parcijalne integracije na drugi integral i primenom pretpostavke
—1b/(x) > v > 0 dobijamo da je

a(w,w) = 5/9(10')2 da:—/gw2 <;b’) dx
> e/Q(w/)zdx—l—/Q”yw2dx

> a(/g(w')de—k/Quﬂdx)

= alwli
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gde je @« = min{e, v}. Dakle, bilinearna forma a je koercitivna.
Predstavimo sada postupak konac¢nih elemenata na opstoj mrezi
QN:{Io,ZEl,...,xN}, N € N.
Neka je sa
hz’:xi_a]i—h i:1,2,...7N
oznacen lokalni korak mreze i neka je
~ hit+hig ;i
- 2 ) Pt
Neka je V}, prostor koga ¢ine po delovima linearne funkcije koje imaju vre-

dnost nula u tackama xrqg = 0 i xy = 1. Sama konstrukcija i neke osobine
ovog prostora su ve¢ prikazane u Primeru 1.5.1.

h;

Diskretni problem kojim se definise konformni FEM za problem (2.13)
glasi
trazi se wup € V) CV  tako da je
(2.26)

a(up,vp) = l(vy), zasvako v, € V.

Takav postupak se naziva postupak konacnih elemenata Galerkina. Na osno-
vu Laks-Milgramove teoreme sledi da postoji jedinstveno diskretno resenje
problema (2.26).

Diskretno reSenje u;, se moze predstaviti u obliku

up(x) = ;) Un,ipi (),

gde up; €R, 1 =0,1,..., N ivazi
N N
up(x;) =Y upipi(x;) =D upidij =upy, j=0,1,...,N.
=0 i=0

Diskretni problem (2.26) se moze transformisati u sistem linearnih jedna-
¢ina oblika

trazi se  [uno, Un1,---,unn]’ € RN tako da je
N
a(wi, pj)un; = U(p;), j=0,1,...,N.

=0

)
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Na taj nacin se dobija sledec¢a diferencna Sema

ENUZ' = —€(D+UZ' — D7Uz> + ozZ»D+ui + 6ZD7Uz = / - f(pz dx
Ti—1

(2.27)

UOIUNzoa

gde je u; = up(z;),i=1,2,...,N—11

Dty — Uit1 — U !
ul - h - h )
i+1 i

i+1 Ty
o = hipy 1)90;+180z' dz, [ = hi/ 590;;%' dzx.
x; Ti—1
U nastavku ispitujemo osobine matrice A = [a;;] = [a(gj, i)], koja odgo-
vara Semi (2.27). Uoc¢imo najpre da je a;; = 0 za |1 — j| > 1, tj. A je
tridijagonalna matrica. Vazi

€ 1 T
a(pi—1,pi) = T e / b(x — x;_1)dx < 0.
7 Ti—1

)

Za dijagonalne elemente je ispunjeno

1 1 1

hi—i—l Ti—1

1 z;
— 5 / o b(xi — x)dx
hiv1 Ja;
> 0.
Kako je
€ 1 Tit1
a(pit1, pi) = —M‘i‘hg/ b(wip — x)dx

7 i+1 7T
5 1 Tit1

S T +h?+1” | o @\(ay) . (Tiy1 — ) dx
€ 1

= i + §HbHL°°(§\{d})7

da bi vazilo a(p;11,¢;) < 0, potreban nam je uslov

2
hiy1 < 2 (2.28)

11l oo @y fay)
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Dakle, A je L-matrica ukoliko je korak mreze dovoljno mali u poredenju sa
e, odnosno kada je mreza gusta. Kada je uslov (2.28) narusen, tj. kada je
korak mreze veliki, matrica A nema L-oblik, pa nije M-matrica. Zbog toga
je narusSena stabilnost ovog postupka. Direktna posledica nestabilnosti po-
stupka jeste pojava oscilacija. Slede¢i primer ilustruje pojavu oscilatornog
numerickog resenja, ¢ak i na slojno-adaptivnoj mrezi.

Primer 2.5.1 Posmatrajmo sledeéi test problem

—eu”(x) +u'(x) = dos(x), x€(0,1),

gde je

Dirakova® delta funkcija.

Slika 2.1: Tacno reSenje (sivi grafik) problema —1073u” + v’ = &y 5, u(0) =
u(1) = 0 i njegovo numericko resenje (crni grafik) dobijeno standardnim
postupkom Galerkina na Sigkinovoj mrezi sa N = 26

4Paul Andrien Maurice Dirac (1902-1984), britanski matematicar
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Tac¢no resenje ovog problema je

1— et ef(l—e%>
S 1—e:

ez (1 — eg) N e: (1 — e‘g) 405,

1 I

14 et 1—e:

Na Slici 2.1 prikazan je grafik tacnog resenja posmatranog test problema
sa € = 1073. Takode, na istoj slici prikazano je i numericko resenje dobijeno
standardnim postupkom Galerkina sa linearnim Lagranzovim elementima na
Siskinovoj mrezi sa N = 2.

Na Slici 2.2 prikazano je numericko resenje dobijeno istim postupkom,
ali van slojeva. Uocavamo da standardni postupak Galerkina za problem
konvekcije-difuzije sa prekidnim funkcijama produkuje oscilatorna numericka
resenja, cak i na slojno-adaptivnoj mrezi. U Tabeli 2.2 prikazani su greska
EN red konvergencije pV i Sigkinov red konvergencije pY (vidi odeljak 2.12).
Rezultati ukazuju na skoro drugi red konvergencije standardnog postupka
Galerkina na Siskinovoj mrezi u diskretnoj maksimum normi. Da bi se izbegle
oscilacije potrebno je obezbediti dodatnu stabilizaciju samog postupka.

0. 0001

0. 00005 AAA/\/\/\/\

- 0. 00005
-0. 0001
- 0. 00015

- 0. 0002
0

<
<
<
<7
<
——
<

Slika 2.2: Numericko resenje problema —107%u” 4+ v’ = dy5, w(0) = u(1) =0
dobijeno standardnim postupkom Galerkina van slojeva
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Tabela 2.2: L®-norma greske, red konvergencije pV i Siskinov red konverge-
ncije pY za problem iz Primera 2.5.1

9 Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

1072 0.024987 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
1073 0.025482 0.008560 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10~ 0.025778 0.008746 0.002871 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10=° 0.025816 0.0087915 0.002909 0.000937 0.000292 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10~6 0.025819 0.008796 0.002914 0.000942 0.000296 0.000090 0.000027 0.000008 0.000002
1077 0.025820 0.008796 0.002915 0.000942 0.000296 0.000091 0.000027 0.000008 0.000002
10—8 0.025820 0.008796 0.002915 0.000942 0.000296 0.000091 0.000027 0.000008 0.000002

107? 0.025820 0.008796 0.002915 0.000942 0.000296 0.000091 0.000027 0.000008 0.000002

EN 0.025820 0.008796 0.002915 0.000942 0.000296 0.000091 0.000027 0.000008 0.000002
pN 1.55343 1.59322 1.62864 1.66817 1.70172 1.72896 1.75013 1.76754 -
pjs\r 2.10787 2.04887 2.01725 2.00969 2.00682 2.00451 2.00381 2.00504 -

]

Da bi se izbegle oscilacije za diskretizaciju problema (2.25) izabracemo
”streamline-diffusion” postupak kona¢nih elemenata (odeljak 2.8). Ispitajmo
najpre konvergenciju postupka Galerkina na slojno-adaptivnoj mrezi (2.19).
U tu svrhu éemo izvesti ocenu za gresku interpolacije u L*-normi.

2.6 Greska interpolacije

Vazan deo ocene greske (2.12) u tackama mreze u(z;) — up(z;) jeste greska
interpolacije u — u!. Zato najpre izvodimo njenu ocenu.

Teorema 2.6.1 Greska interpolacije na mrezi (2.19) sa T > 2, se moze

ocenits sa o
CN2max |[¢/|*, x € Qy,
lu(z) — v (x)] < (2.29)
CN~2, r € Q..
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Dokaz. Prema klasi¢noj teoriji, za proizvoljnu funkciju g € C?[z;_1, x;],
1=1,2,..., N, vazi

”g - gIHLOO[-Tifl»Ii] < Ch?Hg”HLO"[mFLQ]' (230)

Za dokazivanje ocene (2.29) koristi se razlaganje u = S + E iz Teoreme
2.3.1 i odgovarajué¢a dekompozicija v/ = ST 4+ E!. Dakle,

u—u' = (S -8+ (E - E.

Iz (2.30) za regularni deo S — ST gregke interpolacije se dobija
[S(2) — S ()| < CRNS" Lol w)s @ € [wimy, i,

Sada iz (2.15) i (2.24) se dobija

|S(x) — ST(x)| <CN2 z2eq. (2.31)

Posmatrajmo sada slojni deo greske E — E'. Neka je

er(x) = e P ey

eo(x) = e PU=DE 1 e Q.

Za funkcije e;(z) i ex(x) vaze sledece ocene

C, T e ﬁl N Qf,
e1(x) < (2.32)

CN7, ze€h N,

C, T e QQ N ﬁf
eo(x) < (2.33)
CN™, x Gﬁg ﬂﬁc

Na skupu Q; koristimo ocenu dobijenu na osnovu klasi¢ne teorije

|E(5L‘) - El(x)| < Ch?“E”HLC’C[l‘FuIJ’ LS [xi—hxi]'
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Neka je [x;_1,x;] C [d — A, d]. Tada je

[E(x) = E'(z)] < Chie?[lefropi 1
< (ON2e28(d=zi-1)/(Te) jhax |7vbi |2 max e Pld=2)/e
- ze[azi,hxi]
< C«N72€25(d71i,1)/(Ts)efﬁ(dfcci)/a max ‘wi ‘27

prema oceni za E” iz Teoreme 2.3.1 i prvoj oceni o h; iz (2.22). Vazi

e25(d7x¢,1)/(‘r€)efﬁ(dfmi)/s — e2ﬁhi/(rs)eﬁ(Qf‘r)(dfzi)/(Ts) < Ceﬂ(Qf‘r)/\/(Ts) — NQ*T’

jer je h; < Ce it > 2. Sada se konacno za x € [z;_1, ;] C [d — A, d] dobija

|E(z) — B ()| CN ™ max [y [*N*77

<
< CN?max || (2.34)

Prethodna ocena se sli¢no izvodi i na ostatku skupa ;.

Na osnovu osobine (1.25) linearnog interpolanta na poddomenu €, slojni
deo greske E — E' se moze oceniti na sledeéi nacin

|E(z) = BN2)| < 2/|Bl|limf 120 @ € [mio1, 7]
Sada prema (2.16), (2.32) i (2.33) vazi
|E(z) — BE'(z)| <K CN™7, x€Q.. (2.35)

Na kraju zaklju¢ujemo da iz (2.31), (2.34) i (2.35) sledi tvrdenje teoreme. M

Posledica 2.6.1 Za 7 > 2, greska interpolacije na S-mreZi je ogranicena sa

CN72In*N, z€Qy,
u(z) —u!(z)] < B

CN_Q, T e Qw
dok je na BS-mrezi i mBS-mreZi

lu(z) —u'(z)] <CN7?, z e

Dokaz. Dokaz se izvodi jednostavno primenom prethodne teoreme i oso-
bina za max |¢’| koje su navedene za sve tri mreze u Tabeli 2.1. |
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Napomena 2.6.1 Za slucaj S-mreze pretpostavka 7 > 2 se moze oslabiti,

jer se slojni deo greske interpolacije £ — E' na Q moze oceniti na slede¢i

nacin

|B(x) = E'(x)] < ChE"|| (s, 00

< C’(gN_l In N)2€_2||€1,2||L°°[55i71,55i]

< CN?I*N.

Sada je dovoljno da je 7 > 1 i koriste se ocene (2.23), (2.16), (2.32) i (2.33).
&

Teorema 2.6.2 Neka vazZe Pretpostavke 2.4.1 1 2.4.2. Tada linearni inter-
polant u! € Vj, funkcije u na mreZi (2.19) sa 7 > 2 zadovoljava

CN'max|y/|, x € Qy,
el(u—u')(2)] <

CN~2, x € (2.
Dokaz. Prema klasi¢noj teoriji, za proizvoljnu funkciju g € C?[x;_1, z;],
i=1,2,..., N, vazi
19 = 9"l osrw) < Chillg"llLofoi s 001 (2.36)
Za dokaz ove teoreme koristi se razlaganje u = S + F iz Teoreme 2.3.1 i
odgovarajué¢a dekompozicija u! = ST + ET. Dakle,
u—u' = (S-S +(E-E.

Za regularni deo greske interpolacije S — S?, nejednakost (2.36) zajedno
sa (2.15) ima za posledicu

(S =8 (2)] < ChillS" | w12y € [Tim1, ]
Ako je sada x € 0 N Qy, onda je
(5 - 8T)()] < CeN-1ePd=v/te) ma |
CeN~1eP ) max )|

Cemax ||
C N~ max |¢/|

IA

IN
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95

prema prvoj nejednakostu u (2.22), izboru parametra A, kao i Pretpostavci
2.4.1. Ako je x € Q1 N, onda je

(S - 8" (a)] < ON"!

prema drugoj nejednakosti u (2.21).

Za slojni deo greske interpolacije F — E' na skupu €y N, se ponovo
koristi klasi¢na ocena (2.36). Imamo da je

el(E — B ()]

IN - IAIA

IN

CshiHEU”L"O[Ii—l,ﬂCi]
CN ' max |¢1|65(d_1’i—1)/(7—5) max e—ﬁ(d—x)/e

r€[Ti-1,24]

C'N~!max |91 |€ﬁ(dﬂ”*1)/(”)e’ﬁ(d*”’”)/E
= CN 'max |w/1’eﬁhi/(”)eﬂ(l_T)w—xi)/(m)

C N~ max |¢].

Ovde se najpre koristi nejednakost iz (2.22) o koraku h; i ocena (2.16) za E".
Potom su primenjeni nejednakost h;/e < C'i pretpostavka 7 > 2. U slucaju
kada je x € [z;_1,2;] C 3 N Qy, imamo

el(E— B ()] <

e|B'(x)| + el (E") (x))]

< el Bl ropmiorag + CeNIEl| Lo
< Qe Pld—wi)/e 4 OgNeBld—zi)/e
= C(1+eN)e P/
< C(1L+eN)e Ve
= C(14+eN)NTT
< CN".
Sliéno se analizira slucaj x € ),. [ |

Posledica 2.6.2 Za T > 2, izvod greske interpolacije na S-mrezi je ogranicen

sa

ON_lth, x Gﬁf,

el(u—u')(z)] <

ON—2, x € Q,,

dok je na BS-mrezi i mBS-mreZi

el(u—u')(x)] <CN', ze€Q.
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Dokaz. Dokaz se izvodi jednostavno primenom Teoreme 2.6.2 i osobina
za max || koje su navedene za sve tri mreze u Tabeli 2.1. [ |

2.7 Konvergencija u || - |-

U ovom odeljku ¢emo ispitivati konvergenciju standardnog postupka Galer-
kina na slojno-adaptivnoj mrezi za problem (2.13) u odnosu na e-tezinsku
H'-normu || - ||. definisanu sa

[WIiZ = el 2 + 1012y 01720 Z/QU(x)2dx-

Najpre ¢emo pokazati da je bilinearna forma a(-, ) koercitivna u odnosu
na normu || - ||.. Zaista,

a(w,w) = (ew',w') + (bw', w)
= e/(w’)2dz+/ bw'w dx
Q 0

= S/Q(w’)2 d:L’—l—/Qb;(wQ)’dx

1
= &?/Q(w/)2 dx —/Qw2 (21)’) dx
> <€/Q(w’)2 dx+/g’ywz dx
> min{l,~} <5/Q(w')2 dm%—/ﬂw2 dx)
= min{l,~} (5||w/||i2(9) + HwH%Q(Q))
= min{1, 7}|w]]?

za sve w € Hy(Q).

Teorema 2.7.1 Neka generativne funkcije mreze (2.19) sa 7 > 2 zadovolja-
vaju Pretpostavku 2.4.2 i neka vazi nejednakost
max |¢'| In'/? N < CN. (2.37)

Tada je
|u — upl. < CN~'max|y/|. (2.38)
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Napomena 2.7.1 Funkcije karakterizacije Siskinove, Bahvalov-Siskinove i
modifikovana Bahvalov-Siskinove mreze zadovoljavaju nejednakost (2.37). <

Dokaz. Neka je n = u —u! i x = u! — u,. Koristeéi tehniku iz [15],
Teoreme 2.6.1 i1 2.6.2 dobijamo

Inll: < ON~* max|y]. (2.39)

Za ocenu  najpre koristimo koercitivnost bilinearne forme a u odnosu
na normu || - ||, Galerkinovu ortogonalnost® i parcijalnu integraciju

min{1, 7}|x[Z < a(x,x) = —a(n, x) = —(en', ') — (b7, X)
= —e(',xX) + (0'n,x) + (bn, X').

Primenom parcijalne integracije na prvi sabirak dobijamo

x Tk
k _/ 77XH dl") =0,
Tr—1 Th—1

jer je n(zx—1) = n(xr) = 01 x linearna funkcija. Za drugi sabirak vazi

Tk

N N
(e, xX)=¢)_ n'x dv=¢e)" (nx’
k=1 k=1

Tr—1

(¥ < 1001 < C [ Inxl de < Cllnllx Xl
< Clnllil-

Primenom Helderove nejednakosti tre¢i sabirak ocenjujemo na sledec¢i nacin

(on,x") < [(bn,x)]

dex d 1-X
< o[Tmtaes 7 der [ e o
0 d—A d
! /
/ |nx|d93>
1-X
< C (Inllz=@a=n Xl @a=) + 10l 2 @-r.a) I | £ @=r.

+ 1l zee @a-n 1X [ 21 @ 1-) + HUHLO@(l—A,l)HX/||L1(17A,1)) :

Sa(u—wup,vp) =0 zasve vy €V
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Na (0,d — \) imamo

N/2 N/2

Tk 1 T
I loay = > [ Wide<cY — [" |xlde
k=1 YTk—1 k=1 "'k JTk—1

d-\ d—X d=A

- CN/ x|dz < CN / 12 dx / (x)* dz
0 0 0

= CONvVd— X|x|lz200,a-2) < CNJx|le-

Analogno, na intervalu (d,1 — A) dobijamo

X Nl 22 (a,1-3) < CN x|l

Na (d — A, d) imamo

d d d
IX' |t @=ra) = / X[ dz < \// 1? dz \// (X')? da
d—A d—A d—A

= VXNl z2@-ra) = CVEVINN|IX [l 12a-20)
< CvInN|x|.,

gde smo koristili Kogi-Svarcovu nejednakost i A = Celn N. Na intervalu
(1 — A, 1) analogno se dobija

X122 -x1y < CVILN x|l

Sada imamo da je
min{1,7}xll: <C (Il + Nlnllz=@a- + VIn N0l ze(a-ra
+ Nl @iy + Ve Nl = -aa)
pa iz (2.29) i (2.39) dobijamo
Ixll- < € (N~ max [¢| + N~ + N~ max [¢/|*VIn N) .
Uz pomo¢ nejednakosti (2.37) dobijamo
Ix]l- < CN~ max [¢']. (2.40)

Koristedi nejednakost trougla, zatim ocene (2.39) i (2.40) dobijamo tvrde-
nje teoreme. |

Teorema 2.7.1 ukazuje na prvi red konvergencije standardnog postupka
Galerkina za problem konvekcije-difuzije sa prekidnim funkcijama na slojno-
adaptivnoj mrezi u energetskoj normi.
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2.8 ”Streamline-diffusion” postupak konac¢nih
elemenata

U odeljku 2.5 smo videli da postupak konacnih elemenata Galerkina daje
oscilatorna resenja, cak i u slucaju slojno-adaptivnih mreza. Da bi se izbegle
oscilacije koje su direktna posledica nestabilnosti pomenutog postupka, za
diskretizaciju problema (2.25) bira se jedan drugi postupak kona¢nih eleme-
nata - "streamline-diffusion” postupak konacnih elemenata (SDFEM).

Ovu vrstu stabilizacije prvi put su primenili Hjuz i Bruks u [12] za pro-
blem konvekcije-difuzije sa dominantnom konvekcijom. Oni su predlozili mo-
difikaciju standardnog postupka Galerkina koja zapravo ukljuc¢uje primenu
postupka Petrov-Galerkina sa izmenjenim test funkcijama. Tako se dodaje
vestacka difuzija, ali samo u pravcu konvekcije, i postize se stabilizacija postu-
pka. Iz tog razloga je SDFEM poznat i pod nazivom ”streamline-diffusion”
Petrov-Galerkinov metod.

U ovom odeljku ¢emo predstaviti SDFEM za problem (2.13). Neka je
data opsta mreza QY = {xg,21,...,2x}, N € Nineka je sa h; = x; — x;_1,
1=1,2,...,N oznacen lokalni korak mreze.

Neka je V}, prostor koga ¢ine po delovima linearne funkcije koje imaju vre-
dnost nula u tackama xqg = 0 i xy = 1. Diskretni problem kojim se definise
nekonformni SDFEM za problem (2.13) glasi

trazi se wup € V) CV  tako da je

(2.41)
ap(up,vp) = lp(vy), zasvako vy, € Vp,
sa
N
ap(vp, wp) = (evy, wy,) + (buy, wy) + Z/ O (—evy + buvy)bwy, dx, (2.42)
k=1"%k-1

Tk

N
Ih(wn) = (f,wn) + S fbuw, dz,
k=1

Trp—1

i nekim parametrom d; € RT. Jasno, ako je d, = 0 za svako k dobija se
diskretni problem koji odgovara standardnom postupku Galerkina (2.25).
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7Streamline-diffusion” normu (SD-normu) definisemo na sledeéi nacin

loli3o = elle' I +v||v||m+z [ o) s, eV,
Tk—1

i u odnosu na nju pokazujemo neprekidnost i koercitivnost za bilinearnu
formu a;. Imamo da je

ap(wp,wy) = (ew),wy) + (bw),, wy) —l—Z/ (—ewy, + bwy, )bwy, dx
Tr—1
_ / ) dz + / by, dx—i—z / Sub (w))? da
Tp—1
Q Q 2 Th—1

Primenom parcijalne integracije na drugi integral u prethodnom izrazu do-
bijamo

ap(wp, wp) = z—:/(wh)2d /wh( b'> d:):+2/ 51b% (w))? da
Q Tk—1

/wh dx+’y/whdx+2/ )? dw
Tp—1

v

= elluilia +vuwh||Lz<m+z J G CARE:
Tk—1

= [wnll$p.

Dakle, a; je koercitivna bilinearna forma. Ostaje da se pokaze da je ay
neprekidna bilinearna forma. Vazi

lan(wn,vp)| = |(sw),vy,) + (bwy, vp) +Z/ (—ewy, + bwy,) buy, dx
Tp—1

ok
2
Spb*wi vy, dx
k—1

< /sw/v’dx’+‘/bw’v dx
- ’Q h=h Q hEh

-y
k=1

< 5/ ”d+/b’ d
> Q|whvh| x Q|whvh| x

) <\/£bw§l> (\/abv;,) dz
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112 1/2 12 12 /
< ([ ruhlar) ([ 1oh7 )"+ Wl [ behen de
N [ i 2 12 7 2 1/2
+> </ Ok d:z:) (/ dﬂ?)
k=1 Th—1 Tr—1
712 1/2 12 12
< de) (il o)
< 5</Q|wh| x Q|Uh| r
[ —— 1/2 1/2
el gy ([ tunf ar) ™ ([ onf )
Y Q &
N 1/2 1/2
Tk 2 /12 Tk 20,012
—i—Z </ dxb” Jwy,| dx) (/ Oxb” vy, dx)
Tk—1 Tk—1
b . 1/2 1/2
< e 1 O L )™ (i o)
Q
1/2 1/2
o ([ ae) ([ onf ar)
Q
N 1/2 o 1/2
+> < 8ub? |w;, | dx) (/ 8:b° [0 da:) ]
k=1 Ti_1 Tr—1
[ —— 1/2
- 17””L<ﬂ\{d})} lgl/z ([ b a)
Y
1/2 T 1/2
o) ([ i o
1/2
|j€1/2 / ’1) ’2 dl’) + ,)/1/2 </ ’UhP dl’)
)
N o 1/2
+> (/ ok o) dl")
k=1 \"%k=1
bl ;oo
< Qmax{l,HHL(Q\{d})} {8/ |w) |* dx + ’y/ lwp,|? da
2 Q 2
1/2
+z [ il | x [z f i e
Tho1 &
1/2
+7/ |up |2 dx—l—Z/ A da:]
Tk—1
< My, ||wnllspllvnllsp,
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gde je My, = 2max {17 ||b||Loo(§\{d})/7} :
Sada prema Laks-Milgramovoj teoremi sledi da postoji jedinstveno resenje
uyp, diskretnog problema (2.41).

Ako je {¢o, ¢1,...,pn} baza prostora Vj, onda postoji jedinstvena repre-
zentacija

N
uh(:v) = Z uh,kcpk(m), Up; € R.
k=0

U tackama mreze vazi

N N
ui = up(25) = > unpr(:) = D tp Ok = Ung-
k=0 k=0

Diskretni problem (2.41) se moze transformisati u sistem linearnih jedna-
¢ina oblika

trazi se  [up0, U1, ..., upn|t € RN tako da je

N (2.43)
> an(ei@i)uni = l(pj), j=0,1,...,N.

i=0

Na taj nacin se dobija sledeta diferencna Sema

LNy = —e(DYu; — D™ w;) + a; Dy + ;D wy = 1y (ip;),

(2.44)
Uy = uAT::07
gde je u; = up(x;),i=1,2,...,N—11
Uit1 — Uy - Ui — Ui—1
Dtu; = ol ™ p ;= ,
YT T T T
Titl / 2 1 /
a; = hiy1 _ (0101 + 0i1b™ iy 107) do,
Bi=hi [ (bl + S ¢0)) da
Ti 1
Struktura matrice sistema A = [a;;] = [an(p;, ¢i)], koja odgovara di-

ferencnoj semi (2.43), utice na izbor "streamline-diffusion” parametra (SD-
parametra) ¢;. Matrica A je tridijagonalna matrica, jer je a;; = 0 za |1 — j| >
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1. Neka je b = 10]] 100 0\ fay)- VaZzi da je

ah(QOi,h S01> = —h— — ﬁ . b(l‘ — .’L’l',l) dr — ﬁ/ b2 dx
< —E—ﬁ/ (x—xi_l)dx—ﬁ/ b dx
e b 4 /fﬂz
= ———=— — b’ dr <0
hl 2 hZQ Ti—1
kada je 6; > 0. Dalje je
€ Titl / Titl g /
an(Qiv1, i) = T hie +/ b1 d90+5i+1/ b*pi 1 pid
i+ x; Xq
£ 1 Tit+1 6i+1 Tit1 9
= — +—/ bz, —z)dr — / b* dx
hivi By Ja (@i ) hiiy Ja

€ b 0jpq [T
< St / v dz.
Kada je hj11 < E uzimamo da je d;11 = 01 vazi ap(pir1, ;) < 0. U ovom
slucaju, kada je korak mreze h;.; dovoljno mali, standardni postupak Gale-
rkina daje zadovoljavajuée rezultate. Kada je h;1q > %: uzimamo da je

Ti41 ;
/ b%‘ﬂ @; dx

i

Tit1
/x- b 901—1—1901 dl’

A

i vazi ap(pit1,pi) < 0. Ostaje jos da se ispita znak dijagonalnih elemenata.
Imamo da je

1 1 1 sz
an(i, i) = € <hZ + h1+1> + h*? /-'l‘il b(x —x;_1)dx

1 Tit1 (5 Zi 0; 1
b(z; do + 21 / B2 dy + O / b2 d
hH_l Lz (.I’ +1 = ) T+ h2 + hH_l . xr

1
()L e

b /$1+1 5 Ti 5@-1—1 Titl
L 2 )d:c+—/ b di + / b di
h12+1 Zi ( o h2 hz-i—l Zi
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1 1 Bob 0 (T, 0 [T
Y R R e

> 0.

Iz gornjeg razmatranja zakljucujemo da SD-parametar biramo na sledeci
nacin:
, 2¢e
9; =0, akoje h; < 7 (2.45)

-1
5 = — (/ boipi_1 dx) (/ AT dx) , akoje h;> ?8 (2.46)
Jednostavnim ocenama se u slucéaju (2.46) dobijaju sledeée nejednakosti

s

< 24
2b2h2 <9 (2.47)

= 95
Uzimajuéi u obzir ponasanje koraka h; na mrezi S-tipa (2.19) dobijamo da
je

5 <CN', i=1,2,...,N. (2.48)

Sa ovakvim izborom SD-parametra dobija se da je matrica sistema Seme
(2.44) L-oblika. Pokazimo da je matrica A M-matrica. Trazimo majorirajuci
vektor za matricu A. Za z = [1,...,1]T je

Az = [_ah(%‘—h Sﬁz‘)a 0,...,0, —Gh(%’+1, %)]T.
Kako je ap(pi—1,¢i) <01 ap(pit1, i) <0 sledi da je Az > 0, pa je
0 ={2,...,N—-1} i 7" ={1,N}.

Zai=2nekaje kg =21k = 1. Vazi ky € 77(Az) i agr, = a1 # 0. Za
i =3neka je kg = 3, ky = 2, ko = 1. Vazi ky € 77 (Ax), app, = azs # 0
i app, = a21 # 0. Zai =m € 7°(Az) neka je kg = m, ki = m—1, ...,
km—z = 21 kmoy = 1. Vazi ko € 77(A2) 1 ag,_n, # 0,5 = 1,2,...,m.
Dakle, vektor = je majorirajuéi vektor matrice A. Na osnovu Teoreme 3.1.2
dobijamo da je matrica A inverzno monotona. Inverzno monotona matrica
L-oblika je M-matrica. Znaci, matrica A je M-matrica.
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2.9 Diskretne Grinove funkcije

U ovom odeljku ¢emo proucavati osobine diskretnih Grinovih funkcija \’, ¢ija
egzistencija sledi na osnovu koercitivnosti diskretne bilinearne forme ay,.

Zapisimo Semu (2.44) u slede¢em obliku

€ - Ui — Uj— i
_ﬁ(pi—&-lDJrui —piD7u;) + Tz‘Tl + qiu; = Uy,

uy =uny =0,

sa odgovaraju¢om desnom stranom [} i nekim koeficijentima p;, ¢; i r; koji
imaju sledec¢e osobine

pi>p>0, ¢=>0, r,>r>0. (2.49)

Lako se pokazuje da je za diferencnu semu (2.44)

o o1+ Dy
pizl_ 1, qi:O, 7"1'_71 6

£ N hz

Za proveru uslova (2.49) najpre su nam potrebne dodatne pretpostavke o
mrezi diskretizacije koje su navedene u sledec¢oj lemi.

Lema 2.9.1 Ako su uslov:

e <min{d,1 — d}bN ", (2.50)
2

N mas | < 2001 p), (251)
T

zadovoljeni za neko 0 < p < 1, onda je

pi>p>0, rn>p3>0.

Dokaz. Trazena nejednakost za p; se pokazuje u zavisnosti od indeksa 7.

Neka i € I U I3. Iz uslova (2.50) sledi

4 2
hi = 4(d = Nt — i) = (d = \) = 2aN 7 > f iel,
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4 2
hi =401 —d— Nt — ;1) = — 1—d—A)22(1—d)N—1>§, i€l

I
Prema izboru (2.46) parametra §;, imamo da je a;_1 =0, pajep; =1>p >
0.

Neka i € Iy U I4. 1z uslova (2.51) sledi

b= T (@ltn) —(t) < TN max || < (1 -p) < 7

sa odgovaraju¢om funkcijom ¢ = ¢, k =1,2. Sada je §; =0 i

i h; @i hi+
€ € Ja;y 2e
Th ., ,
> 1—%]\7 max |¢/| >1— (1 —p)=p>0.
Na kraju imamo da je
ri = w:/i bSOQSOi—ldﬂfﬂL/i bpipi da
hi Ti—1 Ti—1
1 T 1 T
- h?/:%lb( —x)d:v—f—hz/mlb(m—a:i_l)dx
> O )d
> ﬁx-_l( i —T) x—l——xlx—le dx
g B
= —+-=0>0
5 t5=6>0,
te su za r = (3 ispunjeni uslovi (2.49). |

Posto su uslovi (2.49) ispunjeni, moze se primeniti Lema 3.3.1 kako bi
zakljucili da je '
M ey < €5 I 210y < C (2.52)

Napomena 2.9.1 Prvo ogranicenje (2.50) za parametar ¢ nije restriktivno,
jer na osnovu Pretpostavke 2.4.1 ve¢ imamo ¢ < CN 1, &

Napomena 2.9.2 Drugi uslov (2.51) u prethodnoj lemi je ispunjen za S-
mrezu i mBS-mrezu, ali nije zadovoljen za BS-mrezu. Medutim, numericki
eksperimenti u odeljku 2.12 ukazuju da je postupak tipa SDFEM za pro-
blem konvekcije-difuzije sa prekidnim funkcijama i na BS-mrezi e-uniformno
konvergentan postupak drugog reda tacnosti. <&
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Napomena 2.9.3 Prateci korake u dokazu prethodne leme sada smo u mo-
guénosti da damo blize informacije o ponasanju SD-parametra §;:

5, <CN7', ielUI,
5,':0, ?:EIQULL.

2.10 Analiza greske u tackama mreze

U ovom odeljku ¢emo izvesti e-uniformnu ocenu greske za SDFEM primenjen
na slojno-adaptivnoj mrezi S-tipa za problem (2.13).

Postupak tipa SDFEM je konzistentan, pa se greska u proizvoljnoj tacki
mreze svodi na

u(z;) — up(2;) = ap(u’ —u, V), z; € QY. (2.53)
Prvi vazan rezultat ovog odeljka jeste teorema o e-uniformnoj oceni greske.

Teorema 2.10.1 Neka su u i uy resSenja problema (2.13) i (2.43), redom, 1
neka su zadovoljene pretpostavke Leme 2.9.1. Tada na mrezi S-tipa (2.19)
sa T > 2, greska u tackama mreZe ima osobinu

lu(2;) — up(2;)] < CN?max [¢/>, z; € QY. (2.54)

Dokaz. Neka je x; proizvoljna tacka mreze. Prema definiciji bilinearne
forme ay, i prema osobinama linearnog interpolanta u! imamo da je

I 1\ __ ! I N8/ ! Y RAVAY
ap(u” —u,\') =¢ [ (u' —u)(\") de+ b(u w)' X' dx
0

+Z/

Tp—1

e0pu”"b(\Y) dx + Z/ Spb?(u!f —w)' (N dw.  (2.55)

Primenom parcijalne integracije na prvi integral u (2.55), zatim osobina

(1.24) i (X\Y)” = 0 dobija se
E/O(u — ) (\Y) dx—sZ/x (u! —u) (N da
N —gz/ (! — W)\ dz = 0. (2.56)
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Zatim se parcijalnom integracijom transformise drugi integral u (2.55). Na
osnovu glatkosti funkcije b i pokazanih osobina diskretnih Grinovih funkcija
dobijaju se sledece nejednakosti

1 .
/b(uf_u)/xdx‘ _ u)' N dz
0 Tk—1
:N Tk , )
S )X b da
k=1""k=1
N , .
- |_Z / (u' = u) (VA" + b(X')) dz
k=1""k=1
< Cllu =l (X o + 1O 1)
< Ollu— vl . (2.57)

Za analizu treceg integrala u (2.55) se koristi dekompozicija u = S + E' iz
Teoreme 2.3.1. Tada za glatki deo resenja koriste¢i nejednakost (2.48), ocene
(2.15) i (2.52) dobijamo

5 / €6, b\ d
k=1"%k—1

< C@NﬁlHS"HLOO@H(Ai)IHLI(Q)

< CeN™'. (2.58)

Zbog osobine parametra ¢; iz Napomene 2.9.3 i glatkosti funkcije b za slojni
deo reéenja vazi

€5kE" b(\) dx| <

Tk—1
N/4 3N/4 - '
< CeN7? Z/ E"|(AY|do+ S / \E||(N) | dz | -
Tk—1 k=N/241 "7 ¥k-1

Lokalni korak mreze h; se moze ograniciti od dole sa
h; > 2max{d,1 —d}N', i€l UlIs,

pa funkcije \* € V}, imaju osobinu

\/ 1 i i i
[(A") ()] = H'A (21) = X'(z1-1)| < ON||X | o) < CN,



2.10 Analiza greske u tackama mreze 69

za svako x € [x),_1, 73] C Q.. Sada je

55 E"b(N\') dx
Tk—1
N/4 3N/4 .
< Ce (Z/ E'dr+ S / |E”|dm)
Tr-1 kE=N/241 7 Fk-1
N/A 3N/4
SCE(Z/ g2 Ald=)/e o 4 Z / 1“”/de)
k=1"%k-1 k=Nj2+1" k-1
N/4 3N/4
,1 (Z/ —B(d—x)/e dr + Z / —B(1—=x)/e d.]?)
Tk—1 k=N/241 "7 ¥k-1

N/4 3N/4
=C (Z e~ Bld==)/e|™ § e o )
Thk—1

TRl N/241

=CN, (2.59)

pri ¢emu smo koristili ocenu (2.16). Na kraju na osnovu ocena (2.58) i (2.59)
za ocenu tredeg integrala u (2.55) se dobija

* ehb(NY d| < C(eN"L+ N7T). (2.60)

Tk—1

Posmatramo sada ¢etvrti integral u (2.55). Primenom parcijalne integracije
i primenom osobina koje vaze za d;, b i A\ dobija se

N Ty ) N Ty
S [T st — ey el = =30 [ e - w) (PN da
k—1"%k—1 k—1"7%k—1

< CN 7 Mu—u'|| ooy (2.61)

Na kraju na osnovu ocena (2.56), (2.57), (2.60), (2.61) i pretpostavki ¢ <
CN~1ir > 2 dobijamo

u(zi) —up(z:)| = Jan(u’ —u, \))|
< C(eNTHNT+u— vl o) (262
< ON Zmax || (2.63)
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U sledecoj teoremi predstavljen je rezultat vezan za L°°-normu greske
u — up, koja se odnosi na ceo domen (2, a ne samo na tacke mreze.

Teorema 2.10.2 Neka su u i uy, reSenja problema (2.13) i (2.43), redom, i
neka su zadovoljene pretopstavke Leme 2.9.1. Tada na mrezi S-tipa (2.19)
sa T > 2, greska u — uy, tma osobinu

lu(z) — up(z)| < ON?max|¢)?, z € Q. (2.64)

Dokaz. Podsetimo se ocene za gresku date u (2.9)
I
u(e) = ()| < o= e+ s un) — ()l
Sada primenom Teoreme 2.6.1 o greski interpolacije i Teoreme 2.10.1 o oceni
greske u tackama mreze dobijamo trazeni rezultat. |

Direkta posledica prethodne teoreme i Posledice 2.6.1 jeste sledece tvrde-
nje o (skoro) drugom redu konvergencije za SDFEM na S- i mBS-mrezi za
problem (2.13).

Posledica 2.10.1 Sa 7 > 2, za L*™®-normu greske na S- i mBS-mrezi vazi

CN—2In*N, na S-mrezi,
Ju— Uh||Loo(§) <
CON—2, na mBS-mreZi.

lako uslov (2.51) iz Leme 2.9.1 nije ispunjen za BS-mrezu, numericki
eksperimenti u odeljku 2.12 ukazuju na isti red e-uniformne konvergencije.

2.11 O optimalnosti postupka tipa SDFEM

Za postupak konacnih elemenata se kaze da je optimalan u odnosu na L>-
normu ako je
lu = unll gy < Cllu = u' || o s (2.65)

gde je u tacno resenje problema (2.13), uy, je njegova aproksimacija dobijena
datim postupkom, a u! je interpolaciona funkcija za w.

SDFEM je skoro optimalan postupak, jer je
Ju— Uh”Loc(ﬁ) < Clu— UIHLoo(ﬁ) +CN72,
sto sledi iz (2.62).
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2.12 Numericki eksperimenti

U ovom odeljku se eksperimentalno proverava tvrdenje Teoreme 2.10.1. Sema
(2.44) se na S-, BS- i mBS-mrezi sa T = 2 primenjuje na sve test probleme.
U tabelama koje se nalaze u okviru ovog odeljka su prikazane vrednosti greske

a,N‘
) ’

EY = max max |u.(z;) — u

e 0<i<N
gde je u. tacno reSenje problema, a

[ug’N, ui’N, . ,u‘}:\}N]T

je reSenje sistema (2.44) za fiksne vrednosti parametra ¢ i N. Dalje se
izracunava red konvergencije primenom standardne formule

EN
. ()
P ln2

Takode, za Siskinovu mrezu izracunava se i Siskinov red konvergencije
EN
In|{—=—=
)
5 WELLAY
n
In(2N)

Svi rezultati koji se odnose na S-mrezu su prikazani za vrednosti ¢ =
1072,1073,...,107. Rezultati za BS-1imBS-mrezu su prikazani za odredene
vrednosti perturbaciong parametra zbog pretpostavke

d 1—d
A= T—ElnNSmin — — .
3 2 2
Tako uzimamo da je ¢ = 107°,107%,...,107%. Za sve mreZe parametar N
uzima vrednosti N = 25,26 ... 213,

Test problem 1. Prvi problem koji je testiran je
—eu(z) +d'(z) =1, x€(0,1),

u(0) = u(1) = 0.
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[ako su polazne funkcije glatke, ovde ¢emo primeniti postupak koji smo
konstruisali za problem konvekcije-difuzije sa prekidnim funkcijama.

Tacno resenje ovog problema, vidi Sliku 2.3, je

u(:p):x—e - _?
1—e"¢
1:
0.8
0.6
0.4}
0.2
% 0.2 0.4 06 0.8 1

Slika 2.3: Tacno (sivi grafik) i numericko (crni grafik) resenje test problema
1 za e = 1073 na S-mrezi sa N = 2°

Na Slici 2.3 je pored tacnog resenja prikazano i numericko reSenje test
problema 1 sa ¢ = 10~% dobijeno postupkom SDFEM na S-mreZi.

Zaa€l0,1) je

lim lir% u(z) =a= lir% lim u(z),
ali
1 = lim lim u(z) # liH(l) linq u(z) = 0.

rz—1e—0
Dakle, test problem 1 ima granicni sloj u x = 1. Tako ovaj test problem nema
unutrasnji sloj generise se odgovarajuca slojno-adaptivna mreza sa slojem u

tacki d = 0.5.

U Tabelama 2.3, 2.4 i 2.5 su prikazane greska i red konvergencije za test
problem 1 na S-, BS-imBS-mrezi. Prikazani numericki rezultati potvrduju
drugi red konvergencije postupka tipa SDFEM.
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Tabela 2.3: Rezultati za EN | pV i pY za test problem 1 na S-mrezi.

Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

102 0.024986 0.008526 0.002836 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10~3 0.024986 0.008526 0.002836 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
104 0.024986 0.008526 0.002836 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10-° 0.024986 0.008526 0.002836 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10—6 0.024986 0.008526 0.002836 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
107 0.024986 0.008526 0.002836 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10~8 0.024986 0.008527 0.002836 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
109 0.024986 0.008526 0.002836 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
EN 0.024986 0.008527 0.002836 0.000923 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
pN 1.55103 1.58798 1.61993 1.66254 1.69979 1.72523 1.74557 1.76118 -

pg 2.10461 2.04213 2.00646 2.003 2.00122 1.99987 1.99992 1.9987 -

Tabela 2.4: Rezultati za EV i pV za test problem 1 na BS-mrezi.
€ Broj intervala N
32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

10—° 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x10°7 7x 1078
10~6 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x 107 7x 1078
107 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x 1077 7x 1078
10~8 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x 1077 7x 1078
109 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x10°7 7 x 1078
EN 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x10°7 7x 1078
pN 1.93389 1.97212 1.98738 1.99402 1.9971 1.99857 1.99929 1.99969 -
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Tabela 2.5: Rezultati za EY, pV i p¥ za test problem 1 na mBS-mreZi.

€ Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

107%  0.006086  0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4x10~7 1x 1077
10=%  0.006086  0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4x 10~7 1x 107
10=7  0.006086  0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4 x 1077 1x 107
108  0.006086 0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4 x 10~7 1x 107

10~? 0.006086 0.001638 0.000431 0.000112 0.000029 0.000007 0.000001 4x 1077 1x1077

EN 0.006086 0.001638 0.000431 0.000112 0.000029 0.000007 0.000001 4x 1077 1x 1077

pN 1.89303 1.92682 1.93822 1.95041 1.95999 1.96568 1.9651 1.95017 -

Test problem 2. Drugi problem koji je testiran je

—eu"(x) +u'(x) = dos(x), 2 €(0,1),

Ovo test problem je problem iz Primera 2.5.1. Podsetimo se da je ta¢no
reSenje, vidi Sliku 2.4, dato sa

1—d z 1-d
1—e—= e (1 —e=

. ( : ) T =05,
—1+e- 1—e=

1 d z _d
65_(11;;;) N e (11_—; s>7 405,

U Primeru 2.5.1 smo resavali ovaj problem primenom standardnog po-
stupka Galerkina sa linearnim Lagranzovim elementima na Siskinovoj mrezi.
Uocili smo da taj postupak van slojeva produkuje oscilatorna numericka
reSenja, vidi Sliku 2.2. Oscilacije su direktna posledica nestabilnosti Galerki-
novog postupka. Na Slici 2.5 prikazano je numericko resenje van slojeva
dobijeno postupkom tipa SDFEM na Siskinovoj mrezi. Prime¢ujemo da SD-
FEM postupak ne generise oscilatorna resenja.
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ole

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 2.4: Tacno (sivi grafik) i numericko (crni grafik) resenje test problema
2 za e =10"* na BS-mrezi sa N = 2°

©

1.25-10
-10°
-10°
-10°
-10°

N N
g o g
© © ©o© o

o

Slika 2.5: Numericko resenje test problema 2 dobijeno SDFEM postupkom
van slojeva
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Tabela 2.6: Rezultati za EY, pV i p§ za test problem 2 na S-mrezi.

€ Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

1072 0.024986 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10-8 0.024986 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10~4 0.024986 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
1072 0.024986 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10~6 0.024986 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
1077 0.024986 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
10-8 0.024986 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002

10~° 0.024986 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002

EN 0.024986 0.008526 0.002836 0.000922 0.000291 0.000089 0.000027 0.000008 0.000002
pN 1.55103 1.58798 1.61993 1.66254 1.69979 1.72523 1.74557 1.76118 -
pg 2.10164 2.00213 2.00643 2.005 2.0012 1.99978 1.99993 1.9987 -

Tabela 2.7: Rezultati za EV i p" za test problem 2 na BS-mrezi.

€ Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

107° 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x 1077 7x 1078
10~6 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x 1077 7x 1078
1077 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x 1077 7x 1078
10~8 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x 1077 7x 1078

10~° 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x 107 7x 1078

EN 0.004820 0.001261 0.000321 0.000081 0.000020 0.000005 0.000001 3x 1077 7x 1078

pN 1.93389 1.97212 1.98738 1.99402 1.9971 1.99857 1.99929 1.99969 -
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Tabela 2.8: Rezultati za EV i p" za test problem 2 na mBS-mrezi.

e Broj intervala N
32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

105  0.006086  0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4x10~7 1x10~7
10=%  0.006086  0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4x 10~7 1x 107
10~7  0.006086  0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4 x 10~7 1x 10"
10-8  0.006086  0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4x10~7 1x 107
1079  0.006086  0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4x10~7 1x10~7
EN 0.006086  0.001638  0.000431  0.000112  0.000029  0.000007  0.000001 4x10~7 1x 107

pV 1.89303 1.92682 1.93822 1.95041 1.95999 1.96568 1.9651 1.95017 -

Rezultati za gresku i red konvergencije za test problem 2, koji su prikazani
u Tabelama 2.6, 2.7 i 2.8, potvrduju konvergenciju drugog reda SDFEM
postupka.

Test problem 3. Trec¢i problem koji je testiran je
—eu(z) +u'(x) = f(z), =€(0,1),

u(0) = u(l) =0,

gde je
0.7, x<0.5,

—0.6, = >0.5.

Tac¢no resenje ovog test problema je

7
% +eCie™ +Cy, 2 <0.5,
u(z) =
3
—g + 60362/5 +Cy, x>0.5.
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Konstante C;, © = 1, 2, 3,4, odredene iz uslova neprekidnosti
us(d —0) = u.(d+0),

u.(d —0) =u.(d+0),
gde je d = 0.5.

Za ¢ = 1073 na Slici 2.6 prikazani su grafici tacnog i numerickog resenja
test problema 3 na S-mrezi sa N = 26,

0.35
0.3
0.25
0.2
0. 15
0.1
0.05

Slika 2.6: Tacno (sivi grafik) i numericko (crni grafik) resenje test problema
3 za e = 1073 na S-mrezi sa N = 26

U Tabelama 2.9, 2.10 i 2.11 prikazani su rezultati za gresku i red konve-
rgencije za razne vrednosti parametara € i N. Dobijeni rezultati potvrduju
drugi red konvergencije postupka tipa SDFEM.
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Tabela 2.9: Rezultati za EN, pV i pY za test problem 3 na S-mrezi.

Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192
1072 0.000924  0.000315  0.000104  0.000034  0.000010  0.000003  0.000001 2 x 107 x 1078
1073 0.001216  0.000415  0.000138  0.000044  0.000014  0.000004  0.000001 3 x 107 x 1077
104 0.001246  0.000425  0.000141  0.000046  0.000014  0.000004  0.000001 4 x 10~7 x 1077
1075  0.001248  0.000426  0.000141  0.000046  0.000014  0.000004  0.000001 4 x 10~7 x 10~7
10-%  0.001249  0.000426  0.000141  0.000046  0.000014  0.000004  0.000001 4 x 107 x 107
10-7  0.001249  0.000426  0.000141  0.000046  0.000014  0.000004  0.000001 4 x 107 x 1077
1078  0.001249  0.000426  0.000141  0.000046  0.000014  0.000004  0.000001 4 x 107 x 1077
1072  0.001249  0.000426  0.000141  0.000046  0.000014  0.000004  0.000001 4 x 107 x 10~7
EN 0.001249  0.000426  0.000141  0.000046  0.000014  0.000004  0.000001 4 x 10~7 x 107
pV 1.55103 1.58798 1.61993 1.66254 1.69679 1.72523 1.74557 1.76117 -
N 2.10451 2.04214 2.00664 2.00301 2.00212 1.99987 1.99991 1.99869 -

Tabela 2.10: Rezultati za EV i p" za test problem 3 na BS-mrezi.

€ Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192
10~%  0.000240  0.000063  0.000016  0.000004  0.000001 2x10~7 6x10~8% 1x10"% 3x107°
107%  0.000241  0.000063  0.000016  0.000004  0.000001 2x10~7 6x10"% 1x10"% 3x107?
107  0.000241  0.000063  0.000016  0.000004  0.000001 2x10~7 6x10"% 1x10"% 3x107°
108  0.000241  0.000063  0.000016  0.000004  0.000001 2x10~7 6x10~% 1x10~% 3x10~?
1079  0.000241  0.000063  0.000016  0.000004  0.000001 2x10~7 6x10~% 1x10~% 3x10~?
EN 0.000241  0.000063  0.000016  0.000004  0.000001 2x 1077 6x10"% 1x10"% 3x107?
pN 1.93389 1.97212 1.98738 1.99402 1.99709 1.99837 1.99927 2.00032 -
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Tabela 2.11: Rezultati za EV i p"V za test problem 3 na mBS-mrezi.

€ Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

10~°  0.000304  0.000081  0.000021  0.000005 0.000001 3x10~7 9x10~% 2x10"% 6x107°
10=%  0.000304  0.000081  0.000021  0.000005 0.000001 3x10~7 9x10~% 2x10"% 6x107°
10=7  0.000304  0.000081  0.000021  0.000005  0.000001 3x 1077 9x107% 2x107% 6x107°
10~%  0.000304  0.000081  0.000021  0.000005  0.000001 3x 107 9x10"% 2x10"% 6x107°

1079  0.000304 0.000081  0.000021  0.000005  0.000001 3x10~7 9x10~8% 2x10"% 6x107?

EN 0.000304 0.000081 0.000021 0.000005 0.000001 3x 107 9x 10”8 2x 1078 6 x 1079

pN 1.89303 1.92682 1.93822 1.95041 1.95999 1.96568 1.96509 1.95024 -

Test problem 4. Cetvrti problem koji je testiran je

—eu"(x) + b(z)u'(z) =1, x€(0,1),

gde je

Tacno resenje, vidi Sliku 2.7, je

z+eCy e+ Oy, x <0.5,
U(m) B z 1 dz/e

—+-eCse +C4, x > 0.5,

4 4
gde su konstante C;, i = 1,2, 3,4, ponovo odredene iz uslova neprekidnosti.

Numeri¢ko resenje test problema 4 sa ¢ = 107° na BS-mrezi sa N = 26
prikazano je na Slici 2.7.

U Tabelama 2.12, 2.13 i 2.14 prikazani su rezultati dobijeni postupkom
SDFEM za test problem 4.
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Slika 2.7: Tacno (sivi grafik) i numericko (crni grafik) resenje test problema
4 za ¢ = 1075 na BS-mrezi sa N = 2°

Tabela 2.12: Rezultati za EV, pV i pY za test problem 4 na S-mre7i.

€ Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

1072 0.118978 .123336 0.032333 0.009107 0.002885 0.000889 0.000268 0.000079 0.000023

o

1073 0.120279 124684 0.032687 0.009206 0.002916 0.000899 0.000271 0.000080 0.000023

e

104 0.120409 124819 0.032722 0.009216 0.002920 0.000900 0.000272 0.000080 0.000023

e

o

107° 0.120422 .124832 0.032726 0.009217 0.002920 0.000900 0.000272 0.000080 0.000023

1076 0.120423 .124834 0.032726 0.009218 0.002920 0.000900 0.000272 0.000080 0.000023

o

10~7 0.120423 .124834 0.032726 0.009218 0.002920 0.000900 0.000272 0.000080 0.000023

o

10-8 0.120423 .124834 0.032726 0.009218 0.002920 0.000900 0.000272 0.000080 0.000023

o

10~9 0.120423 .124834 0.032726 0.009218 0.002920 0.000900 0.000272 0.000080 0.000023

o

EN 0.120423 0.124834 0.032726 0.009218 0.002920 0.000900 0.000272 0.000080 0.000023
pN 1.92257 1.93148 1.82793 1.65827 1.6974 1.72676 1.74931 1.7692 -

pg 2.28388 2.23348 2.26409 2.00165 2.00205 2.002042 2.00018 1.99773 -
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) : N N ..
Tabela 2.13: Rezultati za £ i p" za test problem 4 na BS-mrezi.
e Broj intervala N
32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192
1072 0.023175 0.005458 0.001357 0.000340 0.000085 0.000021 0.000005 0.000001 3x 1077
10~6 0.023175 0.005458 0.001357 0.000340 0.000085 0.000021 0.000005 0.000001 3x 1077
1077 0.023175 0.005458 0.001357 0.000340 0.000085 0.000021 0.000005 0.000001 3x 1077
10~8 0.023175 0.005458 0.001357 0.000340 0.000085 0.000021 0.000005 0.000001 3x 1077
1079 0.023175 0.005458 0.001357 0.000340 0.000085 0.000021 0.000005 0.000001 3x 1077
EN 0.023175 0.005458 0.001357 0.000340 0.000085 0.000021 0.000005 0.000001 3x 1077
pN 2.08593 2.00786 1.99353 1.99462 1.99756 1.99786 1.99542 1.97923 —
) . N N ..

Tabela 2.14: Rezultati za £ i p" za test problem 4 na mBS-mrezi.

£ Broj intervala N
32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

105 0.015327 0.004215 0.001095 0.000286 0.000074 0.000019 0.000004 0.000001 3x 1077
10~6 0.015327 0.004215 0.001095 0.000286 0.000074 0.000019 0.000004 0.000001 3x 1077
10~7 0.015327 0.004215 0.001095 0.000286 0.000074 0.000019 0.000004 0.000001 3x 1077
10~8 0.015327 0.004215 0.001095 0.000286 0.000074 0.000019 0.000004 0.000001 3x 1077
1079 0.015327 0.004215 0.001095 0.000286 0.000074 0.000019 0.000004 0.000001 3x 1077
EN 0.015327 0.004215 0.001095 0.000286 0.000074 0.000019 0.000004 0.000001 3x 1077
pN 1.86235 1.94409 1.93552 1.95156 1.96006 1.96587 1.96786 1.95857 -
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Test problem 5. Peti problem koji je testiran je

—eu”(z) + b(z)u'(x) = f(z), x€(0,1),

u(0) = u(1) =0,
gde je
1, = <0.5,
b(x) =
4, x> 0.5,
i
0.7, x<0.5,
fz) =
—0.6, = >0.5.

Tacno resenje ovog test problema, vidi Sliku 2.8, je

7
Tg—i—aClex/stCQ, x < 0.5,
u(z) =
3r 1
—270+180364x/€+04, x > 0.5.

Konstante C;, i = 1,2, 3,4, odreduju se iz uslova neprekidnosti.

0. 35("
0. 3¢
0. 25¢
0.2}
0. 15¢
0. 1t
0. 05¢

Slika 2.8: Tacno (sivi grafik) i numericko (crni grafik) resenje test problema
5za ¢ = 107% na S-mrezi sa N = 2°
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Tabela 2.15: Rezultati za EV, pV i pY za test problem 5 na S-mrezi.

Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

1072 0.051348 0.053229 0.013954 0.003930 0.001245 0.000383 0.000116 0.000034 0.000010
10-8 0.052822 0.054757 0.014355 0.004043 0.001281 0.000394 0.000119 0.000035 0.000010
10~4 0.052969 0.054909 0.014395 0.004054 0.001284 0.000396 0.000119 0.000035 0.000010
1072 0.052984 0.054925 0.014399 0.004055 0.001284 0.000396 0.000119 0.000035 0.000010
10~6 0.052986 0.054925 0.014399 0.004055 0.001284 0.000396 0.000119 0.000035 0.000010
1077 0.052986 0.054925 0.014399 0.004055 0.001284 0.000396 0.000119 0.000035 0.000010
10-8 0.052986 0.054925 0.014399 0.004055 0.001284 0.000396 0.000119 0.000035 0.000010
10~° 0.052986 0.054925 0.014399 0.004055 0.001284 0.000396 0.000119 0.000035 0.000010
EN 0.052986 0.054925 0.014399 0.004055 0.001284 0.000396 0.000119 0.000035 0.000010
pN 1.97349 1.93148 1.82793 1.65827 1.6974 1.72676 1.74931 1.7692 -

pg 2.16409 2.01348 2.00164 2.00212 2.00502 2.00035 2.00061 1.9997 -

Tabela 2.16: Rezultati za EV i p"V za test problem 5 na BS-mreZi.

Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

107° 0.010197 0.002401 0.000059 0.000149 0.000037 0.000009 0.000002 5x 107 1x 1077
10~6 0.010197 0.002401 0.000059 0.000149 0.000037 0.000009 0.000002 5x 1077 1x10°7
1077 0.010197 0.002401 0.000059 0.000149 0.000037 0.000009 0.000002 5x 1077 1x 1077
10~8 0.010197 0.002401 0.000059 0.000149 0.000037 0.000009 0.000002 5x 1077 1x1077
10~° 0.010197 0.002401 0.000059 0.000149 0.000037 0.000009 0.000002 5x 107 1x10°7
EN 0.010197 0.002401 0.000059 0.000149 0.000037 0.000009 0.000002 5x 1077 1x10°7
pN 2.08593 2.00786 1.99353 1.99462 1.99756 1.99785 1.99542 1.97924 -
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Tabela 2.17: Rezultati za EV i p" za test problem 5 na mBS-mrezi.

e Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

1075  0.006743  0.001854  0.000482  0.000126  0.000032  0.000008  0.000002 5x 10~7 1x 107
10=%  0.006744  0.001854  0.000482  0.000126  0.000032  0.000008  0.000002 5x 10~7 1x 107
10~7  0.006744  0.001854  0.000482  0.000126  0.000032  0.000008  0.000002 5x 1077 1x 10"
10-8  0.006744  0.001854  0.000482  0.000126  0.000032  0.000008  0.000002 5x 10~7 1x 107

1077 0.006744 0.001854 0.000482 0.000126 0.000032 0.000008 0.000002 5x 107 1x 1077

EN 0.006744 0.001854 0.000482 0.000126 0.000032 0.000008 0.000002 5x 107 1x 1077

pV 1.86235 1.94409 1.93552 1.95156 1.96006 1.96587 1.96786 1.95857 -

Rezultati za gresku i red konvergencije za test problem 5, koji su prikazani
u Tabelama 2.15, 2.16 1 2.17, potvrduju konvergenciju drugogo reda postupka
tipa SDFEM.

Test problem 6. Test problem 6 je
—eu’(z) +u'(z) = f(z), z€(0,1),

u(0) = u(1) =0,
gde je

9 < L

p— :L‘ —

Y e — 37

fz) = X

9z —1)% z>=

(w=1p, 2> 3,

Tacno resenje, vidi Sliku 2.9, je

1
—9x+5(]161/5—|—02, $§§,

u(z) =

32° 4+ 92%(e — 1) + 92(1 — 26 +26%) + e C3 e+ Cy, = >

Iz uslova neprekidnosti sa d = % dobijaju se konstante C;, 1 = 1,2, 3, 4.
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Slika 2.9: Ta¢no (sivi grafik) i numericko (crni grafik) resenje test problema
6 za € = 1073 na mBS-mrezi sa N = 2°

Tabela 2.18: Rezultati za EV, pV i pY za test problem 6 na S-mre7i.

€ Broj intervala N

32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

10—2 0.050499 0.018001 0.005987 0.001948 0.000065 0.000189 0.000057 0.000017 0.000004
10~3 0.052723 0.018001 0.005987 0.001948 0.000065 0.000189 0.000057 0.000017 0.000004
10~4 0.052725 0.018001 0.005987 0.001948 0.000065 0.000189 0.000057 0.000017 0.000005
107° 0.052746 0.018001 0.005987 0.001948 0.000065 0.000189 0.000057 0.000017 0.000005
10~6 0.052748 0.018001 0.005987 0.001948 0.000065 0.000189 0.000057 0.000017 0.000005
10~ 7 0.052748 0.018001 0.005987 0.001948 0.000065 0.000189 0.000057 0.000017 0.000005
10~8 0.052748 0.018001 0.005987 0.001948 0.000065 0.000189 0.000057 0.000017 0.000005

10~° 0.052748 0.018001 0.005987 0.001948 0.000065 0.000189 0.000057 0.000017 0.000005

EN 0.052748 0.018001 0.005987 0.001948 0.000065 0.000189 0.000057 0.000017 0.000005
pN 1.55103 1.58798 1.61993 1.66264 1.69703 1.72488 1.74887 1.75893 -

pg 2.10632 2.04182 2.00646 2.0021 1.99988 1.99993 1.99989 1.9997 -
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Tabela 2.19: Rezultati za EV i p" za test problem 6 na BS-mrezi.

e Broj intervala N
32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

10~° 0.010175 0.002663 0.000678 0.000171 0.000042 0.000010 0.000002 6x10~7 1x 1077
10—6 0.010176 0.002663 0.000678 0.000171 0.000042 0.000010 0.000002 6x 107 1x10°7
1077 0.010176 0.002663 0.000678 0.000171 0.000042 0.000010 0.000002 6x 1077 1x1077
10~8 0.010176 0.002663 0.000678 0.000171 0.000042 0.000010 0.000002 6x10~7 1x 1077
1079 0.010176 0.002663 0.000678 0.000171 0.000042 0.000010 0.000002 6x10~7 1x 1077
EN 0.010176 0.002663 0.000678 0.000171 0.000042 0.000010 0.000002 6x 107 1x10°7
pN 1.93389 1.97212 1.98738 1.99402 1.9971 1.99857 1.9993 1.99976 -

Tabela 2.20: Rezultati za EV i p" za test problem 6 na mBS-mrezi.

e Broj intervala N
32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

10~° 0.012848 0.003459 0.000909 0.000237 0.000061 0.000015 0.000004 1x10°7 2x 107
10~6 0.012849 0.003459 0.000909 0.000237 0.000061 0.000015 0.000004 1x 1077 2x 1077
10~7 0.012849 0.003459 0.000909 0.000237 0.000061 0.000015 0.000004 1x10°7 2x 107
10~8 0.012849 0.003459 0.000909 0.000237 0.000061 0.000015 0.000004 1x 1077 2x 107
1079 0.012849 0.003459 0.000909 0.000237 0.000061 0.000015 0.000004 1x 1077 2x 107
EN 0.012849 0.003459 0.000909 0.000237 0.000061 0.000015 0.000004 1x 1077 2x 1077
pN 1.89303 1.92682 1.93882 1.95054 1.95987 1.96674 1.97128 1.97382 -
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Rezultati za gresku i red konvergencije za test problem 6, koji su prikazani
u Tabelama 2.18, 2.19 i 2.20, potvrduju konvergenciju drugog reda postupka
SDFEM.

Na kraju zaklju¢ujemo da prikazani rezultati jasno potvrduju drugi red
konvergencije za gresku u tackama mreze, kao Sto pokazuje Teorema 2.10.2.



Glava 3

Dodatak

U ovoj glavi ¢emo dati pregled nekih definicija i teorema koje su koris¢ene u
radu.

3.1 Odabrane definicije i teoreme iz linearne
algebre

Najpre se podestimo definicije retke, tridijagonalne, regularne, inverzne i
pozitivno definitne matrice matrice.

Definicija 3.1.1 Matrica A € R™"™ je retka ako je vecina njenih elemenata
jednaka nuli. U suprotnom je matica gusta.

Definicija 3.1.2 Matrica A = [a;;] € R™™ se naziva trakasta matrica sa
girinom trake 2m + 1 ako je a;; = 0 za svako |i — j| > m (m <n —1). Ako
je m =1 sirina trake je 3, a matrica je tridijagonalna.

Definicija 3.1.3 Kwvadratna matrica A je regularna ako i samo ako postoji
matrica B takva da je

AB=BA=F.

Matrica B koja zadovoljava gornju jednakost naziva se inverzna matrica za
matricu A. Kvadratna matrica koja nije reqularna se naziva singularna.

89
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Teorema 3.1.1 Kvadratna matica A je reqularna ako i samo ako je

det A # 0.

Definicija 3.1.4 Realna simetriéna n X n matrica A je pozitivno definitna
ako je xT Ax > 0 za sve 0 # x € R™.

U nastavku dajemo definiciju i osobine afinog preslikavanja.

Definicija 3.1.5 Afino preslikavanje je preslikavanje koje tacku M preslika-
va u tacku M’ po pravilu

¥ = Ax + g,

gde su x, x' kolone koordinata tacaka M, M', redom. Matrica A se naziva
linearni deo afinog preslikavanja, a vektor q vektor translacije.

Afino preslikavanje je bijektivno preslikavanje. Afinim preslikavanjem se
trougao preslikava na trougao.

Pri numerickom resenju konturnih problema, kako kod obi¢nih tako i kod
parcijalnih diferencijalnih jednacina, pojavljuju se inverzno monotone ma-
trice. U narednom pododeljku ¢emo navesti neke kriterijume za utvrdivanje
inverzne monotonije matrica.

3.1.1 Inverzno monotone matrice

Definicija 3.1.6 Regularne matrice sa nenegativnom inverznom matricom
nazivaju se inverzno monotone matrice.

Neka je sa 7 oznacen skup {1,2,...,n}, pri ¢emu je n € N fiksiran priro-
dan broj.

Neka su za x € R" definisani skupovi 7°(x) i 7+ (x):

(x) = {ili € 7,2, =0}, 77 (2) = {ili € 7,2, > 0}.
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Definicija 3.1.7 Vektor x > 0, x € R™ naziva se majorirajuci vektor ma-
trice A = [a;;] € R™™ ako je Az > 0, ili ako je Ax >0, a za svako i € T°(Ax)
postogi konacéno mnogo indeksa kj € 7, 3 =0,1,2,...,m, tako da vazi
k’g = i, k’m € 7'+(A[17),
ak‘j_lkj 7&0, j: 1,2,...,m.
Za matricu A koja ima magorirajuéi vektor x > 0 kazemo da povezuje 7°(Ax)
sa 71 (Ax).

Primer 3.1.1 Neka je

3 -2 0 0
2 3 —2 0

A=119 9 3 9
0 0 -2 3

Proveravamo da li je vektor z = [1, 1,1, 1] majorirajuéi vektor matrice date

matrice. Kako je Az = [1,0,0,1]7, sledi da je

(Ar) = {2,3} i 7"(Az) = {1,4}.
Za i = 2 neka je k‘o =2i kl = 1. Vazi kl < T+(A.CE) i Akoky = —1 7é 0. Za
i =3 mneka je kg = 3, ky = 2, ko = 1. Vazi ky € 77 (Ax), aggr, = 3 # 0 1
ag,, = —2 # 0. Dakle, vektor x je majorirajuc¢i vektor matrice A. O

Definicija 3.1.8 Matrica A € R™" je Lo-matrica ako su njeni vandijago-
nalni elementi nepozitivna.

Definicija 3.1.9 Matrica A € R™" je L-matrica ako je Lo-martica i ako su
elementi njene glavne dijagonale pozitivna.

Definicija 3.1.10 Matrica A € R™" se naziva M-matrica ako i samo ako je
mverzno monotona Lg-matrica.

Sledec¢a teorema pokazuje pod kojim uslovima je neka Ly-matrica inverzno
monotona matrica, tj. M-matrica.

Teorema 3.1.2 (M-kriterijum) [17] Neka za matricu A = [a;;] € R™™
vazi

aijéoa 27&]’ i,jGT.
Tada je A inverzno monotona matrica ako i samo ako tma majorirajuci ve-
ktor.
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3.2 Odabrane definicije i teoreme iz analize

U ovom odeljku ¢emo najpre navesti teoremu srednje vrednosti. Potom slede
definicije esencijalnog supremuma, nosaca funkcije i bilinearne forme. Zatim
¢emo govoriti o Helderovim, normiranim i pred-Hilbertovim prostorima.

Teorema 3.2.1 (Teorema srednje vrednosti) Ako je funkcija f : [a,b] C
R — R neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na (a,b), onda postoji t € (a,b)
takvo da je

fb) = fa) = f'(1)(b— a).

Definicija 3.2.1 Neka je (X, 3, u) merljiv prostor i neka je f : X — R. a
je esencijalno gornje ogranicenje za f ako je skup {x € X : f(x) > a} skup
mere nula, to jest ako je f(x) < a za skoro sve x € X. Esencijalni supremum
je najmanje esencijalno gornje ogranicenje, to jest

esssupf =inf{a e R: p({z: f(z) > a}) =0} .
Definicija 3.2.2 Neka je Q C R" i neka je u : 2 — R. Nosac¢ funkcije u je

supp u = {z € Q:u(z) # 0}.

Definicija 3.2.3 Bilinearna forma, a(-,-), na vektorskom prostoru X je pre-
slikavange a : X x X — R takvo da su preslikavanja x — a(z,y) iy — a(z,y)
linearne forme na X.

3.2.1 Helderovi prostori

Definicija 3.2.4 Funkcija [ je LipSic neprekidna na ) ako postoji realna
konstanta K > 0 takva da za sve x1, xo € () vazi

|f(z1) = f(z2)| < K21 — 22]|-

Najmanja takva konstanta, u oznaci Lip(f) se naziva Lipsicova konstanta.

Definicija 3.2.5 Funkcija f je Helder neprekidna na 2 ako za sve xq1, x5 €
Q vazi

|f(x1) — f(xo)| < K||lw1 —22||*, O0<a<1l, K>0.
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U prethodnim definicijama je || - || Euklidova norma.

Helderov prostor C%*(Q) je potprostor prostora C(f2) i sastoji se od
Helder neprekidnih funkcija sa stepenom «. Za o« = 1, Helderov prostor
C%1(Q)) se sastoji od Lipsic neprekidnih funkcija.

Prostor C%%(Q)) je Banahov prostor.

3.2.2 Normirani prostori

Definicija 3.2.6 Neka je X wvektorski prostor nad R. Preslikavange || - || :
X — [0,00) je norma na X ako vazi

(N1) ||z|| =0 < x =0,
(N2) || z|| = [N||x]| za sve X € R i sve x € X,

(N3) |z +yll < =]l + [lyl| za sve z,y € X.

Ureden par (X, || - ||) se naziva normiran prostor.

Definicija 3.2.7 Neka je X wvektorski prostor nad R. Preslikavange || - || :
X — [0,00) je seminorma na X ako vazi

(N1) ||z|]| =0= 2 =0,
(N2) || Az|| = |A|||x]| za sve A € R i sve x € X,

(N3) |l +yl| < llzll + llyll za sve 2,y € X.

Definicija 3.2.8 Kompletan normiran prostor (X, || - ||) se naziva Banahov
prostor, tj. Banahov prostor je normiran prostor u kome je svaki Kosijev niz
konvergentan.
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3.2.3 Prostori sa skalarnim proizvodom

Definicija 3.2.9 Neka je X wvektorski prostor nad R. Preslikavange (-,-) :
X X X — R sa slede¢im osobinama

(S1) (z,x2) >0 za sve x € X,

(S2) (z,x) =0< =0,

(S3) (x+y,2) = (x,2) + (y,2) za sve x,y,z € X,
(S4) (A\z,y) = Mz,y) za sve N €R i sve z,y € X,

(S5) (z,y) = (y,z) za sve z,y € X,

se naziva skalarni proizvod. Ureden par (X, (+,-)) se naziva prostor sa skala-
rnim proizvodom #/z pred-Hilbertov prostor ili unitaran prostor.

Lema 3.2.1 Sa ||z|| := /(x,2) je definisana norma na pred-Hilbertovom
prostoru (X, (+,-))

Definicija 3.2.10 Kompletan pred-Hilbertov prostor (X, (-,-)) se naziva Hi-
Ibertov prostor.

3.3 Odabrane definicije i teoreme iz
numericke matematike

3.3.1 Ocene diskretnih funkcija Grina

Diskretne funkcije Grina smo definisali u Odeljku 2.1 i koristili smo ih pri-
likom ocene greske postupka tipa SDFEM. Sada ¢emo navesti lemu koju smo
koristili za dokaz Leme 2.9.1. Neke osobine funkcija Grina, kao i lema koja
sledi, se mogu pronadi u [2].
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Lema 3.3.1 Neka su zadovoljeni uslov
pizp>0, ¢=>0, rp>r>0.

Tada je
0 S G(IDL,SJ) S T_l

N

Y 1G (i, ) hi < 2/

=1
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Prilog A

Pregled oznaka

A.1 Skupovi, prostori i norme

N skup prirodnih brojeva

No skup nenegativnih celih brojeva

R skup realnih brojeva

RT skup realnih pozitivnih brojeva

R™ vektorski prostor uredenih n-torki nad poljem R

Q,Q otvoren i ograni¢en skup u R” i njegovo zatvorenje

0N rub oblasti 2

Ck(Q) prostor realnih i k-puta neprekidno diferencijabi-
Inih funkcija na Q

Che(Q) prostor realnih i k-puta a-Helder-neprekidno dife-
rencijabilnih funkcija na Q

Ck () prostor realnih i k-puta neprekidno diferencijabi-
Inih funkcija sa kompaktnim nosacem

Ce () prostor realnih beskona¢no diferencijabilnih
funkcija sa kompaktnim nosacem u 2

LP(), || - ||e ) prostor merljivih funkcija w definisanih na

takvih da je [ |u(z)P dz < oo, p € [1,00), i
odgovarajuca norma

L), |- e prostor merljivih i esencijalno ogranic¢enih funkcija
na () i odgovarajuca norma

L7 () prostor p-lokalno integrabilnih funkcija na Q, p €
1, 0)
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WkP(Q) prostor Soboljeva

|- llwrre@), |- [wks@) norma i seminorma na W*2((Q)

H*(Q) prostor Soboljeva W"2(Q)

(s)r2@)» () mr@)  skalarni proizvodi na L2(Q2) i H*(Q)

H}(Q) prostor Soboljeva funkcija iz H'(Q2) sa u(z) = 0,
x € 0N

Px(K) prostor polinoma najviseg stepena k definisanih na
skupu &

Qk(k) prostor polinoma definisan u pododeljku 1.4.2

Vol - lv), (U,]| - |lv) proizvoljni realni Hilbertovi prostori

Vi prostor kona¢nih elemenata

vy |- v, skalarni proizvod i norma na V},

V+V, prostor funkcija oblika v + v, v € V, v, € V),

P linearni operator P : V — V},

|-l e-tezinska norma

A.2 Operatori

L linearni operator iz (2.1), (2.13)

LN diferencni operatori iz (2.27), (2.44)
A Laplasov operator

D* uopsteni izvod funkcije reda o

[g](d) skok funkcije ¢ u tacki d, d € Q

Oz u, %2 parcijalni izvod prvog reda funkcije u
Oy, ;x—gy parcijalni izvod drugog reda funkcije u
esssup,cq|u(z)| esencijalni supremum za |u| na
Dt D~ diferencni operator prvog reda

u restrikcija funkcije u na skup «

A1 inverzna matrica za matricu A

AT transponovana matrica za matricu A

A.3 Funkcije

reSenje konturnog problema
b koeficijent konvekcije



Pregled oznaka

koeficijent reakcije

desna strana (izvor) diferencijalne jednacine
Dirakova funkcija u d, d € Q

diskretna Grinova funkcija

Grinova funkcija

regularna komponenta resenja

slojna komponenta resenja

bilinearne forme

linearna funkcionela

najvec¢i ceo broj koji je manji ili jednak od x

A.4 Parametri i funkcije diskretizacije

triangulacija domena €2
mreza diskretizacije sa (N +1)" tacaka za domena

QCR"
regularni deo domena {2

slojni deo domena €2

element triangulacije 7 i njegova unutrasnjost
lokalni korak mreze

parametri tranzicionih tac¢aka mreze Siskinovog
tipa

parametar u izrazu A

konac¢ni element

referencni element

numericko resenje za u

interpolaciona funkcija za u

greska interpolacije u — u!

razlika izmedu u! i uy,

bazne funkcije kona¢nodimenzionalnog prostora
Vi 5

generativne funkcije mreze Siskinovog tipa
funkcije karakterizacije mreze Siskinovog tipa
vrednost funkcije v u tacki mreze z;

maksimalna greska u tackama mreze

numericki red konvergencije

99



100 Prilog A

Dg Siskinov red konvergencije

A.5 Parametri i konstante

€ singularno perturbovani parametar

N parametar mreze

« konstanta koercitivnosti bilinearne forme

M,, M, konstante neprekidnosti bilinearne forme a, ay,
h P )

M, M, konstante neprekidnosti linearne funkcionele [, [},

15} donja granica funkcije b

gl donja granica funkcije ¢

d tacka prekida

O parametar stabilizacije postupka tipa SDFEM

0ij Kronekerov simbol

C konstanta nezavisna od € i N

A.6 Ostale oznake

kraj dokaza
kraj napomene
kraj primera

oon



Prilog B
Mathematica programi

U ovom prilogu ¢emo predstaviti neke programe i naredbe koje su koris¢ene
za reSavanje numerickih eksperimenata u radu. Svi programi su uradeni uz
pomo¢ programskog paketa Mathematica.

B.1 Program za reSavanje sistema Ax = v LU-
dekompozicijom

Slededi program resava sistem Az = v LU-dekompozicijom, gde je matrica
A tridijagonalna i predstavljena je elementima ispod, na i iznad glavne di-
jagonale. Ovaj program je preuzet iz [19].

TriLUSolve[{a_List, b_List, c_List}, v_List] :=
Module[{i, j, 1, u, f, x, n = Length[bl},

(*LU dekompozicijax)

1 =A{}

u = {b[[1]11};

Do [
u = Append[u, b[[i]] - c[[i-1]]al[i-11]1/ull[i-1]11];
1 = Append[l, al[i-1]11/ulli-111, {i, 2, n}]l;
(*resavanje LU sistemax)
f = {v[[1]1};
Do[f = Append[f, v[[il1-1[[i-111£[[i-111]1, {i, 2, n}];
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x = {f[[n]1/ullnll};

Do[x = Prepend[x, (f[[i]]-c[[illx[[1]11)/ullil]],
{i, n-1, 1, -1}]1;

X

B.2 Siskinova mreza

Program Shishkin se koristi za generisanje Siskinove mreze za slojeve sa
leve strane tacaka d i 1.

Shishkin[n_, e_, 7_, (G_, d_] :=
Module[{\, ¥1, ¢2, ¢1, ¢2, s},
A = Min[d/2, (1-d)/2, 7 * ¢ * Logl[nl/f];
Y1ls_] := Exp[-2 (1 - 2s) Logl[nl];

Y2[s_] := Exp[-4 (1 - s) Logl[nl];
¢1[s_] := -Logly1ls]l;

¢2[s_] := -Logly2[s]];

Join[

Table[4 (d - A) i/n, {i, 0, n/4}],
Table[d - 7 * ¢ * ¢1[i/nl/f3, {i, n/4 + 1, n/2}],
Table[d + 4 (1 - d - M) (i/n - 1/2), {i, n/2 + 1, 3n/4}],
Table[l - 7 *x ¢ * ¢2[i/n]l/f3, {i, 3n/4 + 1, n}]

1// N

1;

B.3 Bahvalov-Siskinova mreza

Za generisanje Bahvalov-Sigkinove mreze za slojeve sa leve strane tacaka d i
1 koristi se program BS.

BS[n_, e_, 7_, (_, d_] :=
Module[{\, ¥1, ¢2, ¢1, ¢2, s},
A = Min[d/2, (1-d)/2, 7 * € * Loglnl/f]1;

Yi1ls_] =1 -2 (1 -n~(-1)) (1 - 28);



Mathematica programi

Y2 [s_]

P1ls_]

p2[s_]

Join[
Table[4
Tablel[d
Tablel[d
Table[1

1// N

15
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1 -4 -n(C1) A -8);
-Log[y1[s]];
-Log[v¥2[s]];

(d - N i/n, {i, 0, n/4}],

- 7% e x ¢1[i/nl/B, {i, n/4 + 1, n/2}],

+4 (1 -d-MN(@/n - 1/2), {i, n/2 + 1, 3n/4}],
-7 % e x ¢2[i/nl/fB, {i, 3n/4 + 1, n}]

B.4 Modifikovana Bahvalov-Siskinova mreza

Program mBS se

koristi za generisanje modifikovane Bahvalov-Siskinove mreze

za slojeve sa leve strane tacaka d i 1.

mBS[n_, _, 7_

Module [{\,

, B_, d_]1 :=
q, Y1, Y2, ¢1, ¢2, s},

A = Min[d/2, (1-d)/2, 7 * ¢ * Log[nl/3];

q=1/2 +
P1ls_] :=
P2[s_] :=
o1[s_] :=
¢2[s_] :=
Join[
Table[4
Table[d
Table[d
Table[1
1// N
1;

1/2Log[n];

Exp[-(1 - 2s8)/(q - 1 + 28)];
Exp[-2 (1 - 8)/(q - 2 + 28)];
-Log[y1[s]];

-Log[y2[s]];

(d - Mi/n, {i, 0, n/4}],

-1 x ¢ * ¢1[i/nl/B3, {i, n/4 + 1, n/2}],

+4 (1 -d-MN(@/n - 1/2), {i, n/2 + 1, 3n/4}],
-7 x ¢ % ¢2[i/nl/B, {i, 3n/4 + 1, n}]

B.5 Test problem 5

U ovom odeljku ¢emo navesti program koji je koriSéen za reSavanje test pro-
blema 5 na Siskinovoj mrezi. Ovaj program se moze koristiti i za ostale test
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probleme, ali se moze i prilagoditi svakom problemu.

FEMsd[b_,f_,x_,es_,{n_,e_,7_,B_,d_}]:=
Module[{mreza, h, u, v, w, r, i},
mreza = Shishkin[n, e, 7, (, d];
h = Table[mrezal[[i+1]]-mrezal[[i]]l, {i, n}];
0[i_]:= If[ h[[i1]1<2¢/es, 0, NIntegratel[
b[x] (mrezal[[i+1]] - x), {x, mrezal[[il], mreza[[i+1]]}]
* (NIntegrate[b[x]"2, {x, mreza[[i]], mreza[[i+1]]1}])
“(-171;
u = Table[-e/h[[i]l] - (1/h[[i]]"2) * NIntegratel
b[x] (x - mrezal[il]), {x, mrezal[[il], mreza[[i+1]]1}]-
(0[[1]11/h[[i]1]1°2) * NIntegrate[b[x]"2, {x, mrezal[[il],
mrezal[[i+1]]}], {i, 2, n-1}];
v = Table[e/h[[i]] + e/h[[i+1]1]1+(1/h[[i1]1°2) * NIntegrate
[b[x] (x - mreza[[il]), {x, mrezal[[i]], mreza[[i+1]]}]
- (1/h[[i+111°2) * NIntegrate[b[x] (mrezal[[i+2]] - %),
{x, mreza[[i+1]], mreza[[i+2]]1}] + (6[[1]11/h[[i]1]1"2)
* NIntegrate[b[x] "2, {x, mreza[[i]], mreza[[i+1]]}] +
(0[[i+11]1/h[[i+1]11"2) * NIntegrate[b[x]"2, {x,
mreza[[i+1]], mreza[[i+2]1}], {i, n-1}];
w = Table[-e/h[[i+1]]+(1/h[[i+1]]1"2) * NIntegratel
b[x] (mrezal[[i+2]] - x), {x, mreza[[i+1]],
mrezal[[i+2]]}] - (6[[i+1]1/h[[i+1]]1°2) * NIntegrate[
b[x]°2, {x, mreza[[i+1]], mrezal[[i+2]]1}], {i, n-2}];
r = Table[(1/h[[i]]) * NIntegrate[f[x](x - mrezal[[il]),
{x, mreza[[il]l, mreza[[i+1]1}] + (1/h[[i+1]1]1) =*
NIntegrate[f [x] (mreza[[i+2]] - %)), {x, mreza[[i+1]],
mreza[[1+2]]}] + (§[[i]]1/h[[i]]) * NIntegrate[
b[x]1f[x], {x, mreza[[i]], mrezal[[i+1]]1}] -
(6[C[i+111/n[[i+1]]) * NIntegrate[b[x]f[x],
{x, mreza[[i+1]], mrezal[[i+2]1}], {i, 1, n-1}1;
Join[{0}, TriLUSolve([{u, v, w}, r]l, {0}1];



Zakljucak

U ovom radu predstavljeni su postupci konacnih elemenata za numericko
reSavanje singularno perturbovanih problema. Kao model za upoznavanje
sa ovim postupcima koriséena je elipti¢na parcijalna diferencijalna jednacina
drugog reda.

Glavni deo rada posvecen je jednodimenzionalnom problemu konvekcije-
difuzije sa izvorom koji ima prekid u unutrasnjoj tacki d domena. Koe-
ficijent difuzije ima prekid u istoj tacki. Kod takvog problema se javlja-
ju dva sloja, unutrasnji u okolini tacke d i grani¢ni u tacki x = 1. Pre-
dstavljen je standardni postupak Galerkina za reSavanje takvog problema.
Medutim, numericki eksperiment je pokazao da taj postupak produkuje osci-
latorna numericka resenja, ¢ak i u slucaju slojno-adaptivnih mreza. Da bi
se izbegle oscilacije, koje su direktna posledica nestabilnosti pomenutog po-
stupka, koristi se postupak tipa SDFEM. Za SDFEM postupak pokazana
je e-uniformna konvergencija drugog reda na slojno-adaptivnim mrezama.
Numericki eksperimenti su potvrdili dobijeni rezultat.

Kod problema koji je razmatran u ovom radu koeficijent reakcije c¢ je
jednak nuli. Ipak SDFEM postupak se moze uopstiti i na problem

—eu" +bu' +cu=f u QNQ,

[bll(d)] < C, lfId)] < C,

gde je

a) ¢ glatka funkcija,
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b) [[ef(@)] < C.

Takode, mogu se posmatrati i problemi koji imaju vise od jednog unu-
trasnjeg sloja. Za takve probleme treba prilagoditi slojno-adaptivnu mrezu
ve¢em broju unutrasnjih slojeva.



Literatura

1]
2]

3]

R. A. Adams. Sobolev Spaces. Academic Press, Inc., 1987

V. B. Andreev. A priori estimates for solutions of monotone three-point
difference schemes. Preprint Lomonosov State University, 2001.

K. Atkinson and W. Han. Theoretical Numerical Analysis. A Func-
tional Analysis Framework. Volume 39 of Texts in Applied Mathematics.
Springer-Verlag, New York, Inc., 2001.

O. Axelsson, V. A. Barker. Finite Element Solution of Boundary Value
Problems. STAM Philadelphia, 2001.

S. C. Brenner, L. R. Scott. The Mathematical Theory of Finite Element
Methods. Springer-Verlag, New York, Inc., 1994.

P. G. Ciarlet. Basic Error Estimates for Elliptic Problems. In P. G. Ciarlet
and J. L. Lions, editors, Volume II of Handbook of Numerical Analysis.
Finite Element Methods (Part 1), pages 17-352, Elsevier Science Publ.,
North-Holland, 1991

R. W. Clough. The finite element method in plane stress analysis. Pro-
ceedings of Second ASCE Conference on Electonic Computation, Vol. 8,
pages 345-378. Pittsburg, Pennsylvania, 1960.

R. Courant. Variational methods for the solution of problems of equilib-
rium and vibrations, Bull. Amer. Math. Soc. 49: 1-23, 1943.

P. A. Farrell, A. F. Hegarty, J. J. H. Miller, E. O’Riordan, G. I. Shishkin.
Robust Computational Techniques for Boundary Layers. Chapmann &
Hall, London, 2000.

107



108 LITERATURA

[10] P. A. Farrell, A. F. Hegarty, J. J. H. Miller, E. O’Riordan, G. L
Shishkin. Singularly perturbed convection-diffusion problems with bound-
ary and weak interior layers. Journal of Computational and Applied
Mathematics 166 (2004) 133-151

[11] C. Grossmann, H.-G. Roos, M.Stynes. Numerical Treatment of Partial
Differential Equations. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2007.

[12] T. J. R. Hughes and A. Brooks. A multidimensional upwind scheme
with no crosswind diffusion. In T. J. R. Hughes, editor, Finite Element
Methods for Convection Dominated Flowes, pages 19-35, ASME, New
York, 1979.

[13] S. Larsson, V. Thomée. Partial Differential Equations with Numerical
Methods. Volume 45 of Texts in Applied Mathematics. Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg, 2003.

[14] T. LinB. An upwind difference scheme on a novel Shishkin-type for
a linear convection-diffusion problem. J. Comp. Appl. Math., 110: 93-
104,1999.

[15] T. LinB. Layer-adapted meshes for convection-diffusion problems. Insti-
tut fiir Numerische Mathematik, Technische Universitat Dresden, Habil-
itationsschrift, 2006.

[16] J. T. Oden. Finite Elements: An Introduction. In P. G. Ciarlet and J.
L. Lions, editors, Volume II of Handbook of Numerical Analysis. Finite
Element Methods (Part 1), pages 3-16, Elsevier Science Publ., North-
Holland, 1991

[17] Z. Stojakovié, D. Herceg. Numericke metode linearne algebre.
Gradevinska knjiga, Beograd, 1988.

[18] H.-G. Roos, M. Stynes, L. Tobiska. Numerical Methods for Singularly
Perturbed Differential Equations. Convection - Diffusion and Flow Prob-
lems. Springer, New Your, 1996.

[19] K. Surla, B. Herceg, S. Rapaji¢. Mathematica za fizicare i hemicare.
Univerzitet u Novom Sadu, Prirodno-matematicki fakultet, Novi Sad,
1998.



LITERATURA 109

[20] E. Siili. An Introduction to the Numerical Analysis of Partial Differential
FEquations. University of Oxford, 2005.

[21] E. Siili. Finite Element Methods for Partial Differential Equations. Uni-
versity of Oxford, 2007.

[22] V. Thomée. From finite differences to finite elements. A short history of
numerical analysis of partial differential equations. J. Comp. Appl. Math.,
128: 1-54, 2001

[23] K. Yosida. Functional Analysis. Sixth Edition of A Series of Compre-
sensive Studeis in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New
York, 1980.

[24] H. Zarin. Postupci konacnih elemenata za singularno perturbovane pro-
bleme 1 prekidi. Doktorska disertacija. Prirodno-matematicki fakultet
Univerziteta u Novom Sadu, Novi Sad, 2003.

[25] M. Zlamal: On the finite element method. Numerische Mathematik, 12:
394-402, 1968.



110 LITERATURA



Biografija

Rodena sam 8. avgusta 1984. godine u Vlasenici. Osnovnu skolu ”Braca
Jaksi¢” zavrsila sam u Mili¢ima sa odliénim uspehom. Potom sam upisala
opstu gimnaziju u Mili¢ima i maturirala sam 2003. godine.

Na Prirodno-matematicki fakultet Univerziteta u Novom Sadu, odsek
za matematiku, smer diplomirani matematicar - profesor matematike, upi-
sala sam se 2003. godine i diplomirala sam 28. septembra 2007. go-
dine sa prosecnom ocenom 9.79. Tema diplomskog rada bila je 7O nu-
merickom resavanju jedne klase konturnih problema”. Nakon zavrsetka osno-
vnih studija upisala sam master studije na Prirodno-matematickom fakulte-
tu Univerziteta u Novom Sadu, odsek za matematiku, smer matematika.
Polozila sam sve ispite predvidene nastavnim planom i programom master
studija.

Kao stipendista fondacije OAD (Osterreichischer Austauschdienst) u pe-
riodu oktobar 2008. - februar 2009. boravila sam na Institutu za matematiku,
Univerzitet u Becu.

Novi Sad, 10. maj 2009. godine Snezana Gordié¢

111



UNIVERZITET U NOVOM SADU
PPV{IRODNO—MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA

Redni broj:
RBR

Identifikacioni broj:
IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija

TD

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal

TZ

Vrsta rada: Master rad

VR

Autor: Snezana Gordié

AU

Mentor: Prof. dr Helena Zarin

MN

Naslov rada: Numericko resavanje singularno perturbovanih konturnih problema sa prekidima

NR

Jezik publikacije: srpski (latinica)
JP

Jezik izvoda: s / e

JI

Zemlja publikovanja: Srbija
VA

Uze geografsko podruéje: Vojvodina



UGP

Godina: 2009
GO

Izdavac¢: Autorski reprint

1Z

Mesto i adresa: Novi Sad, Departman za matematiku i informatiku, Prirodno—matematicki
fakultet, Univerzitet u Novom Sadu, Trg Dositeja Obradoviéa 4

MA

Fizicki opis rada: (3, 110, 25, 20, 14, 0, 2)
FO

Naucna oblast: Matematika

NO

Nauc¢na disciplina: Numericka matematika
ND
Predmetna odrednica/Kljucne reci: singularne perturbacije, graniéni sloj, unutrasnji sloj,

postupak konaé¢nih elemenata, standardni postupak Galerkina, ”streamline-diffusion” pos-
tupak konac¢nih elemenata, slojno-adaptivna mreza, uniformna konvergencija

PO
UDK:

Cuva se: Biblioteka Departmana za matematiku i informatiku Prirodno-matematickog
fakulteta Univerziteta u Novom Sadu

CU

Vazna napomena:

VN

Izvod:
1Z

U tezi se istrazuju primene postupaka kona¢nih elemenata i slojno-adaptivnih mreza radi
poboljsanja tacnosti pribliznih reSenja odredenih singularno perturbovanih problema.



Ispituje se jednodimenzionalni problem konvekcije-difuzije sa unutrasnjim slojevima koji su
nastali zbog prekidnih polaznih funkcija. Standardni postupak Galerkina generise oscila-
torna numericka reSenja. Da bi se izbegle oscilacije koje su direkta posledica nestabilnosti
pomenutog postupka, koristi se ”streamline-diffusion” postupak konac¢nih elemenata (SD-
FEM). Za postupak tipa SDFEM pokazuje se e-uniformna konvergencija drugog reda na
slojno-adaptivnoj mrezi Siskinovog tipa.

Datum prihvatanja teme od strane NN veca: 7. juli 2009.

DP

Datum odbrane:

DO
Clanovi komisije:
KO

Predsednik: dr Katarina Surla, redovni profesor, Prirodno-matematicki fakultet,
Univerzitet u Novom Sadu

Clan: dr Dragoslav Herceg, redovni profesor, Prirodno-matematicki fakul-
tet, Univerzitet u Novom Sadu
Clan: dr Helena Zarin, vanredni profesor, Prirodni-matematicki fakultet,

Univerzitet u Novom Sadu, mentor



UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCE AND MATHEMATICS
KEY WORDS DOCUMENTATION

Accession number:

ANO

Identification number:

INO

Document type: Monograph type
DT

Type of record: Printed text
TR

Contents Code: Master’s thesis
CC

Author: Snezana Gordié

AU

Mentor: Helena Zarin, Ph.D.
MN

Title: Numerical solving of singularly perturbed boundary value problems with disconti-
nuities

TI

Language of text: Serbian

LT

Language of abstract: English
LA

Country of publication: Serbia

CP

Locality of publication: Vojvodina



LP

Publication year: 2009
PY

Publisher: Author’s reprint

PU

Publ. place: Novi Sad, Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Science
and Mathematics, University of Novi Sad, Trg Dositeja Obradovié¢a 4

PP

Physical description: (3, 110, 25, 20, 14, 0, 2)
PD

Scientific field: Mathematics
SF

Scientific discipline: Numerical mathematics
SD
Subject/Key words: singular perturbation, boundary layer, interior layer, finite element

method, standard Galerkin method, streamline diffusion finite element method, layer—
adapted mesh, uniform convergence

SKW
UcC:
Holding data: The Library of the Department of Mathematics and Informatics, Faculty

of Science and Mathematics, University of Novi Sad

HD

Note:
N

Abstract:
AB

The thesis mainly explores applications of the finite element methods and layer-adapted
meshes to improve the accuracy of approximate solutions of certain singular perturbation
problems.



One-dimensional convection-diffusion problem with interior layers caused from discontin-
uous data are considered. Standard Galerkin finite element methods generate oscillations
in the numerical solutions. We use streamline-diffusion finite element methods (SDFEM)
in order to avoid oscillations which are the direct outcome of instability of the standard
Galerkin finite element methods. For the SDFEM is established e-uniform convergence of
the second order on the layer-adapted mesh of Shishkin-type.

Accepted by the Scientific Board on: 7t July 2009
ASB

Defended:
DE

Thesis defend board:
DB

President: Dr. Katarina Surla, full professor, Faculty of Science and Mathemat-
ics, University of Novi Sad

Member:  Dr. Dragoslav Herceg, full professor, Faculty of Science and Mathe-
matics, University of Novi Sad

Member:  Dr. Helena Zarin, associate professor, Faculty of Science and Mathe-
matics, University of Novi Sad,



