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Hamiltonovi grafovi i digrafovi

Predgovor

U ovom master radu bavicemo se Hamiltonovim konturama i putevima u grafovima i
digrafovima. Sadrzaj rada je rasporeden u tri glave.

Prva glava je uvodnog karaktera. Sadrzi osnovne pojmove i definicije teorije grafova koje se
koriste u navedenoj problematici. Daje se osvrt na istorijat i sloZzenost problema Hamiltonovih
kontura.

Druga glava se bavi Hamiltonovim grafovima. Upoznajemo se sa pojmom Hamiltonovog grafa.
IzlozZeni su potrebni uslovi i dovoljni uslovi da graf bude Hamiltonov, medu kojima su teoreme
Orea (0.Ore) i Diraka (G.Dirac). DefiniS§emo zatvorenje grafa i dokazujemo teoremu Hvatala
(V.Chvatal) koja povezuje Hamiltonove grafove sa zatvorenjem grafova. Dajemo definiciju
Hamiltonski povezanih grafova i navodimo njihove osnovne osobine. Dovodimo u vezu
Hamiltonove grafove sa planarnim grafovima i dokazujemo teoremu Grinberga (E.Grinberg). Na
kraju druge glave ostavljamo prostor za koju rec o stepenu grafa i Hamiltonovim konturama u
G

Treca glava je fokusirana na Hamiltonove digrafove. Dokazujemo teoreme Mejnielova
(M. Meyniel) i Guila-Uri (Gouila-Houri), koje su potrebni uslovi za Hamiltonski jako povezane
digrafove. U drugom delu tre¢e glave fokusiramo se na Hamiltonove turnire. Dajemo pregled
osnovnih osobina takvih turnira. Dokazujemo teoremu Kamiona (P. Camion) koja nam daje
potreban 1 dovoljan uslov da turnir sadrzi Hamiltonovu konturu. Na kraju trec¢e glave navodimo 1
dokazujemo teoremu Harari-Mozera (F. Harary, L. Moser) koja nam garantuje da je svaki
netrivijalan jako povezan turnir ¢vorno-panciklican.

Ovom prilikom bih se zahvalio svom mentoru, dr Vojislavu Petrovi¢u, ne samo na odabiru
zanimljive teme, ve¢ 1 na podrSci 1 korisnim savetima prilikom izrade ovog master rada.
Zahvalnost dugujem i ¢lanovima komisije, dr Bojanu BaSic¢u 1 dr Borisu Sobotu.

Na Kkraju, ovaj master rad posvecujem svom ocu, i dugujem mu veliku zahvalnost na podrsci

tokom svih godina mog $kolovanja, kao i na svemu $to mi je pruZio u Zivotu.

Slobodan Nogavica
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Glava 1. Uvod

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.1.1. Graf G je uredeni par (V(G), E(G)) gde je V(G) konacan neprazan skup
elemenata koje nazivamo c¢vorovima, dok je E(G) konacan skup neuredenih parova elemenata iz
V(G) koje nazivamo grane.

Ukoliko je grana odredena ¢vorovima U i v, tada umesto (u, v) mozemo pisati uv, ili samo e, gde
je e = (u, v). Za granu e kazemo jos i da ,,spaja U i v, ,krajevi grane e su ¢vorovi U i V”, ,.e je
incidentnosauiv?, ...

Definicija 1.1.2. Grane koje su incidentne sa istim parom ¢vorova nazivaju se paralelne grane.
Grana kod koje se pocetni i krajnji ¢vor poklapaju naziva se lupa ili petlja.

Definicija 1.1.3. Graf G je prost ukoliko u njegovom skupu grana, E(G), nema ni petlji ni
paralelnih grana. Multigraf je graf u ¢ijem se skupu grana mogu pojavljivati paralelne grane ili
petlje.

U ovom radu bavi¢emo se, isklju¢ivo, prostim grafovima.

v
2 € V(G) = {vi, Vy, V3, V4, Vs, Ve}

E(D) = {e1, €, €3, €4, €5, €6, €7}
es, e4- paralelne grane

es— petlja (lupa)

° Ve Vg — Izolovan ¢vor

€1
Vs

V1 (S¥ V3
Slika 1. Multigraf

Definicija 1.1.4. Dva ¢vora povezana granom nazivamo susednim ¢vorovima. U suprotnom su
¢vorovi nesusedni. Skup svi suseda ¢vora v € V(G) ozna¢avamo sa Ng(V), i piSemo Ng(V) =
fueVv(@G) luveV(G)}.

Definicija 1.1.5. Stepen ¢vora v € V(G) je broj suseda tog ¢vora u grafu G, i to zapisujemo sa
de(v) = | Nc(v) | . Minimalan stepen svih ¢vorova obelezavamo sa 6(G), a maksimalan sa A(G).
Zapisujemo 6(G) = min,ey gy do(V) 1 A(G) = maxyey gy de(v).



Hamiltonovi grafovi i digrafovi
Definicija 1.1.6. Cvor koji nema suseda naziva se izolovan ¢vor, dok &vor sa taéno jednim
susedom nazivamo visedi ili krajnji ¢vor.

Definicija 1.1.7. Ukoliko svi ¢vorovi grafa imaju isti stepen, tada graf nazivamo regularnim
grafom. Specijalno, ako je stepen svakog ¢vora jednak k onda je graf k — regularan.

U regularnim grafovima je 6(G) = A(G).

\Zi \Z Vy Vy
V
Vs V3 ¥ V3 ’ v % V3
Ve Voo -y V2 o Ve V2o g Vo
Vi Vi Vi Vi
2-regularan graf 3-regularan graf 3-regularan graf 4-regularan graf

Slika 2. Regularni grafovi

Pojedini grafovi, zbog svojih specifi¢nih svojstava, imaju zasebna imena. Definisa¢emo neke od
specijalnih grafova koje ¢emo u ovom radu koristiti:

Definicija 1.1.8. Graf u kom izmedu svaka dva ¢vora postoji grana naziva se kompletan graf.
Kompletan graf sa n ¢vorova ozna¢avamo sa K.

Slika 3. Kompletan graf K,

Definicija 1.1.9. Graf sa u kojem nikoja dva ¢vora nisu povezana naziva se prazan graf. Prazan
graf sa n ¢vorova ozna¢avamo sa Kn.

Va

V50 [ ] V3
Vl. .Vg

Slika 4. Prazan graf Ks
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Definicija 1.1.10. k — partitan graf G(X1, X2, ..., X«) je graf ¢iji skup ¢vorova V(G) delimo u k
disjunktnih klasa, X1, Xz, ..., Xk. Svaka grana k — partitnog grafa spaja ¢vorove koji pripadaju
razli¢itim klasama. Bipartitan graf je vrsta £ — partitnog grafa kod kojeg je skup ¢vorova
podeljen u dve disjunktne klase.

V1 V3 Vs V7
G (X, V)
X = {V11 V3l V5! V7}

Y = {V21 V4a V6}
Vs Vs Ve

Slika 5. Bipartitan graf

Definicija 1.1.11. Kompletan k — partitan graf K(ni, nz, .., nNk) je k — partitan graf
G(X1, X2, ..., Xx), | Xi | =nj, U kojem izmedu svaka dva ¢vora iz razlicitih klasa postoji grana.

K (2 2, 2)

Slika 6. Kompletan 3-partitan graf

Definicija 1.1.12. H je podgraf grafa G ako su svi njegovi ¢vorovi i sve njegove grane sadrzane
u garfu G. Ako je H podgraf od G, onda je G nadgraf od H. Pokrivajucéi pograf grafa G je
podgraf H, takav da je V(H) = V(G).

Definicija 1.1.13. Neka je V' neprazan podskup od V(G). Podgraf grafa G indukovan skupom
¢vorova V' predstavlja graf G' sa skupom ¢vorova V(G') = V', i skupom grana E(G") koji ¢ine sve
grane grafa G ¢ija su oba kraja u V'. Oznacavac¢emo ga sa G[ V' ].

Definicija 1.1.14. Neka je E' neprazan podskup od E(G). Podgraf grafa G indukovan skupom
grana E' predstavlja graf G' sa skupom grana E(G') = E', i skupom ¢vorova V(G') koji ¢ine svi
krajevi grana iz E'. Oznacava¢emo ga sa G[ E'].
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Vy €3 V3 V3 Va €3 V3
Vi e, Vo Vi €1 Vs Vi e Vs,
G G’ = G[{vy, Vo, V3}] G =G[{ey, es, es}]

Slika 7. Graf i njegovi indukovani podgrafovi
Definicija 1.1.15. Komplement grafa G je graf G &iji je skup évorova V(G) = V(G) i &iji je skup
grana E(G) = {uv | u,v € V(G),uv & E(G)}.

G G
Slika 8. Graf i njegov komplement

Definicija 1.1.16. Put Py u grafu G je niz ¢vorova v v, ... vy (v = 2) koji su svi razli€iti i
pritom v;v;.; € E(G) za i =1,2,..,k—1. Cvorovi v1i i vk su krajevi puta Px. Put P
oznac¢avacemo sa (v, — vy) —put ili (v, — v,) —put. Duzina puta Py predstavlja broj grana tog

puta.
Vy V3 Vy
'3 Vs
Vg V) Vg
[ ]
V1 Vi
G P,= V1V4VsVg
Slika 9. Put
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Definicija 1.1.17. Hamiltonov put u grafu G je put koji sadrZi sve ¢vorove grafa G.
Definicija 1.1.18. Dva ¢vora grafa G su povezana ako postoji put u G koji ih spaja.

Ako pretpostavimo da je svaki ¢vor povezan sa samim sobom onda je povezanost ¢vorova
relacija ekvivalencije na skupu V(G).

Definicija 1.1.19. Komponenta povezanosti grafa G ili komponenta grafa G je klasa
ekvivalencije u odnosu na povezanost. Broj komponenti grafa G oznacavac¢emo sa o(G).

SoE

(D(Gl) =1 (D(Gz) =2 (D(G3) =3
Slika 10. Komponenta povezanosti grafa

Definicija 1.1.20. Graf G je povezan ako ima ta¢no jednu komponentu povezanosti, odnosno,
ako za svaka dva njegova ¢vora postoji put koji ih spaja.

Definicija 1.1.21. Rastojanje izmedu ¢vorova U i v grafa G je duzina najkraceg (1 — v) —puta u
grafu G. Rastojanje izmedu ¢vorova U i v oznacavacemo sa d;(u, v) ili, ukoliko je jasno da se
rastojanje posmatra u grafu G, samo d(u, v).

Dijametar grafa G, u oznaci d(G), definise se kao d(G) = max d(u,v).

u,vev(G)
V4 V3
d(va, vs) =1
[ ]
G, G,
Vs [ ) v d(V]_, V3) =2
6
d(vy, Ve) = 0
Vi Vo d(Gl) =3 d(Gz) =

Slika 11. Rastojanje izmedu ¢vorova i dijametar grafa.
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Definicija 1.1.22. Kontura u grafu G je put sa bar tri ¢vora sa dodatnom granom koja spaja
krajnje ¢vorove. Konturu sa n ¢vorova (n > 3) oznacavacemo sa Cn. Graf koji nema kontura

naziva se aciklican graf.

V5 Vg Vs
Ve Ve
V3
V]_ V2 Vi 2
G C4= ViVoVs5VeV,

Slika 12. Kontura

Definicija 1.1.23. Uklanjanje ¢vora v € V(G) iz grafa G se vrsi tako Sto se iz grafa G ukloni
¢vor V i sve grane koje su sa njim incidentne. Dobijeni graf oznacava¢emo sa G — V.

Prema definiciji 1.1.13. graf G — v predstavlja indukovan podgraf G[V(G) — v].

Ukoliko umesto jednog ¢vora iz grafa G uklanjamo skup ¢vorova V'c V(G), tako Sto iz grafa

uklonimo sve ¢vorove skupa V' i sve grane ¢iji je bar jedan kraj u V', dobijamo graf G — V' koji,
prema definiciji 1.1.13. predstavlja indukovan podgraf G[V(G) — V'].

Vs Vy Vs V4 Vs V4
G G-V G —{vs, Ve}

Ve @ Vs Ve @ V3

Vi Vs V2 Vi Vs
Slika 13. Graf, graf sa uklonjenim ¢vorom i graf sa uklonjenim skupom ¢vorova

Definicija 1.1.24. Uklanjanje grane e € E(G) iz grafa G vrsi se tako Sto se iz G ukloni grana e a
njeni krajevi ostaju u skupu ¢vorova grafa G. Dobijeni graf oznacavamo sa G — e.

Prema definiciji 1.1.14. graf G — e predstavlja indukovan podgraf G[E(G) — e].

Ukoliko umesto jedne grane iz grafa G uklanjamo skup grana E’ c E(G), dobijamo graf G — V'
koji, prema definiciji 1.1.14. predstavlja indukovan podgraf G[E(G) — E'].
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4 4 4

' vV, Vg V. Vg V.
G G—vivy G — {VVy, V1V, VaVa}
V3 V3 V3
Vi \') \ V, Vi V,

Slika 14. Graf, graf sa uklonjenom granom, graf sa uklonjenim skupom grana

Definicija 1.1.25. Povezan acikli¢an graf naziva se stablo. Uobi¢ajena oznaka za stablo je T.
T I \ °

Slika 15. Stablo
Definicija 1.1.26. Cvor v € V(G) je artikulacioni évor u grafu G ako se uklanjanjem tog &vora
povecava broj komponenti povezanosti grafa G.

Definicija 1.1.27. Grana e € V(G) je most u grafu G ako se uklanjanjem te grane povecava broj
komponenti povezanosti grafa G.

Vi Vo Vg
v, Vs — artikulacioni ¢vorovi
Vv, @
Vy Vs Vi .
V4Vs, V3Va, VqVa, VoV4 — MOStOVi
Vv
3 V6

Slika 16. Artikulacioni ¢vorovi i mostovi

Definicija 1.1.28. Cvorni separator u grafu G je skup &vorova U c V(G), takav da je G — U
nepovezan graf.

Definicija 1.1.29. Minimalan broj ¢vorova grafa G ¢ijim se uklanjanjem dobija nepovezan graf
ili K1 naziva se ¢vorna povezanost i oznacava se sa k(G). Za graf G kazemo da je k-povezan ako
i samo ako je k(G) = k.
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Tako je

e k(G) = 0 ako i samo ako je G nepovezan ili Kz
e k(G) =1 ako i samo ako G sadrzi artikulacioni ¢vor ili je G = K>

Definicija 1.1.30. Granski separator u grafu G je skup grana F c E(G), takav da je G — F
nepovezan graf.

Definicija 1.1.31. Minimalan broj grana grafa G ¢ijim se uklanjanjem dobija nepovezan graf
naziva se granska povezanost i oznacava se sa k1 (G).

Vazi

e k,(G) =0akoisamo ako je G nepovezan ili Ky
e k,(G) = 1ako isamo ako je G povezan i sadrzi most

Teorema 1.1.1. Neka je G k-povezan graf i neka su v, vi, Vo, ..., Vk, K + 1 razlicitih ¢vorova grafa
G. Tada postoje putevi v — vi (1 < i <k) koji imaju zajednicki samo inicijalni évor v.

U ovom radu, osim Hamiltonovim grafovima, baviéemo se i Hamiltonovim digrafovima 1
turnirima. U naredno delu definisacemo osnovne pojmove vezane za digrafove i turnire.

Definicija 1.1.32. Orijentisani graf ili digraf D je uredeni par (V(D), E(D)), gde je V(D) konacan
neprazan skup elemenata koje nazivamo ¢vorovima dok je E(D) konacan skup uredenih parova
elemenata iz V(D) koje nazivamo granama.

Bitno je napomenuti da pojam grana kod orijentisanih grafova predstavlja uredeni par ¢vorova
odnosno, ukoliko je e = (u,v) € E(D) kaZzemo da je grana e orijentisana od u ka v. Sa istim
znaCenjem Kkoriste se izrazi: e vodi od u ka v, u dominira (pobeduje, tuce) v, odnosno v je
dominiran (pobedjen, tucen) od u. Cvor u naziva se pocetak, a ¢vor v kraj grane (u, v). Umesto
(u, v) koristi¢emo oznaku uv. Cinjenica da &vor u dominira &vor vV oznadava se sa u — v.

Definicija 1.1.33. Paralelnim granama nazivamo dve ili viSe grana digrafa koje imaju zajednicki
pocetak i1 zajedniCki kraj. Dve grane digrafa nazivamo simetricnim ako je poCetni ¢vor prve
grane krajnji ¢vor druge grane, a krajnji ¢vor prve grane pocetni ¢vor druge.

Na isti na¢in kao i kod neorijentisanih grafova definice se lupa, odnosno petlja.

Vecéin pojmova iz teorije neorijentisanih grafova direktno se prenose na digrafove. Npr.
Orijentisan put i orijentisana kontura definiSu se isto kao i u neorijentisanom grafu s tim $to je
svuda prisutna orijentacija.

E
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€6

€1 € les |€s |es
V(D) = {v1, Vo, V3, V4, V5}
E(D) ={ey, ey, €3, €4, €5, €, €7, €5, €9}

€7
-
D . b es, €4, €5 - paralelne
es e ey, € - si_metriéne
ey - petlja (lupa)

€10

Slika 17. Digraf

U daljem tekstu definisaemo samo nove pojmove koji se srecu iskljuc¢ivo kod digrafova i
posledica su orijentacije.

Definicija 1.1.34. Za ¢vorove U i v digrafa D kazemo da su jako povezani ako postoje (u — V)
—put i (v —u) — put u digrafu D.

Ukoliko pretpostavimo da je svaki ¢vor jako povezan sa samim sobom onda je jaka povezanost
¢vorova relacija ekvivalencije na skupu V(D).

Definicija 1.1.35. Komponenta jake povezanosti digrafa D ili komponenta dirafa D je klasa
ekvivalencije u odnosu na jaku povezanost.

Definicija 1.1.36. Digraf D je jako povezan ako i samo ako ima ta¢no jednu komponentu jake
povezanosti, odnosno, ako su svaka dva njegova ¢vora jako povezana.

Narednu teoremu koristicemo u glavi 3 i navodimo je bez dokaza.

Teorema 1.1.2. Digraf D je jako povezan ako i samo ako za svako razbijanje skupa cvorova
V(D) na dva neprazna podskupa V; i V,, postoji bar jedna grana koja vodi iz V; u V; i bar jedna
grana koja vodi iz V, u V;.

Definicija 1.1.37. Kondenzat digrafa D je digraf D definisan na slede¢i nadin. Ako su D1, Dy, ...,
Dk komponente digrafa D, tada je V(D") = {uy, uy, ..., u}. Pri tome iz &vora Ui vodi grana u &vor
uj ako i samo ako u D postoji grana koja vodi od D; ka D;.

E
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Slika 18. Kondenzat digrafa D

Definicija 1.1.38. Izlazni skup ¢vora v € V(D) je skup svih ¢vorova iz V(D) koje ¢vor v
dominira. Izlazni skup ¢vora v € V(D) oznatavamo sa Op(v) i piSemo Op(v) =
{x|x € V(D),v - x}. Ulazni skup ¢vora v € V(D) je skup svih ¢vorova iz V(D) od kojih je ¢vor
v dominiran. Ulazni ¢&vor skupa v € V(D) oznaCavamo sa Ip(v) i pisemo Ip(v) =
{x|x e V(D),x - v}.

Definicija 1.1.39. lIzlazni stepen ¢vora v € V(D) predstavlja broj ¢vorova izlaznog skupa
Op(v). Izlazni stepen &vora v € V(D) oznaGavamo sa dj(v) i piSemo dj(v) = |0,(v)].
Ulazni stepen c¢vora v € V(D) predstavlja broj ¢vorova ulaznog skupa Ip(v).
Ulazni stepen ¢vora v € V(D) ozna¢avamo sa dp, (v) i piSemo dp (v) = |Ip(v)].

Ukoliko je jasno o kojem digrafu je re¢, u svim definisanim pojmovima indeks D moze biti
izostavljen.

® ® Vs Np'(v1) = {v2, va}
dD+(V1) =2
Np ™ (v1) = {vs}
do (vy) =1

Slika 19. Izlazni skup i izlazni stepen ¢vor

Na sli¢an nacin kao kod neorijentisanih grafova defini¢u se minimalni izlazni stepen, minimalni
ulazni stepen, kao i maksimalni izlazni stepen i maksimalni ulazni stepen.

Definicija 1.1.40. Totalni stepen cvora v € V(D), u oznaci d(v), definiSe se kao
d(v) =d*(v) + d~(v).

E
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Definicija 1.1.41. Podvuceni graf G od digrafa D predstavlja neorijentisani graf koji se dobija
tako Sto se u digrafu D zanemari orijentacija grana.

Definicija 1.1.42. Orijentacija grafa G predstavlja digraf D, koji se dobija tako §to se svaka
grana neorijentisanog grafa G orijentiSe u jednom od dva moguca smera.

U zavisnosti od toga kako se pojedine grane neorijentisanog grafa orijentisu, isti graf moze imati
viSe orijentacija.

AL
A

@+—©0

Slika 20. Orijentacija grafa G

Definicija 1.1.43. Ukoliko se orijentacijom grafa G dobije jako povezan digraf D kaze se da je
takva orijentacija grafa G jaka.

Definisa¢emo jednu klasu specijalnih digrafova kojom ¢emo se baviti u ovom radu.

Definicija 1.1.44. Turnir sa n cvorova, U oznaci Tn, predstavlja proizvoljnu orijentaciju
kompletnog grafa K.

Ay

Ty T, T3 Ty Ts

Slika 21. Turnir

Kod turnira se Cesto za izlazni stepen ¢vora v upostrebljava izraz skor i oznacava se sa S(V).
Dakle, s(v) = d} (v).

Definicija 1.1.45. Ureden n - torku (sy, S5, ..., S,) nazivamo niz skorova ili skor-niz turnira T,
ako je V(Ty,) = {vy, vy, ..., v} is; =s(v;) ,gdejei=1,2,..,n.

Definicija 1.1.46. Turnir T, je tranzitivan ako za svaka tri ¢vora u,v,w € V(Tp)) izu-»viv -
wslediu - w.
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1.2 Istorijat problema

Iako su proucavani ranije, od strane britanskog matematicara Tomasa Kirkmana (Thomas
Penzngton Kirkman), pojam Hamiltonovih grafova vezuje se za poznatog irskog matematicara
Vilijama Hamiltona (Ser William Rowan Hamilton). Godine 1857 Hamilton je predstavio igru
na dodekaedru. Dodekaedar je jedan od pet pravilnih poliedara, Platonovih tela. Ima 12 strana i
20 temena, sve strane su pravilni petouglovi i u svakom temenu susti¢u se po tri. Hamilton je
svako teme obelezio imenima 20 svetskih metropola tog vremena. Cilj igre bio je da se nadje put
duz ivica dodekaedra koji prolazi kroz svaku metropolu (teme) ta¢no jedanput i pocinje i
zavrSava se u istoj metropoli (temenu). Ne postoje naznake da je igra ikada bila uspesno resena.
Predmet Hamiltonove igre moze da se opiSe, radi bolje preglednosti i orijentacije, terminima
teorije grafova. Odatle poti¢e izraz ,,Hamiltonov graf. Umesto dodekaedra posmatramo
njegovu stereografsku projekciju. Tada se Hamiltonov ,,put oko sveta®“ svodi na konturu ko—
ja prolazi kroz sve ¢vorove tako dobijenog grafa. Zanimljivo je pomenuti da je 1855. godine (dve
godine pre nego §to je Hamilton predstavio svoju igru) Kirkman izloZio sledec¢i problem koji je
poslao britanskom Kraljevskom Drustvu (Royal Society): Da li je moguce za dati graf poliedra
pronaci konturu koja prolazi kroz svako teme tacno jedanput? Dakle, iako je Hamiltonova igra
izazvala viSe interesovanja za Hamiltonove grafove, mozemo re¢i da je Kirkman zadetnik te
teorije.

Konture koje sadrze sve ¢vorove grafa nazivaju se Hamiltonove konture, a grafovi u kojima
postoje takve konture Hamiltonovi grafovi. Jedan od najtezih i jo$ uvek nereSenih problema
teorije grafova je karakterizacija Hamiltonovih grafova. Do sada je otkriveno vise potrebnih i
viSe dovoljnih uslova da graf bude Hamiltonov, ali medu njima nijedan nije istovremeno 1
potreban i dovoljan uslov.

Na primer, ako je G Hamiltonov graf tada zbog prisustva Hamiltonove konture nema artikulaci—
onih ¢vorova. Prema tome graf G je 2-povezan. Zbog toga, potreban uslov za graf G da bude
Hamiltonov je da je 2-povezan. Dakle, graf koji nije 2-povezan nije Hamiltonov. Medutim, 2-
povezanost nije i dovoljan uslov. Na primer, Petersenov graf je 2-povezan, a nije Hamiltonov.
Od dovoljnih uslova, jedan od najpoznatijih je Oreov. Ali on nije i potreban. Jedan od
kontraprimera je kontura C, (n > 5).

U narednim delovima da¢emo detaljan pregled svih potrebnih 1 svih dovoljnih uslova.
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Glava 2. Hamiltonovi grafovi

2.1 Potrebni uslovi

Nesto manje ocigledan potreban uslov sadrzan je u narednoj teoremi.
Teorema 2.1.1 Ako je G Hamiltonov graf, tada za svaki pravi neprazan podskup S c V (G) vazi
o (G-5)<|S|

Dokaz. Neka je S c V(G) i pretpostavimo da je o(G — S) = k > 1, gde su Gy, G2, ..., Gk
komponente G — S. Neka je C Hamiltonova kontura u G. Tada je E(C) c E(G), pa vazi
o(G - S) < o(C - S). Razlog je $to se dodavanjem novih grana ne povecava broj komponenti.
Medutim vazi o(C — S) < [S|. Zaista, uklanjanjem odredenog broja ¢vorova kontura se raspa—
da na jedan ili viSe disjunktnih puteva. Pri tome jednakost vazi samo u slu¢aju kada nikoja dva
¢vora iz S nisu susedi u konturi C. Tada se C raspada na ta¢no |S| disjunktnih puteva. 1z

navedenih jednakosti zakljucujemo da vazi o(G — S) <|S|.
[

Navedeni rezultat je Cesto efikasan metod za dokaz da dati graf nije Hamiltonov. Sastoji se u
tome da se uo¢i zgodan podskup S, takav da je o(G— S) > |S].

Primer. Herschelov graf nije Hamiltonov.

Slika 22. Herschelov graf

Oznagimo ga sa G. Neka skup S sadrzi crvene &vorove grafa G. Tada je |S| = 5. Graf G — S je K,
graf, pa vazi ®(G — S) = 6. Na osnovu prethodne teoreme zakljucujemo da Herschelov graf nije
Hamiltonov.
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Uslov teoreme 2.2.1 nije i dovoljan. Za Petersenov graf G se moze pokazati da je ®(G — S) < |S]
zasvaki S c V (G). Medutim Petersenov graf nije Hamiltonov.

Slika 23. Petersenov graf

Ukoliko posmatramo samo samo skupove S kardinalnosti 1 dobijamo narednu posledicu:
Posledica 2.1.1 Svaki Hamiltonov graf je 2-povezan.
|

Kao i kod teoreme 2.1 i kod posledice 2.1.1 imamo da obrnuto tvrdenje ne vazi. Na primer, neka
je graf G = K>3 koji je 2—povezan. Neka je S particija skupa ¢vorova kardinalnosti 2. Tada je
o(G — S) =3>2 =], sto implicira, na osnovu teoreme 2.1.1, da G nije Hamiltonov graf.

Hvatal (V. Chvatal) je definisao da je graf G 1-stabilan ako w(G — S) < |S| za svaki neprazan
podskup S skupa V(G). Na osnovu ove definicije iz teoreme 2.1 sledi

Posledica 2.1.2 Svaki Hamiltonov graf je 1-stabilan.
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2.2 Dovoljni uslovi. Teoreme Orea i Diraka.

Dovoljni uslovi za Hamiltonove grafove su daleko brojniji od potrebnih. Najznacajniji medu
njima su teoreme Orea (O. Ore) 1 Diraka (G. Dirac). Kasnije, koriste¢i Oreovu ideju, Bondi (J. A.
Bondy) i Hvatal (V. Chvatal) su dokazali tvrdenje koje ¢e biti prete¢a pojma zatvorenje grafa.

Teorema 2.2.1 (O. Ore, 1960). Ako je G graf sa n (n > 3) ¢vorova, takav da za svaka dva
nesusedna ¢vora u i v vazi

d(u) +d(v)=n,
tada je G Hamiltonov graf.

Dokaz. Pretpostavimo da tvrdenje nije ta¢no, tj. da postoji graf sa n (n > 3) ¢vorova, koji
zadovoljava uslov teoreme ali nije Hamiltonov. Medu svim takvim grafovima uo¢imo maksima—
lan, tj. onaj koji ima najviSe grana i ozna¢imo ga sa G. Kako je kompletan graf K, Hamiltonov
zan > 3, sledi G # K. Neka su u i v dva nesusedna ¢vora u grafu G. Kako je G maksimalan
kontraprimer s obzirom na broj grana, graf G + uv je Hamiltonov. Ako je C Hamiltonova
kontura, u i v su susedi na C. (U protivnom C bi bila Hamiltonova kontura u G, $to je suprotno
pretpostavci.) Stoga je C — uv = P Hamiltonov put u G ¢iji su krajevi u i v. Neka je
P:u=u, Uy .. Uy =V . Tvrdimo da ako u,u; € E(G), 2 < i < n, onda u;_ u, € E(G).
Pretpostavimo suprotno, da za neko i , 2 < i < n, wu,ui_qu, € E(G). Tada je
U U U4 q - UpUj_1 U5 ... U; Hamiltonova kontura u G, a to je kontradikcija s pretpostavkom da
G nije Hamiltonov graf.

Slika 24.

Prema tome za svaki ¢vor iz skupa {u,,us, ..., u,} Koji je povezan sa ui postoji ¢vor iz skupa
{uy, uy, ..., uy—1} Koji nije povezan sa un. Odatle zakljuéujemo da je d(un) < (n — 1) — d(uy),
odnosno

duy+d(v)<n-1

§to je kontradikcija sa uslovom teoreme. Dakle, G je Hamiltonov graf.
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Oreova teorema nije potreban uslov da graf bude Hamiltonov. Jedan od kontraprimera je kontura
Cn, N > 5. Za svaka dva nesusedna ¢vora U, v € V(G) vazi d(u) + d(v) =4 <n, ali Cy je ocigle—
dno Hamiltonov graf.

Medutim, Oreov uslov d(u) + d(v) > n ne moZe ni da se oslabi. Naime, graf sa n ¢vorova u
kojem za svaka dva nesusedna ¢vora u i v vazi d(u) + d(v) > n — 1 ne mora da bude Hamiltonov.
Primer je kompletan bipartitan graf K « + 1 Koji ispunjava navedeni uslov ali nije Hamiltonov.

Direktna posledica Oreove teoreme je teorema Diraka.

Teorema 2.2.2 (G. Dirac, 1952). Ako je G graf sa n (n > 3) ¢vorova, takav da je d(u) >
svako u € V(G), tada je G Hamiltonov graf.

NS

, Za

Kao $to smo rekli Bondi i Hvatal, koriste¢i Oreovu ideju, dokazali su slede¢u teoremu.

Teorema 2.2.3 (J.A. Bondy, V. Chvatal, 1976). Neka je G graf sa n ¢vorova i neka su u i v dva
nesusedna ¢vora u G, takva da je d(u) + d(v) > n. Tada je graf G + uv Hamiltonov ako i samo
ako je G Hamiltonov.

Dokaz. Ako je G Hamiltonov graf, onda je, oCigledno, i G + uv Hamiltonov graf. Obrnuto,
pretpostavimo da je G + uv Hamiltonov graf, a da G nije. Tada, kao u dokazu Oreove teoreme,
dobijamo d(u) + d(v) <n — 1, sto je kontradikcija s uslovom teoreme.

Kao sto smo vec¢ rekli u uvodnom delu ovog rada, skup suseda ¢vora v u grafu G, u oznaci N(v),
predstavlja skup svih ¢vorova grafa G koji su povezani sa v. Sledece tvrdenje predstavlja
dovoljan uslov zasnovan na kardinalnom broju unije skupova suseda dva nesusedna ¢vora u 2-
povezanom grafu.

Teorema 2.2.4 (R.J. Faudree, R.J. Jacobson, R.H. Schelp, 1989) Neka je G 2—povezan graf sa n
¢vorova. Ako za svaka dva nesusedna cvora grafa G vazi

2n-1

IN(U) UN(V) [ ==

tada je G Hamiltonov graf.

Dokaz. Kako je G 2-povezan graf, na osnovu teoreme “Graf sa n ¢vorova je 2-povezan ako i
samo ako svaka dva c¢vora leze na konturi”, sledi da graf G sadrzi bar jednu konturu. Od svih
kontura koje sadrzi graf G obelezimo sa C konturu maksimalne duzine. Pokaza¢emo da je C
Hamiltonova kontura. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji ¢vor wo € V(G) — V(C). Posledi—
ca poznate Mengerove teoreme je teorema 1.1.1, navedena u uvodnom delu ovog rada.
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U specijalnom slucaju k = 2 u nasem grafu G postoje putevi P1 i P2, koji imaju zajednicki samo
inicijalni ¢vor Wpo i ¢iji se zavrsni ¢vorovi, obelezimo ih sa vy i v2, nalaze na konturi C. Pritom su
v1 i V2 jedini zajednicki ¢vorovi P11 C, odnosno P2 i C. Fiksirajmo jednu orijentaciju konture C i
u njoj ozna¢imo sa Wi i Wz redom sledbenike vi i v2. Nijedan od ¢vorova w1 i Wz nije susedan
¢voru Wo. Zaista, ako bi wiwo, 1 < i < 2, bila grana u G, granu viw; mozemo zameniti putem
Pi + wow;i ¢ime dobijamo konturu duzine bar [V(C)| + 1. To je kontradikciju sa izborom konture
C. Iz sli¢nog razloga ¢vorovi W1 i Wz nisu susedni, tj. wiwz € E(G), odnosno vive € E(C). Dakle,
{Wo, W1, W2} je skup nezavisnih ¢vorova u G; nikoja dva od njih nisu susedi u G. Na sli¢an nacin,
maksimalnost konture C povlaci da nijedan ¢vor iz G, koji je van C, nije sused s dva ¢vora skupa
{Wwo, w1, w2}. Dalje ¢emo pokazati da za neka dva ¢vora Wk, wi, gde je {k, I} < {0, 1, 2} vazi
| N(wk) U N(wy) | < 2"3—_1 Sto je kontradikcija s uslovom teoreme. Uvedimo oznake R, S, T za

slede¢e skupove. R je skup ¢vorova iz G koji nisu susedi ni sa jednim od ¢vorova Wo, W1, Wa.
S je skup ¢vorova iz G koji su susedi sa tacno jednim od ¢vorova Wo, w1, Wo. Najzad, T je skup
¢vorova iz G koji su susedi sa bar dva ¢vora od Wo, w1, Wo. Dalje, neka je Rc=R N V(C) i neka je
Rc' =R\ V(C). Iz definicije skupa R sledi {wo, w1, w2} € R i wp € Rc' . Otuda je

|Re|> 1. *)
Osim toga je, kao §to je prethodno utvrdeno,
VG\VEC)NT=0. (**)

Neka su r1 i r2 dva uzastopna ¢vora iz R na konturi C. Pokazacemo da na C, izmedu
ri i ra, leze najvise dva cvota iz T. Kako {wo, w1, w2} S R, ¢vorovi r1 i r2 nalaze se ili
na putu wi — wo ili na putu w2 — w1 na konturi C. Bez umanjenja opStosti pretpostavimo
da ri i rz pripadaju, tim redom, putu wi — wz. Neka je P (r1 — r2) — put na konturi C.
Tada je svaki unutrasnji ¢vor puta P sused sa bar jednim od ¢vorova Wo, w1, w2. Neka susavi V'
oznaceni susedni ¢vorovi na P, takvi da v € N(wi), V' € N(w;), za neke i, j, 0 <1 #j < 2
Primetimo da je i#0. Zaista, zai=0je j=1ili j = 2. No tada, u oba slucaja, dobijamo konturu
duzu od C; kontadikcija sa izborom konture C. Dalje, ako je i = 2, onda je j = 0, jer u suprotnom
ponovo dobijamo konturu duzu od C. Konacno, ako je i = 1, onda je j = 1 ili j = 2. Dakle, ako
uvedemo slede¢e oznake No = V(P) N N(wo), Nt = V(P) N N(wi1), N2 = V(P) N N(wy),
mozemo zakljuciti sledece:

Q) Svaki od N;i se sastoji od (moguée praznih) nizova uzastopnih unutrasnjih ¢vorova
puta P

(i) Svaki element iz N1 prethodi ili je jednak svakom elementu iz N2 i svaki element iz N2
prethodi svakom elementu iz No

@iii))  |NtN N2|<1,|N2NNo|<1i|NiN Nolje jednak 0 ili najvise 1, u zavisnosti od
togadalije No=@ ili N2#£ @

[+



Hamiltonovi grafovi i digrafovi

Kako svaki element iz T koji se nalazi izmedu r1 i r mora biti u preseku dva od sku—
pova Nj, 0 <i < 2, sledi da se najvise dva elementa iz skupa T nalaze izmedu ry i ro.
Za kraj dokaza, izaberimo j, 0 <j < 2, tako da w; ima makismalan broj suseda u S. Ako taj

. .. . S oy .
broj obelezimo sa s, tada je s > |3—| Kako, prema (**), ne postoje ¢vorovi van konture

C koji su susedi sa dva od ¢vorova Wo, Wi, Wz, broj ¢vorova iz skupa S koji nisu na konturi C
jen—|V(C) | — | Rc'|. Iz prethodnog razmatranja zaklju¢ujemo da je broj ¢vorova iz skupa S
na konturi C bar | V(C) | — 3| Rc|. Otuda je,

IS[=[S\V(C)[+|SNV(C)| = (n—|V(C) |~ |Rec]) + (| V(C)|—3[Rc])
=n—|Rc|—3|Rc|,

I zbog toga vazi

n |Rc|
> It _ Rel
n el R

Medutim, tada su Wk i Wi, 0 <1 #k <2; I, k # j, nesusedni ¢vorovi U G, za koje vazi

|N(Wk)UN(W')|:”_|R|—3:n—|RC'|—|Rc|—S§2?n - 2“:—64.

Iz (*) znamo da je | Rc'| > 1. Stoga je

2n-2 2n—1
<
3 3

| N(wi) U N(wj) | <

¢ime je dokaz zavrsen.
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2.3 Zatvorenje grafa i teorema Hvatala

Kao sto smo rekli, teorema Bondia i Hvatala, dala je motivaciju za uvodenje sledece definicije.

Definicija 2.3.1. Zatvorenje grafa G sa n ¢vorova, u oznaci C(G), predstavlja graf koji se dobija
od grafa G sukcesivnim dodavanjem grana koje povezuju nesusedne ¢vorove €iji je zbir stepena
bar n, pri ¢emu se stepeni ¢vorova ra¢unaju u odnosu na postojece grafove koji nastaju nakon

svakog dodavanja nove grane. Dodavanja grana se vrse sve dok takvih nesusednih ¢vorova ima.

GRISCE

C(G)

Slika 25. Zatvorenje grafa

Da zavr$ni graf C(G) ne zavisi od redosleda dodavanja novih grana, odnosno da je definicija
zatvorenja grafa dobra, pokazuje sledeca teorema.

Teorema 2.3.1. Neka je G graf sa n ¢vorova. Ako su G1 i Gz grafovi dobijeni sukcesivnim
dodavanjem grana koje povezuju nesusedne cvorove, ciji je zbir stepena bar n, onda je G1= Ga.

Dokaz. Neka su G1 i G2 zavrsni grafovi dobijeni sukcesivnim dodavanjem grana e, €, ..., €,
odnosno fi, f2, ..., fj grafu G, respektivno. (To znac¢i da ni u grafu Gi, ni u grafu Gz, nema
nesusednih ¢vorova ¢iji je zbir stepena bar n.) Da bi dokazali da je G1 = G2 dovoljno je pokazati
da je za svako k, 1 < k < i, ex grana u G2 i za svako k, 1 < k < j, fk je grana u G,
tj. da je {e1, ez, ..., &i } = {f1, fo, ..., fj }. Pretpostavimo suprotno. Tada jedan od navedenih
skupova sadrzi granu koje nema u drugom skupu. Bez umanjenja opStosti mozemo uzeti da
postoji ceo broj k, 1 <k <i, takav da {e1, €2, ....,ex} < {f1, fo, .., fi}iewa=uv & { fy, o, ..., fj }.
Neka je Gz graf dobijen dodavanjem grana es, €, ..., ek grafu G. Kako ex+1 € E(Gy), iz definicje
zatvorenja sledi dg, (u) + dg,(v) = n. Iz Cinjenice da je Gs podgraf od G: sledi da je d¢,(v) +
dg,(u) = dg,(u) + dg,(v) = n. Medutim, ¢vorovi U i v nisu susedni u Gz, pa dobijamo
kontradikciju sa definicijom zatvorenja grafa.

Sledeca teorema je direktna posledica definicije zatvorenja grafa i teoreme 2.2.3.
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Teorema 2.3.2. Graf G je Hamiltonov ako i samo ako je C(G) Hamiltonov graf.
|

Kako je svaki kompletan graf, sa bar tri ¢vora, Hamiltonov, dobijamo da je Bondijev i Hvatalov
uslov dovoljan da je graf Hamiltonov.

Teorema 2.3.3. Neka graf G sadrzi bar tri ¢vora. Ako je C(G) kompletan graf, tada je G
Hamiltonov graf.

Ako graf G zadovoljava uslov teoreme 2.2.1 onda je C(G) kompletan graf, i tada je, na osnovu
teoreme 2.3.3, G Hamiltonov graf. Stoga je Oreova teorema posledica teoreme 2.3.3.
Interesantno je da je najveéi broj dovoljnih uslova, izrazenih preko stepena Cvorova, za
Hamiltonove grafove upravo posledica teoreme 2.3.3. Naredna teorema je jedna od najpoznatijih
iz te grupe, a ona je rezultat Hvatala.

Teorema 2.3.4. Neka je G graf sa n, n > 3, ¢vorova ciji stepeni di, 1 <i < n, zadovoljavaju
nejdnakost di < d> < ... < dn. Ako ne postoji prirodan broj k, k < % takav da je dk < Kk i
dh-k<n —k — 1, tada je G Hamiltonov graf.

Dokaz. Prema teoremi 2.3.3, dovoljno je da pokazemo da je C(G) kompletan graf. Pretpostavimo
suprotno. Tada u C(G) postoje nesusedni ¢vorovi. Neka su U i vV nesusedni ¢vorovi u C(G),
takvi da je zbir dce)(u) + dce)(v) najveci. Kako uv ¢ E(C(G)) i C(G) je zatvorenje,
sledi dce)(u) + dce(v) < n — 1. Pretpostavimo, bez umanjenja opStosti, da je
de)(u) < de)(v). Ako je de(e)(u) =K, tada iz prethodna dva uslova sledi k < nT_l < g I de)(v) <
n — 1 — k. Obelezimo sa W skup svih ¢vorova razli¢itih od v koji nisu susedi sa v u C(G). Tada je
| W|=n—-1-dcg)(v) > k. Ako je w proizvoljan ¢vor iz W, tada zbog izbora ¢vorova u i v
vazi do(W) < dc)(W) < dce)(u) = k, tj. de(w) < k. Dakle, svaki ¢vor skupa W, a ima
ih bar k, ima u grafu G stepen < k . Kako su stepeni poredani po veli¢ini, d1 < d2 < ... < dh,
sledi dk < k, k < % Sli¢no, obelezimo sa U skup svih ¢vorova razli¢itih od u koji nisu su—
sedisauuC(G). Tadaveg Ui|U|=n—-1-dcg)(u) =n—1-k. Zbog izbora ¢vorova U iV,
za svaki ¢vor W iz U vazi dg(w) < dce)(W) < dce)(v) <n — 1 — k. Iz toga zakljucujemo da U
sadrzi n — 1 — k ¢vorova od kojih svaki ima stepen < n—1 — k u grafu G. Kako u € U, a vazi
de(u) < dc@)(u) < dce)(v) < n — 1 — k, zakljuéujemo da G sadrzi n — k ¢vorova (U U {u}) koji
imaju stepene < n — 1 — k. Kako su stepeni poredani po veli¢ini, d1 < d> < ... <dn, sledi da je
dnk < n — k — 1. Medutim, to je kontradikcija sa uslovom teoreme. Dakle, C(G) je kompletan
graf, pa je G Hamiltonov.
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2.4 Hamiltonski povezani grafovi

Pre nego $to po¢nemo da se bavimo Hamiltonski povezanim grafovima, definisatemo pojam
Hamiltonovog puta u proizvoljnom grafu.

Jo$ jedan vrlo bitan pojam vezan za Hamiltonove grafove definiSe se preko Hamiltonovih
puteva.

Definicija 2.4.1. Graf G je Hamiltonski povezan ako za svaka dva razlicita ¢vora u, v grafa G
postoji (u — v) — Hamiltonov put u grafu G.

Lako se uocava da je Hamiltonski povezan graf sa bar 3 ¢vora Hamiltonov. Obrnuto ne mora da
vazi. Kontraprimer je, recimo, kontura Cn, n > 4. Potreban i dovoljan uslov za Hamiltonski
povezane grafove nije poznat. Postoji nekoliko dovoljnih uslova koji se zasnivaju na sledecoj,
mozemo slobodno re¢i, modifikovanoj ideji zatvorenja grafa.

Definicija 2.4.2. (n + 1) — zatvorenje grafa grafa G sa n ¢vorova, u oznaci Cy + 1(G), definise se
kao graf koji se dobija od grafa G sukcesivnim dodavanjem grana koje povezuju nesusedne
¢vorove Ciji je zbir stepena bar n + 1. Dodavanje grana se izvodi se sve dok takvih ¢vorova ima,
a njihovi stepeni racunaju se u donosu na postojec¢i graf koji je nastao prethodnim dodavanjem

grana.

Ranije definisano zatvorenje grafa G, u oznaci C(G), je u stvari n-zatvorenje. Nakon ove
definicije imamo teoremu analognu teoremi 2.3.3. , koja je, takodje, Bondijev | Hvatalov
rezultat.

Teorema 2.4.1. Neka je G graf sa n ¢vorova. Ako je Cn + 1(G) kompletan graf, tada je G
Hamiltonski povezan.

Dokaz. Kako je slu¢aj n = 1 trivijalan, uzmimo da je n > 2. Neka je G graf sa n ¢vorova, n > 2,
¢ije je (n + 1) — zatvorenje kompletan graf, i neka su u i v dva proizvoljna ¢vora grafa G.
Pokazacemo da tada graf G sadrzi (u — v) — Hamiltonov put. Neka je G’ graf sa n + 1 ¢vorova
koji se dobija od grafa G dodavanjem novog ¢vora w i grana uw i vw. Kako je Cyn + 1(G)
kompletan graf i | V(G’)| = n + 1, podgraf grafa C(G”), indukovan sa V(G), takode je kompletan
graf. Odatle zakljucujemo da je dc@)(X) > n — 1, za svako x € V(G). Sada sledi dc@)(x) +
dece)(Ww) >n+ 1 =|V(G’) |. Na osnovu teorema 2.2.1 i 2.3.2 sledi da je C(G’) kompletan graf i
da je G’ Hamiltonov graf. Obelezimo sa C’ Hamiltonovu kontru u grafu G’. 1z Cinjenice dasu u i
v jedini susedi ¢vora W u grafu G’zakljucujemo da su u, w i V tri uzastopna ¢vora na konturi C’.
Uklanjanjem ¢vora W graf G’ prelazi u graf G, a kontura C’ u Hamiltonov (u—v)—put u grafu G.
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Dakle, za svaka dva ¢vora u i v grafa G postoji (u — v) —Hamiltonov put, te je G Hamiltonski
povezan. [

Naredna tri tvrdenja su direktne posledice Oreove teoreme, Dirakove teoreme i prethodnog
tvrdenja, redom.

Teorema 2.4.2. Ako u grafu G za svaka dva nesusedna cvora u i v vazi
d(u) +d(v)>n+1

tada je G Hamiltonski povezan graf.

[
Teorema 2.4.3. Ako u grafu G sa n ¢vorova za svaki ¢vor u vazi
n+1
d(u) > >
tada je G Hamiltonski povezan graf.
[

Teorema 2.4.4. Neka je G graf sa n, n > 3, ¢vorova ciji stepeni di, 1 <i < n, zadovoljavaju
nejednakost di < d» < ... < dn. Ako ne postoji prirodan broj k, k < 2 takav da je dk < Kk i
dn-k<n — Kk, tada je G Hamiltonski povezan graf.

B
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2.5 Hamiltonovi planarni grafovi i teorema Grinberga

Definicija 2.5.1. Graf G je planaran ako se moze smetiti u ravan, tako da su ispunjeni slede¢i us-
lovi. Cvorovima grafa G odgovaraju tadke u ravni, a granama lukovi Zordanovih krivih koji spa-
jaju susedne ¢vorove. Pritom, dve grane (dva Zordanova luka) nemaju zajedni¢kih unutrasnjih
tacaka.

Za zatvorene Zordanove krive vazi sledece tvrdenje.

Teorema 2.5.1. (Jordan, 1887) Svaka zatvorena Jordanova kriva J u ravni (na sferi) deli preos—
tale tacke ravni (sfere) na dva povezana skupa, unutrasnjost —int J | spoljasnjost — ext J.

Za planarne grafove vazi sledece tvrdenje.

Definicija 2.5.2. Povezani delovi ravni (sfere) na koje planaran graf deli ravan (sferu) zovu se
oblasti.

Ojler je otkrio slede¢u vezu izmedu brojeva oblasti, grana i ¢vorova planarnog grafa.

Teorema 2.5.2. (Euler, 1752) Ako je G povezan planaran graf sa n ¢vorova, e grana i f oblasti
na koje deli ravan, odnosno sferu, tada je

f-e+n=2
||
n=>5 n=>5
e=9 o e=9
f=6 f=6
f-e+n=2
Slika 26.
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Definicija 2.5.3. Neka je F oblast u ravni ograni¢ena konturom C. Stepen oblasti F, u oznaci
d(F), definiSe se kao duzina konture C.

F Vi
D
Vi Vo
d(F)=3 d(F) =4 d(F) =k
trougao ¢etvorougao k-ugao
Slika 27.

Prethodnu definiciju mozemo uopstiti. Potreba za uopsStenjem se javlja ukoliko posmatramo
grafove koji imaju jedan ili viSe mostova, jer se u tom slu¢aju most racuna dva puta. Naime,
stepen oblasti je duzina najkrace zatvorene Setnje koja ide rubom doti¢ne oblasti. Ukoliko je graf
granski 2-povezan, odnosno, ukoliko je povezan i nema mostova, tada se stepen oblasti svodi na
duzinu konture koja ogranicava oblast.

Primer.

V(G)={a, b,c,d}
E(G) = {ab, bc, ca, cd}

Slika 28.

U primeru na slici 28. graf G je, oCigledno, planaran. Ukoliko se ¢vor d nalazi u spoljasnjoj
(beskonacnoj) oblasti tada je stepen te oblasti jednak 5. Najkraca Setnja njenim rubom je dcabcd,
koja je duzine 5. Ako bi ¢vor d bio u unutrasnjosti trougla abc, tada bi stepen te unutrasnje
(konac¢ne) oblasti takode bio 5. U pitanju je ista Setnja kao u prethodnom slucaju.

Primer.
U .\'
Vv

Slika 29.
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Na slici 29. dat je graf Ko. On je planaran i ima samo spoljas$nju oblast. Njen stepen je 2, a Setnja
je uvu.

Ako je G povezan planaran graf sa n ¢vorova koji ne sadrzi mostove, tada za svaku oblast F vazi
3 < d(F) <n. Ako je f broj oblasti na koje planaran graf deli ravan, tada je o¢igledno

f=fittfu,
gde fi predstavlja broj oblasti stepenai,3 < i < n.
Definicija 2.5.4. Planaran Hamiltonov graf je planaran graf koji sadrzi Hamiltonovu konturu.

Ni za planarne grafove nije poznat potreban i dovoljan uslov da budu Hamiltonovi.
Predstavicemo jedan od najpoznatijih potrebnih uslova. Pre toga, nekoliko novih pojmova i1
oznaka.

Neka je G planaran Hamiltonov graf smesten u ravan i neka je C Hamiltonova kontura u grafu G.
Obelezimo sa fi broj oblasti stepena i u unutrasnjosti konture C, a sa f;' broj oblasti stepena i u
spoljasnjosti konture C. U primeru naslici 28 je f, =3if; =3

\“/\ ¢

6!

Slika 30.

Sledec¢u teoremu formulisao je i dokazao Grinberg, 1968.godine.

Teorema 2.5.3. (Grinberg, 1968) Ako je G planaran Hamiltonov graf sa n, n > 3, ¢vorova, tada
za bilo koju njegovu Hamiltonovu konturu vazi

DY -DFi-f)=0
i=3

Dokaz. Neka je G planaran Hamiltonov graf i neka je C Hamiltonova kontura u G. Tetiva
konture C je grana grafa G koja spaja dva nesusedna ¢vora grafa G. Obelezimo sa a broj tetiva
koje leze u unutrasnjosti konture C, a sa b broj tetiva koje leZe u spoljasnjosti konture C. Tada
mozemo da zaklju¢imo da vazi

[
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imsfi=a+1 1)

gde X', f; predstavlja broj oblasti u unutrasnjosti konture C. Dalje, ako za svaku od a + 1 unu—
trasnjih oblasti uo¢imo broj grana na rubu i to saberemo, dobijamo slede¢u jednakost

taifi=2a+n (2)

Jednakost sledi iz Cinjenice da je svaka od a unutrasnjih tetiva zajednicka za dve unutrasnje
oblasti, pa se stoga racuna dvaput. S druge strane, svaka od n tetiva Hamitonove konture racuna
se jedanput. 1z (1) i (2) sledi

;(i—zmzn—z

Na slican nacin, posmatrajuéi tetive u spoljasnjosti konture C, broj oblasti na koji je dele, | broj
grana koje okruzuju sve te oblasti, zaklju¢ujemo da je

;(i—zm’zn—z

1z poslednje dve jednakosti sledi tvrdenje teoreme.
[

Naredno razmatranje pokazalo se kao veoma korisno prilikom primene teoreme Grinberga. Neka
je G planaran Hamiltonov graf sa Hamiltonovom konturom C koji je smeSten u ravan.
Pretpostavimo da je grana e € E(G) na granici dve oblasti, F1 i F2, grafa G. Ako grana e leZi na
konturi C onda se jedna od oblasti, F1 ili F2, nalazi u unutrasnjosti konture C, a druga u njenoj
spoljasnjosti. Ako e ne lezi na konturi C onda su obe oblasti F1 i F2 u unutrasnjosti ili obe u
spoljasnjosti C.

1880.godine engleski matematicar Tejt (P. G. Tait) je postavio hipotezu da je svaki 3-povezan
planaran graf Hamiltonov graf. Ovo tvrdenje je, 1946.godine, opovrgao matematicar Tat (W.
Tutte) konstruiSuéi kontraprimer. Osim toga Tat je dokazao da je svaki 4-povezan planaran graf
Hamiltonov graf. Ovaj rezultat je kasnije prosiren od strane Tomasena (C. Thomassen).

Teorema 2.5.4. Svaki 4-povezan planarni graf je Hamiltonski povezan.

[
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2.6 Stepen grafa i Hamiltonove konture u G®

U ovom delu krecemo od definicije stepena grafa, a potom ¢emo dati pregled vaznijih tvrdenja
koja povezuju kvadrat i kub grafa s Hamiltonovim grafovima.

Definicija 2.6.1. k-ti stepen povezanog grafa G, u oznaci G¥, gde je k > 1, je graf koji ima
sledece osobine

1. V(G =V(G)
2. uv € E(G) ako i samo ako je 1 <da(u, v) <k

Grafove G? i G® nazivaéemo kvadrat i kub grafa G, respektivno.

G3
Slika 31. Kvadrat i kub grafa G

Kako k-ti stepen, G¥, povezanog grafa G sadrzi G kao svoj podgraf, zaklju¢ujemo da ako je G
Hamiltonov graf, tada je i G¥ Hamiltonov graf. Bez obzira da li je G Hamiltonov graf ili nije, za
povezan graf G, sa bar 3 &vora, i za dovoljno veliko k, graf G* je Hamiltonov, zbog toga §to ako
graf G ima dijametar d onda je G kompletan graf. Prirodno se postavlja pitanje: koji je najmanji
broj k za koji je G Hamiltonov graf? Graf G na sl. 29 pokazuje da k = 2 nije minimalan broj.
Naime, posmatrajmo grane iz krajnih ¢vorova Koji su stepena 2 i pretpostavimo da postoji
Hamiltonova kontura. Tada ona prolazi kroz obe grane u svakom od njih. No tada ona u
srednjem ¢voru sadrzi 3 grane, $to je kontradikcija. Medutim, graf G® u tom primeru jeste
Hamiltonov. Tac¢no je, zapravo, da je kub svakog povezanog grafa sa bar 3 ¢vora Hamiltonov
graf. StaviSe, postoji ja¢i rezultat.

&
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Teorema 2.6.1. (J. J. Karaganis, M. Sekanina) Ako je G povezan graf, tada je G Hamiltonski
povezan graf.

Dokaz. AKo je H stablo koje koje sadrzi sve ¢vorove grafa G i ako je H® Hamiltonski povezan,
tada je i G® Hamiltonski povezan graf. Otuda, zaklju¢ujemo da je dovoljno pokazati da je kub
svakog stabla Hamiltonski povezan graf. Dokaz izvodimo indukcijom po broju ¢vorova stabla.
Za male vrednosti n tvrdenje je o€igledno. Pretpostavimo da je za svako stablo H, sa manje od n
¢vorova, H® Hamiltonski povezan graf. Neka je T stablo sa n &vorova. Neka su u i v dva
proizvoljna ¢vora stabla T. Posmatracemo dva slucaja.

Prvi slucaj. Pretpostavimo da su u i v susedi u T. Neka je e = uv i posmatramo Sumu T—e. Ova
Suma ima dve komponente. Jednu ¢ini stablo Ty koje sadrzi ¢vor u, a drugu stablo Ty koje sadrzi
¢vor V. Na osnovu induktivne pretpostavke zaklju¢ujemo da su T2 i T2 Hamiltonski povezani.
Neka je u1 bilo koji ¢vor u Ty koji je susedan sa u i neka je vi bilo koji ¢vor u Ty susedan sa v.
Ako je Ty ili Ty trivijalno stablo, u smislu da jedno od ta dva stabla ima samo jedan ¢vor,
uzimamo da je ur = u ili va = v, respektivno. Primetimo da su uy i v1 susedi u T2 jer vazi da je
dr(u1, v1) < 3. Neka je Py Hamiltonov (u—us1)-put u T3 i neka je Py Hamiltonov v—vi put u T3 .
Ovi putevi mogu biti trivijalni. Put koji se sastoji od puta Py , grane uiv: i puta Py predstavlja
Hamiltonov (u—v )-put u T3.

Drugi slucaj. Pretpostavimo da u i v nisu susedi u T. 1z Cinjenice da je T stablo znamo da
postoji jedinstveni put izmedu svaka dva njegova ¢vora. Neka je P jedinstveni (u—v )-put u T, i
neka je f = uw grana puta P koja sadrzi ¢vor u. Graf T — f sastoji se od dva stabla. Jedno stablo,
obeleZimo ga sa Ty, koje sadrZi ¢vor U, 1 drugo stablo, obeleZimo ga sa Tw, koje sadrzi ¢vor w.
Prema induktivnoj hipotezi znamo da postoji Hamiltonov w-v put Py u Tw®. Neka je ui évoru Ty,
susedan sa u, i neka je Py Hamiltonov u-us put u T.®. Ukoliko je Ty trivijano stablo uzimamo da
je u1=u. 1z dr (u1, w) < 2 zakljuéujemo da se grana 1w nalazi u T3. Put koji se sastoji od puta P\,
grane usw i puta Py predstavlja Hamiltonov (u—v) put u T3,

Direktna posledica prethodnog tvrdenja je, ocigledno, da je za svaki povezan graf sa bar tri ¢vora
G2 Hamiltonov graf.

Iako nije ta¢no da je kvadrat svakog povezanog grafa, sa bar 3 ¢vora, Hamiltonov graf, postojala
je pretpostavka, nezavisno od strane Nes-Viliamsa (C. Nesh-Williams) i Plumera (M. D.
Plummer), da je kvadrat svakog 2-povezanog grafa Hamiltonov graf. 1974.godine Flajsner (X.
Fleischner) je dokazao da je ta pretpostavka ta¢na.

Teorema 2.6.2. (Fleischner, 1974) Ako je G 2-povezan graf, tada je G Hamiltonov graf.

FlajSnerov rezultat se moze pojacati. Naime, vazi sledece tvrdenje.

[
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Teorema 2.6.3. Ako je G 2-povezan graf, tada je G? Hamiltonski povezan graf.

Dokaz. Kako je G 2-povezan graf, sledi da ima bar tri ¢vora. Neka su U i vV dva proizvoljna ¢vora
grafa G. Ozna¢imo sa Gi, G, ..., Gs pet disjunktnih kopija grafa G i nekasu ujivi,i=1,2, ..., 5,
¢vorovi grafa Gj koji odgovaraju ¢vorovima u i v grafa G. Formirajmo novi graf F, dodavanjem
dva ¢vora w1 i Wy, i deset grana wiui i wovi , 1 =1, 2, ..., 5 grafu G1U G2 U ... U Gs. Jasno,
nijedan od &vorova Wi, Wz nije artikulacioni u grafu F. Stavise, kako je svaki graf Gi 2-povezan i
sadrzi dva ¢vora susedna sa ¢vorovima iz skupa V(F) \ V(Gi), sledi da nijedan ¢vor grafa Gi nije
artikulacioni ¢vor grafa F. Odatle zakljuCujemo da je F 2-povezan graf. Prema prethodnoj
teoremi, F? sadrzi Hamiltonovu konturu C, koja, o¢igledno, sadrzi w1 i wz. Bar jedan od grafova
Gi, recimo Gy, ne sadrzi ¢vor koji je susedan sa wy ili w2 na konturi C. Kako su uz i uz jedini
¢vorovi grafa Gy, koji su na konturi C susedi sa ¢vorovima koji nisu u grafu Gy, sledi da kontura
C sadrzi (ui-v1)-put koji sadrZi sve &vorove grafa Gi. Prema tome, G? sadrzi Hamiltonov (U1—V1)-
put, §to implicira da G? sadrzi u—v Hamiltonov put.

E
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Glava 3. Hamiltonovi digrafovi

3.1 Hamiltonovi digrafovi. Teoreme Mejniela i
Guila-Uri

U uvodnom delu ovog rada definisali smo digrafove i dali pregled osnovnih pojmova vezanih
za njih. U ovom delu rada bavicemo se Hamiltonovim digrafovima, tj. digrafovima koji sadrze
Hamiltonovu konturu. Za digrafove u opstem slucaju, kao i za neorijentisane grafove, nije poznat
potreban i dovoljan uslov za egzistenciju Hamiltonove konture. Sta viSe, situacija kod
Hamiltonovih digrafova je jos sloZenija. Postoji niz dovoljnih uslova da digraf bude Hamiltonov.
Dobar deo su analogni i predstavljaju uopstenja Oreove, odnosno Dirakove teoreme. Pre nego
§to navedemo i dokazemo jedan od najpoznatijih dovoljnih uslova, Mejnielov uslov, primetimo
da je svaki Hamiltonov digraf jako povezan digraf. Sada dokazujemo Mejnielov dovoljan uslov.

Teorema 3.1.1. (M. Meyniel, 1973) Neka je D jako povezan netrivijalan digraf sa n ¢vorova.
Ako za svaka dva nesusedna ¢vora u i v vazi

dlu)+d() =2n—-1,
gde d(u) i d(v) totalni stepeni ¢vorova u i v, tada D sadrzi Hamiltonovu konturu.

Dokaz. Koristicemo sledece oznake. Ako su Si i Sz proizvoljni neprazni podskupovi od V(D),
tada su (S;,S,) i [S1,S,] slede¢i podskupovi od E(D):

e (5,58)={(u,v) €EE(D)|ueES,veES,}
o [51,8:] =(51,52) U (52 5,)

Specijalno vazi,

e (VD) =d" W,
o [(VID),w|=d (w),
o WVl =d" (W +d (w) =dw.

Pretpostavimo da D zadovoljava uslove teoreme i da ne sadrzi Hamiltonovu konturu.
Pokaza¢emo da ta pretpostavka vodi kontradikciji.

Kako je D jako povezan i netrivijalan digraf, D sadrzi (orijentisane) konture. Za dva ¢vora u i v
postoje u — v i v — u putevi koji zajedno ili ¢ine ili sadrze konturu.

E
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Slika 32.

Neka je C = v v, ..., v; maksimalna kontura u D, i neka je S =V(C) = {vy, vy, ..., U}
S obzirom da D nema Hamiltonovu konturu sledi S c V(D). Zbog povezanosti D ¢vorovi izvan
konture C povezani su sa ¢vorovima na konturi C, putevima ka C i od C. To znaci da postoje
putevi koji povezuju ¢vorove Vi i vj na konturi C i koji, osim v;j i vj, nemaju drugih zajednickih
¢vorova sa V(C).

— 10

Slika 33.

v

Mogu nastupiti sledeca dva slucaja.

1) Zasve pomenute puteve je v; = v;.
To znaci da su svi ti putevi u stvari konture. Neka je C' jedna takva kontura, koja sa C
ima zajednicki samo ¢vor v;, i neka je v € V(C"), takav da v; — v.

Vi

C C’
Slika 34.

E
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Cvor v ne moze biti sused ni sa jednim &vorom sa konture C razli¢itim od vj, jer u

suprotnom dobijamo put koji spaja dva razli¢ita ¢vora na konturi C, §to je suprotno sa

pretpostavkom prvog sluéaja. Dakle, vazi dq(v) <2 ( Vv eventualno moze da bude

povezan i drugom granom sa vj).

Cvor ;41 moZe biti povezan (dvostruko) sa svakim ¢vorom sa konture C. Otuda je
dc(Vj+1) < 2(m—1).

Za C&vorove iz skupa iz skupa V(D) — (V(C) U {v}) imamo sledete. Ako je

y € V(D) — (V(C) U {v}) tada od cetiri moguce grane koje spajaju vj,, i V say, najvise

dve mogu da postoje. Zaista, ako v;,.; — ¥, tada ne moze da y — v, jer bi (preko C')

imali put koji spaja vj,q i v;.

Y
TN
i /| AN
/ 7 p
/ o \
/ / \ \
/ 7 \ \
6__—-~ N \
Vi -~ \ |
j+1 N\
N |
N
%V
Slika 35.

Sli¢no, v — y iskljucuje y — v;,,. Odatle je

|y v, vy}l < 2
zasvakoy € V(D) — (V(C) U {v}), pa dobijamo
dw) +d(ya) <2420m-D+ ) |n{wyall

yev(D)-(V(COu{v})
=2+2(m-1)+2n—m—-1)=2n-2

Kako v i vj, 1 nisu susedni ¢vorovi u D, dobili smo kontradikciju sa uslovom teoreme.
Postoji bar jedan put koji spaja dva razlicita ¢vora na konturi C.

Neka je P = vju u, ...u;vj 4, jedan takav put i neka je izabran tako da je k minimalno
(sabiranje je po modulu m). Kako je C maksimalna kontura u D, P ne spaja dva susedna
¢voranaC,tj.2<k<n-1.

Uocimo na konturi C put P; = Vj,xVjik41 - Vj—1Vj. Zapazimo da u D ne postoji
put P; koji pocinje u vy, zavrSava se u v; i za koji vazi V(P;) = V(P;) U {uy}.

i
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Vi+k+1 U

Zaista ako bi postojao takav put dobili bi konture duzine vece od m, $to je kontradikcija
sa izborom konture C. To, u stvari, znaci da u; ne moze da se "ubaci" na put P1, pa moze
da se da ocena broja grana izmedu u, i V(P;). Nemoguénost tog "ubacivanja" povlaci
da ne mogu istovremeno da postoje grane (v;,uy) i (uq,vi41) za svako
ie{j+kj+k+1,.,j+m—-1=j—-1}.

Uz

° °
Vj+k Vi Vit Vitm-1
Slika 37.

Iz toga dalje sledi
(v, u)| + |(u, vip)| < 1zasvakoi € +k,j+k+1,..,j+m—1=j-1}

Otuda je
[[wq, Pl = 1(uy, P+ [(Py,ug)l

= | (o v |+ | (e Vi) + -+ | (V)| + | (01010
+|Wierr va) | + -+ | (Vo w1
= |y v + (| (Wi )| + | (r, Vi )|) + -+
+ (| Wem-v )| + (1, V) [) + | @ )|
<1+(G+m-1-(G+k)+1)-1+1=m—-k+2

odnosno, |[u, Pl <m—-k+2. (1)
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S obzirom na minimalnost k izmedu ¢vora uy i ¢vorova vj,q, ..., Vj4x—1 NeMa nikakvih
grana. Iz istog razloga ne postoje putevi

Viyi Y Uy, Uy Y Vjyy (*)
zasvakoy e V(D) - (SU{uy,p)i1<i<k-1.

Vitk+1 u
j+k

Vi
V-1 Uj

Slika 38.

Neka je m, najveci prirodan broj, 1 <m, < k, za koji u D postoji v;,, — v; put koji
sadrzi ¢vorove V(P) U {vj41, ., Vjym,—1}. Takvo m; sigurno postoji s obzirom da za
m; = 1 imamo put P1. Oznacimo sa Q taj v;,, — v; put. Put P nadovezan na put Q daje
konturu C: ¢ija je duzina veca od n ako je my; = k. Zbog maksimalnosti konture C
imamo da je m; < k.

Kako vj,m, € V(Q) dobijamo, na sli¢an nacin kao (1),

[[Vjsm, Q)| <mi+m—k+1. (2
Posmatrajmo sad Cvorove u; i Vjyp,. Kako je j<j+m; <k (1<m; <k-—1)
izmedu njih nema nikakve grane. Kako u; nije povezan ni sa jednim od &vorova
V41, s Vji—1 1Z (1) sledi

[[ug, ST = fwg, PAll sm—k+2. (3

S druge strane zbog (2) izmedu vj,,, 1 Q ima <m; + m —k+ 1 grana. Od ostalih
¢vorova iz S S Vji;,, mogu biti povezani samo CVOrOVi Vjim, 41, ) Vj4k—1, SQ
eventualno dve grane. Stoga je

|[vj+m1,5]| <m+m—-k+1+2k—-m—-1)=m+k—m;—1. (4)
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S obzirom na (*) izmedu svakog ¢vora y, y € V(D) — (SU{w}) i {uy, vj+m1} mogu

postojati najvise dve grane. Tako imamo
|[V(D) — (S U {ug} {uy, vj+m1}]| <2n-m-1). (5
Kona¢no, iz (2), (3), (4) 1 (5) sledi

d(u,) + d(vj+m1) = [[uy, S| + |[vj+m1'S]| + |[V(D) - Syl {ulrvj+m1}]|
<m-k+2)+(m+k-m —1)+2(n—-m—-1)=2n—-m; —1
<2Z2n-2

jer je my > 1, §to je kontradikcija sa pretpostavkom.

Posledica 3.1.1. Tvrdenje Mejnielove teoreme ne moze da se pojaca.

Dokaz. Sledi zbog slede¢eg kontraprimera.

2<m<n-1

Km Kn—m+l
Slika 39.

Neka su K, | K,,_,+1 kompletni simetri¢ni digrafovi sa jednim zajednickim ¢vorom u. Digraf
D =K, UK, _,+q iman ¢vorova i nema Hamiltonovu konturu jer je u artikulacioni ¢vor. Ako
Su v i w nepovezani ¢vorovi u D, tada je

dv)+dw)=2(m—-1)+2(n—m) = 2n — 2.
n

Posledica 3.1.2. Ako je D jako povezan digraf koji nema nesusednih cvorova, tada je D
Hamiltonov.

[
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Dokaz. Direktno sledi iz Mejnielove teoreme.
|

Teorema 3.1.2. (Gouila-Houri, 1967) Ako je D jako povezan digraf sa n (n = 2) ¢vorova, takav
daje

d(v) = nzasvako v € V(D),
tada D ima Hamiltonovu konturu.

Dokaz. Ako su svaka dva ¢vora povezana tada tvrdenje sledi iz posledice 3.1.2. Ako suu i v
nepovezani ¢vorovi u D tada je d(u) +d(v) = 2n > 2n — 1, pa tvrdenje direktno sledi iz
Mejnielove teoreme.

Teorema 3.1.3. (Woodall, 1972) Ako je D netrivijalan digraf sa n ¢vorova, takav da za svaka
dva ¢vora u,v € V(D) za koje vazi (u,v) &€ E(D) sledi

dt(u)+d-(v) = n,
tada D ima Hamiltonovu konturu.

Dokaz. Koristicemo teoremu Mejniela. Pokazacemo prvo da je D jako povezan. Neka su u i v
dva proizvoljna ¢vora iz D. Pokazaéemo da uvek postoji u — v put. Ako (u,v) € E(D) to je
oCigledno. Ako (u,v) € E(D) tada je po uslovu teoreme d*(u) + d~(v) = n §to povladi da je
O(w) NnI(v) # @ (u suprotnom je [V(D)| > n. Tada iz u u v vodi put u > w - v, gde je w €
O(uw) NI(v).

Slika 40.

Neka su u i v dva nepovezana ¢vora u D. Sada je (u,v) € E(D) i (v,u) € E(D), paimamo

[
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dt(w)+d-(v)=n
d*t(w)+d (u)=n
odnosno
dlu)+d(w) =2n>2n—1.
Prema Mejnielovoj teoremi, D ima Hamiltonovu konturu.
Ako su svaka dva ¢vora u D povezana, tvrdenje sledi iz posledice 3.1.2.
|

Teorema 3.1.4. Mejnielova teorema je jace tvrdenje i od Guila-Uri i od Vudalovog, tj. postoji
digraf D sa Hamiltonovom konturom koji zadovoljava uslove Mejnielove teoreme, a ne
zadovoljava ni uslov Guila-Uri ni uslov Vudala.

Dokaz. Neka je D digraf sa n ¢vorova koji sadrzi poddigraf K;,_,. Neka su ¢vorovi U i v takvi da
u,v € V(D) — V(K,_,) za koje postoji samo grana v — u . Nekasu 4, B,C c V(K,_,) takvi da

e |A| = 2, ¢vor v tue sve ¢vorove iz A i nijedan ¢vor iz A ne tue V, i ¢vor U tuCe ¢vorove
izA

e |C|=1,V(C) = {t}, tnijesusedsau ipostoji samogranat — v

e |B| =n—25, ¢vor U tue sve ¢vorove iz B i nijedan ¢vor iz B ne tuce u, i ¢vor v nije sused
ni sa jednim ¢vorom iz B

Slika 41.

D oc¢igledno ima Hamiltonovu konturu. To je recimov - u = x = - = t = v, gde je x € B.

[
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Takode, Mejnielov uslov je zadovoljen jer su jedini nesusedni ¢vorovi V i ¢vorovi iz skupa B, a
za njih vazi slede¢e. Neka je w € B. Imamo

dw)+dw)=((Al+2)+(2n-3)+1)=4+2n—-5=2n—1.
Medutim, d(v) = 4 < n, $to znaci da Guila-Uri uslov ne vazi, a zbog
dtfw+d (w)=m-3)+1=n-2<n
ni Vudalov uslov ne vazi.
[

Teorema 3.1.5. Nijedan od uslova u teoremama Mejniela, Guila-Uri i Vudala ne moze biti
oslabljen.

Dokaz. Kontraprimer.

£\

: W/

Slika 42.
Neka je D kompletan simetri¢an bipartitan digraf, sa klasama A i B, takav da je

e |Al=k+1
e |Bl=k
o |[V(D)|=n=2k+1

Ocigledno, D ne sadrzi Hamiltonovu konturu. Medutim, D zadovoljava minimalno oslabljene
uslove teorema Mejniela, Guila-Uri i Vudala. Zaista, neka su u, v € A. Tada imamo

o d(u)+d(w)=2k+ 2k =4k =2n—2 (uslov Mejnielove teoreme nije zadovoljen)
e dt(w)+d (v)=2k<n (uslov Vudalove teoreme nije zadovoljen)
e du)=2k<n (uslov teoreme Guila-Uri nije zadovoljen)

[
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3.2. Hamiltonovi turniri. Teoreme Kamiona i Harari-
Mozera.

Turnire, kao specijalnu klasu digrafova, definisali smo u uvodnom delu ovog rada. U narednom
delu bavicemo se Hamiltonovim turnirima, odnosno, turnirima koji sadrze Hamiltonovu konturu.
Turniri su jedina Sira klasa grafova za koje je poznat potreban i dovoljan uslov da budu Hamilto-
novi. Fundamentalni rezultat poti¢e od Kamiona.

Teorema 3.2.1. (P. Camion, 1959) Turnir sa n (n = 3) ¢vorova ima Hamiltonovu konturu ako i
samo ako je jako povezan.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da turnir T,,n = 3, ima Hamiltonovu konturu. Tada je T, jako
povezan, jer se iz svakog ¢vora u svaki drugi moze sti¢i duz Hamiltonove konture.

(&) Neka je turnir T,,n = 3, jako povezan. Neka je u proizvoljan ¢vor u T,. Na osnovu
teoreme 1.1.2., iz jake povezanosti, sledi O(u) #= @ i I(u) # @. Dalje, u T,, postoje ¢vorovi v €
O(u) i welI(u) takvi da v - w, jer u protivnom u U I(u) = 0(u), $to je kontradikcija s
jakom povezano$c¢u T,,. Dakle, T,, sadrzi konturu u = v - w — u duzine 3.

Vi1
Vi
Vi

Ci

\

Vq Vs

Slika 43.

Neka je [,1 > 3, duzina najduze konture u T,,. Ako je | = n dokaz je zavrSen. Pretpostavimo da
je | < n. Pokaza¢emo da to vodi u kontradikciju.

Neka je C; = vy » v, = -+ = v; = v; kontura duzine | i neka u € V(T,,)) —V(C;). Ako na
konturi C; postoje Cvorovi v I vy, takvi da v; —» u | u > vitada se na C; mogu naci susedni
&vorovi v; | v, takvi da v; = u i u > v;44. (Cvor v;,4 je "prelaz" od &vorova koji tuku u ka

B
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¢vorovima koje U tuce.) U tom slucaju ¢vor U moze da se ubaci na konturu C; izmedu v; 1 v;44,
¢ime se dobija kontura v; - v, > - >V, > U >V — - > v, > vy duzine [+ 1, §to je
kontradikcija s pretpostavkom da je C; najduza kontura u T;,.

Pretpostavimo da takav ¢&vor u € V(T,) —V(C;) ne postoji. Tada se svi ¢vorovi skupa
V(T,) — V(C;) mogu razbiti na dva disjunktna podskupa U i W, takva da V(C)) => U i W =
V(c).

Slika 44.

Nijedan od skupova U i W nije prazan. Zaista, ako bi U bio prazan, tada bi imali V(C;) & W =
V(T,) — V(Cp). Turnir T,, ne bi bio povezan, $to je kontradikcija sa uslovom teoreme. Sli¢no je
zaW = 9.

Dalje, postoje ¢vorovi u € U i w € W, takvi da u - w. (U protivnom U =W i U => W U
V(C) =V(T,) — U, sto opet povla¢i da T, nije jako povezan.) Medutim, sada se C; ponovo
moze prosiriti u konturu C;y; = v; > W - u = v3 = v, = -+ = v; = v;. T0 je kontradikcija sa
maksimalnos¢u konture C;. Time je dokaz zavrSen.

Definicija 3.2.1. Digraf D sa n,n = 3, ¢vorova je panciklican ako za svako k, 3 < k < n, sadrzi
konturu duzine k.

Definicija 3.2.2. Digraf D sa n,n > 3, ¢vorova je ¢vorno-panciklican ako za svaki ¢vor v €
V(D) izasvako k,3 < k < n, postoji u D kontura duzine k koja sadrzi v.

E
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Pancikli¢an digraf sadrzi Hamiltonovu konturu. Obrnuto ne mora da vazi. Kada posmatramo
turnire tada iz egzistencije Hamiltonove konture sledi ¢vorna panciklicnost (a samim tim i
pancikli¢nost). Do tog rezultata dosli su Harari i Mozer.

Teorema 3.2.2. (F. Harary, L. Moser, 1966) Svaki netrivijalan jako povezan turnir je ¢vorno-
panciklican.

Dokaz. Neka je T, jako povezan turnir i v € V(T,). Indukcijom po k pokazaéemo da za svako
k,3 < k < n, postoji kontura C; koja sadrzi ¢vor v. Isto kao u dokazu teoreme 3.2.1. iz jake
povezanosti T, sledi da v lezi na konturi C3. Pretpostavimo da v lezi na konturi €, 3 <k <n —
1. Pokazimo da tada lezi i na konturi Cj,;. UoCimo sve ¢vorove iz T,, Koji nisu na konturi Cj.
Mogucéa su dva slucaja:

e Postojix € V(T,) —V(Cy) i cvoroviy,z € V(Cy), takviday = xix - z.
Tada se, kao u dokazu teoreme 3.2.1, X moze "ubaciti" na Cj, ¢ime se dobija kontura
Cr+1 koja sadrzi v. Neka je C = v; = v, = -+ = v, = v; kontura duzine k. Tada se na
C,, mogu naéi susedni &vorovi v; i vy, takvi da v; » x i x = v;44. (Cvor v, je
"prelaz" od ¢vorova koji tuku X ka ¢vorovima koje X tu€e.) U tom slucaju ¢vor X moze da
se ubaci na konturu Cj izmedu v; i v;,4, ¢ime se dobija kontura v; - v, = -+ > v; -
X > Viyq = 2V 2 vy duzinek + 1

e Za svaki ¢vor x € V(T,) =V (C) ilix = V(C,) iIliV(Cy) — x.
Tada se, kao u dokazu prethodne teorme, svi ¢vorovi skupa V(T,) — V(C) mogu razbiti
na dva disjunktna podskupa U i W, takva da V(Cy) = U i W = V(Cy). Pri tome,
postoje ¢voroviu € Uiw € W, takvidau - w. Akoje C, = v = vy = = 2 vp_q = 1,
tada se za konturu Cy,; koja sadrzivmozZze uzetiv > u > w 5> vg = -+ = Up_q = V.
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Zakljucak

Teorija grafova naSla je veliku primenu kako u matematickim tako i u nematemati¢kim
disciplinama. Razlog za to je relativno jednostavna struktura i bogat sadrzaj grafova, kao i
mogucnost grafickog, odnosno geometrijskog, prikaza tih struktura. Teorija grafova je jedna od
onih matematickih disciplina koje poslednjih godina odlikuje intenzivan razvoj. U primenama
pojam grafa dobija svoju punu vrednost kada se skupovi i relacije na njima predstavljaju
geometrijskim figurama koje su bliske intuintivnoj predstavi koju covek ima o osobinama i
ponasanju objekta koji se predstavlja grafom. Primenu grafova nalazimo u elektrotehnici,
saobracaju, hemiji, teoriji informacija i kodiranja, ekonomiji, sociologiji, biologiji, itd. Razvoj
teorije grafova, kao matemati¢ke grane zagarantovan je upravo ¢injenicom da su grafovi nasli
veliku primenu u reSavanju svakodnevnih problema.

Tema kojom sam se bavio u ovom radu bila mi je zanimljiva, upravo zbog ¢injenice da je jedan
od najzahtevnijih nereSenih problema teorije grafova karakterizacija Hamiltonovih grafova. Do
sada je otkriveno viSe potrebnih i viSe dovoljnih uslova da graf bude Hamiltonov, i ti rezultati
predstavljeni su ovom radu, ali nijedan od njih nije istovremeno potreban i dovoljan. Jedina klasa
grafova u kojoj postoji karakterizacija Hamiltonovih grafova jeste klasa turnira.

| pre Hamiltonove igre na dodekaedru koju je predstavio 1857. godine, poznatu kao ,,Put oko
sveta”, reSavani su sli¢ni problem. Tu je pre svega, ¢uveni problem konjickog skoka (konj,
Sahovska figura). Problem glasi: Da i je moguce konjem obici sva polja Sahovske table tako da
se svako polje obide tacno jedanput i vrati na polaziste?, ili u terminologiji teorije grafova: Da i
u grafu pridruzenom konju postoji Hamiltonova kontura? Najstariji pisani trag ovog problema
datira jo$ iz 9. v.n.e. Indijski pesnik Rudrata u svojoj zbirci pesama ,,Kavialankara™ koristio je
niz Sablona konji¢evog skoka na polovini Sahovske table u poetskoj figuri zvanoj
,turagapadabanda™ ili ,,raspored u konjevim koracima”. Od velikih matematicara, problem
konjickog skoka proucavao je Ojler. Prvi postupak za pronalazenje konjickog skoka bilo je
Vornsdorfovo pravilo, prvi put opisano 1823. godine.
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