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PREDGOVOR

Oblast matematike kompleksni brojevi je izuzetno Siroka. Odavno je po-
znata izreka "najkrac¢i put u realnom domenu je kroz kompleksni domen”.
Ova izreka na najslikovitiji na¢in odslikava ideju ovog master rada.

U radu je obradjeno nekoliko matematickih tema uz pomo¢ metoda u
kojima se primenjuju kompleksni brojevi.

Osim osnovnih definicija i istorijskog osvrta na nastanak pojma komplek-
snog broja prikazana je primena ovih brojeva, na elementarnom nivou, u
nekoliko oblasti matematike.

Sistemati¢no izlozeno i po poglavljima je obradjeno:

U prvom poglavlju je dato istorijsko nastajanje kompleksnog broja i motivi
koji su proizasli prvenstveno iz reSavanja algebarskih jednacina. Sam pojam
kompleksnog broja je neodvojivo vezan za reSavanje algebarskih jednacina
uz pomo¢ ‘“radikala’.

U drugom poglavlju je dato nekoliko elementarnih definicija koje utvrdjuju
strukturu polja kompleksnih brojeva.

U tre¢em poglavlju obradjene su jednacine prave, kruga, elipse i hiperbole.
Poseban osvrt je dat na Apolonijevu kruznicu. U ovom poglavlju je obra-
djeno nekoliko problema koji pokazuju efikasnost primene kompleksnog broja
na reSavanje geometrijskih problema u ravni. Tacnije ovde je prvenstveno
ukazana prednost kompleksnih brojeva u resavanju problema koji zahtevaju
“rotacije”. Same rotacije u analitickoj geometriji su analiticki zahtevne! U
ovom poglavlju je dokazano i nekoliko teorema vezanih za planimeriju, dokazi
su direktno implicirani algebarskim operacijama sa kompleksnim brojevima.

U cetvrtom poglavlju obradjena je primena kompleksnih brojeva na iz-
racunavanje zbirova i proizvoda trigonometrijskih funkcija. Ova oblast po-
kazuje snagu i efikasnost kompleksnih brojeva u punom kapacitetu. Naime,
standardne metode bez upotrebe ove metode su uglavnom mnogo zahtevnije
i zahtevaju mno$tvo trigonometrijskih transformacija i domisljatosti da bi se
doslo do zeljenog resenja. U nekoliko primera je pokazano koliko je efikasno
kombinovanje algebre sa kompleksnim brojevima u cilju dobijanja vredno-
sti trigonometrijskih funkcija za ne tipi¢ne vrednosti uglova. Kao jos jednu
primenu kompleksnog broja u algebri obrazlozeno je na koji na¢in mozemo
reSavati trigonometrijske jednacine.

U petom poglavlju prikazana je primena Ojlerovog oblika kompleksnog
broja na resavanje nekoliko tipova integrala. U primeru 2 je jedan integral
reSen na vise nacina iz razloga “uporedjivanja jednostavnosti”.

Poglavlje Sest je rezervisano za vezu nejednakosti i kompleksnih brojeva.
U dva primera je dokazana nejednakost za trougao dok su u ostala tri primera
date nejednakosti koje utvrdjuju veze izmedju kompleksnih brojeva.



U sedmom poglavlju su dati primeri takmicarskih zadataka koji uglavnom
ilustruju primenu kompleksnih brojeva na planimetriju. Zadaci su pazljivo
izabrani sa ciljem da iskazu pun kapacitet kompleksnih brojeva.

U osmom poglavlju je dokazana fundamentalna teorema algebre (osnovna
teorema algebre) koja predstavlja jedan od najznacajnijih rezultata u mate-
matici.

Ovim putem bih da se zahvalim svom mentoru dr. Arpadu Takaciju i
profesorici dr. Djurdjici Taka¢i na svim stru¢nim savetima, sugestijama i
primedbama u toku pripreme ovog master rada. Takodje se zahvaljujem i
¢lanovima komisije dr. Nenadu Teofanovu i dr. Milici Zigié.

Veliku zahvalnost dugujem i svojoj porodici i prijateljima na podrsci to-
kom osnovnih i master studija.

Takodje se zahvaljujem i kolegama Draganu Rukavini, Veliboru Zeliju7
Slavici ZecCevi¢, Sinisi MiSovi¢u, Stanku Crnobrnji na pomod¢i u pripremanju
ispita, kompjuterskoj, lektorskoj i svakoj drugoj podrsci.

Profesori koje nikako ne mogu da izostavim su dr. Aleksandar Pavlovi¢
prvi koga sam upoznao na fakultetu i koji mi je dao sve informacije, savete
i uvek bio dostupan za bilo koji problem, kao i dr. Neveni PusSi¢ na razume-
vanju i svakoj pomo¢i pri izboru mentora i prilikom studiranja.

Novi Sad, jun 2017.

SiniSa Feher



1 ISTORIJA KOMPLEKSNIH BROJEVA

Kompleksni brojevi su se pojavili usled potrebe da se rese kubne jedna-
¢ine, a ne kvadratne kao Sto je ustaljeno verovanje. Ovu tvrdnju moZzemo
potkrepiti istorijskim ¢injenicama.

Abu Abdula Muhamed bin Musa Al-Huarizmi (780-850) u svom delu Al-
gebra nudi resenja za kvadratne jednacine razli¢itih tipova. Ta resenja se po-
klapaju sa onim koje se danas uce u skolama, odnosno striktno su ograni¢ena
na pozitivna reSenja. Dokazi su geometrijske prirode. Kao izvore najvero-
vatnije je koristio grc¢ka i indijska matematicka otkri¢a. Prema re¢ima G. J.
Trumera, pod kalifom Al Mamunom, Al-Huarizmi je postao ¢lan “Kuée Mu-
drosti“ (Dar al-Hikma), odnosno prete¢e modernih akademija nauka koja je
bila osnovana u Bagdadu. "Kué¢a Mudrosti“ je verovatnije osnovana od strane
kalifa Haruma al-Ragida, medjutim svoj visok status duguje al-Mamunu, veli-
kom pokrovitelju obrazovanja i nauke. Upravo je za al-Mamuna al-Huarizmi
napisao svoj astronomski esej, a i sama Algebra je takodje posve¢ena ovom
vladaru.

Algebarske metode koje su ve¢ bile poznate arapima su u Italiju uvedene
putem latinskog prevoda Algebre Al-Huarizmija od strane Gerarda od Kre-
mone (1114-1187), kao i kasnije kroz radove Leonarda iz Pize (1170-1250),
poznatijeg kao Fibonaci.

Oko 1225, za vreme predsedavanja Fredrika II na Siciliji, Leonardo iz
Pize je doveden pred cara. Lokalni matematic¢ar je njemu postavio nekoliko
problema, koje je Leonardo uspeo da resi. Jedno od tih problema je bilo i
resenje jednacine

2 4+ 222 + 10z = 20

Uopstena kubna jednacina

2 rar?+br+c=0

se moze svesti na jednostavniju formu

2+ pr+q=0

smenom promenljive ' = x + %a. Ova smena promenljive se prvi put
javlja krajem 14-og veka u dva anonimna manuskripta iz Firence.

Ako se uvrste jedino pozitivni koeficijenti i pozitivne vrednosti promen-
ljive x, javljaju se tri slucaja koji se zajedno nazivaju nepravim kubnim
jednacinama

(1)

353+p35=q
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(2)

3 =pr+q

(3)
3+ q=px

Prvi koji je resio jednadinu (1) (a mozda i (2) i (3)) je bio Scipione del
Fero, profesor na Univerzitetu u Bolonji do svoje smrti 1526. godine. Na
svojoj samrtnickoj postelji, del Fero je formulu poverio svom uceniku Anto-
niju Mariji Fioreu. Fiore je izazvao Tartalju na matemati¢ko takmicenje i
no¢ pre tog okrsaja, Tartalja je takodje ponovo otkrio tu formulu i pobedio
na takmicenju. Nakon toga je Tartalja formulu (ali ne i njen dokaz) predocio
Djerolamu Kardanu, koji se zakleo na tajnost. Znajuéi formulu, Kardano
je uspeo da rekonstruiSse dokaz. Kasnije je Kardano saznao da je del Fero
znao formulu i on je to potvrdio intervjuisuc¢i rodjake koje su mu dali uvid
u Ferove dokumente. Kardano je tada formule za sva tri slu¢aja objavio u
knjizi Ars Magna 1545. godine. Vredi pomenuti da je Kardano naveo del
Fera kao prvog autora, i Tartalju kao nekoga koje uspeo da kasnije dodje do
formule nezavisno od njih dvojice.

Otezavajuca okolnost u slucaju (2) koja nije prisutna u reSenju slucaja
(1) je moguénost javljanja kvadratnog korena negativnog broja unutar nu-
merickog izraza koji daje formula. Izvodjenje je sledece: smenom z = u + v
u 23 = px + ¢ se dobija

2 — pr = v +v° + 3uv(u+v) — plu+v) =¢q

Postaviti 3uv = p iznad kako bi se dobilo u?® + v® = ¢ i, takodje, uv?® =

(§)3. Odnosno, zbir i proizvod dva kuba su poznati. Ovo se koristi kako bi
se formirala kvadratna jednacina koja je laka za reSavanje:

1 1
x=u+v=\/§q+w+\/§q—w

gde je

Takozvani nesvodljivi slucaj (casus irreducibilis, latinski) se javlja kada
je izraz ispod korena u izrazu w negativan. Kardano je izbegao raspravu
o ovom slu¢aju u Ars Magni. Mozda je, po njegovoj logici, ovo izbegava-
nje i bilo opravdano (neta¢nim) poklapanjem izmedju nesvodljivog slucaja i
nedostatka pravog, pozitivnog resenja za kub.



Kardano je bio prvi koji je uveo kompleksne brojeve a 4+ +/—0b u algebru,
medjutim sumnjao je u tu svoju odluku. U Poglavlju 37 Ars Magne posta-
vljen je sledeci problem: "Kako podeliti 10 na dva dela, tako da je proizvod

ta dva dela 407".
Kada postavimo ovaj zadatak imamo:

r+y=10

xy = 40
Posle nekoliko transformacija:
Yy=—
x

40
r+— =10
T

Dobijamo kvadratnu jednacinu:
2® — 10z +40 =0
éija su reSenja:
T =5+V=15 i x3=5-v-15

Kako u to vreme nisu znali $ta je to koren iz negativnog broja nisu znali
sta da rade sa ovim rezultatom.

Rafael Bombeli je autor Algebre (I’ Algebra), tri toma izdata izmedju 1572
i 1579. Bombeli uvodi notaciju za v/—1 i naziva je “piu di meno“. Razma-
tranje vezano za kubove u Algebri se nastavlja na Kardanoa, medjutim sada
je nesvodljivi sluc¢aj razmotren u potpunosti. Bombeli razmatra jednacinu

2> =15 + 4

za koju Kardanoova formula daje

r= {2+ VoI20 4+ {2 - Vo121

Bombeli primecuje da je resenje kubne jednacine x = 4, i zatim tumaci
izraz izveden Kardanovom formulom kao jo$ jedan izraz za x = 4 na sledeéi
nacin. On postavlja jednakost

\V2+V—121=a+bi

iz koje zakljucuje da je



V2 — V=121 =a — bi

i dobija, putem algebarskih transformacija, a =2 i b = 1. Stoga je

r=a+bi+a—-bi=2a=14

Nakon ove procedure, Bombeli naglasava:

“Iz prva mi se ¢inilo da je ovo verovatnije zasnovano na sofizmu nego na
istini, medjutim ja sam tragao sve dok nisam nasao dokaz.“

Rene Dekart (1596-1650) je bio filozof ¢ije delo, Geometrija (La Geome-
trie, fran), uklju¢uje i njegovu primenu algebre na geometriju, iz koje potice
moderna Kartezijanska geometrija. Dekarta su prijatelji podstrekivali da
objavi svoje radove i on je napisao esej o nauci pod naslovom ‘Diskusija o
metodi za dobrim vodjenjem razumom i potrage za istinom u naukama’ .
Postojala su tri dodatka ovom delu, Dioptrija, Meteori i Geometrija. Esej je
objavljen u Lajdenu 1637. godine. Dekart je povezivao imaginarne brojeve
sa geometrijskom nemoguénos$éu. Ovo se moze videti iz geometrijske kon-
strukcije koju je upotrebio da refi jednac¢inu z? = az — b%, gde su promenljive
a i b* obe pozitivne. Dekart je uveo re¢ imaginaran:

‘Za bilo koju jednac¢inu mozemo zamisliti onoliko korena koliko to njen ste-
pen dopusta, medjutim u mnogim slucajima nema te koli¢ine koja odgovara
onome Sto mozemo zamisliti’.

Dzon Volis (1616-1703) u svom delu Algebra primecuje da negativni bro-
jevi, §to je dugo bilo vidjeno sa sumnjom od strane matematicara, imaju
savrseno dobro fizicko objasSnjenje bazirano na liniji sa oznac¢enom nulom,
gde su negativni brojevi oni sa leve strane te nule, a pozitivni oni sa desne
strane. On je takodje nacinio neke korake ka davanju geometrijske interpre-
tacije korenu -1.

Abraham de Moavr (1667-1754) je napustio Francusku sa 18 godina kako
bi nasao religijsko utociste u Londonu, gde je postao prijatelj sa Njutnom.
1698. godine on pominje da je Njutn znao za verziju onog $to mi danas
nazivamo de Moavrovom teoremom c¢ak od 1676. godine:

(cos(f) 4 isin(#))" = cos(nh) + isin(nh)

gde je n celobrojna vrednost. Ocigledno je Njutn koristio ovu formulu za
proracune kvadratnih korena koji se javljaju u Kardanoovim formulama, u
nesvodljivom sluc¢aju. De Moavr je bio upoznat sa i koristio formulu koja
danas nosi njegovo ime, $to je jasno iz njegovih spisa uprkos tome $to on tu
formulu nije nikada eksplicitno ispisao.



L. Ojler (1707-1783) je uveo notaciju i = y/—1, i graficki prikazao kom-
pleksne brojeve kao tacke sa trougaonim koordinatama, medjutim on ipak
nije dao zadovoljavaju¢e utemeljenje sto se tice kompleksnih brojeva. Ojler
je koristio formulu x +iy = r(cos(f) +isin(d)), i graficki je predstavio korene
od z" = 1 kao vektore pravouglog mnogougla. On je definisao kompleksni
eksponent i dokazao identitet € = cos(6) + i sin(f).

Kaspar Vesel (1745-1818), Norvezanin, je bio prvi ¢ovek koji je dogao do
prikladnog prikaza kompleksnih brojeva i objavio ga. Desetog marta 1797.
godine Vesel je svoj rad pod nazivom “O analitickom prikazu smera“ koji
je prezentovao Danskoj Kraljevskoj Akademiji Nauka. Rad je objavljen u
Akademijinim Memoarima iz 1799. Kvalitet rada je toliko visoko ocenjen
da je ujedno postao i prvi naucni rad koji je izdao izdavac¢ koji nije ¢lan
akademije.

Veselov rad, napisan na danskom, je ostao neprimecen do 1897. godine,
kada ga je pronaSao antikvar i kada je njegovu vrednost prepoznao danski
matematicar Sofus Kristian Juel.

Veselov pristup je koristio ono §to mi danas nazivamo vektorima. On ko-
risti geometrijsko sabiranje vektora (zakon paralelograma) i definisano mno-
zenje vektora u smislu onoga sto danas nazivamo sabiranjem polarnih uglova
1 mnozenjem magnituda.

Zan-Rober Arzan (1768-1822) je bio knjigovodja iz Pariza, i nije poznato
dali je bio matematicki obucen. 1806 Arzan je izdao letak u slobodnoj stampi
i ograni¢enom tirazu, i pri tome se nije potpisao. Naslov je bio "Esej o geo-
metrijskoj interpretaciji imaginarnih veli¢ina". Jedna od kopija je zavrsila u
rukama matematicara A. LeZendra (1752-1833), koji dati esej spominje u pi-
smu Fransoi Francesu, profesoru matematike. Posle Fransoove smrti, njegove
spise nasledjuje brat Jakes, matematic¢ar i profesor ratne umetnosti. On je
pronasao Lezendrovo pismo koje opisuje Arzanov matematicki rezultat, me-
djutim LeZendr nigde ne spominje Arzana. Zakes izdaje ¢lanak 1813. godine
u Analima Matematike (fran), gde opisuje osnove kompleksnih brojeva. U
zadnjem paragrafu Jakes odaje priznanje Lezendrovom pismu, i poziva nepo-
znatog autora da se predstavi javnosti. Arzan je ¢uo za ovo i njegov odgovor
je Stampan u slede¢em izdanju zurnala.

Vilijam Rovan Hamilton (1805-1865) je u svom memoaru iz 1831. go-
dine definisao uredjene parove realnih brojeva (a,b) kao uredjen par. On je
definisao sabiranje i mnozenje parova:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) i (a,b)(c,d) = (ac — bd, bc + ad).

Ovo je zapravo algebarska definicija kompleksnih brojeva.

Karl Fridrih Gaus (1777-1855). Postoje indicije da je Gaus u svom po-
sedu imao geometrijsku reprezentaciju kompleksnih brojeva cak od 1796.,
ali ih nije objavio sve do 1831. godine; kada je svoje ideje dao na proveru



Kraljevskom Drustvu Gotingena. Gaus je uveo termin kompleksni broj.

U pismu iz 1811. godine, Gaus Beselu pominje teoremu koja kasnije po-
staje poznata kao Kosijeva teorema. Ovo nikada nije publikovano, nego je
kasnije otkriveno od strane KosSija i Vajerstrasa.

Augustin-Lui Kosi (1789-1857) je zapoceo teoriju kompleksnih funkcija
u memoaru iz 1814. godine, koji je predao Francuskoj Akademiji Nauka.
Termin analiticka funkcija nije pomenut u tom memoaru, medjutim sam
koncept je tu. Memoar je objavljen 1925. godine. Integrali po konturama se
takodje nalaze u memoaru, medjutim Poason je prvi 1820. godine objavio rad
sa putanjom koja nije na realnoj liniji. Kosi je konstruisao skup kompleksnih

. R|z]
brojeva 5.




2 NEKE OZNAKE, DEFINICIJE

U ovom poglavlju definiSemo kompleksne brojeve.

Definicija 1. Skup svih kompleksnih brojeva u oznaci C je skup svih
uredjenih parova Z = (x,y) realnih brojeva za koje vaze aksiome:

a) Aksioma sabiranja: (x1,y1) + (v2,y2) = (21 + 22), (11 + ¥2))
b) Aksioma mnoZenja: (Ih?h) ) (9527,’92) = (%902 — Y1Y2, T1Y2 + IEle)

Definicija 2. Kompleksan broj (0,0) zove se kompleksna nula, a broj
(1,0) kompleksna jedinica.

Definicija 3. Suprotan broj proizvoljnog kompleksnog broja (Z) w oznaci
(—7Z ) je kompleksan broj takav da je:

Z+(=2) = (0,0).

Definicija 4. Reciprocan broj kompleksnog broja Z # (0,0) u oznaci
je takav kompleksan broj za koji je:

Y

N[

1
Z-— = (1,0).
Z (7)

Teorema Za proizvoljne kompleksne brojeve 2y, Zy, Zs vaZi da je:

Z1+(070) :Zl
6) Z1-(1,0) =27,
7 Zi1+(=Z1)=0

10



Drugim re¢ima skup svih kompleksnih brojeva ¢ini polje u odnosu na
operacije (+) 1 (+) to jest (C,+,-) je polje.

Definicija 5. Kompleksan broj (0,1) zove se imaginarna jedinica i ozna-
cavamo je sa i.

Definicija 6. Kompleksni brojevi se mogu pisati i na sledeéi nacin:

(S(Z,y) - (1’,0) + <Ovy> - (SL’,O) + (Ouy) ) (071) =z +y.

Obicno se kompeksan broj x + 1y oznacava sa Z, to jest Z = x +iy. To
je takozvani algebarski oblik kompleksnog oblika. Realni broj x naziva se
realni deo kompleksnog broja Z i oznacava se sa x = ReZ, a realni broj
y naziva se imaginarni deo kompleksnog broja Z i oznacava se sa z = ImZ.

Definicija 7. Ako je Z = x + iy kompleksan broj, tada je Z = x — iy,
njemu kongugovano kompleksan broj.

Definicija 8. Neka je Z = x + 1y kompleksan broj. Posmatrajmo izraz:

2= Ve

odnosno -
|\Z| =27

|Z| se naziva moduo kompleksnog broja.

Kompleksni brojevi su definisani kao uredjene dvojke, pa se za njihovo
predstavljanje moze koristiti ravan sa pravouglim koordinatnim sistemom.

A (2

Slika 2: Kompleksna ravan
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Definicija 9. Tacku Z sa Dekartovskim koordinatama (x,y) éemo na-
zivati geometrijskom slikom kompleksnog broja 7Z = (z,y) (ili Z = x + iy
u algebarskom obliku). Skup svih tacaka ravni koje identifikujemo sa kom-
pleksnim brojevima nazivamo kompleksnom ravni, ili Gausovom komplek-
snom ravni. Posto se skup realnih brojeva pri ovakvoj identifikaciji presli-
kava na x osu nju nazivamo realnom osom, a skup cisto imaginarnih kom-
pleksnih brojeva (za koje je ReZ = 0) se preslikava na z osu, pa je zato
nazivamo 1Mmaginarnom osom.

Definicija 10. Argument kompleksnog broja Z u oznaci arg(Z), merni je

broj konveksnog orijentisanog ugla ciji je prvi krak pozitivni deo realne ose,
a drugi poluprava OZ, gde je 0 = 0+ 0i kompleksan broj O.
Kako je merni broj konveksnog orijentisanog ugla uvek iz intervala (—m, 7|, to
jest arg(Z) € (—m, w|, ekvivalentna definicija Argumenta kompleksnog broja
bi bila: Argument u oznaci arg(Z) je sirjektivna funkcija koja preslikava skup
ne nula kompleksnih brojeva u interval realnih brojeva (—m, | odnosno:

[(Z) = arg(Z) : C\ {0} — (=, 7]

definisana sa

(arctcm(i) za x>0
T+arctan(y)  za T <0Ay=0
arg(Z) = arg(z +iy) = § —7 +arctan($) za T <0Ay <0
Z za v=0Ay>0
-3 za r=0Ay <0

\

Ukoliko na slici 2. definiSemo ugao xOZ kao ugao ¢ tada iz osnovnih
trigonometrijskih identiteta u pravouglom trouglu vaze sledece relacije:

y = psing

T = pCos .

Kako imamo da je Z = z + iy, onda vazi da je:
Z = p(cosp + isin @)

tako smo dobili takozvani trigonometrijski oblik kompleksnog broja.
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Na osnovu Ojlerove formule:
e =cosx +isinz, xR
dobija se takozvani eksponencijalni oblik kompleksnog broja
7 = p(cos p +ising) = pe'?

Obic¢no se eksponencijalni oblik kompleksnog broja verifikuje preko ra-
zvoja funkcija cos(x) i sin(z) u stepeni red odnosno

2n 2n+1

+oo
2
n=0
+00
; (2n +Z 2n—|—
+o0 N\ 2n A\ on
Qi :Z (i) 'xZn +Z»Z 2(2)2 g2l
7—7,"_:0(()) n=0
2
n=0
COS T

— (2n+ 1)!

_1)n 2n ~+Oo (_1)n 2n+1
!x +an:%(%wd)!“r

Za zadati broj resenje jednacine w™ = Z (n-ti koren kompleksnog broja
Z) je viseznatna funkcija data sa:

o+2kr . @+ 2km

w=VZ=/p-(cos "= t+isin———) ke {0,1,..,n—1}.
n n

w+2km )
no

Jasno, V/Z = /pe

k =1{0.1,...,n}, videti glavu 8. lemu 2.
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3 KOMPLEKSNI BROJEVI I ANALITICKA
GEOMETRIJA

Ucenici se sa pojmovima prave, kruga, elipse i hiperbole upoznaju kroz
analiticku geometriju ¢ija je osnovna ideja da je lakSe resavati jednacine nego
geometrijske probleme, $to se realizuje uvodjenjem koordinata tacaka $to
omogucava jednoznacno preslikavanje izmedju tacaka i njihovih koordinata,
predstavljanjem geometrijskih figura jednac¢inama i predstavljanjem jedna-
¢ina geometrijskim figurama.

Jednacine prave, kruga, elipse i hiperbole mogu se interpretirati i uz po-
mo¢ kompleksnih brojeva ¢ime se proSiruju znanja stecena u okviru analiticke
geometrije.

3.1 Analiticka geometrija

Jednacina prave

Jednacine prave je odredjena dvema taCkama A i B. Smatra se da je
¢italac upoznat sa jednac¢inom prave u Dekartovom koordinatnom sistemu.
Za zadate tacke A i B, svaka tacka C na pravoj koja prolazi kroz A i B
je linearna kombinacija tacaka A i B, odnosno postoji ¢ € R tako da je
C=tA+(t—1)B.

Neka su 71, Z, dati kompleksni brojevi, ako se posmatra prava koja pro-
lazi kroz Z; i Zy gde su Z i Z5 dati kompleksni brojevi i ako tacka Z pripada
toj pravoj (slika 3), onda je jednacine prave (1) je istovetna formiranju vek-
torskog oblika jednacine prave u Dekartovom koordinatnom sistemu.

A1 (2)
1 e o
21 Z, Z

-
|

Re(Z)
Slika 3: Proizvoljan kompleksan broj na pravoj

Broj Z — Z, proporcionalan broju Z; — Z; gde je faktor proporcionalnosti
realan broj ¢, to jest: (1): 7 — Zy = t(Zy — Z1);Vt € R.
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Poslednju jednacinu mozemo transformisati uz pomo¢ algebarskog oblika

kompleksnih brojeva:

Z=x+1y
Zy =1 + 1y
ZQ =T + ’iyg

7 — 7, =t(Zs — 7))
(z +1iy) — (v1 +iy1) =t((z2 — 1) +i(y2 — y1))
(x —x1) +i(y — 1) =t((z2 — 21) +i(y2 — 11))-

Izjednacavanjem realnog i imaginarnog dela dobijamo:

(2 — z1) =t(22 — 21)
(v —y1) =t(y2 — y1)
x =x1 + t(xe — x1)
y =y1 + t(y2 — 1) (parametarski oblik).

Naravno eliminacijom parametra (t) dobijamo poznatu jedna¢inu prave

kroz dve tacke:

17 sistema
x— 1 = t(xg — x7)
Y=y =t(y2— )
sledi,
{ Tr—X1 — t
Tro—x1
y—y1 _
Y2—Y1 -
pa je
rT—T1 _ Y~ h
Tg — 1 Y2 — yl7
odnosno
Y2 — 1
y—iy = (z — x1).
To — T

Iz oblika jednacine prave:
Z -7y =12y — Zy)

dobijamo:
Z — 7
—— =t e R
Zo— 7, ' ©

15



KruZnica

Krive drugog reda (kruznica, elipsa, hiperbola i parabola), imaju jed-
nostavne definicije u kojima se koriste samo udaljenost od zadatih tacaka
(tacke) ili prave. Samim tim jednacine pomenutih krivih je lako definisati
imajuc¢i u vidu da je udaljenost dveju tacaka u kompleksnoj ravni jednaka
modulu razlike odgovarajucih kompleksnih brojeva

d(Z1, 7o) = |21 — Zy| = /(21 — 22)2 + (41 — 12)?

Sto ¢emo koristiti u interpretaciji kruznice.

Definicija 11. Kruznicu cine sve tacke ravni c¢ija je udaljenost od jedne
fiksne tacke (centra) konstantna.

ﬂlm(z) @ 7

o
=

Re(2)

Slika 4: Kruznica u kompleksnoj ravni

Neka je dat centar kruga Zy = ¢ + iyo.
Neka je dat r polupre¢nik kruznice.

Ako je Z proizvoljan kompleksan broj na kruznici sa centrom u Zy, polu-
prec¢nika r imamo:

k:\Z—2Zy|=r

k:|(z+iy) — (xo +iyo)| =7

k|(x —2o) + iy —iyo)| =

ki/(z—20)2+ (y— o) =r
ki(z—0)*+ (y —yo)> =r°.

Ovo je poznata relacija iz analiticke geometrije.
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Jednacina kruznice se moze zapisati i u nekim drugim oblicima:

N\Z — Zo| =

| Z — Zo| =r?

(Z — Zo)(Z — Zy) = 1*

(Z — Z0)(Z — Zo) = 1?

J7 — 774 — 207 + ZoyZy = 12

|21 = ZZy — ZoZ + | Zo]? =17 =0

NZ1P = Z20— ZoZ + 3 =0, B =|Z]> —1*.

I R R~ o~ RO L N

Ovo je jednacina kruznice sa centrom u Zj i poluprec¢nikom r.

Prethodnu jedna¢inu mozemo transformisati:

k:|Z|* = (ZZy+ ZyZ)+B =0

k:|Z)? = (ZZo+ Z0Z)+ B =0
k:Z?—=2-R(ZyZ)+B=0

Kompleksni brojevi se mogu primeniti i u reSavanju drugih problema ve-
zanih za kruznicu.

Problem odredjivanja jednacine kruznice koja prolazi kroz tri tacke resava
se u analitickoj geometriji ali se moze reSiti i primenom kompleksnih brojeva
Sto ¢emo pokazati u slede¢em zadatku.

Zadatak Odrediti jednacinu kruznice koja prolazi kroz tri zadate tacke.

Resenje. Analiticko resenje sledi geometrijsku konstrukciju: potrebno je
pronaci jednacine dve stranice, njihova sredista, postaviti jednac¢ine simetrala
stranica, odrediti njihov presek, a zatim udaljenost ovog preseka od jednog
od datih temena.

Ovde ¢e biti izlozen analiticki metod uz primenu kompleksnih brojeva.
Kre¢emo od jednacine proizvoljne kruznice sa centrom u a i polupre¢nikom
7

k:|Z?—aZ —aZ+ =0,
gde je 8= |a|* — 1,

k:ZZ —-aZ —aZ+ =0
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Ovoj kruznici pripadaju tacke: 27, Zy i Z3 t.].

Z0Zy —aZ, —aZi+ =0
S ZoZo—aly—aZo+B=0
Z3Z3 —aZs—aZz+ B =0
Odnosno o
aZl + CLZ1 — 6 = |Zl|2
SI GZQ—I—aZ—B:|Z2|2
aZ;g + GZ — ﬁ = ‘23‘2
Ovayj sistem treba da bude odredjen po nepoznatim veli¢inama: a, a i (.
Sistem (S) ima resenje ako je D # 0:

Z1 27 —1
Zs Z3 —1

Broj (a) (centar kruznice) koji je reSenje ovog sistema moze se iskazati
formulom:

D,
a=—
D
gde je:
Zy |72 -1
D1 - ZQ |Z2|2 —1 .
Zs |Z3* —1

Nepoznatu veli¢inu (/) dobijamo kao:

=D

gde je: o
Iy Iy |4
D2 - ZQ é ‘Z2|2 .
Zs Zs |Zs|?
Na taj nacin je odredjena jednacina kruznice definisana sa tri nekolinearne
tacke.

Uslov da je (D = 0) bi predstavljao uslov kolinearnosti tacaka Z1, Zo i Z3
(ta¢nije ne bi bilo moguce odrediti kruznicu sa parametrima (a) i (3)).
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Apolonijeva definicija kruznice

Interesantno je napomenuti da je jedna od prvih definicija kruznice veé
gotovo zaboravljena. Starogrc¢ki matematic¢ar Apolonije kruznicu je definisao
kao skup svih tacaka u ravni ¢iji je odnos udaljenosti od dve fiksne tacke
konstantan! (i razli¢it od 1).

Na jeziku kompleksnih brojeva, to je skup svih tacaka kompleksne ravni
koje zadovoljavaju jednacinu:

ki|Z—Z1|=klZ—2Zs); k#1Ak>0.

Dokazacemo da je prethodna jednacina zaista jednacina kruznice!
Polazimo od date jednacine:

Nakon kvadriranja dobijamo:

k:|Z - Z\* = k*|Z — Z,|?

ki(Z—~2)(Z~2) =k(Z~ 2Z:)(Z ~ Z, Z2>

ki(Z = 20)(Z = 21) = k(2 = Zs)(Z — Z>)

k:ZZ 27— 72172+ 7217, = k*(ZZ — ZZy — ZyZ + ZyZs)

k:|Z)? =77, — Z\Z + | Z\|* = K*(|Z)? — ZZy — ZoZ + | Z,)%)

k:(1—k)ZP = (Z, - k*Z2) — (Z) — k*Z,)Z + | Z1|? — k| Zo)* =
7, — k*72 7y — K2 Zy) = | Z1)? — k| Zy|?

vizp - BoET) (B Rh)y 12 -HGE

k:|Z|*>-aZ —aZ + =0

TKZ2). g DKL

Usvojene su oznake: a = “~—7—; -

Poslednja jednac¢ina predstavlja jednacinu kruZnice sa centrom u (a) i

polupre¢nikom r = 4/|a|? — 5.
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Elipsa i hiperbola

Jednacine elipse i hiperbole mozemo izvesti pozivajuci se na njihovu geo-
metrijsku interpretaciju.

Definicija 12. Elipsa je skup svih tacaka ciji je zbir udaljenosti od dve
fiksne tacke Iy i Fy (ZiZe elipse) konstantan.

Neka su koordinate zize (F; i Fy):

Fi(—e,0); Fy(e,0),

odnosno F; = —e + 01, F5, = e + 07 $to je prikazano na slici 5.
A
b
AN
NI I

Slika 5: Elipsa

Sada je ocigledno da elipsu predstavlja skup tacaka Z koje zadovoljavaju
jednacinu:
€ |Z —F|+|Z—F) =2a
Zamenom: (Z = x + iy)

erlr+iy+el+|r+iy—el =2a

odakle nakon dvostrukog kvadriranja dobijamo:

2 2
LT Yy 4 2 2 2
6.¥+b_2_1’ b—a—e

Naravno same zize F; i F» ne moraju da se nalaze na realnoj osi.
Generalno jednacina elipse moze biti zadata sa:

€| Z—-F|+|Z—-F)|=2a
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Uz uslov da je 2a > |F; — Fi|, gde su F i F, zadate 7iZe elipse.
Sve $to je refeno za elipsu moze se reinterpretirati na hiperbolu.

Definicija 13. Hiperbola je skup tacaka ravni ¢ija je apsolutna vrednost
udaljenosti od dve fiksne tacke Fy i Fy (ZiZe hiperbole) konstantan i iznosi 2a.

Jednacina hiperbole je zadata sa:
|Z — F\|+|Z — F3| = F2a

Izbor pojedinog predznaka sa desne strane daje nam tacke sa jedne strane
hiperbole. Kod hiperbole je nuzan uslov: 2a < |Fy — F3|.
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3.2 Kompleksnim brojevi i geometrija u ravni

Metricki odnosi i koordinate tacaka u ravni mogu se ilustrovati prime-
nom rotacije kompleksnih brojeva i korenovanja kompleksnih brojeva sto je
izlozeno u sledeé¢im zadacima preuzetim iz [21], [22] i [23].

Ako su dati Z = pe? i w = re? onda je

Z - w=pe? . rell = prett),
Vidimo da se proizvod moze dovesti u vezu sa rotacijom oko Z za ugao 6.
Zadatak 1 Neka su Z; i Z3 kompleksni brojevi i neka je [ realan broj i ¢
ugao takvi da vazi: [ > 016 € (0,7].

a) U zavisnosti od 7y, Z3, 0,1 izraziti kompleksan broj (Z) za koji vazi

b) Akosu Z; i Z3 temena pravilnog Sestougla 7y, Zs, Z3, Zy, Zs, Zg koja pripa-
daju njegovoj kracoj dijagonali, izraziti temena Zs, Zy, Z5, Zg u zavisnosti
od Z1 i Zg.

Resenje. a)

VA
N

!

Re(2)
Slika 6: Sestougao, dva moguca resenja

Sa slike 6. uocavamo da za zadati ugao § mozemo dobiti dve vrednosti

Z i Z. Rotacija oko Z; za uglove —0 i 6 vektora éijgh se vrsi uz pomod

eksponencijalnog oblika kompleksnog broja, pa su resenja:
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1Zs — Z)|
(Zs — Z)) 0
4 =17+ [-e

A

b) Sa slike 7. uocavamo sledece relacije:
A1(2)
Z
Zy
Zg

Z3

24 a Z,

Re(2)

Slika 7: éestougao u kompleksnoj ravni

\Zs — 70| = 2‘1—\/§
2
ViZ-2
3

1
Ly = 5(21 + Zs)
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Ako sa «a oznacimo srediste kruznice opisane oko pravilnog Sestougla.

(Zg—Zs> a ‘T
a:Zs+—-—~eZ2
| Zs — Zs| 2
1 Jys— (L1 + Z 3| Zs — Z
Lz 7+ (Zs — 5(Z+ Z3))  V/3|Zs il
2 ’23—5(21+Z3)| 3
1 (52) V3 .
&:5(21+Z3)+ ’23 Zl‘ ?|Z3—Z1|Z
1 Zs leﬂ .
=—(Z Z —_— . —|Js -7
2<1+3)|%—Zﬂ 3 1% = Zili

1 3 .
(0% :§(Z1 + Z3) + %(Zg — Zl)l

Sada je ostala temena lako dobiti:

Z2 = Oé+2(Z3— ) Z4 Z1+2<Oé ZQ) Z5 = Z4+(Zl—ZQ), ZG = Oé-'-(Oé-Zg)

Zadatak 2 Odrediti kompleksne brojeve o i 5 kao i sva reSenja jednacine
(Z —a)b = B, tako da 0 i 1 budu refenja te jednacine, pri cemu imaginarni
delovi svih resenja su nenegativni. Koju figuru w ravni obrazuju refenja jed-

nacine (Z —a)® = 37

ResSenje: Ako u opStem slucaju posmatramo jednacinu Z" = a; a € C,

uocavamo da je:

7" =a
~va

Z

Z =R/|alet
Z a

Z =

=/]ale’ " k€ {0,1,2,..,n — 1}

Vlale! i+

7 predstavljaju temena pravilnog mnogougla na kruznici poluprec¢nika

n

al.
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Ako sada posmatramo uopsteniju jednacinu:

(Z—a)"=3; «a,eC; neN
Z—azm
Z =a+ W
Z =a+ /|p|e?
i2km)

Z =a+ V181w ke {0,1,2,...,n—1}

Zy, predstavljaju temena pravilnog n-tougla na kruznici polupre¢nika /||
sa centrom u (a).

Konkretno u nasem slucaju:
(Z—a) =5
ReSenja ove jednacine su:
Zik €{0,1,2,3,4,5}

to su temena pravilnog Sestougla, sa centrom u («).
Odredi¢emo prvo a:

a=|1-0=1

) + zsm(g)

1 V3

“Ty Ty

Zamenom (o) u (Z — )% = 3 dobijamo:
(Z —e'3) =58, B=?

Z = 0 zadovoljava jednacinu:

Bl
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Dakle:

Z =e's + eiQT; ke{0,1,2,...,n—1}
(Ovde ¢e se naravno pojaviti i temena (reSenja), Z =017 = 1)

Zadatak 3 Odrediti rastojanje temena (c) pravouglog trougla (abc) od
centra kvadrata (@) konstruisanog nad hipotenuzom pravouglog trougla.

Resenje.

Al

\

Rel2)

Slika 8: Udaljenost centra kvadrata od temena

Postavimo ovaj trougao u kompleksnu ravan i uzmimo da je teme ¢ u ko-
ordinatnom pocetku, da je teme a kompleksan broj Z;, a tema b kompleksan
broj Z,.

Ideja za reSavanje zadatka je da dodjemo do kompleksnog broj Z, samim
tim na osnovu modula od Zg dobijamo i rastojanje od temena c.

Kompleksan broj Z, dobijamo rotacijom Z; oko Zg za orijentisani ugao

|
ol

Zy—Zg = (a— Zg)e 2"
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Iz ove relacije Zelimo da odredimo Z:

Zy — Zg =(a — Zg)(—i)
Ly — Lo =Zgt — at
~Zq — Zgi = — ai — bi
Zo(1+1) =(a+b)i

_(a+b)z'
@ L+i
Z :(a—l—b);(l—z)

ZQ:;a+@ﬂ+@

Izracunacemo sada modul Zg:

1Zol =I5 (a+ )1 +9)
1Z0] =5(a+ DI+ 1)
Zol =5(a+ VI 2
Zal =0+ ).

Samim tim smo odredili udaljenost temena ¢ od centra kvadrata.
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Zadatak 4. Dat je trougao ABC'. Nad stranicama tog trougla konstrui-
sani su pravougli trouglovi ABM, BCH i C AP, ¢ije su hipotenuze stranice
trougla ABC'. Dokazati da se tezista trougla ABC @ M HP poklapaju.

ReSenje.

Slika 9: Tezista trouglova

Pridruzimo temenima trougla ABC' odgovarajuce kompleksne brojeve Z4, Zp
i Z¢o respektivno.

1

Zp = §(ZB + Zc)
1

Zp, = é(ZA“‘ZC)

1
ch = §(ZA + ZB)

Poznato je da je:

1
ZT = §(ZA—|—ZB —|—Zc)

gde je sa (T') obelezeno teziste trougla ABC.
1 ;.
ZH:ZA1+§(Z0—ZB)G 2

1 -
Ip = ZB1 + §(ZA — Zo)eflf

1 -
ZM = Zol + §(ZB — ZA)eilf

Oznacimo sa T} teziste trougla M PH.
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Z7, :%(ZH +Zp+ Zy)

Zr, :é(ZAI + Zp, + Zoy + %e—’?((zc — 7))+ (Za— Zo) + (Zp — Z4))
Z7, :é . %~2(ZA+ZB+ZC)

Zr, ZE(ZA + Zp+ Zc)

3

Zadatak 5 Odrediti rastojanje temena (C) pravouglog trougla ABC od
centra Q) kvadrata konstruisanog nad hipotenuzom (AB) tog trougla koji sa
njim nema zajednickih unutra$ngih tacaka i ako su duzine kateta (BC') i (AC)
trougla jednake a 1 b.

ReSenje.
\
\
\
A (2) \
\
\
X -
_---"27Qq)
sl -
\
\
b \
\
\
R2)
C(o) a A

Oznacimo: Z4, =aiZgp=2>b
Za dijagonalu kvadrata imamo d = V2e = V2Va2 + b2
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Tacku (@) mozemo izraziti kao:

(bZ_a> ;T 1
= 14‘_d
T=0F it g
—a+bi _x 1
=0+ ————e T - V2V a2 4+ 12
4 Va2 + b2 2
- 2
qg=a+ (—a+bi)e 1. g
2 2 2
q:a—l—(—a—Hn')(——ii)-£
2 2
1
q:a+(—a—|—bi)(1—i)-§

1
q=a— §(a —bi)(1 —1)
Rastojanje (@) od temena (C') mozemo izrac¢unati na slede¢i nacin:

Q" =lof*
=q-q
1 . : 1 : ,
=(a — E(a —bi)(1—1))(a— 5(@ + bi)(1+ 1))

1
—a? —a- R((a+bi)(141)) + §(a2 +v?)
1
=a+ (—a+bi)(1 —1q)- 3
2 b2
—ab + - i
_a+b
V2

30



3.3 Dokazivanje identiteta vezanih za trougao

U zadatku 1 je ilustrovana primena kompleksnih brojeva na dokaz jedne
relacije u “specijalnom” trouglu, ¢iji su uglovi generisani geometrijskom pro-
gresijom. U zadacima 2 i 3 je ilustrovana primena kompleksnih brojeva u
dokazivanju dva trigonometrijska identiteta koja su vezana za trougao. Za-
daci su preuzeti iz [24].

Zadatak 1 Unutrasnji uglovi o, 3, v kod temena A, B i C' trougla ABC
obrazuju geomelrijsku progresiju ciji je kolicnik dva. Dokazati da stranice
a=BC,b=CAic= AB tog trougla zadovoljavaju jednakost:

1 1 1

b ¢ a

ReSenje. Iz uslova zadatka sledi

a =aq,
f=aq =20,
v =ag?® = 4a.
Prema tome,
a+B+y=nm
a+2a+4a =
Too =7
: _ _ 27 _A4r
odakle jea =%, f =% 1y = .
Iz sinusne teoreme dobijamo:
a b c
- 2ry m = 2R

sin(Z)  sin(%)  sin(%r)

m
=2Rsin(z
a sin( 7)

2
b=2R sin(%)
4
c=2R sin(—ﬂ)
7
Uzmimo da je z = €'7, znamo 2" = —1.
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Sada dobijamo da je:

LS SR S 1
b ¢ 2Rsin(%Z) 2Rsin(%)

Koriséenjem relacije:

) Z2n -1
sin(nz) = T
Dobijamo:
[ S P S IV
b ¢ 2R'sin(%) 2R sin(%)
LR S B O
oo 255 5o
1 1 22 1 22
pTo= (& )
b ¢ 2R z2—-1 28-1
1 N I 222 1+ 22 )
b ¢ 2R(z*—-1) 2441
1+1_ 2122 242241
b ¢ 2R(z*—1) 24+1
. 1—(22)3
11 222
— _|_ - =
b ¢ 2R 28-1
L, 120 1 — 20
b ¢ 2R (z-27—1)(1—22)

Kako je Z7 = —1, vazi

11 a2 1—2". 271
P YeTR SoDi— 2
11 @2 z2+1
VTeTR e Do)
11 q2? 1

P TeTR 2= ))

r 1 21z

v T TR )
ot

b ¢ QR(Z;;U

1 1 B 1 B 1

b 2R sm(E) a
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Zadatak 2 Neka su «, B @ v uglovi proizvoljnog trougla. Dokazati da vazi
sledeca jednakost:

cos? o + cos? 3+ cos? v + 2 cos acos Bcosy = 1

Resenje. Transformisa¢emo izraz koriS¢enjem jednakosti: a+ 5 +~v=m

v =r—(a+p)
cosy =cos(m — (a + B3))
cosy = — cos(a + f3)

Na osnovu toga dobijamo:

cosga+cosz,8+cos2'y+ 2 cos acos fcosy =
cos® a + cos® 8+ cos®(a + B) — 2 cos acos B cos(a + 3)

Uvedimo smenu:

2241
Ccos v =
2z
241
cos 3 = Wt
2w

Izrazi¢emo sada cos(a + [3) pomocu z i w:

cos(a+ ) =cos acos f — sin asin 3
2241 Ww?+1 22-1 Ww?-1

cos(a + 6) - 2z 2w 21z 21w
2 D) (w?+1 2o (w? =1
o+ ) _FHDE D |G =D -1
4wz 4wz
22202 4+ 2
cos(a + ) T s
22w? +1
cos(a + ) =T oms

Odredimo vrednost izraza cos® a + cos? 8 + cos?(a + B):

241, w4l, w41,
)"+ ( )"+ <W)
_ (W+1)?2  (2%w?+1)?
422 * 40? 4w? 22

A422241 w4202 +1 At 4222007+ 1
B 422 * 402 4?22
C Wit w4 22wt + 22+ 2wt + 1 4 6w
N 4?22

cos® o+ cos? B + COSZ(Oé + B) =(
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Sada posmatrajmo izraz 2 cos « cos 3 cosy:

2 cosacos Fcosy = — 2 cos acos 3 cos(a + )
__222+1.w2—|—1.z2w2+1
2z 2w 2wz
_ 224w4 + 24 + 22wt + 22202 + 22w+
w222
ot 4 0t 2220+ 2wt
T 40?22

Konacno dobijamo:
cos? o + cos? 8 + cos? v + 2 cos a cos B cosy =

A R A A

40222
At + A0+ 220t + 2220+ 22w+ 1
40222
4w?2?
4?22
=1

Sto je i trebalo dokazati.
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Dokazimo sada koriséenjem istog metoda sledec¢u jednakost:
Zadatak 3 Neka su «, (8 i v unutrasngi uglovi trougla. Dokazati jednakost:

cos(2a) + cos(23) + cos(2y) + 4 cos avcos B cosy = —1

i na osnovu ove jednakosti dokazati da je trougao ABC pravougli ako 1
samo ako vazi:
cos(2a) + cos(20) + cos(2y) = —1

ResSenje. Datu jednakost mozemo transformisati uz pomo¢ formule:
2cos?0 — 1 = cos(26)
Na taj nacin dobijamo:

cos(2a) 4 cos(28) + cos(2y) + 4 cosaccos fcosy = —1
(2cos*a — 1) + (2cos? B — 1) + (2cos®y — 1) + 4cosacos Bcosy = —1
2cos® a + 2cos® B+ 2cos® y + 4 cosacos Bcosy = 2

cos® a + cos? 3+ cos® y + 2cosacos fcosy = 1

To je jednakost koju smo veé¢ dokazali.
Ako je trougao pravougli (recimo da je npr. v = 90°, onda je cosy = 0).

Dobijamo da je:

cos(2a) + cos(2/) + cos(2y) = —1.
Dokazimo da vazi i obrnuto:

cos(2a) + cos(2/) + cos(2y) +1 =0

Posmatra¢emo levu stranu jednakosti i koristimo uslov: v =7 — (a + ).

cos(2a) + cos(23) + cos(27y) + 1 =2cos(a + ) cos(a — B) + cos(2(a + B)) + 1

(0 + B) cos(a — §) + 2cost(a + B)
(a+ B)(cos(a — B) + cos(a+ B))
(a+p)

=2cos(a + ) cosacos 3

=2 cos

=2 cos

Ovaj izraz je jednako nuli ako vazi: o = 90%ili 8 = 90° ili o + B = 90°,
Sto je i trebalo dokazati.
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4 KOMPLEKSNIH BROJEVA T ALGEBRA

Kompleksne brojeve mozemo primeniti u algebri prilikom resavanja raz-
nih problema, a mi smo se bazirali na odredjivanje konac¢nih zbirova i suma,
odredjivanje suma koje su generisane binomnim obrascem, prilikom izracu-
navanja konac¢nih proizvoda, kod faktorizacije polinima, kao i pri reSavanju
trigonometrijskih jednacina.

4.1 Konacni zbirovi 1 sume

Jedna od velikih primena kompleksnih brojeva predstavlja izrac¢unavanje
konac¢nih zbirova. Ta primena se najlepse vidi na sumama u kojima figurisu
trigonometrijske funkcije. Cesto se u ovim problemima koristi i geometrijska
progresija!

Posmatrajmo konac¢ni niz:

ai,d2,0a3, ..., An—1, Ap,
sa osobinom:
a2 a3 Qy Qp
22 = —q#1
aq as as Ap=1

(ako bi bilo ¢ = 1, imali bi slu¢aj stacionarnog niza u kojem bi svaki ¢lan bio
dat sa: ar = ay; k € {1,2,...,n}, a taj slu¢aj nam ovde nije interesantan!)
Iz prethodne jednakosti dobijamo:

a2

— =g = a3 = a14

ay

as 2

— = (¢ = a3 = Q29 = a1q

a2

— = (¢ = a4 = 39 = a14q

as

Qn 1

=q= ap = Qp1q = alqn

Ap—1

Ono $to nas interesuje, to je zbir prvih n ¢lanova niza t.j.
S, =a1+ay+az+ ...+ a,
Ovaj izraz izrazimo preko a; i ¢, a zatim prvo prosirimo sa ¢ pa sa (—1):

Sp=a1+a1q+a®+ ...+ a1 ¢/ - q
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Spq=a1q+aq® +a1g® + ... + a1q"/ - (—1)

Nakon sabiranja ova dva izraza dobijamo:

Sy — Snq = a1 — a.q"
Sn(l=q) =ai(1-q")
Sp =y 11—_qq”;q # 1
Kako koristimo kompleksne brojeve za sumiranje pokaza¢emo na izolova-

nom skupu problema. U zadacima 1, 2 i 3 preuzetih iz [25] data je primena
geometrijske progresije na izracunavanje konacnih zbirova.

Zadatak 1. Izrac¢unati zbirove:

S = sin p + sin(2¢) + ... + sin(ny)
T = cos ¢ + cos(2¢p) + ... + cos(nyp)

Resenje. Formiramo kompleksan broj T + ¢.5:

T+ 1S = (cos ¢ 4 cos(2¢) + ... + cos(ng)) + i(sin ¢ + sin(2¢) + ... + sin(ny))
= (cos +isiny) + (cos(2p) + isin(2¢)) + ... + (cos(ny)) + isin(nyp)
= e 4 ()2 4 ... + ()"

el ()

1 — e

)—2i sin( =
—2isin(¥)
_ (e)i(nJrl)%Sin(%)

sin(¥)

= (e)5+%

:i$§%®“m+mgymﬁmm+ngﬂ

Nakon izjednac¢avanja realnih i imaginarnih delova sa leve i desne strane
jednakosti dobijamo:
sin(

T = Sn(2) cos((n+1)

wfg
~—

o [6

)

NS
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B Sin(% ) ¥
S = sin(2) sin((n + 1) 2)
Odnosno: . (1)
_ _sin(%P) ®
sin(ky) = sin(2) sin((n + 1) 2)
k=1
u sin(%2
Z cos(kp) = sin((ii)> cos((n + 1)%); neN
k=1 2

Ova dva identiteta ¢emo koristiti za izra¢unavanje komplikovanijih suma.
Zadatak 2. Izracunati zbirove:

a)S = sin®z + sin?(3x) + ... + sin®*((2n — 1)x)

b)T = cos® x + cos?(3z) + ... + cos?((2n — 1)z)

Resenje. a)

S=> sin®((2k — 1)z)

., . . . 1—cos(2 ..
Korigéenjem izraza sin’ z = w dobijamo:

o zn: 1 —cos(2(2k — 1))

S— %(Z 123 cos(2(2k — 1))
k=1 k=1

S = %(n — Zcos((% —1)p))

Gde smo uzeli da je 2z = ¢;

S:%(n—A)

A= Zcos((2k: —1)p)

A = cos p + cos(3p) + cos(5p) + ... + cos((2n — 1)p)

Da bi izracunali (A) koristicemo formiranje dodatne sume:

B = sinp + sin(3p) + sin(5p) + ... +sin((2n — 1)p)
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Formira¢emo kompleksan broj A + iB:

A+iB = (cosp + ising) + (cos(3¢) + isin(3p) + ... + cos((2n — 1)p)
A+iB=¢e% 43 4 .. 4 e lip
1 — (e2ie)n
1 — e2iv
enPie—nel _ (gniei)?

A+iB =¢"¥

A+iB =¥ ——— —
elPe—tY — e(up)
A+iB =i ePi(e P — @)
¥ (e~ — eiv)
At iB = o —21sinngp
—2isin ¢
A+iB =i P
sin ¢
i
A4iB =17 (cos(ny) + isin(ngp)
sin ¢

Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova dobijamo:

A= Sl? e cos(nep)
sin ¢

B = SlTl e sin(nep)
sin ¢

Ove izraze uz pomo¢ transformacije za dvostruke uglove mozemo napisati
u homogenijem obliku:

A 12sin(ny) cos(nyp)

2 sin ¢

B sin.Q(ngo)
sin @

Konac¢no imamo:
sin(2np)
A= ——
2sin ¢
B 1-— CO.S<2’ILQO)
2sinp

Ako vratimo smenu ¢ = 2x dobijamo:

_ sin(4nx)
~ 2sin(27)
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Dakle, da rezimiramo:

A =cos p + cos(3p) + cos(5p) + ... + cos((2n — 1))
A =cos(2x) 4 cos(6x) + cos(10x) + ... + cos(2(2n — 1))
sin(4nx)
T2 sin(2x)

Odnosno, pocetna suma:

k=1
1
1 sin(4nz)
o —§(n 2sin(2x)
n  sin(4nx)
S=c——+—+
2 4sin(2x)

b) da bismo resili problem pod b) bi¢e nam potrebna vrednost (A) koju
smo izracunali:

T =cos® z + cos®(3z) + ... + cos®((2n — 1)z)
T =) cos((2k — 1)z))”
k=1

T _i 1+ cos(2(2k — 1)z))

2
k=1
T :%(Xn: 1+ Xn: 1 + cos(2(2k — 1))
k=1 k=1
T =3 (n+ 4)
1 sin(4nx)
g _i(n * 2 sin(2x)))
n  sin(4nx)
g "2 * 4sin(2z))
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Zadatak 3. Izrac¢unati zbirove:

a)A = cos® z + cos®(2z) + ... + cos®(nx)

b)B = sin® x + sin?(27) + ... + sin?(nz)
Resenje. a)

A = cos® z + cos?(2x) + ... + cos?(nx)
A= Z cos?(kx)
k=1

= Z 1 + cos(2kx)

2
k=1

1 n n
A= 5(;1+;Cos(l€-2x);gp:2x

A= %(n + Z cos(ky))

k=1
1 sin(%) cos( ("J;l)“")
A=—(n .
2 sin(¥)
A" sin(nx) CO‘S((TL + 1)x)
2 2sinx
Koristili smo ranije izvedenu relaciju >, _, cos(kp) = Ssiﬁf(”f)) cos((n +1)%).
2
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b) Sli¢no dobijamo i za drugu sumu:

B = sin® z + sin®*(27) + ... + sin®(nx)

B = i sin?(kz)
B Z — cos( Qkx
Z 1-— Z cos(k - 2x);
k=1
)
k=1

sl sin("2) cos(2112)
2 sin(¥)
B_ l(n _ sin(nx) C(?s((n +1)x)
2 sin
B_"_ sin(nx) cos((n + 1)x)
2 2sinx

4.2 Sume generisane binomnim obrascem

Dokaza¢emo sada nekoliko trigonometrijskih identiteta koris¢enjem bino-
mnog obrasca. U ovom odeljku analizirano je nekoliko zbirova koji su kombi-
nacija binomnih koeficijenata i trigonometrijskih funkecija. Zadaci 1 (preuzet
iz [21]), 21 3 (preuzeti iz [26]) ilustruju date veze unutar konac¢nih zbirova.

Zadatak 1. Dokazati da za svako x € R, p € Rin € N vazi

n

Z (Z) sin(x 4 2kp) = 2" cos” psin(z + ny)

k=0
ReSenje:
A= (Z) sin(z + 2kyp)
k=0
i formira¢emo dodatno:
" /n
B= (k:) cos(z + 2k)
k=0
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Formiramo sada kompleksan broj B + i A:

n

B+iA= Z( )cos x+2/€g0)+®2(:> sin(z 4 2k)

k=0

B +iA = Z( ) cos(z + 2ky) + 1 Zsm z + 2kyp))

B+4iA= Z < ) i(z+2ke)
B+4iA= Z < ) iz 2golm

A iz — (n (20)k
B +1A =e Z 1 )C

k=0

B+ iA =e"(14 )"

B +iA =e"(e we*w + (&))"

B +iA =e" ()" (e + e'¥)"

B +iA =e“e™?(2cos )"

B +iA =2"cos" @ - (T

B + 1A =2" cos™ pcos(ny + x) + 12" cos” @sin(ny + )

Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova dobijamo:
B = 2" cos" ¢ cos(ny + x)
A = 2" cos" psin(np + x)

Sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 2. Izrac¢unati zbirove:

C = cosz + (71’) cos(2z) + (Z) cos(3) + ... + (") cos((n + 1)z)

3

3

D =sinz + (T) sin(2z) + <Z) Sin(3z) + ... + ( ) sin((n + 1))

n
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Resenje. Formiramo sada kompleksan broj C' + iD:
: n n n
C +iD =(cosx + (1) cos(2z) + (2) cos(3z) + ... + (n> cos((n+1)z))
+i(sinx + (1> sin(2z) + (2> sin(3z) + ... + (n) sin((n + 1)x))
C+iD =(cosx +isinx) + (T) (cos(2x) +isin(2x)) + (Z) (cos(3z) + isin(3z)+

t (Z) (cos((n + 1)) + isin((n + 1)z))

C+iD :<g)e + (T) (e)? + (Z) () + .. + (Z) (ef)n !

n

2 2
n—2k )x) +isin((7hL

C+iD=2" cos"(g)(cos« )7))

Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova dobijamo:

2
C =2 cosn(g) cos(n il )

2
D=2" cos"(g) sin(n i )

Zadatak 3 Izrac¢unati zbirove:

E = cosx — (T) cos(2z) + (Z) cos(3z) + ... + (—1)”(

F=snz— (T) sin(2z) + (Z) sin(3z) 4 ... + (—1)"<
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ReSenje. Primenjujemo postupak kao u prethodnom problemu:

E-+¢F::«sz-(?)coq2x>+-(Z)coqu)+.u+-pau”(2)(@S«n+-mxn
Vi(sing — (?) sin(2z) + (’;) Sin(3z) + ... + (—1)" (Z) sin((n + 1))
E +iF =(cosz + isinz) — (’f) (cos(2z) + i sin(2z)) + (Z) (cos(3x) + i sin(3z)+
0 () o+ 1))+ i+ 1))

g ar =)o = ()4 () e+ o o () ey
)

E B =t (1 — ix (AW —1)" nix
+iF =e"( (1 e +<2)(e )+ (1) <n)e

E +iF =c®(e5)"(c"i5 — o8)"
E+iF :e’(”%)(_gi Sin(g) n

E+iF =2" s1nn(§)(_i)“ei(%2)x

E+iF =2" sin”(g)ei(*%w%%)

B +iF =2"sin" (5)eF )

E +iF =2" sinn(g) cos(w) . Z-Sm((x—w)#?w)

Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova dobijamo:

— 2
£ —on Sinn(f)COS(W)
2 2
— 2
F—on sin”(g)sin(w#)

45



4.3 Izrac¢unavanje konac¢nih proizvoda

U ovom odeljku dokazano je nekoliko identiteta za konac¢ne proizvode. U
problemima 1 i 2 je koriS¢ena faktorizacija polinoma nad poljem realnih bro-
jeva. Zadatak 1 preuzet iz [26], a zadatak 2 iz [27].

Zadatak 1 Dokazati identitet

2n+1 1_ 1 2
+ :E+ kl:[la: + xcos M1

i na osnovu njega dokazati sledeCe identitete vezane za proizvode:
n km 1
a) Hk:l COS(2n+1) — on
_ V2n+1
b) k- 1Sln<2n+1) =

2n

c) 1T 1tam(QnH) Von +1

d) Hk 1C0t<2n+1) ziTrll

Resenje. Zbog faktorizacije polinoma P(x) = 22" + 1 izvr§i¢emo prvo
resavanje jednacine P(z) = 0.

.’E2n+1 + 1 O
2n+1 __ —

r=""%-1

T = e”?tikf; ke{0,1,2,...,2n}

8

Kada nadjemo resenja imamo dalje da je:

P(x) =2 +1

n—1
P(x) =(x+ 1) [[(x — ¢ 55 )@ — om0 )
k=0
n—1
2k + 1)m
P(x) = 1 2_9 @k + 1
(x) =(z + )]}:[0(95 x cos( T )+ 1)
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Ako izvr§imo pomeranje indeksa:

1)

)+1)

P(x)=(z+1) H(x2 — 2x cos((2(k2_nl_zi 1)7T) +1)

k=1
P(x)=(z+1) H(m2 — 2x COS(%) +1)

k=1
P(z) =(x +1) H(az2 — 2z cos((2(n _2];—:_11) — 1)7T) +1)
P(z) =(x +1) l_I(JU2 — 2z cos((z(n — (212__’_11)) — 1>7T) +
P(x) =(x +1) H(x2 — 2z cos( (2n — 2k ;_nQ—i—_ll)) — Ur
P(z) =(x +1) 1_[(:1:2 — 2z COS(;Z 1 17r — 2zkf1) +1)
P(z) =(x +1) l_I(x2 — 2z cos(m — zkfl) +1)

. 5 2km

P(z) =(z+1) [[(2* + 22 cos(5 =) +1)

B
Il
—

Sto je i trebalo dokazati. Dakle,

2km
2n +

011 o) [+ 2reon(2) 4

k=1 1
1 =(x 4+ 1) f(2)
Radi dokaza izraza za numericke proizvode krenemo od:
x2n+1 + 1 _1 _ (_m)2n+1
r+1 1—(—x)

x2n+1 + 1

r+1

=l-—a+2 -2+ ..+ (—2)" 1 # -1

Dakle, 22" +1 = (z + 1)(1 —z + 22 — 23 + ... + 2°")
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Ako uporedimo poslednji izraz sa (1) dobijamo da je:

l—z+2?—2°+ .. +2" = f(2)
1—x+x2—x3+...+x2":H(x2+2xcos(
k=1

Ako u (2) uvrstimo z = 1 dobijamo:

n

2k
H(2 + 2 cos( T

P 2n+1

- 2k

2" 1
kl_Il( + cos(2n 1

) =1

) =1
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Sada se lako vidi da je:

. k
Htan(2 o) =
k=1 n+

- k Von +1
HCOt(2n 11"

2n+1

vVan+1

Zadatak 2 Proveriti relaciju

n—1

2 — 1= (2% - 1)H(az —2xcos(k) +1)

k=1

i na osnovu nje dokazati sledeé¢e jednakosti za proizvode:

a) T sin(kn) = 2

b) [T} cos(kn) = 2

o) TT}, tan(5) = 1
d) [Ty cot(ss) = 1

Resenje. Zbog faktorizacije polinoma P(z) = x?" — 1 izvr§i¢emo prvo
reSavanje jednacine P(x) = 0.

?r

Ty = ei%w;k €{0,1,2,....2n — 1}

Kada nadjemo resenja imamo dalje da je:

P(z) =2*" — 1
P(e) =(z — 1)@+ 1) [z — &%) (@ — e )
P(z) =(2* — 1) 1:[(:102 —2x cos(l%r) +1)
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Da bismo dokazali formule za numericke proizvode krenimo od izraza:

P(z) = (2% — 1)g(x)

" —1 1—(a?)"
2—1 1—2a2

2 —1
2 —1
2 — 1= - D1 +2® +2* + ... +2°"7?)

:1+l‘2+(1‘2)2+(ZE2)3+...+({L‘2)”_1

Dakle, vazi:
glx) =1+2* +a' + ... +2°?

Odnosno:
n—1
2 km 2 4 2(n—1)
H(:c —2zcos(—)+1)=1+z"+2"+... +x
n
k=1

Za x =1 iz izraza (3) imamo:

o km
H(l —2cos(—)+1)=n
k=1 "
n—1
km
H 2(1 — cos(z)) =n
k=1
n—1
km
. 102 - ) =
H 2 2sin <2n) n
k=1
v km n
2R, _ N
Hsm <2n) 53
k=1
n—1
.2k vn
[[sn=5) =57
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Sli¢no za © = —1 dobijamo:

e km
[T2(1+2cos(=))=n
k=1 n
n—1
k
H 2- 20052(—7T) =n
2n
k=1
n—1
km
2N
H cos (2n)

Sada prosto dobijamo:

2n
k=1
- km
Hcot(%) =1
k=1

4.4 Kompleksni brojevi i algebra polinoma

U ovom odeljku koriS¢ena je faktorizacija nad poljem kompleksnih i realnih
brojeva u cilju odredjivanja nekoliko partikularnih zbirova i proizvoda, kao
i izracunavanje vrednosti trigonometrijskih funkcija za nekoliko netipi¢nih
vrednosti argumenta.

U zadacima 1 i 2 preuzetim iz [21] i 28] koriS¢ena je struktura polinoma
zasnovana na generisanju monoma ¢iji opsti ¢lan predstavlja elemente geo-
metrijske progresije. U problemu 2 ¢) je iskoris¢ena majorizacija kvadratne
funkcije za majorizaciju polinoma. U zadacima 3 i 4 peuzeti iz [24] izracu-
nate su vrednosti jednog zbira i jednog proizvoda vazanog za umnoske ugla ~.

Zadatak 1 Neka je polinom P(z) definisan sa:
Plx)=a"-2*+2° -z +1
a) Polinom P(x) napisati kao proizvod nesvodljivih polinoma nad C i R

b) Ako je P* faktorizacija polinoma P* nad poljem R, tada izjednatavanjem
koeficijenata uz odgovarajuce stepene u jednakosti P* = P izraCunati
cos(Z) + cos(3F) 1 cos(Z) cos(3F).
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c¢) Napisati polinom drugog stepena sa celobrojnim koeficijentima ¢iji su ko-
reni cos(Z) i cos(3E).
d) Koristeéi rezultat pod c¢) izracunati prorodne brojeve p,q i r tako da je

™) = prayr
T

cos(%

Resenje.

a)

et — P+t -+ 1
1-(x—2)(z — x2)(x — x3)(x — 24)
P(z) =0 & l—a+2° -2+ 24 =0

3
8 8

S~— ~—
TR

Resi¢emo prethodnu jednac¢inu P(z) = 0, koris¢enjem geometrijske pro-
gresije:

ap=1;g=—x;n=>5
P(z) =0
1—(— 5
(=2 _,
1—=x
14+a°
1+

Iz ovoga imamo z° +1 =01z # —1

o1 =
P =—1
r=v-1

T =1 ei(fr+2k7r)

. (m+2km)

xp=e'" 5 ;ke{0,1,2,3,4}

Pa za reSenja ove jednacine imamo:

e
I =e's
P
To =€ 3>
57 .
xg =e'5 = —1; (kontradiktorno)
ks
Ty =€ 5
;9
I =€ 5
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Faktorizacija polinoma P(z) nad poljem (C) glasi:

Pz)=1 (z—eF)(z—eF)(z—e3)(z—e7)
Faktorizacija polinoma P(zx) nad poljem (R) glasi:
r—eF) (@ — e ) (@ —eT)(z—eT)

T — eig)(x — e_’%)(a: — eis?ﬁ)(x — ei_T%)

(z) =(
() =(
P(x) :(xQ — xe'5 — ze's + 1)(1’2 R N +1)
() =(2® — 2(e7F + &%) + 1)(a® — (e F + ) + 1)
() =(

3
—(z%2 — 22 cos(g) +1)(2* — 22 cos(g) +1)

P*(z) =(2* — 22 cos(%) +1)(2* — 22 COS(%/T) +1)

3 3 3
P*(x) =x* — 22° cos(%) + 2% — 227 cos(g) + 42° cos(g) cos(%) — 2x cos(%) + 2% — 22 cos(~
3 3 3
P*(x) =2* — 2:)33(008(%) + Cos(g)) + (4 cos(g) cos(%) + 1)a? — Zx(cos(g) + COS(%)) +1

Po uslovu zadatka imamo P* = P, pa izjadnacavanjem odgovarajucih
koeficijenata imamo:

—2(cos(<) + cos(?g)) =-—1

e

)COS(S%) +2=1

Kona¢no za trazene vrednosti pod b) imamo:

4 cos(

ol 3

cos(g) + 008(3%) =

1
COS(%) cos(?%r) =—7

1
2

¢) Na osnovu Vijetovih formula za polinom drugog stepena lako dobijamo:

t2— (t, +to)t +tita =0

tP——t——-=0
2 8

82 — 4t — 1=
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d) Koristedi rezultat pod ¢) imamo:

_4F V16 + 32

h2 2.8
4 F /48
he =75
4F 43
L2776
1F1V3
1,2 :T
t_1—¢§ y t_1+v§
1 — 2 —
4 4
37 1—+3 T 1++V3
COS(?)) = <0 Vv cos(g)) = 1

Odgovarajuée vrednosti gde su p,q i r prirodni brojevi su:p =1,¢q =11
r=4.

Zadatak 2 Neka je polinom Q(x) definisan sa:
Q) =2+ 2+ 2t + 272 +1
a) Polinom @Q(x) napisati kao proizvod nesvodljivih polinoma nad C i R.

b) Koris¢enjem minimuma kvadratne funkcije minimizovati polinom Q(z).

ResSenje.

a)
Q) =2+ 2%+ a2t + 22 +1
Qz) =1 (z — z1)(x — 22)(x — z3)(x — 24)(z — @5)(x — w6)(x — 27) (2 — ws)

Q(z) =0 & 1+ +at+2°+2°=0

ap = 1

q=a’
Broj c¢lanova

n=>
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Koristeéi izraz za zbir ¢lanova geometrijske progresije dobijamo:

Q(r) =0
1_(372)5

1—=x =V
1— 10

1—=x B

Iz ovoga imamo 1 — 2 =011 — 22 #0
1—2=0 A 1—-2%#0
=1 A z#7FI1
z=V1
2k

Tp —e' 10

zp =651k € {0,1,2,...,9}

Pa za reSenja ove jednacine dobijamo:

xo =0 =1

i
xr, =e's
27r
) =¢'
;3
T3 =€'s
G4
Ty =€ 5
OTF
Ts =e's
GTr
Tg =e's
T
Ty =e'’5
87'r
T =e''s
97r
T9 =e's

Faktorizacija polinoma Q) (x) nad poljem (C) glasi:

2T 47

)
Q) = 1(a—eF)(w—c¥) (5= F )(w—c ) (1= F ) o —eF) (0= F )0 —e'F ) (0= F)
)

Faktorizacija polinoma Q(x) nad poljem (R) glasi:

4m

Qla) =(z =)@ — e F)(x =T )@ — 7T )z — " F)(x — ) (2 — ) (x — 77
1)

Q(z) =(2* — 2z COS( )+ 1) (2 — 20 cos(257T) +1)(2* — 22 cos(:%) +1)(2* — 2z 008(45 )+ 1)
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Iz faktorizacije polinoma @Q(z) nad R, za x = i dobijamo slede¢u jedna-
kost: 5 5 4 1
cos(g) cos(g) cos(g) cos(%) =T
Zato §to je:
Qi) =i® +i% +i* +4%+ 1
Qli)=1—-1+1-1+1
Qi) =1

Sa druge strane imamo:

Q(z) =(i* — 2i cos(g) +1)(i% — 2i COS(%T) +1)(i% — 2i cos(?%r) +1)(i% — 2i COS(%T) +1)

Q(x) =(—2i COS(%))(—Qi COS(%))(—Q@' COS(%/T))(—Qi COS(%/T))
Qi) =16 cos(g) cos(%r) cos(:%r) cos(%r)
Dakle,

cos(%) COS(Q%) cos(gg) COS(%) = 1_16

f(z)=ar* +br+c; a#0Aa>0

b 4ac — b?

f(@) =a((@ + o) + =)

f(z) ima min za * = —£ koji iznosi:
b 4ac —b?
fmin = f(l' = _%) = ac4a

Posmatramo uopsteno izraz oblika:

f(z) =2® —2zcosf + 1

4.1-1—4cos*d
4

>1 — cos? 6

f(z) >2sin?
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Primenimo prethodno na:

Q(z) = (2?22 cos(%)+1)(:z:2—2:c COS(Q%)—H)(:I:Q—Zx COS(?)%)+1)(:C2—2£C cos(%r)—i-l)

Dobijamo:
2 3 4
Qz) > 2sin?(5)2sin?(Z5)2 sin? (22 )2 sin?(— )
5 5 5 5
odnosno: 5 3 4
Qmin = 16 sinQ(%) sin2(§) sinQ(g) sinz(g)
Zadatak 3 Dokazati da je:
2 3 1
cosg — COS(?) + Cos(%r) =3

s 3 _ s 27 3m
ReSenje. Oznac¢imo sa S = cos T — cos(F) + cos(=)

. T . .
Posmatrajmo z = e's imamo da je:

27 :eiﬂ'
2T=—1
Iz ranije koriS¢enih relacija:
i0 | il
e’ +e
cosf) = ———
2
2i6
e 1
cost = .:_
e’L
2 2n
z2+1 2"+ 1
cosf = i cos(nd) =

2z
Koriste¢i ove relacije imamo:

2zm

S_zz+1 241 2041

2z 222 223
S_z4—|—22—z5—z+,26+1
- 223
1427 3
S:ﬁJrz
223
0 3
g2tz
223
1
S ==
2
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Zadatak 4 Izracunati bez upotrebe tablica:

4 d
R= cosg : cos(%) : cos(%)
ReSenje. Transformisa¢emo izraz cos(%”):
4 T —3
COS(TW) :cos(¥)
4 3
cos(%r) = cos(m — 77T)
4 3
COS(TW) :cos(%r)
Transformisa¢emo i izraz cos(3F):
) m—2
cos(%r) :cos(¥)
om 2m
cos(7) = cos(m — 7)
) 2
COS(TW) :cos(%r)

Koriséenjem izraza iz prethodnog problema dobijamo:

241 24+1 2641

R:

2z 222 223
R :(z2 + 1)zt +1)(25+ 1)
826
R :(26+z4+z2~|— 1)(2%+1)
826
R_212+210+28+26—|—Z5+z3+z
826

Izra¢unajmo sada z'%:

212 _(ei$)12
212 :ei577r el
12 _ _ 5
Izracunajmo i z'°:

L0 _ it
210 :e77r~’l7»37'r
ZlO :eiﬂ'ez =
L0 _ 3



Takodje imamo da je 2% = —z.

Sredjivanjem izraza dobijamo da je R = %.

4.5 ReSavanje trigonometrijskih jednacina

Zadatak preuzet iz |24].
Zadatak 4.5.1 Koriséenjem kompleksnih brojeva resili jednacinu:

cos® ¥ + cos?(2x) + cos?*(3r) = 1

Resenje.

cos® ¥ + cos?(2x) + cos?*(3r) = 1
1 + cos(2z) N 1 + cos(4x) N 1 4 cos(6x)

2 2 2
cos(2z) + cos(4x) + cos(6z) = —1

=1

Uzmimo da je

e’l’LfEl _|_ e—TL(E’L

cos(nzx) = 5
_(ei:(J)Qn +1
cos(nx) = Dot
(nz) 2241
cos(nx) =
22m

Sada imamo:
cos(2x) + cos(4x) + cos(6z) = —1
241 2841 +212+1 -

—1
222 224 226
2P0 S 21+ =0
(752)7_1 6
ﬁ—l—z =0
A |

+25=0 i 22#1

22 —1
M8 1=0
F+DEE-1)=0

Dakle, reSenja ove jednadine su: (z = T2 v g = TEET \/ g = TH2ET € 7))
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5 KOMPLEKSNI BROJEVI T ANALIZA

U ovom poglavlju je data primena kompleksnih brojeva u analizi, sa ak-
centom na reSavanje tipa integrala ilustrovanom u odeljku 5.1. u zadatku
1.

U zadatku 2 a, b i ¢ data su tri razli¢ita nacina reSavanja jednog tipa
integrala u cilju prikaza efektivnosti primene kompleksnih brojeva.

5.1 Primena kompleksnih brojeva u resavanju nekoliko
tipova neodredjenih integrala

Neke tipove integrala moguce je reSavati primenom eksponencijalnog i
trigonometrijskog oblika kompleksnog broja uz izvodjenje postupka “lineari-
zacije Sto uproscava problem.

Ako posmatramo eksponencijalni i trigonometrijski oblik kompleksnog

broja:
0

z = p(cosf + isinf)

Tada vazi:
z=2z

p-e? = p(cos® + isinf)

i za p # 0 dobijamo: '
e = cos +isinf (4)

Uvodjenjem u (4) —6 umesto 6 i kori¢enjem parnosti kosinusne funkcije
i neparnosti kosinusne funkcije dobijamo:

e " = cos(—0) + i sin(—0)
odnosno:
e =cosf —isinf (5)
Kombinovanjem (4) i (5) dobijamo sistem:
e = cos(0) + isin(0)

e = cosf —isinb
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Nakon sabiranja dobijamo:
e 47 = 2 cos(h)

sredjivanjem:
i0 | —if
e’ +e
cosf = — (6)

Nakon mnozenja (5) sa -1 i sabiranjem sa jedna¢inom (4) dobijamo:
e — e7 = 2isin(6)

sredjivanjem:

sinf = ——— (7)

Uz pomo¢ jednacina (6) i (7) moZemo vrsiti tako zvanu “linearizaciju” iz-
raza oblika:
a) (sin(az))™ - (cos(bx))™
b) (sin(az))™ - (sin(bzx))™
¢) (cos(ax))™ - (cos(bx))™n, m

Sto ¢emo iskoristiti za reSavanje integrala tipa (I):
al) [(sin(ax))™ - (cos(bx))™dx
bl) [(sin(ax))™ - (sin(bz))™dx
c1) [(cos(ax))™ - (cos(bx))™dx

Naravno ovde ¢u napomenuti da je specijalan tip integrala u kome (a = b)
ima jednostavniji algoritam za resavanje:

/(sin(x))” - (cos(z))"dx (8)
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U slede¢em zadatku koji je preuzet iz [29] je primenjen postupak “lineari-
zacije®.

Zadatak 1 [ cos?(3z)sin®(2z)dx

ResSenje.
cos?(3z) sin®(2x) =
(cos(3z))?(sin(2x))% =
312 67312 212 672zi
(=) (—5—)P= A ‘
322( sz + 2 + e—6m> . (66.1‘1 _ 362&61 + 36—2:101 _ e—6m> —
( 121 368x1+364x1+266m 6e2xi+6e—2xi 26—6901' 36—4xi+3e—8xi 6—121‘1’) —

@
312 (( 12%1_;?—12901 )2 3( 81L+e—8;w )2 +2( 6%1+e—6x1 )2 +3( 4a:z+e—4a.z )2 6( 2%1+e—2x1 )22) _
75 (sin(12z) — 3sin(8x) + P sin(6x) + 3 Sln(4ZL‘) —6 sm(2x))

Nakon ovoga i koriséenjem: [ sin(az)de = —1 cos(ax)+c¢, a#0 lako
dobijamo:

/ cos?(3z) sin® (27)dzx =

1 1 3 1 3
E<_E cos(12x) + 3 cos(8zx) — 3 cos(6x) — 1 cos(4x) + 3cos(2x)) + ¢

Tip neodredjenog integrala datog u sledeéem zadatku preuzetom iz [30]
moguce je uraditi na viSe nacina, Sto ¢emo uraditi u cilju prikaza efektivnosti
primene kompleksnih brojeva.

Zadatak 2 Cesto se u analizi susrecemo sa tipom integrala
J e - cos(bx)dx ili [ -sin(bx)dr, a#0, b#0.
Ima viSe nacina da se ovaj tip integrala resi, ilustrovac¢emo neke od njih:
ResSenje.
I nacin
/e‘“c cos(bx)dr = Ae™ cos(bx) + Be®” sin(bx)
diferenciramo prethodnu relaciju:
e cos(bx)dx = A(ae™ cos(bx) — be® sin(bx)) + B(ae® sin(bx) + be® cos(bx))

e cos(bx)dx = e (Aa cos(bx) — Absin(bx)) + aB sin(bx) + Bbcos(bx))
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cos(bx)dx = (Aa + Bb) cos(bx) + (—Ab + aB) sin(bx)

Dobijamo sistem:
Aa+ Bb=1

—Ab+aB =0

Resavanjem sistema dobijamo:

a
A=
a? + b2

b
B=—"
a? 4+ b2

Konacno dobijamo:

axr

/e‘” cos(bz)dr = a;——i—b2(a cos(bz) + bsin(bx)) + ¢
IT nacin

Identi¢nim postupkom smo mogli odrediti i [ e - sin(bx)dz, ali ¢emo ga
odrediti metodom parcijalne integracije:

I= /e““ - sin(bx)dx

u = sin(bx) dv = e"dx

du = beos(br)dr v =1e

/e“m -sin(bx)dx =

1 1
sin(bx) - —e* — / —e - beos(br)dx =

a a
1 sin(bz) - €™ — é/e‘m - cos(bx)dx
a a

I = —sin(bx) - e** — 9[1
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Sada ¢emo primeniti metod parcijalne integracije I;:

L = /e‘” - cos(bz)dx

u = cos(bx) dv = e™dx

du = —bsin(bz)dr v =1e™

/e“m - cos(bx)dx =

1 1
cos(bx) - —e* — / —e . (=bsin(bz))dr =

a a
1cos.(bx) e + b /e‘” sin(bz)dz
a a

Odnosno, dobili smo:

1 b
I, = —cos(bx) - e+ — -1

a a
1 b, 1 b
I = ~sin(ba) - o™ — 2(= cos(ba) - e + = - I
asm( T)-e a(aCOS( x)-e —i—a )
1 : axr b axr b2
I:asm(bx)-e —gcos(bx)ﬁ _?'I
b2 azx
I(1+ 5) = ?(a sin(bz) — beos(bx)) + ¢
1
I= a2—+b2e’”(a sin(bx) — beos(bx)) + ¢
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11T nacin
Prethodna dva nacina su data radi poredjenja postupaka u odnosu na
slededéi:

L = /e“m sin(bx)dx
I, = /eax cos(bx)dx

Posmatra¢emo formalno:
L+l = i/e‘“ sin(bx)dx + /e‘” cos(bz)dx

= /e‘”(z’ sin(bx) + cos(bx))dx

— /eax ~ebmd:c
:/e(a_‘—bi)mdl’

1

— (a+bi)x
a + bi*
— a—bi ax+bxi
~ (a+bi)(a — bi)
— a— bi ax bxi
a? + b?
= ﬁ(a — bi)(cos(bx) + isin(bx))
a
= —2e+ B (acos(bx) + asin(bx)i — beos(bx)i + bsin(bx))
a
— a26+ 7 ((acos(bx) 4 bsin(bx)) 4 i(asin(bx) — beos(br))

Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova dobijamo:

axr

L = /e‘m sin(bzx)dxr = aQe—ijz(a sin(bx) — beos(bx)) + ¢

ax

axr € :
I = /e cos(bx)dr = a2—+b?(a cos(bx) + bsin(bx)) + ¢
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6 KOMPLEKSNI BROJEVI I NEJEDNAKO-
STI

U ovom poglavlju analizirana je veza kompleksnih brojeva i nejednakosti.
U zadacima 11 2 preuzetim iz [14] ilustrovana je metoda dokazivanja nejedna-
kosti za elemente trougla u ravni koris¢enjem kompleksne ravni i nejednakosti
vezanih za module. Zadaci 3, 4 i 5 preuzeti iz [31] ilustruju direktno nejed-
nakosti za kompleksne brojeve.

Zadatak 1 Neka je S srediste opisane kruznice trougla ABC. Ako su
dy, dy, d. redom udaljenosti tacke S od prava BC,CA, AB, dokaZite da vaZi
nejednakost:

|AB| - |BC|-|CA| < 4(d?-|BC|+ d;|CA| + d? - |AB|

ReSenje. Postavimo centar opisane kruznice u koordinatni pocetak, t.j.
neka je S(O). Tada je d, = |SPgc|, dy = |SPca|, d. = |SPap| gde su

Pgc, Poa, Py redom sredista stranica BC,CA, AB.

Imamo
b+c c+a a+b
Ppe( ), Peal 5 ), Pag( 5 )
Dobijamo
2d, =b+c¢|, 2dy=|c+al, 2d.=]|a+Db|
Kako vazi

la—"b|-la—c|-|b—c| < |b—c|-|b—|—c|2+|c—a|-|c+a!2+|a—b|-|a+b|2
odnosno
|AB| - |BC| - |CA| < 4(d? - |BC| + d}|CA| + d* - |AB|

Zadatak 2 Dokazi da za svaku unutrasnju tacku P stranice AB trougla
ABC wvazi:
|PC| - |AB| < |PA| - |BC| + |PB| - |AC|
ReSenje. Postavimo duz AB na pozitivni deo realne ose. Tada neka je
A(O), B(b), C(c) i P(p), gde su b,p € R, takvi da je 0 < p < b. Uo¢imo da
vazi

b(c —p) =p(c—b) + c(b—p)
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Sto nam primenom nejednakosti trougla povlaci
|6 - | = p| < [p[ - [c = b] +[c] - [b— p]

odnosno

|AB| - |PC| < |AP| - |PC| + |AC| - |BP|

Zadatak 3 Drzavno prvenstvo Hrvatske, 2004. godine Neka je n
prirodan broj i neka su zy, 22, ..., Zp, W1, Wo, ..., w, kompleksni brojevi takvi da
za svaki izbor brojeva €y, €, ..., €, iz skupa {-1,1} vazi:

le121 + ...+ enzn] < lerwr + .+ €qwn)-
Dokazite da je
2124 o |zl < JwrP 4 o+ |wal]?
2

Resenje. Koristi¢emo identitet |u — v|? + |u + v|* = 2|ul? + 2|v|* i mate-

maticku indukciju.
Za n=1 je ocigledno da vazi.
Za n=2 posmatramo dva slucaja:
1 ee=ea=1 = |z + 2 < |w +w]?

20 €1 = €2 = = ‘Zl — 22|2 < |W1 — WQF

Sabiranjem ovih nejednakosti dobijamo nejednakost
2|21 42| 22)? = |21+ 22)? + |21 — 22| < w1 Fwal? + |wi —wa|* = 2w >4 2|ws|?
koja deljenjem sa 2 postaje trazena nejednakost.

Pretpostavimo sada da vazi za n=k.
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Uzmimo da je n=k+1. Imamo dva slucaja:

1) € = €141 1 neka je

2= 2y 2l T Bkl 2L = 2k T 2k
W] =Wy W = W1, W)= W+ W

Po tvrdjenju zadatka nejednakost

lerzy + ... + €xzy] < lew) + ... + ewy .

vazi za proizvoljne ¢; € {—1,1}, i = 1,2,...,k. Tada po indukcijskoj
pretpostavei vazi:

212+ 5 < i P 4
odnosno

|21|2 + ...+ |Zk_1|2 + |Zk + Zk+1|2 S |w1|2 + ...+ |Wk_1|2 + |Wk; + wk+1|2

€x = —€xy1 1 Neka je
21 1= 21y Bp_q T 21, R} = 2k T Zk4l
W i= Wiy Wp_g = W1, W) = W — Wi

Po tvrdjenju zadatka nejednakost |e12; + ... + €42, < |eiw] + ... + ewy|.
vazi za proizvoljne ¢; € {—1,1}, i = 1,2,...,k. Tada po indukcijskoj
pretpostavcei vazi:

24+ 5 <l o fwf?

odnosno
’2’1\2 + ...+ ‘Zkfl‘z + |Zk — Zk+1’2 < ]w1]2 + ...+ |Wk71’2 + \wk — wk+1|2

Sabiranjem ove nejednakosti i poslednje nejednakosti u prvom slucaju
dobijamo:

2(|21|2+...+|Zk_1|2)—|—|Zk—zk+1|2+|Zk—|—2k+1|2 S 2(|w1]2+...+|wk_1|2)+|wk—wk+1|2+|wk+wk+1]2

odnosno nakon koriS¢enja pocetnog identiteta i deljenja sa 2:

|Zl|2 + ...+ |Zk+1|2 S |C<J1|2 + ...+ |wk+1|2
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Ovim smo matematickom indukcijom dokazali da tvrdjenje vazi za svako
n € N.

Zadatak 4. Petroviéeva nejednakost
Dokazati Petrovicevu nejednakost:

n n
1>zl > (cos0) Y |zl
k=1 k=1

gde su z, kompleksni brojevi za koje je
a—f<argz<a+6 (0<0< g;a realan broj).

Dokaz.

n n n
Dzl =le™ Dokl 2 Re(e™ ) 21)
k=1 k=1

k=1

= Z |2k| cos(—a + arg zx) > (cos ) Z |2k |-
k=1

k=1
Zadatak 5. Bohrova nejednakost Dokazati Bohrovu nejednakost
1
@+ < (1+¢)- Ja]* + (1+ ) - b,
gde su a i b kompleksni brojevi i ¢ > 0.

Dokaz 1. Ova nejednakost ekvivalentna je nejednakosti
_ _ _ 1 -
ab + ba < caa + —bb, 9)
c

koja se moze napisati u obliku

Yea—v)ca—1>o.

c
Posto je ¢ > 0 ova nejednakost ekvivalentna je sledecoj
|ca — b|* > 0.

Kako je ova nejednakost ta¢na, zaklju¢ujemo da je Bohrova nejednakost ta-
kodje tac¢na.
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Dokaz 2. Ako je ¢ > 0, tada se (9) moze predstaviti u obliku
(a@)c* — (ab + ba) + bb > 0.
Ova nejednakost bice ispunjena za svako realno ¢ ako i samo ako je
(@b + ba)? — 4abab < 0, tj. (ab+ ba)?* < 0.
Ova nejednakost vazi za svaki par kompleksnih brojeva, jer je

ab+ba =ai («realno).

70



7 TAKMICARSKI ZADACI I KOMPLEKSNI
BROJEVI

U ovom poglavlju su dati zadaci koja se mogu koristiti u pripremnoj etapi
za srednjoskolska matematicka takmicenja, kao i primeri takmicarskih zada-
taka.

7.1 PRIMERI PRIPREMNIH ZADATAKA ZA
MATEMATICKA TAKMICENJA

Zadatak 1 ilustruje efikasnost primene kompleksnih brojeva u odredjivanju
odnosa duzi u jednom partikularnom sluc¢aju. Zadatak 2 ilustruje primenu na
konveksan Sestougao. Napoleonova teorema (zadatak 3) daje vezu izmedju
teziSta sistema trougla. Zadatak 4 prikazuje primenu na pravilan sedmougao
na odredjivanje odnosa uglova izmedju elemenata tog sedmougla. Zadaci su
preuzeti iz [14].

Zadatak 1 Dat je trougao A(a),B(b) i C(c). Odrediti odnos duZina
|AB| = |a—b| i |BC| =1|b—¢| ako je a —2b+ ¢ =ib — ic.

ResSenje.
Iz uslova zadatka sledi |AB| = |a—b|, |[BC|=|b—clia—b=(i+1)(b—c¢)
Tada je

|AB|  |a—b] a—0 :
BO| = o = pel = ril= V2

Dakle, |AB| : |[BC| =2 : 1.

Zadatak 2 U konveksnom Sestouglu ABCDEF vazi /B + /D + /LF =
360° i |AB|-|CD|-|EF| = |BC|-|DE| - |FA| dokazati da je

|BC|-|AE| - |FD| = |CA|-|EF|-|DB|

Resenje. Neka su A(a), B(b),C(c), D(d), E(e)iF(f) temena datog Sesto-
ugla. Kako je ABCDFEF konveksan, vazi

—b —d _
¢ AD:argc LF:arge /

/B =
My e—d’ a—f

Po formuli za udaljenost tacaka u kompleksnoj ravni vazi

_|AB| |CD| |[EF| a—b c—d  e—f a—b c—d e—f

1= = . . — . . .
|BC| |DE| |FA] |c—b| |e—d| ’a—f| |c—b e—d a—f|
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S obzirom da je arg &=t . <=4 . &=L — /B4 /D + /F = 27, vaii

c—b e—d a
a—b c—d e—f
c—b e—d a—f

=1-(cos2m + isin2m) = 1.

Uoc¢imo da je

(a=b)(c—d)(e—f)—(c=b)(e=d)(a—f) = (b—c)(a—e)(f—d)—(a—c)(f—e)(b—d)

iz Cega sledi
b—c.a—e.f—d:L
a—c f—e b—d

Primenom apsolutnih vrednosti na gornji identitet dobijamo
|BC| |AE| |FD|
Al [EF| [DB] ~

Zadatak 3. Napoleonova teorema Nad stranicama trougla ABC' kon-

struisani su jednakostranicni trouglovi. DokaZi da su teZista tih jednakostra-
nicnih trouglova vrhovi jednakostranicénih trouglova.

1.

Dokaz. Postavimo tacke A(0), B(b) i C(c). Neka su jednakostrani¢ni tro-
uglovi konstruisani nad stranicama trouglova ABC' redom trouglovi A;BC),
ABC, ABC}, njihova tezista su redom T (ty), To(t2) i T5(t3). Cilj nam je iz-
raziti koordinate aq, by, ¢ tacaka Ay, By, Ci i ty, ta, t3 pomodéi koordinata (0),
bic. Tatke Ay, By, dobijene su rotacijom za 60° tacaka B,C, A redom
oko tacaka C, A, B.

Imamo
ap=wb—c)+c, bh=we, ¢g=w0—-0)+b=(1—-w)b

gde je w = cos60° + 7sin 60° = %ﬁ Kako su T}, T, Ty tezista vazi

; _a+bt+c wb—c)+b+2c , O0+bi+c  (1+w)e ; _0+b+a
1 — 3 - 3 y L2 — 3 - 3 sy U3 — 3 -
Dovoljno je pokazati da vazi |t; — to] = [to — t3] = |t3 — 1] 1 tvrdjenje je

dokazano. Primetimo da vazi w? —w+1=0,paje 1l — 2w = —w —w? =

—wl+w)i2—w=1-w
Sada je

(1+w)b+ (1 -2w)c
tl—tg = 3
I+ wh—w(l+w)e
B 3
1
:%-(b—wc)

72



Slika 10: Napoleonovi trouglovi

(14 w)e—(2—w)b
3
(1+w)e—(1—w?)b

3
zigfwc—a—wm)

tg — 13 =

(1—-2w)b—(2—w)c
3
—w(l+w)b— (1 —w?)c

B 3
=12 b= (1= w)e)

ty — 1 =

Konacno kako je

lc — (1 —w)b| =|c+ w?b|| —w| = |b—wc| = | —w||b — we| =

=] —wb+w?c| = | —wb— (1 —wc)|,

vazi |t —ta| = |[ta—t3| = |ts —t1]. Dakle, trougao 117753 je jednakostranic¢an.
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Zadatak 4 Dat je pravilan sedmougao ABCDEFG. Neka sutacke P,Q, R
redom sredista duzi BG.CD,AE. Dokazi da se uglovi trougla QPR odnose
u razmert 1:2:4.

Resenje. Primetimo da se uglovi trougla ADC' odnose kao 1:2:4. Do-
voljno je pokazati da je AADC ~ AQPR. Ozna¢imo koordinate tacaka
malim slovima njihovih naziva. Tada je dovoljno pokazati da vazi:

Slika 11: Sedmougao

t= 00527” + 7 sin 27” Tada je

-t t41° L+t
= — r =
2 o PT o 2

S obzirom da je t” = 1, sledi

—d 1=t 7—¢
- = = = —(1—tHt’.
a—c 1—¢2 1—¢2

_ 2 43 _ 46 _ 9 | 43 _ 46 _ 48
q p:t—i-t t t:t—i-t "=t T
g—r C+3-1-t+ L2+3-1-1t
Time smo pokazali da je AADC ~ AQPR, ¢ime je dokazana tvrdnja za-
datka.
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7.2 PRIMERI TAKMICARSKIH ZADATAKA

U ovom delu je dato nekoliko zadataka koji su preuzeti iz [32] koji su bili
zadavani na matematic¢kim takmicenjima srednjoskolaca na internacionalnom
nivou. Zadatak 1 ilustruje (uvek inspirativan) jednakostranian trougao,
tac¢nije generisanje temena jednakostrani¢nog trougla iz datih partikularnih
uslova, zadatak 2 predstavlja primer koji ilustruje vezu veli¢ine (relacije)
uglova i stranica i njihovu implikacija na odnos izmedju duzina. Zadatak 3
pokazuje jedan interesantan metricki rezultat. Zadatak 4 Ilustruje primenu
kompleksnih brojeva na odredjivanje uglova izmedju duzi.

Zadatak 1 Mediteransko matematicko takmic¢enje 2004. godine
Neka su z1, 29, 23 u parovima razliciti kompleksni brojevi za koje je:
|21] = |22 = [2s] =1
i vazi jednakost

1 1 1

+ + =1
2+|21+22| 2+|22+Z3| 2+|Z3+Zl|

Ako su tacke A(z1), B(22),C(z3) temena oStrouglog trougla, dokazite da je
trougao jednakostranican.

Resenje. Neka je ABC trougao sa uglovima «, (,7y. Proverimo zbir
21 + z9. Neka je D(z; + z2), tada je OADB romb (slika 3). Cilj nam je
utvrditi koliko je
0D = |21 + =) -

Neka je O presek dijagonala OD i AB. Kako je OADB romb vazi OD1 AB
i |0O'| = |0 D] pa je trougao OO’ D pravougli, $to nam daje

|21 + 22| = 2|00’| = 2|0B| cos ZO'OB = 2|z|£DOB = 2 cos~y

jer je prava OD simetrala ugla AOB, a prema pravilu o perifernom i cen-
tralnom uglu je ZAOB =2/ACB = 27.
Analogno dobijamo da je |zo + 23| = 2cos 8
N SRS SR
24+2cosar 2+2cosfS 242cosy

Za uglove trougla vazi cos o 4 cos f + cosy < %
Po A — H (aritmeti¢ko harmonijska sredina) nejednakosti vazi

9 1 1 1
<
6+ 2(cosav+cosf +cosy) — 2+ 2cosa T 24 2cosf i 2+ 2cosvy
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Slika 12: OADB romb

zbog 6 + 2(cos a + cos 5 + cosy) < 9, iz gornje nejednakosti dobijamo

1

=1
- 2+2008a+2+20056+2+20057

U svim nejednakostima koje smo do sada koristili mora vaziti
cosa = cos 3 = cosy = 60°.

Zadatak 2 Matematicka olimpijada 1993. Tacka D izabrana unutar

ostrouglog trougla ABC tako da je ZADB = 90° + ZACB i |AC| - |BD| =
|AD| - |BC|. Odrediti koliko je:

|AB| - |CD|
|AC| - |BD|
Resenje. Neka su A(a), B(b),C(c) i D(d). Vazi:
b—c)a—d)  b—c b—d _
arg(&_c)(b_d)—arga_c (a—d>
b—c b—d
=arg —arg
a—c a—d

=/ACB — ZADB = —90°,

’(b—c)(a—d)’:\b—c|~|a—d|:]BC|-\AD]:

(a—)b—d) la—c-[b—d _ |AC|-|BD
Sto znaci da je

w— cos(—90°) +isin(—90°)) = —

(a—c)(b—d)_l( (—90°) + (—90%)) 1.
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Koristeci to dobijamo

c . —bd—cat+bct+ad (b—a)(c—d)
(a—c)(b—d)  (a—c)b—d)  (a—c)(b—d)

—1—1=

iz Cega sledi

|AB|-|CD|  (b—a)(c—d)

A 18D~ e —on—a) = "1i=V2

Zadatak 3 Iran 2000. Jednakostranicni trouglovi A3A105 1t A1 A5O3
su konstruisani nad stranicama trougla A1 AsAs prema van, gde je |OgAs| =
|A104| i |O3A:| = |A20s|. Data je tacka Oy sa suprotne strane prave AsAs
od tacke Ay, gde je L01A3Ay = 5LA10345 1 L01A3A3 = 52A,0,A3, neka
je T podnoZje normale iz O1 na AyAs. DokaZi da je A1O11.0503 i da je:

|A104] 5 (O, T

10,05 ~ 7 [AsAy]

ReSenje. Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da je A; A A3 pozitivno
orijentisan. Neka su tacke U i V redom sredista stranica A; A3 i A1A,.

Postavimo srediste kompleksne ravni u tacku 7' i neka se koordinate ostalih
tacaka zovu malim slovima njihovih imena. Vazi
as + ap a; + as

Y Uu 2 Y v 2
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Uoc¢imo da je AT O, A3 ~ AV A103, pa vazi

as —t 03 — v

o1 —t a; —v

sledi
as
o3 =—(a; —v)+v
01
_(13 a; — as a1+a2
01 2 2

Takodje, uo¢imo da je ATO1Ay ~ AUA10,, pa je

ay —t 09 — U

o1 —t a;—u

sledi
a
00 =—2(ay — u) + u
01
_%.al—ag a1+a3
o 2 2
Sada je
02 =03 _ —ay(az — az) + o1(ag — az) _ 1 S Ta + as
0p—a—1 201(01 —a—1) 2 o —t '’

odakle sledi

‘lgjgﬂ = % . “12211313" ,b 1 A101L02037 jer je OTJ_AQA;;

Zadatak 4 Hrvatsko dodatno takmicenje 2004. Dat je polukrug sa
centrom O 1 precnikom AB, zatim prava koja sece polukrug u tackama C' i
D, a pravu AB u tacéci M (pri éemu je |MB| < |MA| i |MD| < |MC|). Ako
je K presek kruznica opisanih oko trougliva AOC i DOB, (razlicito od O),
dokazite /M KO je prav ugao.

ResSenje. Bez umanjenja opstosti mozemo uzeti da je A(—1),0(o), B(1).
Tada tacke D(d) i C(c) leze na jedini¢noj kruznici (pa vazi |d| = |c¢| = 1).
Jednacina prave C'D u kompleksnim brojevima glasi

z+cdz =c+d,

a jednacina prave AB glasi
z—2z=0.
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Tacka M je presek prava AB i CD, pa za M(m) vazi (reSavanjem pret-
hodne dve jednadine):
_c+d

Ozna¢imo sa Si(s1) i Sa(se) redom centre opisanih kruznica trouglova

OCAiOBD.

Simetrala duzi BD ima jednacinu
d—z*=1]z—b? = z-dz=0,
a simetrala duzi OB jednacinu
z4+z=0.

Buduéi da centar opisane kruznice (tacka Ss) trougla OBD lezi na ta dva

pravca, dobijamo
d

T 1+d

Jednacine simetrala duzi AC i AO su redom

59

z+cz=0 1 z+7z2=-1.

Kako je tacka S; presek tih prava vazi

c
1—¢

S1 —
Jednacina kruznice opisane oko trougla OCA je
|z —s1] = |s1] & |z — 51> = (2 = 51) (2 — 1) = |s1]* = 81570,

Sto postaje
2Z =812+ $1Z.
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Na isti nacin dobijamo da je jednacina kruznice opisane oko trougla OBD
2Z = 892 + S9Z.

Preseci te dve kruznice su tacke O(0) i K (k). Kako je k # 0 dobijamo

$1S92 — S251

k:

52— 851

Koristeci ¢injenicu da je ¢ = % id= é dobijamo da je

_ 1 _ 1
T TP a-r
Iz Cega sledi
_c+d
C24d—¢
Da bi bilo OK LK M, broj t = ]f_;y?l = 1_% mora biti imaginaran, odnosno
k
mora da vazi t = —t. Dobijamo da je
L 1+cd
(e=1D(d+1)
i
- 1+cd B 1+1/cd B 1+cd _

(c=1)-(d+1) (I/e=1(/d+1) (c=1)(d+1)

Cime je dokazano tvrdjenje zadatka.
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8 OSNOVNI STAV ALGEBRE

U ovoj glavi dokazujemo slede¢u teoremu:

Teorema (Osnovni stav algebre) Svaki polinom nad poljem komplek-
snih brojeva stepena bar jedan ima bar jednu nulu u skupu kompleksnih bro-
jeva.

Da bi smo dokazali ovu teoremu potrebne su nam tri sledece leme:
Lema 1 Neka je f(2) = an2™ + ap_12""' + ... + a1z + ag proizvoljan poli-
nom nad poljem kompleksnih brojeva. Tada je f neprekidna funkcija u svakoj

tacki zo € C.

Lema 2 Neka sun € N i z € Z takvi da je |z| = 1. Tada postoji w € C
takav da je w™ = z. Taj broj se zove n-ti koren iz 2.

Lema 3 Funkcija f : R — R neprekidna na kompaktnom skupu [a,b] do-
stiZe svoj infimum, to jest ima minimum na [a,b].

Uz ove leme koje usvajamo bez dokaza, potrebna nam je D’Alamberova
lema. Dokaz je preuzet iz [20].

Lema (D’'Alamberova) Neka je p(z) = cp2™ + cp12™ 1 + ..+ c12 + ¢
polinom sa kompleksnim koeficijentima stepena n > 1. Ako je p(a) # 0 onda

svaka okolina D tacke a sadrzi tacku b takvu da vaZi |p(b)| < |p(a)l.

Dokaz. Neka je D okolina tacke a poluprecnika R. Tacke unutar te oko-
line D su oblika a + w, |w| < R. Treba da pokazemo da postoji w za koje
ovo vazi i da je |p(a + w)| < |p(a)|.

Prvo ¢emo pokazati da p(a + w) mozemo napisati na sledec¢i nacin:
pla+w) = pla) + cw™ (1 +r(w)), (1)

gde je c€ C\ {0}, 1 <m < n, r(w) je polinom stepena n —m i r(0) = 0.
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Imamo sledece:

3

pla+w) =) cla+w)
k=0
n n k‘
= Z Ck ( ,)ak_zwl
k=0 k= t

Neka je m = min{i : d; # 0} i ¢ = d,,,, ako izvu¢emo cw™ dobijamo:
pla+w) =pla) + cw™(1 + r(w)).

Sada Zelimo da ograni¢imo odozgo |cw™| i |r(w)].

Ako je |w| < py = m@/% sledi |cw™| < |p(a)|. Dalje, kako je r(w) ne-
prekidna funkcija i 7(0) = 0 imamo da je |r(w)| < 1 za |w| < ps.
Za |w| < p:=min{py, p2} dobijamo

ew™| < Ip(a)l, rw)] <1 (2)

p(a)/c
. . . , IP(@)/el’ )
i neka je € realan broj za koji vazi 0 < ¢ < min{p, R}. Ukoliko za wy uzmemo

woy = €&, tvrdimo da je b = a + wy trazena tacka unutar okoline D za koju
vazi [p(b)] < |p(a)|. Kao prvo, b je unutar okoline D, jer je |wo| = ¢ < R, iz
(1) dobijamo

Neka je & m-ti koren od — kompleksnog broja apsolutne vrednosti 1

()] = Ip(a +w)| = |p(a) + cwg' (1 + r(wo))|- (3)

Sada definiSemo ¢ na sledeéi nadéin

m

m mem €
cwy' = ce™E = —@p(a) = —op(a).
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gde na osnovu (2) naSe 0 zadovoljava

m_lel

0<d=¢
p(a)l

< 1.

Koriste¢i nejednakost trougla dobijamo

p(b)]

Ip(a + wo)|

(a) —i—cwo (14 r(wp))]
(a) = dp(a )(1+7“(wo))\
1 —46)p(a) — dpa)r(wo)|
lp

lp

(

| /\

o)
)

(a)] + dlp(a)][r(wo)]

p
p
|
(1-
<(1=9)[p(a)] + d|p(a)l

p(a)l.

Sada dokazujemo osnovni stav algebre, jasno

Cn—1 Cn—2 Co )

L

lim p(z)z™" = lim (¢, +
p(2) ( gt

|z| =00 |z| =00

=cp.

Takodje,
lim [p(z)] = oo

|z]—o0

Postoji Ry > 0 takvo da je [p(z)| > |p(0)| za svaku tacku z koja lezi na
kruznici {z : |z| = R;}. Dalje (iz leme 3) znamo da na kompaktnom skupu
D; = {z : |z| < Ry} realna neprekidna funkcija |p(z)| dostize minimum u
nekoj tacki zo. Ali kako je |p(2)| > |p(0)| za z koje se nalazi na kruznici Dy,
zo se mora nalaziti u unutrasnjosti kruznice D;. Na osnovu D’Alamberove
leme ta minimalna vrednost |p(zo)| mora biti 0.
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ZAKLJUCAK

Kompleksni brojevi nagli su primenu u raznim sferama matematike. Na-
kon istorijskog pregleda i uvodjenja osnovnih definicija dat je prikaz raznovr-
sne i efikasne primene kompleksnih brojeva. Cilj rada bio je da pokaze kako
kompleksni brojevi pruzaju moguénost da se odredjeni matematicki problemi
reSe efikasnije i elegantnije §to je primenjeno pri resavanju zadataka u algebri,
analizi i analitickoj geometriji. Osnovni geometrijski pojmovi u analiti¢koj
geometriji mogu se lako izraziti preko kompleksnih brojeva, a moguce je resiti
razne geometrijske probleme uz upotrebu kompleksnih brojeva. Oni, tako-
dje, mogu biti moc¢an aparat u algebri za odredjivanje konac¢nih zbirova i
suma, suma generisanih binomnim obrascem. Kompleksne brojeve mozemo
koristiti za izracunavanje konac¢nih proizvoda, u algebri polinoma, kao i pri
reSavanju trigonometrijskih jednacina. U analizi kompleksni brojevi su nasli
primenu u resavanju nekoliko tipova neodredjenih integrala.

Da bi se sveobuhvatnije prikazala primena kompleksnih brojeva u radu je
dat i odredjen broj takmicarskih zadataka u kojima su oni koriséeni.

U radu je dat i dokaz Osnovnog stava algebre, koja je jedan od znacajnijih
rezultata u matematici.

Sve §to je u radu pisano radjeno je na elementarnom nivou (izuzev neko-
liko integrala u poglavlju 5, kao i dokaza fundamentalne teoreme algebre u
poglavlju osam) §to je podrazumevalo ne koris¢enje elementarne kompleksne
analize vec¢ isklju¢ivo kompleksne algebre. Napisan je rad koji moze ispratiti
gotovo u potpunosti osoba sa srednjoskolskim nivoom matematicke kulture.
Smatrano je da su ¢itaocu poznate standardne metode za reSavanje posta-
vljenih problema, a samim tim da mozZe uvek da proceni efikasnost metode
koja je koriS¢éena misle¢i prvenstveno na kompleksne brojeve.

Svakog momenta smo se rukovodili idejom da je lepota u jednostavnosti
“a najkrac¢i put u realnosti je kroz imaginarnost®.
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