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Predgovor

Singularno perturbovani problemi imaju primenu u raznim nau-
¢nim poljima, a najpoznatija primena je u fizici, dinamici fluida.
Vise o tome moze se nac¢i u [3|. Singularno perturbovani problemi
su parametarski zavisne parcijalne diferencijalne jednacine cija se
neuniformnost ogleda u pojavi slojeva u kojima se resenje naglo
menja kada perturbacioni parametar tezi nuli. Adekvatne metode za
reSavanje ovakvih problema su postupci konac¢nih elemenata. Kod
ovakvih postupaka, prvo se izvrsi razlaganje polaznog domena, a po-
tom vrsi aproksimacija reSenja problema po delovima polinomnom
funkcijom. Mogu se primeniti na probleme sa domenom proizvoljnog
oblika, uz proizvoljno razlaganje i stepen polinoma. U ovom radu
koristi se postupak konacnih elemenata Galerkina.

Rad se sastoji od 6 poglavlja. U prvom poglavlju opisani su
prostori funkcija koje koristimo kao i postupak konacnih elemenata
Galerkina. U drugom poglavlju se za postojanje slabog i diskretnog
reSenja proveravaju uslovi Laks-Milgramove teoreme za datu bili-
nearnu formu. Pokazuje se da je bilinearna forma neprekidna i ko-
ercitivna. Numericko reSenje se dobija primenom postupka Gale-
rkina sa deo po deo linearnim baznim funkcijama. U treéoj glavi
opisana je konstrukcija Duranove mreze i dokazane su osobine ko-
raka mreze koje su neophodne za dalju analizu. Dalje, u cetvrtoj
glavi u energetskoj normi se najpre izvodi ocena za gresku interpo-
lacije, a zatim i za gresku diskretizacije. Kona¢na ocena greske sledi
na osnovu prethodnih rezultata. Na samom kraju rada, u petoj
glavi, predstavljaju se rezultati numerickih testova, a u Sestoj glavi

navedeni su programi koji su korisé¢eni za izradu istih.



Na kraju zelim da izrazim zahvalnost svom mentoru, dr Heleni
Zarin, na azurnosti, korisnim savetima i svesrdnoj pomoci. Zahva-
Inost dugujem i dr Porde Hercegu, kao i dr Dragoslavu Hercegu.

Sanja Prokic¢



Glava 1

Prostori funkcija i postupak
konacnih elemenata

Galerkina

Sve definicije i teoreme u ovom odeljku preuzete su iz [1].

1.1 Prostori integrabilnih funkcija

Oznacimo sa LP(2),1 < p < oo, skup merljivih funkcija u za koje je

/Q|u(x)|pdx < .

Za dve funkcije u,v € LP(Q2) kazemo da su jednake ako je u(z) =

v(x) za x € Q, osim na skupu mere nula. LP(Q2) je Banahov prostor

|lullzr ) = (/Qlu(m)lpdx)p.

Prostor L?(2) je osim toga i Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

Sa NnormaoIn

definisanim sa
(u,v)2() = / u(z)v(z)dr, wu,v € L*(K).
Q

Ocigledno je ||u]|%2(9) = (u,u)r2q). Za p = oo sa LP(£2) oznacen je

skup funkcija sa kona¢nim esencijalnim supremumom. On je takodje



Banahov prostor sa normom

||U,||LOO(Q) = essupgea|u(z)|.

Lema 1.1 (Helderova nejednakost) Za svake dve funkcije v €
LP(Q) 1iv e L) , za koje je %—1— % =1, vaziuw € L'(Q) i

/Q fu(@)o(@)lde < [lull e V]l soay-

U slucaju p = ¢ = 2 Helderova nejednakost poznata je pod imenom
Kosi-Svarcova nejednakost.
Sa LY

loc

(Q), p € [1,00), oznacen je skup svih funkcija u : Q2 — R
takvih da za svako z € () postoji otvorena okolina U takva da je
UcQiueLP(U).

Funkcije iz L¥, () nazivamo lokalno p—integrabilnim funkcijama.

1.2 Prostori Soboljeva

U ovom delu ¢emo dati definiciju i navesti neke osobine prostora
Soboljeva. Prostori Soboljeva su znacajni za analizu numerickih
metoda za reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina. Neka je
Ny skup nenegativnih celih brojeva. Multi-indeks je naziv za n-torku

a= (o, ....,a) € Nj.
Duzina multi-indeksa je nenegativan ceo broj
la] == a; + ... + .

Multi-indeks (0, ..., 0) oznac¢avamo sa 0 i jasno |0| = 0.
Sada ¢emo se podsetiti pojma slabog izvoda funkcije. Neka je
sa C§°(Q2) oznacen prostor beskona¢no diferencijabilnih funkcija sa

kompaktnim nosacem u 2.

Definicija 1.2 Lokalno 1-integrabilna funkcijau € Lj, .(Q) ima slabi

loc

izvod w = D € L;,. () reda a ako je ako je

(W, 0) 20 = (= 1)1 (u, D*¢) 12y,

za svako ¢ € C§°(2).
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Ako je funkcija diferencijabilna u klasiénom smislu, tada njen
slabi izvod postojii jednak je klasi¢cnom izvodu. Radi jednostavnijeg
zapisa koriste se oznake

dlely,
D% =
Oxtwy? . .axon

Sada ¢emo dati definiciju prostora Soboljeva.

Definicija 1.3 Za dati ceo broj k > 0 i p € [1,00] prostor Soboljeva
reda k definisan je sa

WEP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q), |a| < k}.

Na prostoru W*?(2) su definisane norme

1

(z.m HD“uHip(m> . peloo)

”uHW’W(Q) =

> jal<k 1D Ul o), p =00,

1 seminorma
1

(Zod:k HDauHiP(Q)) , DE [1700)

|ulwrr) =
Z|a|:k [ D%ul| e, b =oc.
WHP(Q) je normiran prostor. Imamo i sledeéi rezultat.
Teorema 1.4 Prostor Soboljeva W*?(Q) je Banahov prostor.

U nastavku é¢emo umesto W*2(Q) upotrebljavati oznaku H*(2).
H%(Q) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

(u, V) () = Z (D*u, D*v) 121y, u,v € H* ().
|| <k

Vazan je prostor Soboljeva HE(Q) definisan kao komplementi-
ranje prostora C5°(€2) u odnosu na normu || - [|gry. H§(Q) je
Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom (-,-)gk() i normom
| - [|r(- U slucaju kada je 0 otvoren, ogranicen i povezan skup
sa Lipsic-neprekidnim (regularnim) rubom 99, prostor Hj(f2) ima
osobinu

Hy(Q) ={ue H'(Q) : u(x) =0, € 90}.
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Lema 1.5 (Poenkare-Fridrihova nejednakost) Neka je Q0 C R"

povezan i otvoren skup i neka je u € H (). Tada postoji konstanta

*

c*, nezavisna od u, takva da je

/|u 2d:13<c

Vezu izmedu prostora W’“’(Q) ( )i C"™(Q) daje nam teorema

axz

o potapanju. Mi ¢emo navesti samo jedan njen deo.

Teorema 1.6 Neka je () otvoren i ogranicen podskup prostora R™ sa
regularnim rubom 09). Tada se za kp > n, prostor Soboljeva W*P ()
moZe potopiti u Helderov prostor Ck_L%J_l’ﬁ(Q), gde je

2]+1-2, 2gN

p?

proizvoljan realan broj iz (0,1), s eN.

Direktna posledica prethodne teoreme je H*(Q) ¢ C™(9), kada
je k—m > 2. Dakle, neprekidne funkcije su H'— funkcije u jednodi-

menzionalnom sluc¢aju i H?— funkcije u dvodimenzionalnom sluéaju.

1.3 Postupak konac¢nih elemenata Galerkina

Najpre navodimo definicije i teoremu koje ¢emo koristiti u ovom
pododeljku.

Definicija 1.7 Neka je (V)| - ||) realni normirani prostor.
Bilinearna forma a : V xV — R je

i) neprekidna (ogranicena) ako postoji konstanta M, > 0 tako da
Je

la(w, v)| < M||wl||||v]|, za svako w,v €V,

it) V— elipticna (ili koercitivna) ako postoji konstanta o > 0 tako

da je
a(w,w) > aljw||?, za svako w € V.

Definicija 1.8 Neka je (V,||-||) realni normirani prostor. Linearna
funkcionela | : V — R je ogranicena ako postoji konstanta M; > 0

tako da je
[l(v)| < Mi||v||, za svako v € V.
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Teorema 1.9 (Laks-Milgram) Neka je (V)| - ||) realni Hilbertov
prostor. Za neprekidnu V — elipticnu bilinearnu formua : VXV —
R i ogranicenu linearnu funkcionelu |l : V — R, apstrakini varija-
ctoni problem

trazi se w € V tako da je

a(u,v) =1(v), za svakov €V,
1ma jedinstveno resenje.

Sada zapocinjemo sa kratkim opisom Galerkinove metode. Neka
je V' Hilbertov prostor, a(-,-) bilinearna forma koja je ogranicena
i koercitivna i [ ogranic¢ena linearna funkcionela. Posmatramo pro-

blem:
Trazi se v € V tako da je a(u,v) =1(v) zasvako v e V. (1.1)

Prema Laks-Milgramovoj teoremi, varijacioni problem (1.1) ima
jedinstveno resenje. UopsSteno govoreci, nemoguce je nacéi egzaktno
reSenje u problema (1.1) zato sto je V' beskona¢no dimenzionalni
prostor. Prirodno je probati konstruisati aproksimaciju resenja u
konacno dimenzionalnom prostoru Vy C V. Razmotrimo projekciju
problema (1.1) na Vy :

Trazi se uy € Viy tako da je a(uy,v) =I(v) za svako v € Vy.
(1.2)
Iz pretpostavke da je bilinearna forma a ogranicena , V — elipti¢na
i [ ogranicena linearna funkcionela, opet primenom Laks-Milgramove
teoreme sledi da (1.2) ima jedinstveno resenje uy.
Neka je {¢;}Y, baza kona¢nodimenzionalnog prostora Vy. Tada

mozemo zapisati
N

unN = Z quf)j

j=1
za neke, trenutno nepoznate, skalare ¢;, ¢« = 1,..., N. Uzmimo da
v € Viy budu bas ¢; pa dobijamo

N
Za(@,@-)q = l(¢l) 9, = 1, ,N

Jj=1



Ocito, ovo mozemo zapisati kao linearni sistem
Ke=Db

gde je nepoznati vektor € = (¢) € RN, K = (a(¢;, ¢;)) € RV*V
matrica sistema i b = (I(¢;)) € RY vektor desne strane.

Aproksimacija resenja uy je razlicita od reSenja u, stoga je pri-
rodno traziti priblizno reSenje uy u potprostoru Vy sto vece dime-
nzije. Za niz potprostora Vy, takvih da vazi Vy, C Vn, C ... C
Vi, racunamo resenja uy,, ¢ = 1,2.... Ovaj postupak nazivamo
Galerkinovom metodom.

Ako oduzmemo (1.2) od (1.1) zbog linearnosti sledi
a(u —un,v) =0 zasvako v € Vy.

Vidimo da je greska u — uy ortogonalna projekcija na potprostor
V. Drugim rec¢ima, uy je ortogonalna projekcija egzaktnog resenja
u na potprostor V. Ova osobina poznata je kao Galerkinova orto-
gonalnost.

Prvi korak u dokazu konvergencije Galerkinove metode je sledeci
teorijski rezultat.

Teorema 1.10 (lema Céa) Neka je (V.|| - ||v) Hilbertov prostor,
Vv C V, a(-,-) ogranicena, V — elipticna bilinearna forma na V' il
ogranicena linearna funkcionela. Neka je u € V' resenje problema
(1.1) i uxy € Vn Galerkinova aproksimacija (1.2). Tada postoji
konstanta C takva da

— <C inf llu—
lu —unlly < C inf lu—vfly

Dokaz. Prema pretpostavci a(-,-) je V— eliptiéna, ograni¢ena bili-

nearna forma pa za svaku funkciju v € Vy imamo,

allu — uNH%/ < alu—un,u—uy) =alu—uy,u—0)

< Mlu—unvlu=wvlv.
Deljenjem sa «a||u — uy|| sledi tvrdenje.
O

U slucaju kada je a(-,-) simetri¢na bilinearna forma ona definise

skalarni proizvod na V' i njime indukovanu normu ||v||, = y/a(v,v).
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Posledica 1.11 Uz pretpostavke prethodne teoreme pretpostavimo
jos da je dat niz potprostora Vi, C Vi, C ... takvih da je|J, Vn, = V.
Tada Galerkinova metoda konvergira,

lu —un,|| — 0 kad i — 0.
Dokaz. Zbog pretpostavke postoji niz v; € Vi, © > 1, takav da
|lu—vi|ly — 0 kad i — oc.

Primenom leme Céa sledi tvrdenje, jer je

lu = un,[lv < Cllu = villv.



Glava 2
Formulacija problema

U ovom radu razmatrace se singularno perturbovani problem sa
kasnjenjem iz [2], [5]. Trazi se u € C*(Q) N C*(Q_ U, ) tako da

—eu"(x) + a(z)u(z) + b(x)u(z — 1) = f(z), =€ Q=(0,2),

uw(z) = o(z), € (=1,0), u(2)=1L,
(2.1)
gde je € € (0,1] realan broj, a,b, f su glatke funkcije na [0, 2], ¢ je
glatka na [—1, 0] tako da je

a(x) >a>0, Bo<blzx)<pB<0, a+by>n>0

za sve z € [0, 2] i pozitivne konstante «, 3, By, n. Parametar ¢ € (0, 1]
i konstanta L iz (2.1) su takode dati. Problem tipa (2.1) za ¢ = 0
naziva se redukovani problem i njegovo resenje se oznacava sa ug =
u(-,0). Za problem (2.1) kazemo da je singularno perturbovan ako
njegovo resenje u = u(-, €) ne konvergira ka resenju odgovarajuceg
redukovanog problema kada ¢ — 0. U tom slucaju e se naziva
singularno perturbovanim parametrom.

Ponasanje resenja je poznato, [2]. Ono se naglo menja na odrede-
nim delovima domena. Uske podoblasti na kojima se javljaju prome-
ne nazivaju se slojevima i mogu se nalaziti u okolini ruba ili u unu-
trasnjosti domena. ReSenje polaznog problema (2.1) ima dva ko-

nturna sloja i jedan unutrasnji sloj u okolini tacke x = 1.

10
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Slika 2.1: ReSenje u problema (2.1) za a(x) = 5,b(z) = -1, f(z) = 1,L =
0,p(r) = 2%, e = 0.04

0,33 -Il' M

030 J 2 N
ol Y ——
o e

e 1 — |

010

Poznata je i dekompozicija resenja u = S + E gde je

—za —(1—2)a

e« +e <« , xe(0,1),

)S(k)(x)‘ < C, ’E(k)(x)‘ < Ce*
—(z—1)a —(2—2)a

e« +e < , xze(l,2),

C pozitivna konstanta i k = 0,1, ...,q.
Polazni problem resava se postupkom konac¢nih elemenata Galerkina

sa linearnim baznim funkcijama.

2.1 Slabo resSenje

Neka je Q_ = (0,1), ©Q, = (1,2) i ako oznac¢imo sa u_ (respektivno
u ) restrikcije resenja u na _ (respektivno €2 ), problem (2.1) je
ekvivalentan slede¢em problemu: Naéi (u_,u, ) tako da

—e2u" (z) + a(z)u_(z) = f(z) — b(x)p(x — 1), x € Q_,

—u! (x) + a(x)ug (z) + b(z)u_(z — 1) = f(x), © € Qy,
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Bez umanjenja opstosti pretpostavljamo da je
»(0)=01i L=0.
Kada ¢ — 0 problem (2.2) postaje
a(x)u_(z) = f(z) = bx)p(zr — 1), z € Q_,

afw)us(z) + bau_(z — 1) = f(z), =€,

i, kao $to smo rekli, reSenje u ¢e ispoljiti konturne /unutrasnje slojeve
desno od tacke x = 0, sa obe strane tacke x = 1 i levo od tacke
x =2 (jer u_ i uy dati iznad ne moraju da zadovoljavaju sve uslove
iz (2.2)).

Poc¢injemo tako sto posmatramo (2.2) kao varijacioni problem:

Nadi u € Hg(Q2) tako da
B(u,v) = F(v) za svako v € Hy(2), (2.3)

gde je
1

B(w,v) = 62/0 w' (z)0 (x)de + [ a(z)w_(z)v_(x)dzx

2 2

J
J

+ € 1 w' () (x)dr + | a(zx)wi(z)vy(z)de
+ /1 b(x)w_(z — 1)vy (z)dz,
Fv) = i f(x)v_(x)dx—/o b(x)p(x — Vv_(z)dz

— [ @) st~ Dlo-@) + [ o)

Za postojanje slabog resenja varijacionog problema (2.3) prove-
ravamo da li vaze uslovi Laks-Milgramove teoreme za datu bili-
nearnu formu, odnosno pokazujemo da je bilinearna forma B ko-

ercitivna i ograni¢ena u odnosu na energetsku normu definisanu sa

[vlle = €[vlz @) + 10]12(0), 2za svaku v e Hy(Q),
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gde je [Jv]lr2@) = (fQ |v($)|2d1’) i vl = (fQ |v’(1’)|2d:1:> ,

kao i to da je funkcionela F' linearna i ograni¢ena u odnosu na istu

1
2

normu.
Najpre pokazujemo da je bilinearna forma B koercitivna. Za pro-
izvoljnu funkciju v € H} () je

Bvv) = & /O ! ()2 /0 o) (v (@)
+ € /IZ(U;(:B))QCM + /12 a(x)(vy (v))*d
+ /12 b(z)v_(z — 1)vy(x)dx

1
> ¢

(v (x))*dr + o /Ol(v (z))%dz + € /12(1);(95))2dx

+ o [ @)ool DF + (wnfo)ds

/0 (0 (@)t /1 2<v;(a;))2dx]

[ @pra [ 2<v+<x>>2d:c]

= ¢ 2(1/(x))2dx+(a+@) Q(U(x))zdx
J )

& /O /() + /O 2(1}(:6))2dx]

= Ov];.

S—

= 62

Bo
+ (a+ 3)

> 0

gde je © = min{1, + 2}.

U prethodnom nizu nejednakosti, u analizi ¢lana b(x)v_(z—1)v, (z),
najpre smo koristili nejednakost af < 1(a? + ?), za svako «, 3 €
R.

Dalje je v_(z — 1)vy(z) < $((v_(xz — 1))? + (v4(x))?), pa kada tu
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nejednakost pomnozimo sa b(x) < 0 dobijamo

by (z— Dos(z) > 22

> = ((o-(z = 1)) + (v(2))*)
Bo

5 (- (z = 1)) + (04 ())*), = €[1,2].

Sada pokazujemo da je bilinearna forma B ograni¢ena. Za pro-
izvoljne funkcije w,v € H}(Q) je

|B(w,v)| < e

IN
Y
S—0
B
&
QU
S
N———

NI
no
o\
-
QL
S
N——

+
7N
—
B
g
=
QU
8
N———

NI
no
»\
_l’_
-
QU
8
N——

b bllo, </|w . 1'“) (/'| |m>

‘ [(? wxdx) (2/1 w+:cda;> ]
[(/0 |v'_(x)|2dx> + </1 |v;(x)|2dx> ]

IN

X



¥ r[(/lm_(x)ﬁdx) </ e |dx>]
() (o)
[ [ [ %]

x [/| D+ [k |dx]

e [ | WPM]
[/| et [ o |dx] |
- 28( A w'(m)?da:>1 ( A v’<x>2dx)12

+ 2r( A |w<x>|2dx) 5 ( / 2 rv<x)|2dx> 5 |
ry [( A rw'<x>\2dx> L ( A wwdf) ]
[ o))
2n[e2 [ [ der
[/| |dm+/| |das]

= Dafwlvlle,

X

IN

IN

IA

X

gde je I' = max{||al|z=(a_), [lallz= @) 16l @4}
Fl = max{?, QF}, Fg = 2F1

15
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U prethodnom nizu nejednakosti koristili smo Kogi-Svarcovu neje-
dnakost, kao i nejednakost v/a + vb < vV2va+b, a,beR*.

Ostalo nam je da pokazemo da je funkcionela F' linearna i

ogranicena.

F je linearna jer za svake dve funkcije w,v € H}(Q) vazi
Flaw+ pv) = / [f o(x — 1)} (aw_(x) + 51)_(33))0[3:
02
[ e >(aw+< )+ o) ) o

+ f(@)vy(z)dx
= aF(w)+ BF(v).
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< ( / £() - be)ote - 1>|2dx> % ( / 1 v(as)zdx);
+ ( / Qf(x)zdx>§< / v+<:c>2dac)é

= 1~ bollzzca ( / 1 v(x)?dmf

+ \|fHL2(Q+)< / 2v+<x>2dx)é,

pa opet, primenom nejednakosti
Va+ Vb <V2vVa+b, abeRT

dobijamo

|F(v)] V2U

IN

(/O |v_(:1:)|2da:) - (/1 \U+(93)|2d$>]
= \111</0 |U(I)|2d$> = Uf|ol[L2 @) < Wllv]le,

gde jo & = max{|[f — b6z, | fllzzan}, @ ¥ = V2.

N

Kako su ispunjeni uslovi Laks-Milgramove teoreme sledi da vari-

jacioni problem (2.3) ima jedinstveno resenje u € H} ().
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2.2 Diskretno resenje

Najpre ¢emo podeliti domen 2 proizvoljnim tackama z, ..., Toy i
sa I; oznaciti podintervale (z;_1,z;) dobijene tom podelom. Ra-
zmotrimo sada projekciju problema (2.3) na Vy C HE (), gde je
Vv = {on : @ — R : on|r—@i 10 € Pe(li), k € N}. Dakle,
za aproksimaciju reSenja smo koristili tzv. splajn funkcije. Te

funkcije su po delovima polinomi odredenog, fiksnog (niskog) ste-
pena. Naime, ako su zadate tacke xg,x1,...,xon onda se splajn
funkcija na svakom podintervalu I; = (z;_1, ;) (u nasem slucaju
mreznom elementu, sto ¢emo videti kasnije) svodi na polinom nekog
stepena k. Koristili smo najjednostavniji oblik splajn funkcije—po
delovima linearnu (Sto znaci stepena najvise 1), pa je na$ prostor

Vi prostor neprekidnih, po delovima linearnih funkcija.

Diskretni problem koji odgovara (2.3) glasi:
Trazi se uy € Vy tako da

B(un,vy) = F(vy), zasve vy € Vy. (2.4)

Kako je bilinearna forma B neprekidna i koecitivna, a linearna

funkcionela F' ogranicena sledi da (2.4) ima jedinstveno resenje.
Kao sto smo opisali ranije, ako za vy € Vy uzmemo bas ¢;, gde

je {#:}2Y, baza prostora Vi, diskretno resenje jeste resenje sistema

linearnih jednacina
2N
N B(¢y. ¢ = F(éy), i=0,1,...,2N
=0

Bazne funkcije ¢; su tzv. "hat” funkcije definisane sa

( 0, x §Z [xi—laxi—i—l]a

oi(x) = < 2Ly € [miog, xl,

Ti—wi—1’

Ti4+1—T
\ Tit1—T;’

T € [, Tit),

i=1,..2N —1,
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11—

T1—10 T € [ZE(),J,’l],

do(z) =
0, = ¢ [z, x1],

T—TaN_1

ToN —TaN—1’ HARS [:L’QNfwaN]a

Pan(z) =
0, z ?é [$2N—1,$2N],
a dimenzija ovako konstruisanog prostora je 2N + 1.
Vazno je pomenuti i interpolacionu funkciju u' € Vy koju éemo
koristiti prilikom analize greske. To je po delovima linearna funkcija
za koju je

u'(z)

5 = u(Ti—1)i—1(z) +u(zi)gi(x), = € [Ti1, T4,

odnosno vazi
u'(z;) = u(z;), i =0,1,...,2N.



Glava 3
Slojno-adaptivne mreze

Pri numerickom resavanju singularno perturbovanih problema, za
aproksimaciju resenja van slojeva koristimo grubu mrezu. Medutim,
u slojnim delovima domena pozeljno je da mreza bude dovoljno

gusta da bi sa prihvatljivom ta¢no$éu dobili numericko reSenje.
Definicija 3.1 Na intervalu [0,2], mreza je konacan skup
I ={xo,71,...,2an}, N €N,
sa osobinom
D=2 <21 < ... < Ton_1 < Tany = 2.

Cvorovi (tacke) mreze su xz;, za i = 0,1,...,2N, a unutrasnji
cvorovi su x; za 1 =1,2,...,2N — 1.
Koraci mreze su

hi =T; — Tj—1, 1= 1, 2, ,2N

Definicija 3.2 Mreza je ekvidistantna ako su njeni koract jednakz,
5. ako je
hi - hi—l Z - 2,3, ,QN

U suprotnom, mreza je neekvidistantna.

Kao mrezu diskretizacije koristi¢emo Duranovu mrezu iz [4], ovde
adaptiranu za polazni problem (2.1).

20
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3.1 Konstrukcija tacéaka Duranove mreze

Pri konstrukciji najpre definiSemo tacke na intervalu [0, 1], a zatim
i na ostatku domena 2.

Neka je h € (0,1) proizvoljno izabrano. Na intervalu [0, 1] mreza
se zadaje rekurzivno definisanim tackama z;, ¢ =0,1,..., N,

o =0
1 = he
x, =xiq+thr,=0+hx,_4, i=2,3,....M—1
rw =
2

Broj M (a samim tim i N = 2M) se bira iz uslova

1
he(14 h)M=2 < 5 | he(1 4+ R)M~1 >

DO | —

Kako je
x9=0, 7, = he, 19 = (1+ h)he, x5 = (1 + h)wy = (1 + h)?he, ...

lako se pokazuje da je x; = (1 + h)"the, i = 2,3,...., M — 1. Broj
M se bira tako da je

m—z _ 1 1 M1 o L

pa—1 = he(1+h) <g =g i he(1+ h) > 7

1

29

"simetri¢no preslikaju”: xy_ 1 =1—21, ty o =1—129,...

Tacke koje pripadaju intervalu [:,1] se konstruisu tako $to se

Duranova mreza se na ostatku domena (2, tj. na intervalu [1, 2],

zadaje tackama xn, Tyy1, ..., Tony datim sa

TN+i = 1+£L'“ 220,1,,N
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3.2 Osobine za korak mreze

Najpre ¢emo pokazati osobine za korak Duranove mreze na intervalu
[0, 1], a zatim i na ostatku domena.

Lema 3.3 Na intervalu [0,1] vaze sledeée osobine za korak mreze

—_

) hig<hy 1=3,...M—14hiqy>h;; i=M+3,...N—1;
) hi<h, i=1,..,2M;

3) h; <hzx, x€lr;q1,z, i=23,.., M;

4) h; <h(l—2), € [ri,x), i=M+1,.,N—1.

)

Dokaz.

1) Neka 1 =3,...,.M — 1. Tada: h; = z; —x; 4

(1 + h)xi,1 — (1 + h)l’i,Q
= (L+h)(zi-1 — Ti9)

(14 h)hi_.

Kako je 1+ h > 1, vazi h;_1 < h;.

Dalje, neka jei =2M — 3, 7 =M —3,...,1. Treba da pokazemo da
je h(QM,j),l > hQM_j, g =M —3,...,1. Kako je

horve—j = Topg—j — Tom—jy—-1 = 1 — x5 — 14+ 25401 = 2501 — 25 = hjp,

slicno dobijamo h@rr—j)—1 = hjie, 1 kako vazi da je hjy < hjio za
Jj=1,...,M — 3, dobijamo da je horr—j = hjp1 < hjyo = hop—j-1,
odnosno

h; <hj_, i=M+3,....,.N—1.

2) Kada je i =1, trivijalno vazi hy = he < h. Za ostale indekse 1,

ova osobina je pokazana u nastavku.

3) Iz konstrukcije tacaka mozemo primetiti da vazi h; = hx; 1,
1=2,....,M — 1. Koristedi tu jednakost dobijamo:

hz‘ = hl’i_l < hx < h, x € [ZIZi_l,ZEi].



Ostaje nam jos da vidimo Sta se desava kada je ¢+ = M. Tada je

hy

Il
N = N~

IA

h
2(1+
hx

IN

A\

jer je

(I+h)x > (
(

1
odnosno x > S

1
1+h)

— he(1 + h)M~2

he(1 + h)M-!

(14+h)

h)

ha T e [xM—th]v

4) Lako se moze proveriti da vazi h; = h(1 — z;), za

1=M+2,...,N — 1. Koristeci

IA A

<

tu jednakost imamo:

Kadajei=M +1, z € [zp, 2pr41] imamo:

1
I =5 - he(1 + h)M~2

h(1 —z)
hx
1
h, x € [.fll'ifl,fEi] C [5, 1]
_ 1 he(1 4+ h)M~!
2 (1+h)
< 1 _1
— 2 2(1+h)
B h
 2(1+h)
< h(l—2x)
< hx
< h,

23



24

jer je
(1—2)1+h) = (1+h) —1+h)z
> (14+h) = (1 +h)zynm
= (1+h)— (1 +h)(1—he(l+hn)M?
= (L+h)— (1+h)+ he(l +h)M
= he(l+h)M!
1
> a
- 2

odnosno (1 —x) > 2(11%).

O

Lema 3.4 Na ostatku domena vaze sledeée osobine za korak mreZe

1) hii<hy i=N+3,..N+M-—11h;_y>h;,

i= N+M+3,..,2N—1;

9) hi<h, i=2M+1,..2N;

3) hi<h(x—1), x €lxi1,z], i=N+2,...., N+ M;

4) h;<h(2—-2x), v €[x;q,7], i=N+M+1,..,2N — 1.

Dokaz.
1) Kako je hy =hjzaj=N—-ie{3,..,M -1} U
{M +3,...,N — 1}, ova osobina direktno sledi iz prethodne leme.

2) Kada je i = N + 1, trivijalno vazi hy,1 = he < h. Za ostale
indekse ¢, ova osobina je pokazana u nastavku.
3) Neka jei=N+j, j=2,...,M — 1. Tada:

hi = hNJrj = hj = th_jfl
= h(enigy — 1)
< h(x — ].), x € [Z‘i_l,l’i].
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Sada zelimo da vidimo Sta se desava kada je i = N + M tj. kada je

7 = M. Tada je
1
hniv =hy = §—h€(1+h)M_2

1 1

= Z— he(1 + h)M!
> T Attt
o1

— 2 2(1+h)

_

21+ h)

< h(z—1), 2 € [TNnim—1,TN1M),s

jer je

(1 + h)ZE Z (1 + h).’L’N+M_1

(1+h)1+xp-1)

(14 R)(1 4 he(1 + h)M~2)
( )
( ) +

= (1+h +he( + h)M~1
> (14+h)+
pasledldajex>1+2(1+h) tj.x—lzﬁ.
Kakojel <2 < 3 > 1mamodajex—1§%—1:%,tj. h; S% h.

4y Zai=N+M+2, ..,
pa h; =h(2 —x;) < h(2 — 1),

2N —

1 imamo da vazi h; = h(2 — x;),
T € [Ti-1, Ti].

Sada proveravamo sta se desava kada jei = N + M + 1:

hN+M+1 TN+M+1 —

(1 — SL’M_l)

1~ (1+h)

2
h

2(1+h)
h(2 — x),

IN

IN

ryim =1+ xp— (14 20)

Tym+1 — Tpm

1
2
1
M-—-2
he — —
€73

1
~ — he(1 4 h)M—2

T € [TNtM; TNyMA1],



jer je

(2—z)(1+h) =

v

>
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21+ h) — (1+ h)z
2(14h) = (L+ h)znim

2(1+h) — (L +h)(1+ za41)
2(1+h) — (1 +h)(2 — he(1 + h)M2)
he(1 + h)M~1

1

> T € [XNpas TNyr11]s

pa sledi da je (2—z)(1+h) > 3, tj. (2—12) > 505

Kako je 2 < 2 < 2 imamo da vazi 2 —2 < 2 — 3 =

h; <

2
h

2(1+h)

5 b

|

Na Slici 3.1 1 Slici 3.2 prikazan je raspored tacaka Duranove mreze

za razlicit izbor parametara h i e.

1.0

Slika 3.1: Duranova mreza za h = 0.4, ¢ = 0.01

#
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L ET L
ws®

&
wE

++i‘*++*+++++ii

*

10



Slika 3.2: Duranova mreza za h = 0.6, ¢ = 0.01

-
‘____.....+++*
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Glava 4

Ocena greske na mrezi

Duranovog tipa

U ovom delu ¢emo najpre u energetskoj normi izvesti ocene za gresku
interpolacije 1, gde je n := u—u!, uz primenu dekompozicije resenja,
a potom oceniti i gresku diskretizacije x koja predstavlja razliku
izmedu standardnog Lagranzovog interpolanta i numerickog resenja,
x = u! —u". Konaéna ocena greske sledi iz nejednakosti trougla
primenjene na dekompoziciju greske u —u” = n+ x i prikazuje para-
metarsku uniformnost postupka Galerkina primenjenog na mrezi

Duranovog tipa.

4.1 Greska interpolacije

Neka je €, = (0,1), Q2 = (1,2). Na mreznom elementu I; =
(xi—1,x;), u dokazima koji slede koristi¢emo sledeé¢e poznate rezu-
ltate, [4],

g — g"lr2an < CRING" 12y, 19— g lmay < Chillg”| 2y
i takode
g — "2y < CR* 29" 120y, 19 — 9"y < Chllzg” | r21),

kada h; < hzx.
Kako je n = v — u!, kada primenimo dekompoziciju reSenja u =
S+E, dobiéemo da je n = ng+ng, gdejens = S—STiny = E—FE'.

28
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S € Vy predstavlja Lagranzov interpolant regularne komponente,
dok E! € Vi predstavlja Lagranzov interpolant slojne komponente

reSenja.
Lema 4.1 Na mrezi Duranovog tipa vazi
1
sl 20) < CP?, |nsll12) < Ch?ez.

Dokaz. Najpre éemo pokazati da tvrdenje za ng vazi na Qq\ (I;Uly).
Kako h; < hx vazi samo na [0, 3] \ [1, dok na [3,1] \ Iy vazi da je
hi < (1—x)h, prvo ¢emo pokazati da ocena vazi na [0, 3]\ I; koristeci

|E — B oy < OW?®E" |12,

(1-2)a

gde je |E"(x)] < Ce (e~ +e < )< Ce2ee . Potom pokazu-
jemo da ocena vazi i na [%,1] \ Iy koristeci

1B = E¥| 12,y < CR|(1 = 2)* B |21y

(1 z)o —(1—2)a

gde je |E"(2)] < Ce (e~ +e ) < Ce2e =«

1B~ B 200 ZHE B2,

M
Ch* Y N E" 32, < ChH |2 E" |72 0.1,

<
=2
Py oy e
< C’h4/ zle™? dx
0
3 o 1 o
_ 4 -2 4 — 3 2
= Ch r.ﬁ—<16—&6 €€ —|—@€ €€ +%€ €€
3 a4 3 _ag 4
+ @6 €€ +E€ 56) < Ch

Prilikom resavanja integrala koristili smo smenu s = 7 i rekurzivnu

1
/8 672sad8_ ——Sn€28a+£/8n1€2sad8.
20 20

Smene koje smo koristili za parcijalnu integraciju su

vezu

U=s", dV =e %%s.
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Na [3,1] \ Iy imamo

|1E— EIHL2 (13 1\In) — Z 1E - E1HL2(I

< Ch4§ 11 = 2)* B[,y < CRHI(L = 2)* B |72
4 1 4 4 —2(1—z)a
< Ch (1—a)%¢ e < dr
%
3 1 . 1

— 4 -2 14 _& 3 2
= oh @‘(@e gt ¢ Tt e

3 _a 3 _ag 4
—+ M@ €€ + @6 €€ ) < Ch €

Na mreznom elementu [; vazi
IE = ENZ2,y < ChllE" 721y

x1=he xr1=he
< Ch‘ll/ €_4€?zd$+0h%/ ete e 1m0y

0=0 xo=0

he
< Ch! / et e v dy < Ohle,
0

jer je hy = he i e e (72 < 7 1 € [mg,x1] C [0, 1] Prilikom

reSavanja integrala koristili smo smenu s = Z.

Posmatrajmo sada [y :
1B — E'[72(ry) < ChNIE" 221y

zny=1 Con zy=1 Con
< C’h?‘v/ e_4e§xd$+0h§lv/ et e -0 gy
T

N71:1—h6

1
< C’h‘}v/ e te”
1—he

—2a
jerjehy =heie= *<e -

.TN,l:l—he

0-2) gy < Chle,

-0 g ln_1,2zn5] C [3,1].

Kao posledicu dobijamo da je
IE — E'|[72(,) < Ch'e,

tj.
|E — E'|| 120, < Ch2e. (4.1)
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Pokazujemo da ocena vazi i na intervalu €25, tako sto ¢emo pokazati

da vazi na Qo \ (Iy41 U oy), a zatim i na mreznim elementima Iy

i Isn posebno.
Kako vazi da je h; < (z — 1)hna [1, 2]\ Ins1 1 h; < (2 —2)h na

[— 2]\ Ian, Qo delimo na odgovarajuéi nacin, pa najpre pokazujemo

da ocena vazi na [1, 3] \ Iyy;. Dakle,
N+M
142 142
|IE—E ||L2([1,%]\IN+1) = Z |IE—E HLQ(IZ-)
i=N+2
N+M
< Ch* Z || T = 1) E”HH < Ch4||( ) E””?ﬁ([lé])
i=N+2
%
—2a(z—1
< Ch4/ (x — 1)t e iz
1
3 1 _a 1 3
_ 4 o 4 —2 3 2
= Ch [E—<16—a€ €€ +@€ €€ +F€ €€
LBty S o) <om
1ot € 1t € €
Na [2,2]\ Iy imamo
2N-1
|1E — EI”L? (B2\Lay) — Z ||E_E[||%2(1i)
i=N+M
2N-1
< OW Y @ 0B gy < ORI~ 2B gy )
i=N+M
2
< Ch4/ (2 — )t e ) gy
%
3 1 _a 1 3
= Ohte|-Z= — | —eCet+ —e ¢ _~ e 2
4ad (16&6 * 8a2" o 83" €
3 a 3 _ay 4
+ @e <€ +me ee> < Ch%e.

Na mreznom elementu [y, vazi

I1E — EIH%Q(IN+1) S Chf}\f—i-lHE//H%Z(INH)

1+he Con 1+he Con
< Ch‘}\,ﬂ/ 6466(11)d$+0h;1\7+1/ ete e B0y
1 1
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A 1+he =20 () .
< Ch e e dr < Ch%e,
1

—2a

jerje hysr = heie @2 <@ g e ry ani] C[1, 3.

Posmatrajmo sada Iy :
IE = E'[72(1,) < CRoNIIE" 72(7,0)

2 2
< C’h;lN/ 6_46_62&(“”_1)dm—|—0h3]\,/ e le T gy
2—he 2—

he

2
< mﬂ/ e (2 gy < Ohe,
2—he

jer je hoy = heie e @D < 7220 g [zon q zon] C [2

55 2).

Kao posledicu dobijamo da vazi:
|E— EIH%?(QQ) < Ch4€,
tj.
|E — E'|| 2, < Ch?. (4.2)
Iz (4.1) 1 (4.2) sledi da je
Inellz2@) = 1B — E'[| 120 < Ches.
Sada pokazujemo ocenu za 7g :

”775'”%2(9) =[S - SIH%?(Q)
2N
= Z 1S — SI||2L2(12-)
i=1
N-1

< Ch?HSNH%%h) +Czh?||5”||%2(1i)
i—2

+ ChylIS" 221y + ChiyallS" 1)

2N -1

+ C Z h?HSHH%mi)+Ch§N||S//|‘%2(12N)
i=N+2

< Ch'.

Koristili smo h; < h, i =1,...,2N, kao i to da je ||S"||12q) < C.
O
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Kako je n = ng + ng, dobijamo da vazi
Inllzz@ = llns + nellzz@) < sl + Inel e < CB* + Chles.
Lema 4.2 Na mrezi Duranovog tipa vazi
Inslmi) < Ch, |nelmg < Che™s.

Dokaz. Isto kao i u Lemi 4.1 podeliéemo © na Q; = (0,1) i Qy =
(1,2). Prvo pokazujemo da ocena za ng vazi na {2, tj. da vazi na
I, 10,3\ L1, [3,1] \ Iy i Iy redom.

Najpre je

B = E'ip ) < CRIE |12,

2 _4 he —2za —2a(l—=x)
Chie e« +e e dx
0

< Ch? 1,

IA

nakon uvodenja smene s = £ i jednakosti hy = he.
Na [0, 1]\ I, vazi

M
|E— B ?{1([0,51\11) - Z £ - B %Il(li)
y =2
< OB oy < CRIEE 2ago )
=2 )
< Ch* ™ /2 z? (e e 4 ezagm)dﬂf
< Ch% !, 0

nakon uvodenja smene s = £ i primenom uzastopne parcijalne inte-
gracije (slicno kao u Lemi 4.1).
Dalje, na [, 1]\ Iy je

N—-1
112 112
B = B qaapimy = 2218 — Bl
=M

N—-1
< OB ) (1= 2)E"|Fay < CRAI(L = 2) E" 721y,
=M
1
< th2€—4/ (1_33)2(62:& Te 2a(€1 I>)daj
1

2

< Ch?¢ L.
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Na mreznom elementu [y imamo

B = E' i) < CONIE" 7201y
1
S Ch2 _4/ (6—2€:ta +6 204(61 I>)daj
1—he
< Ch* L.

Iz prethodno dokazanog sledi da je
|E — E'| 10, < Che 2. (4.3)

Sada pokazujemo da ta ocena vazi i na {25. Prvo pokazujemo da ona

vazi na mreznom elementu Iy :

2 "2
|E H1(1N+1 < OhN+1||E ||L2(IN+1)
1+he
—(z—1a 7(2 z)o
1
< Ch?¢ L.

Na [1, %] \ Ini1 je

N+M
112 1
|E E Hl [172 \IN+1 Z |E E
i=N+2
M+N
< O Y @ = DE"[ g, < CRl(@ = DE" |72 ),
i=N-+2
%
—(z—1a —(2—2)c
< Ch26_4/ (x—l)z(e B )d:v
1
< Ch2e !
Dalje je na [ 2]\ oy
2N—-1
112 _ 12
|E—E HY([3.20\lan) — Z |E = E [y
i=N+M
2N—1

< OB Y @) gy < OW 2 2)E P

1=N+M
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2

< C’h2e4/ (2—1:)2(6 e e (2ez)a>d:€
3

< Ch? 1.

V]

Preostalo nam je da pokazemo da ocena vazi i na Iy :

1B — B} ) < CHNIE" 321,

2
_ —(z—1)a —(2—z)a
Chiye 4/ (e < +e )dx
2—he

< ChPe L.

IN

Sada dobijamo da je
|E — E' |10y < Che 3. (4.4)
Konaé¢no iz (4.3) i (4.4) sledi da je
|E — E'| 1) < Che 2.
Ostaje nam da pokazemo da vazi |1g|m1(q) < Ch. Lako se dobija

da je

2N
|77$|§{1(Q) =[5 - Slﬁfl(m = Z S — Slﬁ{l(zi)
1=1

N-1
< Chi|S" 72y + C Z WS 1221,y + ChRNIS 1221y
=2
2N—1
+ Ch 8" 32y +C D RIS 7201 + CRN S 12210
i=N+2
< Ch,

jerjehy <hzai=1,..,2N i ||S"||12@) < C.

Kao posledicu dobijamo da je

1S — Sy < Ch.

Sada imamo
1

Nl = ns +nelm@) < nslaw) + Mela@) < Ch+ Che 2.
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Sada uz pomo¢ Leme 4.1 i Leme 4.2 mozemo oceniti n u energe-
tskoj normi. Dakle,

Inll? = 62|77|§{1(Q) + ||77||%2(Q)
= (e(Ch+ Che 2))2 + (Ch® + Ch2ez)?
< (e(Ch+ Che™2) + Ch? + Ch?z)”
pa je
¢(Ch+ Che™2) + Ch? + Che>
Che? (14 €2) + Ch*(1 + €2)
< Che? + Ch?.

IA

7]l
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4.2 Greska diskretizacije

Teorema 4.3 Na mrezi Duranovog tipa vazi sledece
Ixlle < Ch? + Ch?e.

Dokaz. Koristicemo Galerkinovu ortogonalnost i koercitivnost bi-
linearne forme B u odnosu na energetsku normu. Neka je © =
min{l, o + 2}. Tada je

Ol x|I?

IN

B(x.x) = —B(n,x) < |B(n,x)|
< 62!(77’ Xeul + €10, X)) el
[(an, X)oy | + (@, X)0s| (4.5)

:
[ o o]

Sada analiziramo svaki sabirak u (4.5) posebno. Najpre je
N
EM X = €Y / 0 X da
k=1 Y Tk=1
N Tk Ty
= &Y (nx’ - / nx”)
k=1 Tl—1

Thk—1 -
= 0,

jer je n(wg—1) = nlzx) = 0ix" = 0.
Prilikom resavanja integrala

Tk
/ n'x'dx
Tk—1

koristili smo parcijalnu integraciju sa smenama
U=x"1dV =ndx.
Dalje,

X )a, = € Z n'x'dx

E=N+1" Tk-1
Tk Tk
"
)
Th—1 T—1

2N
=& (nx’

k=N+1

= 0,
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iz istih razloga kao i na €2;.
Da bismo pokazali ocenu za treéi i Cetvrti sabirak iz (4.5) ko-
risti¢emo Kosi-Svarcovu nejednakost. Tako dobijamo da je

[(an, X)eu| < Clnlleznlixllzz@y)
< (Ch* + Ch%e3)||x| 20

< (Ch? + Ch2ed)||x]l.,

. 1.
jer je [nllzz(o,) < OR? + Ch2ez i [|x| 20y < lIxllr2@) < lIX]le-
Analogno je

IN

Clinll 2 Ix1 22 (022
S (Ch2+Ch2€§)”XHL2(Q)
< (Ch* + Ch2er)|x ],

|(an, X)es|

. 1.
jer je |Inllzzey < CW? + Ch2ez 1 [|x| 20y < [IXllz2@) < lIX]le-
U analizi poslednjeg sabirka u (4.5), opet koriste¢i Kosi-Svarcovu

Al [ nte- 1>|2d:c)é
< ( 2 |><<as>|2dac)é
- o [ wwra) % ([ r><<:c>|2dos)é

Cilnllzzn x| z2 @)
(Ch2 + ChZGE)HX”LQ(Q)
(Ch? + Ch2e) X,

nejednakost, imamo

IA

/1 b(a)(x — 1)x(x)da

IN A

gde je C1 = [|b][ o= (ay)-
Iz prethodno dokazanog sledi da je

Ollx|I2 < (Ch? + Ch2e2)||x]l..

pa je
Ixlle < Ch? + Ch2ez.
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4.3 Konac¢na ocena greske

Kao sto smo rekli, konacnu ocenu greske dobijamo na osnovu pretho-
dnih rezultata.

Teorema 4.4 Neka jeu” diskretno resenje problema (2.1), a u nje-
govo tacno resenje. Na mrezi Duranovog tipa vazi

lu — uN||. < Chez + Ch2.

Dokaz. Kako jen =u —u! i x = u! — v imamo da je

e

[ = 17+ xlle < llnlle + [xIle

< Che? + Ch2.



Glava 5
Numericki eksperimenti

U ovom delu rada predstavljamo rezultate numerickih testova u cilju
verifikacije teoretski dobijenih rezultata. U tabelama koje se nalaze

u okviru ovog odeljka su za razli¢ite vrednosti € i h izmerene greske

1
2

BN — (62 /02 () — o™ ()2 + /02 u(z) — uN(J:)|2d$> |

gde je u tacno reSenje, a u” diskretno resenje problema koje je na

mreznom intervalu [z;_1, x;] definisano sa

uMN(x) = ul i (@) + u) ¢i(2),

N , N N]T

gde je [uy ,uy', ..., upy]" resenje sistema

2N
3" B¢y, di)e; = F), i =0,1,..,2N
§=0

za fiksne vrednosti € 1 h.

Problem koji je testiran je

—e*u"(x) 4+ a(z)u(x) + b(x)u(z — 1) = f(z), = € (0,2),

u(z) = ¢(z), z € (—1,0), u(2) =L,

za a(z) =5, b(x) = -1, f(z) =1, L =0, ¢(z) = 2*

40
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Tacno resenje ovog problema je

1 . e
1L@Q:5;—mx+&3+%5+3»+e§TX+G%QC%xG(QD
i

¢ (46 R €(50 — 20z + Hz? + 462))

u(z) =

500¢
e~ ( — 252 (2v/5x — €)Cy + 2562\6/5(2\/5I + 6)02>
* 500¢
e‘vg?+@(500av®9f”°ecg<+-5006igecq>
+ o ,ze(1,2),

gde su C;, i = 1,2, 3,4 konstante koje zavise od €, a dobijamo ih iz
uslova u_(0) = 0, u(2) =0, u—(1) = uy (1), (1) = v/ (1).

U tabelama koje slede prikazane su greske EV za fiksirane vre-

dnosti € i razlicite vrednosti h, a na Slici 5.1 i Slici 5.2 je graficki

prikazano kako greska EV zavisi od h.

Tabela 5.1: € = 0.04

h M EN

0.8 6 0.0458669
0.7 7 0.0408405
0.6 8 0.0354190
0.4 12 0.0234124
0.3 16 0.0169413
0.2 24 0.0104024




Tabela 5.2: ¢ = 0.02

h M EN

0.8 7 0.0324444
0.7 8 0.0288870
0.6 9 0.0250532
0.4 14 0.0165586
0.3 18 0.0119815
0.2 28 0.0073570

Tabela 5.3: € = 0.01

h M EN

0.8 9 0.0229492
0.7 10 0.0204328
0.6 11 0.0177165
0.4 16 0.0117098
0.3 21 0.0084728
0.2 32 0.0052026
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Tabela 5.4: € = 0.008

h M EN

0.8 9 0.0205223
0.7 10 0.0182725
0.6 11 0.0158475
0.4 17 0.0104746
0.3 22 0.0075786
0.2 33 0.0046533

Tabela 5.5: € = 0.003

h M EN

0.8 11 0.0125771
0.7 12 0.0111938
0.6 13 0.0097094
0.4 19 0.0064155
0.3 26 0.0046421
0.2 38 0.0028499
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Glava 6
Mathematica programi

Programi koji slede koriséeni su za izvodenje numerickih eksperime-

nata u radu.

6.1 Program za dobijanje Duranove mreze

Duran [m_, €., h_]:=
Join[{0}, {h * €},
Table[h * e * (1 +h)0=Y {i, 2, m —1}], {1/2},
Reverse[Table[l — h x e x (1 +h)D, {i, 1, m —1}]],
{1}, {1+ hxe},
Table[l +h*ex (14+h)Y {i, 2, m —1}], {3/2},
Reverse[Table[2 — h x e * (1 +h)V {i, 1, m —1}]],
{2}];
Kako M dobijamo iz uslova

he(1+h)M2 < % i he(l+n)Mt > %,

za unapred zadate € i h racunamo M uz pomo¢ naredbe
Reduce[{exh*(1+h)"/(1+h)? < 1/2,exhx(1+h)™/(1+h) > 1/2},

m, Reals].
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6.2 Program za dobijanje pribliznog resenja

PKE[a_, b, f_, ¢, x_, {m_, e, h_}| :=

Module [{mreza, g, u, v, w, wl, w2, w3, r, MS, i},
mreza = Duran|m, €, hl;

g =Table[mrezal[i + 1]]— mreza[[i]], {i,4*m}];

u =Table[—€%/gl[[i]] + a[z]/g][i]]?
« NIntegrate[(mrezal[i + 1]] — x) * (z—mrezal[i]]),
{z, mreza[[i]],mrezali + 1]]}], {4, 2, 4*xm — 1}];

v = Table[—€*/g[[i + 1]] + a[z]/g[[i + 1]]?
* Nntegrate[(x—mreza[[i + 1]]) * (mreza[i + 2]] — z),
{z, mreza[[i + 1]], mreza[[i + 2]]}], {i, 1, 4% m — 2}];

w = Table[e?/g[[i]] + €*/g[[i + 1]] + a[z]/g[[i]]?
* NIntegrate[(a: mreza[[i]])?, {x, mreza[[i]], mrezal[i + 1]]}]

+alz]/g[[i + 1]]?
* NIntegrate[(mreza|[i+2]] — )%, {z, mreza[[i+1]], mreza[[i+2]]}],
{i, 1, 4xm — 1}];

wl =Table[b[z]/(g][[i] * g[[2 * m +d]])
* NIntegrate[(mreza[[i + 1]] — (z — 1)) x (x—mrezal[2 * m + 1]]),
{z, mreza[[2 x m + ]|, mreza[[2 * m + ¢ + 1]]}], {7, 2, 2xm — 1}];

w2 =Table[blx]/(g[[e] * g[[2 * m +1]])

« NIntegrate[((z — 1)—mrezal[i]]) * (x—mreza[[2 * m + 7]]),

{z, mreza[[2 x m + i]], mreza[[2 x m + i + 1]]}]

+0la]/(glli + 1] * g[[(2 % m +2) +1]])

* NIntegrate[(mreza[[i + 2]] — (z — 1)) * (mreza[[(2 * m + i) + 2]]
—x), {z, mreza[[(2 x m + i) + 1]|, mrezal[(2 x m + i) + 2]]}],

{i, 1, 2xm — 1}];



47

w3 = Table[b[z]/(g[[i + 1]] * g[[2 * m + i + 1]])
* NIntegrate[((z — 1)—mreza[[i 4 1]]) * (mreza[[2 * m + i + 2]] — z),
{z, mreza[[2+m+i+1]], mreza[[2x+m+i+2]]}], {i, 0, 2xm —1}];

r = Join|

Table[f[x]/g[[i]]* NIntegrate[(x—mreza[[i]]),

{z, mreza[[i]], mrezal[i + 1]]}]

— blz]/g][i]]* NIntegrate[p[z — 1] * (z—mrezal[i]]),

{z, mreza[[i]], mreza[[i + 1]]}]

+ flx]/g[[i + 1]]* NIntegrate[(mrezal[[i + 2]] — z),

{z, mreza[[i + 1]], mreza[[i + 2]]}]

— blz]/g[[i + 1]]* Nlntegrate[¢p|x — 1] * (mrezal[i + 2]] — x),
{z, mreza[[i + 1]], mreza[[i + 2]]}], {i, 1, 2% m}],
Table[f[x]/g[[i]]* Nlntegrate[(z—mreza[[7]]),

{z, mreza[[i]], mreza[[i + 1]]}]

+ f[z]/g][i + 1]]* NIntegrate[(mrezal[i + 2]] — x),

{z, mreza[[i + 1]], mreza[[i + 2]]}], {i, 2*xm+ 1, 4%xm — 1}]

I;

M S = DiagonalMatrix[w| + DiagonalMatrix[u, —1]

+ DiagonalMatrix[v, 1] + DiagonalMatrix[w2, —2 % m]
+ DiagonalMatrix[wl, —(2 * m + 1)]

+ DiagonalMatrix[w3, —(2 x m — 1)];

Join[0, LinearSolve[M S, r], 0]



48

6.3 Naredbe za dobijanje tacnog resenja

ullz ] = ulz]/.

Flatten[DSolve[{ —e*u”[x]+a[z|u[z] == f[z]-bz]p[z—1]}, ulx], z]];
u2lzr ] = ulx]/.

Flatten[DSolve[{ —e*u”[z] + a[z]u[z] + b[z]ulz — 1] == f[z]},
ulz], )

konst = Flatten| Solve
[ul[0] == 0, u2[2] == 0, ul[l] == u2[l], ul'[l]] == u2'[1],
{Cl1, ¢2], C3], CH;

C1 = C[1]/. konst;
C2 = ([2]/. konst;
C3 = C[3]/. konst;
C4 = C[4]/. konst;
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6.4 Program za dobijanje greske |u — u" ||

uN =PKE[a, b, f, ¢, x, {m, ¢, h}];

mreza = Duran[m, e, hl;

g =Table[mrezal[[i + 1]]—mreza[[i]], {i, 1, 4+ m}];
Dul[z ] := Dlul[z], z;

Du2[z] := D[u2[z], z];

gr = Sqrt [¢2x Sum [ NIntegrate [ Abs [Dul[z] + uN{[i]]/g][i]
—uN|[[i +1]]/9[[i]]]?, {z, mreza[[i]], mreza[i + 1]]}], {i, 1, 2% m}]
+ €%x Sum [ NIntegrate [ Abs [Du2[x] + uN|[[4]]/g[[7]]

—uN|[[i +1])/9[[i]]]?, {z, mreza[[i]], mreza[[i + 1]]}],

{i, 2«m+1, 4xm}]

+ Sum [ NIntegrate [ Abs [ul[z] — uN[[i]] * (mrezal[i + 1]] — x)/g][]]
—uN[[i+1]]*(z—mrezal[i]])/g[[i]])?, {z, mreza[[i]], mreza[[i+1]]}],
{i, 1, 2% m}]

+ Sum [ NIntegrate [ Abs [u2[z] — uN[[i]] * (mrezal[i + 1]] — x)/g][]]
—uN[[i+1]]*(z—mrezal[i]])/g[[i]]]?, {z, mreza[[i]], mreza[[i+1]]}],
{i, 2« m+1, 4xm}]];



Zakljucak

Glavni deo rada posvecen je singularno perturbovanom problemu sa
kasnjenjem (2.1) kod koga se javljaju slojevi desno od tacke x = 0,
sa obe strane tacke x = 1 i levo od tacke x = 2. Predstavljen je po-
stupak konacnih elemenata Galerkina za resavanje ovog problema i
konstruisana mreza diskretizacije pomocu koje smo izvrsili aproksi-
maciju resenja. Pokazano je da greska resenja zavisi od proizvoljno
izabrane vrednosti h € (0,1) i perturbacionog parametra e, tj. da
je za dovoljno male € i h greska mala. Teoretski dobijene ocene ve-
rifikovane su eksperimentalno, a numericki eksperiment potvrdio je

dobijene rezultate.
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