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Predgovor

Tema master rada su Remzijevi brojevi. Remzijeva teorema je jedna od
osnovnih teorema kombinatorike i diskretne matematike uopste. Ova teore-
ma je dobila ime po engleskom matematicaru Frank Plumpton Ramsey (1903-
1930) koji ju je prvi dokazao i publikovao 1928. godine. Interesantno je da
Remzi ovu teoremu nije smatrao znacajnom, samo ju je koristio kao pomoc¢nu
lemu. Medutim, od ove teoreme je nastala jedna nova teorija koja se bavi
uslovima za postojanje pravilnih struktura u okviru nekih sistema.

Teorema glasi: za sve prirodne brojeve k, m,r postoji prirodan broj n
takav da za svako bojenje k-torki skupa {1,2,...,n} ur boja postoji njegov
podskup od m elemenata ¢ije sve k-torke imaju istu boju.

Drugim rec¢ima, Remzijeva teorema kaze da u dovoljno velikom broju
objekata, uvek postoji pravilna struktura unapred zadate veli¢ine. Mozemo
primetiti da je Dirihleov princip samo jedan specijalan slucaj Remzijeve
teoreme.

Remzijev broj je najmanji prirodan broj n za koju vazi Remzijeva teore-
ma. Remzijeva teorema dokazuje egzistenciju Remzijevih brojeva ali tacne
vrednosti tih brojeva jako tesko racunaju. U veéini slucajeva poznajemo
samo neke gornje i donje granice tih brojeva.

Master rad sastoji se od tri dela.

U prvom delu rada navedemo one definicije, teoreme, pojmove i oznake
koje koristimo.

U drugom delu rada formuliSemo i dokazemo Remzijevu teoremu. Poseb-
no se bavimo slucajem kada je £ = 2 koji mozemo posmatrati kao bojenje
grana grafa. U ovom delu rada definiSemo i beskona¢nu Remzijevu teoremu,
koja se odnosi na grafove sa beskonacno mnogo ¢vorova odnosno na skupove
sa beskonacno mnogo elemenata.

Tre¢i deo sadrzi razne procene Remzijevih brojeva. Navedemo neke gornje
i donje granice i nademo ta¢nu vrednost neke Remzijeve brojeve.

Na kraju je spisak koris¢ene literature.

Rad je pisan u programu KETEX. Simbol O oznacava kraj dokaza teoreme,
leme ili primera.
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Ovim putem zelela bih da se zahvalim svom mentoru, dr Borisu Sobotu
na svim stru¢nim savetima, sugestijama i primedbama u toku pripreme ovog
master rada. Takode zahvaljujem se i ¢lanovima komisije, dr Vojislavu
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1 Osnovne definicije

N=1,2,3,...,n je skup prirodnih brojeva.

| X| je kardinalni broj skupa X, tj. broj elemenata skupa X.

[n] je proizvoljan skup od n elemenata. Npr. {1,2,3,...,n}.

[(X]F ={Y|Y C X,|Y| = k} je skup svih k-elementnih podskupova skupa X.
[(X]sF = {Y|Y C X,|Y| <k} je skup svih podskupova skupa X sa brojem
elemenata manjim ili jednakim od k.

[ X]=¥ ={Y|Y C X,Yje konacan} je skup svih kona¢nih podskupova skupa
X.

Definicija 1.1 Prost graf G je ureden par (V(G), E(Q)), gde je E C [V]2.
Elementi skupa V' zovu se ¢vorovi, a elementi skupa E grane grafa.

Slika 1. Prost graf

Definicija 1.2 Ukoliko je grana odredena ¢vorovima u, v, tada umesto {u,v}
mozemo pisati uv ili samo e, gde je e = {u,v}. Za granu e kaZemo jos i da
spaja u i v, krajevi grane ¢ su ¢vorovi u i v, € je incidentno sa u i v,
itd.

Definicija 1.3 Dwva c¢vora su susedna ako su incidentni sa istom granom.
Skup svih suseda ¢vora v € V(G) oznacavamo sa Ng(v) i pisemo

Ne(w) ={u e V(G)|luw € E(G)}.



Definicija 1.4 Neka je v € V(G) ¢vor grafa G, i H C V(G) neprazan skup
cvorova , tada sa

Ng(v,H) ={w € H,vw € E(G)}
oznacavamo skup svih susednih ¢vorova cvora v koji pripadaju skupu H.

Definicija 1.5 Stepen dg(v), ili kratko d(v), ¢vora v je broj grana koje su
sa ngim incidentne. Za prost graf G vazi da dg(v) = |[Ng(v)].

Definicija 1.6 Minimalan stepen grafa G definise se kao
0(G) = minyeyc)d(v).
Maksimalan stepen grafa G se definise kao
A(G) = mazyeyv (e d(v).

Definicija 1.7 Cvor koji nema suseda naziva se tzolovan ¢évor, dok cvor
sa tacno jednim susedom nazivamo wviseét ili krajngi cvor.

Definicija 1.8 Graf je regularan ako svi ¢vorovi imaju isti stepen. Graf G
je k-regularan ako je dg(v) =k za svako v € V(G).

Slika 2. 2-regularan, 3-regularan i 4-regularan graf
Teorema 1.9 Zbir stepena cvorova grafa jednak je dvostrukom broju grana.

Dokaz. Kada izra¢unamo zbir stepena ¢vorova grafa, svaku granu uv ra¢una-
mo dva puta. Jedanput za u i jedanput za v. Zbog toga za svaki graf vazi

> d(u) =2|E(G)].

ueV(G)



Teorema 1.10 Broj ¢vorova neparnog stepena je u svakom grafu paran.

Dokaz. Znamo da je zbir stepena ¢vorova grafa jednak je dvostrukom
broju grana, tj. zbir stepena ¢vorova mora biti paran broj. Ako je zbir
nekoliko prirodnih brojeva paran, tada je broj neparnih sabiraka takode
paran, pa sledi tvrdenje teoreme. O

Definicija 1.11 Graf ¢ija su svaka dva ¢vora susedna zove se kompletan
graf. Kompletan graf sa n ¢vorova oznacavamo sa K,.

AN

Slika 3. Kl, KQ, Kg, K4 1 K5

Definicija 1.12 Prazan graf je graf u kojem ni jedna dva ¢vora nisu sused-
na, tj. svi su izolovani. Prazan graf sa n ¢vorova oznacavamo sa K,.
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Slika 4. Ky, Ko, K3, K4 i K5

Definicija 1.13 H je podgraf grafa G, oznaka je H C G, ako vaZi da
V(H) CV(G) i E(H) C E(G). Ako je H podgraf od G onda je G nadgraf
od H. Pokrivajuéi podgraf grafa G je podgraf H, takav da je V(H) =
V(G).

Definicija 1.14 Podgraf grafa G indukovan skupom évorova V' C V(QG)
predstavija graf G' sa skupom cvorova V(G') = V' i skupom grana E(G') =
{wolu,v € V' Nuwv € E}. Oznacavacemo ga sa G[V']. Indukovan podgraf
G[V\V'] oznacavaéemo sa G — V', a za V' = {u} pisaéemo G — u umesto

G —{u}.



Definicija 1.15 Podgraf grafa G indukovan skupom grana E' C E(G)
predstavija graf G' sa skupom cvorova V(G') = {u|3v € V(G),uv € E'} i
skupom grana E(G') = E'. Oznacavamo ga sa G[E'|. Za indukovan podgraf
G[E\E'] koristice se oznaka G—E' odnosno G—e umesto G—{e} za E' = {e}.

Vg

Slika 5. Grafovi G, G — v3 1 G[{ey, €5, €6}

Definicija 1.16 Nezavisan skup ¢vorova grafa G je skup cvorova grafa
G takvi da su svaka dva nesusedna.

Podgraf grafa GG indukovan ¢vorovima nezavisnog skupa je prazan graf.

Definicija 1.17 Komplement grafa G je graf G takav da je V(G) = V(G)
i uv je grana v G ako i samo ako uv nije grana u G.

W Vz V‘] 2
Slika 6. Graf G i njegov komplement G.
Definicija 1.18 k-klika je kompletan podgraf grafa G koji ima k cvorova.

Definicija 1.19 Bojenje grana grafa G je preslikavanje f : E(G) — C,
gde je C ={c1,...,cx} skup boja.



Teorema 1.20 (Dirihleov princip) Ako su S i T konacni skupovi, takvi
da vazi |S| > |T| , onda ne postoji injektivno preslikavanje skupa S u skup
T, tj. za svako preslikavanje f : S — T postoje x1,x9 € S , x1 # To, takuvi

da je f(x1) = f(z2).

Drugim rec¢ima, ako je n + 1 predmeta rasporedeno u n kutija, tada ¢e bar
jedna kutija sadrzati bar dva predmeta.

Teorema 1.21 (Dirihleov princip za beskonacne skupove) Ako besko-
nacan skup napisemo kao uniju konacno mnogo podskupova, onda jedan od
tih podskupova ce imati beskonacno mnogo elemenata.

Iz ove teoreme sledi da ako beskonacno mnogo elemenata skupa obojimo sa
kona¢no mnogo boja, onda beskonacno mnogo elemenata ¢e imati istu boju.

U nastavku rada ¢emo koristiti sledece oznake:
(s,t)-graf je graf koji ne sadrzi kao podgraf K, ni K.
(s,t,n)-graf je (s,t)-graf sa n ¢vorova.

R(s,t) je skup svih (s, t)-grafova.

R(s,t,n) je skup svih (s,t,n) grafova.



2 Remzijeva teorema

2.1 Konac¢na Remzijeva teorema

Definicija 2.1 x : [S]* — [r] je bojenje skupa [S|* sa r razlicitih boja,

gde boju elementa s € [S]* oznacavamo sa x(s). Kazemo da je T C S
monohromatski ako svi elementi iz [T)* imaju istu boju.

Definicija 2.2 Ako za svako r-bojenje skupa [n]¥ postoji i, 1 < i <r i skup
T C [n], |T| =1; takav da [T)* obojen sa bojom i onda pisemo:

n— (lla l27 s 7lr)k
U sluéaju da ly = ly = -+ =1, = | pisemo n — (1)k. U sluéaju da je k = 2
koristicemo oznakun — (ly,la, ..., 1), a u slucaju da je k = 2 ir = 2 pisSemo

n— (1).

Primer 2.3 Neka je X = {a,b,c,d,e}. Tada:

(X]? = {{a,b,c,},{a,b,d},{a,b,e},{a,c,d},{a,c e}, {a,d, e}, {b,c d},{b,c,
er, {b,d, e}, {c,d,e}}.

Jedno 3-bojenge skupa [X|? je {{a, b, ¢}, {a, b, d}, { }, {a, ¢, d}, {a,
¢, e}, { oAb, ¢, d}, {b, ¢, e}, {b, d, e}, { 1

Podskup {a,b,c,d} je monohromatski.
O

Primer 2.4 Od sest proizvoljno izabranih ljudi biée tri koji se poznaju ili tri
koji se ne poznaju. (Podrazumevamo da ako A poznaje B onda i B poznaje
A).

U ovom primeru k = 2, jer od tih Sest ljudi uvek izaberemo dva, da bi odredili
kakva veza ima medu njima. Iz ¢injenice, da ima samo dve mogucénosti, da
se poznaju ili da se ne poznaju sledi da je i r = 2. U ovom slu¢aju mozemo
koristiti oznaku 6 — (3). Za dokaz videti Primer 2.7.

(|



Lema 2.5 Za svako n, k,l vazi:

a) Akoly! <l zal <i<r,in— (I1,lo, ..., 1) ondan — (I, 15,...,1,)).

b) Akom>mnin— (l1,ly, ..., 1), onda m — (l1,la,...,1.).

c) Neka je o permutacija skupa [r|. Tada n — (ly,la,...,1.) ako i samo
akon — (o1, lo2s -y lor).

d) n— (l1,1ls,...,1;) ako i samo akon — (l1,la,...,1.,2).

Umesto dokaza analizirajmo Lemu 2.5 preko primera. U poslednjem
delu rada ¢emo dokazati da vazi 25 — (4,5), tj. da izmedu 25 proizvoljno
izabranih ljudi sigurno ¢e biti 4 koji se poznaju ili 5 koji se ne poznaju.

Lema pod a) kaze da ukoliko vazi, da 25 — (4,5) onda mozemo smanjiti
brojeve u zagradi, jer tvrdenje ostaje tacno, tj. da 25 — (4,5) implicira na
primer da 25 — (4,4). Ova imlikacija je logi¢na. Ako izmedu 25 ljudi ima
5 koji se ne poznaju, onda i ima 4, jer ako od tih 5 ljudi koji se ne poznaju
izaberemo 4, za njih i dalje vazi da se ne poznaju. Isto tako mozemo smanjiti
i broj ljudi koji se poznaju.

Lema pod b) kaze da iz 25 — (4,5) sledi na primer 27 — (4,5). Ako za
tih 25 ljudi dodajemo jos nekoliko to nece uticati na odnos medu tih 25 ljudi.
Ako smo veé¢ imali grupu od 4 ljudi koji su bili poznanici, oni ¢e i dalje ostati
poznanici, a oni koji su bili nepoznati, oni ¢e i ostati.

Lema pod ¢) tvrdi da iz 25 — (4,5) sledi 25 — (5,4). Neka pretpostavi-
mo suprotno, da vazi 25 — (4,5) , ali ne vazi 25 — (5,4). Ako ne vazi
25 — (5,4) to znaci da mozemo naci 25 ljudi tako da medu njima ne postoji
ni 5 koji se poznaju ni 4 koji se ne poznaju. Ako postoji takva grupa od
25 ljudi, onda mozemo formulisati i grupu od 25 ljudi tako da jednostavno
zamenjujemo njihov odnos, tj. da ako se A i B poznaju onda se u novoj grupi
A i B ne poznaju. Na ovaj na¢in ¢emo dobiti grupu od 25 ljudi tako da medu
njima nema ni 4 koji se poznaju ni 5 koji se ne poznaju. To je kontradikcija
sa pretpostavkom da vazi 25 — (4,5). Drugi smer ide analogno.

Posmatrajmo sada lemu pod d). Posto u zagradi ima tri broje, trebade
nam tri osobine. Neka medu 25 proizvoljno izabranih ljudi svaki par se voli,
mrzi ili se ne poznaje, lema kaze da iz 25 — (4,5) sledi 25 — (4,5,2).
Imamo samo dva slucaja. Ili postoji bar jedan par koji se ne poznaje ili su
svi poznanici. U prvom slucaju vazi 25 — (4,5,2). U drugom slucaju ne
postoji nijedan par sa tre¢om osobinom. Ako pretpostavimo da ne postoji ni



4 ljudi koji se vole ni 5 koji se mrze, onda posto mozemo zameniti odnose,
dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da vazi 25 — (4,5). Drugi smer
kaze da iz 25 — (4,5,2) sledi 25 — (4,5). Neka pretpostavimo suprotno,
da ne vazi 25 — (4,5), tj. da mozemo naci grupu od 25 ljudi tako da medu
njima nema ni 4 koji se poznaju ni 5 koji se ne poznaju. To znaci da ako
zamenimo osobinu da se poznaje sa osobinom da se voli i osobinu da se ne
poznaje sa osobinom da se mrzi, mozemo formirati grupu od 25 ljudi za koji
vazi da medu njima nema ni 4 koji se voli ni 5 koji se mrzi ali nema ni 2 koje
se ne poznaju jer medu svima ima nekakav odnos. A to je kontradikcija sa
pretpostavkom da vazi 25 — (4,5, 2). O

Definicija 2.6 Remzijev broj Ry(ly,...,l,.) je najmangi broj n takav da
n— (I, lo, ..., L)"
Za k =2 umesto Ry(ly,...,l,) koristicemo oznaku R(ly,...,1,).

Primer 2.7 (Igra SIM)

Igra Sim se igra spajanjem tacaka koje predstavijaju temena poligona. Na
pocetku igre treba nacrtati n > 6 tacaka koje bi predstavijale n temena nekog
poligona. Za igru treba dva igraca. Jedan igrac¢ ima plavu, a drugi crvenu
olovku. Jedan potez se sastoji u spajanju bilo koje dve tacke jednom duzi.
Pobednik je onaj igrac kojgi prvi uspe da nacrta trougao u svojoj boji. Za igru
se uzima 6 it mise tacaka, jer moze da se dokaZe da u igri u takvom slucaju
uvek pobeduje jedan od igraca tj. da je Remzijev broj R(3,3) = 6. U nastavku
cemo dokazati da je ova jednakost tacna.

Pokazacemo prvo da vaZi nejednakost: R(3,3) < 6 . To znaci da ako
imamo 6 ili vise tacaka, onda sigurno ce se pojaviti bar jedan trougao ¢ije su
sve stranice crvene ili bar jedan trougao cije su sve stranice plave.

Neka smo nacrtali tacke A, B,C, D, E i F'. Posmatrajmo tacku A. Tacku
A mozemo da spojimo preostalim tackama sa crvenom ili plavom linijom.
Posto iz A izlazi pet linija, a mi imamo samo dve boje sledi da najmange tri
od tih pet linija su obojene istom bojom, recimo crvenom. Neka duzi AB,
AC i AF imaju crvenu boju.

10



A D

Slika 7. Tacka A povezana sa tackama B,C i F' crvenom linijom

Ako ima crvena liniija izmedu bilo koje dve tacke skupa {B,C, F'}, onda
zajedno sa A obrazuju crveni trougao.

A F

C D
Slika 8. Tacke A,C i F' obrazuju crveni trougao.

Iz ovoga sledi da tacke skupa {B,C,F} moraju biti povezane plavom
lintjom. Ali onda te tacke obrazuju plavi trougao.

A F

c D

Slika 9. Tacke B,C' i F obrazuju plavi trougao.

11



Dakle, ako imamo 6 ili vise tacaka sigurno cée se pojaviti crvens ili plavi
trougao, tj. vazi da je R(3,3) < 6.
Treba jos dokazati, da vazi nejednakost R(3,3) > 5 tj. da ako imamo 5 ili
manje tacaka, onda postoji slucaj kada ne pobeduje nijedan od igraca. Na
Slici 10. smo nacrtali jedan primer kada su sve tacke povezane, znaci nema
vise poteza, ali ne pojavijuje se ni crveni ni plavi trougao.

A

C D
Slika 10. Nema pobednika.

Iz ovih nejednakosti sledi da vazi jednakost: R(3,3) = 6.

Remzijeva teorema kaze:
Za svake prirodne brojeve k, [y, ..., [, postoji broj n takav da

n — (ll,lg, ey lT)k

Kod dokaza Remzijeve teoreme koristi¢emo indukciju po broju k. Slucaj
k = 1 je poznat kao Dirihleov princip. Slucaj kada je & = 2 mozemo
posmatrati kao bojenje grana kompletnog grafa, gde je n broj ¢vorova grafa,
a r je broj boja, kojim zelimo obojiti grane.

Prvo ¢emo posmatrati jedan specijalan slucaj kada jer =21 k = 2.

Teorema 2.8 (Remzijeva teorema za r =2 i k = 2) Za svake prirodne
brojeve k, 1 postoji prirodan broj R(k,l) tako da u svakom kompletnom grafu
sa R(k,l) ili vise ¢vorova, ¢ije su sve ivice obojene u crveno ili plavo, ili
postoji Ky cije su sve ivice crvene boje, ili postoji K; ¢ije su sve iwice plave
boje.

12



Ovu teoremu mozemo formulisati i na sledeéi nacin:

Teorema 2.9 Za svake prirodne brojeve k, | postoji prirodan broj R(k,l)
tako da svaki graf sa R(k‘_,l) ili vise ¢vorova sadrzi podgraf izomorfan sa Ky
ili podgraf izomorfan sa K.

Kod dokaza teoreme trebace nam jos i sledece tvrdenje:
Teorema 2.10 R(1,k) =11 R(2,k) =k

Dokaz. U prvom slucaju svako bojenje grana K; crvenom i plavom bojom
daje crveni K ili plavi Kj, jer K; nema grana, pa su mu sve crvene.

U drugom slucaju pitamo najmanje koliko ¢vorova treba da ima graf da bi
imao bar jednu crvenu ivicu ili plavi K. Odgovor je k jer u svakom bojenju
grana grafa K} ili ima bar jedna crvena grana, tj. ima crveni K, ili su sve
grane plave, pa imamo plavi K. Da resenje ne moze biti manje od k sledi
iz C¢injenice da u grafu sa brojem ¢vorova manje od k ako sve grane obojimo
plavom bojom ne mozemo dobiti ni crveni K, ni plavi K. |

Teorema 2.11 R(k,l) < R(k—1,1) + R(k,l—1)

Dokaz. Kod dokaza koristicemo indukciju po k£ + (. 1z prethodne teoreme
znamo da R(2,1) =1 i R(k,2) = k. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki
t,stakavdat<kis<lilit<kis <l Dokazujemo da vazi za k i [.

Pretpostavimo suprotno, da tvrdenje ne vazi, tj. da za n > R(k —
1,1) + R(k,l — 1), postoji graf G sa n ¢vorova koji ne sadrzi nijedan podgraf
izomorfan sa K ni podgraf izomorfan sa K.

Neka je v proizvoljan ¢vor grafa GG. Neka oznac¢imo sa N broj susednih
¢vorova ¢vora v . N = dg(v) = |[Ng(v)|. M je broj ¢vorova koji nisu susedni
sa v (bez v). M = |V(G) — Ng(v) — {v}|.

Mora da vazi da N < R(k — 1,1) — 1 jer u suprotnom bi vazilo da graf
G sadrzi podgraf izomorfan sa Kj,_;, odnosno zajedno sa v, K}, ili K;. Zbog
istog razloga vazi da M < R(k,l —1) — 1.

n=N+M+1<1+R(k—1,1)—1+R(k,1-1)—1 = R(k—1,0)+ R(k,1—1)—1

Dobili smo kontradikciju, pa sledi tvrdenje teoreme. O

Teorema 2.11 ne samo da dokazuje egzistenciju Remzijevog broja za svako
kil, nego daje jednu gornju granicu Remzijevih brojeva. Time smo dokazali
Remzijevu teoremu za r =21 k = 2.
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Teorema 2.12 Ako su R(k,l—1) i R(k—1,1) parni brojevi tada vazi stroga
nejednakost:

R(k,1) < R(k — 1,1) + R(k,1 — 1)

Dokaz. Neka su brojevi R(k — 1,1) i R(k,l — 1) parni. Posmatrajmo
proizvoljan graf G san = R(k —1,1) + R(k,l — 1) — 1 ¢vorova. Pokazademo
da G sadrzi podgraf J koji je izomorfan sa Ky, ili u sadrzi podgraf L izomorfan
sa K.

Iz pretpostavke da su R(k — 1,1) i R(k,l — 1) parni brojevi sledi, da je n
neparan broj. Iz Teoreme 1.10 sledi da graf G sadrzi bar jedan ¢vor parnog
stepena. Neka je v ¢vor grafa G ¢iji je stepen paran.

Ako je dg(v) > R(k—1,1) onda podgraf G’ = [Ng(v)] indukovan susednim
¢vorovima ¢vora v ili sadrzi podgraf H izomorfan sa Kj_; ili sadrzi podgraf
L. (sledi iz definicije Remzijeveg broja i ¢injenice da |V (G')| > R(k — 1,1)).
U prvom sluc¢aju {v} U V(H) indukuje J u grafu G, jer je ¢vor v povezan
sa svim ¢vorovima iz H. U drugom slucaju iz G' C G sledi da je L podgraf
grafa G.

Ako je dg(v) < R(k —1,1), tada je dg(v) < R(k —1,1) — 2, jer su i dg(v)
i R(k — 1,1) parni brojevi. S obzirom da G ima R(k —1,1) + R(k,l —1) —1
¢vorova i stepen ¢vora v € G manje ili jednako sa R(k — 1,1) — 2, sledi da
je broj ¢vorova grafa G koji nisu susedni sa v vece ili jednako sa R(k,l —1).
Neka je podgraf G” indukovan ¢vorovima koji nisu susedni sa v bez v. Iz
\V(G")| > R(k,1—1) sledi da je graf G” ili sadrzi podgraf .J izomorfan sa K},
ili sadrzi podgraf M izomorfan sa K; ;. U prvom sluc¢aju i G sadrzi J kao
podgraf jer G C G. U drugom slucaju iz pretpostavke da v nije povezan
¢vorovima grafa G” sledi da ¢vorovi grafa G” koji obrazuju M, zajedno sa
¢vorom v obrazuju graf L.

Time smo dokazali da ukoliko su brojevi R(k — 1,1) i R(k,l — 1) parni,
onda svaki graf san = R(k—1,1) + R(k,l — 1) — 1 ¢vorova sadrzi J ili L kao
podgraf. Iz ovoga sledi da R(k,l) < n, pa R(k,l) ne moze biti jednako sa
Rk—-1,01)+R(k,1—-1)=n+1. O

R(k,1) < (k Z: 2)

Teorema 2.13
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Dokaz. Dokazac¢emo indukcijom po k+1. Prvo ¢emo dokazati da nejedna-
kost vazi za R(k,2) i R(2,1).

Rk, 2) < (k_zgiz) - (k:f1> - (15—1)!(1;{i (k—1)! % =k

s (1179 -()-

Da su ove dve nejednacnine tacne sledi iz Teoreme 2.10 .

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki prirodan broj ¢ i s takvih da
t<kis<lilit<kis<I.

Treba dokazati da vazi za ki [.

k+1-3\ (k+1-3 k41—2
< R(k— -= -
R(k,1) < R(k—1,0)+R(k,1 1)_< b — 9 )*( k-1 ) < k—1 )

Prva nejednakost sledi iz Teoreme 2.11, a jednakost vazi zbog Paskalove

formule. (Paskalova formula: (}) = (72;) + (".').) O

Lema 2.14 Za svaki broj r € N vazi:
R(ly, 1o, ..., 1) < R(ly, 1o, .o Loy R(1—1, 1))

Dokaz. Neka je G graf sa R(ly,1ls, ..., l.—2, R(l,_1,l,)) ¢vorova. Iz definicije
Remzijeveg broja znamo da je n = R(ly,ls,...,l,) najmanji broj takav da
graf sa n ¢vorova sigurno sadrzi podgraf izomorfan sa Kj, obojeno sa bojom
1 za neko 1 < ¢ < r. Ako dokazemo da i graf G ima istu osobinu, onda
dobijemo tvrdenje teoreme:

n = R(ll, lg, Ce ,l,«) S R(ll, lg, e ,l,«_g, R(lr_l, l,,«))

Neka je x : E(G) — [r] bojenje grafa G sa r bojom. Definisaéemo bojenje
grafa G sa r — 1 bojom x*: E(G) — [r — 1] na sledeéi nacin:

x(e) ako x(e) € {1,2,...,r —2}
X' (e) =
r—1 ako x(e) € {r—1,r}

Zbog definicije broja R(ly,ls, ..., l,—o, R(l,_1,(,)) graf G mora da sadrzi
monohromatski podgraf izomorfan sa K;, obojen bojom ¢ za neko 1 < ¢ <
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r —2 ili podgraf izomorfan sa Kg(,_, ;,) obojen sa bojama r—11ir . U prvom
slucaju smo zavrsili dokaz.

U drugom slucaju posmatrajmo podgraf H koji je izomorfan sa Krq, _,;,)-
Znamo da ima R(l._1,[,) ¢vorova,a zbog definicije broja R(l,_1,[,) dobijamo
da H sadrzi (r — 1)-monoromatski K;_, ili 7-monohromatski K; . U oba
slucaja smo dokazali teoremu jer je graf izomorfan sa Kg(,_, ;,) podgraf grafa
G, pa su svi njegovi podgrafovi ujedno i podgrafovi grafa G. O

Teorema 2.15 (Remazijeva teorema za k = 2) Za sve prirodne brojeve
ly,la, ..., 1. postoji broj n takav da

n — (11712;---7lr)-

Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati matematickom indukcijom po 7.

Da teorema vazi za r = 2 dokazuje Teorema 2.11. Neka pretpostavimo
da vazi tvrdenje za r — 1, tj. da za svaki prirodan broj ly,...,[,_1 postoji
Remzijev broj ng = R(ly,...,l,_1). Treba dokazati da postoji i za r. 1z Leme
2.1.16. sledi da ako postoji Remzijev broj za r — 1, onda postoji i za svako
r, i daje joS i jedno gornje ogranicenje za taj broj. O

Slucaj, kada je k # 2 ¢emo ispitivati u nastavku.

Teorema 2.16 (Uopstena Remzijeva teorema) Za sve prirodne brojeve
k,ly,... 1. postoji broj n takav da

n— (I, 1y, ..., 01"

Dokaz. Kod dokaza ove teoreme koristi¢cemo indukciju po k.
Za k = 2 smo ve¢ dokazali da vazi teorema.
Neka pretpostavimo da teorema vazi za k — 1, tj. da postoji broj

Rk*l(l17 ce 7l7‘)

sa navedenim osobinama.
Da teorema vazi za broj k ¢emo dokazati indukcijom po S;, gde je

Si=b+l+-+l,

Zaly =1, =---=1=1,tj. S = r teorema ocigledno vazi jer ako
obojimo skup [n]* sa r boja onda sigurno ¢e biti jedan elemenat koji je
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obojen jednom bojom od r. Moramo jo§ napomenuti da n > k uvek mora
da vazi jer inace ne bismo imali k-elementne podskupove.

Pretpostavimo da teorema vazi za S; = m — 1.

Dokazacemo da teorema vazi za S; = m. Na osnovu indukcijske hipoteze,
znamo da postoje brojevi

AZ':Rk(ll,lg,...,li_l,li—1,li+1,...,l7~) zasvei:1,2,...,r.

A prema indukcijskoj hipotezi glavne indukcije sledi da postoji broj

Ri_1(A1, Ag, ... AL).

Neka je X proizvoljan skup sa n elemenata, gde je:

n=Ry_1(A1,Ay,...,A)+1

X [X]F =[]

proizvoljno bojenje svih k-¢lanih podskupova skupa X sa r razlicitih boja.
Neka je x € X proizvoljan ¢lan skupa X i neka je skup Z = X \{z} podskup
skupa X. Neka je

X (2] = 0]

bojenje (k — 1)-¢lanih podskupova od skupa Z definisano sa

X' (T) = x(T'U{z})

Po induktivnoj pretpostavci, postojii , 1 <i <ri M C Z sa A; elemenata
¢iji su svi (k — 1)-¢lani podskupovi obojeni bojom 1.

Kako A; ima Ry(li,la, ..., li—1,l; — 1,141, ..., 1,) elemenata, iz definicije
Remzijevih brojeva znamo da postoji boja j 1Y C M sa [; elemenata ¢iji su
svi k-clani podskupovi obojeni sa bojom j. Ako je j # ¢ onda Y je trazeni
skup. U sluéaju daje j =i1i|Y| =1, — 1, u taj skup dodajemo element z i
dobijamo [;-¢lani podskup od X sa trazenim svojstvom. O

2.2 Beskona¢na Remzijeva teorema

U prethodnom delu smo definisali konaé¢nu Remzijevu teoremu. Dokazali
smo da za svaki prirodan broj k i [ postoji Remzijev broj. U ovom delu rada
¢emo se baviti izucavanjem slucaja kada kompletan graf ima beskonacno
mnogo ¢vorova.
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Definicija 2.17 Ako je skup c¢vorova V(G) grafa G ekvipotentan skupu pri-
rodnih brojeva, odnosno ako postoji bijekcija f : N — V(G) onda kaZemo da
je graf beskonacan prebrojiv.

Beskonacan prebojiv kompletan graf éemo oznacavati sa Ky.

Beskonaéna Remzijeva teorema glasi:

Teorema 2.18 U svakom beskonacnom kompletnom grafu Ky c¢ije su grane
obojene u crveno ili plavo postoji monohromatski podgraf izomorfan sa Ky.

Dokaz. Neka je dat beskonacan kompletan graf Ky ¢ije su grane obojene
sa plavom i crvenom bojom. Cvorove grafa oznacavamo sa brojevima {1, 2,
3,4,...}.

Posmatrajmo ¢vor x; koji smo oznacili sa brojem 1. Posto Ky ima
beskona¢no mnogo ¢vorova, na osnovu Dirihleovog principa, sledi da x; ili
ima beskona¢no mnogo suseda kojima je povezan crvenom granom, ili ima
beskona¢no mnogo suseda kojima je povezan plavom granom. Bez umanjenja
opstosti mozemo pretpostaviti da iz x; izlazi beskonaé¢no mnogo crvenih
grana. (U slucaju da je broj plavih grana beskonacan dokaz je analogan).

Neka je X; = {w|lwjecrvena}. Znaci X je skup svih susednih ¢vorova
¢vora r; takvih da je sa njima povezan crvenom granom. Neka je x5 € X3
i 9 > x1 (broj kojim smo oznacili ¢vor z5 veéi od broja kojim smo oznaéili
¢vor z1). Xj ima beskona¢no mnogo elemenata, pa opet zbog Dirihleovog
principa postoji ili beskonacno mnogo crvenih grana ili beskona¢no mnogo
plavih grana koje su incidentne sa x-.

Neka je Xy C X; takav da X, sadrzi beskona¢no mnogo elemenata koji
su povezani sa ¢vorom z istom bojom (plavom ili crvenom). Neka je x5 > x9
iz3 € Xy. Tada opet postoji beskonaé¢no mnogo ¢vorova skupa X, takvih da
sa r3 su povezani istom bojom. Neka je X3 beskonacan skup ¢vorova koji su
sa x3 povezani istom bojom i vazi X3 C Xos.
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Slika 11. Ky obojen sa crvenom i plavom bojom.

Nastavljajuc¢i ovaj postupak dobijamo skup ¢vorova:

V ={x1,29,23,...} C Ky

Neka je E skup grana koje povezuju ¢vorove iz skupa V:

E= {{ZL‘hl'Q}, {171,1'3}, N {[Eg,l’g}, . }

Elementi skupa E su crvene i plave grane. Boju grana odreduje ¢vor sa
manjim rednim brojem, npr. ako je sa x; bilo incidentno beskona¢no mnogo
crvenih grana onda svaka grana u E koja pocinje sa x; ima crvenu boju). To
je, ako pretpostavimo da je boja svake grane skupa {xiai|a; € X;} crvena,
svaka grana skupa {xqas]as € Xo} plava i svaka grana skupa {z3as|as € X3}
crvena, onda svaka grana ziv za v € V mora bit crvena, svaka grana x,v za
v € V\{x1} mora biti plava i svaka grana z3v za v € V\{x1,x2} mora biti
crvena i tako dalje.

Sada obojimo ¢vorove skupa V' tako da svaki ¢vor x; € V' dobije crvenu
boju ukoliko su sve grane x;x; za j > ¢ crvene ili obojimo plavom bojom ako
su sve grane x;x; za j > ¢ plave. Posto V' sadrzi beskonacno mnogo ¢vorova
obojeno sa dve boje na osnovu Dirihleovog principa znamo da V' sadrzi jedan
beskonacan monohromatski skup, koji ¢emo oznaciti sa M. Bez umanjenja
opstosti mozemo pretpostaviti da M sadrzi crvene ¢vorove.

M = {$7;1,,I'7;2,...} cVv
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M je podskup skupa V' pa za ¢vorove skupa M vazi da svaka grana x;,;m
crvena za m € M, svaka grana x;,m crvena za m € M\{z;, }, svaka grana
x;ym crvena za m € M\{x;,,x;,}, i tako dalje. To znaci da svaka grana koja
povezuje ¢vorove skupa M ima crvenu boju.

Beskonacan skup ¢vorova M indukuje jedan beskonacan monohromatski
kompletan podgraf grafa Ky. Svaki ¢vor u M je povezan svakim ¢vorom u
M, i svaki ¢vor skupa M ima istu boju, znaci svaka grana grafa indukovana
sa M mora da ima istu boju. O

Teorema 2.19 U svakom beskonacnom kompletnom grafu Ky c¢ije su grane
obojene sa r razlicitih boja postoji monohromatski podgraf izomorfan sa Ky.

Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati matematickom indukcijom po 7.
Iz Teoreme 2.18 znamo da tvrdenje vazi za r = 2.

Pretpostavimo da teorema vazi za r — 1, tj. da ako obojimo grane
beskonaé¢nog grafa Ky sa r—1 razlicitih boja onda sigurno postoji beskonacan
monohromatski podgraf.

Dokazujemo da teorema vazi za r. Neka obojimo grane grafa Ky sa r
razlic¢itih boja. Neka oznac¢imo sa B skup boja koje koristimo.

B ={by,bs,...,b}
Skup B mozemo podeliti na dva disjunktna skupa:
B1 - {bl} 1 BQ - {bg, b3, . 7br}-

Iz Teoreme 2.18 sledi da, ili postoji podgraf izomorfan sa Ky koji ima
boju by, ili postoji podgraf izomorfan sa Ky koji je obojen bojama iz skupa
By. U prvom sluc¢aju smo zavrsili dokaz, nasli smo monohromatsi podgraf
izomorfan sa Ky.

U drugom slucaju postoji kompletan podgraf izomorfan sa Ky Cije su grane
obojene bojama skupa By. Posto skup B, sadrzi r—1 elemenata, iz indukcijs-
ke hipoteze sledi da sadrzi monohromatski podgraf izomorfan sa Ky. O

Teorema 2.20 Neka je A jedan beskonacan skup sa prebrojivo mnogo eleme-
nata. Ako skup [A]¥ obojimo sa r boja, onda A sadrzi monohromatski besko-
nacan skup M takav da je [M]* monohromatski.
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Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati matematickom indukcijom po k.

Za k = 1 teorema ocigledno vazi jer u ovom sluc¢aju skup A je podeljen na
jednoelementne podskupove i svaki element obojimo jednom bojom iz skupa
{1,2,...,r}. Skup A ima beskona¢no mnogo elemenata, a mi imamo konacan
broj boja na osnovu Dirihleovog principa, za beskonacan sluc¢aj dobijemo da
sigurno postoji monohromatski beskonacan podskup.

Neka pretpostavimo da je teorema tacna za podskupove velicine manje
od k, tj. da za svako r-bojenje skupa [A]? gde je A beskonacan skup sa
prebrojivo mnogo elemenata i g je prirodan broj takav da ¢ < k, A sadrzi
monohromatski beskonacan skup.

Neka obojimo skup [A]* sa r boja. Definisa¢emo skup {ag, ay, ...} i jedno
bojenje x* tog skupa na slede¢i nacin. Neka izaberemo elemenat skupa
A, ag € A i definisemo skup B; tako da je By = A\{ap}. Tada mozemo
definisati jedan r-bojenje x; (k — 1)-¢lanovih podskupova Bj;. Bojenje skupa
svih (k — 1)-¢lanovih podskupova skupa B; ¢emo definisati na sledeéi nacin:

x1(T) = x(T U {ao})

gde je T (k — 1)-¢lani podskup skupa Bj. Iz indukcijske hipoteze znamo da
B; mora da sadrzi beskonacan skup A; ¢iji svi (k — 1)-¢lanovi podskupovi
imaju istu boju iy. Neka je x*(ag) = io.

Sada izaberemo a; € A; i definisemo By = A;\{a;1}. Obojimo sa r boja
svih (k — 1)-clanovih podskupova skupa B, na slededi nacin:

x2(T) = x(T U {ar})

gde je T podskup skupa Bj takav da vazi |T| = k— 1. Opet zbog indukcijske
hipoteze By mora da sadrzi beskonac¢an skup As ¢iji svi podskupovi sa (k—1)-
¢lanova imaju istu boju i;. Neka je x*(a1) = ;.

Ovaj postupak mozemo ponoviti beskonacno mnogo puta i na kraju dobi-
jamo beskonacan niz obojen sa r boja:

{ag, a1, aq,...}

Skup {ag, a1, as, ...} ima beskonaéno mnogo elemenata a mi imamo samo r
boja, pa na osnovu Dirihleovog principa sledi da postoji beskona¢an mono-
hromatski (za bojenje x* ) podskup skupa {ag, a1, as, ...} obojen bojom i.
Svaki elemenat a; mora da ima istu boju kao sve (k — 1)-torke skupa A;;;
zbog nacina kako smo obojili (kK — 1)-¢lanove podskupove. Neka uzmemo
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proizvoljnu k-torku (a;,, ai,, ... a; ), gde i3 < --- < ix. Kako je x*(a;,) = 1,
sledi da je x(ai,,...a; ) = i. Svaki k-elementan podskup tog monohromats-
kog podskupa je monohromatski. O

Postoji veliki broj rezultata iz beskona¢ne Remzijeve teorije koje mozemo
videti u knjizi [14].

Kasnije se razvila i strukturna Remzijeva teorija, ¢iji rezultati se odnose
ne samo na skupove, ve¢ na slozenije matematicke strukture i tvrde postoja-
nje podstruktura izomorfnih datoj. Mnogi rezultati ovog tipa mogu se naci
u knjizi [15].
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3 Remzijevi brojevi

Remzijeva teorema nam garantuje egzistenciju Remzijevih brojeva, ali ona
nam nije od velike pomo¢i pri nalazenju istih. Tacne vrednosti Remzijevih
brojeva i za relativno male brojeve k£ i [ veoma se tesko racunaju. Neki
brojevi jos uvek nisu izracunati, ve¢ su samo ogranic¢eni na nekom intervalu.
Na sledecoj tabeli mozemo videti neke do sada izracunate vrednosti i neke
granice.

RkD| 1 [2]3 4 5 6 7 8 9
1 1|1 |1 1 1 1 1 1 1
2 1|23 4 5 6 7 8 9
3 1 (3|6 9 14 18 23 28 36
4 1|49 18 25 35-41 49-61 56-84 69-115
5 5 14| 25 43-48 | 58-87 | 80-143 | 101-216 121-316
6 6 | 18 | 3541 | 58-87 | 102-165 | 113-298 | 127-495 169-780
7 7 | 23 | 49-61 | 80-143 | 113-298 | 205-540 | 216-1031 | 232-1713
8 8 | 28 | 56-84 | 101-216 | 127-495 | 216-1031 | 282-1870 | 317-3583
9 9 | 36 | 69-115 | 121-316 | 169-780 | 232-1713 | 317-3583 | 565-6588

Slika 3. Vrednosti i granice za R(k, )

Mozemo videti da je od Remzijevih brojeva R(k,l), gde su k,l > 2
poznato samo devet, odnosto 16 jer je tabela simetri¢cna u odnosu na glavnu
dijagonalu $to je posledica ¢injenice da R(k,l) = R(l,k). Za ostale brojeve
su date samo gornje i donje granice. Za odredivanje donje granice uglavnom
se koriste tri metode. To su konstruktivna metoda, metoda prebrajanja i
verovatnosna metoda.

Konstruktivna metoda podrazumeva konstrukciju kompletnog grafa sa
odredenim brojem ¢vorova koji ne sadrzi ni monohromatski podgraf izomor-

23



fan sa K} ni monohromatski podgraf izomorfan sa K;. Mana ove metode je
da je tesko konstruisati takav graf.

Metoda prebrajanja znaci da pretpostavimo da treba da dokazemo da
postoji kompletan graf sa n ¢vorova koji ima neku datu osobinu. Ako se
putem prebrajanja pokaze da je broj kompletnih grafova sa n ¢vorova koji
nemaju tu osobinu manji od ukupnog broja kompletnih grafova sa n ¢vorova,
time je dokazano postojanje kompletnog grafa sa trazenom osobinom. Ova
metoda dokazuje samo postojanje trazenog kompletnog grafa, ali o njegovoj
strukturi niSta se ne zna.

Verovatnosna metoda (probabilisticki metod) podrazumeva slede¢e: Na
odredenom skupu objekata, u ovom slucaju kompletnih grafova, definise se
verovatnosni prostor. Dodelimo verovatnoéu elementarnim dogadajima, tj.
verovatnocu da neka grana dobije boju 7. Ovu verovatnoc¢u sami biramo, jer u
stvari i boju grana mozemo odrediti bilo kako. Jedino moramo paziti da zbir
tih verovatnoc¢a mora biti 1. Neka je dogadaj A da postoji kompletan graf koji
ima zeljenu osobinu. Ako uspemo da pomoc¢u teorije verovatno¢e dokazemo
da A ima pozitivnu verovatnoéu, tada je u stvari dokazana egzistencija traze-
nog kompletnog grafa. O probabilistickom metodu mozemo ¢itati u knjizi
[13].

3.1 Gornje i donje granice Remzijevih brojeva

Sledeée teoreme ¢emo dokazati pomocu probablilistickog metoda.

Teorema 3.1 Ako vazi nejednakost
") 1=
2772/ <1
(1)

Dokaz. Teorema kaze da ukoliko vazi nejednakost onda postoji 2-bojenje
grafa K, takav da K, ne sadrzi monohromatski podgraf izomorfan sa Kj.

Posmatrajmo bilo koje 2-bojenje grafa K, gde koristimo crvenu i plavu
boju. Dodelimo verovatno¢u dogadaja da je neka grana plava i dogadaja da
je grana crvena, pa za svako u,v € V(K,) biramo verovatno¢u na sledeéi
nacin:

onda R(k, k) > n.

1 1
Pluv je crvenal = 5 Pluv je plava] = 5
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Neka je S jedan k-elementan skup évorova, |S| = k. Sa A, ozna¢imo
dogadaj da je S monohromatski, tj. elementi skupa S obrazuju plavi ili
crveni K. Tada vazi:

a2 (1) R

U jednacini potrebno je mnozenje sa 2 jer monohromatski S moze biti

k
i crvena i plava. A (%)(2) vazi, jer ako je verovatnoca da jedna grana ima

k
odredenu boju %, onda je verovatnoca da k grana ima odredenu boju (%) (2)
Sa \/| S|—k A, oznac¢imo dogadaj da je neki k-elementan skup S monohromats-

ki.
P\ Al <Y PAJ< (Z) 21-() <1

IS|=k |S|=k

Poslednja nejednakost je pretpostavka teoreme. Znaci dogadaj da postoji
k-elementan monohromatski skup nije siguran, pa postoji bojenje grafa K,
koji ne sadrzi monohromatski podgraf izomorfan sa K. O

Posledica 3.2 Ako vazi nejednacina

(Z)T‘@ <1

onda za svaki prirodan broj k > 3 vazi:
R(k, k) > 27,

Dokaz. Mozemo posmatrati dva slucaja. Ako je n > 2% za k > 3 onda na
osnovu prethodne teoreme dobijemo:

R(k, k) >n > 25,
pa je tvrdenje posledice je tacno. U drugom slucaju kada je n < 25 vazi
sledece:
k42

n Ko nk k (2k/2)k o1=(5) 9%
P Al < 21-(2) « I o1-(5) —
S\|/k o = (k) S H < K K

25



Ako dokazemo da je poslednji razlomak manji od 1 za svaki k£ > 3 onda
k
smo dokazali posledicu, jer onda za n < 22 je verovatnoca da postoji k-

elementan monohromatski skup manje od 1, pa nije sigurna, tj. postoji

bojenje grafa K, sa dve boje tako da ne sadrzi ni plavi ni crveni podgraf
izomorfan sa K.

k42
Da bi dokazali nejednakost Zk—f < 1 koristi¢emo matematicku indukciju.

e Prvo proverimo da li tvrdenje vazi za k =31 k = 4.
Za k = 3 dobijamo:

P T
Za k = 4 imamo: oo ]
277 2 1
Lozl
k! 4! 3

e Dokazujemo tacnost tvrdenja za k + 1.

k+1+2 B2 1 k+2
2

9 255793 2% 923
(k+1)!  Kl(k+1) Kl k+1

Iz indukcijske pretpostavke znamo da je prvi razlomak manji od 1
za svaki k > 3. Posmatrajmo drugi razlomak. Za k = 3 vrednost
razlomka:

< 0,3536 <1

Kad pove¢amo k, vrednost razlomaka bi¢e sve manja i manja, pa sledi
tacnost tvrdenja za svaki k > 3, tj. vazi:

R(k,k)>n>2"7
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Teorema 3.3 Ako za neki brojp, 0 < p <1 vazi

(Z)p<z> + (7) 1-p® <1

Dokaz. Dokaz je slican dokazom Teoreme 3.1. Sa p ¢emo oznaciti verovat-
nocu da je grana uv grafa K, crvena. Posto je svaka grana u grafu ili crvena
ili plava sledi da je verovatnoca da je uv plava jednako sa 1 — p.

onda R(k,l) > n.

Pluv je crvenal] =p  Pluwv je plava] =1 —p

za svako uv € V(K,,).

Neka je S jedan k-elementan skup ¢vorova, a T' je l-elementan skup
¢vorova. Sa Ag ¢emo oznaciti dogadaj da su svi ¢vorovi u .S povezani crvenom
granom. By ¢e biti dogadaj da su svi ¢vorovi u T" povezani plavom granom.
Verovatnoca da graf K, sadrzi crveni K}, ili plavi K; kao podgraf je sledeca:

PV asv \ Br| <3 P+ PlBil < (Z) p<z>+<7) (1-p)®)

|S|=k IT|=l IS|=k IT|=l
Po pretpostavci teoreme poslednja suma je manja od 1, tj. dogadaj nije

siguran. Znaci postoji bojenje grafa K, koji ne sadrzi ni crveni podgraf
izomorfan sa K}, ni plavi podgraf izomorfan sa K. O

3.2 Poznati Remzijevi brojevi
Teorema 3.4 R(3,3) =6

Dokaz. Ovu teoremu smo dokazali u primeru 2.7.
Teorema 3.5 R(3,4) =9

Dokaz. Ve¢ smo dokazali da za svaki k i [ vazi nejednakost:
k+1—2
k1) <
re = (717
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Pa iz ovoga sledi

3+4-2 5 5!
< = = — =
R(3.4) < ( 3-1 ) (2) org 1

Pretpostavimo da je R(3,4) = 10 . To bi znacilo, da kompletan graf Kq
mozemo obojiti plavom i crvenom bojom tako da ne sadrzi ni crveni podgraf
izomorfan sa K3 , ni plavi podgraf izomorfan sa K. Neka je v proizvoljan
¢vor grafa Ky. Neka je C' skup svih susednih ¢vorova ¢vora v takvih da su
sa v povezani crvenom granom.

C = {w|w € Ng,(v) ANvw je crvena}

Elementi skupa C' ne mogu biti povezani crvenom granom, jer ako su
bilo koja dva ¢vora povezana sa crvenom granom, onda zajedno sa v dobili
bi crveni trougao, a pretpostavka je bila da Ky ne sadrzi crveni podgraf
izomorfan sa Kj3. Znaci grane koje povezuju ¢vorove skupa C' moraju biti
plave. Posto Ky ne sme da sadrzi plavi podgraf izomorfan sa K sledi da
|C| < 3. To znaci da ima najvise 3 ¢vora grafa Ky koji su sa v povezani
crvenom bojom.

Neka je P skup svih susednih ¢vorova ¢vora v takvih da su sa v povezani
plavom bojom.

P = {w|w € Ng,(v) ANvw je plava}

Cvorovi iz skupa P ne mogu da obrazuju ni crveni, ni plavi podgraf
izomorfan sa K3. Ne mogu crveni, jer na pocetku dokaza smo pretpostavili
da smo obojili Ky tako da ne sadrzi crveni podgraf izomorfan sa Kj, a plavi
ne mogu, jer zajedno sa ¢vorom v dobili bi plavi podgraf izomorfan saky,
a na pocetku dokaza smo pretpostavili da nema. Iz primera 2.7 znamo da
R(3,3) = 6, pa sledi da |P| < 5. Znamo, da u grafu Ky svaki ¢vor ima 8
suseda. Cvor v ima najvise 3 iz skupa C, pa mora da ima 5 suseda iz skupa
P, pa vazi jednakost |P| =5
Sledi da svaki ¢vor ima 3 suseda kojima je povezan crvenom granom, i 5
suseda kojima je povezan plavom granom.
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Slika 12. Susedi ¢vora wv.

Izracunac¢emo sada broj crvenih grana u grafu Ky. Iz svakog ¢vora izlaze
3 crvene grane, pa treba pomnoziti 9 sa 3, ali ovaj rezultat treba da podelimo
sa 2, jer na ovaj na¢in svaku granu smo rac¢unali dva puta. Dobijamo:

9-3 27

Broj crvene grane mora biti prirodan broj, ali 13,5 nije, pa sledi da ne
mozemo obojiti grane grafa Ky tako da ne sadrzi ni crveni podgraf izomorfan
sa K3, ni plavi podgraf izomorfan sa K4. Time smo dokazali da R(3,4) # 10,
pa mora da vazi nejednakost R(3,4) < 9.
Treba jos dokazati da vazi i nejednakost R(3,4) > 8 , tj. da mozemo obojiti
grane grafa Kg, tako da ne sadrzi ni crveni podgraf izomorfan sa K3, ni
plavi podgraf izomorfan sa K4. Na slici je pokazan takvo bojenje, tj. jedan
(3,4, 8)-graf.

5 4

Slika 13. (3,4, 8)-graf.
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Na prvoj slici se vidi da nema crvenog trougla. Na drugoj slici moze-
mo posmatrati plave ¢etvorouglove. Vidimo da svaki cetvorougao sadrzi ili
stranicu ili veliku dijagonalu osmougla, koje su crvene, pa zbog toga nema
plavog podgrafa izomorfnog sa Kj. O

Teorema 3.6 R(3,5) = 14

Dokaz. Iz Teoreme 2.11 znamo da vazi: R(k,l) < R(k—1,1)+ R(k,l—1).

Pa sledi:
R(3,5) < R(2,5) + R(3,4)
Iz Teoreme 2.10 i Teoreme 3.5 znamo da R(2,5) = 51 R(3,4) = 9, pa
dobijamo:
R(3,5) <5+4+9=14

Treba jos dokazati da vazi: R(3,5) > 13 , tj. da graf K;3 mozemo
obojiti tako da ne sadrzi ni crveni podgraf izomorfan sa K3, ni plavi podgraf
izomorfan sa Kj. Posmatrajmo sliku 14.:
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Slika 14. (3,5, 13)-graf.

Oznacili smo ¢évorove grafa Ki3 sa brojevima {0,1,2,...,12}. Ukoliko
razlika oznake dva ¢vora pripada skupu {1, 5,8, 12}, onda granu koja povezuje
ta dva ¢vora smo obojili crvenom bojom. Ovako dobijen graf ne sadrzi crveni
trougao kao podgraf jer zbir dva broja iz skupa {1,5, 8,12} (po modulu 13)
nije u skupu {1, 5,8, 12}.

Da ne postoji ni plavi podgraf izomorfan sa K5 to ve¢ nije ocigledno.
Posmatrajmo ¢vor 1. Taj ¢vor je povezan sa 0,2,9 i 6 ¢vorovima crvenom
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granom, pa ostaje 8 ¢vorova sa kojima je povezan plavom granom. To su
¢vorovi : 3,4, 5,7, 8,10, 11, 12.

Zelimo dokazati da ne postoji plavi podgraf izomorfan sa K. Pretpostavi-
¢emo suprotno, da ima, tj. da postoji pet ¢vorova grafa K3 takvih da je
svaki sa svakim povezan plavom granom. Neka je jedan od tih ¢vorova ¢vor
1. Trazimo jos ¢etiri. Skup moguéih ¢vorova ¢emo podeliti na tri dela:

{3,4,5, 7,8,10,11,12}
A B C

Iz tri skupa moramo izabrati Cetiri elementa, pa na osnovu Dirihleovog
principa bar iz jednog skupa moramo izabrati dva ¢vora. Iz skupa B ne
mozemo izabrati oba elementa, jer oni su susedni brojevi, i ti brojevi su
povezani sa crvenom granom. Ako iz skupa B ne izaberemo nijedan elemenat
onda iz skupa A i iz skupa C' moramo izabrati po dva elementa. (Ni iz jednog
skupa ne mozemo izabrati tri elementa, jer u skupovima imamo susedne
brojeve, a oni su povezani crvenom granom.) Posto izabrani brojevi ne
mogu biti susedni, jedina je moguc¢nost 3,5,10,12 i naravno peti ¢vor 1.
Iz ¢injenice da 10 —5 = 5 sledi da je grana izmedu ¢vorova 5 i 10 ve¢ obojena
crvenom bojom. Znaci ovaj slucaj otpada. Moramo da izaberemo tacno
jedan elemenat iz skupa B.

Ako izaberemo 7 iz skupa B, onda iz C' ne mozemo 12, jer je 12—7 = 5, ta
grana je veC crvena, a izabrani elementi ne mogu biti susedni, pa sledi da iz
skupa C' moram da izaberem tacno jedan element, tj. iz skupa A moram dva
elementa. Ti elementi ne mogu biti susedni brojevi, pa sledi da su izabrani
brojevi:1, 3, 5, 7. Treba jos jedan iz skupa C. 10 ne moze jer je 10 — 5 =5,
11 ne moze jer je 11 — 3 = 8, i ve¢ smo rekli da 12 ne moze.

Ako izaberemo 8 iz skupa B, onda iz A ne mozemo 3, jer je 8 — 3 = 5,
ta grana je veé¢ crvena, a izabrani elementi ne mogu biti susedni, pa sledi
da iz skupa A moramo da izaberemo ta¢no jedan element, tj. iz skupa C'
moramo dva elementa. Ti elementi ne mogu biti susedni brojevi, pa sledi da
su izabrani ¢vorovi: 1, 8, 10, 12. Treba jos jedan iz skupa A. 4 ne moze jer
jel2 —4 = 8, 5 ne moze jer je 10 — 5 = 5, i ve¢ smo rekli da 3 ne moze.

Znadi ne postoji plavi podgraf izomorfan sa K5 koji sadrzi ¢vor 1. Provera
za sve ostale ¢vorove je ista, ali nepotrebna. Bez umanjenja opstosti skup
sadrzi 1, jer ina¢e mozemo rotirati petougao tako da mu jedno teme padne
u 1, a pritom se boje grana ne menjaju jer zavise samo od razlika.

Teorema 3.7 R(4,4) =18
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Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da vazi nejednakost R(4,4) < 18, tj. da ako
kompletan graf ima 18 ili vise ¢vorova, onda bilo kako obojimo njegove grane
sa crveom i plavom bojom, imac¢emo plavi ili crveni podgraf izomorfan sa
K. Ovaj smer mozemo dokazati i koriste¢i Teoremu 2.11 i Teoremu 3.5, ali
mozemo i na slede¢i nacin:

Neka je v proizvoljan ¢vor grafa Kig. Neka je C' skup svih susednih évorova
¢vora v takvih da su sa v povezani crvenom granom, a P je skup svih suseda
kojima je povezan plavom granom.

C ={w|w € Ng,,(v),vw je crvena}

P = {w|w € Nk, (v),vw je plava }

Pretpostavimo suprotno, da kompletan graf ima vise od 17 ¢vorova, a ne
sadrzi ni crveni, ni plavi podgraf izomorfan sa K. Cvorovi skupa C' ne mogu
da obrazuju ni plavi podgraf izomorfan sa Ky, ni crveni podgraf izomorfan
sa K3, jer bi onda zajedno sa v dobili crveni podgraf izomorfan sa Ky, a
pretpostavili smo da nema. Iz Teoreme 3.2.2 znamo da R(3,4) = 9 sledi da
|C'| ne moze biti veéi od 8. Zbog istog razloga ni skup P ne moze da ima
vise od 8 elemenata. Sledi da ¢vor v ima najvise 8 + 8 = 16 suseda. Dobili
smo kontradikciju, jer je pretpostavka bila da kompletan graf ima vise od 17
¢vorova, tj. svaki ¢vor ima vise od 16 suseda.

Treba jos dokazati da R(4,4) > 17, tj. da K;7 mozemo obojiti tako da ne
sadrzi ni plavi ni crveni podgraf izomorfan sa Ky, tj. da postoji (4,4, 17)-
graf.

Neka oznacimo ¢vorove grafa Kip; sa brojevima 0,1,...,16. Ako je razlika
dva ¢vora kvadratni ostatak, tj. pripada skupu

X ={1,2,4,8,9,13, 15,16}

onda obojimo crvenom bojom. Sve ostale grane obojimo plavom.

32



AN 285 SHPF A
N\ XS /N

N DA ] WY W
RN R
5“«,‘{“ ; !'",‘,"n :*‘:'
DN “ > X

NSRRI
RSS2 Y
Lt SIS XA T AN
N ARSI 6
AP AR Al

2 2K 2RV

10 NN

Slika 15. Crvene i plave grane (4,4, 17)-grafa.

Pretpostavimo suprotno, da postoje ¢vorovi a, b, ¢, d takvi, da je razlika
izmedu bilo koja dva kvadratni ostatak, tj. pripada skupu X. Mozemo
primetiti, da ukoliko neka grana uv ima crvenu boju, onda i grana (u+x)(v+
x) ima crvenu boju za bilo koji z, jer ako u — v pripada skupu X, onda i
(u4x)—(v+x) pripada X, jer vazi: (u+z)—(v+z) =ut+ f—v— £ =u—v. Iz
ovoga sledi, da ako postoje ¢vorovi a, b, ¢, d koji su ¢vorovi crvenog podgrafa
H koji je izomorfan sa K4, ondasui0, b—a=2, c—a=vy, d—a ==z
¢vorovi podgrafa H. Za ¢vorove x,y i z mora da vazi ¢ € X,y € X,z €
Xy—xre X, z—z € X,z—y € X. Posmatrajmo nekoliko slucajeva za ¢vor
x:

o r =1
Posto mora da vazi da iy, y — 1, z, i z — 1 pripada skupu X, sledi da
vrednost za y i z moramo izabrati iz skupa {2,9, 16}, ali razlika izmedu
brojeva u skupu (7 i 14) ne pripada skupu X, pa z —y ¢ X. Sledi da
1 ne moze biti ¢vor grafa H.

o =2
U ovom sluc¢aju mora da vazi da y, y — 2, 2z, i z — 2 pripada skupu
X. Jedino broj 4 zadovoljava ovaj uslov, ali nama trebju dve razlicite
vrednosti. Sledi da ni 2 ne moze biti ¢vor grafa H.

o r =4
Jedino brojevi 8 i 13 zadovoljavaju uslov da iy, z,y —4 i 2 — 4 pripada
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skupu X, ali posto 13 — 8 ¢ X sledi da ni 4 ne moze biti évor crvenog
H.

e r =238
Brojevi 9 i 16 zadovoljavaju uslov da y, z,y — 8 i z — 8 pripada skupu
X, ali posto njihova razlika 7 sledi da z —y ¢ X, pa ni 8 nije ¢vor
crvenog H.

e r=9
Samo broj 13 zadovoljava uslov da i 13 i1 13 — 9 = 4 pripada skupu X,
ali nama trebaju dva broja. Sledi da ni 9 nije ¢vor crvenog H.

o r =13
Samo broj 15 zadovoljava uslove, ali mi trazimo dva broja. Sledi da ni
13 ne pripada H.

e r=15ili z =16
Ostalo nam je dva broja a mi trazimo tri, pa ni 15 ni 16 ne mogu biti
¢vorovi crvenog H.

Ostalo je jos da dokazemo da graf na slici ne sadrzi ni plavi podgraf
J izomorfan sa K,. Pretpostavimo suprotno, da imamo plavi podgraf J
izomorfan sa K,. Posmatrajmo ¢vor 0. Ovaj ¢vor je ve¢ povezan crvenom
granom sa ¢vorovima X = {1,2,4,8,9,13,15,16}. Skup ¢vorova kojima je
¢vor 0 povezan plavom granom ¢emo podeliti u ¢etiri grupe.

{3 56,7 10,11,12, 14}
N ——
A B C D

Znamo da, ukoliko je razlika dva ¢vora manja od 3, onda su te grane
povezane crvenom granom. Iz ovoga sledi da iz svake grupe mozemo izabrati
najvise jedan element. Imamo 4 grupe, a nama trebaju 3 elementa koja
zajedno sa 0 obrazuju J, pa iz jedne grupe ne¢emo izabrati nijedan elemenat.
Imamo 4 slucaja:

e Izostavimo grupu A |, tj. neéemo birati 3. Posto skup D ima samo
jedan elemenat, sledi da moramo izabrati 14. Iz skupa B ne mozemo
5,jer 14 —5=9 € X, a ne mozemo ni 6, jer 14 —6 =8 € X, pa ostaje
7. Treba jos jedan c¢vor iz C. 10 ne moze jer 14 — 10 =4 € X, 11 ne
moze, jer 11 —7=4 € X, ane moze ni 12, jer 14 — 12 =2 € X.
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e Izostavimo grupu B | tj. ne¢emo birati 5,6,7. Moramo birati 3 i 14.
Treba jos jedan element iz skupa C'. 10 ne moze jer 14 — 10 =4 € X,
11 ne moze jer 11 —3 =8 € X, ane moze ni 12, jer 14 — 12 =2 € X.

e Izostavimo grupu C | tj. ne¢emo birati 10,11, 12. Moramo 3 , 14 i jos
jedan ¢vor iz skupa B. Ne mozemo 5 jer 5 —3 = 2 € X, ne mozemo 6,
jer 14 —6=8¢€ X,anemozemoni 7,jer 7 —3=4¢€ X.

e Izostavimo skup D , tj. ne¢emo birati 14, ali moramo 3. Iz skupa B ne
mozemo birati 5, jer 5—3 =2 € X ,nemozemoni 7, jer 7—3 =4 € X,
pa moramo 6. Posmatrajmo skup C'. 10 ne moze, jer 10 —6 =4 € X,
11 ne moze jer 11 —3 =8 € X, ane moze ni 12, jer 12—-3 =9 € X.

N
\R)
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N

Slika 16. (4,4, 17)-graf obojen sa crvenom i plavom bojom.

3.3 R(4,5)

Remzijev broj R(4,5) je najmanji prirodan broj n za koji ne postoji (4,5, n)-
graf. U ovom delu rada ¢emo opisati ideju dokaza da je n = 25.

Iz Teoreme 2.11, i ¢injenice da je R(3,5) = 141 R(4,4) = 18 dobijamo slede¢u
gornju granicu: R(4,5) < 31. Ova granica je bila poznata jos i 1955. godine.
1956. godine Kalbfleisch je konstruisao jedan (4, 5,24)-graf i time je nasao
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jednu jako dobru donju granicu: R(4,5) > 25. Pored toga nasao je i gornju
granicu R(4,5) < 30. Kasnije Walker je dokazao da je R(4,5) < 28.

1992. godine Mc Kay i Radziszowski su dokazali da je R(4,5) < 26. I na
kraju, u radu [2] pomoc¢u racunarskog programa su uspeli da dokazu da je
R(4,5) = 25. U ovom delu rada ¢emo objasniti kako su to radili.

3.3.1 Ideja

Definicija 3.8 Neka je x proizvoljan ¢vor grafa F. Tada sa
Gy = G(F) = F[Np(z)]
oznacavamo podgraf indukovan susedima cvora x, a sa
Hy = Hy(F) = FIV(F) — Np(x) — ]
oznacavamo podgraf indukovan cvorovima koji nisu povezani sa x i nije ni x.

Mozemo primetiti da, ako je F' (4,5,25)-graf i x € V(F') ima stepen d,
tada G, je (3,5,d)-graf, a H(x) je (4,4,24 — d)-graf. Da je G, (3,5, d)-graf,
tj. ne sadrzi ni podgraf H izomorfan sa K3, ni podgraf L izomorfan sa K5
sledi iz ¢injenice, da ukoliko bi GG, sadrzao H kao podgraf, onda zajedno sa
¢vorom x imali bi Ky u grafu F, a pretpostavili smo da nema. Isto vazi da,
ukoliko bi GG, sadrzao L, onda bi i u F' imali, ali pretpostavili smo da nema.
Da G, ima d ¢vorova sledi iz definicije G, i iz pretpostavke da ¢vor x ima d
suseda. Na slican na¢in mozemo proveriti da vazi, da H, ne sadrzi ni podgraf
izomorfan sa K, (jer onda bi i graf I’ imao K4), ni podgraf izomorfan sa K
(jer elementi skupa H, nisu povezani sa z, pa zajedno sa x bi imali K5 u
grafu F). Da graf H, ima 24 — d ¢vorova sledi iz definicije grafa H,.

U prethodnom delu rada smo dokazali da vazi R(3,5) = 141 R(4,4) = 18.
Iz jednakosti R(3,5) = 14 sledi da d < 13, a iz R(4,4) = 18 da 24 — d < 17,
tj. dad>7. Znaci 7 < d < 13.

Nas cilj da je konstruisemo jednu familiju (4, 5, 24)-grafova definisanu tako
da svaki (4, 5, 25)-graf mozemo dobiti iz bar jednog ¢lana te familije dodava-
njem jednog ¢vora i nekoliko grana koje taj ¢vor povezuje sa (4, 5, 24)-grafom
iz familije.

R'(3,5,k) ¢e biti neki skup (3,5)-grafova reda manjeg od k, za k €
{7,8,9,10}, takvih da svaki (3,5, k)-graf sadrzi najmanje jedan od njih kao

36



podgraf.

Slicno, R'(4,4, k) ¢ée biti neki skup (4, 4)-grafova reda manjeg od k, za
k € {11, 12}, takvih da svaki (4,4, k)-graf ima bar jedan podgraf iz te familije.

Neka je F* jedan (4,5,25)-graf. F* ne moze biti 11-regularan, jer iz
Teoreme 1.10 znamo da broj ¢vorova neparnog stepena je u svakom grafu
paran, a graf F™* ima 25 ¢vorova. Iz toga sledi da postoji bar jedan ¢vor x za
koji mozemo izabrati ¢vor v grafa F™* sa sledetem osobinama:

a.) ako je x ¢vor grafa F* stepena manjeg od 11 (d < 10), onda neka v
bude évor grafa G,(F*) tako da G,(F*) — v sadrzi nekoliko ¢clanova
skupa R'(3,5,d) kao podgraf.

b.) ako je x ¢vor grafa F** stepena veceg od 11 (d > 12), onda neka v bude
¢vor grafa H,(F™*) tako da H,(F*) — v sadrzi nekoliko ¢lanova skupa
R'(4,4,24 — d) kao podgraf.

Znaci ako postoji (4,5,25)-graf F* onda taj graf mozemo konstruisati
tako, da nademo jedan ¢vor x za koji postoji v sa prethodnim osobinama,
pa G, i H, spajamo granama i dodajemo jos ¢vor z. Spajanjem G, i H,
dobijamo (4,5,24)-graf. Dakle, bar jedan podgraf F' grafa F* se javlja u
skupu svih (4,5, 24)-grafova.

U sledecoj tabeli su prikazane moguénosti kako mozemo izabrati predstav-
nika za G, i H,.

Gy H,
R’ (3,5,7) R (4,4,17)
R’ (3,5,8) R (4,4, 16)
R’ (3,5,9) R (4, 4,15)
R’ (3,5, 10) R (4,4,14)
R (3,5,12) R’ (4,4,12)
R (3,5,13) R’ (4,4,11)

Slika 17. Mogudi izbor za (G, H,).
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Postupak konstruisanja (4, 5, 24)-grafa F' od (G,, H,) ¢emo zvati leplje-
nje.

3.3.2 Lepljenje

U ovom delu rada ¢emo dati detaljan opis algoritma lepljenja za prva cetiri
slucaja tabele. Za ostala dva ¢emo dati kratko objasnjenje.

Za k = 7,8,9 smo uzeli da R'(3,5,k) = R(3,5,k — 1) da bi izracunali
kompletan skup (4, 5, 24)-grafova za ¢vor stepena manjeg od 9. Za R'(3, 5, 10)
smo uzeli skup od 53 (3,5, 9)-grafova koji su izabrani tako da budu §to redi.

Neka su redom G i H (3,5)-graf i (4,4)-graf. Sa F(G, H) oznacavamo
skup svih (4, 5)-grafova F, takvih da za neki ¢vor z € V(F) vazi G,(F) = G
i H.(F) = H. Pretpostavimo da su ¢évorovi grafa G oznaceni sa brojevima
0,1,2,3,...1indukovani podgrafovi su isto oznaceni sa brojevima 0, 1,2, ...
tako da, ako vazi da ¢vor je x dobio manju oznaku od ¢vora y u grafu G,
onda ¢e x dobiti manju oznaku od y i u podgrafu.

Definicija 3.9 Izvodljiv konus cvora v je podskup skupa c¢vorova V(H)
koji su sa v povezani i koji ne obrazuju Ks.

Mozemo primetiti da je Ng(v,V(H)) izvodljiv konus za svaki ¢vor v
grafa G, zato sto skup Np(v, V(H)) ne moze da sadrzi K3, jer u suprotnom
zajedno sa v bi imali Ky, a pretpostavili smo da je F' (4,5)-graf, tj. da ne
sadrzi K. Nas zadatak je da izmislimo kako da izaberemo izvodljive konuse
Co, C1, Os, . . ., jedan za svaki ¢vor grafa (G, tako da se u grafu F' ne pojavljuje
ni Ky, ni K5. Znaci moramo izbegavati sledece slucajeve:

E;: Postoje dva ¢évora skupa V(H) koji su povezane i pripadaju skupu
C, N C, za neke susedne ¢vorove v, w € V(G).
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w

Cu
G H

Slika 18. Slucaj Ej.

E;: Postoji skup od 5 —t nezavisnih ¢vorova u grafu H od kojih nijedan ne
pripada uniji Cy,, UC,,, U. .. Cy,_, za neke nezavisne ¢vorove wy, . .. wy_1
grafa G. (t = 2,3,4).

Slika 19. Slucaj Ej.

Operacija lepljenja se moze postiéi i tako da za svaki ¢vor grafa G nademo
svaki mogudi izvodljiv konus, ali umesto toga mi ¢emo podeliti skup izvodlji-
vih konusa na delove koje mozemo obraditi paralelno.
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Definicija 3.10 Interval izvodljivih konusa je skup izvodljivih konusa
(B, T]={X,BC X CT}
gde je B donga granica intervala, a T je gornja granica intervala.

Mozemo primetiti da svaki interval [B, T] sadrzi 2/71-15 izvodljivih konusa
jer ima |T'| — | B| elemenata koji pripadaju skupu 7', ali ne pripadaju skupu
B, i svaki od tih ¢vorova moze, ali ne mora da pripada izvodljivom konusu.

Neka je |[V(G)| = m. Ako su Cy,...,C, 1 izvodljivi konusi, tada sa
F(G,H;Cy,...,Cp_1) ¢emo oznacavati graf F' sa ¢vorom z tako da vaz
G.(F)=G,H,(F)=H1iC; = Np(i,V(H)), za 0 < i < m — 1. Naravno,
F ne moze biti (4, 5, 24)-graf ukoliko vazi bilo koji od uslova Ey, Es, E3, Ey.
Slicno, ako su Iy, I, ..., I, intervali, tada F (G, H; Iy, ..., I,,_1) predstav-
lja skup svih (4, 5, 24)-grafova F'(G, H; Cy, ..., Cy,_1) tako da C; € I; za svako
0<:<m—1.

Za dato H, definisemo tri funkcije Hy, Hy, H3 : P(V(H)) — P(V(H)).
Neka je X C V(H), tada:

H(X)={weV(H),vw € E(H) za neke v € X'}
Hy(X)={we V(H),vw ¢ E(H) za neke v ¢ X}

H3(X) ={w e V(H),{u,v,w} je skup od 3 nezavisnih ¢vorova u H za
neke u,v ¢ X}

Koriste¢i ove funkcije mozemo definisati nekoliko pravila suzavanja koji
vaze za niz intervala Iy, ..., I,,_1;. Pomocu pravila suzavanja svaki interval
¢emo zameniti nekim njegovim podintervalom ili ¢emo dobiti FAIL (vrednost
koja ¢e oznacavati da posmatrani interval ne daje nijedno resenje).

Neka je I; = [B;, T;] za svaki 0 < ¢ < m—1. Pravila za suzavanje ¢emo
definisati na sledeéi nacin:

a) Neka je uv € E(G).
Ako B, N B, N H{(B, N B,) # 0 onda FAIL, u suprotnom

T, :=T, — (Hi(B, N By) N By).

Ako postoji neki ¢vor ¢ € H takav da ¢ € B, N B, N H{(B, N By)
tada ¢ € Hi{(B, N B,), pa na osnovu definicije funkcije H; postoji
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neki drugi ¢vor d € B, N B, koji je sa ¢ povezan, i dobijamo slucaj
FEy. U suprotnom, od 7, oduzimamo elemente koji pripadaju skupu
H,(B, N B,) N B,. Ovako dobijen T, i dalje je izvodljiv konus za u, i
jos uvek vazi da B, C T,.

Neka je uv ¢ E(Q).
Ako H3(T,UT,) £ T,, UT, onda FAIL, u suprotnom

B, := B, U (H5(T,UT,) —T.).

Ako H3(T,,UT,) £ T, UT, tj. postoji neki ¢vor ¢ takav da ¢ € H3(T,, U
T,), ali ¢ ¢ T, UT, , onda iz definicije skupa Hj sledi da postoje
¢vorovi d i e koji ne pripadaju skupu T,,UT, i sa ¢ obrazuju skup od tri
nezavisna ¢vora, pa dobijemo slucaj F,. U suprotnom za B, dodajemo
elemente koji pripadaju skupu 7T, i ne obrazuju skup od tri nezavisna
¢vora sa elementima koji nisu u 7,, U T,,. Ovako dobijen B, i dalje je
izvodljiv konus za u, i jos uvek vazi da B, C T,,.

Neka je {u,v,w} skup od 3 nezavisna ¢vora u G.
Ako Hy(T,UT,UT,) £ T,UT,UT, onda FAIL, u suprotnom

B, :=B,U(Hy(T,UT,UT,) — (T, UTy)).

Ako postoji neki ¢vor ¢ takav da ¢ € Hy(T,,UT,UT,), alic ¢ T,UT,UT,
tada na osnovu definicije funkcije Hs sledi da postoji neki drugi ¢vor y
koji nije povezan sa c i ne pripada skupu 7,,UT,, UT,,. Dobijamo slucaj
Ej5. Inace u skup B, ¢vorova koji moraju biti povezani sa u dodajemo
sve one koji bi, u suprotnom, sa u,v,w i jo§ jednim ¢vorom (koji nije
uT,UT,UT,) ¢inio nezavisan skup.

Neka je {u,v,w, z} skup od 4 nezavisna ¢vora u G.
Ako T,UT,UT,UT, #V(H) onda FAIL, u suprotnom

B,:=B,U(V(H)— (T, UT,UT,)).

Ako postoji neki ¢évor ¢ takav, da ¢ € H ali ¢ ¢ T, UT, UT,, onda
dobijamo FEy, tj. {u,v,w, z, ¢} je skup nezavisnih ¢vorova. U suprotnom
za B, dodajemo elemente koji pripadaju skupu 73, ali ne pripadaju
skupu T, UT,, UT,. Ovako dobijen B, i dalje je izvodljiv konus za u, i
vazi da B, C T,,.
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Lema 3.11 Neka je primenjeno neko pravilo suzZavanja na Iy, ..., I, 1. Ako
se pojavljuje FAIL, onda F(G, H; Iy, ..., Ipn—1) = 0.

Inace F(G,H; Iy, ..., Iy1) = F(G,H; I}, ..., I _|) gde je I}, ... I, | niz
intervala dobijen posle primene pravila suZavanja.

Dokaz. Posmatrajmo pravilo a). Neka je cd € F(H) jedna grana takva da
jece B,NB,ideT,N B,. Jasno, u ne moze biti povezan ¢vorom d, jer
tada bi dobili K4 sa évorovima wu, v, w,d. (sledi iz slucaja E7). Prema tome
F(G, H;Iy,..., I, 1) =0 zad e B,. Inace d mozemo eliminisati iz T,.

Kod pravila b) neka su ¢ i d évorovi grafa H takvi da ¢, d ¢ T,,UT, i neka
je e ¢vor grafa H\T, koji nije povezan sa ¢vorovima c i d. Jasno je da e mora
biti povezan ¢vorom wu, jer inace bi dobili {u,v,c,d, e} kao skup nezavisnih
¢vorova, tj. slucaj E,. Prema tome F(G,H;Iy, ..., I, 1) = 0 zae ¢ T,.
Inace e mozemo dodati skupu B,,.

Kod pravila ¢) neka je c € H\T,UT,UT, i neka je d évor grafa H\T,UT,
koji nije povezan sa ¢vorom c. Jasno je da d mora bit povezan sa u jer inace
bi imali skup nezavisnih évorova {u, v, w, ¢, d}, tj. dobili bi slucaj F3. Prema
tome F(G,H;Iy,...,I;,1) = 0 za d ¢ T,. Inace d mozemo dodati skupu
B,.

Analogno, ako posmatramo pravilo d)i pretpostavimo da postoji ¢vor
ce H\T,UT,UT,UT, onda dobijamo F(G, H; Iy, ..., I, 1) = jer ¢vorovi
{u,v,w, z, c} obrazuju skup od pet nezavisnih ¢vorova, tj. imamo slucaj Ej.
Jasno je da ¢ mora biti povezan sa u pa mozemo dodati skupu B,,. O

Ako vise puta primenimo pravila suzavanja, posle nekokiko koraka ¢emo
dobiti FAIL, ili ¢emo do¢i u situaciju da ne mozemo vise smanjiti interval.
U nastavku ¢emo dokazati da krajnji rezultat ne zavisi od redosleda primena
pravila suzavanja.

Definicija 3.12 Neka je (X, <) parcijalno ureden skup i neka je ® familija
funkcije koje preslikavaju X u X. Ako za ¢ € ® vazi da:

(F1): za svako x € X, ¢(x) < x , onda kaZemo da je ¢ regresivna funkcija

(F2): za svako x,2' € X, v < 2’ = ¢(x) < ¢(2'), onda kazemo da je ¢
neopadajucéa funkcija.

(F3): za svako xz,2" € X, v < 2’ = ¢(x) > ¢(2'), onda kaZemo da je ¢
nerastucéa funkcija.
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Definicija 3.13 Neka svaka funkcija ¢ € ® ima osobinu (F1) i (F2) za
z,x' € X. Ako je ¢(x) = x za Vo € ® tada za x kaZemo da je P-stabilan.
Sa ®*(z) éemo oznaciti skup svih moguéih kompozicija funkcije familije
o .
*(2) ={¢nogp-10---0di(z) | ¢1,... 0 € ,n € N}

Lema 3.14 Za svaki x € X, ®*(z) sadrzi tacno jedan ®-stabilan elemenat.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji dva ®-stabilna elementa.
Neka su

y=6,(..0n(x)...)
Y = (... ).

O-stabilni za @1, ¢o, ..., 0, &), &5, ... ¢, € ®. Iz pretpostavke da je y -
stabilan sledi da vazi jednakost

y =& (¢ (... d1(2)...).
Iz osobine (F'1) znamo da ¢,(...¢1(z)...) < z. Iz ove nejednakosti i

osobine (F2) dobijamo da @.(... (¢} (ér(. .. P1(x)...) < @L(... P\ (x)...), tj.
day <y’
Analogno, iz pretpostavke da je ¢y ®-stabilan sledi:

Y=o (01(d( . S () )
Iz osobine (F'1) i (F2) dobijamo nejednakost ¢,.(. .. (¢1(P4(. .. ¢y (z)...) <

Or(co 1), ), tj. day <y
Na kraju iz te dve nejednakosti dobijamo da je y = ¢/, tj. imamo samo
jedan P-stabilan elemenat. |

Da bi primenili prethodnu lemu za date G i H, pretpostavimo da je X

skup svih m-torki intervala ([ly,...,I,,—1) zajedno sa FAIL. Kazemo da je
x <z’ ako je x = FAIL ili ako za x = (ly,..., L) i2’ = (1},..., 1), ;) vazi

I, C I za 0 < i < m. Neka je ® skup svih pravila suzavanja koja imamo
na raspolaganju i svako pravilo suzavanja prosireno tako da jos FAIL slika u
FAIL.

Posmatrajmo funkcije Hy, Hy i Hj.

Teorema 3.15  a) Funkcija H1(X) je monotono neopadajuca funkcija.
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b) Funkcija Hy(X) je monotono nerastuéa funkcija.

c) Funkcija H3(X) je monotono nerastuca funkcija.

Dokaz.

a)

Sa Hy(X) oznacavamo skup ¢vorova u H koji su povezani nekim évoro-
vima iz skupa X, gde je X C H. Ako smanjimo skup X, onda ¢e se i
skup H;(X) smanjiti ili ¢e ostati isti, jer ako imamo manji skup, onda
broj elemenata koji su povezani sa elementima datog skupa sigurno
se nece povecCati. To znaci da je funkcija H; monotono neopadajuca
funkcija, tj. zasvako Xy, Xy € V(H) vazidaiz X; C Xy sledi Hy(X;) C
H1 (XQ)

Posmatrajmo definiciju skupa Hs(X)

Hy(X) ={w € V(H),vw ¢ E(H) zaneke v ¢ X}. Ako smanjimo
skup X, onda ¢emo imati vise elemenata v koji ne pripadaju skupu
X, pa broj elemenata w u H za koji vazi vw ¢ E(H) sigurno se nece
smanjiti. To znaci da je funkcija Ho(X') monotono nerastuca funkcija,
tj. zasvako X1, Xy € V(H) vazidaiz X; C Xy sledi Ho(X;) 2 Hy(X5).

Sa H3(X) oznacavamo skup ¢vorova u H koji obrazuju skup od tri
nezavisna ¢vora u H sa nekim ¢vorovima koji nisu u skupu X. Opet
vazi da, ako smanjimo skup X, onda se skup H3(X) neée smanjiti, jer
¢emo imati vise elemenata koji ne pripadaju skupu X, pa ¢emo imati
viSe ili jednako moguénosti da nademo ¢vorove koji obrazuju skup od
tri nezavisna cvora. Sledi da je funkcija H3(X) monotono nerastuca
funkcija, tj. da za svako Xy, Xy € V(H) vazi da iz X; C X sledi
H3(X:) 2 H3(Xy).

O

Nas cilj je, da pomocu pravila suzavanja pove¢amo donje granice i smanji-

mo gornje granice intervala. Sada posmatrajmo pravila.

Pod a) ako uspemo da povecavamo B, i B, ili bar jedan od njih, onda ¢e

se povecati i B, N B,. Znamo da je H; monotono neopadajuca funkcija, pa
sledi da ¢e se povecati i Hy(B, N B,) ili ¢e ostati isti. To znaci da ¢emo iz T,
oduzeti vedi ili isti skup, tj. T, ¢e se smaniti ili ¢e ostati isti.

Pod b) ako smanjimo T, i T}, ili bar jedan od njih, onda ¢e se smanjiti i

T, UT,. Posto je H3 monotono nerastuca funkcija dobijamo da H3(T, UT,)
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¢e se povecati ili ¢ée ostati isti. Vrednost zagrade (Hs3(T, UT,) — T,) Ce biti
veca ili ¢e ostati ista, pa sledi da novi B, ¢e biti veéi ili jednak sa starim B,,.

Pod ¢) Ako smanjimo T, T, i T,, ili bar jedan od njih onda ¢e se Hy(T, U
T, UT,) povecati ili ée ostati isti zbog ¢injenice da je Hy monotono nerastuca
funkcija. Vrednost zagrade (Hy(T, UT, UT,) — (T, UT,)) ¢e se povecati ili
¢e ostati ista, pa novi B, ¢e biti vedi ili jednako sa starim B,,.

Pod d) se ne pojavljuje nijedna od tri funkcije, ali mozemo videti da
smanjenjem T, T, i T, zagrada Ce se povecati, pa novi B, ¢e biti ve¢i nego
stari B,,.

Gore navedene osobine funkcije Hy, Hy i H3 i ¢injenica da je ®* konacan
garantuje da ima najmanje jedan ®-stable element. Rezultat koris¢enja
pravila suzavanja sve dok ne dobijemo FAIL ili interval koji ne mozemo
viSe smanjiti ¢emo nazvati suzavanje. Suzavanjem zapravo zamenimo niz
intervala (lo, ..., L,_1)saC(G,H; Iy,..., In_1),gdeje C(G,H; Iy, ..., In_1)
ili FAIL ili ®-stabilan niz intervala (1j,..., 1, ;) takavda I C I; za 0 <i <
m.

Fundamentalna teorema o suzavanju glasi ovako:

Teorema 3.16 Ako C(G,H; Iy, ..., I, 1) =FAIL onda F(G,H, Iy,..., I, 1)
= (), inace definisemo niz intervala kao (15, ..., 1}, 1) = C(G, H;Io, ..., In_1).

’ytm—1
Tada F(G,H, 1}, ..., Il ) = F(G,H,Iy,..., L) i za|l}| =[] = =
\I' | =1 vazi da F(G,H, 1j,...,1, ) sadrzi jedan (4,5)-graf.

Dokaz. Ako je C(G, H; Iy, ..., I, 1) =FAIL onda F(G, H, Iy, ..., I,_1) =
(), tj. ako dobijemo FAIL pri koriséenju pravila suzavanja onda ne postoji
(4,5,24)-graf F(G, H,Cy, . ..,Cy,_1) takav da C; € I; zasvako 0 <i < m—1,
gde smo C; definisaali kao skup susednih ¢vorova ¢vora i u skupu V(H). Ako
se ne pojavljuje FAIL onda svaki interval I; mozemo smanjiti, tj. zameniti
sa nekim drugim intervalom 1] C I; tako da vazi F(G, H,Ij,.... I, ;) =
F(G,H, Iy,...,I,-1). Sve ovo smo dokazali kod Leme 3.3.4. Jedino §to
je ostalo da dokazemo je, da ako |Ij| = |I{| = --- = |Il,_;| = 1 onda
F(G,H, I}, ..., I, ) se sastoji od jednog (4,5)-grafa. Ovaj deo teoreme
sledi iz ¢injenice da postojanje K, i skupa od pet nezavisnih évorova bi
uzrokovalo da odgovarajué¢im pravilima suzavanja dobijemo FAIL. O
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Svaki put kada pravilo suzavanja modifikuje interval, broj izvodljivih
konusa koje taj interval sadrzi je prepolovjen. Zato je i ovaj nacin lepljenja
uspesan.

Sada mozemo videti kako izgleda lepljenje pomoc¢u intervala. Pretpostavi-

mo induktivno da imamo niz intervala (I},...1I._;) za G[{0,1,...,r — 1}]
takav da nijedan interval niza ne mozemo vise smanjiti. Posmatrajmo graf
G[{0,1,...,7}].

G[{0,1,...,7}] ima oblik C(G[{0,1,...,r},H;1;...I._,, 1) gde je I,
interval koji ne uzrokuje FAIL.

Ako imamo niz intervala (1j,...1}, ;) za G gde nijedan interval niza
ne moze vise da se smanji, onda lako mozemo naéi F(G, H). Nizovi takvi
da |I}| = |I]| = -+ = |I],_;| = 1 imaju samo jedno resenje kao §to smo
dokazali kod Teoreme 3.14. Nizovi kod kojih za neke I} vazi da I] = [B], T}
za B! # T] mogu biti podeljeni na disjunktne delove C(G, H; I}, ..., [B;U
{w}, T7],..., I}, ) 1 C(G,H; 1},...,[B, T, — {w}],...,I,_,) za neke w €

T! — B.. Naravno elemente koje uzrokuju FAIL izbacujemo.

Problem ovog metoda, da obi¢no postoji oko 100 intervala koji mogu biti
izabrani za I, i ve¢ina njih dovodi do FAIL. Autori su koristili dodatne ideje
(koje ovde ne¢emo objasnjavati) da ubrzaju postupak lepljenja.

Za poslednja dva reda tabele sa Slike 17. autori su koristiti slican algori-
tam, ali zamenili su uloge grafa G i H. Posto je H (4,4)-graf ne¢e nam
trebati pravilo suzavanja pod d.), ali treba¢e nam novo pravilo za trouglove
u H. Posto je broj (4,4)-grafova veéi u odnosu na broj (3, 5)-grafova, autori
su izabrali R/(3,5,k) tako da sadrzi grafove sa brojem ¢vorova manje od
k—1.

Za k = 12 koristili su 23(4, 4, 7)-grafova i 51(4, 4, 8)-grafova. Za k = 11 su
koristili 28(4, 4, 8)-grafova i 113(4, 4, 9)-grafova. Pomoc¢u algoritma lepljenja
dobili su grafove sa 21 ili 22 ¢vorova koji su na sve moguce nacine bili prosireni
na 24 ¢vora.

3.3.3 Dodavanje ¢vora v

U ovom delu rada pokazemo kako su autori napravili algoritam koji dodaje
jedan ¢évor (4, 5)-grafu.

Neka je F' jedan (4,5,n)-graf. Zelimo naéi sve moguée nacine kako novi
¢vor v moze biti povezan grafom F da bi dobili (4,5,n + 1)-graf.
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Jasno je da je potreban i dovoljan uslov da N (v, V(F)) ne sadrzi nijedan
podgraf izomorfan sa K3 i seCe svaki skup od cetiri nezavisna ¢vora u F.

Neka je X1, X, ..., X, spisak koji sadrzi sve trouglove i skupove od cetiri
nezavisna ¢vora u F'. Slicno kao kod lepljenja mozemo konstruisati intervale
podskupova [B,T] u V(F). Neka je Z skup svih ovakvih intervala, tj. Z :=
{10,V ()}

Algoritam prosirenja treba da proveri za svako X; da li je trougao ili skup
od cetiri nezavisna ¢vora.

Ako je X; trougao onda za svaki interval [B, T'] takav da X; C T proverava
da li je X; C B. Ako jeste, onda brise interval [B,T] iz skupa svih intervala
Z. Ako nije, onda interval [B,T| zamenjuje intervalima
BU{y1,- - yi15, Ty zaj =1,2,... k, gde X\\B = {y1,...,ux}.

Ako je X; skup cetiri nezavisna ¢vora, onda za svako [B,T] € Z takav da
X;NB = () treba da proveri da li je X;NT = ). Ako jeste, onda treba da brise
interval [B,T| iz Z. Ako nije, onda treba da interval [B, T] zameni intervalom
BU{yb, TN\{v1, -yt zaj=1,2,... .k gde je X NT = {y1,..., yk}-

Po zavrsetku algoritma, Z ¢e sadrzati skup disjunktnih intervala ¢ija unija
je skup svih mogucih suseda ¢vora v.

3.3.4 Rezultat istrazivanja

Bile su konstruisane dve odvojene implementacije algoritama opisanih u
prethodnim delovima rada, jedan od svakog autora. Ove dve implementacije
su zahtevale vise od 3 godine.

Kao rezultat ovih istrazivanja pronadeno je oko 250000 (4,5, 24)-grafa.
Koriste¢i dva nezavisna programa za prosirenje (4, 5,n)-grafa do (4,5,n+1)-
grafa pokazalo se da ovi grafovi ne mogu biti prosireni do (4,5, 25)-grafa.
Zmaci dobili smo glavnu teoremu:

Teorema 3.17 R(4,5)=25
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Zakljucak

U radu smo formulisali i dokazali kona¢nu i beskona¢nu Remzijevu teoremu.
Definisali smo pojam Remzijevog broja i dali smo neke gornje i donje granice
tih brojeva.

Upoznali smo se sa razlicitim metodama za dobijanje granice Remzijevih
brojeva kao Sto je na primer probabilisticki metod.

Dokazali smo da vazi R(3,3) =6, R(3,4) =9, R(3,5) = 14, R(4,4) = 18
i u poslednjem delu rada opisali smo ideju dokaza da je R(4,5) = 25. Ovu
poslednju jednacinu su dokazali McKay i Radziszowski 1995. godine pomocu
racunara. Oni su izmislili algoritme kojim su skratili vreme potrebno da
nadu grafove sa 25 ¢vorova koji ne sadrze ni podgraf izomorfan sa K, ni
podgraf izomorfan sa K5. Njihovi rac¢unari su radili vise od 3 godine i na
kraju su dobili da ne postoji nijedan takav graf, tj. vazi R(4,5) > 25. Da
je R(4,5) < 25 je dokazano ranije, pa iz ove dve nejednacine sledi da vazi
R(4,5) = 25.

Iz ovog primera se vidi koliko se tesko racunaju Remzijevi brojevi R(k, 1)
i za relativno male k i [.

Erdés Pal (1913-1996), madarski matematicar, jednom je rekao da ako
zamislimo da dolaze vanzemaljci i traze da odredimo broj R(5,5) ili unistava-
ju planetu, onda ¢e nam trebati rad svakog matematicara i kompjutera da bi
nasli vrednost tog broja, ali ako traze vrednost broja R(6,6), onda trebalo
bi da ucinimo sve Sto mozemo da ih pobedimo.
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