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Predgovor

ReSavanje nelinearnih jednafina je znaCajna oblast numericke matematike.
Postupci za reSavanje jednacina imaju veliku primenu u raznim naukama, gde se mnogi
problemi svedu na re$avanje nelinearnih jednadina. Za mnoge jednaine nije moguce
odrediti ta¢no reSenje pomocu formula koje sadrZe elementarne algebarske operacija 1
funkcije. Zato se ovakve jednacine reSavaju samo priblizno, primenom nekog numeri¢kog
(iterativnog) postupka.

U master radu posmatramo neke numericke postupke Sestog reda konvergencije za
numericko reSavanje nelinearne jednacine sa jednom nepoznatom f(x)=0 zashivane na

modifikacijama postupka Ostrovskog. Pretpostavljamo da u posmatranom intervalu [a,b]
funkcija f ima jednostruko reSenje «, tj. da je f'(a)#0. Polaze¢i od Njutnovog
postupka, koji je drugog reda konvergencije, dajemo modifikacije C¢iji je red
konvergencije Sest. Postupajuc¢i na sli¢an na¢in kao u radu [15] dajemo nove familije
postupaka Sestog reda konvergencije.

Master rad je podeljen u Cetiri dela. U prvom delu rada dajemo oznake, definicije i
teoreme koje ¢emo koristiti u daljem radu. Drugi deo rada sadrzi teoreme 1 algoritme koje
se odnose na iterativne postupke Sestog reda konvergencije za reSavanje nelinearnih
jednacina. U tom delu opisujemo neke poznate postupke Sestog reda konvergencije.

U tre¢em delu, kao originalni rezultat, uvodimo jednu familiju postupaka Sestog
reda konvergencije. Ona zavisi od Cetiri parametra, a za posebne vrednosti parametara
pokazujemo da su postupci iz tre¢eg dela specijalni sluc¢ajevi posmatrane familije. Pod
odredenim pretpostavkama, dokazujemo konvergenciju Sestog reda ove familije
postupaka i odredujemo asimptotsku konstantu greske konvergencije. U poslednjem delu
rada prikaza¢emo numeric¢ke eksperimente uradene u programskom paketu Mathematica.

Za odredivanje izvoda funkcija koraka iterativnih postupaka, njihovo sredivanje i
pojednostavljivanje Kkoristili smo Mathematica-u. Intersantno je da je Neta jo§ 1979.
godine u iste svrhe koristio paket MACSYMA.

Na korisnim sugestijama i savetima zahvaljujem se svom mentoru dr Dragoslavu
Hercegu.

Novi Sad, maj 2014. Renata Firstner



1 Neke oznake, definicije i teoreme

1.1 Oznake
R
{Xk}
D = [a,b]
C*[a,b]
Lip,[a, b]
a

_ Y@
T i (@)

en =X, —«

€n+1 = Cenp + O(enp+1)

_ &n+1
C= o
p
m

1
pm

skup realnih brojeva
niz brojeva xg, x4,...
interval kojem pripada niz {x;}

skup k-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na
intervalu [a, b]

skup funkcija koje na intervalu [a,b] zadovoljavaju
Lipsicov uslov sa konstantom vy

reSenje jednadine f(x) =0

asimptotska konstanta greske

greSka U n-toj iteraciji
jednacina greske

asimptotska konstanta greske

red konvergencije iterativhog postupka

broj funkcionalnih evaluacija datog postupka

indeks efikasnosti postupka



1.2 Definicije

Definicijal.  Za dve jednacine kazemo da su ekvivalentne na intervalu [a, b] ako
su resenja koja pripadaju intervalu [a, b] jedne jednacine resenja druge jednacine i
obrnuto.

Definicija 2.  Svaki realan broj o, za koji vazi da je f(a) = 0, nazivamo resenje
jednacine f(x) = 0.

Definicija 3.  Broj a je resenje visestrukosti k jednacine f(x) = 0 ako je
fx) = (x — a) g(x)

pri cemu je funkcija g ogranicena u a i vazi g(a) # 0. Za k se uvek uzima pozitivan
ceo broj. Ako je k = 1, onda kazemo da je koren prost ili jednostruk, a ako je k > 1
onda je visestruk.

Definicija4. Neka je ¢:D — R neprekidna funkcija. Broj « € D za koji vazi
a = @(a) je resenje jednacine x = @(x) i naziva se nepokretna racka funkcije ¢.

Neka je x, proizvoljan broj iz intervala [a, b]. Formirajmo niz brojeva x,, x4, ...
prema

Xpr1 = @(xg), k=0,1,..

Ovaj niz je moguée formirati samo ako ¢(x;) € [a,b], k =0,1,.. zbog
definisanosti funkcije ¢ na intervalu [a, b]. O¢igledno, ako funkcija ¢ preslikava interval
[a, b] u samog sebe, vazi ¢(x;) € [a,b], k = 0,1, .... Ako je niz x, x4, ... dobro definisan
i ima grani¢nu vrednost, tj. za neko a € [a, b] vazi lim;_ x;, = a, onda je a reSenje
jedna¢ine x = @(x) ako je funkcija ¢ neprekidna na intervalu [a, b]. Naime, iz ¢(x) €
[a, b], za svako x € [a, b] sledi @ € [a, b], a zbog neprekidnosti funkcije ¢ vazi

a= kh_)r(r}o X1 = ]}g(r)lo p(xp) =@ (]}1_{?0 xk) = ().

Dakle, ako niz xg,xy,.. konvergira, njegova grani¢na vrednost a je reSenje
jednacine x = ¢(x), a ¢lanovi tog niza aproksimiraju to resenje.

Ovaj postupak, u kome racunamo vrednosti xg,xq,.. prema x,,q = @(x;),
k = 0,1... se naziva iterativni postupak (postupak sukcesivnih aproksimacija), gde je
x+1 = @(x;) iterativno pravilo, funkcija ¢ je funkcija koraka, a niz x,, x;, ... je iterativni
niz. Prvi ¢lan tog niza je pocetna aproksimacija. Kada iterativni niz konvergira kazemo da
iterativni postupak konvergira.

Definicija5.  Funkcija ¢ zadovoljava Lipsicov uslov na intervalu D ako postoji
konstanta y takva da za svako x,y € D vazi

lp(x) — | < ylx —yl.
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Konstanta y se naziva LipSicova konstanta. Ako je y < 1 onda se ova konstanta
naziva konstanta kontrakcije, a funkcija ¢ se naziva kontrakcija ili kontraktivno
preslikavanje.

Definicija6.  Neka je lim_,, x;, = a. Ako postoji konstanta C € [0,1) i ceo broj
K > Otakavdazak > K vazi

%41 — @l < Clxy — al
kaze se da je niz x,, x4, ... linearno konvergentan.
Ako postoje konstante p > 1,C > 0 i ceo broj K > 0 takav da za k > K vazi
%41 — al < Clxy — al?

kaze se da niz x,, x4, ... konvergira ka a sa redom bar p. Za p = 2 konvergencija je
kvadratna, a za p = 3 kubna.

Definicija7. Red konvergencije iterativnog postupka jednak je redu
konvergencije iterativnog niza dobijenog posmatranim iterativnim postupkom.

Da bi se odredio red konvergencije ¢esto se posmatra konstanta

. xgy1 — al
n = lim ————.
koo |x, — al?

Ukoliko ovakva konstanta postoji postupak je bar reda p. Ako je n # 0, postupak
je reda p i n se naziva asimptotska konstanta postupka. Ako jen = 0, posmatra se
grani¢na vrednost sa p + 1 u eksponentu imenioca. Ako je opet n = 0, uzima se p + 2
itd, dok se ne dobije konstanta razli¢ita od nule.

Definicija 8.  Kazemo da je iterativni postupak sa redom konvergencije p, brzi
od iterativnog postupka sa redom konvergencije p, ako je p, > p,.

Definicija9.  Jednacina greske postupka je
en+l = Cer? + O(enp+l)

gde je e, = X, —a greska u n-t0j iteraciji, C asimptotska konstanta greske i p red
konvergencije.

1
Definicija 10. Indeks efikasnosti iterativnog postupka je p™, gde je p red

konvergencije iterativnog postupka, a m broj izracunavanja funkcija po iteraciji.

Definicija 11. Lagranzov oblik interpolacionog polinoma za date ¢vorne tacke

(x,y;),i=0,1,...,n,je



X=X,

L= v[]

i=0 =0 Xi — Xj

J#i

Odredivanje reda konvergencije nije uvek jednostavno i time se ovde ne¢emo
baviti. Naves¢emo samo red konvergencije onih postupaka koje budemo posmatrali. Red
konvergencije se koristi za uporedivanje brzine konvergencije.

1.3 Teoreme

Za reSavanje jednaéina oblika f(x) = 0 posmatracéemo ekvivalentne jednacdine
oblika x = ¢(x) i odgovarajuce iterativne postupke oblika

Xer1 = @(x), k=0,1,...

Navodimo nekoliko teorema iz [3] koje se odnose na jednainu x = @(x) I
teoremu o redu konvergencije jednokora¢nog postupka koja je data u [14].

Teoremal. Neka je g(x) #0 za x € [a,b]. Tada su jednacine f(x) =10 i
x = @(x)sa@(x) =x— glx)f(x) ekvivalentne na intervalu [a, b].

Teorema?2. Neka je ¢ neprekidna funkcija na intervalu [a,b] i
¢(a),p(b) €[a,b]. Tada postoji « €[a,b] takvo da je ¢(a) =«.

Teorema 3.  Funkcija koja zadovoljava Lipsicov uslov na intervalu D je
neprekidna na tom intervalu.

Obrnuto ne mora da vazi, tj. neprekidna funkcija na intervalu D ne mora da
zadovoljava Lips$icov uslov na istom intervalu.

Teorema 4.  Ako funkcija ¢ ima u intervalu [a,b] prvi izvod za koji na tom
intervalu vazi |¢' (x)| <y, onda ¢ € Lip, [a, b].

Teorema 5. Neka je ¢ kontrakcija na intervalu [a,b] i neka preslikava taj
interval u samog sebe. Tada iterativni niz {x; } odreden sa

Xier1 = @(xp), k=01,..

sa proizvoljnim x, € [a,b], konvergira ka jedinstvenom resenju a € [a,b] jednacine
x = @(x)ivazi

gde je y Lipsicova konstanta kontrakcije funkcije ¢.



k
Elxl_xOl definisane u prethodnoj teoremi

nazivaju se aposteriorna i apriorna ocena greske.

Vrednosti nylxk—xk_ll i

Pored apriorne i aposteriorne, ¢esto se koristi i slede¢a ocena greske koja ne zavisi
od iterativne funkcije ¢.

Teorema6. Neka feC'(D) i |f (x)[>m>0 za x€D. Ako je a €D
reSenje jednacine f(x) = 0ix, € D,k =0,1, ..., onda je

e — al < lf(:lk)l'

Ova ocena se naziva Lagranzova ocena greske
Teorema 7.  Red konvergencije jednokoracnog postupka
Xpi1 = @(x,), n=0,1, ...
je pozitivan ceo broj. Ovaj postupak ima red konvergencije p ako i samo ako je
a=p@), oV (@)=0, j=12,..,p-1 ¢ (a)=0.

Red konvergencije i asimptotske konstante greske svih postupaka koje
posmatramo u ovom radu odredujemo koristeci prethodnu teoremu. U zavisnosti od p za

asimptotske konstante greske uzimamo

£
a dobijeni rezultat izrazavamo preko konstanti C; = ?((a))’ ]=23....
' (a

Kako su funkcije koraka posmatranih iterativnih postupaka slozene i
izraCunavanje njihovih izvoda nije jednostavno, taj posao smo prepustili programskom
paketu Mathematica.



2 lterativni postupci Sestog reda konvergencije

Jedan od najpopularnijih postupaka za reSavanje jednaCina oblika f(x)=0 je
Njutnov (ili Njutn-Rafsonov) potupak. Ovaj postupak poti¢e od Njutna, ali ga je u
danasnjem obliku formulisao Rafson 1690. godine. Njutnov postupak za racunanje
jednostruke nule nelinearne jednacine je modifikovan na mnogo nacina. Cilj tih
modifikacija je povecanje reda konvergencije uz S$to manji broj evaluacija funkcija i
njenih izvoda. U ovom delu navodimo nekoliko postupaka Sestog reda konvergencije, a u
sledeCem delu i neka nasa uopstenja ovih postupaka. Za odredene posebne vrednosti
parametara nasi postupci sadrze neke dobro poznate postupke.

2.1 Njutnov iterativni postupak

U osnovi Njutnovog postupka je aproksimacija funkcije, ¢ije se nule traze,
linearnom funkcijom. Ova aproksimacija se posmatra u blizini nule koja se trazi. Kao
aproksimaciona funkcija se koristi linearna funkcija ¢iji grafik je tangenta funkcije f u

izabranoj tacki (X,, f(X,)), gde je X, pocetna aproksimacija reSenja. Presek tangente i
X —0Se je X, nova aproksimacija trazenog resSenja. Zatim se postavlja nova tangenta na
krivu u tacki (x,, f(x,)) ipostupak se nastavlja.

Jednacina tangente u tacki (X,, f(X,)) je

y(X) =f (Xo) + f '(Xo)(x - Xo)

Kao aproksimaciju reSenja « jednaCine f(X)=0 uzimamo X, reSenje jednaline Y(X)=
0.

f(x
X =X — ,( 0)'
f'(%,)
ako je
f'(x,)#=0.



Ovaj postupak se moze ponavljati sve dok je f'(x,)#0. Ako je x, k-ta aproksimacija
reSenja posmatrane jednacine, onda je sledeca aproksimacija

F04)
Xy =X, — :
k+1 k f’(xk)

Njutnov postupak se moze posmatrati i kao postupak oblika

X = P(X)
gde je
f(x)
X )= X — :

Teorema 8. (O lokalnoj konvergenciji [3]) Neka postoje konstante » i m >0
takve da za svako x,y e(a,b) vazi
[T/ (y) - F')[<yly-x i [f'(X))=m

Ako jednacina f(X)=0 ima resenje o €(a,b), onda postoji >0 takvo da za
X, sa osobinom da |x,—a|<&, niz X,x,.. definisan Njutnovim iterativnim
postupkom postoji i konvergira ka « . Pri tome vazi

v 2
X ., —a<—Ix —af,k=01,....
| k+1 | 2m| k |
Na osnovu te teoreme i definicije o redu konvergencije iterativnog postupka dobijamo da

je Njutnov iterativni postupak barem drugog reda konvergencije.

Teorema 9. (O globalnoj konvergenciji [3]) Neka funkcija f pripada skupu
C’[a,b]. Ako f’i f"ne menjaju znak na [a,b] i f(a)f(b)<O0, onda za svako
X, € [a, b] za koje vaZi

f(%,)f"(x,) >0

Njutnov iterativni postupak konvergira ka jedinstvenom resenju o € (a,b)

jednacine f(X)=0 ivazi

x € [a,b] f'(x)>0 f'(x)<0
f"(x)>0 X > Xy X < X
f"(x) <0 X < X X > Xy




2.2 Familije Sestog reda konvergencije

Postupci Sestog reda konvergencije su brojni u naucnoj literaturi. Navodimo samo
neke [1], [2], [6], [8-10], [13] i [15]. Mnogi od postupaka Sestog reda koriste ideju
postupka Ostrovskog da se Njtnov postupak ubrza preko dva dodatna koraka upotrebom
funkcija koje kao argument koriste tekucu aproksimaciju dobijenu Njutnovim postupkom
i njenu sledecu aproksimaciju. Jedan od znacajnijih postupaka tog oblika je postupak
Neta [10]. Kasnije su istu ideju koristili Grau, Diaz-Barrero [2] i Sharma, Guha [15]. Neta
I Sharma, Guha uvode po jedan parameter sa ciljem da se smanji asimptotska konstanta
greske.

U ovom radu dajemo jednu beskona¢nu familiju postupaka Sestog reda, koja kao
specijalne sluCajeve sadrzi navedene postupke Neta [10], Grau, Diaz-Barrero [2] i
Sharma, Guha [15].

Postupke koje posmatramo mozemo zapisati u obliku

_fx)
F'(%,)

Yo =X,

_y _fOw
Zy =Y, f'(xn)h(s)

_, 1@)
Xn+l Zn f ,(Xn) H (S)

gde je

f(y,)
f(%)

Funkcije h i H se definiSu za svaki postupak posebno.

S=

Polaze¢i od aproksimacije X, nova aproksimacija X ., kod posmatranih

n

postupaka dobija se kao vrednost F(x,) funkcije F
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f[x_.ffx)j f[x_.ffx)j
o —xt0 U o) £
IONEES f09

f(x__f;x)j f(x__fgx)j
ot Ut (0

O f(9) f(x__f(x)j
_ ’ £
f'() f(9

Red konvergencije postupka
X, =F(X,),n=01,...
moze se odrediti na osnovu teoreme 7.

Teorema 10. Neka je f : 1 — R realna funkcija definisana na I, gde je I okolina

prostog korena a od f(x). Pretpostavimo da f(x) ima neprekidne izvode sve do
Sestog reda na 1. Red konvergencije postupka

X, =F(X,),n=01,...
je 6 ako je
a=F(a), F(a)=0, j=12..5, F%(a)=0.

. . F9%a)
Asimptotska konstanta greske je :

Izvode funkcije F moZemo odrediti koriste¢i programski paket Mathematica.
Izrazi kojima su definisani izvodi su glomazni, te ¢emo posmatrati samo vrednosti tih
izvoda za x =« . Posmatraju¢i dobijene izraze odredicemo koje osobine funkcije h i H
treba da zadovoljavaju da bi na§ postupak x,,, =F(x,), n=0,1... bio Sestog reda. Da

bismo mogli odrediti izvode funkcije F potrebno je da poznajemo vrednosti izvoda

f(x— f(x)

f'(x)

funkcije s(x) _Tj. Direktno posmatranje funkcije s(x) i njenih izvoda nije
X

. .. 0 )
moguée zbog toga §to s(«) nije definisano (S(a)za). Medutim, ako se posmatra
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Tejlorov razvoj funkcije s(x) ovaj problem se moze prevaziéi. Kako je za neko 7 izmedu

f(x)
X1 X m
()= f(X)f”(ZX) B f(‘°’)(><)1‘(3><)2 N f‘4)(f)f(1<)3
2£'(X) 6f'(x) 24 '(x)
dobijamo
s(a)=0, s'(a)=C,, s"(a)=-6C;+4C,, s"(a)=6(8C;-10C,C,+3C,)

s (@) =-24(20C; -37C;C, +8C; +14C,C, -5C, )
s'¥ (o) =120(48C; —118C;C, +51C.C, —22C,C, +C, (55C; — 24C; ) +10C, )
s (a) = —720(112C¢ —344C;C, - 26C: +163CJC, +15C? + 7C2(36C2 —13C,)
+39C,C, +C,(~150C,C, +51C,) — 21C,)
Imajuéi to u vidu dobijamo
F(a)=a, F'(a)=0, F"(a)=2C,(h(0)-1)(H(0)-1).

Da bi dobili F"(a)=0 mora biti h(0)=1 ili H(0)=1. Posmatraemo prvi slu¢aj
h(0) =1. Ovim uslovom dobijamo

F"(a)=6C2(H(0)-1)(h'(0)-2).
Uzimaju¢i h'(0) =2 dobijamo F"(a)=0 i
F“ () =12C,(H(0)-1)(C; (h"(0) -10) + 2C,).
Sada sa H(0)=1 dobijamo F“(&)=0 i
F® (&) =60C; (H'(0)-2)(C; (h"(0)-10) +2C,).
Ocigledno, F'® (&) =0 ako je H'(0)=2. U tom slucaju je
F® () =180C,(C; (h"(0)-10)+2C, )(C; (H"(0)-12)+2C, ) .

Uz dodatne uslove h"(0)=10, H"(0)=12 dobijamo
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F (&) =720C,C2.

Vidli smo da bi dobili F"(«)=0 da mora biti h(0)=1ili H(0)=1. Posmatrali smo prvi
slucaj h(0)=1. Na isti nacin i sa istim rezultatima mogli smo umesto h(0)=1 izabrati

H(0)=1.
Vidimo da se izborom funkcija h i H koje ispunjavaju uslove h(0)=H(0)=1,
h'(0)=H’(0)=2 dobijamo postupak Sestog reda konvergencije sa asimptotskom

konstantom greske

F© 1 ris .
72(005) =5 (C2(1"(0)~10)+2C,)(C (H'(0)-12) +2C; ).

Ako je jo§ h"(0)=10, H"(0)=12 asimptotska konstanta greske je

F(e)(a)

-C,C2.
720 273

Na osnovu izloZzenog, dokazali smo slede¢u teoremu.

Teorema 11. Neka je f : 1 — R realna funkcija definisana na I, gde je | okolina
prostog korena a od f(x). Pretpostavimo da f(x) ima neprekidne izvode sve do
Sestog reda na I. Red konvergencije postupka

Yo =X~ Fx,)
f'(x,)

£(y,)
i) )

_, _f@)
X1 n f,(xn) H (S) )

Zn=yn_

gde je
f (%)

f(x)

S=

je 6 ako je h(0)=H(0)=1, h'(0)=H’'(0)=2. Asimptotska konstanta greske je

1 2 " 2 "
e (C3 (h"(0)-10)+2C, )(C; (H"(0) -12) +2C, ).
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U radovima u kojima se posmatraju postupci koji slede dokazana je njihova
konvergecnija Sestog reda i dati su numericki primeri koji ilustruju njihovu efikasnost.

2.2.1 Postupak Ostrovskog

Postupak Ostrovskog, [12],

(%)
£(x,)
L) f(x,)
£(x,) T(x,)-2F(y,)

Yo =X,

z

n = Yn

je Cetvrtog reda konvergencije. U ovom slucaju se zahteva izracunavanje funkcije f na
svakom potkoraku, a izvod f'se izratunava samo u svakom drugom potkoraku.

PoviSenje reda konvergencije Njutnovog postupka sa 2 na 4 postignuto je u drugom
potkoraku pogodno izabranom racionalnom funkcijom u kojoj se pojavljuju samo dve
vrednosti funkcije f, f(x,) (koja se pojavljuje u prvom potkoraku) i f(y,) (vrednost

funkcije za Njutnovu aproksimaciju y, ). O¢igledno, ovaj postupak se moze definisati sa

_y _fOw
Zn - yn f'(Xn) h(S),

gde je

2.2.2 Postupak Grau&Diaz-Barrero

PoviSenje reda konvergencije Njutnovog postupka sa 2 na 4 postignuto je kod
postupka Ostrovskog uvodenjem drugog potkoraka. Novo poviSenje reda konvergencije
sa 4 na 6 Grau i Diaz-Barrero su prikazali u radu [2] uvodeéi trokora¢ni postupak
definisan sa

_f(x)
£(x,)
IRICARRICH
F'(x,) T(x)-21(y,)
g ) T
TR T -2 (y,)

Yo =X,

Zn:yn
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U ovom postupku su prva dva koraka ista kao kod postupka Ostrovskog.

Posle jednostavnih transformacija dobija se novi zapis istog postupka.
f(x,)

F'(x,)
W) 1

Yo =X, —
f(

<

koji se uklapa u nasu Semu sa

h(s)=H(s)=1—5-

Za ove funkcije vazi h(0)=H(0)=1, h’(0)=H'(0)=2 i h"(0)=H"(0)=8, sto
znaci da je postupak Sestog reda konvergencije i da ima asimptotsku konstantu greske

F© ()
720

=2C,(C; -C,)(2c; -C,).

2.2.3 Familija postupaka Neta

U radu [10] predloZen je postupak koji se sastoji od jednog Njutnovog potkoraka
kojeg prate dva modifikovana Njutnova potkoraka

f (%)
(%)
f(y,) f(x)+af(y,)
f'(x,) f(x,)+bf(y,)
_, @) f)+et(y,) +df(z,)
T, F(x) + o (y,) + hf(z,)

Yo =X,

Zn =Yn

a, b, ¢, d, g, h su proizvoljne konstante. U svakom koraku je potrebno izracunati funkciju
f(X) utritacke X, Y, Z, injen prvi izvod u jednoj tacki X,. Neta predlaze slede¢i izbor
parametarab=a-2,c=-1,g=-3ih=didobija familiju

_fx)
Tf(x)
_flyn) - fx)+af(y,)
F'(x) f(x)+(@=2)f(y,)

Yo =X

Zy=Yn

15



_, @) fx) - fy,) +df(z,)
T (z,) F(x,) -3 (y,) +df (z,)

koja ima konvergenciju Sestog reda i zadovoljava jednacinu greske

e, = ﬁ(zozcs2 ~3(2a+1)CJC,)es +O(e]).

. y .. . : 1 .. .
Posto greska ne zavisi od d mozemo staviti d = 0 i ako za a biramo — 3 dobijamo trazeni

postupak ¢ija je greSka manja od prethodne

ACY)

f'(x,)
oy o F) 21(%) - F(ya)
T f(x) 2F(x,)-5f(y,)
o g F@) F)-f(y,)
n+l n f’(zn) f(xn)—gf(yn)

Ovaj postupak je Sestog reda 1 zadovoljava jednacinu greske

Yo =X

e, = %Czc§e§ +0(e7)

Ovaj metod zahteva isti broj izraCunavanja funkcija po iteraciji, kao i metod konstruisan
iz jednog potkorac¢nog Njutnovog metoda, pracen sa dva potkoraka metode secice, pa je
njihov indeks efikasnosti jednak 1 iznosi 1.43. Red je poboljsan, jer red metode secice je
priblizno 1.62, a predlozene metode je 5.2 .

Ocigledno, sa

2-5

h =
(S) 2-5s
1-s

H =
(S) 1-3s

postupak Neta se uklapa u op$tu Semu.

Za ove funkcije vazi h(0)=H(0)=1, h'(0)=H'(0)=2 i
h"(0)=10, H"(0)=12 , $to znali da je postupak Sestog reda konvergencije i da ima
asimptotsku konstantu greske

F(e)(a)

-C,C2.
720 273
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2.2.4 Familija postupaka Sharma&Guha

Sharma i Guha u radu [15] su razvili postupak koji poboljsava red konvergencije
Ostrovskog prema iterativnoj Semi

_f)
F'(x,)
_fy) f(x,)
FO6G) £06)=21(y,)
_, @) TO)+af(y,)

Xt = 2 f'(x,) f(x,)+bf(y,)

Yo =X,

Zn:yn

gde su a i b parametri, povezani na na¢in dat u slede¢oj teoremi. Postupak Grau&Diaz-
Barrero je specijalan sluc¢aj ove familije postupaka Sestog redaza a=0 i b=-2.

Teorema 12. [15] Neka je f : 1 — R realna funkcija definisana na I, gde je |
okolina prostog korena @ od f(x). Pretpostavimo da f(x) ima neprekidne izvode

sve do cetvrtog reda na 1. Onda data iterativna Sema definise familiju jednog
parametra (npr. a) konvergencije Sestog reda ako je b=a—2.

U dokazu ove teoreme u [15] dobijena je jednac¢ina greske

6o =X~ = (22 +D)C,e, (4~ (a-bb +)CE - 3-2(a-b)C, E Iz, -a)+ Ol
_c,(ci-c,fl2-a+b)c, - (4-(a-b)b+5)C? - (3-2a-b)IC, b, k2 +Ofe])

Da bi postupak bio Sestog reda konvergencije dovoljno je da se elimife €’ u jednadini
greske. Ako biramo b =a—2 dobijamo

8., =C,(C2-c,)2(a+1)c?-C, k¢ +0[e7).
Tako dobijamo postupak
_ Fx)
f'(x,)
~ fy) f(x,)
F'(x,) £(x.)—2f(y,)
_, _f@) o) +af(y,)

Yo =X,

Zn:yn

= T ) T (%) + (@-2) (Y,

gde je a € R, takode Sestog reda konvergencije. Za a=0 dobijamo postupak Grau i
Diaz-Barrero-a kao specijalni slu¢aj upravo navedenog postupka. Ovaj postupak zahteva

tri izraGunavanja funkcije i jedan prvi izvod po iteraciji, pa je indeks efikasnosti jednak
1.565.
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Dajemo dokaz prethodne teoreme za b=a—-2.

Dokaz. Prvo ¢emo odrediti gresku y, —a . Posmatrajmo Tejlorov razvoj funkcije
f(x,) uokolini tacke « za koju vazidaje f'(ar) =0

f(x,)=f(a)+ f'(@)(x, —a)+ f"(a)(x, — )’ .

2!
m _ 3 v _ 4
+ f (a)(xn a) + f(O{) (Xn a) +O((Xn _a)S)
3 41
: f () ... . T
Ako uvedemo oznake e, =X, —a i1 C, = T gornji izraz dobija sledeci oblik
'f'(x

f(x,) = F(@)le, +Cpe,2 +Cee,° +Cye,* +0(e?))
Za prvi izvod funkcije f(x,) dobijamo
£/(x,) = f'(a){L+2C,e, +3C.e,” +4C,e,° +O(e?))
odnosno deljenjem ova dva izraza

f(x,)  fla)le, +Cre,2 +Ce,° +Coe,* +O(E))
f'(x,)  f'(@)ll+2C,e, +3C.e,’ +4C.e,’ +O(e’))
—e, —C,e? +2(C2-C, k% +(7C,C, —4C3 -3C, ! + O(e?)

Dakle, trazena greska je
f
_ )
f'(x,)
=x,—a—e, +C,e? —2(C?-C, ) - (7C,C, —4CS -3C, ! +O(e?)
=C,e? -2(C2 -c, k- (7C,C, —4C? -3C, k! +O(e?)

Y, —a =X,

Zatim ¢emo odrediti gresku z, —«. Za f(y,) imamo

f(y,) = f(a)+ f'(a)(y, —)
= f'(a)(C,e? —2(C2 -C, e - (7C,C, —4CS —3C, B +O(e?))

odnosno

1]: ((i)) = e} +2(~2C] +C,  +(-14C,C, +13C] +3C, o} +O(e;)

n

Posmatrajmo transformaciju izraza
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1 1 1 f(x,)

1-25 |, F) T Fe)-2F(%)  f(x,)-2f(y,)
fx)  f(x)

Oduzimanjem ve¢ poznatih izraza dolazimo do

f(x,)-2f(y,) = f'(a)(e, —C,e? +(4CZ —3C, ? + (14C,C, —10C3 —5C, k! +0(e?))

i deljenjem dobijamo

f(X) 2 2 3 4
) _142C,e, +2(-C2+2C, k2 +2(-2C,C, +3C, )e* +Ole’
f(xn)—Zf(yn) 2 ( 2 3)3 ( 23 4)9 ( )

Zatim njithovim mnoZenjem

fly,)  f(x,)

) T0)-2 () —C,e2+2(-C2+C, R +3(-2C,C, +CS+C, B! +Ole?)

dolazimo do trazene greske
Zn —a= yn -

=a+GC,(C2-C, k! +0(%)-a
=c,(cz-c, k! +ole)

Ostalo je jo§ da se odredi greska X, —« . Prvo posmatrajmo Tejlorov razvoj funkcije

f(z,) u okolini tactke «

f(z,) = f'(@)(z, —@)+0(z, - @)?)

Deljenjem ve¢ datih izraza imamo

fz,) _ (L-2C,e, +4(C2 -3C, %)z, —a)+0[e])
f'(x,)
Transformacijom izraza dobijamo
Lo fO) f (x,) + 2 (¥,)
l1+as Fix) f(x,) _ fix)+af(y,)
1+@-25 1, 4 p (0 F0)+@-DF(,) ~ T(x)+@-2f(y,)

(%) F(x,)

Posmatrajmo brojilac
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f(x,)+af(y,) = f'(@)(e, + 1+a)C,e? +(~2aC? + (L+2a)C, ¢ + Ole?)),
odnosno imenilac gore navedenog razlomka

f(x,)+(@=-2)f(y,) = f'(@)le,+@-1)C,e? +((~2a+4)C? + (2a—-3)C, e +O(e?))

Deljenjem novo dobijenih izraza dolazimo do

() ral(y,) e
Tt 2Ty 120+ 2@+ 2GR 0L

MnoZenjem odgovarajuc¢ih razlomaka dobijamo

f(z,)  f(x,)+af(y,)
F'(x,) f(x,)+(@=-2)f(y,)

= (1+ ((4—2(a+3))C§ +Cs)en2 in —a)+0(e])

Dakle, trazena greska je
Xn+1 —a= ((Z(a +1)C22 - C3 kr? in - 0!)+ O(erZ)
=c,(c2-c,)2(a+1)c2 —c, k¢ +0(e])

Na osnovu definicije reda konvergencije iterativnog postupka vidimo da je red ovog
postupka Sest. Time je dokaz teoreme zavrSen.

Familija postupaka Sharma i Guha uklapa se u opstu formu za

1
h(S) = E
1+as
O 2s

Za ove funkcije vazi h(0)=H(0)=1, h'(0)=H'(0)=2 i
h"(0)=8 H"(0)=8-4a, sto znaci da je postupak Sestog reda konvergencije i da ima

asimptotsku konstantu greske

F(ﬁ)(a)

=C,(C;-C,)(2(a+1)C; -C,).
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3 Nova familija postupaka

Po ugledu na rad [5] definiSemo familiju ¢ funkcija sa

l+as
o (s.a)= m
1
Pra(sia)= o5, (5.8), n>1
Navodimo prvih Sest ¢lanova ove familija
n @, (s.a)
1 1+as
1-2s+as
5 -1+2s-as
—1+4s—as+2as?
3 —1+4s—as + 2as?
—1+6s —as —4s® + 4as’
4 1-8s+as+12s* —6as® +4as®
1—-10s + as + 24s® —8as® —8s® +12as’
5 1-8s+as+12s* —6as® +4as®
1—-10s + as + 24s® —8as® —8s® +12as’
6 —1+10s —as —24s° + 8as® +8s® —12as’
—1+12s—as —40s” +10as” + 32s° — 24as® + 8as*

Tabela 1.
Lako se proverava da je

¢.(0,a)=1, ¢/ (0,a)=2, n=12,...
p/(0,a)=2(-2+a)* —2(-2+a)a, ¢;(0,a)=8-4(-2+a)+4a,

¢n(0,a)=16, n=34,....
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Koriste¢i ovu familiju mozemo dobiti beskona¢ne familije postupaka, koje kao
specijalne slucajeve sadrze postupke Grau&Diaz-Barrero, Neta i Sharma&Guha.
Posmatra¢emo postupke oblika

_y (%)
yn_Xn f,(xn)
_fly)

Zn yn f ,(Xn) (l)k (S’a)
f(z,)

Xoi1 =2y Txn)¢l(sib)’

f(¥,)

f(x)

n

gde je s= za razlicite vrednosti k, |, aib.

3.1 Postupak Grau&Diaz-Barrero

Postupak Grau i Diaz-Barrero mozemo posmatrati kao specijalan slu¢aj ovog
postupkaza k=I=1ia=b=0.

Asimptotsku konstantu greske smo racunali posebno koristeci rezultate teoreme
10. Posmatrajuci za svako k =1,2,3 promenu parametra | od 1 do 3, dobijamo slede¢u

tabelu.

k|1 Asimptotska konstanta greske
11 c,(c; —c;)(2¢ —c,)

i g ¢, (¢t —c,)(2c; +c,)
2|2

23 c,(2¢] +¢,)(3c; +c,)
33

Tabela 2.

3.2 Familija postupaka tipa Neta

Postupak Neta mozemo posmatrati kao specijalan sluéaj za k =1 sa proizvoljnim
a i =1 b=-1. U cilju smanjenja asimptotske konstante greske, Neta je posebno

1.
posmatrao slucajeve k =1 sa a:—z il=1 b=-1.

Asimptotsku konstantu greSke smo racunali posebno koristeci rezultate teoreme
10. Posmatrajuci za svako k =1,2,3 promenu parametra | od 1 do 3, dobijamo sledecu

tabelu.
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Asimptotska konstanta greske za b =—-1
¢G4 ((1+2a)c] - c,)

—¢,((1+2a)c; - ¢, )(2¢] +c,)

C2C3 (3022 + CS)

c,(2¢] +¢,)(3c; +c,)

C,C,(3¢; +¢5)

WW W INPNIDN PP - X
WIN| P [WN P WN P [—

c,(2¢] +¢,)(3c; +c,)

Tabela 3.

3.3 Familija postupaka tipa Sharma&Guha

Postupak Sharma&Guha mozemo posmatrati kao specijalan slucaj ovog postupka

zZak=1saa=0il=1 b=-1lilik=1saa=0il=1] b:—%.

Asimptotsku konstantu greske smo racunali posebno koristeci rezultate teoreme
10. Posmatrajuci za svako k =1,2,3 promenu parametra | od 1 do 3, dobijamo sledec¢u

tabelu.

Asimptotska konstanta greske
c, (¢ ¢, )(20+b)c; ;)

¢, (—2¢; +cic, +¢3 )

—¢,(2(1+b)c] — ¢, )(3c; +¢;)

c,(2¢] +¢,)(3c; +c,)

—¢,(21+b)c] — ¢, )(3c; +¢;)

c,(2¢] +¢,)(3c; +c,)

WW| W |INNDN P~ X
WIN| P [ WIN P [ WN] P |=-—

Tabela 4.

Imajuéi u vidu prethodne tri tabele, osobine funkcija ¢, (s,a) i rezultate teoreme
11, dobijamo da je asimptotska konstanta greske za celu familiju data sa

C =C,(C,—(23,+1)C2)(C, —2(b, +1)C?)

gde je
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_{a,kzl ) _{b,lzl
U2, k>1 17 1=2, I>1
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4 Numericki eksperiment

U ovom delu prikaza¢emo numericke rezultate sa postupcima opisanim u tre¢em
poglavlju. Sva racunanja su uradena u programskom paketu Mathematica 8. Preciznost je
poveéana na 20000 cifara sa SetPrecision funkcijom. Koristili smo sledeé¢i izlazni
kriterijum: |x, —al| <& i |f(x,)| < € gde je a tatno reSenje posmatrane jednaline i
£=107"°, U slucajevima kada tacno reSenje nije dostupno, koristili smo njegovu
aproksimaciju «* koja je racunata sa 30000 cifara, ali smo prikazali samo 20 cifara.
Numericki red konveregencije ord je racunat prema

Ini@lx, 1 — al/lx, — al)
d, = — k=12, ..
OrCk Ini€lx, — al/lxe_1 — al)

i predstavlja aproksimaciju reda konvergencije p, a aproksimacije C, asimptotske
konstante greske C raCunate su prema

Kod svih postupaka C, ~6.
Posmatrali smo sledece jednacine.
f.(x) =x%-10, [5], [10], e, ~2.1544346900318837218, X, =2
f,(x) =3x> —e*, [5], [10], &, ~0.91000757 248870906066 , X, = 2
f,(x) = x* +4x2 -10, [5], [6], [7]. [9], @, ~1.3652300134140968458, x, =2
f,(x) =eX*™*® _1,[5], [6], [7], [10], @, =3, X, =2.8
f.(X) =8x—cosx —2x?, [10], o =0.12807710275379877853, X, =1
f.(x) =e ™ +cos(x), [2], [15], oz =1.7461395304080124177, X, =1.5
f,(x)=x*+1, [2], [15], @, =-1, X, =-0.8
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f,(x) =e* —4x?, [2], [15], o, =0.71480591236277780614, X, =0.75

f,(x) = x—3In(x), [2], [15], a, =1.8571838602078353365, X, = 2

f,o (X) = X2 +sin [gj —% [21.[15], &, = 0.40999201 798913713162, X, =0.5

Uz svaku jednacinu su navedene reference u kojima je posmatrana ista
jednacina, njeno tacno ili dobro priblizno reSenje i pocetna vrednost iterativnog postupka.

U tabelama 5, 6, 7 prikazujemo rezultate dobijene pojedinim predstavnicima
posmatrane familije. Situacija prikazana u tabeli 5 je tipi¢na za sve postupke familije.

fs, k=1 1=1 a:_l, b=-1
2

kK | X, —log (|a — X, |) rki)dnvergencije vodeci ¢lan greske
0 | 2.0000000000000000000 06| - -

1 | 1.7461388738092249432 6.2 | - -0.002453181054

2 | 1.7461395304080124177 39.8 | 6.01424 -0.002042621053

3 | 1.7461395304080124177 241.4 | 6.00000 -0.002042622992

4 | 1.7461395304080124177 1451.1 | 6.00000 -0.002042622992

5 | 1.7461395304080124177 8709.4 | 6.00000 -0.002042622992

Tabela 5.

U tabelama 6 i 7 ispitujemo efikasnost postupaka Grau&Diaz-Barrero, Neta,
Sharma&Guha i nase beskona¢ne familije postupaka za gore navedene jednaéine. Kod
nase familije postupaka smo birali razli¢ite vrednosti parametara k, | i @, b i dobili da je u
mnogim sluc¢ajevima efikasnija od gore navedenih, poznatih metoda.
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f _Grau& Neta Sharma&| k=1, =2 k=3, 1=3

Diaz-Barrero Guha a,b a,b
f, 8688.4 9997.3 | 9660 [18433.3 %3 9818.3 11,10
f, 9316.8 10968.3| 10289 [11071.9| -1,6 | 9194.3 -3,100
fy 4485.6 10017.8| 7887.8 | 9101.2 -%,5 2931.4 |3000,3000
f.| 6201 | 7887 | 165 | 8534 |-5-2| 156 0,0
fs | 45219 | 70045 | 5774.1 | 54218 |-2,20| 6624.1 | 21
fe 9044.8 9208.9 | 9151.7 | 9352.3 %1 9600.8 0,-1
f, 4987.4 5877.7 | 5730.9 | 6867.3 -i,-l 5692.1 3,2
f 11515.3 [14348.8|13114.5| 15213 -%,30 10922.1| 10,10
f, 7776 8422.2 | 8488.4 | 9368.2 -i,-l 8642 8,7
fio 8023.3 12207 | 10270.4 |11264.5 -%,10 7236.3 | 150,100

Tabela 6. Uporedenje postupaka — log QXS - a|)
f k=1, I=1 | k=2, 1=2 | k=2, 1=3 | k=3, |=4
a=——b=—2|a=-3b=10| a=-Lb=1| a=—1p=

f, 8819.6 6402.9 7624.9 7628

f, 10360.4 10644.7 9140.2 9071.5

f, 7330 3518.7 1977.6 -1.1

f, 760.6 949.6 -0.5 71.2

fe 5644.2 3414.1 5941.3 4449.3

fs 9348.3 95529 9595.5 9601.2

f, 4881.9 3332 4855.9 4221.8

f, 12858.2 11361.4 10923 10894.1

g 7423.1 4235 6526 6502.7

fio 9972.1 8599.7 7031.6 6911.7

Tabela 7. Uporedenje postupaka — log QXS - a|)

Na osnovu rezultata prikazanih u tabelama vidi se da postupci koje posmatramo
imaju red konvergencije koji smo ocekivali na osnovu dokazanih teorema. Takode, iz
tabela vidimo da se rezultati razlikuju.
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5 Zakljucak

U radu posmatramo postupke sestog reda konvergencije zasnovane na postupcima
Ostrovskog. Kod ovih postupaka poviSenje reda konvergencije postize se odgovaraju¢im
kombinacijama vrednosti funkcija i ubrzavanjem Njutnovog postupka u dva dodatna
koraka. Pri tome se izvod funkcije ra¢una samo jednom, u osnovnom koraku, tj. u
Njutnovom postupku, a zatim se ta vrednost prenosi u slede¢a dva koraka.

Analiza postupaka Neta [10], Grau, Diaz-Barrero [2] i Sharma, Guha [15]
omogucila je formiranje jednoparametarske familije pomoc¢nih funkcija koje se mogu
koristiti za dobijanje postupaka Sestog reda konvergencije. Kako se pri tom ¢lanovi ove
familije koriste u dva potkoraka, mogu se upotrebiti razli¢iti ¢lanovi ove familije i
razli¢ite vrednosti parametra. Na taj nacin se dobijaju Cetiri stepena slobode u formiranju
funkcije koraka iterativnog postupka Sestog reda konvergencije. Dokazali smo teoremu o
lokalnoj konvergenciji posmatrane familije i odredili asimptotsku konstantu greske.
Postupci Neta, Grau, Diaz-Barrero i Sharma, Guha su specijalni slucajevi konstruisane
familije.

Formiranje navedene familije, dokaz njene konvergencije 1 odredivanje
asimptotske konstante greske predstavlja originalni doprinos ovog rada.

U cetvrtom delu prikazano je viSe rezultata izvedenih eksperimenata koji su
uradeni u programskom paketu Mathematica. Primeri su uzeti iz relevantnih radova.
Numericki rezultati su u skladu sa teorijskim razmatranjima.
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