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Predgovor

Ovaj master rad se bavi moguénostima kori$¢enja jednog novijeg, takozvanog
MTE-modela izvodenja nastave matematike. Naziv modela potice od engleskih reci:
Motivation test— Teaching — Examination test.

Klju¢na re¢ ovog modela nastave je motivacija, jer je motivisanost u¢enika jedna
od najbitnijih stvari u ucenju matematike. Zbog toga su u prvom delu rada opisane
razliCite teorijske orijentacije u oblasti motivacije u matematiCkom obrazovanju, vrste
motivacija i rezultati nekih istrazivanja.

U drugom delu rada je opisana ideja MTE-modela nastave, kao i jedan predlog
izvodenja nastave putem opisanog modela, vezano za konkretnu temu iz trigonometrije,
koja predstavlja obavezan sadrzaj iz gradiva prvog razreda gimnazije. Prikazani su i
rezultati eksperimenta koji je izveden ovim modelom u Gimnaziji u Beceju, na Casu
obrade tema Trigonometrijske funkcije ostrog ugla i Vrednosti trigonometrijskih funkcija
nekih ostrih uglova. Prilozeni su 1 testovi uz pomo¢ kojih se eksperiment realizovao, kao 1
rezultati anketiranja u¢enika posle prvog susreta sa MTE-modelom nastave.

Tre¢i deo rada je posveCen jednoj temi kombinatorne geometrije:
Izoperimetrijskom problemu. Dat je opis ovog problema, relevantna tvrdenja sa
dokazima. IzloZen je i jedan predlog izvodenja ovog naprednog sadrzaja putem MTE-
modela, i opisan je drugi eksperiment koji je izveden na ovaj nacin sa istom grupom
daka. Takode su priloZeni testovi, rezultati 1 analiza istih. Crtezi u delu teksta koji se
odnosi na izoperimetrijski problem su preuzeti iz [3] uz saglasnost autora.

Zahvaljujem se svom mentoru, prof. dr Olgi Bodroza-Panti¢ na svim savetima,
sugestijama, pomo¢i 1 razumevanju.

Posebnu zahvalnost dugujem mojoj porodici: roditeljima 1 muZu, na razumevanju,
strpljenju i podrsci tokom celog mog studiranja.

Novi Sad, decembar 2013. Rebeka Corba
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Uvod

Istrazivaci koji se bave motivacijom za ucenje u oblasti $kolske matematike
uglavnom ispituju odnos koji postoji izmedu matematike kao socijalno izgradenog polja i
zelje ucenika za postizanjem uspeha. Statisticki podaci su ukazali da deca uZivaju u
matematici u osnovnoj $koli, ali taj nivo uzivanja dramati¢no opada kako deca napreduju
ka srednjoj Skoli. Pored toga, iako ucenici smatraju da je matematika vazna, broj ucenika
koji zeli da ima viSe matematike u Skoli znacajno opada. Nacionalni savet profesora
matematike (NCTM — the National Council of Teachers of Mathematics) u SAD ([9])
smatra da deca nemaju matematicko znanje potrebno da se snadu bez problema u
savremenom drustvu u kojem tehnologija stalno napreduje, te je postavio motivacione
domene:

— Ucenje vrednovanja matematike
— Postati siguran u sopstvene sposobnosti.

Ova dva cilja su najvaznija za ucenike kao pokusaj da se promeni dosadasnji pristup
matematici u sistemu obrazovanja.

Sta je motivacija?

Jednostavno re¢eno, motivacija je skup razloga koje pojedinac ima za odredeno
ponasanje u odredenim situacijama. Motivi postoje kao deo necijih ciljeva, ubedenja u
tome $ta je znacajno, 1 odreduju da li ¢e se neko upustiti u nesto ili ne. Postoje dve vrste

Skolske motivacije:

1. unutragnja motivacija
2. spoljasnja motivacija

UnutraSnja motivacija je Zelja ucenika da se uklju¢i u ucenje “zarad sebe”.

Ucenici sa unutraSnjom motivacijom prihvataju zadatke zato §to uzivaju u njima.
Smatraju da je u€enje znacajno zbog samog sebe, i tragaju za aktivnostima ucenja radi
radosti ucenja. Njihovi motivi se fokusiraju na ciljeve ucenja kao $to su razumevanje i
savladanje matematickih pojmova. Ucenici koji su na ovaj na¢in motivisani pokazuju
veliki broj pedagoski Zeljenih oblika ponaSanja, kao Sto su duZe vreme utroSeno na
reSavanje zadatka, istrajnost u sluc¢aju poraza, visi nivo razmisljanja i1 shvatanja, odabir
tezih zadataka, veca kreativnost 1 preuzimanje rizika, odabir komplikovanijih i efikasnijih
strategija ucenja i izbor aktivnosti u odsustvu o¢ekivane nagrade.




Spoljasnja motivacija: Ucenici koji su na ovaj na¢in motivisani prihvataju zadatke

radi nagrada (npr. dobre ocene, pohvale) ili da bi izbegli kaznu (npr. loSe ocene,
neodobravanje). Motivi ovih ucenika se fokusiraju na ciljeve uéenja da bi zadobili dobro
misljenje o svojoj kompetenciji od strane nastavnika, roditelja ili drugara, ili da bi izbegli
negativno misljenje o svojoj kompetenciji.

Unutrasnja motivacija se povezuje sa zapazanjem ucenika o njihovoj
kompetenciji u matematici (da li su motivisani radoznaloséu ili ocenom). lako uspeh,
sposobnost i opazanje sopstvene kompetencije svaki doprinosi Zelji za ucéenjem
matematike, unutrasnja motivacija je kompleksnija od ovih dodatnih efekata. Naime,
ucenici koji shvate da su sposobni za napredovanje u matematici vrednuju i cene
matematiku viSe od ucenika koji sebe ne smatraju sposobnim za napredovanje.




1. Teorijske orijentacije u oblasti motivacije

U [9] istrazivanja koja se bave motivacijom u matemati¢ckom obrazovanju se dele
na sledece teorije:

— Bihejvoristicke teorije

— Atributivne teorije i teorije nauc¢ene bespomocénosti

— Teorije cilja (Goal teorije)

— Teorije prave prirode: personalno-konstruktivne teorije
— Deskriptivna istrazivanja

1.1. Bihejvoristicke teorije

Ove teorije su dominirale tokom veéeg dela 20. veka. Motivacije su videne kao
podsticaj za primenu datog ponaSanja. Reformulacije ovih teorija su fokusirane na
potencijalnom konfliktu izmedu potrebe pojedinca za uspehom i potrebe za izbegavanje
neuspeha.

Ova teorijska orijentacija je obezbedila moc¢no znanje o motivaciji ucenika za
matematiku. Kao prvo, istrazivanja ukazuju da uspeh iz matematike ima veliki uticaj na
motivaciju. Ucenike uspeh ohrabruje, i oni se ukljucuju u matematiku ukoliko o¢ekuju da
¢e biti uspeSni. Pored toga, u€enici ne samo da se vise ukljucuju, nego i uzivaju u
zadacima kod kojih je manja verovatnoc¢a uspeha.

Kao drugo, i mnogo vaznije, orijentacija ka postizanju uspeha iz matematike
moze se izgraditi na ¢asovima matematike. Kada se uéenici podsti¢u, tada se motivacija i
postignuée citavog razreda mogu poboljsati. Na primer, kada se nagraduje grupni
rezultat, ucenici su motivisani da pomazu jedni drugima u grupi i pod pritiskom su da i
sami dobro nau€e. Ovaj nacin omogucava ucenicima da uspeh pripiSu sami sebi, a
neuspeh grupi, in a taj naCin se smanjuje individualna odgovornost za neuspeh
proporcionalno broju uc¢enika u grupi.

Argumenti protiv koriséenja podsticaja i prisile je ,,skrivena cena nagrade”. Ako
je nagrada primarni razlog angazovanja, ¢esto Se smanjuje unutrasnja motivacija
(ocekivanje nagrade slabi unutrasnju zelju za ucenjem). Posledi¢no, odsustvo nagrade
uzrokuje da se deca ne angazuju u buduénosti za slicne zadatke.




1.2. Atributivne teorije i teorije naucene bespomocnosti

Naucnici su 1960-ih i pocetkom 1970-ih godina poceli da usmeravaju svoju
paznju na ispitivanje koje faktore ucenici smatraju uzrocima svojih uspeha i neuspeha.
Ove teorije se bave time kako se ishodi neke aktivnosti procenjuju u odnosu na
individualnu percepciju sopstvenog doprinosa (tj. sposobnost i trud) i doprinos zahteva
zadatka (tj. tezina, doslednost, presedan).

Ucenici nizih razreda osnovne Skole su uglavnom u velikoj meri motivisani za
matematiku. Smatraju da su kompetentni i da ¢e im naporan rad obezbediti uspeh. Mnogi
ucenici prvog 1 drugog razreda ne prave razliku izmedu napora i sposobnosti kao uzroka
uspeha u matematici. Do viSih razreda mnogi u€enici pocnu da posmatraju matematiku
posebnim domenom u kome pametni uenici imaju uspeha, a ostali uenici jedva
“prolaze” ili padaju. Oni pocinju da veruju da se uspeh i neuspeh mogu pripisati
sposobnosti i da napor i trud retko dovode do uspeha.

Kada ucenici pripiSu svoje uspehe sposobnosti, oni tada imaju uspeha, a kada
svoje neuspehe pripiSu nedostatku sposobnosti, tada pocinju da smatraju uspeh
nedostiznim. Istrazivanja su pokazala da devojCice nemaju sklonost da svoje uspehe
pripisuju sposobnosti, ali su sklone da svoje neuspehe pripisuju nedostatku sposobnosti.
Verovanje da je trud medijator sposobnosti i da je neuspeh prihvatljiva faza u uéenju
matematike doprinosi samopouzdanju uc¢enika prilikom uc¢enja matematike. Kada ucenici
smatraju da je sposobnost podloZzna promenama ili povecanju kroz trud, oni tada ulazu
veéi trud u matematiku i stoga postizu bolje rezultate od ucenika koji veruju da je
sposobnost fiksna. Kada se deca koja nisu iskusila teze matematicke probleme susretnu
sa problemom koji se ne moze reSiti na rutinski nacin, tada im se moze poljuljati
samopouzdanje osim ukoliko veruju da su povremene greske deo uc¢enja matematike.

Zbog nedostatka uspeha i pripisivanju neuspehu nedostatak sposobnosti, pojedinci
poc¢inju da smatraju uspeh nedostiznim. Ova verovanja su rezultat edukacione okoline
koja visoko vrednuje sposobnost, a nisko trud i napor, i nudi malo prilika za pojedince sa
drugacijim stilom ucenja da nadomeste sposobnosti kontinuiranim radom.

Zbog tog verovanja da je uspeh nedostizan i da je neuspeh posledica internih
faktora, naucena bespomoc¢nost postaje osobina (stabilna i nepromenljiva), a ti
bespomoc¢ni pojedinci postizu manje nego S$to se to moze pripisati njihovim
sposobnostima. Medutim, postoje dokazi da se na pripisivanja moze pozitivno uticati
putem instrukcija na ¢asu. Glavna poteskoca u kreiranju prikladne strategije intervencija
na casu matematike je obicaj samih profesora da porede dake i time, mozda nenamerno,
pojacavaju pripisivanja vezana za neuspeh i potkopavaju dalje motivaciju ucenika za
postizanje. Kod najuspesnijih ucéenika, nastavnici su skloni da pripisuju uspeh




sposobnosti visSe kod decaka nego kod devojCica, neuspeh devojCica Cesto pripisuju
nedostatku sposobnosti, manjem trudu i tezini zadatka, dok neuspeh decaka pripisuju
samo nedostatku truda.

1.3. Teorije cilja (Goal teorije)

Naucnici koji temelje svoj rad na ovoj teoriji pokuSavaju da odrede kako su
razlozi za uspeh 1 neuspeh povezani sa onim S§to se vrednuje. Tipovi ucenika prema
njihovim orijentacijama (ciljevima):

— Pojedinac sa mastery-orijentacijom ili sa ciljem ucenja vrednuje poboljSanje
vestine ili znanje iz odredene oblasti i veruje da uspeh zavisi od napornog rada,
pokusaja da se shvati domen i saradnje sa drugima.

— Pojedinac sa ego-orijentacijom ili sa ciljem predstava veruje u uspostavljanje
“superiornosti nad drugima” i veruje da uspeh zavisi od poredenja sa drugima i
postizanja te superiornosti.

— Pojedinac sa orijentacijom izbegavanje rada veruje da je uspeh rezultat, na primer
“dobrog ponasanja na ¢asu” ili drugih, sli¢nih ponasanja.

Ucenici sa master-orijentacijom obi¢no postizu bolji uspeh nego oni sa ego-
orijentacijom.

Medutim, dete moze da uziva u resavanju nekog zadatka, ali ipak, da se oseca
potcenjen od strane profesora. U ovakvim slu¢ajevima, ego cilj - dobijanje pozitivnih
procena sposobnosti (dobijanje dobre ocene) potkopava unutrasnje uzivanje u zadatku.

1.4. Teorije prave prirode: Personalno-konstruktivne teorije

Ove teorije ispituju individualne razlike u razmisljanju i zasnovane su na
pretpostavci da pojedinac koji gradi neko znanje o svetu koji ga okruzuje koristi to znanje
da predvidi ishode desavanja.

Zakljuceno je da ono kako profesor dozivljava i shvata matematiku i matematicko
obrazovanje igra veliku ulogu u tome kako on procenjuje svoju ulogu u poducavanju i
kako pristupa predavanju. Na primer, profesor koji smatra da teza matematika pruza vise
uzivanja isto tako smatra da je ljubopitljivost poZeljna osobina kod profesora matematike.
Profesor koji uZiva u matematici koja je lakSa, smatra ljubopitljivost najmanje poZeljnom
osobinom za profesora matematike.




Izgleda da je razumno pretpostaviti da su prethodna iskustva profesora tokom
svog matematickog obrazovanja (identifikacija sa svojim profesorom) utice na
odredivanje toga koji aspekt matematike je motivisuéi za njih i kako ¢e pristupiti
predavanju.

Deca koja imaju visoku sposobnost za matematiku smatraju matematiku lakSom,
uzivaju viSe u matematici 1 smatraju matematikom korisnijom od dece manjih
sposobnosti. Medutim, kada se od dece koja uzivaju u matematici trazi da obave neki
rutinski zadatak (npr. u€enje bez razmis$ljanja), oni postaju razoCarana matematikom.
Pored toga, otkrivene su razlike medu polovima u nacinu na koji deCaci visokih
sposobnosti 1 devojCice nizih sposobnosti dozivljavaju uspeh u matematici.
Samopouzdanje deCaka u svoje sposobnosti je prilicno jako uprkos neuspehu, dok
devojcice nizih sposobnosti uspeh dozivljavaju sa ustru¢avanjem, tj. njihova nesigurnost
dolazi do izrazaja ¢ak i kada su uspesne.

Rezultati ovih istrazivanja su pokazala da su motivacije u matemati¢kom
obrazovanju strogo individualne i povezane sa uocenim sposobnostima i relativno
stabilne u vezi sa uspehom i neuspehom.

1.5. Deskriptivna istrazivanja

Osobe koje matematiku smatraju teSkom 1 svoju sposobnost za bavljenje
matematikom slabom, generalno izbegavaju matematiku ukoliko je to moguce. Takvi
ucenici se nazivaju zabrinutim matematikom. Matemati¢ka anksioznost, osecanje
neadekvatnosti i sramote kod ucenika su bili zajedni¢ki u njihovoj interpretaciji njihovih
losih iskustava u matematici. Ucenici se uglavnom bolje secaju losih iskustava iz
matematike nego iz drugih predmeta.

Neka deca ve¢ na uzrastu treceg razreda poc¢inju da osecaju nedostatak efikasnosti
u matematici (unutrasnji govor ve¢ na pocetku resavanja zadatka; na primer:,,Ako ovo ne
uradim dobro, ne¢u dobiti dobru ocenu...”).

Ovakve negativne li¢ne percepcije vezane za matematiku mogu potkopati
sposobnost ucenika i volju da istraju kada se suoce sa tezim zadatkom.

U srednjoj skoli, motivacije prema matematici se kristalisu na nivou odraslog
coveka. Oni koji ,,vole matematiku” tvrde da su je zavoleli u sedmom razredu, a oni koji
tvrde da ,,ne vole matematiku” govore da su poceli tako da se osecaju takode u sedmom
razredu.

Istrazivanja razlika u polovima su pokazala da je matematika kod devojcica
dozivljena kao oblast koja lezi muskim osobama.




Saznanja raznih teorijskih orijentacija ukazuju da shvatanja u¢enika o uspehu u
matematici veoma uticu na formiranje njihovih motivacionih stavova. Istrazivanje
ukazuje da je trud koji osoba spremna da ulozi u zadatak odreden ocekivanjem da ce
ucestvovanje u zadatku rezultirati pozitivnim ishodima. Ucenicima je potreban relativno
visok nivo uspeha iz matematike da bi se uklju¢ivanje u matematiku smatralo vrednim, 1
potrebno je da osete da se uspeh iz matematike pripisuje njihovoj sposobnosti i trudu.
Naucena bespomocnost, nedostatak uspeha i shvatanje da do neuspeha dolazi zbog
nedostatka sposobnosti ozbiljno potkopavaju motivaciju za ucenjem. Ucenici takode
usvajaju zdravo razumevanje uloge neuspeha u reSavanju matematickih problema.
Verovatnoca neuspeha u nekom zadatku povecava tezinu zadatka, a stoga se povecava i
vrednost uspeha. Stoga matematicke aktivnosti moraju biti dovoljno teske da se ucenici
ne bi dosadivali, a opet moraju i omogucavati visok nivo uspeha kada se posveti
odgovaraju¢i trud od strane ucenika. Pored toga, ucenike treba ohrabriti da uspeh
pripisuju kombinaciji sposobnosti i truda, a svoje neuspehe nedovoljnom trudu (tako da
se neuspesi mogu prevazi¢i marljivim radom). Ucenicima se ne sme dati razlog da veruju
da su njihovi neuspesi posledica nedostatka sposobnosti, iz straha da se ne pogorSaju
njihova osec¢anja naucene bespomocnosti.

Motivacija ka matematici se razvija rano, veoma je stabilna tokom vremena i na
nju u mnogome uti¢u delovanje i stavovi nastavnika. U¢enici obrazuju svoje motivacione
stavove ka matematici u nizim razredima srednje Skole. Prevladivanje loSih iskustava
ucenika delimi¢no objasnjava zaSto svidanje matematike kod ucenika opada kako postaju
stariji. S obzirom da zabrinuti ili otudeni ucenici uéenici ne¢e imati niti razviti motivaciju
za ufenje matematike, nastavnik treba da bude strpljiv, da ohrabruje 1 podrzava
individualne stilove ucenja kod u€enika. Ucenici ¢e se osecati bezbednije da preuzimaju
rizike ukoliko znaju da nece biti kritikovani ili poniZzeni ukoliko pogreSe. Ucenici svoja
oseCanja prema matematici pripisuju svojoj identifikaciji sa uticajnim nastavnicima ili
svojim reakcijama na loSa iskustva za koje krive nastavnike.

Ukoliko ucenici shvate da su njihovi uspesi znacajni i1 da su rezultat i njihovih
Sposobnosti 1 visokog stepena truda, verovatno ¢e poverovati da im matematika moze i¢i
ukoliko se potrude. Obezbedivanje grupnih podstreka moze dovesti do saradnje i1
reciprocnog delovanja prilikom reSavanja matematickih problema tako da sva deca imaju
mogucnosti za uspeh. Stvaranjem zanimljivih konteksta u okviru kojih se nalaze problemi
stimuliSe se masta ucenika 1 ilustruje im se na taj nac¢in da je matematika korisna u raznim
primenama.




2.ldeja MTE-modela nastave

2.1. Karakteristike MTE-modela nastave

Nedavno ([2]) je uveden jedan novi model nastave koji je nazvan MTE-model
(M-Motivation test, T-Teaching, E-Examination test), i ima za cilj pre svega da motivise
dake.

Nastava po MTE-modelu se izvodi tako Sto se jedan Skolski Cas (u srednjim Skolama
dvocas) deli na sledece tri celine:

1. faza - izrada M-testa (motivacionog testa)
faza — izlaganje nastavnika putem resavanja M-testa
3. faza— provera usvojenog znanja, izrada E-testa

N

Prvi, takozvani M-test ucenici reSavaju na pocetku (prvog) Casa. Ovaj test je
uvodnog karaktera, za cilj ima da se daci podsete potrebnih pojmova i tvrdenja vezanih
za temu koja se obraduje i da se postupno ,,zagreju”, zainteresuju za temu casa. Neki od
zadataka sluze da nastavnik ispita prag znanja i intuitivne sposobnosti daka kako bi imao
jasan uvid u to koliko ,,duboko” sme da zalazi sa njima u tu problematiku. Zadaci koji se
biraju za ovaj test nisu “svakodnevni®, ali se pretpostavlja da ucenici ipak, imaju neko
predznanje potrebno za pokusSaj reSavanja istih.

U okviru druge faze nastavnik izlaze gradivo putem reSavanja zadataka iz M-testa.
Tako se zadrzava zainteresovanost daka, jer njih interesuje da li su dobili ta¢no reSenje.
Nastavnik dopunjuje svoje izlaganje detaljnijim obrazloZenjima, uvodi nove pojmove,
formule itd.

Na kraju (drugog) ¢asa se radi takozvani E-test, $to je na neki nacin provera
usvojenog znanja na Casu. Ovaj test sadrzi teze zadatke od prvog, ali po svojoj
formulaciji oni podsecaju na zadatke prvog testa, te ne predstavljaju iznenadenje za
ucenike.

Ciljevi MTE-modela nastave su: ispitivanje praga znanja iz odgovarajuce oblasti
(M-testom), ponavljanje ve¢ usvojenog znanja, uvodenje novih pojmova na pristupacniji
(zabavan) nacin, produbljivanje ranije usvojenih znanja, dublje poimanje odredenih
pojmova, iznosenje osnovnih novih ideja vezanih za zadatu temu, povezivanje gradiva sa
ve¢ obradenim na prethodnim c¢asovima, odrzati paznju ucenika tokom oba ¢asa i stvoriti
kod daka utisak da se igraju.

Ovaj model nastave se ve¢ pokazao uspesnim u viSe eksperimenata
([41.[6].[8].[11]). Eksperiment na temi ,Razlaganje ravni“ je izveden u Srednjoj
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gradevinskoj skoli ,,Jovan Vukanovi¢* u Novom Sadu 2006. godine ([6]), a eksperiment
na temi ,,Odredivanje povrSine i obima kruga i njegovih delova“, kao i na temi
,»Odredivanje povrSine Cetvorougla i1 trouglova® je izveden u Osnovnoj skoli ,,Petefi
brigada“ u Kuli i u Osnovnoj skoli ,,Vuk Karadzi¢*“ u Crvenki, 2009. godine ([8],[11]).
Ovaj model se dobro pokazao i u radu sa decom sa posebnim potrebama ([4]).

2.2. Nacin biranja zadataka na M- i E-testu

Zadatke za testove koji se koriste u ovom modelu nastave treba birati jako
pazljivo. Nastavnik, prvo, treba da ima u vidu uzrast i predznanje ucenika. Ako nastavnik
redovno predaje u datom razredu, to nije problem, jer on ve¢ poznaje ucenike, i moze u
velikoj meri pravilno da proceni znanje sa kojim ucenici raspolazu.

M-test treba da sadrzi 3-4 zadatka, zavisno od teZine zadataka. Osnovna ideja je
da se M-test radi oko 10 ili 20 minuta (zavisno od toga da li je re¢ o jednom ili 0
dvocasu). M-test treba da sadrzi barem 50% realno reSivih zadataka kako se ucenici ne bi
demotivisali, ali treba da sadrzi i bar jedan tezi zadatak za koji se pretpostavlja da ga
ucenici ne mogu uspesno resiti sa svojim predznanjem, ali imaju dovoljno predznanje da
pokusavaju reSavati zadatak. Zadaci na M-testu ne smeju biti obi¢ni, zato je vazno da test
sadrzi slike koje sluze za pomoc¢ u reSavanju zadataka. Zbog vremenskog ograni¢enja M-
test ne sme da sadrzi zadatke koje zahtevaju dugacke racune. Bolje je izabrati zadatke
koji zahtevaju logicko misljenje, povezivanje novih pojmova sa ve¢ nauc¢enim. Test moZe
da sadrzi zadatke tipa zaokruZivanja ta¢nog odgovora od vise ponudenih, ili zadatke cije
reSenje je samo jedna re¢ ili formula koju ucenik sam treba da upiSe, ali zavisno od
kreativnosti nastavnika moZe se dati zadatke tipa popunjavanja tabele, povezivanje
odgovarajucih stvari strelicom itd.

E-test se radi na kraju ¢asa, takode oko 10, odnosno 20 minuta. Ovaj test treba da
li¢i na M-test, ali zadaci trebaju biti tezi. Zadaci ne smeju da predstavljaju iznenadenje
ucenicima, od njih ne treba traziti viSe od onog S§to su ¢uli u drugoj fazi, kad nastavnik
izlagao gradivo. I kod ovog testa su vazne slike, ali sada one sluze kao podsec¢anje na ono
Sto su ucenici u drugoj fazi culi 1 naucili. Zadaci i na ovom testu mogu biti tipa
zaokruzivanja 1 sli¢ni, ali sad ve¢ se moze traziti malo viSe racunanja od ucenika, jer
zadaci 1 gradivo viSe nisu njima nepoznati, kao §to je to bilo na M-testu.
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3. Realizacija MTE-modela nastave

3.1. Prva tema - Trigonometrijske funkcije ostrog ugla i

vrednosti trigonometrijskih funkcija nekih ostrih uglova

Navedena tema predstavlja obavezan sadrzaj iz gradiva prvog razreda gimnazije.

IZVOD 1Z OPERATIVNOG PLANA RADA

Redni broj ¢asa Naziv nastavne jedinice Tip casa
136 Trigonometrijske funkcije osStrog ugla obrada
137 Trigonometrijske funkcije osStrog ugla vezbe
138 Vrednosti tr.igorlorpetrijskih funkcija kombinovani

nekih ostrih uglova
139 Vrednosti tr.igonvonjetrijskih funkcija vesbe
nekih ostrih uglova
140 Vazniji trigonometrijski identiteti kombinovani
141 Vazniji trigonometrijski identiteti vezbe
142 Vazniji trigonometrijski identiteti vezbe
143 Resavanje pravouglog trougla kombinovani
144 ReSavanje pravouglog trougla vezbe
145 Kontrolni zadatak provera
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3.1.1. Realizacija eksperimenta

Ovde izlozen plan obrade navedene teme je izveden u Gimnaziji u Beceju,
27.05.2013. godine, u madarskom odeljenju I4.

Ucenici pre eksperimenta nisu nista ucili o trigonometrijskim funkcijama, oni prvi
put ¢uju i sam naziv trigonometrija. Medutim, ucili su o podudarnosti i o sli¢nosti
trouglova, i to znanje ¢e biti potrebno za reSavanje zadataka M-testa.

Prva faza — reSavanje M-testa

Prva faza eksperimenta (reSavanje M-testa) traje oko 20 minuta.
Ciljevi M-testa:

e da se daci ,,zagreju‘ za temu Casa

e da se ispita prag znanja i intuitivne sposobnosti daka

e ponavljanje ve¢ usvojenog znanja

e iznoSenje osnovnih novih ideja vezanih za zadatu temu
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M-test
Kandidat:

Dat je pravougli trougao sa pravim uglom kod temena C.

(slika 1.) B
B
a) Sinus ostrog ugla je po definiciji jednak vrednosti 3 ¢
koli¢nika naspramne katete i hipotenuze.
* O
Odrediti: sina = sinf = C b
slika 1.
b) Kosinus ostrog ugla je po definiciji jednak vrednosti koli¢nika nalegle katete i
hipotenuze.
Odrediti: cosa = cosp =

c) Tangens ostrog ugla je po definiciji jednak vrednosti kolicnika naspramne katete i
nalegle katete.

Odrediti: tga = tgfh =

d) Kotangens ostrog ugla je po definiciji jednak vrednosti kolicnika nalegle katete i
naspramne katete.

Odrediti: ctga = ctgf =

Dat je pravougli trougao OBA, tako da je 4AB0 = 90°, 4A0B = 45°iduZina
hipotenuze OA je 1. (slika 2.)

a) Koji ugao je veci: 4A0B ili £0AB ? ZaokruZziti
A tacan odgovor.

i. 4A0B < 40AB
! i 4A0B > 40AB
iii. A4A0B = 40AB
b) Koja kateta je vecéa: OB ili AB? ZaokruZiti tacan

A o odgovor.

slika 2.
i OB = AB

i. OB<AB
ii. OB>AB
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c) Koristeci Pitagorinu teoremu odrediti duzinu kateta.
AB = OB =

d) Koriste¢i 1.zadatak odrediti:
Sin4AOB = cos3AOB =

3. Dat je jednakostranitan trougao ABC, duZine stranice g, tako da je CC’ visina iz temena
C. (slika 3.)

a) Odrediti: ¢
A
a =
’}/ =
a
R , v . h,
b) Izraziti visinu pomocu duZine stranice a:
(e}
h, = ¢ »
A o
c) Odrediti: slika 3.
sina =
cosa =
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Analiza zadataka M-testa

Prvi zadatak M-testa pripada nastavnoj jedinici Trigonometrijske funkcije ostrog
ugla. U zadatku su date definicije trigonometrijskih funkcija oStrog ugla, i slika
pravouglog trougla. Ucenici imaju zadatak da na osnovu datih definicija i date slike,
napiSu ¢emu je jednak sino, sinf, cosa, cosp itd. Cilj ovog zadatka je da ucenici
protumace i usvoje ove definicije uz upotrebu simbola. Da bi ta¢no resili ovaj zadatak,
ucenici moraju znati Sta znace pojmovi: koli¢nik, kateta, hipotenuza, naspramna (nalegla)
stranica nekog ugla itd. Ovi pojmovi njima nisu nepoznati, uéili su ih jo§ u osnovnoj
skoli.

Drugi i treéi zadatak M-testa pripada nastavnoj jedinici  Vrednosti
trigonometrijskih funkcija nekih ostrih uglova. Tac¢nije, kod drugog zadatka ucenici
raunaju vrednost trigonometrijskih funkcija za ugao od 45°, a kod treCeg zadatka
vrednost trigonometrijskih funkcija za ugao od 60°. Kod drugog zadatka se o¢ekuje da
veéina u€enika daje tacno reSenje na zadatke pod a) i b), sli¢no, kod tre¢eg zadatka pod
a). Pojmovi 1 osnovne osobine vezane za njih koje ucenici ve¢ moraju znati su:

e pojam jednakokrakog i jednakostrani¢nog trougla

e tvrdenje: zbir unutrasnjih uglova u trouglu je 180°

e tvrdenje: uglovi na osnovici jednakokrakog trougla su medusobno jednaki

e tvrdenje: svi unutrasnji uglovi jednakostrani¢nog trougla su 60°

e tvrdenje: visina jednakostrani¢nog (jednakokrakog) trougla polovi odgovarajuci
ugao

Deo pod c¢) drugog zadatka i deo pod b) tre¢eg zadatka ve¢ zahteva malo vise
razmiSljanja. Ucenici trebaju da se sete Pitagorine teoreme, 1 da to i koriste. Deo pod d)
drugog, i deo pod c) treeg zadatka su najtezi zadaci na ovom M-testu. Da bi ucenici
mogli da reSe, morali su ta¢no uraditi 1. zadatak i 2.c) , odnosno 3.b) zadatak.

Druga faza - izlaganje nastavnika

Ova faza traje oko 45 minuta (eksperiment se radi na dvocasu). Izvodenje nastave
se odvija putem reSavanja zadataka M-testa uz potrebna dodatna objasnjenja. Ucenike
zanima da li su dobili tacna reSenja, 1 na taj nacin moZe da se zadrZzava zainteresovanost
ucenika. Medutim, nije dovoljno da nastavnik samo prelazi na zadatke iz M-testa. On
upoznaje uéenike sa poreklom naziva ove matematicke oblasti — trigonometrija (grcke
re¢i trigonos (trougao) i metron (mera)). Nastavnik uvodi pojmove sinus, kosinus,
tangens i kotangens nekog ugla, koji su tzv. trigonometrijske funkcije datog ugla, putem
reSavanja 1. zadatka M-testa. Na osnovu datih definicija, nastavnik treba da skrene
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paznju ucenicima na trigonometrijske funkcije komplementnog ugla, tj. da za oStar ugao
a vazi:

sina = cos (90° — a)
cosa = sin (90° — )
tga = ctg (90° — a)
ctga = tg (90° — a)

Putem reSavanja 2. i 3. zadatka obraduju se trigonometrijske funkcije uglova od
45°,60°1i 30°, i to pomocu slika datih na M-testu. Pored toga, nastavnik skre¢e paznju i
obrazlaze ucenicima zaSto ne postoji oStar ugao Ciji je sinus ili kosinus ve¢i ili jednak 1,
tj. da za ostre uglove funkcije sin i cos uzimaju sve vrednosti iz intervala (0,1). Kao
dodatnu informaciju, nastavnik moze objasniti kako se mogu uporediti kosinusi, sinusi

dva ugla, odnosno kosinus jednog i sinus drugog ugla.

Treca faza — reSavanje E-testa

Treca faza eksperimenta je reSavanje E-testa u trajanju od oko 25 minuta. Prvi
zadatak predstavlja proveru usvojenih definicija. U drugom zadatku ucenici trebaju da se
sete da za ostre uglove funkcija sin uzima vrednosti iz intervala (0,1). U tre¢em zadatku
oni trebaju uporediti vrednosti datih trigonometrijskih funkcija. U ovom zadatku se
ofekuje od ucenika da koriste¢i crtez uoce da se sa povecavanjem ugla povecava
hipotenuza, a nalegla stranica ostaje fiksne duzine, $to znaci da je kosinus veceg ugla
manji. Takode, tre¢cim zadatkom proveravamo da li su zapamtili sa ¢asa vezu izmedu
trigonometrijskih funkcija uglova a i 90° — a. U Cetvrtom zadatku se o¢ekuje od ucenika
da izracunaju vrednosti trigonometrijskih funkcija za uglove od 45°, 60° i 30°, §to je i bila
glavna tema casa.

Na sledecoj stranici se nalazi E-test uz pomo¢ kojeg je eksperiment izveden.
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E-test
Kandidat:

1. Povezati strelicom veliCine iz prvog reda sa jednakom
vrednosti iz drugog reda:

sina cosa tga ctga

a c

a b c
b a a

als

2. Da li postoji ugao ciji je sinus:

a) 5 DA NE

b) 2 DA NE
3

) V2 DA NE
V3-1

d =5 DA NE

3. U kvadratic¢ upisati jedan od znakova <, >, = tako da zapis bude tacan:

a) c058°|:| c0s26°
b) cos70°|:| sin20°
) sin 70° I:I sin 57°

ObrazloZiti:
4. Popuniti tabelu:

a 30° 45° 60°

, 1
sina 5
cosa V2

2

tga V3

ctga
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3.1.2. Rezultati eksperimenta

U razredu ima ukupno 11 devojcica i 8 decaka. Na dan testiranja jedan decak je bio

odsutan.

e Rezultati M-testa

U slede¢im tabelama su date vrednosti izraZzene u procentima

ta¢nih odgovora u M-testu.

1. zadatak
Zadatak a b c d
Devojcice 77.27% | 81.82% | 63.64% | 72.73%
Decaci 71.43% | 42.86% | 42.86% | 42.86%
Ukupno 75% | 66.67% | 55.56% | 61.11%
Tabela 1
2. zadatak
Zadatak a b c d
Devojcice | 90.91% | 81.82% | 27.27% | 36.36%
Decaci 100% 100% | 28.57% | 21.43%
Ukupno 94.44% | 88.89% | 27.78% 25%
Tabela 2
3. zadatak
Zadatak a b C
Devojcice | 45.45% | 18.18% | 15.91%
Decaci 57.14% | 14.29% | 7.14%
Ukupno 55.56% | 16.67% | 12.50%
Tabela 3

koje predstavljaju broj

Kao §to je bilo oc¢ekivano, ucenici su najbolje uradili 2a) 1 2b) zadatak (94.44%,
odnosno 88.89%), Sto znac¢i da su prepoznali i znali osnovne osobine jednakokrakog
trougla. Bilo je jo§ ocCekivanje da ¢e u velikom broju reSiti zadatak 3a), odnosno da ¢e
znati osnovne osobine jednakostrani¢nog trougla, medutim, ovaj zadatak je samo malo
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viSe od polovine razreda resio ta¢no (55.56%). Sva tri pomenuta zadatka su decaci bolje
uradili od devojcica. I prvi zadatak je odraden sa slabijim uspehom od ocekivanog, ali je
interesantno da su ovaj zadatak devojcice mnogo bolje uradile od decaka. Na primer
zadatak 1b) 81.83% od devojcica je tacno resila, a od decaka je samo 42.86% upisao
ta¢an odgovor.

Zadaci 2¢) i1 2d) su bili tezi, $to se i vidi iz rezultata. Sli¢no, u zadacima 3b) i 3c)
su rezultati slabi, ovi zadaci su bili sa najmanjim uspehom reseni (16.67%, odnosno
12.50%). Verovatno zbog toga, jer je ovaj ve¢ bio poslednji zadatak. (Inace, zadaci 3b) i
2¢) su jako sli¢ni, kod oba zadataka treba da se koristi Pitagorina teorema. Isto tako su i
zadaci 3c¢) 1 2d) sli¢ni.)

M-test je odeljenje uradilo uspesno u proseku 52.65%.

e Rezultati E-testa

U slede¢im tabelama su date vrednosti izrazene u procentima koje predstavljaju
broj ta¢nih odgovora u E-testu.

Zadatak 1. zadatak
adata
sina cosa tga ctga

Devojcice | 81.82% | 54.55% | 63.64% | 54.55%
Decaci 85.71% | 71.43% | 71.43% | 57.14%
Ukupno 83.33% | 61.11% | 66.67% | 55.56%

Tabela 4
7adatak 2. zadatak

a b C d

Devojcice | 72.73% | 72.73% | 63.64% | 63.64%
Decaci 85.71% | 85.71% | 71.43% | 28.57%
Ukupno 77.78% | 77.78% | 66.67% 50%

Tabela 5
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7adatak 3. zadatak
a b c
Devojcice | 81.82% | 54.55% | 63.64%
Decaci 85.71% | 85.71% | 85.71%
Ukupno 83.33% | 66.67% | 72.22%
Tabela 6
4. zadatak
Zadatak . ;
cos30° | tg30° | ctg30° | sin45° | tg45° | ctg45° | sin60° | cos60° | ctg60°
DevojCice | 18.18% | 45.45% | 72.73% | 63.64% | 90.91% | 90.91% | 27.27% | 54.55% | 54.55%
Decaci 57.14% | 71.43% | 85.71% | 85.71% 100% 100% | 57.14% | 71.43% | 71.43%
Ukupno 33.33% | 55.56% | 77.78% | 72.22% | 94.44% | 94.44% | 38.89% | 61.11% | 61.11%
Tabela 7

Prvi zadatak E-testa predstavlja proveru koliko su ucenici zapamtili definicije
trigonometrijskih funkcija. Najbolje su zapamtili definiciju sinusa (83.33%), a najveci
problem su imali sa definicijom kotangensa oStrog ugla (samo 55.56% je tacno resio).
Vecina daka u razredu je tacno resila drugi zadatak, Sto znaci da je ve¢ina zapamtila da za
ostre uglove funkcije sin i cos uzimaju vrednosti iz intervala (0,1). Problemi su se javili
kod zadatka 2d), jer su dobili sloZeniji izraz sa korenima. Zadatak 2d) su decaci jako loSe
uradili (samo 28.57% je tacno reSio, dok kod devojCica ovaj procenat je 63.64%).
Zadatak 3a) su 1 decaci i devojcice jako dobro uradili, Sto znaci da su znali da uporede
kosinuse dva zadata oStra ugla (devojcice: 81.82%, decaci: 85.71%). Kod uporedivanja
sinusa dva ugla su ve¢ viSe gresili, a kod treceg zadatka najslabije je uraden deo pod b),
gde je trebalo uporediti kosinus jednog ugla sa sinusom drugog ugla. Ovde je uspeh
devojcica 54.55%, a uspeh decaka 85.71%. U Cetvrtom zadatku su rezultati jako razliciti.
Na primer, uspeh u odredivanju cos30° je samo 33.33%, a u odredivanju tg45°i ctg45°
ve¢ 94.44%. Vecéina ucenika je zapamtila osobine trigonometrijskih funkcija
komplementnog ugla (znali su da sin30° = cos60° i da tg60° = ctg30°).

E-test je odeljenje uradilo uspesno u proseku 67.50%, to znaci bolje od M-testa, Sto
znaci da su ucenici usvojili definicije i zapamtili osobine trigonometrijskih funkcija, i
pokazali sposobnost da primene to znanje kroz zadatke.
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3.1.3. Anketiranje

Na kraju dvocasa su ucenici dobili anketne listiCe, $to su anonimno popunili.
Vazno je da nastavnik naglasi da je anketiranje anonimno, jer ¢e ucenici samo u tom
slucaju odgovoriti ono $to stvarno misle, a ne ono $to misle da nastavnik oc¢ekuje od njih.
Na taj nacin nastavnik dobija uvid u to koliko takav nac¢in odrzanja nastavnog ¢asa ima

prijema kod ucenika.

Jedan primer mogucih pitanja na anketiranju:

1. Danasnji cas matematike je po tvom misljenju bio:

a
b

d
e
f)

2. Uporedi ga sa ranijim ¢asovima: a) manje mi se dopada nego inace

3. Kojom ocenom bi ocenio danasnji ¢as?

4. Dalisidanas nesto novo naucio?

)

) dosadan

c)

veoma dosadan

nemam neki stav

) interesantan

)

veoma interesantan

b) kao i inace
c) interesantnije nego inace

12345

DA NE

5. Dalibivoleo daidrugi put imamo takav ¢as?

Rezultati anketiranja su dati u slede¢im tabelama:

1.pitanje
a b c d e
0% 0% 27.78% 50% 22.22%
Tabela 8
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2.pitanje

a b c
11.11% 11.11% | 77.78%

Tabela 9

3.pitanje
1 2 3 4 5
0% 5.56% 22.22% 16.67% 55.56%

Tabela 10

4.pitanje
DA NE
100% 0%

Tabela 11

5.pitanje
DA NE

88.89% | 11.11%

Tabela 12

Na osnovu analiziranja rezultata anketiranja moZemo zakljuciti da je vecini
ucenika dopao taj nacin izvodenja nastave. Na pitanje ,,Da li bi voleo da i drugi put imamo
takav ¢as?” 88.89% od ucenika odgovorio sa ,,Da”. UCenicima je Cas bio interesantan, i na pitanje
,»Da li si danas nesto novo naucio?” svi su odgovorili sa ,,Da”.
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3.2. Druga tema — lzoperimetrijski problem

3.2.1. Opis izoperimetrijskog problema

Osnovni izoperimetrijski problem se odnosi na odredivanje ravne figure najvece
moguce povrSine zadatog perimetra (obima). Blisko je povezan sa tzv. Didoninim
problemom (prema legendi osniva¢ i prva kraljica Kartagine) Kkoji trazi oblast
maksimalne povrsine medu svim oblastima koje su ogranicene pravom linijom i krivom
zadate duzine sa krajevima na toj pravoj.

Prema legendi, ovaj problem je nastao za vreme osnivanja drevnog grada Kartage
na obali Severne Afrike. Feni¢anka Didona, koja posle smrti roditelja nije mogla
podnositi samovolju brata Pigmaliona, je pobegla na obalu Severne Afrike. Tamo se
dogovorila sa kraljem Jarbasom da od njega kupi onoliko zemljista koliko se moze
obuhvatiti koZom jednog bika. Ona je izrezala koZzu na tanke kaiSeve, povezala im
krajeve i uspela obuhvatiti zemljiste na kojem je kasnije izgradena Kartagina.

Osnovni izoperimetrijski problem se moze formulisati na slede¢i naéin:

Izmedu svih zatvorenih krivih linija u ravni, koje imaju isti obim, naci onu koja ogranicava najvecu
povrsinu.

Slede¢i problem je ekvivalentan osnovnom izoperimetrijskom problemu:

Medu svim zatvorenim krivama u ravni koje odreduju oblast fiksne povrsine, odrediti
krivu (ako postoji) minimalnog perimetra.

lako se krug javlja kao ocigledno resenje osnovnog izoperimetrijskog problema, dokazati
ovu ¢injenicu je prilicno tesko. Prvi progres prema resenju je dao svajcarski matematicar
Jakob Stajner! 1838 godine. Koriste¢i geometrijske konstrukcije koje su lake za
razumevanje on je dokazao da ako resenje postoji, tada to mora biti krug.

3.2.2. Osnovna izoperimetrijska teorema

Osnovna izoperimetrijska teorema resava sledec¢i problem:

1. Medu svim ogranicenim dvodimenzionim figurama perimetra 1 odrediti onu koja
ima najvecu povrsinu.

! Jacob Steiner (1796 — 1863)
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2. Odrediti onu prostu zatvorenu krivu minimalnog obima koja odreduje figure
povrsine 1.

Dokaz ekvivalentnosti ova dva problema:

Dokazujemo prvo da se reSavanjem prvog problema dobija reSenje i drugog problema.

Oznacimo sa S(®) povrsinu, a sa p(®) perimetar figure ®. Odnos povrsine i kvadrata
perimetra za slicne figure je konstantan (videti 2. zadatak M-testa na temi
Izoperimetrijski problem), tj. vazi:

(@) _ S(@,)
p2(®1) p?(Dy)’

za (Dl ~ (DZ.

Neka su dati skupovi:
F={¥Ip¥)=1}i F ={¥SW¥) =1}

Pretpostavimo da postoji figura ® € F ¢ija je povrsina veca ili jednaka povrSini bilo koje
druge figure perimetra 1, tj. da je ® reSenje prvog problema. Pokazimo da je figura @'
koja je sli¢na figuri @ i ima perimetar \/%cp) reSenje drugog problema.

@' e F', ocigledno. Treba jos dokazati da je perimetar figure @’ manji od perimetra bilo
koje druge figure iz F".
Neka je ¢’ proizvoljna figura povrsine 1, a ¢ homoteti¢na slika od ¢', gde je koeficijent
homotetije —. T €F.

omotetije - ada p €F

Imamo:

1 _S@) _S@® _S@® _S_ S _ S) _ 1
p2(®) p*(@) p*(D) 1 = 1  pie) p*(¢) p*(0")

Dakle,
p(®") < p(@"), za sve figure ¢’ za koje je S(¢') = 1,
Sto znaci da je @' zaista reSenje drugog problema.

Sli¢no se moze pokazati da ako bi neka figura @' bila reSenje drugog problema, tada bi
figura sli¢na njoj, ali jedinicnog perimetra bila traZena figura prvog problema. m
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Pokazujemo sada sledece tvrdenje:

Teorema 1. Ako postoji figura fiksnog perimetra p a maksimalne povrsine, ona mora biti
konveksna.

Dokaz

Neka je @ proizvoljna nekonveksna figura perimetra p. Zbog nekonveksnosti, postoje
kolinearne tacke A4, B i C takve da se A i B nalaze na rubu figure ®, a C u spoljasnjosti
figure @, i vazi raspored tacaka A — C — B. Oznacimo sa A; tacku preseka ruba figure ®
sa polupravom pp[C, A) koja je najbliza tacki C, i sa B; taéku preseka ruba figure ® sa
polupravom pp|[C, B) koja je najbliza tacki C (Slika 4). Tada cela otvorena duz |A;B,|
pripada spoljasnjosti figure @ i deli je na dve oblasti od kojih je tacno jedna ogranicena.
Ovu ograni¢enu oblast odreduje duz [A;B,] i onaj deo ruba figure @ koji je odreden
tackama A; i B;. Ovaj deo ruba ¢emo oznaditi sa |. Ako luk | zamenimo sa duzi [A;B4],
umesto figure @ dobijamo drugu figuru. Ova nova figura ima manji perimetar a vecu
povrsinu od figure ®. Homotetijom mozemo ovu novu figuru ,,uvecati , i na taj nacin
dobiti slicnu figuru perimetra p. Ali tada ¢e se povrSina jo§ uvecati, §to znaci da polazna
figura ® ne moze biti figura perimetra p sa maksimalnom povrs$inom.

Slika 4 ]

Stajnerov pokusaj

Stajner je poku$ao da resi osnovni izoperimetrijski problem, i dao dokaz sledeceg
tvrdenja:

Teorema 2. Za svaku konveksnu figuru koja nije krug postoji druga figura istog
perimetra a vece povrsine.

Smatrao je da iz ovog tvrdenja direktno sledi da je reSenje izoperimetrijskog problema
krug. Medutim, ovo tvrdenje samo sugeriSe reSenje izoperimetrijskog problema, a ne daje
dokaz za egzistenciju figure datog perimetra a maksimalne povrsine.
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Dokaz

Neka je data konveksna figura @ (koja nije krug) i neka tacke A i B polove rub date
figure. Tada tetiva [AB] deli figuru na dva dela, koje su povrsine S; i S,.

1. Slu(\fai: Sl > SZ

Veéi deo figure @, tj. deo povrsine S; preslikamo
osnom simetrijom u odnosu na osu p(4, B). Ako manyji
deo figure ® zamenjujemo ovom osno simetricnom
slikom, dobijamo figuru istog perimetra, ali vece
povrsine od polazne (Slika 5), §to je i trebalo dokazati.

A

Analogno se dokazuje za slucaj S, > S;. Slika 5
2. Slu(\sai: Sl = 52
Za dokaz je potrebno prvo dokazati pomoc¢no tvrdenje:

o Medu svim trouglovima sa zadatim duzinama dve stranice najvecu povrsinu ima onaj kod
koga su te stranice ortogonalne.

Dokaz: Neka je dat trougao ABC, BC = a i AC = b, i vazi: B
a L b. Neka je AB'C trougao za koji vaZi: B'C = aiB' # B
(Slika 6).

Tada za povrsinu trougla ABC vaZzi:

ab _a-siny-b hp b

[ p— — !
S(a ABC) = — = —— —=S(a4B'C)

n Slika 6
Sada se moze nastaviti dokaz Teoreme 2. za 2. slucaj.

Figura ® nije krug, Sto znaci da je bar jedan od dobijenih delova figure razlicit od
polukruga. Sledi da postoji tacka P na rubu figure ® takva da vazi: £APB # 90°. Duzi
[AP] i [PB] dele ovu povrsinu (deo polazne figure povrsine S; = S, ) na tri dela: trougao
APB i dva odsecka koji odgovaraju tetivama [AP] i [PB]. Formirajmo sada novu figuru
koja se sastoji od pravouglog trougla A’P'B’ sa pravim uglom kod temena P’ i stranicama
[A'P'] = [AP] i [B'P'] = [BP], i od dva odsecka koji su podudarni odsecima koji
odgovaraju tetivama [AP] i [PB]. Povrsina ove figure je veéa od Sy, jer je trougao A'P'B’
pravougli, pa je njegova povrsina veca od povrsine trougla APB. Ako dobijenu figuru
spojimo sa njenom osno simetri¢nom slikom u odnosu na osu p(4’, B"), dobijamo figuru
koja ima isti perimetar kao figura @, ali ve¢u povr$inu. =
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Kao sto smo ve¢ rekli, ovo tvrdenje ne reSava izoperimetrijski problem, jer ne daje dokaz
za postojanje figure datog perimetra i maksimalne povrSine. Pitanje egzistencije takve
figure jeste vazno, $to se vidi iz slede¢eg primera:

Primer 1. Medu svim konveksnim figurama perimetra manjeg od 1 pronaci onu koja ima
najvecu povrsinu.

Dokazujemo da takva figura ne postoji. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji traZzena

figura ®. Tada je njen perimetar jednak nekoj vrednosti 1 —6&, gde je 6 € (0,1).
)

. - 1-3 .. : : .
Homotetijom koeficijenta j dobijamo figuru sli¢nu figuri ®, a perimetra 1 — g. Ova
nova figura tada ima vec¢u povrSinu od figure @, ali je i njen perimetar manji od 1. Ovo
daje kontradikciju, jer smo pretpostavili da figura ® ima najvecu povr$inu medu svim
konveksnim figurama perimetra manjeg od 1.

Dakle, Stajnerov pokusaj nije dovoljan za re$avanje izoperimetrijskog problema. Problem
mozemo resiti na drugi nacin, koji ne zahteva dokaz egzistencije figure datog perimetra a
maksimalne povrSine.

Teorema 3. (Osnovna izoperimetrijska teorema) Krug ima vecu povrsinu od bilo koje
druge ogranicene dvodimenzione figure istog perimetra.

Dokaz
1. sluc¢aj — za nekonveksne figure

Prvo dokazujemo da konveksni pokriva¢ nekonveksne figure (tj. najmanji konveksni
skup koji sadrzi datu nekonveksnu figuru) konveksna figura manjeg perimetra a vece
povrsine od posmatrane.

Neka je data nekonveksna figura ®. Deo ruba konveksnog pokrivaca figure @ koji ne
pripada rubu @ se moze predstaviti kao unija otvorenih duzi ¢ije krajnje take pripadaju
rubu figure ®. Svakoj takvoj duzi |PQ][ pridruzujemo luk []PQ[ koji je deo ruba figure @
sa krajnjim tackama u P i Q. Zamenjujuéi luk []PQ[ sa duzi |PQ[ od figure ® dobijamo
novu figuru koja ima veéu povrSinu a manji perimetar od @. Ako se svi pridruzeni lukovi
zamene odgovarajué¢im duzima, od figure @ dobijamo njegov konveksni pokrivac, koji

ima manji perimetar a vecu povrsinu od ®.

28



Sledi, da je odnos povrSine i kvadrata perimetra nekonveksne figure manji od odnosa
povrsine 1 kvadrata perimetra njegovog konveksnog pokrivaca. Dakle, dovoljno je

dokazati teoremu za konveksne figure.
2. sluc¢aj — za konveksne figure

Za dokaz je potrebna sledeca lema:

e Lema 1. Medu svim konveksnim n-touglovima (n = 4) zadatog perimetra i sa
zadatim veli¢inama uglova a1,a5,...a, (0 < a; <m, zai=1,..,n; Y-, q; =
(n—=2)m), datim u ciklicnom redu, tangentni i samo tangentni ima najvecu

povrsinu.

Dokaz leme
Dokaz izvodimo indukcijom po n.

Zan = 4 trazimo cetvorougao zadatih uglova kod koga je odnos
povrsine i kvadrata perimetra maksimalan. U klasi paralelograma
trazena figura je romb (videti Zadatak 16., poglavlja 2.10
reference [1]), $to je tangentni Cetvorougao, pa je tvrdenje leme u
ovom slucaju ispunjeno.

Dokazujemo sada tvrdenje za cetvorouglove kod kojih dati
uglovi nisu takvi da je zbir svaka dva susedna jednak . Neka je
A1A;A3A, proizvoljan Cetvorougao sa datom osobinom koji nije
tangentan. Bez umanjenja opsStosti, moZemo pretpostaviti da za
uglove a; i a, vazi: a; + a, > m. Neka je A;A,A5A, tangentni
Cetvorougao sa zadatim uglovima aq,a,, az;ia, (Ugao «;
odgovara temenu A;, odnosno 4;, i=1,..,4). lzaz+a,>n
sledi da se prave p(4;,4,) = p(41,4%) i p(4,, A3) = p(4,, 43)
seku u nekoj tacki T (Slika 7).

Dokazujemo slede¢u nejednakost:

S(A1AA3AY) S(A1A2A34A,)
P?(A142454,) = p?(A1A24A344)
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Neka je

d(A4,43)

L d(T, Ay) +d(T, A5) — d(A, Ay) | k& 22w

(#1).°?

Zbog sli¢nosti trouglova A3 A,T i A5A,T vazi:

d(T,A,) +d(T,A3) —d(As, Ay) = ki
S(A34,T) = k2S(ALALT)

Nejednakost (1) je tada ekvivalentna sa

S(A14,T) — S(A3A,T) _ S(A14,T) - k2S(A3A,T)
(p(A14,T) — D)? (p(A14,T) — kl)?

Znamo da vazi: S(A,4,T) = %rp(AlAZT) i S(A3A,T) =%rl, gde je r polupreénik
upisane kruznice u trouglu A;A,T. Uvrstanjem ovog u prethodnu nejednakost, posle
skra¢ivanja dobijamo:

(k —1)2lp(A;4,T) > 0,
Sto je tacno, pa i nejednakost (1) koja je ekvivalentna ovoj takode ta¢na.
Dakle, dokazivali smo lemu za slucaj n = 4.

Pretpostavimo sada da tvrdenje leme vazi za slucaj (n — 1)-tougla i dokazujemo za slucaj
n- tougla.

Neka je A4, ... A,_1 A, tangentni n-tougao sa uglovima a;,a,,...,a, redom kod temena
Ai, A,, ..., A, isa polupreénikom upisane kruznice r. Neka je A1 45 ... A;,_, Ay, proizvoljan
n-tougao sa uglovima a4,a5,...,a, redom kod temena A7, A5, ..., A;, koji nije slican prvom
(Slika 8). Dokazujemo da vazi nejednakost:

S(A145..Ap_14p) S(A} AY. A5 _1AR)
P?(A142.-An—14n) = D?(A1Az..Ay_14p)

()

2d(X,Y) predstavlja oznaku za rastojanje izmedu tacaka X i Y
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Medu uglovima a;,a,...,a, postoje dva susedna ¢iji je zbir vec¢i od m. Bez umanjenja
opstosti, mozemo pretpostaviti da su to uglovi a,_4 i ay. 12 a,,_; + a, > m sledi da se
poluprave pp[Ay, Ay) | pp[An—2, An—1), 0dnosno poluprave pp[A1, Ay) i pplAy-2, An-1)
seku u nekim tackama B i B’, redom. Dobijeni (n — 1) -touglovi 4,4, ...A,_,B i
AjA, .. A, _,B" su dva konveksna (n— 1) -tougla sa podudarnim odgovaraju¢im
uglovima, pri ¢emu je prvi tangentan.

g &
.r:".ia

Slika 8

Uvedimo jo§ jedan n-tougao AjA5 ... A5 _,4; (odnosno (n — 1)-tougao A7A5 ... Ay_,B")
sli¢an n-touglu A} 45 ... A;,_; Ay, (odnosno (n — 1)-touglu A} A4} ... A;,_,B’) takav da vazi:

p(AiA; ... Ay 2B") = p(A14; ... An_2B)

(n — 1)-touglovi A1A5 ... A;_,B* i A1A) ...A;,_,B’ su sli¢ni, pa na osnovu induktivne
pretpostavke sledi:

S(A44, ... A, _»B) - S(A1 4, ... A, _,B") _ S(A1 45 ... A5 _,B")
P*(A14; .. An,B) ~ p*(A1A; .. A, ,B)  p?(AjA; .. Ay ,BY)

Zbog p(AiA4; ... A5, _,B*) = p(A14, ... A,_,B) imamo:
S(A14; ... Ap_,B) = S(A; A5 ... A;_,B")
Sto znaci da postoji broj g € (0,1] takav da vazi
S(A% AS .. AL_,B*) = qS(A14, ... Ay_,B)
Primetimo da su trouglovi BA,A,,_1 | B*A;, A}, sli¢ni, sa koeficijentom sli¢nosti

d(An An-1)

Neka_le l d:(Ef d(B,An) + d(B, An—l) - d(An, A‘l’l—l)'
Tada vazi:

kl = d(Ay,B*) +d(Ay_,,B*) —d(4y, A45,_1)
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S(B*A;A:l—l) = kZS(BAnAn—l)

Iz sli¢nosti n-touglova AjAj;..Ay_ Ay | AjA,..A,_ A, sledi da je izraz (2)
ekvivalentan sa

S(A14y .. Ay_1Ay) . S(AL A5 .. AL_LAY)

P*(A14; . An—14n) ~ DP*(A14; .. AL LA%)

Sto je opet ekvivalentan sa

S(AA, ...A,_,B) — S(BA,An—1) S qS(A1A, ... Ap_2B) — k*S(BA,Ap_1)
(p(A14; ... Ap—2B) — 1)? (p(A14; ... Ap—2B) — kl)?

Iskoristimo sada €injenicu da je povrSina tangentnog n-tougla jednaka polovini proizvoda
perimetra i poluprecnika upisane kruznice, kao i vezu izmedu povrSine trougla i
poluprec¢nika spolja upisane kruznice, pa dobijamo:

1 1 1 1
5Tp(A14; ... An—yB) — 57l S 5qrp(A;4; ... Ay_2B) — 7k2rl
(p(A14; ... A2 B) — 1)? (p(A14; ... Ay_2B) — kl)?

Sredivanjem, ova nejednakost se svodi na:
1-—q)((A14; ...A_,B) — Dp(A14; ... A_,B) + (1 — k)%lp(A14; ... A_,B) > 0

Kako je (1 — k)2 > 0ip(4,4,...4,,_,B) > 1, to je leva strana poslednje nejednakosti
nenegativan broj. Dokazimo da ona ne moze biti jednaka nuli.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je ova vrednost jednaka nuli. Tadag =k =1.lzqg=1
sledi da su oba (n — 1)-tougla A14, ...A,_,B i A7 A5 ... A;,_,B” tangentna, a kako su
istog perimetra, to moraju biti i podudarni. Medutim, kako n-touglovi A;4, ...A,_14, i
Al A5 ... A5, _, Ay nisu slicni, pa time ni medusobno podudarni, sledi da ni trouglovi
BA,A,_, | B*AyA;_; nisu podudarni. Sledi, k# 1, §to je u kontradikciji sa
pretpostavkom. Dakle, leva strana poslednje nejednakosti je uvek veca od 0. Zbog
taCnosti poslednje nejednakosti je izraz (2) tacan, zbog ekvivalentnosti ova dva izraza. m

Sada mozemo nastaviti dokaz osnovne izoperimetrijske teoreme.

Ako sa D oznacimo krug proizvoljnog poluprecnika, a sa @ proizvoljnu ogranic¢enu
konveksnu figuru razli¢itu od kruga, treba dokazati nejednakost

S(D) S S(®)
p*(D) = p*(®)
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Neka je {I12},,en Niz poligona opisanih oko kruga D formiranih tako da svi spoljasnji
uglovi poligona I% teze nuli, kad n — o. Za svaki n-tougao 12 = ATA%} ... A" . n €N,
formiramo poligon T opisan oko figure ® , dobijen pomoéu paralelnih pravih

orijentisanih pravaca redom vektora ATAY, ALA%, .., Ay_, A%, ARAT. Na ovaj nacin
dobijamo niz poligona {I1>},cn Opisanih oko figure ®, pri ¢emu svaki 1Y ima iste
vrednosti za uglove kao i IT2. Na osnovu Leme 1 imamo:

S(w) _ S(mw)

pz(lﬁ)) = pZ(HS)'Za sve n €N

Kada n — oo dobijamo

S o s(y) o S(R) - S(@)
pZ(D) B nl—I;BO pZ(Hg) = nl—l;l;lo pZ(H‘T?) _pZ((D)

Da jednakost ne moze da vazi sledi iz Teoreme 2. =
Sledi jedan noviji dokaz [5] osnovne izoperimetrijske teoreme.

Teorema 4. Za svaki konveksni mnogougao I vazi p? (1) = 4mS(IT), gde je sa p(I0)
oznacen perimetar, a sa S(I1) povrsina mnogougla I1.

Dokaz

Neka je IT = A4, ... A, konveksan n-tougao, n € N. Neka je M tacka na rubu n-tougla
takva da vazi:

1) d(414;) + d(A,43) + -+ d(A,M) = 22

2
2) S(As4, .. ApM) 2 2
Neka je tacka O srediSte duzi MA,. Posmatrajmo najudaljeniju tacku Ajj € {1,2, ...,n},
od tacke O (na Slici 9 tacka A3) i oznacimo njeno rastojanje od tacke O sa r. Povlac¢imo
tangentu u tacki A; na kruznicu sa centrom u O i polupre¢nika r. Oznac¢imo sa Aj presek
kruznice i normale na OA; iz taCke A; (onu preseCnu taCku koja se nalazi u istoj
poluravni odredenoj sa p(0, 4;) kao i tacka A,) i sa M' presek kruznice i normale na 0 A4;
iz taCke M (onu prese¢nu ta¢ku koja se nalazi u istoj poluravni odredenoj sa p(0, 4;) kao
i tatka M). Tada vazi: A;A] = MM’, pa je povrsina dela kruga A;A1A;M'MOA, jednaka
polovini povrsini celog kruga, tj.

1
S(A,ALAM'MOA,) = S
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U spoljaSnjosti poligona A4, ... A,M konstruisemo paralelograme za koje vazi da im je
jedna stranica a; = A;A;41,zai=1,2,...,p — 1, 0dnosno a; = A;M, naspramna stranica
je deo tangente na kruznicu, a ostale dve stranice su paralelne sa tangentom koja dodiruje
kruZnicu u tacki A; (Slika 9).

Neka je sa h; oznaCena visina trougla OA;A;,,, & sa d; visina paralelograma
AiA;A;+1Ai+1. Tada vazi: r = h’i + di'

Slika 9

OznaCimo sa S; povrSinu poligona A, 4, ... A,M, $to je jednako zbiru povrSina trouglova
0A14A;,04A,4;, ...,0A,M, 1j.

p
1
S; = S(A14; .. ApM) = EZ a;h;
i=1

Oznacimo sa S, zbir povrSina paralelograma. Tada vazi:

p p p p
_ _ _ __p(D
SZ = aidl- = ai(r - hl) =r a; — aihi =r > - 251
i=1 i=1 i=1 i=1
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Posto S; + S, = S(A;ALA;M'MOA,) = ~mr?, sledi

p(ID 1
T S, = Ertr2

Sto je ekvivalentno sa
rp(I) — 25, = nr?

tj. sa

2
p (H)SO
4T

21
‘m—rp(I) =+ 2S5, +
rem —rp( )2n+ 1

Dobijamo:

p(M\*  (p*(M)
n(r—?> —< an —251>S0

Stoga sledi: p2(IT) = 47 - 2S5; = 4nS(10), §to je i trebalo dokazati. m
Ako sa @ oznadimo proizvoljnu ograni¢enu dvodimenzionu figuru, onda vazi:

S(@) Sy
p?(®) noeop?(TI7)
gde je {I1®},,cn niz poligona upisanih u rub figure ®. Tada na osnovu prethodne teoreme
sledi:
S@) 1

S —_
p?(P) ~ 4m

odnosno
p?(®) = 4nS(P)

Sto znaci da Teorema 4 vaZi ne samo za poligone nego 1 za bilo koju ograni¢enu
dvodimenzionu figuru. Dakle, prethodna teorema daje dokaz i za osnovnu
izoperimetrijsku teoremu, jer za proizvoljnu ograni¢enu dvodimenzionu figuru ® vazi:

S@ _1_ r'n__ S(D)
p?(®) ~ 4w~ (2rm)?  p*(D)

gde je D krug poluprecnika 7.
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3.2.3. Teoreme o tetivnim poligonima

Teorema 5. Tetivni n-tougao sa stranicama duzina a4, ay, ...,a,, n € N, ima vecu
povrsinu od proizvoljnog n-tougla cije su stranice takode duzina a4, a, ..., ay.

Dokaz

Neka je II; = A4, ... A, proizvoljan n-tougao sa stranicama duzina a; =
d(ALAy),a; = d(Ay,43), ...,a, = d(Ay, A;)n €N, inekajeIl, = By B, ... B, tetivni n-
tougao sa  stranicama duZina a,,as,, ..., a, tako da vazi d(By,B;) = a,,d(B,, B3) =
ay, ...,d(By, B1) = a, (Slika 11). I1, je tetivan, pa moZemo opisati kruznicu oko njega.
Sa 0; oznacavamo odsecCak koji obrazuju tetiva a; i manji kruzni luk koji odgovara tetivi
a;,i=12,..n. Sada n-touglu I1; mozemo ,docrtati odsecke O; koji su podudarni
odseécima 0;, redom, tako da stranici duZine a; odgovara odse¢ak O; (Slika 10).

B

n
Slika 10 Slika 11

Dobijena figura je istog perimetra kao kruznica opisana oko II,, pa na osnovu osnovne
izoperimetrijske teoreme sledi da ima manju povrsinu od kruga. Posto su odseccei O; i 0;,
i =1,2,...n, podudarni, dakle imaju jednake povrsine, sledi da n-tougao I1; ima manju
poviSinuod I[1,. =
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Teorema 6. Za svaki poligon sa zadatim stranicama duzina a4, a,, ..., a,, n € N postoji
tetivni poligon sa istim nizom duzina svojih stranica.

Dokaz

Neka je dat poligon sa stranicama duzina a4, a,,...,a,, datim u ciklicnom redu
pojavljivanja, koji nije tetivan.

Bez umanjenja opStosti, mozemo pretpostaviti da a; = maxX;<j<, @; - Na kruZnici

polupreénika r > %(al + a,+...+a,) ozna¢imo dve dijametralno suprotne tacke A i A,.

Na svakom od dva luka koja su odredena sa ove dve tacke, ozna¢imo po jedan niz tacaka:
Ay, As, ..., Ay, na jednom luku i A5, A5, ..., Ay, na drugom, datim u smeru kretanja od tacke
A ka tacki Ay, pri Cemu je zadovoljeno d(4,4,) =d(4,4,) =a,, d(A,, A3) =
d(A,,A%) = as, ..., d(A,_1,4,) = d(4;,_1,Ay) = a,. Oznalimo sa A; tatku sa onog
luka kojem pripadaju tacke A,,As, ..., A, i za koju vazi d(4,4;) = a,. Za dovoljno
veliko r tacka A; se nalazi na onom luku kruznice sa krajnjim tackama A i A, na kojem
se nalaze i1 tacke A,, Az, ...,A,_1. Ako sada neprekidno smanjujemo poluprecnik r
kruznice, u jednom momentu ¢e do¢i do poklapanja tacke A, sa A, ili 4;,, pa tako
dobijamo tetivni poligon sa istim nizom duZina stranica kao i polazni poligon.

Teorema 7. Neka je I1; tetivni n-tougao perimetra p sa stranicama duzina a4, as, ..., Gy,
n € N, koje su date u ciklicnom redu , pri cemu je zadovoljeno a; < % < a,. Tada postoji

tetivni n-tougao I1, istog perimetra a koji ima bar za jedan veéi broj stranica duzina %.

Dokaz

Neka je I1; = A;4, ... A, tetivan n-tougao sa stranicama duzina a; = d(A4;4;),a, =
d(A,,4A3),...,a, = d(A,, A1), n € N. Od I1; formiramo novi poligon I1; (koji ne mora
biti tetivan) na slede¢i nacin: teme A; zamenimo sa novim temenom A} tako da vazi

d(ApA) =% 1 d(ALA) = a; +a, —E
Tako se perimetar poligona ne menja, tj. p(I1,) = p(I1}).

Na osnovu prethodnog tvrdenja postoji tetivni poligon I, sa stranicama duzina

%, ay, ..qp_1,a1 + ay — %, to u ciklicnom redu. Sledi da je II, trazeni tetivni n-tougao,

jer je istog perimetra kao i I1; i ima za jedan veci broj stranica duzina %.
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Slika 12

Moze se jos dokazati da poligon II, ima vecu povrSinu od poligona I1;, tj. da vazi
S(Iy) > S(11L)

Da je S(I1,) = S(I1}), sledi iz ¢injenice da je T, tetivni poligon sa istim nizom duzina
stranica kao i I1;.

Treba jos§ dokazati da S(I17) > S(I1;).
Prvo dokazujemo sledecu lemu:

e Lema 2: Ako dva trougla sa zajednickom stranicom imaju isti perimetar, tada
vec¢u povrsinu ima onaj kod koga je razlika duzina preostale dve stranice manja.

Dokaz leme

Neka su dati trouglovi ABC i A'BC, sa zajedni¢kom stranicom BC = a, i istog perimetra,
i neka vazi S(ABC) = S(A'BC). Za trouglove ABC i A'BC postoje jednoznaéno odredeni
brojevi h > 0i k > 0 tako da vrednosti a, b+ h i b — h predstavljaju duZine stranica
trougla ABC, avrednosti a, b + k i b — k predstavljaju duZine stranica trougla A'BC.

Dokazujemoda (b+h) —(b—h) < (b+k)—(b—k),t.davazi: h < k.

PovrSine datih trouglova izrazimo pomo¢u Heronove formule:

S(ABC) =+/s(s—a)(s—b—h)(s —b + h)

S(A'BC) =/s(s—a)(s—b—k)(s—b + k)
gde je s poluobim trouglova.

Iz S(ABC) = S(A’BC) sledi

\/s(s—a)(s—b—h)(s—b+h)2\/s(s—a)(s—b—k)(s—b+k)

g,
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Js—=b—h)(s—b+h)=(s—b—k)(s—b+k)
Sto je ekvivalentno sa
(s —b)? —h? = (s — b)* — k?
Sledi:
h<k

Sto je i trebalo dokazati. Zbog ekvivalentnosti gornjih izraza vazi i obrnut smer, tj. ako
(b+h)—(b—-h)<(b+k)—(b—k) onda S(ABC) = S(A'BC). m

Sada mozemo nastaviti dokaz Teoreme 7, tj. da vazi S(I17) > S(I1;).

Posmatramo trouglove A;A4,A, i AjA,A,. Ova dva trougla imaju zajedniCku stranicu
A,A,,. Dokazujemo da

|d(A1, An) — d(A1, Az)| < d(4y, Ay) — d(Ay, A2),
tj. da vazi:
|d (A1, Ay) — d(AL, A < ap —ay
Gornja nejednakost je tacna, jer d (A7, 4,) € (aq,ay,) 1 d(A}, Ay) € (aq, ay).

Na osnovu Leme 2 sledi da je tada S(I1;) > S(I1,). Iz ovog i iz S(I1,) = S(I17) sledi
S(I,) >S(;). =

Teorema 8. (Osnovna izoperimetrijska teorema za poligone): Medu svim n-
touglovima zadatog perimetra pravilni ima najvecu povrsinu.

Dokaz

Teoremu ¢emo dokazati za sluéaj tetivnog n-tougla, jer za nekonveksni poligon uvek
postoji konveksan poligon istog perimetra (konveksan ima vecu povrsinu), i na osnovu
ve¢ dokazanih tvrdenja za svaki konveksan poligon koji nije tetivan postoji tetivan
poligon istog perimetra a vece povrsine.

Neka je IT proizvoljan tetivan n-tougao koji nije pravilan. Ako promenimo redosled
pojavljivanja stranica povrsSina tetivnog N-tougla nece se menjati.
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Formiramo sada niz tetivnih poligona I1; = I1,I1,, 5, ..., I, pri ¢emu su svi istog
perimetra p, a poslednji u nizu I, je pravilan n-tougao, i svaki u nizu ima za bar jedan
veci broj stranica duzine % od prethodnog u nizu.

Na osnovu prethodne teoreme vazi: S(IT) < S(I1,) <...< S(Mk_1) < S1,) ip(D) =
p(Ilx) =...= p(Ilk—1) = p(Il) . m

3.2.4. Realizacija eksperimenta na temi Izoperimetrijski problem

Eksperiment na temi lzoperimetrijski problem je izveden 17. 06. 2013. u
odeljenju I, u Gimnaziji u Beceju.

Ideja eksperimenta je da se daci upoznaju sa ovim naprednim matemati¢kim
sadrzajem, na nivou koji odgovara njihovom uzrastu.

Ciljevi eksperimenta:

e da se daci upoznaju sa osnovnim izoperimetrijskom problemom

e da dobijaju alate za reSavanje izoperimetrijskog problema (koriS¢enje osne
simetrije, ,,docrtavanje* odsecak kruga datoj figuri, itd.)

e da oni sami dolaze do zakljucka da je reSenje izoperimetrijskog problema
,»hajpravilnija figura“

Prva faza — reSavanje M-testa
Ciljevi M-testa:

e ponavljanje ve¢ usvojenog znanja — odredivanje povrSine i obima date figure (1.
zadatak)

e da ucenici sami dodu do zakljucka da slicne figure imaju isti odnos povrsine i
kvadrata perimetra (2. zadatak)

e da se zaklju¢i da medu trouglovima sa zadatim duzinama dve stranice najvecu
povrsinu ima onaj kod koga su te stranice ortogonalne (3. i 4. zadatak)

Sledi M-test uz pomo¢ kojeg je eksperiment izveden i tabele u kojima su date vrednosti
izrazene u procentima koje predstavljaju broj tacnih odgovora u M-testu.
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M-test
Kandidat:

1. Odrediti perimetar (obim) i povrSinu svake figure sa slike:

I. p(F)= 2. p(F)= 3. pF)= 4. p(F)=
- ( - p(F)
S(F)= S(F)= S(F)= S(F)=
2. Koja figura ima najveci odnos povrsine i kvadrata perimetra, tj. psz(é;)) ?

3. Odsecci (delovi figura) koji nalezu na stranicu a = BC (isto vazi i za b = AC) su
medusobno podudarni kod svih figura sa slike. Koja figura ima najvecu povrs§inu?

C C
C c E
’A‘A ‘
B } B
B C A 7]

F B £ Fy F5
4. Formulisati tvrdenje koje se odnosi na povrSinu trougla sa zadatim veliCinama dve
stranice (a i b) koje se primenjuje u prethodnom zadatku.
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e Analiza rezultata M-testa

Devoijcice 11
Decaci 8
Ukupno 19
Tabela 13
1. zadatak
Zadatak
1P 1S 2P 2S 3P 3S 4p 4S
Devojcice 9.09% | 63.64% | 18.18% | 36.36% 9.09% | 27.27% 9.09% 45.45%
Decaci 37.50% | 75.00% | 25.00% | 75.00% 25% | 62.50% | 50.00% 37.50%
Ukupno 21.05% | 68.42% | 21.05% | 52.63% 15.79% | 42.11% | 26.32% 42.11%
Tabela 14
2. 3. 4,
Zadatak zadatak | zadatak | zadatak
Devojcice | 81.82% | 90.91% | 63.63%
Decaci 87.50% | 62.50% | 62.50%
Ukupno 84.21% | 78.95% | 63.16%
Tabela 15

Prvi zadatak nije jako komplikovan, daci trebaju samo na osnovu slike da
racunaju obim i1 povrSinu datih figura. Zadatak olakSava mreza u kojoj se nalaze figure.
Medutim, rezultati su losiji od o¢ekivanog, i to ne zbog toga da daci nisu znali kako da
odrede obim i1 povrSinu, nego je veéina ucenika gresila samo u jednom ili dva broja (na
primer, za perimetar je tacno reSenje bio 28, a mnogi daci su dobili kao reSenje 27 ili 26).
Interesantno je da su vise greSili u izraCunavanju perimetra nego u izracunavanju
povrsine.

U drugom zadatku ucenici su trebali da primete kako se od figure F; dobija figura
F,, a da se pri tome perimetar ne menja, a povrsina raste. Uporedujuéi F, i F3, trebali su
S(F)
p%(F)
figure F; koji se moze zameniti odgovaraju¢im delom figure F, tako da se od F; moze
dobiti figura F,, moze se zakljuiti da je tacno reSenje figura F,. Veéina daka je tacno
resio ovaj zadatak (84.21%).

da primete sli¢nost ove dve figure, i da one imaju isti odnos

. UocCavanjem dela

Kod tre¢eg zadatka nije trebalo racunati, nego samo dobro pogledati slike, i
primetiti da odsecci kod svake figure imaju istu povrSinu. Na osnovu toga lako se
zakljucuje da medu trouglovima sa zadatim veli¢inama dve stranice najve¢u povrSinu ima
onaj kod koje su te stranice ortogonalne. Tre¢i zadatak je 78.95% ucenika tacno resSio, a
formirati tvrdenje znalo samo 63.16% .
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M-test je odeljenje uradilo uspesno u proseku 46.89%.

Druga faza - izlaganje nastavnika

U drugoj etapi nastavnik ima tezi posao u odnosu na prvi eksperiment. Ova tema
nije laka za razumevanje, daci tog uzrasta jo§ nikada nisu Culi o izoperimetrijskim
problemima.

Jedan predlog za izlaganje nastavnika

formulisati osnovni izoperimetrijski problem
ispricati legendu o Didoni
izvesti Stajnerov pokusaj putem resavanja M-testa:

— preko prvog zadatka demonstrirati kako se putem osnih simetrija od prve
figure dobija druga, od druge treca, od trece Cetvrta, a da se pri tome
perimetar ne menja, a povrsina raste

— na osnovu drugog zadatka zakljuciti da slicne figure imaju isti odnos

povrsine i kvadrata perimetra

— preko treCeg i Cetvrtog zadatka dokazati da medu svim trouglovima sa
zadatim duzinama dve stranice najvecu povrsinu ima onaj kod koga su te
stranice ortogonalne (tako povezati temu sa gradivom koje su na prvom
eksperimentu usvojili — sinus ostrog ugla)

e dokazati tvrdenje da tetivni n-tougao sa stranicama duZina aq,a,, ...,a,, n € N,
ima vecu povrSinu od proizvoljnog n-tougla ¢ije su stranice takode duZina
a, a,, ..., a, (Koristiti ideju docrtavanja odsecaka kruga datoj figuri)

e formulisati sledec¢a tvrdenja bez dokaza:

— Ako postoji figura fiksnog perimetra p a maksimalne povrsine, ona mora
biti konveksna.

—  Krug ima vecu povrsinu od bilo koje druge ogranicene dvodimenzione
figure istog perimetra.

— Medu svim n-touglovima zadatog perimetra pravilni ima najvecu
POVFSinu.

Iz gornjeg predloga ja nisam mogla sve da odradim sa dacima prvog razreda. Delove
Stajnerovog dokaza putem re$avanja M-testa sam iznela, ali ceo dokaz vise bi odgovarao
za stariji uzrast. Objasnila sam ideju docrtavanja odsecaka kruga datoj figuri, i
formulisala sam gore navedena tvrdenja. Da su ova tvrdenja ta¢na, daci mogu da ,,0sete* i
bez dokaza. Na osnovu ovih teorema wucenici su sami zakljuCili da reSenje
izoperimetrijskog problema mora biti Sto pravilnija figura, dakle da je reSenje krug.
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Treca faza — reSavanje E-testa

E-test
Kandidat:

Odrediti figuru maksimalne povrSine Ciji rub se sastoji od duZi duzine d i proizvoljne krive duZine
[, pri¢emu je [ > d.

2.

Odrediti n-tougao najvece povrsine kod koga su zadate duzine (n — 1) stranica
ap,ay, ... dp—1-

o
ER™ a,
ﬂ3 “,,: [}
ag - o a a, 1 a
@1 n-1

Covek treba da ogradi §to vee parCe zemlje oblika pravougaonika uz put (prava linija). Uz put ne
treba da dize ogradu, a raspolaze materijalom duzine /. Kako da to uradi?

Loy

4§ g
“

Covek treba da ogradi Sto vece parCe zemlje uz dva puta koja se seku pod pravim uglom, a
raspolaze sa dve ograde (duZzi) duzine /. Kako to da postigne?

e
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e Rezultati E-testa

U tabeli su date vrednosti izrazene u procentima koje predstavljaju broj tacnih
odgovora u E-testu.

Zadatak 1 2 3 4

Devojcice 100% | 100% 81.82% | 100%

Decaci 100% | 100% 62.50% | 100%

Ukupno 100% | 100% 73.68% | 100%
Tabela 16

E-test su ucenici izuzetno dobro uradili, a iz toga mozemo zakljuciti da slede¢i put bi
trebalo 1 pored ponudenih odgovora traziti i obrazloZzenje od ucenika. Ideja zadataka je da
kori$é¢enjem osne simetrije ili kod prvog zadatka dodavanjem svakoj figuri odsecak kruga
koji odgovara tetivi d se dobije figura za koju sigurno znamo da ima veéu povrSinu od
ostalih: krug (1. zadatak), tetivni (2. zadatak) ili pravilni mnogougao (3. i 4. zadatak).
Veéina daka je samo pogledala sliku i zaokruzila onu figuru koja na prvi pogled ima
najvecu povrsinu. To se vidi iz 3. zadatka, jer svi oni koji su gresili, zaokruzili trecu
figuru (kvadrat).

E-test je odeljenje uradilo uspesno u proseku 93.42%.

45



4. Zakljucak

Motivacija je vazna u ucenju matematike, 1 nastavnici imaju veliku ulogu u jac¢anju
ili slabljenju motivacije ufenika. MTE-model nastave je dobar nacin za jacanje
motivacije, preko prvog, motivacionog testa. Pokusaj aktivnog reSavanja problema koji je
jasno izlozen i1 za c¢ije reSavanje ucenik nema dovoljno predznanje izaziva vecu
zainteresovanost ucenika.

U ovom radu je dat jedan predlog kako da se izlaZze gradivo u nastavi matematike
kad nastavniku stoji na raspolaganju blok ¢asova. Eksperimenti koje sam izvela u prvom
razredu gimnazije su pokazali da je ovaj model nastave ostvariv, i uspesan je u usvajanju
novih znanja i u odrzavanju paznje i aktivnosti ucenika na oba ¢asa blok nastave. Ovakav
nacin izlaganja je bio prihvacen kod ucenika, i ne samo u slucaju obaveznog gradiva,
nego i u slucaju naprednih matematickih sadrzaja. Jeste da nastavnik ima vise posla sa
pripremom za jedan takav Cas nego za jedan ,,tradicionalan® ¢as (nije lako izabrati dobre
zadatke za M- i E-test), ali verujem, i to su i eksperimenti pokazali, da ovaj model
nastave motiviSe ucenike za vecu paznju i aktivnost.

Preko izvrSenih eksperimenata sam videla uspesnost MTE-modela nastave, i zbog
toga smatram da bi nastavnike matematike trebalo upoznati sa tim nacinom izlaganja
gradiva, da daci vise ne bi rekli da su casovi matematike ,,dosadni* i da bi i oni ucenici
dobili motivaciju za matematiku kojima ovaj predmet teze ide.
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