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“ Mathematics stalks on earthly

ground and at the same time

touches the divine firmament.”

David Hilbert



Predgovor
Problemi koji se bave razlagaǌem objekata intrigiraju ǉudsku vrstu
hiǉadama godina. Iako su se jox stari Grci bavili problemima razla-
gaǌa u ravni i prostoru, tek polovinom XIX dat je odgovor na problem u
ravni, dok je rexeǌe problema u prostoru prona�eno poqetkom XX veka.

Stari Grci su metod razrezivaǌa poligona na maǌe delove koristili
prilikom odre�ivaǌa ǌegove povrxine. U prostoru je situacija nexto
komplikovanija i samo razrezivaǌe nije dovoǉno kod odre�ivaǌa zapre-
mine poliedra, ve� je neophodno korix�eǌe graniqnih procesa. Upravo
ovo je motivisalo Hilberta da u listu svojih problema uvrsti i pro-
blem razlagaǌa u prostoru. Ako se dodatno dozvoli da delovi na koje se
dele polazni objekti budu proizvoǉni skupovi taqaka, stvari se dodatno
komplikuju i dobija se da su svaka dva objekta uvek me�usobno razlo�iva,
bez obzira na ǌihove zapremine.

Znaqaj Hilbertovih problema se ogleda u qiǌenici da su oni bili
pokretaq za razvoj mnogih grana matematike. Istra�ivaǌa na Tre�em
Hilbertovom problemu su oznaqila poqetak teorije razlo�ivosti koja
danas predstavǉa znaqajnu oblast matematike. Sa pronalaskom tenzo-
ra poqiǌe primena Denove invarijante, kao znaqajne osobine poliedra,
na mnoge druge probleme, koji nisu u direktnoj vezi sa Hilbertovim
originalnim pitaǌem. Posledǌih godina se posebna pa�ǌa posve�uje
pronala�eǌu veze izme�u Tre�eg Hilbertovog problema i algebarske
K–teorije.

Ciǉ ovog master rada je bio upoznavaǌe sa problemima razlagaǌa u
ravni i prostoru. Rad se mo�e podeliti na qetiri celine.

Prva tri poglavǉa su uvodnog karaktera i ona qine prvu celinu u
radu. U ovom delu je prezentovana lista od 23 Hilbertova problema,
sa posebnim akcentom na tre�i problem koji �e biti razmatran u radu.
Data je motivacija za postavǉaǌe ovog problema, kao i taqna Hilbertova
formulacija, sa osvrtom na dinamiku nala�eǌa rexeǌa.

Drugi deo rada je posve�en ravanskom analogonu Tre�eg Hilbertovog
problema. Tu se uvode pojmovi razlagaǌa, jednakorazlo�ivosti, jedna-
kodopuǌivosti i daju se ǌihove osnovne osobine. Tako�e se uvodi i
specijalna vrsta razlagaǌa u ravni, triangulacija. Centralno mesto u
ovom delu zauzima Volas–Boǉai–Gervinova teorema koja daje potvrdan
odgovor na problem razlagaǌa u ravni.

Naredna dva poglavǉa su posve�ena glavnoj temi ovog master rada,
Tre�em Hilbertovom problemu. Nakon uvo�eǌa osnovnih pojmova, preze-
ntovana su dva razliqita dokaza da je odgovor na ovo pitaǌe, u opxtem
sluqaju, negativan. U oba dokaza bitnu ulogu imaju diedarski uglovi
poliedra. Prvi dokaz poqiva na takozvanom Brikardovom uslovu, dok je
drugi dokaz baziran na upotrebi Denove invarijante. Na kraju drugog
poglavǉa se daje osvrt na potreban i dovoǉan uslov da dva poliedra
budu jednakorazlo�iva.
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1 Motivacija
Posmatrajmo trougao, kao najjednostavniji mnogougao, i odredimo ǌegovu
povrxinu. Uoqimo teme kod najve�eg ugla u trouglu i kroz ǌega provu-
cimo pravu paralelnu naspramnoj stranici trougla. Spustimo sada nor-
male iz preostala dva temena na povuqenu pravu. Za kraj spustimo jox
i normalu iz temena kod najve�eg ugla na naspramnu stranicu. Na ovaj
naqin smo dobili dva para podudarnih trouglova koji formiraju pravo-
ugaonik, odakle direktno sledi da je povrxina trougla jednaka jednoj
polovini povrxine pravougaonika.

Pogledajmo sada xta se dexava u prostoru, odnosno qemu je jednaka
zapremina najjednostavnijeg poliedra, trostrane piramide. Euklid u
Elementima, u vezi sa ovim pitaǌem, navodi slede�e dve teoreme.

Teorema 1.1 (Teorema 5 iz XII kǌige Elemenata).
Trostrane piramide sa istom visinom se odnose jedna prema drugoj kao
ǌihove baze.

Slika 1: Euklidova podela piramide metodom ekshaustije

Euklidov dokaz poqiva na upotrebi metoda ekshaustije1. Grubo opisa-
no ǌegova ideja je bila da piramidu podelimo na dve maǌe piramide,
sliqne polaznoj i me�usobno jednake, i na dve prizme jednakih zapremina
(slika 1). Zbir zapremina prizmi je sada ve�i od polovine zapremine
polazne piramide. Isti postupak zatim primeǌuje na dobijene maǌe pi-
ramide, i tako daǉe. Na ovaj naqin je polazna piramida predstavǉena kao

1Metod ekshaustije (u prevodu sa grqkog metod iscrpǉivaǌa) je metod razvijen od
strane starih Grka za rexavaǌe problema koji se tiqu graniqnih procesa. Najqex�e
se kao primer daje odre�ivaǌe povrxine figure upisivaǌem poligona qije povrxine
konvergiraju ka povrxini posmatrane figure.
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1 Motivacija

beskonaqna unija piramida sliqnih polaznoj, i prizmi. Ako piramide iz
teoreme zapixemo na malopre opisani naqin, tada se mo�e pokazati da iz
jednakosti odgovaraju�ih delova sledi i jednakost qitavih piramida2.

Teorema 1.2 (Teorema 7 iz XII kǌige Elemenata).
Zapremina trostrane piramide je jednaka jednoj tre�ini zapremine pri-
zme sa istom bazom i istom visinom.

Dokaz. Prizmu ABCDEF mo�emo podeliti na tri piramide P1 = ABCE,
P2 = ADCE i P3 = CDFE (slika 2). Piramide P1 i P2 mo�emo posmatrati
kao piramide sa vrhom C i osnovama ABE i ADE. Kako su osnove jednake
jednoj polovini strane ABED prizme, one imaju jednake baze i visine,
pa su im na osnovu teoreme 1.1 zapremine jednake. Sliqno, piramide P2

i P3 �emo posmatrati kao piramide sa vrhom E i osnovama ADC i CDF .
Sada su i zapremine P2 i P3 jednake na osnovu istog argumenta. Prema
tome, zapremine sve tri piramide su jednake, tj. zapremina piramide je
jednaka jednoj tre�ini zapremine prizme.

A B

C

D E

F

P
1

P
2

P
3

Slika 2: Zapremina piramide iznosi jednu tre�inu zapremine prizme

Prirodno se postavǉa pitaǌe da li je zaista neophodno koristiti
graniqne procese u dokazu. Kako formula jedna tre�ina zapremine prizme
sasvim prirodno generalizuje ravanski sluqaj, logiqno je da oqekujemo
da je i u prostoru mogu�e primeniti istu ideju kao u ravni.

Upoznat sa ovim problemom i sa rezultatom da je u ravni, za date
figure iste povrxine, mogu�e jednu od ǌih podeliti na konaqan broj
delova od kojih se mo�e sastaviti druga, Hilbert se zapitao da li je
metod ekshaustije neophodan prilikom odre�ivaǌa zapremine piramide.
Kada bi i u prostoru va�ilo sliqno tvr�eǌe, da je za poliedre jedna-
kih zapremina uvek mogu�e razrezati jedan na delove od kojih se mo�e
preslo�iti drugi, bili bismo u staǌu da damo i vixe nego elementarnu
definiciju za zapreminu piramide. Naime, tada bismo prizmu mogli da
podelimo na konaqan broj poliedara, od kojih se mogu sastaviti tri podu-
darne piramide, pa bismo dobili definiciju za zapreminu piramide koja

2Za precizan dokaz pogledati [16]
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1 Motivacija

ne zahteva upotrebu metoda ekshaustije, niti bilo kog drugog graniqnog
procesa.

Na�alost, ispostavǉa se da je odgovor na ovo pitaǌe negativan, i
da je nemogu�e izbe�i graniqne procese. Rexeǌe problema je dao Den,
ubrzo nakon xto je Hilbert postavio problem, tako xto je pokazao da
se regularan tetraedar ni na koji naqin ne mo�e podeliti na delove od
kojih bi bilo mogu�e sastaviti kocku iste zapremine.

Ako bismo dozvolili podelu poliedara na proizvoǉne skupove, a ne
samo na maǌe poliedre, odgovor na ovo pitaǌe bi bio drugaqiji. Ipak,
zbog postojaǌa nemerǉivih skupova, u ovom sluqaju se dobijaju na prvi
pogled qudni rezultati.

U nastavku rada �emo prezentovati detaǉnije sva tri problema: razla-
gaǌa u ravni, razlagaǌa u prostoru i razlagaǌa u prostoru na proizvo-
ǉne skupove, kao i dati kompletna rexeǌa za ǌih.
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2 Hilbertovi problemi
David Hilbert (David Hilbert) je bio quveni nemaqki matematiqar koji
je �iveo krajem XIX i poqetkom XX veka. Kao jedan od najboǉih matema-
tiqara ovog perioda, Hilbert je ostavio izuzetno veliki trag. On je
bio jedan od posledǌih univerzalnih matematiqara koji se bavio najra-
zliqitijim temama, od teorije brojeva, preko geometrije i funkcionalne
analize, do matematike u fizici. ǋegovi radovi su imali ogroman uti-
caj na daǉi razvoj matematike u XX veku. Posebno je znaqajno predavaǌe
koje je Hilbert odr�ao u Parizu 1900. godine pod nazivom Matematiqki
problemi.

2.1 �ivot i delo Davida Hilberta
Hilbert je ro�en u porodici Ota i Marije Hilbert 23. januara 1862.
godine u Keningsbergu, u istoqnoj Pruskoj. Studirao je na Univerzitetu
u Keningsbergu, gde je 1884. godine odbranio disertaciju iz teorije
algebarskih invarijanti. Dve godine kasnije je postao Privatdozent3, a
1892. dobija zvaǌe vanrednog profesora (Extraordinarius). Redovan profe-
sor (Ordinarius) Univerziteta u Keningsbergu postaje 1893. godine, kada
na tom mestu zameǌuje svog profesora Lindemana4. Na nagovor Feliksa
Klajna5, Hilbert 1895. godine dolazi na Univerzitet u Getingenu6, gde
predaje do 1930. godine. Umro je 14. februara 1943. u Getingenu.

Period od 1892. do 1909.7 godine je bio najznaqajniji period u Hilbe-
rtovom matematiqkom radu. Tada je intenzivno istra�ivao algebarsku
teoriju brojeva, geometriju, matematiqku logiku, a u ovom periodu je
postavio i osnove za razvoj funkcionalne analize i matematiqke fizike.
Do 1898. godine, Hilbert se bavio maltene iskǉuqivo teorijom poǉa

3Vixi predavaq na univerzitetu; platu je dobijao direktno od studenata koji su
poha�ali ǌegova predavaǌa

4Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852–1939), nemaqki matematiqar koji je prvi
pokazao da je π transcendentan broj

5Christian Felix Klein (1849–1925), nemaqki matematiqar koji se bavio teorijom grupa,
kompleksnom analizom i neeuklidskom geometrijom

6Iako su mu tokom karijere nu�ena mesta na univerzitetima u Lajpcigu, Berlinu i
Hajdelbergu, Hilbert nije �eleo da napuxta Getingen, koji je u to vreme bio najboǉi
matematiqki istra�ivaqki centar u svetu.

71909. godine je iznenada preminuo Hilbertov najboǉi prijateǉ, nemaqki matema-
tiqar Herman Minkovski (Hermann Minkowski, 1864–1909), koji je geometrijskim meto-
dama rexavao probleme iz teorije brojeva, matematiqke fizike i teorije relativnosti
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2 Hilbertovi problemi

algebarskih brojeva. U svom radu Zahlbericht (Rasprava o brojevima), obja-
vǉenom 1897. godine, Hilbert je dao pregled do tada poznatih stvari u
ovoj oblasti, kao i naznake u kom pravcu bi daǉe mogla da se razvija
ova teorija. Nakon ovog rada, Hilbert se okre�e osnovama matematike,
a posebno osnovama geometrije. U svom najpoznatijem delu Grundlagen der
Geometrie (Osnovi geometrije), koje je izaxlo 1899. godine, Hilbert daje
aksiomatsko zasnivaǌe geometrije. Slede�a oblast ǌegovog intereso-
vaǌa bile su integralne jednaqine. Uveo je analizu sa beskonaqno mnogo
promenǉivih i koncept beskonaqnodimenzionalnog vektorskog prostora,
koji je po ǌemu dobio naziv Hilbertov prostor. Ova otkri�a su u veli-
koj meri uticala na put kojim �e se razvijati funkcionalna analiza. U
ovom periodu, Hilbert je dao i nove dokaze da su e i π transcendentni,
kao i dokaz Varingovog8 problema da se svaki pozitivan ceo broj mo�e
predstaviti kao suma fiksnog broja n-tih stepena prirodnih brojeva.

Slika 3: David Hilbert (1862–1943)
(preuzeto sa sajta owpdb.mfo.de)

Nakon smrti Minkovskog, Hilbert se okre�e teorijskoj fizici i pri-
meǌuje svoje znaǌe iz teorije integralnih jednaqina na kinetiqku teoriju
gasova i teoriju radijacije. Gotogo u isto vreme sa Ajnxtajnovom9 teori-
jom uopxtene relativnosti, izlaze Hilbertovi Die Grundlagen der Physik
(Osnovi fizike), u kojima pokuxava da objedini teoriju gravitacije i
elektrodinamiku. Od 1916. godine ponovo poqiǌe da se bavi problemima
osnova matematike. Hilbert 1920. godine predla�e Program o osnovama
matematike, koji je za ciǉ imao formalizaciju qitave matematike i
eliminaciju beskonaqnosti. ǋegovo delo Die Grundlagen der Mathematik
(Osnovi matematike), objavǉeno u dva toma 1934. i 1939. godine, ima�e
direktan uticaj na stvaraǌe teorije dokaza.

8Edward Waring (1736–1798), engleski matematiqar koji se bavio teorijom brojeva,
nizovima, aproksimacijom korena, interpolacijom i geometrijom konusnih preseka

9Albert Einstein (1879–1955), nemaqki fiziqar koji je razvio uopxtenu teoriju rela-
tivnosti
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2 Hilbertovi problemi

Kao priznati matematiqar, Hilbert je imao veliki broj uqenika, a
mnogim poznatim matematiqarima je bio mentor. ǋegovi uqenici su,
izme�u ostalih, bili Vilhelm Akerman, Oto Blumental, Haskel Kuri,
Maks Den, Kurt Greling, Feliks Bernxtajn, Ernst Cermelo, i mnogi
drugi. Hilbert je bio dobitnik brojnih nagrada i priznaǌa. Dobio je
nagrade Janox Boǉai (1910) i Mitag–Lefler (1939), a bio je i qlan
Kraǉevskog druxtva u Londonu (1928) i poqasni gra�anin Keningsberga
(1930). Poqasni qlan Londonskog matematiqkog druxtva je postao 1901.
godine, a 1942. i Nemaqkog matematiqkog druxtva.

2.2 Quveno predavaǌe
Kao jedan od najceǌenijih matematiqara u drugoj polovini XIX veka,
Hilbert je bio pozvan da odr�i predavaǌe u Parizu na Drugom me�unaro-
dnom kongresu matematiqara, 8. avgusta 1900. godine. Ovo predavaǌe se
danas smatra jednim od najznaqajnijih predavaǌa u istoriji matematike.

Kada je dobio poziv za kongres, Hilbert se naxao u nedoumici o qemu
da priqa. U jednom pismu Minkovskom on pixe o svojoj dilemi da li da
govori o qistoj matematici, kao odgovor na predavaǌe o odnosu analize
i fizike koje je Poenkare10 odr�ao na prethodnom kongresu, ili da uka�e
na probleme kojima bi matematiqari trebalo da se bave u budu�nosti.
Oduxevǉen drugim predlogom, Minkovski ga savetuje da upravo to bude
tema ǌegovog izlagaǌa i pixe mu: ,,Sa takvom temom mo�e se desiti da
ǉudi decenijama govore o tom predavaǌu“.11

Hilbert je svoje predavaǌa nazvao Mathematische Probleme (Matemati-
qki problemi). Tokom samog govora na kongresu, Hilbert je prezentovao
samo 10 problema12, dok je celokupan spisak od 2313 problema objavǉen
nakon kongresa u qasopisu Göttinger Nachrichten (videti sliku 4). Prevodi
Hilbertovog predavaǌa na engleski i francuski su objavǉeni 1902. godi-
ne. Ovi prevodi su u velikoj meri pomogli da ovo predavaǌe stekne svoju
legendarnu reputaciju, jer nakon samog kongresa nije postojao utisak da
se desilo ixta epohalno, i sam Hilbert nije bio zadovoǉan kako je sve
proteklo.

Na samom poqetku predavaǌa, Hilbert je govorio o va�nosti novih
problema za daǉi razvoj matematike. Hilbertov uqenik i ǌegov bio-
graf, Oto Blumental je napisao: ,,Hilbert je qovek problema. On sakupǉa
i rexava postoje�e; on postavǉa nove“.14 Nakon uvodnog dela, Hilbert
daje listu problema, koji su grupisani u zavisnosti od tematike kojom
se bave. Svi problemi su iz oblasti kojima se Hilbert ili bavio pre

10Jules Henri Poincaré (1854–1912), francuski matematiqar, teorijski fiziqar, in�i-
ǌer i filozof

11Pismo Minkovskog od 5. januara 1900. godine; pogledati [9], str. 256
12Hilbert je prezentovao probleme broj 1, 2, 6, 7, 8, 13, 16, 19, 21 i 22
13Hilbert je u nacrtu predavaǌa imao 24 problema, ali je odluqio da posledǌi

problem, koji je govorio o zahtevu za jednostavnox�u u dokazima, ipak izostavi
14Videti [9], str. 247
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2 Hilbertovi problemi

Slika 4: Predavaǌe Matematiqki problemi, objavǉeno u qasopisu Göttinger
Nachrichten septembra 1900. godine (slika preuzeta iz [9])

kongresa, ili kojima �e se tek baviti u narednim godinama. Tu su pro-
blemi vezani za osnove matematike, teoriju brojeva, geometriju, analizu,
algebru, teorijsku fiziku. Spisak Hilbertovih problema izgleda ovako:
1. Kantorov problem kardinalnog broja kontinuuma;
2. Neprotivreqnost aritmetiqkih aksioma;
3. Jednakost zapremina dva tetraedra sa istom bazom i istom visinom;
4. Problem prave linije kao najkra�eg rastojaǌa izme�u dve taqke;
5. Lijev pojam neprekidne grupe transformacija bez pretpostavke dife-

rencijabilnosti funkcija koje qine grupu;
6. Matematiqko ispitivaǌe aksioma fizike;
7. Iracionalnost i transcendentnost odre�enih brojeva;
8. Problemi koji se tiqu prostih brojeva;
9. Dokaz najopxtijeg zakona reciprociteta u proizvoǉnom poǉu bro-

jeva;
10. Ispitivaǌe rexivosti Diofantove jednaqine;
11. Kvadratne forme sa proizvoǉnim algebarskim numeriqkim koefi-

cijentima;
12. Proxireǌe Kronekerove teoreme o Abelovim poǉima na proizvoǉnu

algebarsku oblast racionalnosti;
13. Nemogu�nost rexeǌa opxte jednaqine sedmog stepena funkcijama

koje imaju samo dva argumenta;
14. Dokaz konaqnosti odre�enih sistema funkcija;
15. Rigorozno zasnivaǌe Xubertovog enumerativnog raquna;
16. Problem topologije algebarskih krivih i povrxi;
17. Predstavǉaǌe definitnih formi pomo�u kvadrata;
18. Gra�eǌe prostora kongruentnim poliedrima;

7



2 Hilbertovi problemi

19. Da li su rexeǌa regularnih problema u raqunu varijacija nu�no
analitiqka?;

20. Opxti problem graniqnih vrednosti;
21. Dokaz postojaǌa linearnih diferencijalnih jednaqina sa zadatom

monodromskom grupom;
22. Uniformizacija analitiqkih relacija automorfnim funkcijama;
23. Razvijaǌe metoda raquna varijacije.
Ovi problemi su po ǌemu trebali da poka�u put kojim treba da se

razvija matematika u XX veku. Iako nisu svi u prvi mah uvideli znaqaj
Matematiqkih problema, ubrzo su se mnogi matematiqari zaintereso-
vali za probleme koje je Hilbert predlo�io. Jedan deo problema je
rexen, dok su drugi, bilo zbog nedovoǉno jasne formulacije, bilo zbog
kompleksnosti problema, ostali nerexeni vixe od 100 godina nakon ǌi-
hovog prezentovaǌa. Prvi problem koji je rexen bio je tre�i problem,
i upravo tim problemom �emo se baviti, zajedno sa jox nekim srodnim
problemima, u nastavku rada.
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3 Formulacija problema
Tre�i problem je Hilbert naslovio sa Jednakost zapremina dva tetrae-
dra sa istom bazom i istom visinom. Objaxǌeǌe koje stoji uz problem
navodimo u celosti.

U dva pisma Gerlingu15, Gaus16 izra�ava �aǉeǌe xto odre-
�ene teoreme iz stereometrije zavise od metoda ekshaustije,
tj., u modernoj terminologiji, od aksiome kontinuiteta (ili
od Arhimedove aksiome). Gaus spomiǌe konkretno Euklidovu
teoremu, da se trostrane piramide istih visina odnose jedna
prema drugoj kao ǌihove baze. Analogni problem u ravni sada
je rexen. Gerling je tako�e uspeo da doka�e jednakost zaprem-
ina simetriqnih poliedara podelom na podudarne delove. Ipak,
qini mi se verovatnim da je opxti dokaz ove vrste za malopre
pomenutu Euklidovu teoremu nemogu�, i nax zadatak treba da
bude nala�eǌe strogog dokaza da je to nemogu�e. Ovo bismo
dobili qim bismo uspeli da prona�emo dva tetraedra sa jedna-
kim bazama i jednakim visinama koji se ni na koji naqin ne mogu
podeliti na podudarne tetraedre, i koji ne mogu biti kombi-
novani sa podudarnim tetraedrima tako da formiraju dva poli-
edra koji sami mogu biti izdeǉeni na podudarne tetraedre.17

Vidimo dakle da ako bismo tetraedre sa jednakim zapreminama mogli
podeliti na podudarne delove, tada bismo dobili elementaran dokaz za
zapreminu poliedara, koji ne bi zahtevao graniqne procese. Kao xto
vidimo iz prilo�enog obrazlo�eǌa, Hilbert je oqekivao da �e odgovor
na ovo pitaǌe biti odriqan.

Rexeǌe ovog problema dao je Maks Den18, Hilbertov uqenik, nedugo
nakon ǌegovog objavǉivaǌa. On je rexeǌe prezentovao u dva rada: Ueber
raumgleiche Polyeder (O poliedrima sa jednakim zapreminama) objavǉenom
1900. i Ueber den Rauminhalt (O zapremini) objavǉenom 1902. godine. U

15Christian Ludwig Gerling (1788–1864), Gausov uqenik
16Johann Carl Friedrich Gauss (1777–1855), nemaqki matematiqar koji se bavio teorijom

brojeva, algebrom, statistikom, analizom, diferencijalnom geometrijom, geodezijom,
mehanikom, elektrostatikom, astronomijom i optikom

17Videti [18], str. 12
18Max Wilhelm Dehn (1878–1952), Hilbertov doktorant koji je prvi rexio jedan od

ǌegova 23 problema. Bavio se geometrijom, algebarskom topologijom i geometrijskom
teorijom grupa.
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3 Formulacija problema

prvom radu je dao primer dva tetraedra sa istom bazom i istom visi-
nom koji se ne mogu podeliti na podudarne tetraedre, a u drugom radu
je rexio i drugi deo problema, odnosno da ni dopuǌavaǌe podudarnim
tetraedrima tako�e nije mogu�e.

Denov dokaz je imao samo jedan problem – bio je izuzetno kompliko-
van za razumevaǌe. Zato su mnogi pokuxavali da ga uproste. Prvi koji
je to uradio bio je Kagan19 1903. u svom radu Über die Transformation der
Polyeder (O transformacijama poliedara). Upravo Kaganovu ideju o dode-
ǉivaǌu pozitivnih brojeva delovima ivica u poliedru �emo koristiti
u poglavǉu 5. Sredinom XX veka grupa matematiqara predvo�ena Hadvi-
gerom20 je otkrila veliki broj rezultata vezan za razlagaǌa. ǋihov
rad je omogu�io novi pristup Denovim radovima, odakle je proizaxao
novi dokaz Tre�eg Hilbertovog problema, koji �e biti prezentovan u
poglavǉu 6, i koji se smatra standardnim dokazom ovog problema.

Primetimo jox da Hilbert u obrazlo�eǌu problema navodi da je
odgovor na analogni problem u ravni ve� poznat. Zato �emo se pre nego
xto pre�emo na dokaz Tre�eg Hilbertovog problema pozabaviti ǌegovim
ravanskim analogonom.

19Veniamin F�doroviq Kagan (1869–1953), ruski matematiqar koji se najvixe bavio
geometrijom

20Hugo Hadwiger (1908–1981), xvajcarski matematiqar, poznat po radu u geometriji,
kombinatorici i kriptografiji
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4 Razlagaǌa u ravni
Pre nego xto poka�emo da je odgovor na tre�i problem negativan, posma-
tra�emo analogni problem u ravni. Zanima nas da li je za mnogouglove
sa jednakim povrxina uvek mogu�e jedan od ǌih razrezati na konaqan
broj delova, tako da se od dobijenih delova mo�e sastaviti drugi?

Ispostavǉa se da je odgovor na ovo pitaǌe potvrdan i daje ga Volas–
Boǉai–Gervinova teorema. Teorema je dobila naziv po matematiqarima
Vilijamu Volasu21, Farkaxu Boǉaiu22 i Polu Gervinu23, koji su je, neza-
visno jedan od drugog, dokazali u prvoj polovini XIX veka24.

4.1 Triangulacija
Definicija 4.1. Neka su date taqke u ravni A1, A2, . . . , An. Poligon P
(mnogougao, n-tougao) je deo ravni ograniqen sa zatvorenom izlomǉenom
linijom A1A2 ∪ A2A3 ∪ · · · ∪ AnA1. Taqke A1, A2, . . . , An su temena poligona
P , a du�i A1A2, A2A3, . . . , AnA1 su ǌegove stranice (ivice). Du�i AiAj, za
i 6= j, pri qemu i i j nisu susedni indeksi, nazivaju se dijagonale poligona.
Ako stranice poligona nemaju drugih preseqnih taqaka osim temena, tada
za poligon ka�emo da je prost.

Napomena. Poxto �e nas zanimati samo prosti poligoni, nadaǉe kada
ka�emo poligon, podrazumeva�emo da je u pitaǌu prost poligon.

Jedan od najznaqajnijih postupaka koji se primeǌuje u radu sa poligo-
nima je razlagaǌe, odnosno podela poligona na konaqno mnogo delova
(maǌih poligona).

Definicija 4.2. Poligoni P1, P2, . . . , Pn qine razlagaǌe (dekompoziciju)
poligona P , u oznaci P = P1 + P2 + · · · + Pn, ako je P = P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ Pn i
poligoni P1, P2, . . . , Pn imaju disjunktne unutraxǌosti.

Prirodno se name�u razlagaǌa koja se dobijaju povlaqeǌem dijago-
nala poligona. Najznaqajnije takvo razlagaǌe je triangulacija.

21William Wallace (1768–1843), xkotski matematiqar i astronom
22Farkas Bolyai (1775–1856), ma�arski matematiqar koji se pre svega bavio geometrijom
23Paul Gerwien, nemaqki oficir koji se matematikom bavio iz hobija
24Iako se u literaturi mogu prona�i razliqite godine kada su ova tri matematiqara

dokazala teoremu, svi autori su jedinstveni u stavu da su oni do svojih rezultata
doxli samostalno (pogledati [34])
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4 Razlagaǌa u ravni

Definicija 4.3. Triangulacija poligona P je podela poligona P na trou-
glove povlaqeǌem nepresecaju�ih dijagonala.

Slika 5: Tri razliqite triangulacije jednog poligona

Jasno je da triangulacija poligona nije jedinstvena (slika 5), ali
nije odmah jasno da li svaki poligon uopxte ima triangulaciju. Odgovor
na ovo pitaǌe je potvrdan, ali da bismo to pokazali potrebna nam je
slede�a lema.

Lema 4.1. Svaki poligon sa vixe od tri temena ima unutraxǌu dijago-
nalu.

Dokaz. Neka je dat poligon P . Uoqimo ,,najni�e“ teme poligona (odnosno
teme sa najmaǌom y koordinatom; ako imamo vixe takvih temena, onda
biramo ono sa najmaǌom x koordinatom). Neka je to teme V . Uoqimo sada
temena A i B koja su susedna temenu V . Ako du� AB le�i u unutraxǌosti
poligona P , onda je to tra�ena unutraxǌa dijagonala. Pretpostavimo da
AB nije u unutraxǌosti P . Sada se u unutraxǌosti trougla ABV mora
nalaziti bar jox jedno teme poligona P , poxto P po pretpostavci ima
vixe od tri temena. Povucimo prave paralelne sa AB kroz temena poli-
gona P koja se nalaze u unutraxǌosti trougla ABV (pogledati sliku 6).
Kada spojimo V sa temenom na pravoj dobijenom prethodnim postupkom
najbli�oj taqki V , dobijamo tra�enu unutraxǌu dijagonalu.

B
A

V

B
A

V

B
A

V

Slika 6: Postupak nala�eǌa unutraxǌe dijagonale poligona

Sada kad smo pokazali da svaki poligon ima unutraxǌu dijagonalu,
egzistenciju triangulacije dobijamo lako matematiqkom indukcijom.
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4 Razlagaǌa u ravni

Teorema 4.1. Svaki poligon ima triangulaciju.

Dokaz. Posmatrajmo poligon sa n temena. Dokaz izvodimo indukcijom po
broju temena.
b.i. Za n = 3 tvr�eǌe trivijalno sledi.
i.h. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve poligone sa maǌe od n temena.
i.k. Doka�imo da tvr�eǌe va�i za poligon P koji ima n > 3 temena. Na

osnovu leme 4.1 imamo da poligon P sadr�i unutraxǌu dijagonalu.
Tada dijagonala deli P na poligone P1 i P2 (slika 7). Kako P1 i
P2 imaju maǌe od n temena, na osnovu i.h. oni imaju triangulacije.
Sada je tra�ena triangulacija poligona P zapravo unija triangu-
lacija poligona P1 i P2.

P
1

P
2

P P
P

1 P
2

Slika 7: Triangulacija poligona

4.2 Jednakorazlo�ivost
Posmatrajmo sada proizvoǉne dekompozicije poligona, a ne samo trian-
gulacije. Ako nam je dato razlagaǌe poligona P , jasno je da se delovi
poligona P mogu rotacijama i translacijama razmestiti tako da dobi-
jemo neki novi poligon Q. Pojam koji objaxǌava odnos polaznog poligona
P i novodobijenog poligona Q se naziva jednakorazlo�ivost.

Definicija 4.4. Poligoni P i Q su jednakorazlo�ivi, u oznaci P ∼ Q,
ako postoje poligoni P1, P2, . . . , Pn i Q1, Q2, . . . , Qn, takvi da je ispuǌeno
P = P1 +P2 + · · ·+Pn, Q = Q1 +Q2 + · · ·+Qn, i P1

∼= Q1, P2
∼= Q2, . . . , Pn ∼= Qn.

Napomena. Definicija jednakorazlo�ivosti se trivijalno mo�e proxi-
riti na unije poligona.

Primer 4.1.
(i) Posmatrajmo jednakostraniqni trougao ABC. Neka su D i E sredi-

xta du�i AB i BC. Produ�imo du� AE do taqke F tako da va�i
|FE| = |BE|. Opiximo polukru�nicu

>

AF nad preqnikom AF . Uoqimo
taqku H u preseku prave p(B,E) i opisane polukru�nice. Sada opi-
ximo luk sa centrom u E i polupreqnika EH. Neka je presek tog
luka i AC taqka J. Uoqimo taqku K tako da je |JK| = |BE|. Na kraju
spustimo jox normale iz D i K na p(J,E) i dobijene taqke oznaqimo
sa L i M (videti sliku 8a)). Ova dobijena qetiri dela predstavǉaju
jedno od najjednostavnijih razlagaǌa jednakostraniqnog trougla i
kvadrata, za koje nam treba samo tri reza (pogledati sliku 8b)).
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4 Razlagaǌa u ravni

b)a)

A J K
C

L
M

D E

F

B

H

Slika 8: Jednakostraniqni trougao i kvadrat su jednakorazlo�ivi

(ii) Na slici 9a) je prikazano kako grqki krst mo�emo razlo�iti na pet
delova, od kojih se mo�e sastaviti kvadrat.

(iii) Grqki krst je jednakorazlo�iv i sa jednakostraniqnim trouglom,
kao xto mo�emo videti na slici 9b) (za konstrukciju videti [31]).

a) b)

Slika 9: Primeri jednakorazlo�ivih poligona

Poka�imo sada neke osnovne osobine koje va�e za jednakorazlo�ivost.
Oqigledno je da va�i slede�a teorema.

Teorema 4.2. Neka poligoni P1, P2, . . . , Pn qine razlagaǌe poligona P , a
Q1, Q2, . . . , Qn razlagaǌe poligona Q. Ako va�i Pi ∼ Qi, za svako i, tada je
i P ∼ Q.

Teorema 4.3. Neka su dati poligoni P,Q i R. Tada va�i:
(i) P je jednakorazlo�iv sa samim sobom, tj. va�i P ∼ P .

(ii) Ako je P jednakorazlo�iv sa Q, onda je i Q jednakorazlo�iv sa P ,
tj. P ∼ Q⇒ Q ∼ P .

(iii) Ako je P jednakorazlo�iv sa Q i Q jednakorazlo�iv sa R, tada je i
P jednakorazlo�iv sa R, tj. P ∼ Q ∧Q ∼ R⇒ P ∼ R.

Dokaz. Tvr�eǌa (i) i (ii) slede direktno iz definicije jednakorazlo�i-
vosti. Ostaje dakle da se poka�e samo (iii).
(iii) Pretpostavimo da je P ∼ Q i Q ∼ R. Neka poligoni Q1, Q2, . . . , Qn

qine razlagaǌe poligona Q, a P1, P2, . . . , Pn razlagaǌe poligona P , i
pritom va�i Pi ∼= Qi, za svako i = 1, . . . , n. Neka poligoni Q′1, Q

′
2, . . . , Q

′
m
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4 Razlagaǌa u ravni

qine drugo razlagaǌe Q, a poligoni R1, R2, . . . , Rm razlagaǌe R takvo
da je Q′j ∼= Rj, za svako j = 1, . . . ,m.
Posmatrajmo slede�u dekompoziciju poligona Q:

Qij = Qi ∩Q′j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Neki Qij mogu biti skupovi disjunktnih taqaka, ili prazni skupovi,
ali mi �emo posmatrati samo one Qij koji predstavǉaju poligone.
Sada za i1 6= i2 va�i int(Qi1)∩int(Qi2) = ∅, pa je i int(Qi1j)∩int(Qi2j) = ∅.
Analogno pokazujemo za j. Odatle sledi da {Qij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}
zaista predstavǉa razlagaǌe poligona Q.
Fiksirajmo sada indeks i. Tada va�i

m⋃
j=1

Qij =
m⋃
j=1

(Qi ∩Q′j) = Qi ∩
m⋃
j=1

Q′j = Qi ∩Q = Qi.

Analogno, ako fiksiramo indeks j dobijamo

n⋃
i=1

Qij =
n⋃
i=1

(Qi ∩Q′j) = (
n⋃
i=1

Qi) ∩Q′j = Q ∩Q′j = Qj.

Poxto je P ∼ Q, svako Pi mo�emo zapisati kao uniju nekih Pij, gde
je Pij ∼= Qij, j ≤ m. Analogno i svako Rj mo�emo zapisati kao uniju
nekih Rij, Rij

∼= Qij, za i ≤ n. Kako je podudarnost relacija ekviva-
lencije, dobijamo Pij ∼= Rij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, odnosno P i R su
jednakorazlo�ivi, a to je i trebalo pokazati.

Iz prethodne teoreme sledi da jednakarazlo�ivost generixe relaciju
ekvivalencije na skupu svih poligona.

Primer 4.2. Xestougao je jednakorazlo�iv sa kvadratom (plavo razla-
gaǌe), ali je tako�e jednakorazlo�iv i sa petouglom (crveno razlagaǌe).
Sada zbog tranzitivnosti dobijamo da su i kvadrat i petougao jednako-
razlozivi (slika 10).

Slika 10: Jednakorazlo�ivost je tranzitivna
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4 Razlagaǌa u ravni

4.3 Teorema Volas–Boǉai–Gervin
Jasno je da jednakorazlo�ivi poligoni imaju istu povrxinu. Zaista, ako
je P ∼ Q, i P se razla�e na P1, P2, . . . , Pn, a Q na Q1, Q2, . . . , Qn, tada je
ispuǌeno

p(P ) = p(P1 + P2 + · · ·+ Pn) = p(P1) + p(P2) + · · ·+ p(Pn)

= p(Q1) + p(Q2) + · · ·+ p(Qn) = p(Q1 +Q2 + · · ·+Qn) = p(Q),

gde p(L) predstavǉa povrxinu poligona L.
Postavǉa se pitaǌe da li va�i i obrnuti problem, odnosno ako su

poligoni P1 i P2 istih povrxina, da li tada oni moraju biti i jednako-
razlo�ivi? Kao xto smo ve� rekli, odgovor na ovo pitaǌe je potvrdan,
i daje ga Volas–Boǉai–Gervinova teorema. Pre nego xto poka�emo ovu
teoremu, pokaza�emo nekoliko pomo�nih lema.

Lema 4.2. Svaki trougao je jednakorazlo�iv sa nekim pravougaonikom.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoǉan trougao ABC i uoqimo ǌegovu najdu�u
stranicu. Neka je to, bez umaǌeǌa opxtosti, AB. Neka je CD visina
iz C na stranicu AB. Taqka D se nalazi izme�u A i B (inaqe AB ne
bi bila najdu�a stranica trougla). Povucimo sredǌu liniju trougla
MN paralelnu sa AB. Spustimo normale AE i BF na pravu koja sadr�i
taqke M i N . Sada je pravougaonik ABFE tra�eni pravougaonik koji je
jednakorazlo�iv sa trouglom ABC (slika 11). ǋegova du�ina je |AB|, a
xirina |CD|

2
.

A B

C

D

E FM N

Slika 11: Trougao ABC i pravougaonik ABFE su jednakorazlo�ivi

Lema 4.3. Svaka dva pravougaonika iste povrxine su jednakorazlo�iva.

Dokaz. Neka je R1 pravougaonik dimenzije l1× h1, a R2 dimenzije l2× h2, i
neka im je povrxina jednaka, tj. l1 ·h1 = l2 ·h2. Pretpostavimo, bez umaǌeǌa
opxtosti, da je h2 < h1. Sada je h2 < h1 ≤ l1 < l2.

Imamo dakle da je pravougaonik R2 du�i od R1. Za ovakvu konstru-
kciju nam ne odgovara ni da jedan pravougaonik bude ,,previxe dugaqak“.
Pretpostavimo zato da je h2 < h1 ≤ l1 < l2 < 2l1 (videti sliku 12).
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l
1

h
1

h
2

l
2

R
1

R
2

Slika 12: Pravougaonici za koje va�i h2 < h1 ≤ l1 < l2 < 2l1

Naime, ako je 2l1 < l2, tada pravougaonik R2 mo�emo podeliti verti-
kalnim rezom na dva maǌa pravougaonika, od kojih zatim mo�emo napra-
viti novi pravougaonik tako xto ih slo�imo jedan na drugi. Na ovaj
naqin dobijamo pravougaonik R′2, qija je du�ina l2

2
, a visina h2. Kako su

povrxine polaznih pravougaonika jednake, i povrxine pravougaonika R1

i R′2 �e biti jednake, odnosno va�i l1 · h1 = l2
2
· 2h2. Na osnovu pretpo-

stavke znamo da je ispuǌeno 2h2 < h1, pa ponavǉaju�i pomenuti postupak,
pravougaonik R2 mo�emo svesti na pravougaonik kod kog je l2 < 2l1. Zbog
toga pretpostavǉamo da odmah na poqetku imamo bax takav pravougaonik.

Pravougaonike R1 i R2 smestimo u ravan tako da im doǌa leva temena
budu smextena u koordinatnom poqetku. Povucimo sada du� koja spaja
gorǌe levo teme pravougaonika R1 i doǌe desno teme R2. Na ovaj naqin
smo pravougaonike izdelili na po jedan petougao, jedan ve�i i jedan maǌi
trougao (slika 13).

C
1

C
2

B
1

A
1

A
2

B
2

Y

X
O

Slika 13: Ako dva pravougaonika imaju istu povrxinu, onda su oni
jednakorazlo�ivi

Petouglovi C1 i C2 su oqigledno podudarni. Primetimo da su trou-
glovi A1, A2 i Y OX sliqni. Iz jednakosti l1 · h1 = l2 · h2 dobijamo h1 · l2 −
l1 · h1 = h1 · l2 − l2 · h2, odnosno (l2 − l1)h1 = (h1 − h2)l2. Odavde je

h1 − h2
l2 − l1

=
h1
l2
. (1)

Poxto su A1 i Y OX sliqni, i jedna kateta trougla A1 je du�ine h1 − h2,
iz (1) sledi da je druga kateta l2−l1. Sliqno, kako je jedna kateta trougla
A2 du�ine l2− l1 dobijamo da je druga kateta h1− h2. Odavde zakǉuqujemo
A1
∼= A2. Podudarnost B1 i B2 sada sledi trivijalno. Naime, kako su A1 i

A2 podudarni, dobijamo da su katete oba trougla l1 i h2, odnosno B1
∼= B2.

Odavde sledi da su pravougaonici R1 i R2 jednakorazlo�ivi
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4 Razlagaǌa u ravni

Posledica 4.1. Svaki pravougaonik P je jednakorazlo�iv sa pravouga-
onikom du�ine 1 i xirine p(P ).

Teorema 4.4 (Volas–Boǉai–Gervin).
Svaka dva poligona koja imaju istu povrxinu su jednakorazlo�iva.

Dokaz. Neka su dati poligoni P i Q sa jednakom povrxinom α. Na osnovu
teoreme 4.1 znamo da poligon P ima triangulaciju. Neka data triangu-
lacija sadr�i n trouglova. Sada je na osnovu leme 4.2 svaki od tih n
trouglova jednakorazlo�iv sa nekim pravougaonikom. Ovi pravougaonici
su zbog leme 4.3 jednakorazlo�ivi sa n pravougaonika du�ine 1. Ako tih
novih n pravougaonika sa osnovama 1 naslo�imo jedan na drugi, dobijamo
novi pravougaonik R, sa visinom α. Analognim postupkom, dobijamo da je
i Q tako�e jednakorazlo�iv sa R. Sada je P ∼ R i Q ∼ R, pa je na osnovu
tranzitivnosti jednakorazlo�ivosti P ∼ R.

Posledica 4.2. Svaki poligon je jednakorazlo�iv sa kvadratom koji ima
istu povrxinu.

Volas–Boǉai–Gervinova teorema ne samo xto nam daje da postoji
razlagaǌe izme�u dva poligona, ve� nam daje i algoritam kako prona�i
to razlagaǌe. Ipak, ovako dobijeno razlagaǌe je daleko od optimalnog
zbog pomo�nih razlagaǌa koja se koriste u samom postupku.

4.4 Jednakodopuǌivost
Osnovni alat koji smo do sada koristili bilo je razlagaǌe poligona na
maǌe delove. Sada �emo uvesti jox jedan veoma znaqajan metod, metod
dopuǌavaǌa. Ideja ovog metoda je da se poligoni dopune podudarnim
delovima do figura koje su podudarne. Uvodimo zato slede�i pojam.

Definicija 4.5. Za poligone P i Q ka�emo da su jednakodopuǌivi ako
postoje poligoni P1, P2, . . . , Pn i Q1, Q2, . . . , Qn tako da je ispuǌeno P1

∼= Q1,
P2
∼= Q2, . . . , Pn ∼= Qn i P + P1 + P2 + · · ·+ Pn ∼= Q+Q1 +Q2 + · · ·+Qn.

Primer 4.3.
(i) Pravougaonik a× b i paralelogram sa bazom a i visinom b se pravo-

uglim trouglom mogu dopuniti do trapeza (slika 14a)).
(ii) Grqki krst i kvadrat su jednakodopuǌivi (slika 14b)).

a) b)

Slika 14: Primeri jednakodopuǌivih poligona
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4 Razlagaǌa u ravni

Jasno je da su povrxine jednakodopuǌivih poligona jednake. Sada na
osnovu Volas–Boǉai–Gervinove teoreme sledi da su oni i jednakora-
zlo�ivi. Slede�a teorema nam daje da va�i i obrnuto tvr�eǌe.

Teorema 4.5. Jednakorazlo�ivi poligoni su i jednakodopuǌivi.

Dokaz. Posmatrajmo jednakorazlo�ive poligone P i Q. Pretpostavimo,
bez umaǌeǌa opxtosti, da je presek ova dva poligona neprazan. Naime,
ako su poligoni disjunktni mo�emo posmatrati ,,najlevǉe“ teme poligona
P i kroz ǌega provu�i pravu paralelnu sa y-osom. Ako uoqena prava
sadr�i vixe od jednog temena poligona, tada poligon mo�emo zarotirati
za mali ugao u negativnom smeru oko ,,najni�eg“ temena, tako da na pravoj
ostane samo jedno teme. Sliqan postupak mo�emo primeniti i na poligon
Q i ǌegovo ,,najdexǌe“ teme. Zatim transliramo poligon Q tako da se
,,najlevǉe“ teme poligona P i ,,najdexǌe“ teme poligona Q poklope. Ako
na kraju transliramo poligon P malo ulevo, dobi�emo tra�eni presek
(slika 15). Zato odmah na poqetku mo�emo pretpostaviti da je presek
neprazan.

P PQ PQ

∪
P Q

Slika 15: Presek jednakorazlo�ivih poligona

Neka je R = P ∩Q, a M i N figure za koje va�i P = R+M , Q = R+N .
Daǉe, neka za poligone P ′ i Q′ va�i P ′ ∼= P , Q′ ∼= Q, i jox P ∪ Q, P ′ i
Q′ su me�usobno disjunktni. Poxto je P ∼ Q dobijamo da je P ′ ∼ Q′, tj.
postoje P1, P2, . . . , Pn i Q1, Q2, . . . , Qn, takvi da je P ′ = P1 + P2 + · · · + Pn,
Q′ = Q1 +Q2 + · · ·+Qn, i P1

∼= Q1, P2
∼= Q2, . . . , Pn ∼= Qn. Zbog P ′ ∼= P i Q′ ∼= Q

postoje transformacije podudanosti f i g za koje je ispuǌeno P ′ = f(P ),
Q′ = g(Q). Sada je

(P ∪Q) + P ′ +Q′ = (P +N) + f(P ) +Q1 +Q2 + · · ·+Qn

= P +N + f(R) + f(M) +Q1 +Q2 + · · ·+Qn,

(P ∪Q) + P ′ +Q′ = (Q+M) + P1 + P2 + · · ·+ Pn + g(Q)

= Q+M + P1 + P2 + · · ·+ Pn + g(R) + g(N).

Dobijamo dakle,

P+Q1+Q2+ · · ·+Qn+f(M)+N+f(R) = Q+P1+P2+ · · ·+Pn+M+g(N)+g(R),

odakle sledi da su P i Q jednakodopuǌivi.
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4 Razlagaǌa u ravni

Ako sumiramo prethodno dokazano, dobijamo slede�e tvr�eǌe.

Teorema 4.6. Za poligone P i Q su slede�i uslovi ekvivalentni:
(i) P i Q imaju istu povrxinu;

(ii) P i Q su jednakorazlo�ivi;
(iii) P i Q su jednakodopuǌivi.

Primer 4.4. Svaka dva poligona jednakih povrxina su jednakodopuǌivi
do nekog kvadrata. Naime, za date poligone P i Q sa jednakim povrxi-
nama uvek mo�emo prona�i podudarne kvadrate tako da jedan sadr�i P , a
drugi Q. Sada su komplementi P i Q u odnosu na kvadrate, tako�e istih
povrxina, pa su i jednakorazlo�ivi. Dakle, dobili smo dopunu P i Q
do kvadrata. Na slici 16 vidimo na koji naqin mo�emo jedan trougao i
jedan xestougao dopuniti do kvadrata.

Slika 16: Dopuǌavaǌe do kvadrata
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5 Tre�i Hilbertov problem
U prethodnom poglavǉu smo videli da su svaka dva poligona iste povr-
xine jednakorazlo�iva. Prirodno se name�e pitaǌe xta se dexava u tri
dimenzije, odnosno da li je za svaka dva poliedara sa istom zapreminom,
uvek mogu�e jedan od ǌih razrezati na konaqan broj delova tako da se
od tih delova mo�e sastaviti drugi? Upravo je ovo pitaǌe Hilbert
postavio, kao jedno od svoja quvena 23 problema, na kongresu matema-
tiqara u Parizu 1900. godine.

Odgovor na ovo pitaǌe je, za razliku od dvodimenzionalnog sluqaja,
negativan, i dao ga je nemaqki matematiqar Maks Den, nedugo nakon xto
je problem prezentovan. Pre nego xto pre�emo na rexavaǌe problema,
uvex�emo neke osnovne pojmove.

5.1 Jednakorazlo�ivost i jednakodopuǌivost u prostoru
Definicija 5.1. Pod poliedrom podrazumevamo deo prostora ograniqen
poligonima P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ Pn, pri qemu je svaka stranica ovih poli-
gona zajedniqka za taqno dva poligona, i svaka stranica ovih poligo-
na sadr�i taqno dva temena ovih poligona. Poligone P1, P2, . . . , Pn nazi-
vamo stranama (pǉosnima) poliedra, ǌihove stranice nazivamo strani-
cama (ivicama) poliedra, a ǌihova temena nazivamo temenima poliedra.
Uglovi mnogouglova se nazivaju iviqni uglovi, a uglovi izme�u pǉosni
su diedarski uglovi posmatranog poliedra.

Napomena. Genaralizacija poliedra u vixe dimenzija se naziva politop.

Kao xto je to bio sluqaj u dve dimenzije, i u trodimenzionalnom
sluqaju znaqajnu ulogu imaju dekompozicije, odnosno podele poliedra na
konaqno mnogo maǌih delova.

Definicija 5.2. Poliedar P se razla�e na poliedre P1, P2, . . . , Pn ako je
ispuǌeno P = P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ Pn i poliedri P1, P2, . . . , Pn imaju disjunktne
unutraxǌosti. To pixemo P = P1 + P2 + · · · + Pn i ka�emo da poliedri
P1, P2, . . . , Pn predstavǉaju razlagaǌe (dekompoziciju) P .

Dok smo u dve dimenzije imali posebnu vrstu dekompozicije, triangu-
laciju, koju je imao svaki poligon, u tri dimenzije nemamo tako nexto.
Uopxteǌe triangulacije u trodimenzionalnom sluqaju je razlagaǌe na
tetraedre qija temena se poklapaju sa temenima polaznog poliedra, tako-
zvana tetraedralizacija, ali nema svaki poliedar takvu podelu.
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5 Tre�i Hilbertov problem

Primer 5.1. Na slici 17 je prikazano razlagaǌe kocke na 6 podudarnih
tetraedara. Svaki od ovih tetraedara sadr�i po tri uzastopne, nekom-
planarne ivice kocke, i naziva se ortoxema.

Slika 17: Dekompozicija kocke na 6 podudarnih tetraedara

Primer 5.2. Konstruiximo sada najmaǌi poliedar koji se ne mo�e razlo-
�iti na tetraedre. Ovaj kontraprimer se naziva Xenhartov poliedar,
po Erihu Xenhartu25, koji ga je konstruisao 1928. godine.

Po�imo od jednakostraniqnog trougla ABC u xy-ravni. Uze�emo da
su temena trougla orijentisana suprotno od kazaǉke na satu. Transla-
cijom ovog trougla du� z-ose do ravni z = 1 dobijamo pravilnu trostranu
prizmu. Uoqi�emo i slede�e dijagonale boqnih stranica: AB1, BC1 i CA1

(slika 18a)). Na kraju treba jox zarotirati trugao A1B1C1 u ravni z = 1
za 30◦ (slika 18b)). Na ovaj naqin smo dobili poliedar P koji nije mogu�e
podeliti na tetraedre.

a) b) c)

A

B

C

A1

B1

C1

A

B

C

A1

B1

C1

A

B C

A1

B1

C1

Slika 18: Xenhartov poliedar

Pokaza�emo da u malopre konstruisani poliedar P uopxte nije mogu�e
upisati tetraedar qija bi temena ujedno bila i temena P . Prvo �emo
pokazati da se svaka du� koja spaja temena poliedra P , i koja pritom nije
ǌegova ivica, nalazi u spoǉaxǌosti P . Kako Xenhartov poliedar ima 6
temena i 12 ivica, a ukupan broj mogu�ih du�i izme�u temena je

(
6
2

)
= 15,

treba proveriti samo du�i AC1, BA1 i CB1. Posmatraju�i ortogonalnu

25Erich Schönhardt (1891–1979), nemaqki matematiqar
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5 Tre�i Hilbertov problem

projekciju poliedra P na xy-ravan (slika 18c)), odmah dobijamo da se
du�i AC1, BA1 i CB1 nalaze u spoǉaxǌosti. Slede�e pokazujemo da je
svaki trougao qije su stranice ivice P pǉosan poliedra P . Ako posma-
tramo, recimo, teme A onda za svake dve ivice koje izlaze iz A ili posto-
ji tre�a ivica koja sa ǌima formira pǉosan poliedra P , ili uopxte ne
postoji ivica koja formira trougao. Isto va�i i za temena B i C.

Pretpostavimo da mo�emo upisati tetraedar T u unutraxǌost P .
Sada iz prethodno dokazanog sledi da svaka stranica T mora biti ivica
poliedra P i da su sve strane T plosni poliedra P . Odavde sledi da je
T = P , a to je u kontradikciji sa brojem temena Xenhartovog poliedra.

Napomena. Problem karakterizacije poliedara koji se mogu razlo�iti
na tetraedre predstavǉa otvoren problem.

Na isti naqin na koji smo to uradili u ravni, uvodimo pojmove jedna-
korazlo�ivosti i jednakodopuǌivosti i u prostoru.

Definicija 5.3. Ka�emo da su poliedri P i Q jednakorazlo�ivi, i
pixemo P ∼ Q, ako postoje poliedri P1, P2, . . . , Pn i Q1, Q2, . . . , Qn, takvi da
je P = P1 +P2 + · · ·+Pn, Q = Q1 +Q2 + · · ·+Qn i P1

∼= Q1, P2
∼= Q2, . . . , Pn ∼= Qn.

Primer 5.3. Posmatrajmo tetraedar ABCD u qijoj osnovi se nalazi
jednakokrako-pravougli trougao ABC , sa pravim uglom kod temena C,
i visinom AD = BC = AC, i trostranu prizmu MNOPQR sa osnovom
podudarnom sa trouglom ABC i visinom MP = 1

3
AD. Sada se tetraedar

ABCD mo�e razlo�iti na qetiri poliedra od kojih se zatim mo�e sasta-
viti prizma MNOPQR (slika 19).

A

B

C

D

P

Q

R

M

N

O

Slika 19: Primer razlagaǌa izme�u tetraedra i prizme

Definicija 5.4. Poliedri P i Q su jednakodopuǌivi ako postoje poli-
edri P1, P2, . . . , Pn i Q1, Q2, . . . , Qn za koje je P1

∼= Q1, P2
∼= Q2, . . . , Pn ∼= Qn i

P + P1 + P2 + · · ·+ Pn ∼= Q+Q1 +Q2 + · · ·+Qn.

Napomena.
(i) Analogno kao u ravni pokazuje se da jednakorazlo�ivost generixe

relaciju ekvivalencije na skupu svih poliedara.
(ii) Jednakorazlo�ivost i jednakodopuǌivost se generalno definixu za

proizvoǉne politope.
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5 Tre�i Hilbertov problem

5.2 Brikardov uslov
Qetiri godine pre nego xto �e Hilbert postaviti pitaǌe jednakora-
zlo�ivosti u prostoru, 1896, Raul Brikard26 je objavio rad u kom je
tvrdio da je rexio ovaj problem. Brikardova ideja je bila veoma ele-
gantna, ali se ispostavilo da je dokaz bio nepotpun i pogrexan. Smatra
se da je ovaj Brikardov pokuxaj imao veliki uticaj na Dena, koji je
kasnije i rexio problem.

Ve� smo napomenuli da je prvo uprox�eǌe Denovog dokaza ve� 1903.
godine ponudio Kagan. Upravo ǌegovu ideju �emo iskoristiti da bismo
dobili kompletan, i pre svega taqan, dokaz Brikardove teoreme.

Definicija 5.5. Posmatrajmo poliedar (resp. poligon) P i ǌegovo raz-
lagaǌe P1 +P2 + · · ·+Pn. Ivice poliedra (resp. poligona) Pi su temenima
ili ivicama drugih poliedara (resp. poligona) podeǉene na maǌe delove,
koje nazivamo segmentima ivice.

Primetimo da su u razlagaǌu poligona krajǌe taqke segmenata uvek
temena, dok kod dekompozicije poliedara krajǌe taqke segmenata mogu
biti i preseci dve ivice. Ilustrujmo to na primerima.

Primer 5.4.
(i) Posmatrajmo trougao ABC qije je razlagaǌe dato na slici 20a).

Sada je ivica AD trougla ABD temenima drugih delova dekompozi-
cije podeǉena na qetiri segmenta.

(ii) Neka je dat tetraedar ABCD koji je dekomponovan na 3 tetraedra i
zarubǉenu piramidu (slika 20b)). Ivica CH zarubǉene piramide je
temenom podeǉena na dva segmenta, dok je ivica GF podeǉena ivicom
drugih poliedara na dva segmenta.

A B

C

D

a) b)

A B

C

D

E

F

G

H

Slika 20: Segmenti poligona i poliedra

Lema 5.1. Ako su P i Q jednakorazlo�ivi politopi, tada je mogu�e
rasporediti pozitivan broj perlica (odnosno pridru�iti pozitivne cele
brojeve) svakom segmentu razlagaǌa P = P1 + · · · + Pn, Q = Q1 + · · · + Qn

26Raoul Bricard (1870–1944), engleski in�iǌer i matematiqar, koji se najvixe bavio
geometrijom
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5 Tre�i Hilbertov problem

tako da svakoj ivici politopa Pk bude pridru�en isti broj perlica kao
odgovaraju�oj ivici politopa Qk.

Da bismo pokazali ovu lemu, neophodno je prvo pokazati slede�e pomo-
�no tvr�eǌe.

Lema 5.2. Ako sistem homogenih linearnih jednaqina sa celobrojnim
koeficijentima ima pozitivno realno rexeǌe, onda ima i pozitivno celo-
brojno rexeǌe.

Dokaz. Posmatrajmo skup

C = {x ∈ Rn : Ax = 0,x > 0},

gde A ∈ Zm×n. (Skup C predstavǉa konus, pa se otuda ova lema qesto
naziva lema o konusu.) Pokaza�emo da ako je skup C neprazan, onda on
sadr�i taqku sa celobrojnim koordinatama, odnosno i skup C ∩ Nn je
tako�e neprazan.

Ako je C 6= ∅, onda je i skup C̄ = {x ∈ Rn : Ax = 0,x ≥ 1}, gde je 1 taqka
qije su sve koordinate 1, tako�e neprazan. Ovo je ispuǌeno zato xto za
svaki pozitivan vektor x mo�emo odabrati pozitivan skalar α tako da
vektor αx ima sve koordinate ve�e ili jednake 1. Dovoǉno je pokazati
da C̄ sadr�i taqku sa racionalnim koordinatama, jer mno�e�i tu taqku
sa NZS imenilaca koordinata dobijamo celobrojnu taqku u C̄ ⊆ C, a to
je upravo ono xto nam treba.

Poka�imo dakle da C̄ sadr�i racionalnu taqku. Koristi�emo Furije–
Mockinovu eliminaciju27 da poka�emo da postoji leksikografski najma-
ǌe rexeǌe sistema

Ax = 0,x ≥ 1, (2)

i da je to rexeǌe racionalno ako je matrica A celobrojna.
Poxto svaku linearnu jednaqinu a>x = 0 mo�emo ekvivalentno zapi-

sati kao dve linearne nejednaqine, a>x ≥ 0 i −a>x ≥ 0, umesto sistema
(2) mo�emo posmatrati slede�i sistem

Ax ≥ 0,x ≥ 1,

−Ax ≥ 0,x ≥ 1.

Sada se nax problem se svodi na dokazivaǌe da sistem oblika

Ax ≥ b,x ≥ 1,

gde su A28 i b celobrojni, ima leksikografski najmaǌe rexeǌe, i da je
ono racionalno.

Dokaz izvodimo indukcijom po broju koordinata vektora x, tj. po n.
27Fourier–Motzkin elimination, poznatija kao FME metod, je postupak eliminacije

promenǉivih iz sistema linearnih nejednaqina
28Radi jednostavnijeg zapisa, koristi�emo istu oznaku A i za novodobijenu matricu

formata 2m× n.
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5 Tre�i Hilbertov problem

b.i. Za n = 1 tvr�eǌe trivijalno sledi.
i.h. Pretpostavimo da je tvr�eǌe ispuǌeno za sisteme sa maǌe od n

promenǉivih.
i.k. Doka�imo da tvr�eǌe va�i za sistem Ax ≥ b,x ≥ 1, koji sadr�i n

promenǉivih. Posmatrajmo posledǌu koordinatu vektora x, prome-
nǉivu xn. Sistem Ax ≥ b mo�emo podeliti na tri dela: nejednaqine
u kojima je koeficijent uz xn jednak, ve�i ili maǌi od 0. To mo�emo,
bez umaǌeǌa opxtosti, zapisati na slede�i naqin

a>i x
′ ≥ bi, i = 1, . . . ,m1

xn + a>j x
′ ≥ bj, j = m1 + 1, . . . ,m2

−xn + a>k x
′ ≥ bk, k = m2 + 1, . . . ,m,

pri qemu je x′ =


x1
x2
...

xn−1

. Nejednakosti koje sadr�e xn �e nam za

fiksirano x′ dati doǌu i gorǌu granicu za xn (doǌa granica �e
zbog uslova x ≥ 1 biti ve�a ili jednaka 1, a gorǌu granicu �emo
dobiti samo u sluqajevima kada je m2 < m).
Posmatrajmo sada novi sistem A′x′ ≥ b′,x′ ≥ 1, sa n−1 promenǉivom,
koji je dat sa

a>i x
′ ≥ bi, i = 1, . . . ,m1

bj − a>j x
′ ≤ a>k x

′ − bk, j = m1 + 1, . . . ,m2, k = m2 + 1, . . . ,m.

Ovaj novi sistem zadovoǉava i.h. pa ima leksikografski najmaǌe
rexeǌe x′∗ koje je racionalno. Na kraju kao najmaǌe racionalno
rexeǌe za xn biramo max

j
{bj − a>j x

′}.

Sada kada smo pokazali ovu lemu, mo�emo se vratiti dokazu leme 5.1.

Dokaz Leme 5.1. Dodelimo promenǉive segmentima u razlagaǌima P i Q.
Promenǉive xi pridru�imo segmentima u razlagaǌu politopa P , a prome-
nǉive yj segmentima u razlagaǌu politopa Q. Treba prona�i pozitivne
celobrojne vrednosti za xi i yj tako da suma vrednosti xi pridru�enih
segmentima neke ivice Pk bude ista kao suma vrednosti yj pridru�enih
segmentima odgovaraju�e ivice Qk. Drugim reqima, treba da je∑

i:si⊆e

xi −
∑
j:s′j⊆e′

yj = 0,

gde se stranica e ⊆ Pk sastoji iz segmenata si, a odgovaraju�a stranica
e′ ⊆ Qk iz segmenata s′j. Dobili smo, dakle, sistem linearnih jednaqina
sa celobrojnim koeficijentima. Sada za pozitivno realno rexeǌe ove
jednaqine mo�emo uzeti du�ine segmenata, pa na osnovu leme 5.2 dobijamo
da tvr�eǌe va�i.
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5 Tre�i Hilbertov problem

Primer 5.5. Na slici 21 je prikazan jedan od mogu�ih rasporeda perli-
ca u jednakorazlo�ivim razlagaǌima kvadrata i pravilnog xestougla.

P5

P4

P3

P1
P2

Q2 Q1

Q5

Q4

Q3

Slika 21: Raspore�ivaǌe perlica

Teorema 5.1 (Brikardov uslov).
Ako su poliedri P i Q, qiji su diedarski uglovi α1, α2, . . . , αr i β1, β2, . . . , βs,
jednakorazlo�ivi, tada postoje pozitivni celi brojevi mi, i = 1, . . . , r,
nj, j = 1, . . . , s, i ceo broj k takvi da je

m1α1 + · · ·+mrαr = n1β1 + · · ·+ nsβs + kπ.

Analogno tvr�eǌe dobijamo i kada su P i Q jednakodopuǌivi.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da su P i Q jednakorazlo�ivi. Neka su date
dekompozicije P = P1 +P2 + · · ·+Pn, Q = Q1 +Q2 + · · ·+Qn i Pi ∼= Qi za svako
i = 1, . . . , n. Sada na osnovu leme 5.1 svakom segmentu ovih dekompozicija
mo�emo pridru�iti pozitivan broj perlica.

Obele�imo sa
∑

1 sumu svih diedarskih uglova u svim perlicama
dekompozicije poliedra P . Ako ivica poliedra Pi sadr�i j perlica,
tada �e se u sumi

∑
1 diedarski ugao nad tom ivicom pojaviti taqno

j puta. Ako neka perlica pripada ivicama ei1 , ei2 , . . . , eik, u sumi
∑

1 �e
se za datu perlicu dodavati redom diedarski uglovi αi1 , αi2 , . . . , αik nad
posmatranim ivicama. U zavisnosti od polo�aja segmenta na kom se data
perlica nalazi, mogu�i su slede�i sluqajevi:
• Ako se perlica nalazi na ivici poliedra P , tada se u sumi raquna
diedarski ugao poliedra nad tom ivicom.
• Za perlice koje se nalaze na rubu P , ali ne i na ǌegovoj ivici, suma
diedarskih uglova �e iznositi π.
• Ako se perlica nalazi u unutraxǌosti poliedra, onda �e diedarski
uglovi te perlice u zbiru davati 2π ili π. Suma �e iznositi π ako
se posmatrani segment nalazi u unutraxǌosti pǉosni nekog Pi, a u
protivnom �e biti 2π.

Sada sumu
∑

1 mo�emo zapisati∑
1

= m1α1 + · · ·+mrαr + k1π,

gde su mi, i = 1, . . . , r pozitivni celi, a k1 nenegativan ceo broj.
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Analogno definixemo
∑

2 kao sumu svih diedarskih uglova u svim
perlicama dekompozicije poliedra Q. Pritom va�i∑

2
= n1β1 + · · ·+ nsβs + k2π,

za pozitivne cele nj, j = 1, . . . , s i nenegativan ceo broj k2.
Sume

∑
1 i

∑
2 mo�emo dobiti i ako sabiramo pojedinaqne diedarske

uglove u svakoj perlici dekompozicija poliedara P i Q (tj. ako za
∑

1

prvo sabiramo sve diedarske uglove u perlicama na poliedru P1, pa za-
tim na P2, . . . , Pn, i analogno za

∑
2 i poliedre Q1, . . . , Qn). Kako su Pi i

Qi podudarni, odgovaraju�e ivice �e imati iste diedarske uglove. Na
osnovu leme 5.1 znamo i da odgovaraju�e ivice imaju jednak broj perlica
koji im je pridru�en, pa dobijamo da je

∑
1 =

∑
2, tj.

m1α1 + · · ·+mrαr + k1π = n1β1 + · · ·+ nsβs + k2π.

Sada stavǉaju�i k = k2 − k1 dobijamo

m1α1 + · · ·+mrαr = n1β1 + · · ·+ nsβs + kπ,

a to je i trebalo dokazati.

Pretpostavimo sada da su P i Q jednakodopuǌivi, odnosno da postoje
poliedri P ′1, P

′
2, . . . , P

′
m i Q′1, Q

′
2, . . . , Q

′
m, takvi da je P ′i ∼= Q′i za i = 1, . . . ,m

i P̃ = P + P ′1 + P ′2 + · · · + P ′m
∼= Q + Q′1 + Q′2 + · · · + Q′m = Q̃. Poxto su

P̃ i Q̃ podudarni, oni su i jednakorazlo�ivi, pa postoje dekompozicije
P ′′1 +P ′′2 +· · ·+P ′′n i Q′′1 +Q′′2 +· · ·+Q′′n za koje va�i P ′′i ∼= Q′′i . Koriste�i ponovo
lemu 5.1, svakom segmentu u pomenutim dekompozicijama pridru�ujemo
perlice, ali �emo dodatno zahtevati da svaka ivica poliedra P̃ sadr�i
isti broj perlica u obe dekompozicije, i analogno za Q̃29. Obele�imo sa∑′

1 sumu diedarskih uglova u perlicama prve dekompozicije poliedra
P̃ , a sa

∑′′
1 sumu u perlicama druge dekompozicije istog poliedra, i

analogno sume
∑′

2 i
∑′′

2 za poliedar Q̃.
Analogno kao malopre zakǉuqujemo da va�i

∑′′
1 =

∑′′
2, jer su poliedri

P̃ i Q̃ podudarni, pa prema tome i jednakorazlo�ivi. Sume
∑′

1 i
∑′′

1 se
odnose na isti poliedar P̃ , ali na dve ǌegove dekompozicije. Dodatni
uslov da broj perlica na ivicama P̃ u obe dekompozicije mora biti isti
nam, zajedno sa prethodnim razmatraǌima, daje da va�i

∑′
1 =

∑′′
1 +l1π,

gde je l1 ceo broj. Potpuno analogno dobijamo i
∑′

2 =
∑′′

2 +l2π, za l2 ∈ Z.
Odavde je ∑′

2
=
∑′

1
+lπ, za l = l2 − l1 ∈ Z. (3)

29Kako se lema 5.1 suxtinski svodi na rexavaǌe sistema linearnih jednaqina sa
celobrojnim koeficijentima, u nax sistem jednaqina �emo samo ubaciti i dodatni
uslov da sume xi (resp. yj) na istoj ivici P (resp. Q) budu jednake u obe dekompozicije.
Daǉe dokaz leme mo�emo nastaviti sa ovim novim, proxirenim sistemom.
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5 Tre�i Hilbertov problem

Znamo da se
∑′

1 odnosi na dekompoziciju P̃ = P + P ′1 + P ′2 + · · · + P ′m, a∑′
2 na dekompoziciju Q̃ = Q + Q′1 + Q′2 + · · · + Q′m, pa kako je P ′i

∼= Q′i, iz
jednaqine (3) dobijamo da va�i

n1β1 + · · ·+ nsβs = m1α1 + · · ·+mrαr + lπ.

Ako stavimo k = −l dobijamo

m1α1 + · · ·+mrαr = n1β1 + · · ·+ nsβs + kπ,

qime smo pokazali da tvr�eǌe va�i i za jednakodopuǌive poliedre.

Napomena. Gde je bila grexka u Brikardovom dokazu? Brikard je verovao
da je podelom segmenata na maǌe delove mogu�e dobiti invarijantno
preslikavaǌe koje bi segmente jednog poliedra preslikavalo na segmente
drugog. Sada bi iz qiǌenice da postoji takvo preslikavaǌe va�ilo da
je
∑

1 =
∑

2, odakle bi tvr�eǌe trivijalno sledilo. Problem je xto je
Brikard pretpostavio da takva dekompozicija segmenata uvek postoji, a
to nije taqno. Za kontraprimer pogledati [7].

Da bismo mogli da reximo Tre�i Hilbertov problem, neophodno je
pokazati jox jednu lemu.

Lema 5.3. Izraz 1
π

arccos 1√
n
je iracionalan za svako n ∈ N \ {1, 2, 4}.

Dokaz. Za n = 1 imamo 1
π

arccos 1 = 0. Kada je n = 2 dobijamo 1
π

arccos 1√
2

= 1
2
,

a za n = 4 dobijamo 1
π

arccos 1
2

= 1
3
, pa je izraz zaista racionalan za te

vrednosti.
Tvr�eǌe dokazujemo svo�eǌem na kontradikciju. Pretpostavimo da je

1
π

arccos 1√
n

= p
q
, pri qemu su p i q pozitivni celi brojevi. Ako stavimo

ϕ = arccos 1√
n
, dobijamo qϕ = pπ. Odatle daǉe sledi da je cos qϕ = ±1,

odnosno cos qϕ je ceo broj.
Ako u adicionu formulu

cosα + cos β = 2 cos
α + β

2
cos

α− β
2

zamenimo α = (q + 1)ϕ i β = (q − 1)ϕ dobijamo

cos (q + 1)ϕ+ cos (q − 1)ϕ = 2 cos qϕ cosϕ.

Odavde daǉe dobijamo identitet

cos (q + 1)ϕ =
2√
n

cos qϕ− cos (q − 1)ϕ, (4)

koji �emo koristiti u nastavku dokaza. Nadaǉe razlikujemo sluqajeve
kada je n parno i kada je neparno.

Pretpostavimo da je n neparno. Dokaz izvodimo indukcijom po q.
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5 Tre�i Hilbertov problem

b.i. Za q = 1 dobijamo

cosϕ = cos(arccos
1√
n

) =
1√
n
.

Poxto je po pretpostavci n neparno i razliqito od 1, dobijamo da
cosϕ nije ceo broj.
Kada je q = 2 imamo

cos 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ = 2 cos2 ϕ− 1 =
2

n
− 1 =

2− n
n

.

Kako je n neparno, 2 − n i n su uzajamno prosti, pa cos 2ϕ ne mo�e
biti ceo broj.

i.h. Pretpostavimo da za q ≤ k va�i tvr�eǌe: cos qϕ = aq√
nq , gde su aq i n

uzajamno prosti.
i.k. Poka�imo da tvr�eǌe va�i za q = k + 1. Iz (4) zamenom cos kϕ = ak√

nk

i cos (k − 1)ϕ = ak−1√
nk−1

dobijamo

cos (k + 1)ϕ =
2√
n

ak√
nk
− ak−1√

nk−1
=

2ak − nak−1√
nk+1

.

Poxto su 2, ak i ak−1 uzajamno prosti sa n, i 2ak − nak−1 je tako�e
uzajamno prosto sa n. Odatle sledi da cos (k + 1)ϕ nije ceo broj.

Pretpostavimo sada da je n parno, tj. da je oblika 2m. I ovde dokaz
izvodimo indukcijom po q.
b.i. Za q = 1 va�i

cosϕ = cos(arccos
1√
n

) =
1√
n

=
1√
2m

.

Kako je n parno i n 6= 2, 4 va�i da je m > 2, pa cosϕ nije ceo broj.
Kada je q = 2 dobijamo

cos 2ϕ =
2− n
n

=
1−m
m

.

Poxto su 1−m i m uzajamno prosti, cos 2ϕ ne mo�e biti ceo.
i.h. Pretpostavimo sada da za q ≤ k va�i tvr�eǌe: cos qϕ = bq√

2mq , gde su
bq i m uzajamno prosti.

i.k. Dokazujemo tvr�eǌe za q = k + 1. Analogno kao malopre dobijamo

cos (k + 1)ϕ =
2√
2m

bk√
2mk

− bk−1√
2mk−1

=
bk√
mk+1

− bk−1

2
√
mk−1

√
2.

Sada na osnovu i.h. i iracionalnosti
√

2 dobijamo da cos (k + 1)ϕ ne
mo�e biti ceo broj.

Dobili smo da, za svako q, cos qϕ nije ceo, a to je u kontradikciji sa
ranije dobijenim cos qϕ = ±1. Dakle, poqetna pretpostavka da je 1

π
arccos 1√

n

racionalan je bila pogrexna, odnosno 1
π

arccos 1√
n
mora biti iracionalan

za svako n ∈ N \ {1, 2, 4}.
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5 Tre�i Hilbertov problem

5.3 Rexeǌe Tre�eg Hilbertovog problema
Primer 5.6. Posmatrajmo regularan tetraedar T0 i izraqunajmo ǌe-
gove diedarske uglove. Posmatrajmo trougao ABC u osnovi tetraedra i
uoqimo ǌegovo te�ixte, taqku M (slika 22). Kako je u pitaǌu regularan
tetraedar DM je visina posmatranog tetraedra. Iz osobina te�ixta
znamo da taqka M deli AE u odnosu 2 : 1. Kako je |AE| = |DE|, dobijamo

cosα =
|ME|
|DE|

=
1
3
|AE|
|DE|

=
1

3
,

odnosno
α = arccos

1

3
.

A

B

C

D

E
M a

Slika 22: Diedarski ugao regularnog tetraedra

Dobijamo dakle da regularan tetraedar i kocka ne mogu biti ni jedna-
korazlo�ivi ni jednakodopuǌivi. Ovo sledi iz Brikardovog uslova, jer
bi u suprotnom trebalo da va�i

m1 arccos
1

3
= n1

π

2
+ kπ,

za pozitivne cele brojeve m1, n1 i ceo broj k, ali tada bi 1
π

arccos 1
3
bilo

racionalno, a to je u suprotnosti sa lemom 5.3.

Ovaj primer nam daje da regularan tetraedar nije ni jednakorazlo�iv
ni jednakodopuǌiv ni sa jednom kockom, pa prema tome ni sa onom koja ima
istu zapreminu kao tetraedar. Kao posledicu izvodimo zakǉuqak da dva
poliedra koja imaju istu zapreminu ne moraju biti ni jednakodopuǌivi
ni jednakorazlo�ivi.

Primer 5.7. Posmatrajmo sada tetraedar T1 koji je dat na slici 23, i kod
koga su stranice AB, AC i AD me�usobno ortogonalne i jednake du�ine
u. Ovaj tetraedar ima tri diedarska ugla koja su jednaka pravom uglu, i
tri diedarska ugla koja iznose ϕ. Sada va�i

cosϕ =
|AE|
|DE|

=
1
2

√
2u

√
3
2

√
2u

=
1√
3
,
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odnosno
ϕ = arccos

1√
3
.

A

B

C

D

E

u

j

2

u

u

u

Slika 23: Diedarski uglovi tetraedra sa tri jednake ortogonalne ivice

Kao ni regularan tetraedar T0, ni tetraedar T1 nije jednakorazlo�iv
ni jednakodopuǌiv sa kockom. Ako bismo pretpostavili da su T1 i kocka
jednakorazlo�ivi ili jednakodopuǌivi, onda bi zbog Brikardovog uslova
postojali pozitivni celi brojevi m1,m2, n1 i ceo broj k za koje va�i

m1
π

2
+m2 arccos

1√
3

= n1
π

2
+ kπ.

Odavde dobijamo da je 1
π

arccos 1√
3
racionalan broj, a to je u kontradikciji

sa tvr�eǌem leme 5.3.

Primer 5.8. Slede�i tetraedar koji posmatramo je tetraedar T2 qije su
ivice AB, BC i CD uzajamno ortogonalne i iste du�ine u (videti sliku
24). Jasno je da diedarski uglovi nad ivicama AC,BC i BD iznose π

2
, a

da nad ivicama AB i CD iznose π
4
. Ostaje jox da vidimo qemu je jednak

diedarski ugao nad ivicom AD.
Da bismo pronaxli tra�eni diedarski ugao, iskoristi�emo mali

trik. Naime, kocku ivice u mo�emo podeliti na 6 tetraedara koji su
podudarni sa tetraedrom T2 (videti sliku 17). Odavde direktno sledi
da je tra�eni diedarski ugao jednak 2π

6
= π

3
.

Pretpostavimo da su tetraedri T2 i T0 jednakorazlo�ivi (analogno
se pokazuje i kada su jednakodopuǌivi). Na osnovu Brikardovog uslova
postoje pozitivni celi brojevi m1,m2,m3, n1, i k ∈ Z tako da va�i

m1
π

2
+m2

π

4
+m3

π

3
= n1 arccos

1

3
+ kπ.

Sada ponovo dobijamo kontradikciju sa iracionalnox�u 1
π

arccos 1
3
.

Na sliqan naqin se dokazuje i da tetraedri T2 i T1 nisu ni jednako-
razlo�ivi ni jednakodopuǌivi.
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A

BC

D

u

u

u

Slika 24: Ortoxema

Posledǌa dva primera nam daju rexeǌe Tre�eg Hilbertovog pro-
blema. Pronaxli smo dva tetraedra koja imaju istu bazu i istu visinu,
pa prema tome i istu zapreminu, a koji nisu ni jednakorazlo�ivi ni
jednakodopuǌivi.
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6 Denov metod
Kao xto smo ve� napomenuli, Denov originalni dokaz je dosta kompli-
kovan i te�ak za razumevaǌe. Dokaz koji �emo prezentovati u ovom pogla-
vǉu predstavǉa ǌegovu znatno uprox�enu verziju, koja je rezultat rada
velikog broja matematiqara, i predstavǉa klasiqni dokaz Tre�eg Hilbe-
rtovog problema.

6.1 Denova invarijanta
Posmatrajmo konaqan skup M = {m1,m2, . . . ,mk} ⊂ R. Sa V (M) �emo ozna-
qiti vektorski prostor generisan skupom M nad poǉem Q, odnosno

V (M) =

{
k∑
i=1

qimi : qi ∈ Q

}
.

Vektorski prostor V (M) je konaqnodimenzionalan jer je generisan kona-
qnim skupom M , pa va�i

dimQV (M) ≤ k = |M |.

Pre nego xto definixemo Denovu invarijantu, uvex�emo pojam aditivne
funkcije.

Definicija 6.1. Funkcija f : R → R se naziva aditivna funkcija ako
va�i

f(x+ y) = f(x) + f(y),

za svako x, y ∈ R.

Za aditivne funkcije va�i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 6.1. Neka je data aditivna funkcija f : R → R. Tada za svako
α ∈ Q i svako x ∈ R va�i

f(αx) = αf(x).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je α prirodan broj. Ovaj deo dokaza izvo-
dimo matematiqkom indukcijom.
b.i. Za α = 1 trivijalno va�i f(1 · x) = 1 · f(x). Kada je α = 2 imamo

f(2x) = f(x+ x) = f(x) + f(x) = 2f(x), jer je funkcija f aditivna.
i.h. Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za prirodan broj k.
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i.k. Dokazujemo tvr�eǌe za α = k + 1. Ispuǌeno je

f((k + 1)x) = f(kx+ x)
b.i.
= f(kx) + f(x)

i.h.
= kf(x) + f(x) = (k + 1)f(x),

a to je i trebalo pokazati.
Ako stavimo x = 0 dobijamo

f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0),

pa je odatle f(0) = 0. Sada je

0 = f(0) = f(x+ (−x)) = f(x) + f(−x),

odnosno
f(−x) = −f(x),

pa je tvr�eǌe ispuǌeno i kada je α ceo broj.
Neka je q prirodan broj. Tada va�i

f(x) = f(q
1

q
x) = qf(

1

q
x),

odakle je

f(
1

q
x) =

1

q
f(x).

Ako sada uzmemo α = p
q
, gde je p ceo, a q prirodan broj, dobijamo

f(αx) = f(
p

q
x) = f(p

1

q
x) = pf(

1

q
x) = p

1

q
f(x) =

p

q
f(x) = αf(x).

Mi �emo nadaǉe posmatrati aditivnu funkciju f : V (M)→ Q. Prime-
timo da je svojstvo aditivnosti ekvivalentno uslovu da ako je ispuǌeno∑k

i=1 qimi = 0 za neke qi ∈ Q, tada va�i

f(
k∑
i=1

qimi) =
k∑
i=1

qif(mi) = 0.

Slede�a lema �e nam predstavǉati bitan argument prilikom dokazivaǌa
centralne teoreme ovog poglavǉa.

Lema 6.1. Neka su dati M,M ′ ⊆ R, M ⊆M ′.
(i) Vektorski prostor V (M) nad poǉem Q je potprostor vektorskog pro-

stora V (M ′) nad poǉem Q.
(ii) Aditivna funkcija f : V (M) → Q se mo�e proxiriti do aditivne

funkcije f ′ : V (M ′)→ Q tako da va�i f ′(m) = f(m) za svako m ∈M.
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Dokaz.
(i) Prvi deo tvr�eǌa trivijalno sledi iz definicije vektorskih pro-

stora V (M) i V (M ′).
(ii) Da bismo odredili funkciju f ′, potrebno je prona�i vrednosti funk-

cije u bazi vektorskog prostora V (M ′) nad poǉem Q. Pretpostavimo
da je, bez umaǌeǌa opxtosti, M ′ = M ∪ {γ}, odnosno da je u M ′ samo
jedan element koji nije i u M . Razlikujemo dva sluqaja.

Sluqaj 1: Me�u elementima skupa M ′ ne postoji linearna zavisnost
oblika

a1m1 + a2m2 + · · ·+ akmk + aγ = 0,

u kojoj je a razliqito od 0. U ovom sluqaju za f(γ) mo�emo uzeti
bilo koji racionalan broj.
Sluqaj 2: Pretpostavimo da postoji zavisnost

a1m1 + a2m2 + · · ·+ akmk + aγ = 0, (5)

me�u elementima skupa M ′, gde je a 6= 0. Za jednu takvu zavisnost
funkcija f ′ treba da zadovoǉava jednakost

a1f
′(m1) + a2f

′(m2) + · · ·+ akf
′(mk) + af ′(γ) = 0. (6)

Definiximo sada f ′(m) = f(m), za m ∈M i

f ′(γ) = −a1
a
f(m1)−

a2
a
f(m2)− · · · −

ak
a
f(mk).

Poka�imo da je ovako definisano f ′ tra�ena aditivna funkcija.
Posmatrajmo proizvoǉnu zavisnost elemenata iz M ′

b1m1 + · · ·+ bkmk + b′1m
′
1 + · · ·+ b′lm

′
l + bγ = 0, (7)

gde su m′1, . . . ,m
′
l preostali elementi skupa M koji nisu uqestvovali

u zavisnosti (5). Zbog pretpostavke ovog sluqaja znamo da ovakva
zavisnost postoji. Pokazujemo da tada va�i

b1f
′(m1) + · · ·+ bkf

′(mk) + b′1f
′(m′1) + · · ·+ b′lf

′(m′l) + bf ′(γ) = 0. (8)

Kada pomno�imo (7) sa a i oduzmimo od toga jednaqinu (5), prethodno
pomno�enu sa b, dobijamo

(ab1 − ba1)m1 + · · ·+ (abk − bak)mk + ab′1m
′
1 + · · ·+ ab′lm

′
l = 0.

Ovaj odnos sadr�i samo elemente izM , pa zbog aditivnosti funkcije
f va�i

(ab1 − ba1)f(m1) + · · ·+ (abk − bak)f(mk) + ab′1f(m′1) + · · ·+ ab′lf(m′l) = 0.

Ako prethodnoj jednaqini dodamo (6) pomno�eno sa b dobijamo

ab1f
′(m1) + · · ·+ abkf

′(mk) + ab′1f
′(m′1) + · · ·+ ab′lf

′(m′l) + abf ′(γ) = 0. (9)

Poxto je a 6= 0, deǉeǌem (9) sa a dobijamo jednaqinu (8), pa je kon-
struisana funkcija f ′ zaista aditivna funkcija.
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Posmatrajmo sada poliedar P sa diedarskim uglovima α1, α2, . . . , αs.
Sa MP �emo obele�iti slede�i skup

MP = {α1, α2, . . . , αs, π}.

Sada imamo sve xto nam je potrebno da bismo definisali Denovu invari-
jantu.

Definicija 6.2. Neka je data aditivna funkcija f : V (MP ) → Q za koju
va�i f(π) = 0. Denova invarijanta poliedra P je data sa

Df (P ) :=
∑
e∈P

l(e)f(α(e)),

gde je e ivica poliedra P , l(e) je du�ina ivice e, a α(e) je diedarski ugao
nad e.

Napomena.
(i) Den je izraz l(e)f(α(e)) nazivao masa ivice e. Prema tome, Denova

invarijanta predstavǉa sumu masa ivica posmatranog poliedra.
(ii) Primetimo jox da Denova invarijanta zavisi od izbora funkcije

f . Za razliqite izbore funkcije f dobi�emo razliqite vrednosti
Denove invarijante.

(iii) Iako Den u svom radu nije eksplicitno definisao Denovu invari-
jantu, ǌegov dokaz suxtinski poqiva na toj ideji.

Primer 6.1. Izraqunajmo Denovu invarijantu kocke C. Kako je za svaku
funkciju f iz definicije 6.2 ispuǌeno

f(
π

2
) =

1

2
f(π) = 0,

dobijamo da je Denova invarijanta kocke jednaka 0 za svaku takvu funkciju
f , tj.

Df (C) = 0.

6.2 Hadvigerova teorema
Slede�a teorema �e nam dati naqin da prona�emo rexeǌe Tre�eg Hilber-
tovog problema pomo�u Denove invarijante.

Teorema 6.2 (Den–Hadviger).
Neka su dati poliedri P i Q, i neka su α1, . . . , αp i β1, . . . , βq redom dieda-
rski uglovi ovih poliedara. Neka je M = {π, α1, . . . , αp, β1, . . . , βq}. Ako je
f : V (M)→ Q aditivna funkcija za koju va�i da je f(π) = 0 i

Df (P ) 6= Df (Q),

onda P i Q nisu ni jednakorazlo�ivi, ni jednakodopuǌivi.
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6 Denov metod

Pre nego xto poka�emo ovo tvr�eǌe, pokaza�emo da je Denova invari-
janta invarijantna u odnosu na dekompozicije poliedara.

Teorema 6.3. Neka je dat poliedar P i neka poliedri P1, P2, . . . , Pn qine
ǌegovo razlagaǌe, tj. P = P1+P2+· · ·+Pn. Neka jeM ′ skup svih diedarskih
uglova poliedara P, P1, P2, . . . , Pn, uz pridodat ugao π. Ako je f : V (M ′)→ Q
aditivna funkcija za koju va�i f(π) = 0, tada je ispuǌeno

Df (P ) = Df (P1) +Df (P2) + · · ·+Df (Pn).

Dokaz. Neka je dat segment e u dekompoziciji poliedra P . Obele�imo
sa α1(e), α2(e) . . . , αk(e) diedarske uglove nad e u poliedrima Pi1 , Pi2 , . . . , Pik
koji sadr�e dati segment. Suma masa du� segmenta e u dekompoziciji tada
iznosi

l(e)f(α1(e)) + l(e)f(α2(e)) + · · ·+ l(e)f(αk(e)),

xto je zbog aditivnosti funkcije f jednako

l(e)f(α1(e) + α2(e) + · · ·+ αk(e)). (10)

U zavisnosti od polo�aja segmenta e u poliedru P razlikujemo slede�e
sluqajeve:
• Segment e se nalazi na ivici poliedra P . Ako sa α(e) obele�imo
diedarski ugao nad ivicom P qiji je e segment, izraz (10) postaje

l(e)f(α(e)),

a to je masa koju daje ivica koja sadr�i segment e poliedra P u
Denovoj invarijanti.
• Segment e pripada pǉosni poliedra P . U ovom sluqaju, unija dieda-
rskih uglova nad e iznosi π, pa va�i

l(e)f(π) = 0,

odnosno e uopxte ne doprinosi ukupnoj masi.
• Segment e se nalazi u unutraxǌosti P . Ovde unija diedarskih uglo-
va nad e iznosi π ili 2π, xto �e ponovo dati da nema mase nad tim
segmentom.

Iz prethodnog razmatraǌa vidimo da suma masa u dekompoziciji zavi-
si samo od ivica poliedra P , odnosno jednaka je sumi masa polaznog
poliedra.

Vratimo se sada dokazu Den–Hadvigerove teoreme.

Dokaz Den–Hadvigerove teoreme. Dokaz izvodimo svo�eǌem na kontradi-
kciju. Pokaza�emo da tvr�eǌe va�i za jednakodopuǌivost, a dokaz za
jednakorazlo�ivost ide analogno.

Pretpostavimo, dakle, da su poliedri P i Q jednakodopuǌivi, odnosno
da postoje P1, . . . , Pn, Q1, . . . , Qn, gde je Pi ∼= Qi i

P + P1 + P2 + · · ·+ Pn ∼= Q+Q1 +Q2 + · · ·+Qn. (11)
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6 Denov metod

Proxirimo skup M do skupa M ′ tako da M ′ sadr�i sve diedarske uglove
iz razlagaǌa (11). Poxto posmatramo samo konaqne dekompozicije, skup
M ′ je tako�e konaqan. Sada na osnovu leme 6.1 znamo da funkciju f mo�emo
proxiriti do aditivne funkcije f ′ : V (M ′) → Q. Kako je π ∈ M , va�i�e
i f ′(π) = 0. Daǉe, zbog teoreme 6.3 va�i

Df ′(P ) +Df ′(P1) + · · ·+Df ′(Pn) = Df ′(Q) +Df ′(Q1) + · · ·+Df ′(Qn).

Poxto je Pi ∼= Qi, va�i Df ′(Pi) = Df ′(Qi), pa je Df ′(P ) = Df ′(Q). Sada
je, zbog naqina na koji smo dobili funkciju f ′, Df (P ) = Df (Q), xto je
kontradikcija sa uslovom teoreme.

Teorema Den-Hadviger daje samo potreban uslov kada su dva poliedra
jednakorazlo�iva. Xvajcarski matematiqar Sidler30 je 1965. godine poka-
zao da ova teorema tako�e daje i dovoǉan uslov. Ovde navodimo samo
formulaciju tvr�eǌa, bez dokaza (dokaz pogledati u [7]).

Teorema 6.4 (Den–Sidler).
Neka su dati poliedri P i Q koji imaju istu zapreminu, i neka skup M
sadr�i diedarske uglove datih poliedara, zajedno sa π. Tada va�i:

P i Q su jednakorazlo�ivi akko je Df (P ) = Df (Q)

za svaku aditivnu funkciju f : V (M)→ Q za koju je f(π) = 0.

6.3 Rexeǌe problema pomo�u Denove invarijante
Primer 6.2. Posmatrajmo ponovo regularan tetraedar T0, sa ivicama
du�ine l, iz primera 5.6. Kao xto smo ve� videli, diedarski uglovi tog
tetraedra su α = arccos 1

3
. Drugi poliedar koji �emo posmatrati je kocka

C. ǋeni diedarski uglovi iznose π
2
.

Sada je M = {α, π
2
, π}. Primetimo da je V (M) = V ({α, π}), pa za skup M

mo�emo uzeti samo {α, π}. Nax ciǉ je da konstruixemo aditivnu funkciju
f : V (M)→ Q za koju �e va�iti f(π) = 0 i Df (T0) 6= Df (C).

Posmatrajmo funkciju f : V (M)→ Q datu sa

f(q1α + q2π) = q1.

Poxto svako x ∈ V (M) na jedinstven naqin mo�emo napisati kao q1α+q2π,
za neke q1, q2 ∈ Q, funkcija f je dobro definisana.

Poka�imo da je f aditivna. Neka je ispuǌeno

pα + qπ = 0,

za neke p, q ∈ Q. Ako je p 6= 0, onda dobijamo

α

π
=

1

π
arccos

1

3
= −q

p
,

30Jean–Pierre Sydler (1921–1988), matematiqar i bibliotekar, najpoznatiji po radu u
geometriji
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6 Denov metod

a to je u kontradikciji sa lemom 5.3. Prema tome, mora biti p = 0, tj.
va�i

f(pα + qπ) = p = 0,

pa je funkcija f zaista aditivna.
Sada, kada smo naxli funkciju f , mo�emo prona�i Denove invarijante

poliedara C i T0. U primeru 6.1 smo pokazali da je Denova invarijanta
kocke uvek 0, bez obzira na izbor aditivne funkcije. Sa druge strane
imamo da za regularan tetraedar va�i

Df (T0) = 6lf(α) = 6l 6= 0.

Dobili smo Df (C) 6= Df (T0), pa na osnovu Den-Hadvigerove teoreme zakǉu-
qujemo da kocka i regularan tetraedar nisu ni jednakorazlo�ivi, ni
jednakodopuǌivi.

Primer 6.3. Kao xto smo videli u primeru 5.7, diedarski uglovi tetra-
edra T1 qije su stranice AB, AC i AD me�usobno ortogonalne i jednake
du�ine u su π

2
i ϕ = arccos 1√

3
.

Isto kao malopre, uze�emo da je M = {π, ϕ} umesto {π, π
2
, ϕ}. Funkciju

f : V (M)→ Q biramo
f(q1ϕ+ q2π) = q1.

Na isti naqin na koji smo to malopre uradili, pokazuje se da je funkcija
f aditivna i dobro definisana, jer je ϕ

π
− 1

π
arccos 1√

3
iracionalno.

Prona�imo qemu je jednaka Denova invarijanta tetraedra T1. Va�i

Df (T1) = 3
√

2uf(ϕ) + 3uf(π) = 3
√

2u 6= 0.

Primer 6.4. Neka je data ortoxema iz primera 5.8. Pokazali smo da
diedarski uglovi tetraedra T2 iznose π

2
nad ivicama AC,BC i BD, π

4
nad

AB i CD i π
3
nad ivicom AD.

Kako su svi diedarski uglovi T2 zavisni sa π, skupM mo�emo zapisati
samo kao {π}. Sada za tra�enu aditivnu funkciju ponovo biramo

f(q1ϕ+ q2π) = q1.

Odatle je
Df (T2) = 3uf(

π

2
) + 2uf(

π

4
) + uf(

π

3
) = 0.

Tetraedri T1 i T2 imaju iste baze i iste visine, a razliqite Denove
invarijante, pa na osnovu Den-Hadvigerove teoreme nisu ni jednakora-
zlo�ivi ni jednakodopuǌivi, qime je Tre�i Hilbertov problem rexen.
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7 Paradoks Banaha i Tarskog
Sada se mo�e postaviti pitaǌe xta se dexava ako dozvolimo podelu obje-
kata na proizvoǉne skupove taqaka, a ne samo razrezivaǌe po ravnima.
Najpoznatiji rezultat vezan za ovo pitaǌe je paradoks Banaha i Tarskog
o duplikaciji lopte.

Poǉski matematiqari Stefan Banah31 i Alfred Tarski32 su 1924. go-
dine objavili rad pod nazivom Sur la décomposition des ensembles de points
en parties respectivement congruentes (O dekompoziciji skupa taqaka na respe-
ktivno podudarne delove), u kom su formulisali i dokazali teoremu koja
na prvi pogled zvuqi nemogu�e. ǋihovo tvr�eǌe ka�e da je mogu�e izvr-
xiti duplikaciju lopte, tj. podeliti loptu na konaqan broj delova od
kojih se mogu sastaviti dve identiqne kopije polazne lopte.

Dokaz ovog paradoksa poqiva na upotrebi Aksiome izbora, koja �e nam
dati da takva podela lopte postoji, i iz koliko delova se sastoji, ali
ne�emo biti u staǌu da ka�emo kako taqno ti delovi izgledaju. Jedino
xto znamo je da su u pitaǌu nemerǉivi skupovi, tako da im je nemogu�e
odrediti zapreminu. S obzirom da se radi o konaqnom broju delova
i transformacijama rotacije i translacije, koje oquvavaju rastojaǌe,
pa samim tim i zapreminu, jasno je zaxto je ovaj rezultat intuitivno,
najbla�e reqeno, qudan.

Slede�i paradoks, koji je formulisao Sjerpiǌski33, a rexio ǌegov
uqenik Mazurkjeviq34, iako ne koristi Aksiomu izbora, daje jednako izne-
na�uju�e rezultate kao paradoks Banaha i Tarskog.

Teorema 7.1 (Sjerpiǌski–Mazurkjeviq paradoks).
U ravni postoji skup E koji je mogu�e podeliti na dva disjunktna pod-
skupa E1 i E2, takva da su podudarni sa polaznim skupom E.

Dokaz. Pretpostavimo da je data ravan zapravo ravan kompleksnih bro-
jeva. Znamo da svaki kompleksni broj z = a + bi, a, b ∈ R mo�emo zapisa-
ti u eksponencijalnom obliku kao z = reiθ. Odaberimo θ tako da eiθ bude

31Stefan Banach (1892–1948), jedan od osnivaqa moderne funkcionalne analize
32Alfred Tarski (1901–1983), poznat po radu u teoriji modela, metamatematici, alge-

barskoj logici, topologiji, geometriji, teoriji mere, matematiqkoj logici i teoriji
skupova

33Wac law Sierpiński (1882–1969), poǉski matematiqar koji se bavio teorijom skupova,
teorijom brojeva, teorijom funkcija i topologijom

34Stefan Mazurkiewicz (1888–1945), poǉski matematiqar, poznat po radu u matematiqkoj
analizi, topologiji i teoriji verovatno�e
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7 Paradoks Banaha i Tarskog

transcendentan (poxto na jediniqnoj kru�nici ima samo prebrojivo mnogo
algebarskih brojeva, znamo da takvo θ postoji). Posmatrajmo translaciju
τ(z) = z + 1 i rotaciju ρ(z) = eiθz. Sada u skup E biramo koordinatni
poqetak O i sve taqke koje mo�emo dobiti kada na O primenimo konaqan
broj transformacija τ i ρ. Vidimo da svaku taqku iz skupa E mo�emo
zapisati kao

z = a0 + a1e
iθ + a2e

2iθ + · · ·+ ane
niθ,

gde su ak nenegativni celi brojevi, a n je pozitivan ceo broj. Sve taqke
skupa E su razliqite, jer ako bi jedna taqka imala dva razliqita pre-
dstavǉaǌa, tada bi eiθ bilo rexeǌe polinomne jednaqine, a to je kontra-
dikcija sa pretpostavkom da je eiθ transcedentno.

Odredimo sada podskupove E1 i E2. Neka se u E1 nalaze sve taqke koje
se dobijaju primenom translacije τ na polazni skup E, a u E2 sve taqke
koje dobijamo rotacijom za ρ skupa E. Sada za taqke iz E1 va�i a0 > 0, a
za one iz E2 je a0 = 0. Iz izbora E1 i E2 sada direktno dobijamo E ∼= E1,
E ∼= E2, E = E1 ∪ E2 i E1 ∩ E2 = ∅.

Napomena. Skup E koji smo konstruisali u prethodnoj teoremi je bio
neograniqen. Mo�e se pokazati da u R2 ne postoji ograniqen skup sa
nepraznom unutraxǌox�u koji se mo�e duplirati, tj. podeliti na kona-
qan broj delova od kojih se mogu sastaviti dve kopije polaznog skupa (za
dokaz pogledati [27]).

U nastavku pokazujemo da je zadatu loptu mogu�e podeliti na konaqan
broj delova od kojih se zatim mogu sastaviti dve lopte koje su identiqne
polaznoj lopti.

Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti, da je zadata jediniqna lopta
sa centrom u koordinatnom poqetku, tj.

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

Treba dokazati da je tada mogu�e izvrxiti duplikaciju lopte. Dokaz
izvodimo u nekoliko faza.

7.1 Grupa rotacija
Neka su date rotacije τ koja deluje u pozitivnom smeru za 120◦ oko z-ose
i σ koja deluje u pozitivnom smeru za 180◦ oko prave z = x u xz-ravni.
Ove dve rotacije �e nam biti osnovne rotacije jediniqne sfere, jer ǌi-
hovim kompozicijama35 mo�emo dobiti beskonaqno mnogo drugih rotacija.
Primetimo da va�i τ 3 = σ2 = I, gde je I identiqko preslikavaǌe (ide-
ntiqka rotacija).

Svaka od tih rotacija (osim identiqkog preslikavaǌa) se mo�e pre-
dstaviti kao req nad azbukom {τ, τ 2, σ}. Reqi nad pomenutom azbukom, koje

35Novi elementi �e se u kompoziciju dodavati sa leve strane, tj. i�i �e se zdesna
nalevo
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ne sadr�e podreqi ττ 2, τ 2τ , kao ni vixestruka uzastopna ponavǉaǌa is-
tog slova, naziva�emo redukovane rotacije. Du�ina rotacije je mini-
malan broj simbola koji su neophodni da bismo datu rotaciju zapisali
na pomenuti naqin. Du�ina identiqkog preslikavaǌa je nula.

Na ovaj naqin smo dobili prebrojivo mnogo rotacija. Sa G �emo
obele�iti dobijenu kolekciju rotacija, i zva�emo je grupa rotacija.
(Lako se proverava da se na opisan naqin zaista dobija struktura grupe.)
Slede�i korak je da skup G podelimo na 3 disjunktna podskupa G1, G2

i G3. Rekurzivno �emo dodeǉivati rotacije skupovima, i to tako xto
�emo prvo rasporediti rotacije du�ine jedan, pa zatim du�ine dva, tri,
qetiri,... Pre nego xto razvrstamo rotacije u podskupove, neophodno je
dokazati slede�e pomo�no tvr�eǌe.

Teorema 7.2. Svaka redukovana rotacija iz G ima jedinstveno predsta-
vǉaǌe.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoǉnu redukovanu rotaciju grupe G, razliqitu
od I, τ, τ 2 i σ. Sada ta rotacija ima najmaǌe jedan od slede�a qetiri
oblika

α = τ p1στ p2σ . . . τ pnσ

β = στ p1στ p2 . . . στ pn

γ = τ p1στ p2σ . . . στ pn

δ = στ p1στ p2 . . . τ pnσ,

gde je pi ∈ {1, 2} i n ≥ 1 (za γ je n > 1, jer bismo u protivnom dobili τ p, a
taj sluqaj smo iskǉuqili). Pokaza�emo da nijedan od ova qetiri oblika
nije jednak sa I.

Znamo da rotacije τ i σ imaju slede�i matriqni oblik

τ =

−1
2
−
√
3

2
0√

3
2
−1

2
0

0 0 1

 , σ =

0 0 1
0 −1 0
1 0 0

 .
Sada je

τ pσ =

0 ±
√
3

2
−1

2

0 1
2

±
√
3

2

1 0 0

 =
1

2

0 ±
√

3 −1

0 1 ±
√

3
2 0 0

 ,
pri qemu se uzima plus kada je p = 1, a minus kada je p = 2.

Potra�imo qemu je jednako α. Va�i

τ pστ pσ =
1

22

 −2 ±
√

3 3

±2
√

3 1 ±
√

3

0 ±2
√

3 −2

 ,
τ pστ pστ pσ =

1

23

 6 ∓
√

3 5

±2
√

3 7 ∓
√

3

−4 ±2
√

3 6

 .
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Vidimo da α mo�emo zapisati na slede�i naqin

α =
1

2n

 m11 m12

√
3 m13

m21

√
3 m22 m23

√
3

m31 m32

√
3 m33

 ,
gde su koeficijenti m11,m21,m31,m32,m33 parni, a m12,m13,m22,m23 neparni
celi brojevi. Rotacija α je razliqita od jediniqne matrice I jer je
m23

√
3

2n
6= 0 poxto je m23 neparno.

Pretpostavimo da postoji rotacija oblika β koja je jednaka sa I. Tada
je ispuǌeno

σβσ = σIσ = σ2 = I.

Sa druge strane imamo da je

σβσ = σ2τ p1στ p2 . . . στ pnσ = τ p1στ p2 . . . στ pnσ,

a to je oblika α, pa dolazimo u kontradikciju sa malopre pokazanim.
Posmatrajmo sada rotaciju oblika γ najmaǌe mogu�e du�ine. Razliku-

jemo dva sluqaja: p1 = pn i p1 6= pn.
Sluqaj 1: Pretpostavimo p1 = pn = 1. Sada je γ = τστ p2σ . . . στ , pa je

τ 2γτ = στ p2σ . . . στ 2,

a to je oblika β. Ako bi va�ilo γ = I, imali bismo

τ 2γτ = τ 3 = I,

xto je kontradikcija sa qiǌenicom da β ne mo�e biti I. Ako pretpo-
stavimo p1 = pn = 2, do kontradikcije dolazimo kada posmatramo τγτ 2.
Sluqaj 2: Neka je sada p1 6= pn i γ = I. Za n > 3 va�i

I = στ pnγτ p1σ = τ p2σ . . . στ pn−1 ,

pa je oblika γ sa du�inom 2n−3, a to kontradikcija sa izborom n. Ostaju
nam dakle sluqajevi n = 2 i n = 3. Kada je n = 2 imamo I = τ p2γτ p1 = σ,
xto nije mogu�e. Za n = 3 dobijamo I = στ p3γτ p1σ = τ p2, xto je tako�e
nemogu�e, pa zakǉuqujemo da pretpostavka γ = I nije taqna.

Ako pretpostavimo da je rotacija oblika δ jednaka sa I, tada je σδσ
oblika γ, za koju smo pokazali da ne mo�e biti jednaka I.

Sada pokazujemo da je svako redukovano predstavǉaǌe rotacije jedin-
stveno. Pretpostavimo da su date dve razliqite reprezentacije iste redu-
kovane rotacije λ1λ2 . . . λs = ρ1ρ2 . . . ρt, gde je λi, ρj ∈ {σ, τ, τ 2}. Ovo je ispu-
ǌeno u sluqaju da je s 6= t ili da postoji indeks i za koji je λi 6= ρi. Bez
umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da za izabrane dve reprezenta-
cije va�i da je s+ t najmaǌe mogu�e. Kako je

(λ1λ2 . . . λs)(ρ1ρ2 . . . ρt)
−1 = (λ1λ2 . . . λs)(ρt

−1 . . . ρ2
−1ρ1

−1)

= (ρ1ρ2 . . . ρt)(ρt
−1 . . . ρ2

−1ρ1
−1)

= I,

moralo bi va�iti λsρt−1 = I. Odatle bismo imali λ1λ2 . . . λs−1 = ρ1ρ2 . . . ρt−1,
xto je u kontradikciji sa minimalnox�u s+ t.
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Napomena. Umesto rotacije σ koja je rotirala oko prave z = x u pozi-
tivnom smeru za 180◦ mogli smo posmatrati slede�u rotaciju

σ′ =

− cos 2θ 0 sin 2θ
0 −1 0

sin 2θ 0 cos 2θ

 ,
gde σ′ rotira za 180◦ oko prave x cos θ = z sin θ iz xz-ravni. Ugao θ je
ugao izme�u osa rotacije transformacija τ i σ′. Hauzdorf36 je pokazao
teoremu da ako je cos 2θ transcendentan, tada je predstavǉaǌe redukovane
rotacije jedinstveno. Barbara Osofski je ovo uprostila pokazavxi da
imamo jedinstvenost i kada se izabere θ = 45◦, xto smo mi i uradili.

Sada mo�emo izvrxiti particiju skupa G. Rasporedimo identiqko
preslikavaǌe I u skup G1, rotacije σ i τ u G2, a rotaciju τ 2 u G3. Na
ovaj naqin smo rasporedili rotacije du�ine nula i jedan. Daǉe nasta-
vǉamo prema pravilu koje je dato na xemi sa slike 25. Ovo pravilo �emo
nazivati pravilo particije.
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Slika 25: Pravilo za particiju skupa G na 3 disjunktna podskupa

Rasporedi�emo prvih nekoliko rotacija da vidimo kako funkcionixe
pravilo. Rotacija στ �e i�i u skup G1, jer je τ ∈ G2. Rotacija στ 2 ide
u G1, τσ u G3, a τ 2σ u G1. Daǉe, rotaciju τ 2στ raspore�ujemo u G3, a
στ 2στ ide u G1, i tako daǉe. Vidimo da imamo neku vrstu rekurzivnog
pravila, jer raspored date rotacije zavisi od rasporeda rotacije od
koje je data rotacija nastala dodavaǌem jox jedne osnovne rotacije. Ovaj
postupak je beskonaqan, jer na osnovu teoreme 7.2 imamo beskonaqno mnogo
razliqitih redukovanih rotacija.

36Felix Hausdorff (1868–1942), nemaqki matematiqar koji je najpoznatiji po radu u
topologiji, teoriji skupova, teoriji mere i funkcionalnoj analizi
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Robert Frenq37 je grafiqki prikazao izgled maxine koja konstru-
ixe, a zatim i sortira rotacije, raspore�uju�i ih u jedan od tri skupa
G1, G2, G3 (slika 26). Maxina se sastoji iz 3 identiqna dela koja su me�u-
sobom povezana tako da prate pravilo particije dato na slici 25. Kopija
prethodno kreirane rotacije se prosle�uje do dela u kom se kreiraju sve
mogu�e redukovane rotacije qija je du�ina za 1 ve�a od poqetne. Nakon
toga se novokreirane rotacije prosle�uju u deo za sortiraǌe, koji ih
u zavisnosti od posledǌeg elementa, xaǉe daǉe do kopira. Nakon kopi-
raǌa, jedna kopija se odla�e u pripadaju�e Gi, dok se druga kopija xaǉe
nazad u maxinu, gde se postupak nastavǉa. Proces zapoqiǌemo tako xto
jednu kopiju I smestimo u G1, a drugu poxaǉemo da joj se du�ina uve�a.
Nakon toga, postupak se automatski izvrxava u beskonaqnost.
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Slika 26: Maxina koja kreira i sortira rotacije (slika preuzeta iz [19])

Iz pravila particije se lako vidi da va�i

τG1 = G2

τ 2G1 = G3

σG1 = G2 ∪G3.

Pokaza�emo samo prvu jednakost, dok se ostale dve jednakosti izvode
analognim postupkom. Pokazujemo da r ∈ G1 akko τr ∈ G2.

Pretpostavimo da smo izvrxili particiju skupa G na skupove G1, G2

i G3 na opisani naqin. Pretpostavimo da je r razliqito od σ, τ, τ 2, jer u
tim sluqajevima trivijalno va�i tra�ena ekvivalencija. Primetimo da
nije nu�no τ posledǌi element u rotaciji τr, jer ako je r = τ 2σr′, tada je
τr = σr′.

37Pogledati [19]
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7 Paradoks Banaha i Tarskog

Razlikujemo slede�e sluqajeve.
1. sluqaj: r = σr′

Neka r ∈ G1. Tada je na osnovu pravila τr u G2. Pretpostavimo sada da
je τr u G2. Na osnovu pravila particije znamo da imamo tri naqina da
rotaciju ubacimo u skup G2, a kako je r = σr′, zakǉuqujemo da je r ∈ G1.

2. sluqaj: r = τr′

Imamo da je r′ = σr′′, jer je i r′ redukovana rotacija. Neka je r u G1.
Prema pravilu particije, rotaciju mo�emo dodeliti skupu G1 na jedan
od qetiri naqina. Kako je r = τr′, zakǉuqujemo da je jedino mogu�e r′ ∈ G3.
Sada je τr = τ 2r′, pa je τr u G2. Ako je τr = τ 2r′ u G2, onda je r′ = σr′′ u G3.
Odavde je r = τr′ u G1.

3. sluqaj: r = τ 2r′

Ponovo zato xto je r′ redukovana rotacija va�i r′ = σr′′. Pretpostavimo
r ∈ G1. Sada je r′ ∈ G2, odakle je τr = r′ ∈ G2. Neka se sada τr u G2. Odavde
je direktno r′ ∈ G2, pa je r = τ 2r′ u G1.

Ovime smo zavrxili prvu fazu i sada imamo sve xto nam je neophodno
za drugu fazu, koja je zapravo najznaqajniji deo naxeg dokaza.

7.2 Duplikacija jediniqne sfere
Slede�i korak na putu ka dokazivaǌu teoreme Banaha i Tarskog je podela
jediniqne sfere

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}

na dva skupa taqaka, koji se zatim mogu slo�iti tako da dobijemo dve
identiqne kopije polazne sfere. U ovoj fazi zapravo dokazujemo tako-
zvani Hauzdorfov paradoks.

Teorema 7.3 (Hauzdorfov paradoks).
Neka je data sfera

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}.

Mogu�e je izbaciti prebrojiv skup iz S tako da ostatak skupa S mo�emo
podeliti na 3 disjunktna podskupa K1, K2 i K3, takva da su K1, K2, K3 i
K2 ∪K3 podudarni.

Dokaz. Prvo odre�ujemo prebrojiv skup taqaka koji �emo izbaciti sa
sfere. Pol rotacije je taqka koja ostaje fiksirana za datu rotaciju.
Svaka rotacija iz skupa G ima dva pola, koji se nalaze na osi date
rotacije. Poxto skup G sadr�i prebrojivo mnogo rotacija, na sferi
S postoji prebrojivo mnogo polova koji odgovaraju rotacijama iz G.
Obele�imo sa P skup svih polova date jediniqne sfere, a sa S \ P sve
ostale taqke na sferi. Na osnovu kardinalnih brojeva skupova S i P
(|S| = c, |P | = ℵ0) zakǉuqujemo da je |S \P | = c, tj. S \P sadr�i beskonaqno
mnogo taqaka.
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Za svaku taqku p ∈ S \ P posmatrajmo skup svih taqaka koje se od ǌe
dobijaju rotacijama iz G. Oznaqimo taj skup sa Op. Sada su za svake dve
taqke p, p′ ∈ S \ P skupovi Op i Op′ ili jednaki ili disjunktni. Skupove
Op nazivamo orbitama. Jasno je da postoji neprebrojivo mnogo takvih
orbita, i da one qine particiju skupa S \ P .

Sada �emo iz svake orbite izabrati po jedan element i staviti ga u
skup C. Da bismo to uradili, neophodna nam je aksioma izbora.

Aksioma izbora (AC).
Za svaku familiju nepraznih disjunktnih skupova F , postoji skup koji
sadr�i taqno jedan element iz svakog skupa date familije F . Da budemo
precizniji, postoji funkcija izbora f , koja je definisana na familiji
F , takva da za svaki skup S ∈ F va�i f(S) ∈ S.

Skup C nazivamo izborni skup. Lako se vidi da za izborni skup C
va�e slede�e qiǌenice:
• Kardinalni broj skupa C je kontinuum, tj. |C| = c.
• Presek izbornog skupa i skupa polova je prazan, C ∩ P = ∅.
• Nijednu taqku iz C ne mo�emo dobiti rotacijama druge taqke iz C.
• Ako bismo sve taqke iz C podvrgli svim rotacijama skupa G, na
kraju bismo dobili qitav skup S \ P .

Oznaqimo sa G1C skup svih taqaka koje dobijamo kada na taqke iz izbornog
skupa primenimo sve rotacije iz G1, i analogno definixemo G2C i G3C.
Sada ovi skupa prave particiju skupa S \ P . Ova tri skupa �e nam biti
tra�eni skupovi iz tvr�eǌa, tj. Ki = GiC, i = 1, 2, 3.

Skupovi K1 i K2 su podudarni, K1
∼= K2, jer ako sve taqke iz K1

rotiramo sa osnovnom rotacijom τ dobijamo skup K2 (pokazali smo da
je τG1 = G2). Sliqno je K1

∼= K3, jer je τ 2G1 = G3, i K1
∼= K2 ∪ K3

zbog σG1 = G2 ∪ G3. Poxto je podudarnost relacija ekvivalencije, va�i
K1
∼= K2

∼= K3
∼= K2 ∪K3.

Sada imamo sferu koju smo podelili na qetiri dela: K1, K2, K3 i P ,
i pritom su delovi K1, K2, K3 me�usobno podudarni, i jox su dodatno
podudarni sa K2 ∪ K3. Nax ciǉ je da razdelimo sferu tako da od tih
delova dobijemo dve identiqne kopije.

Prvo �emo svaki od skupova K1, K2, K3 podeliti na dva dela uz pomo�
skupa K2 ∪ K3 (skup K2 ∪ K3 nam je ,,xablon“ po kom seqemo Ki, tj. Ki

delimo na dva disjunktna podskupa od kojih je jedan podudaran sa K2 a
drugi sa K3). Na ovaj naqin smo dobili xest podskupova skupa S \ P , od
kojih su tri podudarna K2, a tri K3. Kako su sva tri skupa K1, K2, K3

me�usobno podudarna, ovu situaciju mo�emo posmatrati i kao da imamo
dva dela sa po tri skupa, koji su podudarni sa K1, K2 i K3 (pogledati
sliku 27).

Na ovaj naqin smo dobili duplikaciju skupa S \ P . Sada treba izvr-
xiti i duplikaciju skupa P . Taqke skupa P polazne sfere mo�emo isko-
ristiti da ,,popunimo rupe“ na jednoj od kopija koju smo dobili. Pre nego
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Slika 27: Duplikacija skupa S \ P

xto vidimo kako �emo ,,popuniti rupe“ na drugoj sferi, napravi�emo
malu digresiju.

Kada smo definisali pojam jednakorazlo�ivosti, zahtevali smo samo
da politopi koji uqestvuju u dekompoziciji imaju disjunktne unutra-
xǌosti, ali smo zanemarili xta se dexava na ivicama. Na ovaj naqin
nismo mogli da napravimo 1-1 korespondenciju izme�u taqaka jednakora-
zlo�ivih objekata. Naqin da se ovo prevazi�e je uvo�eǌe pojma skupovne
razlo�ivosti.

Definicija 7.1. Skup taqaka P je skupovno razlo�iv na skupove taqaka
P1, P2, . . . , Pn ako va�i P = P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ Pn i Pi ∩ Pj = ∅. Skupovnu razlo-
�ivost skupa P oznaqavamo sa P = P1 ⊕ P2 ⊕ · · · ⊕ Pn.

Definicija 7.2. Skupovi taqaka P i Q su skupovno jednakorazlo�ivi, u
oznaci P ∼s Q, ako postoje skupovi P1, P2, . . . , Pn i Q1, Q2, . . . , Qn, takvi da
je P = P1⊕P2⊕· · ·⊕Pn, Q = Q1⊕Q2⊕· · ·⊕Qn i Pi ∼= Qi, za svako i = 1, . . . , n.

Primer 7.1.
(i) Skupovi {1, 2, 3, . . . } i {3, 4, 5, . . . } su podudarni, jer pomeraǌem za

,,dva koraka udesno“ dobijamo poklapaǌe. Sa druge strane, skupovi
{1, 2, 3, . . . } i {2, 4, 6, . . . } nisu podudarni, iako su iste kardinalnosti.

(ii) Skupovi {1, 2, 3, . . . } i {1, 2, 3} ∪ {5, 6, 7, . . . } nisu podudarni, ali jesu
skupovno jednakorazlo�ivi. Ako u drugom skupu deo {5, 6, 7, . . . } pome-
rimo ,,unazad jedan korak“, dobi�emo skup {1, 2, 3, . . . }. Ovo se naziva

49



7 Paradoks Banaha i Tarskog

pomeraǌe od beskonaqnosti. Isto tako smo mogli skup {1, 2, 3, . . . } da
podelimo na dva dela {1, 2, 3} i {4, 5, 6, . . . }. Sada pomeraǌem drugog
dela ,,unapred jedan korak“ dobijamo poklapaǌe. Ovakvo pomeraǌe
nazivamo pomeraǌe ka beskonaqnosti.

Koriste�i prethodnu ideju, pokaza�emo da su jediniqne kru�nice K1

i K2, gde je K2 zapravo K1 bez jedne taqke, skupovno jednakorazlo�ive. Sa
0 oznaqimo taqku na K1 koja odgovara izbaqenoj taqki sa K2. Pomerimo
se u smeru obrnutom od kazaǉke na satu za jediniqnu du�inu na K1 od
taqke 0, i obele�imo tu taqku sa 1. Sada isto uradimo pomeraju�i se
od 1 za jediniqnu du�inu da dobijemo 2, pa zatim 3, i tako daǉe. Poxto
je obim kru�nice 2π, uvek �emo dobijati nove taqke, tj. ne�e do�i do
ponavǉaǌa ciklusa.

Oznaqimo sa A skup {0, 1, 2, 3, 4, . . . }, a sa B preostale taqke sa kru�nice
K1 (skup B je neprazan jer kru�nica ima neprebrojivo mnogo taqaka,
a A samo prebrojivo mnogo). Pomerimo sada taqke iz skupa A za jedan
korak u smeru kazaǉke na satu. Pomeraǌem A ka beskonaqnosti dobili
smo ,,rupu“ na mestu gde je bila taqka 0, tj. dobili smo K2 (slika 28). Na
isti naqin, samo pomeraǌem od beskonaqnosti, mogli smo od kru�nice K2

dobiti kru�nicu K1.
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Slika 28: Kru�nice K1 i K2 su skupovno jednakorazlo�ive

Sada kada smo videli kako funkcionixe pomeraǌe prema i od beskona-
qnosti, mo�emo ,,popuniti rupe“ koje su nam ostale na sferi (koristi-
�emo pomeraǌe od beskonaqnosti, jer �elimo da ,,zapuximo“ rupe, a ne
da stvorimo nove). Pretpostavimo na trenutak da na sferi imamo samo
jednu rupu. Uoqimo jednu kru�nicu na kojoj se nalazi posmatrana rupa i
pomeraǌem od beskonaqnosti, na malopre opisani naqin, popunimo pra-
zninu. Sada smo spremni da popunimo sve rupe na sferi.

Uoqimo osu rotacije koja ne prolazi ni kroz jednu rupu. Ovo mo�emo
uraditi jer rupa ima samo prebrojivo mnogo, dok osa rotacije ima nepre-
brojivo mnogo. Prilikom rotacije sfere oko izabrane ose za sve mogu�e
uglove, svaka rupa �e ostaviti ,,trag“ na sferi. Na ovaj naqin �emo
dobiti najvixe prebrojivo mnogo kru�nica koje su tragovi taqaka koje
nedostaju.

Treba da odaberemo ugao rotacije za koji se nijedan od polova ne�e
preslikati na neki drugi pol. Poxto je |P | = ℵ0, imamo beskonaqno mnogo
mogu�nosti za izbor takvog ugla. Neka je izabran ugao θ. Sada primeǌu-
jemo pomeraǌe od beskonaqnosti rotiraǌem za ugao θ na svaku taqku
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skupa P . Na ovaj naqin smo popunili sve rupe i sa druge sfere, tj. dobili
smo dve identiqne kopije polazne sfere. Oznaqimo ove identiqne kopije
sfere S sa S1 i S2.

7.3 Duplikacija jediniqne lopte
Tre�a i posledǌa faza u dokazivaǌu paradoksa Banaha i Tarskog podra-
zumeva pronala�eǌe naqina da dobijenu duplikaciju sfere S proxirimo
do duplikacije qitave lopte B.

Za svaki od poskupova sfere S definixemo podebǉaǌe na slede�i
naqin.

Definicija 7.3. Ako taqka M pripada podskupu S ′ sfere S, tada se u
podebǉaǌu S ′, u oznaci S ′, nalaze sve taqke du�i MO, osim centra sfere
O = (0, 0, 0). Podebǉaǌe sfere S, u oznaci S je B \ {(0, 0, 0)}.

Sve relacije koje su va�ile za podskupove K1, K2, K3 i P sfere S
tako�e va�e i za ǌihova podebǉaǌa, tj. va�i

K1
∼= K2

∼= K3
∼= K2 ∪K3.

Dakle S je mogu�e podeli i delove slo�iti tako da se dobiju S1 i S2,
identiqne S. Da bismo dokazali teoremu Banaha i Tarskog nedostaje nam
samo da popunimo centre S1 i S2.

Iskoristimo centar polazne lopte B da popunimo centar S1. Na ovaj
naqin smo dobili loptu B1. Uoqimo kru�nicu koja prolazi kroz nedosta-
ju�i centar S2 i u potpunosti se nalazi u S2. Sada centar za S2 dobijamo
pomeraǌem od beskonaqnosti na uoqenoj kru�nici. Na ovaj naqin smo
pronaxli i drugu loptu B2 identiqnu polaznoj lopti B.

Tri faze koje smo prethodno pokazali predstavǉaju dokaz quvenog
paradoksa Banaha i Tarskog koji se formalno zapisuje na slede�i naqin:

Teorema 7.4 (Banah–Tarski).
Jediniqnu loptu

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1}

mo�emo podeliti na dva skupa taqaka B1 i B2 za koje va�i B ∼s B1 i
B ∼s B2.

7.4 Jaka verzija paradoksa
Ono xto smo do sada pokazali je da je mogu�e izvrxiti duplikaciju
lopte. Slede�a teorema �e nam dati intuitivno jox qudniji rezultat od
samog paradoksa Banaha i Tarskog.

Teorema 7.5 (Paradoks Banaha i Tarskog (jaka verzija)).
Neka su A i B ograniqeni skupovi taqaka u prostoru, koji imaju neprazne
unutraxǌosti. Tada je A ∼s B.
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Jaka verzija paradoksa Banaha i Tarskog nam ka�e da je, recimo,
mogu�e zrno graxka podeliti na konaqan broj delova, od kojih se mo�e
sastaviti lopta veliqine Sunca. Zbog toga se ova jaka verzija paradoksa
qesto naziva Paradoks o zrnu graxka i Suncu.

Pre dokaza, pokaza�emo takozvanu Banah-Xreder-Bernxtajnovu teore-
mu. Naime, Banah je primetio da se poznata teorema Xredera38 i Bern-
xtajna39 iz teorije skupova, koja ka�e da ako za proizvoǉne skupove A
i B postoje injekcije f : A → B i g : B → A, tada postoji i bijekcija
h : A→ B, mo�e primeniti i na skupovnu jednakorazlo�ivost.

Teorema 7.6 (Banah-Xreder-Bernxtajn).
Neka su A i B ograniqeni skupovi u prostoru sa nepraznim unutraxǌo-
stima. Pretpostavimo da je A skupovno jednakorazlo�iv sa podskupom
skupa B, u oznaci A � B, i da je tako�e B � A. Tada su A i B skupovno
jednakorazlo�ivi.

Dokaz. Kako je A � B i B � A, postoje bijekcije f : A → B0, g : B → A0,
gde je A0 ⊆ A,B0 ⊆ B. Oznaqimo sa C0 = A \ A0 i definiximo rekurzivno
niz skupova na slede�i naqin

Cn+1 = g−1(f(Cn)) ⊆ A.

Sada sa C oznaqimo slede�u uniju

C =
∞⋃
n=0

Cn ⊆ A.

Kako je C0 ⊆ C i C0 ∩ A0 = ∅, imamo

A \ C = A0 \ (C ∩ A0) = A0 \
∞⋃
n=1

Cn.

Sada je

g(A \ C) = g(A0 \
∞⋃
n=1

Cn)

= g(A0) \ g(
∞⋃
n=1

g−1(f(Cn−1)))

= B \ f(
∞⋃
n=1

Cn−1)

= B \ f(
∞⋃
n=0

Cn)

= B \ f(C).

38Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schröder (1841–1902), nemaqki matematiqar najpoznatiji
po radu u algebarskoj logici

39Felix Bernstein (1878–1956), nemaqko jevrejski matematiqar koji se najvixe bavio
statistikom, aktuarskom matematikom i matematiqkom biologijom
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Pre nego xto nastavimo daǉe, pokaza�emo jednu lemu iz koje �e dire-
ktno slediti rexeǌe.

Lema 7.1. Za skupovnu jednakorazlo�ivost va�i:
(a) Ako je A ∼s B, onda postoji bijekcija h : A→ B za koju je C ∼s h(C)

za svako C ⊆ A.
(b) Ako je A1 ∩ A2 = B1 ∩ B2 = ∅ i A1 ∼s B1, A2 ∼s B2, onda je ispuǌeno

A1 ∪ A2 ∼s B1 ∪B2.

Dokaz. (a) Neka A ∼s B. Sada postoje dekompozicije A = A1⊕A2⊕· · ·⊕An
i B = B1 ⊕ B2 ⊕ · · · ⊕ Bn, takve da je Ai ∼= Bi. Kako je Ai ∼= Bi, postoje
bijekcije hi : Ai → Bi, za svako i = 1, . . . , n.
Za taqku a ∈ A, sa Aia oznaqimo podskup u kom se a nalazi. Sada
definixemo h(a) = hia(a). Trivijalno, h je bijekcija. Treba prove-
riti da li je C ∼s h(C) za svako C ⊆ A.
Za C ⊆ A va�i

C = A ∩ C = (A1 ∩ C)⊕ · · · ⊕ (An ∩ C).

Sada je
h(C) = h1(A1 ∩ C)⊕ · · · ⊕ hn(An ∩ C),

tj. va�i C ∼s h(C).
(b) Neka su date dekompozicije A1 = A1

1 ⊕ · · · ⊕ An1 , A2 = A1
2 ⊕ · · · ⊕ Am2 i

B1 = B1
1 ⊕ · · · ⊕ Bn

1 , B2 = B1
2 ⊕ · · · ⊕ Bm

2 , takve da je Ai1 ∼= Bi
1, i = 1, . . . , n,

Aj2
∼= Bj

2, j = 1, . . . ,m. Sada postoje bijekcije hi1 : Ai1 → Bi
1, h

j
2 : Aj2 → Bj

2.
Kako je A1 ∩ A2 = B1 ∩B2 = ∅, va�i

A1 ∪ A2 = A1 ⊕ A2 = (A1
1 ⊕ · · · ⊕ An1 )⊕ (A1

2 ⊕ · · · ⊕ Am2 ),

B1 ∪B2 = B1 ⊕B2 = (h11(A
1
1)⊕ · · · ⊕ hn1 (An1 ))⊕ (h12(A

1
2)⊕ · · · ⊕ hm2 (Am2 )),

odakle sledi A1 ∪ A2 ∼s B1 ∪B2.

Vratimo se dokazu teoreme. Na osnovu osobine (a) iz leme 7.1 dobijamo
A \ C ∼s B \ f(C) i C ∼s f(C). Sada je zbog osobine (b)

(A \ C) ∪ C ∼s (B \ f(C)) ∪ f(C),

odakle je A ∼s B.

Dokaz jake verzije paradoksa Banaha i Tarskog. Neka su A i B ograniqeni
skupovi taqaka u prostoru, koji imaju neprazne unutraxǌosti. Dovoǉno
je pokazati A � B. Tada je zbog simetrije i B � A, pa tvr�eǌe sledi na
osnovu teoreme 7.6. Poka�imo A � B.

Odaberimo dve lopte K i L takve da je A ⊆ K,L ⊆ B. Na osnovu
paradoksa Banaha i Tarskog znamo da mo�emo izvrxiti duplikaciju
lopte L. Vrximo duplikacije sve dok ne dobijemo dovoǉan broj lopti
da kopijama L prekrijemo qitavu loptu K. Pretpostavimo da nam je za
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7 Paradoks Banaha i Tarskog

ovo bilo potrebno n kopija. Oznaqimo sa L1 dobijeni skup od n disjun-
ktnih kopija lopte L. Sada te kopije uz pomo� translacija i preklapaǌa
mo�emo dovesti u �eǉeni polo�aj, i taj skup �emo obele�iti sa L2.
Jasno je da va�i L2 � L1, pa dobijamo A ⊆ K ⊆ L2 � L1 ∼s L ⊆ B, odakle
je A � B.
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8 Zakǉuqak
Prezentovani na samom startu XX veka, Hilbertovi problemi su odre-
dili put kojim �e se matematika daǉe razvijati. Zahvaǉuju�i razli-
qitosti oblasti kojima se problemi bave, veliki broj matematiqara se
zainteresovao za ove probleme i za teme koje oni obra�uju. Upravo u
tome le�i najve�i znaqaj Hilbertovog predavaǌa. Nakon xto su prona-
�ena rexeǌa pojedinih problema, matematiqka javnost je nastavila da se
bavi ovim problemima, usavrxavaju�i i uopxtavaju�i prona�ene metode.

Posebno mesto me�u problemima zauzima prvi problem koji je rexen,
Tre�i Hilbertov problem, koji je u velikoj meri doprineo populari-
zaciji Hilbertovih problema. Motivisan problemom pronala�eǌa eleme-
ntarnog dokaza za zapreminu poliedra, tre�i problem je predstavǉao
poqetak razvoja teorije razlo�ivosti. U slede�oj tabeli je dat pregled
najznaqajnijih rezultata koji se tiqu teorije razlo�ivosti i Tre�eg
Hilbertovog problema.

Jednakorazlo�ivost i
n-dimenzionalna zapremina

Jednakorazlo�ivost i
jednakodopuǌivost

R2 ekvivalentni ekvivalentni

R3 neekvivalentni ekvivalentni

R4 neekvivalentni ekvivalentni

Rn, n ≥ 5 neekvivalentni ekvivalentni

Tabela 1: Problemi razlagaǌa koji se odnose na Tre�i Hilbertov problem

Kroz rad smo se bavili problemima razlagaǌa i dopuǌavaǌa u ravni
i u prostoru. Pokazali smo da u ravni dva poligona imaju istu zapreminu
akko su jednakorazlo�ivi. Nasuprot tome, u prostoru ne postoji takva
ekvivalencija. Jednakost zapremina dva poliedra ne garantuje da �e oni
biti i jednakorazlo�ivi. Ispostavǉa se da ekvivalencija uslova postoji
samo u sluqaju kada se pored jednakosti zapremine zahteva da poliedri
imaju i iste Denove invarijante. Za razliku od ,,obiqne“ jednakora-
zlo�ivosti, kod skupovne jednakorazlo�ivosti uvek postoji ekvivalen-
cija. Naime, svaka dva ograniqena skupa taqaka sa nepraznim unutra-
xǌostima su skupovno jednakorazlo�iva.
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8 Zakǉuqak

Kako je problem u ravni i prostoru u najve�oj meri rexen, prirodno
se postavǉa pitaǌe uopxteǌa Tre�eg Hilbertovog problema u vixe dime-
nzija. Kao xto vidimo iz tabele 1 odgovor na to pitaǌe u Rn, n ≥ 4 je
tako�e negativan, kao i u tri dimenzije. Mo�e se pokazati da Sidlerov
potreban i dovoǉan uslov va�i i u qetiri dimenzije, dok pronala�eǌe
takvog uslova u n ≥ 5 dimenzija predstavǉa otvoren problem. Pored
ovog problema, otvoren problem predstavǉaju i problemi razlagaǌa u
neeuklidskoj i sfernoj geometriji.
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