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Ovaj rad prikazuje numeric¢ki metod za pronalazenje inverzne Laplasove transformacije zasnovane na
deformaciji Bromviceve konture koja daje dobru aproksimaciju u razmatranom numerickom primeru.
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Prvo poglavlje

Uvod



Laplasova transformacija je jednaka transformaciji integrala, koju je formulisao francuski matematicar
Pjer Simon Laplas (1749-1825) a kasnije doradjena od strane britanskog fizi¢ara Olivera Hevisajda (1850-
1925). Godine 1785. Laplas je poceo sa primenom ove transformacije koja je kasnije postala snazno
orudje u istrazivanju diferencijalnih jednacdina sa konstantnim koeficijentima. Metod se sastoji u
transformaciji slozne diferencijalne jednacine u prostu algebarsku jednacinu, za koju je mnogo lakSe naci
reSenje. Zatim, inverzna Laplasova transformacija se koristi da bi se povratilo prvobitno resenje slozene
diferencijalne jednacine.Cinjenica da je Laplasova transformacija definisana u polu-beskonaénom
intervalu (0, oo) ukazuje na ¢estu upotrebu u oblastima pocetnih vrednosti koje su u vezi sa regularnim
diferencijalnim jedna¢inama. Stavie, Laplasova transformacija se koristi u re$avanju problema pocetnih
i granicnih vrednosti koje su u vezi sa parcijalnim diferencijalnim jednacinama, posebno kada se radi o

polu-beskona¢nom vremenu ili dimenzionalne promenljive kao u slu¢aju jednacine toplote.

Laplasova transformacija za f (t) obeleZzena simbolom L{f (t)} ili F(s) se definiSe kao:

[oe]

[ e rwac=res) = Ly (1-1)
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U paragrafu 2-2-2 ¢emo pokazati da ako je f neprekidna u svakom ogranicenom intervalu 0<t< N i

poseduje eksponencijalni stepen y za (Qf(t)S Mezyt‘) t > N $to znaci da Laplasova transformacija F(s)

postoji za svaku Res>y. Neposredna formula za pronalaZzenje inverzne Laplasove transformacije je

sledeca:

Y+ico

£(0) = % f eStF(s)ds, t>0 2-1)

y-=ico

(1) Forma

Zatvorena putanja C se sastoji od pravog segmenta L (koji poCinje od y-i T i zavrSava se u y+i 7 ) i putanje

C, koji predstavlja luk od kruga ,Cija je pozicija centar kruga i njegov radijus R. Integral postoji na

pravoj s=y u kompleksnoj ravni s. Realan broj y je smeSten sa desne strane svih singulariteta funkcije

F(s).

Formula (2-1) je poznata kao sloZena inverzna formula ili Bromvicev integral, Furije-Melin integral, ili

Melinova inverzna formula.



Veliki problem u primeni Laplasove transformacije lezi u teskoci pronalaZenja inverzne, osim malog broja

funkcija gde je moguce primeniti teoremu ostatka.

Nije mogucde pronadi vrednost integrala (2-1) u zatvorenom obliku. Stoga je neophodna upotreba raznih

metoda. Postoji veliki broj algoritama koji se koriste u proracunu Laplasove inverze i oni se mogu

razvrstati u Cetiri grupe: (1) algoritmi objavljeni u Furijevom nizu (2) algoritmi objavljeni u Legerovim

polinomima (3)uzastopna upotreba DZefovih funkcija (4) deformacija Bromviceve putanje, koja je

takodje jedna od vaZnijih tema u ovom radu. Stavide, Tabatov rad se smatra za jedan od pocetnickih

radova u ovom polju (9). Milovanovi¢ i Svitkovi¢ su koristili konturu u obliku polu-linije postavljene na

najvisi deo kompleksne ravni . U ovom radu, prikazaéemo brojne korisne metode u pronalazenju

inverzne Laplasove transformacije. Ovi metodi su zasnovani na modifikaciji Bromvi¢eve putanje (10) i

organizovani na odgovarajudéi nacin.

U drugom poglavlju prikazacemo pozadinu istrazivanja koje ¢e biti detaljno predstavljeno u tre¢em

poglavlju.

U paragrafu 1-2 prikazacemo pregled nekih osnovnih definicija i rezultata dobijenih iz teorija

diferencijalnih jednacina. Stavise, ispitaéemo pojam oblasti i putanja u kompleksnoj ravni, kao i

analiticke funkcije i krivolinijski integral. Dodatno, diskutovacemo o izolovanim singularitetima i teoremi

ostatka.



U paragrafu 2-2 prikazaéemo osnovni pojam Laplasove transformacije i inverzne Laplasove
transformacije. Po¢e¢emo ovaj paragraf sa abstrakcijom Furijevih integrala, zbog potrebe za zasnivanjem
slozene inverzne formule koja ¢e biti pracena sa pregledom osnovnih osobina Laplasove transformacije.
U dodatku, definicija Laplasove inverzne formule ée biti predstavljena zajedno sa metodima koji su
koriséeni za njeno zasnivanje. Sve ovo je praéeno tabelom Laplasove transformacije sa parcijalnim

razlomcima i slozenom inverznom formulom.

U paragrafu 3-2 prikazacemo rezime Gausove kvadratne formule koja je koris¢ena u trecem poglavlju.
Posle toga, prikazacemo Gaus-Legendre kvadratnu formulu zajedno sa delom koji ukljuc¢uje Legendreove

polinome,Gaus-Legere formulu i deo o Legereovim polinomima.

Trece poglavlje je posveceno objasnjenju numericke metode koja c¢e biti koriS¢éena za proracun
vrednosti integrala u formuli (2-1). Ovaj metod je zasnovan na zameni ravne putanje u formuli (2-

1), kao $to smo ustanovili u paragrafu 1-3.

g—ico

1 (ot est ; iu u
— st — —st - —— —
f( T f_ eS'F(s)ds - Refe F(a+ . t)du 3-1
0

Zasvako:a > Kt, t > 0, 0 > g
Formula (3-1), po svojoj ulozi, nagovestava da je upotreba Gausove kvadratne formule pogodna za dva

integrala koja se javljaju u formuli. U ovom trenutku, primena Gaus-Legere formule je moguda. Da bi

brze konvergiralo, najcesce je interval prvog integrala podeljen na brojne podintervale.



Zatim, Gaus- Legendre formula je upotrebljena na svaki od ovih podintervala

U paragrafu 2-3 koristimo funkciju:

B (s—=2)(s—3)
FO = G D6+ 6+3)

da bismo primenili algoritme objasnjene u paragrafu 1-3 i da bismo uporedili dobijene rezultate inverzije

u sledecoj funkciji:

f(t)y=6e" —20e™" +15¢"



Drugo poglavlje

Tematska pozadina
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U ovom poglavlju izloZiéemo teme potrebne za trece poglavlje.Ovo ukljucuje pojmove kompleksne

analize, Laplasove transformacije i numericke analize.

1-2 - Pojmovi slozene analize

U ovom paragrafu ¢emo predstaviti rezime, nekoliko definicija i osnovnih rezultata dobijenih iz teoreme

komleksnih funkcija. Prikazacemo nekoliko od ovih rezultata bez dokazivanja, takodje ¢emo ukazati na

njihove izvore (6), (7) | (8) koji sadrze dokaze ovih rezultata.

1-1-2 - Oblasti i putanje u kompleksnoj ravni

C predstavlja kompleksnu ravan.

Akoae Ci £>0,ondaskup N (g, &) ={z: |z-a | <&} je u okolini tatke a.

Moze se reci da je QO podskup od C sadrzan u otvorenom skupu C ako postoji okolina svake tacke iz Q

koja je sadrzana u 2. MoZemo reéi da je QQ zatvoren ako je njegov komplement C\ Q2 otvoren skup.

Dva skupa €, i ) , se smatraju odvojenim ako sutadvaskupaG, © Q ,iG, D Q, takoda G, I

Q,=6, I Q,= . Kazemo da je skup u vezi ako je nemoguce prikazati ga kao uniju dva odvojena

skupa koja nisu prazna. Otvoren skup €2 je u vezi ako i samo ako je moguce povezati sve njegove tacke

sa poligonalnom linijom koji se u potpunosti nalazi u € .Otvoren povezan skup se zove “sistem” (ili

oblast).
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Neprekidna funkcija (preslikavanje) 7':[ a, b ]—)C se zove kriva i ako je ova kriva jednoznacno
preslikavanje, zove se prosta kriva ili prost luk. Stavise, ako je /4 ! neprekidno, onda se zove glatka kriva.

Ako je 7/' (t)#0zasvakote [a,b ] onda se zove regularna kriva.

Ako je moguce podeliti svaki interval [a,b ] u beskonacan broj podintervala i ako » neprekidna za sve

podintervale i ako y sadrzi i krajnje vrednosti svakog od tih podintervala, onda mozemo reci da je y

neprekidno na celom intervalu [a,b ]

Ako je 7/' neprekidno u [ a, b ], onda se ¥ zove glatka kriva. KaZemo da je kriva zatvorena ako je y

(a) = 7 (b).

Ako je y jedina kriva u intervalu [ a, b ], zove se prosta zatvorena kriva.Ubuduce ¢emo sa y
podruzamevati da je to slika tog preslikavanja, tj kriva linija ili drugim rec¢ima: ]/': {z:z=y(t) te [ a, b
]}gdeje ]/' C S C C. Ako je y neprekidno u [ a, b ] zove se putanja u S. U stvari, postoje dva nacina

da se prikaze ovaj niz tadaka unutar y. Stavide, bilo koji od njih moZe biti naznagen odredjivanjem

poletne i (krajnje) tacke u y .

Ako je jedan od nizova navedenih iznad primenljivu z=y (), t [ a,b ] ,ondajeuz=y (-t),te [
-b, -a ] inverzni niz za y primenljiv, gde jey ¢&esto obelezen simbolom —y koji je definisan

Zordanovom teoremom krive. Ova teorema tvrdi da svaka prosta zatvorena putanja razdvaja ravan na

12



dve oblasti, a znak koji se koristi za obe je y. Jedna od oblasti je krajnja i zove se unutradnja oblast i

obeleZena je simbolom Int ¥ . Druga je obeleZena simbolom Ext y izove se spoljasnja oblast.

Kriva y se smatra vektorom sa pozitivnim smerom ako je Inty smeSteno na severu, i ako je Inty

uzastopna za tacke }/'i pocinje od pocetne tacke, osim ako se smatra da je vektor sa negativnim

smerom.

Oblast G se smatra prostom kohezijom ako je mogude skupiti sve krive u G u jednu tacku u G bez

prolaZenja kroz tacke koje se ne nalaze u G, osim ako je G je sloZena kohezija.
2-1-2 — Analiticke funkcije i krivolinijski integral

Funkcija f: G —> C se smatra diferencijalnom funkcijom u tacki z , € G ako je granica

i 1.2~ f(Z0)
im ——————

z— Zg Z— Zg

(1-1)

Teorema [6 ] (1)

Zaf:G——Cgdejef(z)=(x, y)+iv (x y) kazemo da je fdiferencijabilnaza z=x+iy u G ako i samo

ako su parcijalni izvodi v, Uy, Vy, vV, konstantni i ako ispunjavaju jednacine Kosi i Riman v, = Uy i

u,=v, utackiz=x+iy.
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Moze se reéi da je funkcija f analiticka za otvoreni skup S, ako je f diferencijabilna u svakoj tacki u S.

Takodje, funkcija f je analiticka u tacki z, ako je diferencijabilna u okolini tacke z . Ako f nije analiticka

u tacki z,, onda moZemo reci da je z, izolovana tacka za funkciju f.

Zbir dva koli¢nika od dve analiticke funkcije i takodje slozene funkcije sastavljene od dve analiticke

funkcije je analiticka funkcija sa uslovom da imenilac mora da postoji pri deljenju.

Za ;/:[a,b ] —> C da bi bio putanja u G, | za f: G——> C da bi bila neprekidna funkcija u 7/',

mozemo definisati integral f na konturi y:

b
f f(2)dz = f Fr®)y'Odt @-1)
y a

U slucaju da je kontura y zatvorena kontura, ponekad moZzemo da koristimo simbol:

fy f(z)dzc  umesto simbola gﬁy f(2)dz

Za f: G — C da bi bila neprekidna funkcija. Kazemo da je F izvod suprotno funkciji f u G ako je F=fu G.
Teorema (2): [6 ]
Za f: G——> Cda bi bila neprekidna funkcija i za F da bi bio izvod suprotno funkciji fu G, za svaku

putanju y: [a,b ]—)G imamo fy f(z)dz = F(y(b)) — F(y(a))

U posebnom sluéaju, ako je y zatvorena putanja, onda:

14



ff(z)dz=0 3-1)
Y

Slededa teorema je Kosi teorema (ili KoSi-Goursat teorema) i ova teorema je jedna od osnovnih teorema

u teoriji kompleksnih funkcija.
Teorema (3): [7 ]

Ako je f analiticka funkcija u oblasti prostog medju-uzajamnog odnosa D onda:

jgf(Z)dz=0 (4-1)

Za svaku prostu zatvorenu krivu C njen vector ima pozitivan smer u D.

Rezultat ove teoreme je slededi: ako je D oblast sa viSe medju-uzajamnih odnosa odredjenih sa krivama

C, C,, C,..C, iakosvaka od ovih krivi ima isti vektor onda je:

n

jf(z)dz= jf(z)dz+~--+ jf(z)dz G-1

Teorema (4): [6 ]

Ako je f analiticka u oblasti D sadrzi prostu zatvorenu krivu sa vektorom koji ima pozitivan smer ze N (z,

r)c D, C, tada:

15



1@

2mi -z

f()— d§ (6-1)

Ova formula je definisana sa formulom Kosi integrala i moze biti uopstena:

fM(2) = ijﬁ G f(?m_l dé Z€EN(z,r)ED (7-1)

Analiticka funkcija u oblasti G moze biti predstavljena sa jako konvergentnim nizom.
Teorema (5): [7 ]

Ako je fanalitickau D, izeD, onda:

>, r(@
f(2) = Efn—(!zo)(z—Zo)", z € N(z,1) 8-1)
n=0

Suprotno, ako je f napisano u ovom obliku za svako ze D onda bi f bilo analiticko u D.

3-1-2- Izolovani singulariteti i teorema Ostatka

Kazemo da je z,, izolovan singularitet za funkciju f, ako je fanalitickana N(z,,r)/{z,}.

Osnovno orudje koristeno u studiji ponasanja funkcije f u okolini izolovanog singulariteta z ; ,objavio je
Lorentza f(z)iz=2z,.
Teorema (6): [9 |

16



Ako je fanaliticka u prstenu r,</z-z,[<r,, onda f moZe biti prikazana tako 3to ce se koristiti samo

jedna suma oblika:

n=+oo

f@= ) az—2) n<lz-zl<n -1

n=-—oo

gde je:

f)

= omi f (& — zp)"*? 4%, n=0t152 (10-1)

| gde je Ckrug u prstenur,<[z-z,[<r, sacentromuz,.

Pretpostavljajuci da je z, izolovan singularitet za funkciju f i formula:

n=+oo

fD= ) an—z)

n=-—oo
Lorent je objavio uzimajuci u obzir domen oko z,. Kazemo da f poseduje uklonjive singularitete kod
z, ako je a =0 za svako n<0, i takodje poseduje osu u poziciji m kod z, ako je m najveci pozitivan ceo

broj a, # 0 i poseduje osnovne singularitete kod z, ako je a, # 0 za beskonacni broj n<0. Prosta osa

je osalocirana u |.

17



Ako je f analiticka kod z,, kazemo da je z, nula za funkciju f, i ako je f(z)=(z- z,, )mg(zo) gde je g

analitickou z,, | g(z,)# 0. Ako je m=1 kaZemo da je z, prosta nula. Primetimo da je z, osa u poziciji

1
m za funkciju fako i samo ako je z, nula iz pozicije m za funkcijuT.

Pretpostavimo da je z, izolovan singularitet fi:

n=+oo

f)= ) anz=7)"

n=-—oo

Laurentovo objavljivanje z ; .

Ostatak funkcije f u tacki z, je definisana | zapisana kao Res (f, z, )jednako a .

9(2)

Za prostu osu: Res (f,z,) =lim (z — z,)f(2) | onda je f (2) = m gde su g i h analitickiu z, i hima
z

prostu nulu kod z , ionda je:

9(2o)
R , =—0 10—-1-2
es(f,z0) = 1; @) ( )
Stoga ako je m locirano u fi predstavlja osu funkcije, generalno:
n-1
Re s(f,zp) = lim {z-20)"f(2)} (11-1)

z-zo (m — 1)1 dz"n~1

Teorema koja sledi se zove teorema Ostataka i veoma je korisna u u raznim primenama.
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Teorema (7) : [8 ]

Ako je f analiticka na prostoj zatvorenoj konturi i unutar proste zatvorene konture ¥ sa vektorom sa

pozitivnhim smerom, sa izuzetkom kada su izolovani singulariteti beskonacan broj z,, z, ...z, onda se

primenjuje slede¢a formula:

f(z)dz = 2mi ) Res(f,zy) (12-1)
J D ResCh

14

2-2 - Laplasova transformacija

U ovom odeljku prikazaéemo osnovne pojmove Laplasove transformacije i inverzne Laplasove

transformacije.
Poceéemo sa sazetkom Furijevog integrala, zbog potrebe da se dokazZe slozena formula refleksije.
1-2-2 - Furijevi integrali

Ako je f odredjena u intervalu —/ <t </ kazemo da je f jednaka funkcija u intervalu -/ <t </ , i ako je f(-t)
= f(t) za svako t u intervalu —/ < t </ , moZzemo reci da je f neparna funkcija u intervalu -/<t</, ako je

f(-t) =-f(t) zasvako tuintervalu—/<t</.

Ako je f odredjena u intervalu -0 <t < 00,moZemo reéi da je fintegrabilna uintervalu-o <t < . Ako
. +00
je [ If(®ldt <o

Ako je fodredjena unutar intervala -o0 <t < o0 moZemo reéi da je f periodi¢na funkcija perioda T ako je

f(t+T)=f(t) za svaku vrednost t. Ako je f periodi¢na funkcija unutar perioda T onda je:

19



Njen integral u bilo kom intervalu duZine T odgovara integralu bilo kog drugog drugog intervala duzZine

Ako je f periodi¢na funkcija u intervalu -0 <t < o, onda je produzetak funkcije f periodi¢na funkcija

unutar svoje periode 2/ i odgovara fuintervalu-oo <t <oo.

Ako je f periodi¢na funkcija sa periodom 2/ onda je niz:

a, = nmt . nmt
f(t)=7+z<ancosT+bnsmT) 1-2)

n-1

Gdejen=0,1,2,3,..

1
1 nmt
an=7ff(t)cosTdt (2-2)
-1
n=123,.
1
nmt
b, = jf(t)siant (3-2)
-1

Ove se naziva Furijev niz za funkciju f, ia, ib, sezovu Furijevi faktori za funkciju f.

Teorema (8) : [8 ]

Ako je f periodi¢na funkcija sa svojim periodom 2/ i fje neprekidna na svakom odredjenom intervalu,

onda je Furijev niz za funkciju f apsolutno konvergentan u svim singularitetima i njihovom zbiru.

1
Vrednosti su f (t) za neprekidne tacke i E{ f(t+)+ f(t—)} za tacke prekida.

20



Ako je f definisana unutar intervala -/ < t < /, onda je prethodna teorema primenljiva na periodi¢ni

produzetak u funkciji fi niz se pretvarau f(t)uintervalu—-/<t</.

Zamenjivanjem koeficijenata u nizu, dobijamo:

l o l
1 1
f(® =5 jf(u)du+ E ij(u)cosnTn(u—t)du
] n-1 I

o l
1
ZZlff(u)cos—(u—t)du 4-2)
| postavljanjem:

T

T Apgr — A = 84y,

nm . . ;. Ve
== A, postavljanjem [ — oo stvara slede¢u jednacinu

1 [ee] [ee]
f(t)=—j jf(u)cos/l(u—t)dudl (5-2)

21

Ova formula se naziva Furijev integral. Posto je cos A(U —t) jednaka funkcija mozZe biti formulisana na

sledeci nacin:

1 [ee] [ee]
f@) = Ej f f(u) cos A(u — t)dudA (6—-2)
0 —o

Posto je sin A(U —t) neparna funkcija u 6, onda formula takodje moZze biti formulisana kao:

1

f® = o

fw f f(wer-9duda (7-2)
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Teorema (9): [6]

Funkcija je odredjena unutar intervala -co <t <oo. Ako je f neprekidno u svakom odredjenom
intervalu i potpuno je integrabilna u intervalu -co <t <o, onda je Furijeva integralna formula

dokazana.
Kao u uslovu Furijevog niza f (t) je zamenjena sa 5{ f(t+)+ f(t—)} utatkama prekida.

2-2-2 Laplasova transformacija

Funkcija f definisana unutar intervala 0< t <oo . Ako postoje konstate ¥, N > 0,M > 0 tako da je:

| £(t) | < Me” za sve vrednosti t. Mozemo reéi da fima eksponencijalni stepen ¥ kada t——> 0.

Funkcija f je definisana unutar intervala 0 <t <oo. Laplasova transformacija za f (t) koja je obelezena kao

F (s)ili L {f (t)}, je definisana na slededi nacin:

co

LUF®) = F(s) = f ¢St f(t)dt 8-2-2)

0

Smatra se da transformacija postoji ili nepostoji u zavisnosti da li integral konvergira ili divergira. L je

zabeleZeno kao uticajni faktor ili operator Laplasove transformacije.

Teorema (10): [9]
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Ako je f neprekidno u svakom ogranicenom intervalu 0 <t < N iima eksponencijalni stepen y zbogt >

N, onda Laplasova transformacija postoji za svako s > .

Da bi se dokazala ova teorema, neka je za svako N > 0.

o N o
f e Stf(t)dt = f e Stf(t)dt + f e Stf(t)dt 9-2-2)
0 0 N

Posto je f neprekidno u svakom vezanom intervalu 0 <t < N, onda prvi integral na desnoj strani

postoji ,dok

[ee] o [ee] [ee] M
je'“f(t)dt < fle'“f(t)ldt < je'“lf(t)ldtsje"“ Merdt=m
N N 0 0

Drugi integral takodje postoji jerjes >y .

Zasnovano na definiciji operatora Laplasove transformacije L sledi da je L linearni operator,drugim
re¢ima ako su C,,C, bilo koja dva stalna faktora i funkcija za Laplasovu transformaciju £, (t), f, () je

prisutna, onda je:

L(C1f1(t) + szz(t)) = j e~st (C1f1(t) + szz(t))dt =
0

=C; | est f,()dt+C, | e75t £,(t)dt
| |
= C1L{f1 () + G, (1))}

Primer 1: Ako je f(t) = e%, ondaje
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0o K

L{eat} = f e Stedt dt = I}im e—(s—a)t 4t :Iym mrpy _ —
0 0

e—(s—a)t 1

)

Primer 2: Pronadji L { f (t)} gde je
f(t) = 6e7t —20e72t + 15¢73¢

Sledi iz prvog primera da je linearni operator Laplasove transformacije:

~ 6 20 15 (s—2)(s—3)
L{f(t)}—F(S)—5+1_s+2+s+3_(s+1)(5+2)(8+3)

s>a
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3-2-2 Promene osnovne funkcije

F(s) f(@®)
1 1
s
1 t
52
1 tn—l
= (n=123,.. T
n—1D!
1 : 0 (-1
— (v >
s” I'(v)
1 pat
s—a
a sin at
s2+a?
S cos at
s2 +a?
a sin h at
2 _ g2
S cos h at
2 _ g2
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4-2-2 Druge osobine Laplasove transformacije

Akoje F(s)=L{f(t) }, ondaje:

1 - Svojstva prve zamene:

e f(1)

2 - Svojstva druge zamene:

e StE(s)

’

3 — Promena svojstva razmere:

flat)

4 - Transformacija izvoda:

g®) = {{)(t -

F (s-a)

a), t>a
t<a

L{fM @)} = s"F(s) = s"1(0) = s"*(0) -

5 - Umnozavanje u t"

d
LE"F(O) = (D"

6 — Ponasanje transformacije u slucaju beskonacnosti

n

...... — sf=2)(0) — F-D(0)

F(s)
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lim F(s) =0

s>00
7 - Teorema pocetne vrednosti: Uz uslov da granice postoje
i (©) = lim 5F(5)
Primer 3: Pronadiji:
L{e*tcosh5t}, s>a

Resenje:

1 1
= EL{egt +et} = —(

1 1)_ s—4
> =

+
s—9 s+1 s2—8s—-9

5t 1 o5t
L{e*t cosh5t} =L {EM(T)}

5-3-2 Inverzna Laplasova transformacija

Ako Laplasova transformacijal F(s) postoji za f (t), drugim recima F(s) — L{ f (t) }, onda je f(t) zabeleZeno

kao inverzna Laplasova transformacija za F (s) $to je izraZeno u sledeé¢em obliku: f (t) = L_I[F(S)} L7 je

v . . . . . -1 . . .
zabelezeno kao operator inverzne Laplasove transformacije. Primetimo da je L~ takodje linearni

operator:

L e F(s) + c2F ()} = c1f1(@) + c2f () = ¢, LTHF (8)} + e, L H{F,(s)}

Primer 4: Objasni¢emo suprotnu transformaciju za f (t) iz primera 1:

Posto je:

1
L{e“}zs_a, s>a
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Onda je:

Ako je F (s) =L{ f (t) }, onda je:

Lif® +N@®} = F(s)

Za bilo koju funkciju N (t) = 0 i za svako t osim za skup prebrojivo mnogo tacaka. Ovo znaci da inverzna

Laplasova transformacija nije jedinstvena.

Teorema (11): [9]

Ako su uslovi pomenuti u teoremi (10) ispunjeni, onda je inverzna Laplasova transformacija jedinstvena.

Primer 5:

Iz primera 2 i 4 i linearnog operatora inverzne Laplasove transformacije rezultira da je:

L‘l{ (s—2)(s—3) }:L_1{6 20 15

- — 6et — 20e2t + 15e3t
(s+D(s+2)(s+3) s+1 s+2+(s+3)} be 0e™ +15¢

Primer 6: 1z primera 3 i 4 dobijamo:

L‘l{ s—4 }—L‘l{ 1 4 1 }—1L‘1{ 1 }+1L‘1( 1 )_1 o 4 gt
7-85-9 L Gs-9 26+ " 2F Gootzl \sxp/TzE te)

28



Poznato je, kao Sto je objasnjeno u prethodna dva primera, da je jedan od glavnih indirektnih metoda za
pronalazenje inverzne Laplasove formule upotreba parcijalnih razlomaka i tabele Laplasove
transformacije. Sto se ti¢e glavnog direktnog metoda, kompleksna inverzna formula se koristi za

pronalaZzenje inverzne Laplasove transformacije.
6-3-2 Teorema (kompleksna inverziona formula)

Ako je f neprekidna i ukritena u svakom odredjenom intervalu 0 <t < Ni f ima eksponencijalni

stepen u y kada je:

[oe]

F(s) = LIF(8)) = f et f(Odt, ¢ —w

0

Onda je:

y+ico

f(t)=% j eStF(s)ds, t>0 (10-2-2)

y—ico
if(t) =0 zbog t >0

Integral u formuli (7-2-2) je ustanovljen u liniji s = ¥ u klompksnoj ravni s. Pravi broj y je smeSten

desno od svih izolovanih singulariteta funkcije F (s), inace taj broj je opcionalan.

Dokaz:

Y+IiT Y+iT oo
1 1
lim — f eStF(s)ds = lim — f f eStSU £ (u)duds
y—oo 27T r—00 2771
y—iT y—iT 0

29



Od s = y +iy rezultira da je desna strana jednacine:

T oo
1 . .
lim —e”t fe‘yt{f e“y“[e‘y”f(u)]du}dy
y—oo 2T
T 0

Posto f ima eksponencijalni stepen ¥ kada t——> o0, onda je e ™" f(u) apsolutni integral zat > 0 i

jednako je 0 ako je t < 0.

Integral u (10-2-2) je izraCunat na zatvorenoj konturi Ci objasnjen u formi (1) i sastoji se iz ravnog dela L
(potinjuéi od y —IiT | zavrsavau y +iT )i kontura Cy koja predstavlja luk kruga centriranog u svojoj
tacki porekla i radijusom R (koji poéinje od  +1T izavrsavau y —iT)ili T =/R? + y?2. Ova kontura

je poznata kao Bromvi¢ kontura i rezultira:

y+iT

1 1 1

1 st _ 1 st _ st 9

f(® —I%Lmoo oy f eStF(s)ds }31_)m0o 21Tif eStF(s)ds oy f eStF(s)ds (11-2-2)
yiT C Cr

Predpostavimo da integral na C vodi korenu kada R—— o . MoZe biti dokazano (8-2-2) da postoje

dovoljni uslovi za to i ti uslovi su postojanje dve konstante M i k > 0 tako da je:

M
IF(S)| < 7¢ (12-2-2)

Na konturiCj .
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PE)
Q(s)

Ovaj uslov uvek moze biti dokazan (8-2-2) ako je F(S) = gde su P(s) i Q(s) polinomi i stepen od

P(s) je manji nego stepen od Q(s). Pretpostavimo da integral na C tezi ka korenu kada R—— 0 onda

(8-2-2) postaje:

y+ico

f) = % f eStF(s)ds = %f eStF(s)ds = ZResf (eStF(s))
Cc

y-=ico

Gde je uzet skup, unija izolovanih singulariteta funkcije e5¢F(s) je, ustvari unutar konture C .
Primer 6: pronadji f (t) ako je:

(s—=2)(s—3)
(s+1D(s+2)(s+3)

F(s) =

Izolovani singulariteti funkcije su prosti poloviod s = -1, -2, -3

. DD L,
Res(e tF(S),—l)—We t—6e t
i
. CEDED
Re s(e tF(S),—Z) = We 2t = 20e 2t

31



Re s(eStF(s),—3) = %e‘“ = 1573t

i rezultat je:

f(t) = 6e7t —20e72t + 15¢73¢

3-2 Pojmovi numericke analize

U ovom paragrafu predstaviéemo nekoliko osnovnih formula, medju kojima su najpoznatije: Gausova
kvadratna formula, Gaus-Legendre kvadratna formula i Gaus-Legere kvadratna formula. Ove formule,

kao Sto je spomenuto, se koriste u numerickoj analizi da bi se dokazale neke integracije i da bi se istakli

ovi principi [l], [2], [3], [4] koji su ukljuéeni u potvrdjivanje ovih rezultata.
1-3-2 Gausova kvadratna formula

Kvadratna formula je pribliZzna odredjenom integralu funkcije f_llf(x)dx i ova formula je obi¢no

formulisana kao zbir funkcijskih vrednosti u odredjenim tackama unutar domena integracije. n- tacka

Gausove kvadratne formule (Gausovo kvadratno pravilo), je kvadratna formula konstruisana da da tacan

rezultat za polinome stepena 2n-1 ili manje sa odgovarajuéim izborom n tac¢aka x, (¢vor) i n iz teZine w,.

Domen integracije za takvu formulu je konvencionalno uzet kao[— 1,1] , stoga formula je formulisana

kao:
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1 n
[ reax =Y wirce (1-3-2)
-1 -1

Moguce je odrediti pogodne tacke [4] x, , korene ortogonalnih ¢vorova polinoma.
Teorema (12): [4]

Za g da bude polinom stepena n (N > 1), tako da je:

b
fw(x) xkq(x)dx =0 2-3-2)

a

Za svako k=0, 1, 2,...n-1. Stoga ako izaberemo ¢vor da budu nule od g onda postoje teZine w; koje Cine

Gausovu kvadraturu ta¢nim integralom za sve polinome stepena 2n-1 ili manje. Stavise, svi ovi évorovi ¢e

leZati u otvorenom intervalu (g, b) [4]

Pre primene Gausovog kvadratnog pravila, neophodno je promeniti domen integracije iz [a,b] u [— 1,1].

Ovo je formulisano kao:

b 1
j (t)dt—b_af (b—a +a+b)d _b—azn: b—a +b+a
a -1 =

Gausova kvadratna formula moZze biti izraZzena na uopsten nacin u obliku:

b
fw(x)f(x)dx 3-3-2)

33



Ako podintegralna funkcija koja ima 2n neprekidnih izvoda, greska u Gausovom kvadratnom pravilu

moZe biti izrazena u obliku [4]:

b n 2n
fMMﬂmw—E}wua=%$?@wm)
a i=1 )

Zavrednost ¢ € (a,b) gde je p, ortogonalni polinom stepenan i:

b

(f.g) = f W F (g () dx

a

Pod uslovom w(x) = 1 procena greske postaje:

(b _ a)2n+1(n!)
2n + D[(2n)!]

(&), a<&<b

2-3-2 Gaus-Legendre kvadratna formula

Legendreovi polinomi su uzastopni ortogonalni polinomi P, uintervalu [— 1,1] [2]

1

I&Mmmw:

-1

2ng10mn (¢-3-2)

P,(1)=1gdejed,, =0kadajem=nid,, =1

Rodrigez formula za Legendreove polinome je dobijena
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nk

B (x) = SO ="

2™n!

ISy

| pradena je:

[£/2]
=y o () )
k=0

Legendre polinomi dobijaju ucestalu formulu:

(t+1DPrp(x) — 2t + Dx + P(x) +tPi_1(x) =0

(1= x?)Pi(x) = —nxB (x) + nPyy (x) = (0 + DxF(x) — (0 + DPpys (x)

Ovo je praceno sa nekima prvima Legendre polinomima:

x
1
5(33(2 - 1)
1
5 (5x3 — 3x)

1
5(35x4 —30x% +3)

1
§(63x5 — 70x3 + 15x)

U ¢voru Gaus-Legendre kvadratne formule i™ za bilo koje X; je i" nulaza polinom | njegovu teZinu [I]:

2
N CRP= ey

(5-3-2)
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3-3-2 Gaus-Legere kvadratna formula

Lagere polinomi su uzastopni ortogonalni polinomi L u intervalu [0,00) za funkciju tezine W(x) =e™*.

f e Ly ()L ()X = Sy
0

Rodrigez formula za Legere polinome:
e* dk
— k
Ln() = 77 g (75)

Posle objavljivanja ove formule sledi da je:

n k

Ln() = ) (~Dng, 77

k-0

Dva od Legereovih polinoma takodje ispunjavaju ucestalu formulu:
n(n+ Dlpy(x) = Cn+ 1 —x)Lp(x) — nlp_1(x)

XiLy(x;) = —nLy_1(x;) = (M + 1)Ly 41 (x;)

U Gaus-Legere kvadratnoj formuli ¢vor i™ od bilo kog X, je i" nula za polinom L, i njegova teZina [I]

je:

_ Ans1Yn _ A Yn-1
AnL’n(xi)Ln+1(xi) AN—l Ln—l(xi)Lln(xi)

Wi

(6—-3-2)

Gde je A, koeficijentod X" u L, tako da je:
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A, = "
Ans 1
A, n+1
4, 1
A, n
U dodatku:
o= [ WELaGoPdx =1
0
Rezultat je:

1 1
W T DL GO () mlrs GOl ()

U upotrebi ucestale formule gde je X; nulaza L, rezultat je sledeti:

nk,(x) =(x—-n-1)_L,(x) =0

XLy (x;) = —nly_1(x;) = M+ 1)Ly yq (%)

_ 1 _ X
Cxi[Lpy(x)? T (n+ 1) [Ly—q ()]

wi

37



Trece poglavlje

Deformacija BromvicCeve putanje
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3 Deformacija Bromviceve konture

U ovom poglavlju predstavicemo metod za izracunavanje inverzne Laplasove transformacije zasnovane

na deformaciji normalne putanje u Bromovicevoj putanji.PredloZzena putanja je sastavljena od granicne

linije.

S = {s:|Ims| < a,Res < g} kao u obrascu (2).

(1) Forma

Nepravilna putanja S = {s: |Ims| < a, Res < d} je grani¢na linija

1-3 Osnovna teorema

3 je koren funkcije F koja ispunjava sledeée dve osobine:

(1) Sviizolovani singulariteti za funkciju F se nalaze u oblasti
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(2) S ={s:|Ims| < K,Res < gy}
(3) | F(S) | ——0 uniformno kada je S——> o zato §toje S = {s: |[Ims| > K, Res < g}

Zbog korena funkcije 3 dobili smo sledeéi rezultat;

Teorema (1): [1 0]

Zasvako a > Kt,t > 0,0 > o sledi:

g+ico a +00
1 _ ia u
ft) =— f eStF(s)ds = — Ref el”F du—lme‘uf e ”F(a+———>du
2mi t t
og—io 0 0
(1-3)
Dokaz:
S obzirom na Cinjenicu da funkcija f ima realne vrednosti, onda je:
F(s) =F(s) ili F(s) =[]~ e~Stf(t)dt = F(s)
Koristeci ove realne vrednosti rezultira da je:
g+ioco +00
2mi f(t) = f eStF(s)ds = ie°t f eYtF(o +iy)dy
g—ioco -0
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+0oo +00

= et j eith(a+iy)dy+j e Wt F(o —iy)dy
0 0

400
= 2ie’*Re j eYtF(o + iy)dy 2-3)
0

Sprovodedi zamenu u = yt i birajuéi @ > Kt dobijamo:

eSt a ) lu too ) lu
f(t)=§ Refe“‘F(0+?>du+Ref e“‘F(a+?>du 3-3)
0 a

Ako uzmemo poslednji integral u (3-3) u kompleksnoj ravni u locirano u zatvorenoj putanji
. T
Cr = {ulu € [a,a + R]}Y {u|u —a=Re? 0¢€ [O’ED Y{u|Re(u) = a,Im(u) € [0, R]}

Gde je R>0. Koristeéi osobine J | Kosi teoremu ostatka nalazimo da je:

3( e™F (o + M/ )du =0 (4 -3)
Cr

Sto se tice integrala na luku imamo:
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4
2 ] /2
jeiRcosee—RsinBequ<o.+%) ReinH < Rj e—RsinG
0 0

iu
F(o +?)| do

iu . iu
< max |F(a+—)|Rf e Rsinfgg < max F(0+—)|Rf e 2m8/R (g
0€05] t , 0€[0,77/2] t J
T _2R iu
S—(l—e ﬂ) max |F(0+—)| (-3
2 oelo]l \7 e

. Vs . 260
Gde smo koristili Zordanovu nejednakost HG(O,EJ za svaki sinf > — [7] Posto Laplasova
V4

transformacija tezi ka nuli kada s tezi ka o u oblasti ReS> o, zato Laplasova transformacija

konvergira u oblasti Res > o, iIms >K.

| posto F stalno teZi ka nuli kada s teZi ka oo u oblasti ReS < o, | Ims > K, onda integral na luku teZi ka

nuli kada R tezi ka .

Prethodna teorema predlaZe upotrebu Gausove kvadratne formule za dva predstavljena integrala u

formuli (1-3). Sto se ti¢e drugog integrala, moguce je koristiti Gaus-Legere direktnu formulu. Da bi se
dobila najbrza konvergencija, interval [0, a) u prvom integralu je obi¢no podeljen u vise podintervala,

posle Cega se korsisti Gaus-Legendre kvadratna formula pogodna za svaki interval od tih podintervala.
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Da bi se promenila Gaus-Legendre formula na intervale(a,b), neophodno je primeniti sledecu

transformaciju:

—a b
— W, I =TP) =a+

~ b
Wy =TEW) = —

—a
— G+ D)

Gde je k=1,...,n

Pretpostavimo da je podela intervala [O,a)u nepreklapajuce podintervale je sprovedeno

[ a,,.b, Jv=1,.m tako da szlm[ a,,b,)= [0 a) i onda je rezultat:

m M .mb n
ky iT, (x,")
Z Z (an)elT (xkv) (O‘ + %) (6—13)
Pretpostavka u prethodnoj formuli zakljucuje da je upotreba Gaus-Legendre kvadratne formule razli¢ita

za svaki podinterval.

Sledeca formula je dobijena iz (1-3)

m Ny bv ny N o
o= _{Re Z Z Tar (wiv)e ™ (xkv)F< Loy Ex" )> — Ime'® Z WiF (o +— : Ty

v=1k= k=1

(7-3)
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Osetljiva tacka se krije u nacinu izbora parametara i oni su: m je broj podintervala; n,, v=1,2,..m je broj
¢vorova (u svakom podintervalu) u Gaus-Legere kvadratnoj formuli; a je krajnja tacka intervala; N je broj
¢vorova u Gaus-Legere kvadratnoj formuli; i teZiSna linija o koja mora da bude ve¢a od o, . Iz formule
(7-3) vidimo da izolovani singulariteti za funkciju F zavise od o,t,a i takodje od uslova a > Kt

spomenutog u osnovnoj teoremi, tako da vidimo da putanja zavisi od t.

Razli¢iti rezultati u slicnim uslovima pokazuju da teZiSna linija ¢ mora biti odabrana na nacin tako da
putanja nije smestena blizu izolovanih tacaka funkcije F. StaviSe, teZi$na linija o treba da bude
odobrana kao izolovane tacke funkcije F koje su smestene dovoljno daleko od luka {s: —oco < Res < o,

Ims = a} i takodje intervali [a ,-0, ),V =1,..m ne smeju da budu veoma udaljeni. Prirodno, kad god su
vrednosti N, i N povec¢ane — greSka u proracunu vrednosti f (t) je smanjena.
2-3 Numericki primer

U ovom paragrafu predstaviécemo numericki primer za izraCunavanje Laplasove transformacije koristeci

Gausovu kvadratnu formula prikazanu u (7-3) prethodnog paragrafa. Za ovu primenu smo izbrali funkciju

_ (s—=2)(s—3)
FO) =57 DG+ 26 +3)

prikazanu u primeru 2 paragrafa 2-2-2, da bismo obezbedili njenu inverznu:

f(t)y=6e™" —20e™ +15¢"
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Pogledati primer 6 u paragrafu (3-2-2) Cak je moguce uporediti rezultate dobijene iz formule (7-3) sa

tac¢nim vrednostima za funkciju.

Tabela (1)

Koristili smo samo pet évorova u ovoj primeni ili drugim re¢ima, N = N = 5. Medjutim, rezultati su bili
donekle prihvatljivi.Prirodno, da bi se dobili najprecizniji rezultati, broj ¢vorova mora da bude poveéan.

Tabela pokazuje dobijene rezultate.Prva kolona pokazuje koriséene vrednosti; druga kolona sadrzi

t Kontura Tacna vrednost Priblizna vrednost | Apsolutne
f(t) f(t) greske

1072 0,2,4,6,10,30 0.8930 0.8923 0.0007
1071 0,2,4,6,12,18,30,60 0.1667 0.1667 0.0000
1 0,3,7,14,25,40,70,110 0.2474 0.2444 0.0030
10 0,3,7,14,25,40,70,110 0.0003 0.0006 0.0003
102 0,3,9,40 0.0000 0.0000 0.0000
103 0,3,18 0.0000 0.0000 0.0000

koris¢ene putanje i podintervale; trec¢a kolona pokazuje tac¢ne vrednosti funkcije; ¢etvrta kolona sadrzi
priblizne vrednosti dobijene iz (7-2); peta kolona daje apsolutne greske uzimajuéi u obzir tacne
vrednosti. Ovi rezultati opisuju proracun inverzne Laplasove transformacije koriS¢enjem Gausove
kvadratne formule predstavljene u (7-3). Ove vrednosti se precizno odnose na poredjenje rezultata

dobijenih za funkciju:

f(t)y=6e" —20e™ +15¢"
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Koristeci postojecu inverznu za ovu funkciju da bi primenili integral u formuli (7-3) koju smo koristili za
izraCunavanje potrebne tacnosti u realnim vrednostima funkcije —pronadjeno je da je data dobra

aproksimacija (kao Sto je prikazano u petoj koloni).

Mada je teZiSna linija o neobavezna, neophodno je da ne bude postavljena blizu izolovane tacke

funkcije kao u intervalima [a ...bVJ,V =1,...m i neophodno je da ne bude veoma velika. Stoga, kad god

su vrednosti n, N povecane, greska u proracunu vrednosti f (t) je smanjena.
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