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Predgovor

I am sure that something must be found.

There must exist a notion of generalized

functions which are to functions what the

real numbers are to rational numbers.

(G. Peano, 1912)

Godine 1903. mladi francuski matematiqar A. Lebeg1 napravio je pravu
revoluciju u matematiqkoj analizi stvaraǌem nove teorije integracije koja
je dopunila nedostatke Rimanove teorije. Nije zato iznena�eǌe xto je nekih
40 godina kasnije drugi mladi francuski matematiqar, L. Xvarc2, dao
neku vrstu dopune teoriji diferencijalnog raquna. Znaqaj Xvarcovog pio-
nirskog rada na onome xto danas poznajemo kao teorija distribucija odmah
je prepoznat od strane matematiqke javnosti. L. Xvarc je za svoj rad na
ovom predmetu odlikovan Fildsovom medaǉom.

Sama teorija distribucija nastala je da bi se dao ispravan smisao nekim
pojmovima matematiqkih modela koji nisu bili ispravno zasnovani. Do toga
je najvixe dovela te�ǌa mnogih in�eǌera i primeǌenih matematiqara da se
odustane od zadavaǌa funkcija definisaǌem ǌihovih vrednosti u taqki, ve�
da se umesto toga posmatra ǌihova sredǌa vrednost nad nekom malom oblax-
�u. Ovakav pristup pokazao se odgovaraju�i za primene. Tipiqan primer za
to je δ−distribucija (videti primer 4.6).

Postoje dva osnovna pristupa teoriji distribucija. Prvi, tzv. sekven-
cijalni pristup razvila je nekolicina poǉskih matematiqara na qelu sa
Mikusinskim. Taj pristup je elementarniji i najvixe je prihva�en od strane
in�eǌera. U ovom radu bavimo se topoloxkim pristupom teoriji distribu-
cija qiji je zaqetnik Xvarc. On je prvi objavio sistematizovanu teoriju
distribucija u svojoj monografiji Theorie des Distributions izdatoj u 2 toma
1950. i 1951. godine. Ispostavilo se da su distribucije tamo opisane za-
ista imale odnos prema test funkcijama kakav realni brojevi imaju prema
racionalnim brojevima: R je najmaǌa mogu�a ekstenzija Q u kojoj je Q gust;
isto va�i i za D′ i D. Daǉe, svaki r ∈ R mo�e se aproksimirati nizom
(qn) ∈QN; isto va�i i za D′ i D.

Najzad, mora se spomenuti neverovatna prednost distributivnih rexeǌa
parcijalnih diferencijalnih jednaqina u odnos na klasiqna. Vrlo su qeste
situacije u kojima klasiqna rexeǌa nekih problema ne postoje, ali dis-
tributivna postoje. Pomenimo za kraj i veliki trijumf teorije distribu-

1Henri Lebesgue (1875-1941).
2Laurent Schwartz (1915-2002).
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cija: naime svaka parcijalna diferencijalna jednaqina sa konstantnim ko-
eficijentima ima fundamentalno rexeǌe. Za klasiqna rexeǌa se, jasno, ne
mo�e dobiti ni pribli�an rezultat.

Rad se sastoji od 5 glava. U prvoj glavi dati su osnovni pojmovi i tvr�e-
ǌa vezani za topoloxke prostore koji �e biti potrebni u nastavku. Uvedeni
su filteri i data ǌihova osnovna svojstva, qime je postavǉen temeǉ za uvo-
�eǌe topoloxko vektorskih prostora u drugoj glavi. Dodatno, navedeni su
i neki bitni pojmovi u vezi sa metriqkim i vektorskim prostorima.

U drugoj glavi uvodimo pojam topoloxko vektorskih prostora i navodimo
primere istih koji �e nas pratiti tokom celog rada. Kao posebne tipove
ovih prostora definixemo lokalno konveksne prostore i odgovaraju�e poj-
move vezane za ǌih. Navodimo teoremu koja daje dovoǉne uslove postojaǌa
lokalno konveksne topologije na vektorskom prostoru. Bavimo se i pris-
tupom lokalno konveksnim prostorima pomo�u seminormi, i dokazujemo vrlo
va�nu teoremu o neprekidnosti linearnog preslikavaǌa izme�u dva pros-
tora qije su topologije uvedene familijama seminormi. Uopxtavamo defini-
ciju ograniqenih skupova sa normiranog na proizvoǉan topoloxki prostor, s
obzirom da �e nam taj pojam igrati znaqajnu ulogu u tre�em poglavǉu tre�e
glave. Posledǌe poglavǉe druge glave posve�eno je finalnim topologijama.
Prikazano je na koji naqin se do ǌih dolazi, a kao najva�niji primer ovih
topologija navedena je finalna topologija na prostoru glatkih funkcija sa
kompaktnim nosaqem, potoǌem prostoru test funkcija.

Ciǉ tre�e glave je uvo�eǌe jake topologije kojom �emo snabdeti pros-
tor distribucija. Najpre razmatramo problem uparivaǌa vektorskih pros-
tora pomo�u bilinearnog preslikavaǌa. Uvodimo seminorme indukovane
bilinearnim preslikavaǌem qije �e familije odrediti slabu topologiju.
Produ�avamo izuqavaǌe uparenih prostora uvo�eǌem pojma polarnog skupa.
Navodimo osnovna svojstva polarnih skupova zavrxavaju�i teoremom o bipo-
larima. Na kraju pomo�u familije ograniqenih skupova u uparenom pros-
toru uvodimo tzv. ℘-topologiju, koja �e nam u sluqaju da je ℘ kolekcija svih
ograniqenih skupova dati �eǉenu jaku topologiju, tzv. β-topologiju.

Qetvrta glava sadr�i gradivo koje je ciǉ ovog rada, tako da su u ǌoj
dosledno izlo�eni definicija, primeri i razni pojmovi i tvr�eǌa vezani
za distribucije. Na samom poqetku dajemo definiciju distribucija i teo-
remu koja garantuje pod kojim uslovom linearnu funkcionelu na prostoru
test funkcija mo�emo zvati distribucijom. Dajemo osnovne primere regu-
larnih distribucija i delta distribucije. Zatim uvodimo nosaq distribu-
cije i karakterixemo distribucije koje imaju kompaktan nosax. Bavimo se
i izvodom distribucija. Uvodimo translaciju distribucije, koja je znaqa-
jna za rexavaǌe distributivnih jednaqina. Daǉe uvodimo distribucije
konaqnog reda i teoremu o ǌihovoj reprezentaciji. Preostali deo ove glave
bavi se problemom definisaǌa raznih operacija sa distribucijama. Ob-
jaxǌavamo nemogu�nost definisaǌa mno�eǌa i konvolucije distribucija u
opxtem sluqaju, i utvr�ujemo da je klasa integrabilnih distribucija veoma
uska. Uvodimo pojam parcijalnog diferencijalnog operatora i ǌegovog fun-
damentalnog rexeǌa. Navodimo znameniti rezultat da svaki parcijalni
diferencijalni operator sa konstantnim koeficijentima ima fundamentalno
rexeǌe. Za kraj ove glave bavimo se Furijeovom transformacijom. Uvodimo
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klasu temperiranih distribucija i glavnu teoremu ovog dela koja tvrdi da
je Furijeova transformacija izomorfizam na prostoru ovih distribucija.
Objaxǌavamo znaqaj Furijeove transformacije za primenu u PDJ3.

Peta glava predstavǉa kratku primenu prikazane teorije na rexavaǌe
parcijalnih diferencijalnih jednaqina. Nalazimo fundamentalno rexeǌe
Laplasovog operatora za dimenzije n ≥ 3, i bavimo se Koxijevim problemom
za talasnu jednaqinu.

Zahvaǉujem se qlanovima komisije dr Stevanu Pilipovi�u i dr Dori Se-
lexi za sve korisne razgovore i preneto znaǌe tokom studija, kao i za sve
savete prilikom pisaǌa ovog rada.

Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru dr Ivani Vojnovi� na velikoj
pomo�i i struqnim sugestijama prilikom pisaǌa ovog rada, kao i na str-
pǉeǌu i celokupnom zalagaǌu tokom studija.

Najzad, �elim da se zahvalim svojim roditeǉima i svim prijateǉima na
ukazanoj podrxci.

Novi Sad, 2019. Nikola Sarajlija

3Umesto ,,parcijalna diferencijalna jednaqina” pixe se kra�e ,,PDJ” i to je veoma
uobiqajen akronim.
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Glava 1

Uvodni pojmovi

1.1. Skupovi i funkcije

U ovom poglavǉu uvodimo pojmove, oznake i tvr�eǌa koja �emo koristiti
u nastavku rada. Za detaǉe upu�ujemo na [1].
Ako je X skup, sa P (X) oznaqavamo skup svih podskupova skupa X, tzv. parti-
tivni skup od X. Ako su A i B skupovi, sa A ⊆ B oznaqavamo da je A podskup
B, a sa A ⊂ B oznaqavamo da je A pravi podskup B. Ako je X univerzalni skup
i A ⊆ X, onda sa Ac oznaqavamo komplement skupa A u odnosu na X, to jest
skup X \A.

Neka su X,Y proizvoǉni skupovi i f : X → Y . Ako je A ⊆ X, tada sa
f [A] oznaqavamo direktnu sliku skupa A, a to je skup {f (x) : x ∈ A}. Va�i
f [A∪B] = f [A]∪ f [B], ali f [A∩B] ⊆ f [A]∩ f [B], A,B ⊆ X. Prethodne relacije se
mogu uopxtiti na proizvoǉan broj skupova.

Neka je f : X→ Y . Sa f �A oznaqavamo restrikciju f na A. To je funkcija
f �A: A→ Y definisana sa f �A (x) := f (x), x ∈ A.
Sliqno, sa f |A oznaqavamo sirjektivnu restrikciju f na A. To je funkcija
f |A : A→ f [A] definisana sa f |A(x) := f (x) za sve x ∈ A.
Preslikavaǌe g : A(⊆ X)→ X, definisano sa g(x) = x za sve x ∈ A se zove iden-
tiqko utapaǌe ili kanoniqka injekcija skupa A u X. Pixemo i g : A ↪→ X.
Prema tome, g |A je bijekcija.

Funkciju qiji je kodomen skup kompleksnih brojeva nazivamo funkcionelom.
Zadr�avamo uobiqajene oznake za skupove brojeva: N,Z,Q,R,C. Pritom,

smatramo da 0 ∈N.
Koristi�emo izraz familija da oznaqimo preslikavaǌe x nepraznog skupa

indeksa I u skup X , 0 i sliku elementa x(i) oznaqava�emo sa xi. Familija
se oznaqava sa {xi : i ∈ I}, {xi∈I }, ili samo sa {xi} ako je indeksni skup jasan iz
konteksta. Skup I mo�e biti proizvoǉne kardinalnosti.

1.2. Topologija

Definicija 1.1. Neka je X , ∅. Topologija τ na X je definisana pridru�iva-
ǌem svakoj taqki x ∈ X neprazne familije U (x) tako da va�i:
(U1) ako U ∈ U (x) onda x ∈U ;
(U2) ako U1,U2 ∈ U (x) onda U1 ∩U2 ∈ U (x);
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(U3) ako U (x) 3U ⊆ A ⊆ X onda A ∈ U (x);
(U4) za svako U ∈ U (x) postoji V ⊆U sa osobinama V ∈ U (x) i ∀y ∈ V V ∈ U (y).

Tada ka�emo da je X snabdeven topologijom τ i par (X,τ) nazivamo topolo-
xki prostor. Za x ∈ X, skupovi U ∈ U (x) su okoline taqke x.

Ako va�e uslovi iz prethodne definicije, uoqimo kolekciju
O = {O ⊆ X : (∀x ∈ O) O ∈ U (x)}. Elementi kolekcije O nazivaju se otvoreni
skupovi. Skup F ⊆ X je zatvoren akko je Fc = X \F otvoren skup.

Napomenimo da se topologija mo�e zadati i na ekvivalentan naqin preko
otvorenih skupova, a zatim definisati da je U ⊆ X okolina taqke x ako
sadr�i otvoren skup O oko taqke x. Tada osobine (U1)-(U4) dobijamo kao
teoreme.

Ako su T ,T ′ topologije na X i T ⊆ T ′, ka�emo da je topologija T grubǉa
(slabija) od topologije T ′, odnosno da je T ′ finija (jaqa) od T .

Topoloxki prostor je Hauzdorfov ili T2-prostor ako svake dve razliqite
taqke imaju disjunktne okoline.

Po pravilu, umesto: ,,(X,τ) je topoloxki prostor”, re�i �emo kra�e: ,,X
je topoloxki prostor.”

U nastavku koristimo oznaku U (x) za familiju okolina taqke x i oznake
OX ,OY (FX ,FY) za kolekcije otvorenih (zatvorenih) skupova na prostorima
X,Y .

Definicija 1.2. Neka je X topoloxki prostor i x ∈ X. Familija B(x) ⊆ U (x)
se naziva baza okolina taqke x ako va�i:
(BO) ∀U ∈ U (x) ∃B ∈ B(x) B ⊆U .

Primer 1.3. Ako je X , ∅ i odaberemo U (x) = P (X) za svako x ∈ X, dobijamo to-
pologiju τdisc na X koju nazivamo diskretna topologija na X. Ako za svako x ∈ X
odaberemo U (x) = {X} dobijamo tzv. antidiskretnu topologiju τadisc. Diskretna
i antidiskretna topologija na X su redom najgrubǉa i najfinija topologija na
X.

Primer 1.4. Neka je X = R i za svako x ∈ R definiximo U (x) sa: U ∈ U (x)
ako postoji otvoren interval oko taqke x sadr�an u U . Tada na R dobijamo
uobiqajenu topologiju.

Definicija 1.5. Neka su (X,OX), (Y ,OY ) topoloxki prostori i f : X→ Y .
Preslikavaǌe f je neprekidno ako (∀O ∈ OY ) f −1[O] ∈ OX.

Lema 1.6. Neka su X,Y topoloxki prostori i f : X→ Y .
Tada je f neprekidno akko (∀F ∈ FY )f −1[F] ∈ FX.

Definicija 1.7. Neka su X,Y topoloxki prostori i f : X→ Y .
Ka�emo da je f homeomorfizam akko je bijekcija, neprekidno i f −1 tako�e ne-
prekidno.

Propozicija 1.8. Neka su X,Y topoloxki prostori i f : X → Y neprekidno.
Ako je A ⊆ X, tada su f �A i f |A neprekidna preslikavaǌa.

S obzirom da dokaz ove propozicije zahteva nekoliko lema tehniqkog karak-
tera, taj dokaz izostavǉamo. Dokaz se mo�e na�i u [1].

U topologiji je veoma bitan odnos taqaka i skupova. U vezi sa tim mi
navodimo dve definicije koje �emo koristiti:
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Definicija 1.9. Neka je X topoloxki prostor i A ⊆ X.
Taqka x ∈ X je atherentna taqka skupa A akko ∀U ∈ U (x) U ∩A , ∅. Skup svih
atherentnih taqaka skupa A se naziva atherencija (zatvaraǌe) skupa A i oz-
naqava se sa A.

Definicija 1.10. Neka je X topoloxki prostor i A ⊆ X.
Taqka x ∈ X je rubna taqka skupa A akko ∀U ∈ U (x) (U ∩A , ∅∧U ∩Ac , ∅). Skup
svih rubnih taqaka skupa A naziva se rub skupa A i oznaqava se sa ∂A.

Lema 1.11. Neka je X topoloxki prostor i A ⊆ X. A je zatvoren akko A = A.
Skup ∂A je zatvoren skup.

Definicija 1.12. Neka je X topoloxki prostor i f : X→ Y ⊆ C. Tada je nosaq
funkcije f slede�i skup:

suppf := {x ∈ X : f (x) , 0}.

Navedimo osnovne osobine nosaqa:

Propozicija 1.13. Neka su f ,g : X→ Y ⊆ C. Tada va�i:
(a) suppf je zatvoren skup;
(b) ako je χ : X→ C takva da je χ = 1 na suppf , onda je f = χf ;
(c) supp(f · g) ⊆ suppf ∩ suppg;
(d) supp(f + g) ⊆ suppf ∪ suppg.

Propozicija 1.14. Neka je (Ti)i∈I familija topologija na nepraznom skupu X.
Tada postoji topologija T na X sa slede�im osobinama:
(a) T je finija od svake topologije Ti;
(b) ako je T ′ finija od svake topologije Ti, onda je T finija od T ′.

Topologija pomenuta u prethodnoj propoziciji naziva se najmaǌe gorǌe
ograniqeǌe familije (Ti). Ona je eksplicitno data sa T =

⋂
{τ : τ je topologija

na X finija od svih Ti}. Iz qiǌenice da je presek proizvoǉne familije to-
pologija ponovo topologija, iz prethodne jednakosti zapravo dobijamo dokaz
Propozicije 1.14.

Za svaku nepraznu familiju topologija imamo postojaǌe i takozvanog
najve�eg gorǌeg ograniqeǌa familije, i to je topologija koja se spomiǌe u
slede�oj propoziciji:

Propozicija 1.15. Neka je (Ti)i∈I familija topologija na nepraznom skupu X.
Tada postoji topologija T na X sa slede�im osobinama:
(a) T je grubǉa od svake topologije Ti;
(b) ako je T ′ grubǉa od svake topologije Ti, onda je T grubǉa od T ′.

Ako sa Oi oznaqimo kolekciju svih otvorenih skupova topologija Ti, i ∈ I,
onda je kolekcija O otvorenih skupova topologije T jednostavno data sa O =⋂
i∈I Oi.

Na kraju ovog poglavǉa podsetimo se definicije topologije na proizvodu
topoloxkih prostora. Za dokaze tvr�eǌa koja slede konsultovati na primer
[1].
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Teorema 1.16. Neka je I neprazan skup a {(Xi ,Oi) : i ∈ I} familija topoloxkih
prostora. Tada je kolekcija

B =
{⋂
i∈K

π−1
i [Oi] : K ⊆ I ∧ |K | < ℵ0 ∧ ∀i ∈ K(Oi ∈ Oi)

}
baza topologije O.

Definicija 1.17. Topologiju O na skupu
∏
i∈I Xi uvedenu u prethodnoj teoremi

nazivamo topologijom Tihonova.

Narednom lemom objaxǌavamo kako izgledaju otvoreni skupovi u topologiji
Tihonova.

Lema 1.18. Uz oznake iz Teoreme 1.16 imamo:⋂
i∈K

π−1
i [Oi] =

∏
i∈I
Vi , gde je Vi =

{
Xi za i ∈ I \K,
Oi za i ∈ K.

1.3. Filteri

Fundamentalni sistem okolina je veoma va�an pojam za uvo�eǌe lokalno
konveksne topologije. U nastavku �emo ga vixe puta spomiǌati. S obzirom
da okoline taqke qine filter, moramo se prvo upoznati sa ovim va�nim
pojmom teorije skupova:

Definicija 1.19. Neka je X , ∅. Kolekcija Φ ⊆ P (X) se naziva filter na X
akko su zadovoǉene slede�e tri aksiome:
(FI 1) ∅ < Φ 3 X;
(FI 2) F1,F2 ∈ Φ⇒ F1 ∩F2 ∈ Φ ;
(FI 3) Φ 3 F ⊆ A ⊆ X⇒ A ∈ Φ.

Induktivno, presek konaqno mnogo elemenata filtera pripada filteru
(osobina FI 2). Iz prve dve osobine tako�e vidimo da presek konaqno mnogo
elemenata filtera nikada nije prazan.

Primer 1.20. Neka je X skup i x ∈ X. Kolekcija svih podskupova X koji sadr�e
taqku x je filter na X.

Primer 1.21. Neka je X topoloxki prostor i x ∈ X. Iz osobina (U1)-(U3)
sledi da kolekcija U (x) svih okolina taqke x obrazuje filter na X. Primetimo
da je prethodni primer specijalan sluqaj ovog ako na X izaberemo diskretnu
topologiju (primer 1.3).

Definicija 1.22. Neka je Φ filter na X.
Kolekcija B ⊆ Φ je filter baza od Φ akko:
(FB) ∀F ∈ Φ ∃B ∈ B B ⊆ F.

Mo�e se pokazati (videti na primer [1]) da je B ⊆ P (X) baza nekog filtera
na X akko va�e uslovi:
(FB 1) B , ∅ i ∅ < B;
(FB 2) ∀B1,B2 ∈ B ∃B3 ∈ B B3 ⊆ B1 ∩B2.
U tom sluqaju odgovaraju�i filter Φ qija je baza B dat je sa Φ = {F ⊆ X :
∃B ∈ B B ⊆ F}.
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Definicija 1.23. U topoloxkom prostoru X bazu filtera U (x), x ∈ X (Primer
1.21) zva�emo fundamentalni sistem okolina taqke x.

Dva fundamentalna sistema su ekvivalentna akko daju istu topologiju.

Dakle, kolekcija B okolina taqke x je fundamentalni sistem okolina
taqke x akko svaka okolina taqke x sadr�i neku okolinu iz B.

Primer 1.24. Kolekcija svih otvorenih okolina taqke x qini fundamentalan
sistem okolina taqke x.

1.4. Normirani vektorski prostori

Neka je K ∈ {R,C}.

Definicija 1.25. Skup E , ∅ na kojem su definisane operacije + : E × E → E i
· :K×E→ E 1 se naziva vektorski prostor nad poǉem K akko ∀x,y,z ∈ E ∀α,β ∈K
va�i:
(VP 1) (x+ y) + z = x+ (y + z);
(VP 2) x+ 0 = x;
(VP 3) x+ (−x) = 0;
(VP 4) α(x+ y) = αx+αy;
(VP 5) (α + β)x = αx+ βx;
(VP 6) α(βx) = (αβ)x;
(VP 7) 1 · x = x. 2

Definicija 1.26. Neprazan podskup H vektorskog prostora E je ǌegov pot-
prostor akko va�i: (∀α,β ∈K) (∀x,y ∈H) αx+ βy ∈H.

U drugoj i tre�oj glavi �e nam od va�nosti biti nekoliko pojmova koji
se definixu u vektorskom prostoru.

Definicija 1.27. Neka je E vektorski prostor i A,B ⊆ E. Tada:

A+B := {a+ b : a ∈ A,b ∈ B}.

Posebno, ako je B jednoqlan, B = {b}, pisa�emo A+ b umesto A+ {b}.

Definicija 1.28. Neka je E vektorski prostor. Skup A ⊆ E je konveksan akko

∀λ ∈ (0,1)∀x,y
(
x,y ∈ A⇒ λx+ (1−λ)y ∈ A

)
.

Ekvivalentno, A ⊆ E je konveksan akko ∀α,β ∈ (0,1) αA+ βA ⊆ A.

Lema 1.29. Neka je E vektorski prostor i A ⊆ E. Ako je A konveksan skup, onda
su i A+ b i λA konveksni skupovi za sve b ∈ E, λ ∈K.

Definicija 1.30. Neka su X,Y vektorski prostori i f : X→ Y .
Preslikavaǌe f je linearno akko

(∀α,β ∈K) (∀x,y ∈ X) f (αx+ βy) = αf (x) + βf (y).

1Oznaku · po pravilu izostavǉamo
2Aksioma komutativnosti mo�e se izvesti iz ostalih aksioma
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Definicija 1.31. Neka su X,Y ,Z vektorski prostori i f : X ×Y → Z. Presli-
kavaǌe f je bilinearno akko je linearno po svakoj komponenti.

Definicija 1.32. Neka je E vektorski prostor nad K i ‖·‖ : E→ [0,∞) funkcija
za koju va�e identiteti:
(N1) ‖x‖ = 0⇔ x = 0;
(N2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖;
(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Tada se ‖ · ‖ naziva norma na E a (E,‖ · ‖) je normiran (vektorski) prostor,
skra�eno NVP.

Definicija 1.33. Ukoliko u prethodnoj definiciji va�e identiteti (N2),
(N3) i
(N1’) ‖x‖ = 0⇐ x = 0,
onda se funkcija ‖ · ‖ naziva seminorma.

Propozicija 1.34. Svaki normiran prostor (E,‖ · ‖) je i metriqki u odnosu na
tzv. metriku indukovanu normom. Ta metrika je data sa d(x,y) = ‖x−y‖, x,y ∈ E.

Kako je svaki metriqki prostor i topoloxki, pojmovi neprekidnosti,
granice niza itd. mogu da se ispituju u svakom normiranom prostoru.

Propozicija 1.35. Neka je E NVP. Tada su operacije vektorskog prostora nepre-
kidne funkcije.

Definicija 1.36. Neka je E NVP i y ∈ E. Tada sa SR(y) oznaqavamo sferu
polupreqnika R sa centrom u y, tj. skup taqaka {x ∈ E : ‖x − y‖ = R}.
Ako umesto ,,=” u prethodnoj definiciji stoji < (resp. ≤) odgovaraju�i skup
taqaka naziva se otvorena (resp. zatvorena) lopta polupreqnika R sa centrom
u y, oznaka LR(y) (resp. BR(y)).
Posebno, ako je E = Rn uvodimo oznaku Sn−1 := S1(0) i taj skup nazivamo (n− 1)−
dimenzionalna jediniqna sfera u Rn.

U nekim normiranim prostorima mo�e se uvesti preslikavaǌe koje nam
omogu�ava da izuqavamo geometriju tog vektorskog prostora.

Definicija 1.37. Neka je E vektorski prostor i (·|·) : E ×E→K preslikavaǌe
koje zadovoǉava identitete:
(SP 1) (x+ y|z) = (x|z) + (y|z);
(SP 2) (x|y) = (y|x);
(SP 3) (λx|y) = λ(x|y);
(SP 4) (x|x) ≥ 0;
(SP 5) (x|x) = 0⇔ x = 0;
Tada se preslikavaǌe (·|·) naziva skalarni proizvod na E, a (E, (·|·)) je unitarni
vektorski prostor.

Definicija 1.38. Neka je E unitarni prostor i x,y ∈ E. Ako je (x|y) = 0 ka�emo
da su vektori x i y ortogonalni, oznaka x⊥y.

Definicija 1.39. Neka je E unitarni vektorski prostor. Tada se ǌegov pot-
prostor E⊥ := {x ∈ E : (x|y) = 0 za sve y ∈ E} naziva ortogonalni komplement
prostora E.
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1.5. Gama funkcija

U poglavǉu 5.2 tra�i�emo fundamentalno rexeǌe Laplasovog operatora
∆. Vide�emo da se u tom rexeǌu javǉa specijalna funkcija, tzv. gama
funkcija, i zbog toga je sada uvodimo.

Ojlerov integral druge vrste

Γ (z) =
∫ ∞

0
xz−1e−xdx, <z > 0, (1.5.1)

se naziva gama funkcija. Oqigledno je konvergentan za sve z ∈ C, <z >
0. Pritom, xz−1 := e(z−1)lnx. Analitiqkim produ�eǌem ovog integrala gama
funkciju mo�emo definisati i za z ∈ C, <z ≤ 0, z , 0,−1,−2, .... Iz (1.5.1)
parcijalnom integracijom dolazimo do formule redukcije

Γ (z+ 1) = z · Γ (z), <z > 0. (1.5.2)

Preko gama funkcije mo�e se izraziti povrxina (n − 1)−dimenzionalne
jediniqne sfere (Def. 1.36):

|Sn−1| = 2πn/2

Γ (n/2)
. (1.5.3)

To je formula koja se dokazuje u teoriji mere, a nama �e u poglavǉu 5.2 biti
posebno va�na. Qitaoce zainteresovane za dokaz jednakosti (1.5.3) upu�ujemo
na [5].
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Glava 2

Lokalno konveksni prostori

Neka je K ∈ {R,C}.

2.1. Topoloxko vektorski prostori

Definicija 2.1. Vektorski prostor E nad poǉem K snabdeven topologijom τ
se naziva topoloxko vektorski prostor, skra�eno TVP, akko je topologija τ
kompatibilna sa operacijama vektorskog prostora u slede�em smislu:
(T V P 1) preslikavaǌe (x,y) 7→ x+ y, E ×E→ E je neprekidno;
(T V P 2) preslikavaǌe (λ,x) 7→ λx, K×E→ E je neprekidno.

Podrazumevamo, naravno, da u prethodnoj definiciji posmatramo topolo-
giju Tihonova (Def. 1.17) na odgovaraju�im proizvodima prostora.

Primer 2.2. Svaki normiran vektorski prostor je topoloxko vektorski pros-
tor (ovo sledi iz propozicije 1.35).

Prvo xto vidimo iz osobine (TVP 1) jeste da je translacija x 7→ x+a home-
omorfizam TVP-a. Zaista, kako je inverzna funkcija translacije ponovo
translacija, iz pomenute osobine sledi �eǉena neprekidnost.
Da bismo u potpunosti poznavali topologiju TVP-a dovoǉno je poznavati
familiju okolina nule. Zaista, to sledi iz qiǌenice da je translacija
homeomorfizam TVP-a, pa je skup V okolina nule akko je V +a okolina taqke
a.

Primetimo jox da iz osobine (TVP 1) sledi da ako je V okolina nule tada
postoji okolina nule U takva da je U +U ⊆ V . Ova osobina se qesto koristi
pri dokazivaǌu raznih tvr�eǌa vezanih za topoloxko vektorske prostore.

Definicija 2.3. Neka je E vektorski prostor nad K ∈ {R,C} i A ⊆ E. Skup A
je:
• apsorbuju�i akko ∀x ∈ E ∃cx > 0 ∀λ ∈K

(
|λ| ≤ cx⇒ λx ∈ A

)
;

• balansiran akko ∀x ∈ A ∀λ ∈K
(
|λ| ≤ 1⇒ λx ∈ A

)
.

Va�na je slede�a.

Teorema 2.4. U TVP-u E postoji fundamentalni sistem okolina nule, oz-
naqimo ga sa R, tako da va�i:
(NO 1) svaka V ∈ R je apsorbuju�a;
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(NO 2) svaka V ∈ R je balansirana;
(NO 3) za svaku V ∈ R postoji U ∈ R tako da va�i U +U ⊆ V .

Obratno, neka je E vektorski prostor nad K i R filter baza koja zadovo-
ǉava uslove (NO1)− (NO3). Onda postoji jedinstvena topologija na E u odnosu
na koju je E topoloxko vektorski prostor a R fundamentalni sistem okolina
nule.

Dokaz ove teoreme mo�e se na�i u [3] (teorema 1, poglavǉe 2.3).
Ako je R familija skupova iz drugog dela prethodne teoreme, onda konaqni

preseci ǌenih elemenata ponovo qine filter bazu. Tako, kao posledicu
prethodne teoreme dobijamo narednu propoziciju.

Propozicija 2.5. Neka je E vektorski prostor nad K i R′ filter baza koja
zadovoǉava uslove (NO1)− (NO3). Onda postoji jedinstvena topologija na E u
odnosu na koju je E topoloxko vektorski prostor a familija konaqnih preseka
elemenata iz R′ fundamentalni sistem okolina nule.

Primer 2.6. Familija lopti Bρ = {x : ‖x‖ ≤ ρ} u normiranom prostoru qini
filter bazu koja zadovoǉava uslove (NO 1)-(NO 3).

Primer 2.7. Neka je Ω ⊆Rn otvoren i C(Ω) vektorski prostor svih neprekid-
nih funkcija Ω→ K. Za K ⊆ Ω kompaktan i ε > 0 oznaqimo VK,ε = {f ∈ C(Ω) :
|f (x)| ≤ ε za sve x ∈ K}. Poxto je unija dva kompaktna skupa kompaktan skup,
skupovi VK,ε formiraju filter bazu koja zadovoǉava uslove (NO 1)-(NO 3). Dakle,
skupovi VK,ε formiraju fundamentalnu bazu okolina nule za topologiju u odnosu
na koju je C(Ω) TVP.

2.2. Lokalno konveksni prostori

Definicija 2.8. Topoloxko vektorski prostor (X,τ) je lokalno konveksan ako
svaka taqka ima fundamentalan sistem okolina qiji svaki element je konvek-
san skup.

Jasno, da bi TVP E bio lokalno konveksan, dovoǉno je da samo taqka 0
ima konveksnu bazu okolina. Umesto lokalno konveksan topoloxko vektor-
ski prostor pisa�emo kra�e lokalno konveksan prostor. U nastavku radimo
iskǉuqivo samo sa ovakvim prostorima. Ukoliko je R′ familija skupova iz
Propozicije 2.5, i svaki R ∈ R′ je konveksan, odgovaraju�a topologija bi�e
lokalno konveksna.

Primer 2.9. Prostori iz Primera 2.6, 2.7 su lokalno konveksni. Zaista, po
definiciji lopti i skupova VK,ε vidi se da je req o konveksnim skupovima.

Va�e odgovaraju�i analogoni Teoreme 2.4 i Propozicije 2.5 (videti [3],
poglavǉe 2.4, propozicije 4,5 i 6).

Propozicija 2.10. U lokalno konveksnom prostoru balansirane, zatvorene,
konvesne okoline nule formiraju fundamentalan sistem okolina nule.

Propozicija 2.11. Neka je E vektorski prostor i B filter baza na E koju qine
apsorbuju�i, balansirani, konveksni skupovi. Neka je R kolekcija svih skupova
λV , gde je λ > 0 i V ∈ B. Tada postoji jedinstvena topologija na E u odnosu na
koju je E lokalno konveksan prostor i R fundamentalni sistem okolina nule.
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Propozicija 2.12. Neka je E vektorski prostor i R kolekcija apsorbuju�ih,
balansiranih, konveksnih skupova. Oznaqimo sa R′ kolekciju svih konaqnih pre-
seka skupova λV , gde je λ > 0 i V ∈ R. Onda postoji jedinstvena topologija na
E za koju je E lokalno konveksni prostor a familija R fundamentalni sistem
okolina 0.

Primenimo prethodne propozicije na konkretne prostore (primeri 2.4.3
i 2.4.4 iz [3]).

Primer 2.13. Neka je E vektorski prostor i R kolekcija svih balansiranih,
apsorbuju�ih, konveksnih skupova. Oqito, R formira filter bazu, i ako V ∈
R onda λV ∈ R za sve λ > 0. Znaqi, R definixe topologiju na E koju zovemo
najfinija lokalno konveksna topologija.

Primer 2.14. U prostoru C(Ω) (primer 2.7) skupovi VK := VK,1 zadovoǉavaju
uslove propozicije 2.11. Poxto je VK,ε = εVK vidimo da je topologija opisana u
pomenutom primeru zaista lokalno konveksna, kako smo ve� pomenuli (Primer
2.9).

Mnoge teoreme funkcionalne analize imaju svoj analogon i u teoriji
topoloxko vektorskih prostora. Takve su npr. teorema o otvorenom pre-
slikavaǌu ili Han-Banahova teorema. Ovde navodimo geometrijski oblik
Han-Banahove teoreme za lokalno konveksne prostore, zato xto �emo je u
takvom obliku koristiti u tre�oj glavi pri dokazivaǌu teoreme o bipo-
larima. Izostavǉamo dokaz pomenute teoreme jer zahteva neke dodatne rezul-
tate. Dokaz se mo�e na�i u [3], str. 182, propozicija 5.

Teorema 2.15. Neka je E lokalno konveksan prostor nad R, ∅ , A ⊆ E zatvoren
i konveksan i a ∈ E \A. Tada postoji neprekidna linearna funkcionela f na E i
realan broj α tako da je f (x) > α za sve x ∈ A i f (a) < α.

Posledica 2.16. U realnom lokalno konveksnom prostoru svaki zatvoreni
konveksan skup A je presek svih zatvorenih poluprostora koji ga sadr�e.

2.3. Seminorme i linearna preslikavaǌa
Upravo smo videli jedan naqin da uvedemo lokalno konveksnu topologiju.

Me�utim, tako uvedena topologija mo�e da se opixe i drugim alatom, pomo�u
seminormi (Def. 1.33).

Sve se bazira na slede�oj lemi.

Lema 2.17. Neka je E vektorski prostor i q seminorma na E. Tada je skup
V = {x ∈ E : q(x) ≤ 1} apsorbuju�i, balansiran i konveksan.

Dokaz. Ako je q(x),q(y) ≤ 1 i λ ∈ (0,1), onda je q(λx+(1−λ)y) ≤ λq(x)+(1−λ)q(y) ≤
λ+(1−λ) = 1. Tako�e, ako je |λ| ≤ 1 onda je q(λx) = |λ|q(x) ≤ q(x), pa jox preostaje
ispitati svojstvo apsorpcije. Poxto je V balansiran, dovoǉno je za dato
x ∈ E pokazati da postoji µ ∈ K tako da x ∈ µV . Ali, ako je q(x) = α , 0, onda
je q(α−1x) = 1 pa tvr�eǌe sledi. �

Neka je sada (qi)i∈I familija seminormi na vektorskom prostoru E, i za
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svako i ∈ I, Vi = {x ∈ E : qi(x) ≤ 1}. Iz Propozicije 2.12 sledi da konaqni
preseci skupova εVi, ε > 0, formiraju fundamentalan sistem okolina nule za
lokalno konveksnu topologiju na E. Svaki skup εVi =: Vi,ε sastoji se od svih
x ∈ E takvih da je qi(x) ≤ ε, i stoga fundamentalni sistem okolina nule za
dotiqnu topologiju qine skupovi

Vi1,...,in,ε1,...,εn = {x ∈ E : qik (x) ≤ εk ∀k ≤ n}, (2.3.1)

gde je {i1, ..., in} konaqan podskup indeksnog skupa I i εk > 0, k ≤ n.
Jedan ekvivalentan (Def 1.23) fundamentalni sistem okolina nule dat je sa

Vi1,...,in,ε = {x ∈ E : qik (x) ≤ ε ∀k ≤ n}, (2.3.2)

{i1, ..., in} ⊆ I, ε > 0.

Primer 2.18. Na prostoru C(Ω) definixemo seminorme na slede�i naqin: ako
je K ⊆Ω kompaktan stavimo qK (f ) = max

x∈K
|f (x)|. Tada se skupovi VK iz Primera

2.14 mogu zapisati kao VK = {f ∈ C(Ω) : qK (f ) ≤ 1}. Prema tome, ove seminorme
definixu lokalno konveksnu topologiju koja je data u Primeru 2.14.

Primer 2.19. Svaki NVP je lokalno konveksan prostor qija je topologija de-
finisana jednom jedinom seminormom koja je ujedno i norma.

U praksi se topologija lokalno konveksnog prostora najqex�e zadaje na
upravo opisani naqin, dakle pomo�u familije seminormi. Veoma je po�eǉno
da ta familija bude zasi�ena, xto je pojam koji preciziramo u nastavku.

Neka je (qi)1≤i≤n konaqna familija seminormi na vektorskom prostoru E.
Onda je funkcija q = maxqi definisana sa q(x) = max

1≤i≤n
qi(x) seminorma na E, i

imamo

{x| q(x) ≤ ε} =
n⋂
i=1

{x| qi(x) ≤ ε} = {x| qi(x) ≤ ε, 1 ≤ i ≤ n}. (2.3.3)

Ako je daǉe E TVP i sve qi su neprekidne, onda je i q neprekidna. Ka�emo
da je familija F seminormi zasi�ena (engl. saturated) akko za svaku konaqnu
potfamiliju (qi) od F seminorma maxqi tako�e pripada F . Ako je (qi)i∈I
zasi�ena familija seminormi koja definixe lokalno konveksnu topologiju
τ na E, onda je fundamentalni sistem okolina nule za τ saqiǌen od skupova
Vi,ε = {x ∈ E : qi(x) ≤ ε}. Da je to tako, jednostavno vidimo iz (2.3.3).

Ka�emo da su dve familije seminormi definisanih na istom prostoru E
ekvivalentne akko daju istu topologiju.

Ako imamo da je (qi)i∈I familija seminormi koja definixe lokalno kon-
veksnu topologiju prostora E, tada od ǌe lako mo�emo dobiti ekvivalentnu
familiju seminormi koja je zasi�ena. Potrebno je samo da umesto svake
konaqne potkolekcije (qik )1≤k≤n od (qi)i∈I uzmemo seminormu qi1,...,in := max

1≤k≤n
qik .

U nastavku �emo uvek umesto date familije seminormi posmatrati opisanu
zasi�enu familiju.

Recimo jox samo nekoliko reqi o linearnim preslikavaǌima, najva�ni-
joj klasi preslikavaǌa izme�u dva vektorska prostora. U sluqaju TVP-a,
zanima nas neprekidnost tih preslikavaǌa. Prvo dajemo pomo�nu lemu.
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Lema 2.20. Neka su E,F TVP i f : E→ F linearno. Ako je f neprekidno u nuli,
tada je neprekidno na celom E.

Dokaz. Neka je x ∈ E. Neka je W okolina 0 u F, tj. f (x) +W okolina taqke
f (x). Prema pretpostavci, postoji okolina nule V u prostoru E takva da je
f [V ] ⊆W . Ali onda, f [x+V ] ⊆ f (x) + f [V ] ⊆ f (x) +W . �

Teorema 2.21. Neka je E lokalno konveksan prostor qija je topologija defi-
nisana zasi�enom familijom seminormi (qi)i∈I , a F lokalno konveksan prostor
qija je topologija definisana familijom seminormi (rj)j∈J . Linearno preslika-
vaǌe f : E→ F je neprekidno akko za svaku seminormu rj postoji seminorma qi i
M > 0 tako da za sve x ∈ E va�i rj(f (x)) ≤Mqi(x).

Dokaz. (⇐) Neka va�i uslov iz teoreme i neka je W okolina nule u F. Onda
W sadr�i skup oblika {x ∈ F : rjk (x) ≤ ε, 1 ≤ k ≤ n}. Ako je sada rjk (f (x)) ≤
Mkqik (x), 1 ≤ k ≤ n, stavimo V = {x ∈ E : qik (x) ≤ ε

Mk
, 1 ≤ k ≤ n}. To je okolina

nule u E i f [V ] ⊆W , pa je prema lemi 2.20 funkcija f neprekidna.
(⇒) Neka je f neprekidno. Poxto je (qi)i∈I zasi�ena familija seminormi, za
svako j ∈ J postoji indeks i ∈ I i α > 0 tako da qi(x) ≤ α implicira rj(f (x)) ≤ 1.
Tvrdimo da je onda rj(f (x)) ≤ 1

αqj(x). Zaista, ako je qi(x) = 0 onda je qi(µx) = 0
za svako µ > 0 , pa je µrj(f (x)) ≤ 1 za svako µ > 0 i sledi rj(f (x)) = 0. Ako je
qi(x) , 0, onda je qi(

αx
qi(x) ) = α, i rj(f ( αx

qi(x) )) = α
qi(x)rj(f (x)) ≤ 1. �

Primer 2.22. U sluqaju da su E,F iz prethodne teoreme NVP, na osnovu Primera
2.19 vidimo da teorema 2.21 tvrdi da je za linearna preslikavaǌa izme�u normi-
ranih prostora neprekidnost ekvivalentna sa ograniqenox�u.

Definicija 2.23. Neka su E,F TVP i f : E→ F neprekidno i linearno.
Ako je f bijektivno i f −1 tako�e neprekidno (tj. f je homeomorfizam), onda je
f izomorfizam TVP-a.
Ako je f injektivno i f |E je izomorfizam, onda je f striktni morfizam TVP-a.

Dva TVP-a E i F su izomorfni akko postoji izomorfizam E na F.
Izomorfizam E na samog sebe je automorfizam.

2.4. Ograniqeni skupovi

Podsetimo se definicije ograniqenih skupova u normiranom prostoru:
ako je V normiran vektorski prostor i A ⊆ V , onda je A ograniqen ako postoji
r > 0 tako da A ⊆ Lr(0).

Ciǉ nam je da ovu definiciju uopxtimo na topoloxko vektorske prostore.
Usvoji�emo slede�u definiciju, koja potiqe od Kolmogorova i fon Nojmana
(videti [3], definicije 1 i 2, poglavǉe 2.6).

Definicija 2.24. Neka je E TVP i A,B ⊆ E.
• A apsorbuje B akko postoji α > 0 tako da je B ⊆ λA za sve |λ| > α;
• B je ograniqen akko ga apsorbuje svaka okolina nule.

Va�i slede�a lema.
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Lema 2.25. Skup B ⊆ E je ograniqen akko ga apsorbuje svaka fundamentalna
okolina nule.

Ako je A balansiran, onda A apsorbuje B ako postoji µ ∈K tako da B ⊆ µA.
Zaista, ako takvo µ postoji, onda iz |λ| ≥ |µ| tj. |λ−1µ| ≤ 1 oqito sledi

B ⊆ µA = λ(λ−1µ)A ⊆ λA.

Propozicija 2.26. Neka su E i F TVP i f : E→ F linearno i neprekidno pre-
slikavaǌe. Tada f slika svaki ograniqen podskup od E na ograniqen podskup od
F.

Dokaz. Neka je A ⊆ E ograniqen iW okolina nule u F. Onda je f −1[W ] okolina
nule u E i stoga apsorbuje A. Sledi da W apsorbuje f [A] (iz A ⊆ λf −1[W ]
sledi f [A] ⊆ λf [f −1[A]] ⊆ A). �

Posebno, xto je finija topologija nekog prostora to maǌe ograniqenih
skupova u ǌemu imamo.

Propozicija 2.27. Svaki podskup ograniqenog skupa je ograniqen. Unija dva
ograniqena skupa je ograniqen skup.

Dokaz. Dokazujemo samo drugi deo, prvi je jasan. Neka su A,B ograniqeni
skupovi u TVP E i V balansirana okolina nule u E. Onda za neke α > 0, β > 0
va�i A ⊆ αV i A ⊆ βV , pa je A∪B ⊆ γV , γ = max{α,β}. �

Induktivno dobijamo da va�i i naredna posledica.

Posledica 2.28. Unija konaqno mnogo ograniqenih skupova je ograniqen skup.

2.5. Finalne topologije

Ciǉ ovog poglavǉa je opisivaǌe topologije prostora D(Ω). Tu topolo-
giju uvex�emo kao finalnu topologiju kanoniqkih injekcija D(K) ↪→ D(Ω),
gde su K ⊆Ω kompaktni. Sve ovo precizno opisujemo.

Neka je F vektorski prostor i (EI )i∈I familija TVP-a nad istim poǉem
K. Za svako i ∈ I neka je fi linearno preslikavaǌe iz Ei u F. Oznaqimo sa Φ

skup lokalno konveksnih topologija na F za koje su svi fi neprekidni. Tada
je Φ , ∅ jer barem τadisc ∈ Φ . Neka je T najmaǌe gorǌe ograniqeǌe skupa Φ u
skupu svih topologija na F (Propozicija 1.14). Tada je T kompatibilna sa
vektorskom strukturom od F.

Neka je R filter baza na F koju qine svi balansirani, konveksni skupovi
V takvi da je za svaki i ∈ I skup f −1[V ] okolina nule u Ei. Dokaza�emo da
je R fundamentalni sistem okolina nule za T u F. Onda �e iz Propozicije
2.11 slediti da je T lokalno konveksna topologija na F.

Prema istoj propoziciji, R je fundamentalni sistem okolina nule za neku
lokalno konveksnu topologiju T ′ na F, i prema definiciji familije R svi fi
su neprekidni za T ′. Dokaza�emo da je T ⊆ T ′, pa �e iz definicije topologije
T kao najmaǌeg gorǌeg ograniqeǌa slediti T = T ′. Neka je U okolina nule za
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T u F. Tada U sadr�i skup V =
⋂n
i=1Vi gde Vi ∈ Ti, i ≤ n za neke Ti ∈ Φ. Poxto

je V apsorbuju�i, balansiran, konveksan i f −1
i [V ] =

⋂n
k=1 f

−1
i [Vk] je okolina

nule u Ei za svako i ∈ I, sledi V ∈ R, xto je i trebalo pokazati.
Upravo smo dokazali da je T najfinija lokalno konveksna topologija na

F za koju su svi fi neprekidni. Zva�emo je finalna lokalno konveksna topo-
logija na F za familiju (fi)i∈I , a qex�e �emo re�i samo ,,finalna topologija
za familiju (fi)i∈I”.
Ilustrujmo opisanu konstrukciju na slede�em primeru (primer 3, poglavǉe
2.6 u [3]).

Primer 2.29. Neka je F vektorski prostor i (Ti) familija lokalno konveksnih
topologija na F. Za svako i oznaqimo sa Ei prostor F snabdeven topologijom
Ti i neka je fi identiqko utapaǌe iz Ei u F. Tada je finalna topologija τ na
F za (fi) najve�e doǌe ograniqeǌe (Propozicija 1.15) topologija Ti u skupu svih
lokalno konveksnih topologija na F.
Zaista, τ je grubǉa od svake Ti. Balansiran, konveksan skup U je okolina nule
za τ ako je okolina nule za sve Ti. Stoga, ako je τ ′ lokalno konveksna topologija
na F grubǉa od svake Ti i U balansirana, konveksna okolina nule za T ′, onda je
U okolina nule za svaki Ti pa i za τ. Znaqi, τ je finija od τ ′.

Slede�u propoziciju �emo u qetvrtoj glavi vixe puta koristiti.

Propozicija 2.30. Neka je F vektorski prostor, (Ei)i∈I familija lokalno kon-
veksnih prostora i za svako i ∈ I fi : Ei → F linearno. Neka je F snabdeveno
finalnom topologijom T za (fi)i∈I . Neka je G lokalno konveksan prostor i g
linearno preslikavaǌe iz F u G. Onda je g neprekidno akko su sve g ◦ fi, i ∈ I
neprekidne funkcije.

Dokaz. (⇒) Kompozicija neprekidnih preslikavaǌa je neprekidna.
(⇐) Neka su sva preslikavaǌa g ◦ fi neprekidna i W balansirana, konveksna
okolina nule u G. Onda je prema pretpostavci f −1

i [g−1[W ]] okolina nule u Ei
za sve i ∈ I, pa poxto se radi o finalnoj topologiji, apsorbuju�i, balansi-
rani, konveksan skup g−1[W ] je okolina nule u F za T . Dakle, g je neprekidno.
�

Dajemo sada najva�niji primer.

Primer 2.31. Neka je Ω ⊆Rn otvoren i D(Ω) (koristi se jox i oznaka C∞c (Ω))
vektorski prostor svih glatkih1 funkcija sa kompaktnim nosaqem (Def. 1.12).
Za svaki K ⊆Ω kompaktan oznaqimo sa D(K) potprostor D(Ω) koji se sastoji
od svih f ∈ D(Ω) qiji je nosaq sadr�an u K. Tada je D(Ω) unija svih D(K), K ⊆Ω

kompaktan.
Za p ∈ Nn i ε > 0 neka je Vp,ε = {f ∈ D(K) : |∂pf (x)| ≤ ε za sve x ∈ K}. Analogno

kao u Primeru 2.14 zakǉuqujemo da skupovi Vp,ε2 zadovoǉavaju uslove Propozicije
2.12, pa ǌihovi konaqni preseci generixu lokalno konveksnu topologiju na D(K).

Sada mo�emo snabdeti prostor D(Ω) finalnom topologijom za kanoniqke
injekcije D(K) ↪→ D(Ω), i to je pomiǌana topologija koju �emo nadaǉe uvek
posmatrati na prostoru D(Ω), xto ne�emo posebno naglaxavati.

1Funkcija je glatka ako ima izvode proizvoǉnog reda koji su svi neprekidni.
2ǋima odgovaraju�e seminorme koje daju istu topologiju su qp(f ) = max

x∈K
|∂pf (x)|. Ove

seminorme tako�e definixu i topologiju prostora D(K).
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Za kraj ovog poglavǉa navodimo konstrukciju zvanu particija jedinice,
va�nu ne samo u funkcionalnoj analizi nego i u drugim granama matematike
(diferencijalnoj geometriji na primer). Pomo�u ǌe lokalna svojstva posma-
tranih objekata prenosimo na globalan nivo. Ovde �e nam taj pojam obezbe-
diti da je prostor D(Ω) iz Primera 2.31 neprazan (Posledica 2.35).

Definicija 2.32. Neka je X topoloxki prostor i (Ai)i∈I familija podskupova
X. Ka�emo da je (Ai) lokalno konaqna akko svaka taqka x ∈ X ima okolinu koja
seqe najvixe konaqno mnogo skupova familije (Ai)i∈I .

Definicija 2.33. Neka je Ω ⊆ Rn otvoren i (Ωi)i∈I otvoren pokrivaq za Ω.
Familija (αi)i∈I glatkih funkcija se naziva particija jedinice orijentisana ka
pokrivaqu (Ωi)i∈I akko va�i:
(a) αi ≥ 0 za sve i ∈ I;
(b) Ai = suppαi ⊆Ωi za sve i ∈ I;
(c) familija (Ai)i∈I je lokalno konaqna;
(d)

∑
i∈I αi(x) = 1 za sve x ∈Ω.

Primetimo da je suma u (d) dobro definisana na osnovu uslova (c).

Teorema 2.34. Particija jedinice uvek postoji ma kako birali pokrivaq (Ωi)i∈I .

Dokaz se mo�e videti u [3], strana 168, teorema 4.

Posledica 2.35. Neka je Ω ⊆Rn otvoren, A ⊆Ω zatvoren i A ⊇ V ⊂Ω otvoren.
Tada postoji glatka funkcija ϕ takva da je 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 za x ∈Ω, ϕ(x) = 1 za x ∈ A,
i ϕ(x) = 0 za x ∈ V c.

Dokaz. Primenimo teoremu 2.34 na pokrivaq {V ,Ac} skupa Ω. Ako je (α1,α2)
particija jedinice orijentisana ka (Ω1,Ω2), mo�emo birati ϕ = α1 jer α1 +
α2 = 1 i suppα2 ⊆ Ac impliciraju da je α1(x) = 1 za sve x ∈ V c. �

15



Glava 3

Dualnost

Ciǉ ove glave je uvo�eǌe topologije koju �emo posmatrati na prostoru
distribucija. Radi se o tzv. jakoj topologiji ili topologiji uniformne
konvergencije na ograniqenim skupovima. Poqiǌemo od pojma uparivaǌa vek-
torskih prostora. Ponovo smatramo da K ∈ {R,C}.

3.1. Uparivaǌe prostora

Definicija 3.1. Neka su F i G vektorski prostori nad istim poǉem K.
Prostori F i G su upareni ili qine par akko postoji bilinearna funkcionela
B : F ×G→K.

Definicija 3.2. Neka su F i G prostori upareni preslikavaǌem B.
Ka�emo da par (F,G) razdvaja taqke od F (ili da bilinearno preslikavaǌe B

razdvaja taqke od F) akko ∀0 , x ∈ F ∃0 , y ∈ G B(x,y) , 0.
Analogna je definicija za razdvajaǌe taqaka od G.

Ako par (F,G) razdvaja taqke i od F i od G, ka�emo da je razdvojen ili da
taj par qini dualni sistem u odnosu na B.

Ako F i G qine dualni sistem u odnosu na B, realni vektorski prostori
F0 i G0 dobijeni posmatraǌem F i G kao vektorskih prostora nad R qine
dualni sistem u odnosu na preslikavaǌe B1 dato sa B1(x,y) =<B(x,y).

Nadaǉe, umesto:,,neka su F i G vektorski prostori upareni bilinearnim
preslikavaǌem B”, re�i �emo kra�e: neka su F i G upareni (qine par) u
odnosu na B.

Primer 3.3. Neka je E vektorski prostor nad K. Oznaqimo sa E∗ skup svih
linearnih funkcionela na E. Ukoliko na E∗ definixemo operacije sabiraǌa
funkcija i mno�eǌa funkcije skalarom na uobiqajen naqin, E∗ tako�e postaje
vektorski prostor koji nazivamo algebarski dual od E. Napomenimo da je nula
vektor prostora E∗ funkcija 0 definisana sa 0(x) = 0 za sve x ∈ E. Prostori E i
E∗ su upareni u odnosu na tzv. kanoniqku bilinearnu funkcionelu (x,f ) 7→ 〈x,f 〉,
E ×E∗→K, koja je definisana sa 〈x,f 〉 = 〈f ,x〉 = f (x), x ∈ E.

Ovako upareni prostori qine i dualni sistem. Zaista, par (E,E∗) razdvaja
taqke od E∗ prema definiciji nula vektora u E∗. Doka�imo da taj par razdvaja
i taqke od E. Neka je 0 , x ∈ E i (ei)i∈I algebarska baza od E. Tada je x =

∑
i∈I αiei
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za neke skalare αi ∈K. Mora biti αk , 0 za neko k, pa ako je g ∈ E∗ preslikavaǌe
koje svakom vektoru y =

∑
i∈I βiei dodeǉuje ǌegovu k-tu koordinatu βk, sledi da

je 〈x,g〉 = αk , 0.

Primer 3.4. Slede�i primer je od suxtinskog znaqaja za definisaǌe prostora
distribucija, i, uopxte, predstavǉa vrlo va�an koncept u matematici i
ǌenim primenama.

Neka je sada E TVP i oznaqimo sa E′ skup svih neprekidnih linearnih funk-
cionela na E. Tada je E′ potprostor prostora E∗. Zaista, E′ ⊆ E∗, i poka�imo:
(i) f ,g ∈ E′⇒ f + g ∈ E′;
(ii) α ∈K, f ∈ E′⇒ αf ∈ E′.
Neka je dato ε > 0.
(i) Iz neprekidnosti f i g nalazimo okoline nule u E, neka su to U i V , tako da
x ∈ U ⇒ |〈x,f 〉| < 1

2ε i x ∈ V ⇒ |〈x,g〉| < 1
2ε. Prema tome, x ∈ U ∩V ⇒ |〈x,f + g〉| < ε,

i prema lemi 2.20 sledi f + g ∈ E′.
(ii) Sasvim sliqno, iz neprekidnosti f imamo okolinu nule U u E za koju va�i
x ∈ U ⇒ |〈x,f 〉| < ε

|α| . Ali onda x ∈ U ⇒ |〈x,αf 〉| = |α||〈x,f 〉| < ε i ponovo na osnovu
leme 2.20 αf ∈ E′.

Na osnovu dokazanog, E′ je i sam vektorski prostor. Nazivamo ga (topolo-
xki) dual prostora E. Restrikciju na E×E′ kanoniqke bilinearne funkcionele
(x,f ) 7→ 〈x,f 〉 oznaqavamo na isti naqin, sa 〈·, ·〉. Ona oqito razdvaja taqke od
E′,a ako je E lokalno konveksan i Hauzdorfov, ona razdvaja i taqke od E.

U nastavku smatra�emo da (E,E∗) i (E,E′) posmatramo uvek u odnosu na
kanoniqku bilinearnu formu.

Pravi znaqaj pojma razdvajaǌa taqaka iz same definicije nije oqigledan.
Istaknimo ga na ovom mestu u nekoliko reqenica.

Neka F i G qine par u odnosu na B. Za svako x ∈ F preslikavaǌe x∗ :
y 7→ B(x,y) je linearna funkcionela na G, tj. element algebarskog duala G∗.
Tako�e, preslikavaǌe Ψ : x 7→ x∗, Ψ : F → G∗ je oqito linearno. Ako B razd-
vaja taqke od F, onda je ovo preslikavaǌe injektivno (po samoj definiciji
3.2). Prema tome, F mo�emo poistovetiti sa vektorskim potprostorom Ψ [F]
od G∗. Ukoliko ovu identifikaciju izvrximo, ka�emo da smo F kanoniqki
identifikovali sa vektorskim potprostorom od G∗. U tom sluqaju, biline-
arna forma (x,y) 7→ B(x,y) je restrikcija na F×G kanoniqke bilinearne forme
(x,y) 7→ 〈x,y〉 na F ×F∗, i zbog toga se tada i pixe 〈x,y〉 umesto B(x,y).

Sliqno, ako B razdvaja taqke od G, preslikavaǌe Φ : y 7→ y∗ iz G u F∗ je
injektivno i G se mo�e posmatrati kao potprostor od F∗.

Ako F i G qine par u odnosu na B, tada se na F i G mogu definisati
lokalno konveksne topologije σ (F,G) i σ (G,F) koje se nazivaju slabe topolo-
gije. Zbog simetriqnosti ǌihovih definicija bavimo se samo sa σ (F,G).

Ako y ∈ G, onda je preslikavaǌe x 7→ B(x,y) seminorma na F. Ako oznaqimo
ovu seminormu sa qy, tada je topologija σ (F,G) definisana familijom semi-
normi (qy)y∈G. Prema (2.3.2), fundamentalan sistem okolina nule za topolo-
giju σ (F,G) qine skupovi Uy1,...,yn,ε = {x ∈ F : |B(x,y)| ≤ ε}, gde je (yi)i≤n konaqna
familija elemenata iz G a ε > 0.

Primetimo da ako B razdvaja taqke od F i identifikujemo F kanoniqki sa
vektorskim potprostorom od G∗, onda σ (G∗,G) indukuje na G topologiju σ (F,G).
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Propozicija 3.5. Neka F i G qine par u odnosu na B i neka je F snabdeveno
slabom topologijom σ (F,G). Za svako y ∈ G preslikavaǌe y∗ : x 7→ B(x,y) je
neprekidna linearna funkcionela na F, i obratno, ako je f neprekidna line-
arna funkcionela na F, onda postoji y ∈ G takvo da je f (x) = B(x,y) za svako
x ∈ F.

Dokaz. (⇒) Ve� znamo da je y∗ linearna funkcionela. Da je ona neprekidna u
odnosu na slabu topologiju doka�imo prema Teoremi 2.21. Zaista, dovoǉno
je uoqiti relaciju |y∗(x)| = |B(x,y)| = qy(x).
(⇐) Da doka�emo obrat iskoristi�emo slede�u lemu (za dokaz videti [3],
str. 186).

Lema 3.6. Neka je E vektorski prostor i f1, ..., fn linearne funkcionele na E.
Ako je f linearna funkcionela na E sa osobinom

Ker(f ) ⊇
n⋂
i=1

Ker(fi),

onda postoje skalari α1, ...,αn takvi da je f =
∑n
i=1αifi .

Neka je f linearna funkcionela na E neprekidna za slabu topologiju.
Prema Teoremi 2.21 postoje y1, ..., yn ∈ G takvi da je f (x) ≤ max

1≤i≤n
|B(x,yi)| za sve

x ∈ F. Odatle vidimo da je f (x) = 0 za sve x ∈ F za koje je B(x,yi) = 0, i ≤ n.
Sledi da va�e uslovi leme za funkciju f i f1, ..., fn, pa je f =

∑n
i=1αiy

∗
i za neke

αi ∈K, i ≤ n. Sada ako stavimo y =
∑n
i=1αiyi, imamo f (x) = B(x,y) za sve x ∈ F. �

Pritom, σ (F,G) je najmaǌa topologija na F za koju su sva preslikavaǌa
y∗, y ∈ G neprekidna. Zaista, ako je T topologija za koju su sva ta neprekidna,
onda za date x0 ∈ F,ε > 0 i y1, ..., yn ∈ G, postoji okolina V taqke x0 za T takva
da x ∈ V ⇒ |B(x − x0, yi)| ≤ ε za sve i ≤ n. Drugaqije reqeno, V ⊆ x0 +Uy1,...,yn,ε i
zaista je T finija od σ (F,G).

Zavrxavamo karakterizacijom pojma razdvajaǌa taqaka.

Propozicija 3.7. Neka su F i G upareni u odnosu na B i neka B razdvaja taqke
od F. Identifikujmo F kanoniqki sa potprostorom od G∗ i neka je na G∗ slaba
topologija σ (G∗,G). Tada B razdvaja taqke od G akko je F gust u G∗.

Dokaz. Neka par (F,G) razdvaja taqke od G. Neka je f ∈ G∗ takvo da je
f �F= 0 (Propozicija 2.15). Prema Propoziciji 3.5 postoji y ∈ G takvo da
je f (x) = 〈x,y〉, x ∈ G∗, i posebno 〈x,y〉 = 0 za sve x ∈ F. Prema pretpostavci to
implicira y = 0, dakle f = 0, pa na osnovu Propozicije 3.5 mora biti F = G∗.

Obratno, ako je F = G∗, prema propoziciji 3.5 postoji y ∈ G takvo da je
〈x,y〉 = 0 za sve x ∈ F. Prema pretpostavci tada je 〈x,y〉 = 0 za sve x ∈ G∗, a to
je mogu�e (Primer 3.3) samo za y = 0. Kontrapozicijom dobijamo tvr�eǌe. �

3.2. Polarnost

Definicija 3.8. Neka F i G qine par u odnosu na B. Ako je A ⊆ F, onda je
A◦ := {y ∈ G : |B(x,y)| ≤ 1} ⊆ G polarni skup za A.
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Navedimo neke jednostavne osobine polarnih skupova u slede�oj propozi-
ciji.

Propozicija 3.9. Neka su F i G upareni u odnosu na B i A,A1,A2 ⊆ F. Onda:
(a) A1 ⊆ A2⇒ A◦1 ⊇ A

◦
2;

(b) A ⊆ (A◦)◦ =: A◦◦;
(c) A◦ = A◦◦◦;
(d) A◦ je balansiran, konveksan skup u G zatvoren za σ (F,G);
(e) (λA)◦ = 1

λA
◦ za λ , 0. Specijalno, A◦ je apsorbuju�i akko je A ograniqen za

σ (F,G);

(f ) ako je Ai ⊆ F, i ∈ I, onda je
(⋃

i∈I Ai

)◦
=

⋂
i∈I A

◦
i .

Dokaz. (a) Ako y ∈ A◦2 onda je |B(x,y)| ≤ 1 za sve x ∈ A2, pa samim tim i za sve
x ∈ A1; dakle y ∈ A◦1;
(b) ako x ∈ A onda je |B(x,y)| ≤ 1 za sve y ∈ A◦ pa x ∈ (A◦)◦;
(c) iz prethodno dokazanog vidimo da A ⊆ A◦◦⇒ A◦ ⊇ A◦◦◦. Sa druge strane je
prema (b), A◦ ⊆ (A◦)◦◦ = A◦◦◦;
(d) dokaza�emo istovremeno balansiranost i konveksnost. Neka y,z ∈ A◦ i
λ,µ ∈K, |λ|+ |µ| ≤ 1. Tada za svako x ∈ A imamo

|B(x,λy +µz)| ≤ |λ| · |B(x,y)|+ |µ| · |B(x,z)| ≤ |λ|+ |µ| ≤ 1,

tj. λy +µz ∈ A◦ i A◦ je balansiran (µ = 0) i konveksan (λ,µ > 0, λ+µ = 1).
Doka�imo ograniqenost: mo�emo zapisati A◦ =

⋂
x∈AAx, gde je Ax = {y ∈ G :

|B(x,y)| ≤ 1}. Stoga je dovoǉno dokazati da je svaki Ax zatvoren u σ (G,F). Ali,
Ax je inverzna slika zatvorenog skupa σ (G,F)-neprekidnim preslikavaǌem
y 7→ B(x,y) (Propozicija 3.5), pa je i sam zatvoren (1.6);
(e) y ∈ (λA)◦ je ekvivalentno sa |B(λx,y)| = |B(x,λy)| ≤ 1 za sve x ∈ A, tj. λy ∈ A◦.
Pretpostavimo da je A◦ apsorbuju�i i neka y ∈ G. Onda postoji µ > 0 tako
da µy ∈ A◦, xto prema upravo dokazanom znaqi da y ∈ (µA)◦. Ali onda qy(x) =
|B(x,y)| ≤ 1

µ za sve x ∈ A tj. A je σ (F,G)-ograniqen. Obratno, ako je A σ (F,G)-

ograniqen, onda za svako y ∈ G postoji µ > 0 takvo da je |B(x,y)| ≤ 1
µ za sve x ∈ A.

Sledi µy ∈ A◦, pa poxto je A◦ balansiran posledǌa relacija je dovoǉna da
zakǉuqimo da je A◦ apsorbuju�i.
(f ) va�i slede�i niz ekvivalencija:

y ∈
(⋃

i∈I Ai

)◦
⇔ |B(x,y)| ≤ 1 za sve x ∈

⋃
i∈I Ai⇔ |B(x,y)| ≤ 1 za sve x ∈ Ai i i ∈ I ⇔

y ∈
⋂
i∈I A

◦
I . �

Primetimo da prethodna propozicija utvr�uje kako ◦ ,,deluje” na uniju.
Da bismo videli kako ◦ ,,deluje na presek”, i da li va�i jednakost dualna
onoj iz (f ), treba�e nam slede�a teorema o bipolarima.

Teorema 3.10. Neka F i G formiraju par. Ako je ∅ , A ⊆ F, onda je A◦◦ balan-
sirana, konveksna, σ (F,G)-zatvorena obvojnica od A, tj. najmaǌi balansirani,
konveksni nadskup A koji je zatvoren za topologiju σ (F,G).

Dokaz. Prema propoziciji 3.9(b), (d), A◦◦ je balansirani,konveksni,σ (F,G)−
ograniqeni nadskup A. Stoga trebamo samo dokazati minimalnost, tj. ako
je D balansirani, konveksni, σ (F,G)−ograniqeni nadskup A onda je A◦◦ ⊆ D.
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Dokaza�emo Dc ⊆ (A◦◦)c. Neka a < D. Prema Teoremi 2.15 postoji neprekidna
linearna funkcionela na realnom vektorskom prostoru F0 koji je ,,podskup”
od F i α ∈ R tako da je f (x) < α za x ∈ D i f (a) > α. Poxto 0 ∈ D sledi
α > f (0) = 0, pa zbog linearnosti f mo�emo pretpostaviti α = 1. Ako je F
realan vektorski prostor, onda se F i F0 poklapaju. Ako je F kompleksan
vektorski prostor onda je x 7→ f (x)− ıf (ıx) linearna funkcionela neprekidna
za σ (F,G). Prema Propoziciji 3.5 postoji y ∈ G tako da je f (x) = <B(x,y)
za sve x ∈ F. Poxto je D balansiran imamo |B(x,y)| ≤ 1 za sve x ∈ D, dakle
y ∈ D◦ ⊆ A◦. Sa druge strane |B(a,y)| ≥ f (a) > 1. Posledǌa dva zakǉuqka daju
da a < A◦◦. �

Propozicija 3.11. Neka je (Ai)i∈I familija balansiranih, konveksnih, nepraznih
podskupova od F koji su zatvoreni za σ (F,G). Tada je polarni skup od

⋂
i∈I Ai

balansirana konveksna, σ (G,F)−zatvorena obvojnica od
⋃
i∈I A

◦
i .

Dokaz. Prema teoremi o bipolarima imamo Ai = A◦◦i i stoga prema posledǌem
delu prethodne propozicije va�i:⋂

i∈I
Ai =

⋂
i∈I
A◦◦i =

(⋃
i∈I
A◦I

)◦
,

znaqi (⋂
i∈I
Ai

)◦
=

(⋃
i∈I
A◦i

)◦◦
.

Ponovo koriste�i Teoremu 3.10 zakǉuqujemo da je desna strana balansira-
na,konveksna, σ (G,F)−zatvorena obvojnica od

⋃
i∈I A

◦
i . �

Ako je M vektorski potprostor od F, onda je |B(x,y)| ≤ 1 za sve x ∈M mogu�e
jedino u sluqaju |B(x,y)| = 0 za sve x ∈M. Prema tome, u ovom sluqaju mo�emo
smatrati M◦ za ortogonalni komplement M⊥ koji smo ranije uveli za normi-
rane prostore (Def. 1.39).

3.3. Topologija uniformne konvergencije

Neka su F i G upareni u odnosu na B. Oznaqimo sa ℘ kolekciju nekih
σ (F,G)−ograniqenih podskupova F. Onda prema Propoziciji 3.9 polarni
skupovi A◦ skupova A ∈ ℘ formiraju kolekciju apsorbuju�ih, balansiranih,
konveksnih skupova u G. Prema Propoziciji 2.12 ovi polarni skupovi defin-
ixu lokalno konveksnu topologiju na G. Bazu okolina nule u G za tu topo-
logiju qine konaqni preseci skupova λA◦, λ > 0, A ∈ ℘. Ovu topologiju �emo
zvati topologija uniformne konvergencije na skupovima familije ℘, ili kra�e
℘−topologija.
Napomenimo da ukoliko �elimo da opixemo familiju seminormi koja daje
℘−topologiju, onda su odgovaraju�e seminorme date sa qA(y) = sup

x∈A
|B(x,y)|, kad

A prolazi skupom ℘. Naime, qA(y) ≤ ε⇔ y ∈ εA◦, pa formula (2.3.2) pokazuje
da su te topologije iste.

Propozicija 3.12. Neka su F i G upareni i ℘ kolekcija nekih σ (F,G)−ograniqenih
podskupova F. Tada �emo dobiti istu ℘−topologiju zamenom kolekcije ℘ bilo
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kojom od slede�ih kolekcija:
(a) svi podskupovi skupova iz ℘;
(b) konaqne unije skupova iz ℘;
(c) skupovi λA, gde λ ∈K, A ∈ ℘;
(d) σ (F,G)−zatvaraǌa skupova iz ℘;
(e) balansirane, konveksne, σ (F,G)−zatvorene obvojnice skupova iz ℘.

Dokaz. Treba pokazati da su polarni skupovi elemenata kolekcija (a) − (e)
tako�e okoline σ -topologije. Koristimo Propoziciju 3.9.
(a) Ako je A1 ⊆ A ∈ ℘, onda je A◦1 ⊇ A◦ pa je i A◦1 okolina nule;

(b) ako Ai ∈ ℘, oqigledno je da je
(⋃n

i=1Ai

)◦
=

⋂n
i=1A

◦
I okolina nule;

(c) za λ , 0 skup (λA)◦ = 1
λA
◦ je okolina nule; za λ = 0 imamo da je (0A)◦ = G

tako�e okolina nule;
(d) va�i A ⊆ A ⊆ A◦◦ jer je A◦◦ zatvoren. Sledi A◦ ⊇ A◦ ⊇ A◦◦◦ = A◦, znaqi
A
◦

= A◦ je okolina nule;
(e) ako A ∈ σ, onda je A◦◦ balansirana, konveksna, σ (F,G)−zatvorena obvojnica
od A (teorema o bipolarima), pa je (A◦◦)◦ = A◦ okolina nule. �

Znamo da ako F i G formiraju par koji razdvaja taqke od F, onda F mo�e da
se posmatra (kanoniqki) kao potprostor od G∗. Stoga je opravdana naredna
definicija.

Definicija 3.13. Neka F i G qine par koji razdvaja taqke od F i T lokalno
konveksna topologija na G. Ka�emo da je T kompatibilna sa parom (F,G) akko
je F dual od G za topologiju T .

Dakle, T je kompatibilna sa parom (F,G) akko su sva neprekidna linearna
preslikavaǌa na G taqno ona definisana elemetima iz F, tj. oblika y 7→ 〈x,y〉
za neko x ∈ F.

Primer 3.14. Neka je E TVP sa topologijom T i E′ ǌegov dual (primer 3.4).
Onda je T kompatibilna sa parom (E,E′) po samoj definiciji duala.

Primer 3.15. Ve� smo pokazali (Propozicija 3.5) da ako (F,G) razdvaja taqke
od G, onda je slaba topologija σ (F,G) kompatibilna sa parom (F,G). U nastavku
smo qak pokazali da je σ (F,G) najmaǌa takva topologija.

Primer 3.16. Neka je E Banahov prostor i E′ ǌegov dual. Kao xto smo videli
topologija σ (E′,E) jeste kompatibilna sa parom (E,E′). Treba znati da topo-
logija indukovana normom u opxtem sluqaju nije kompatibilna sa parom (E,E′).
Ako je E na primer Hilbertov prostor to ipak jeste sluqaj. Opxtije, ako je E
bilo koji refleksivan prostor topologija indukovana normom je kompatibilna
sa parom (E,E′) (videti [3], primer 4, str. 198).

Propozicija 3.17. Neka F i G qine par koji razdvaja taqke od F. Tada su
konveksni, zatvoreni skupovi isti za sve lokalno konveksne topologije na G
koje su kompatibilne sa parom (F,G).

Dokaz. S obzirom da pojmovi konveksnosti i zatvorenosti ne zavise od poǉa
K nad kojim posmatramo F i G, pretpostavimo da je K =R. Prema posledici
Han-Banahove teoreme 2.16 imamo da je svaki zatvoren konveksan skup presek
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svih zatvorenih poluprostora koji ga sadr�e. S obzirom da su jednaqine tih
poluprostora oblika f (x) ≤ α gde je f neprekidna linearna funkcionela, i
da su neprekidne linearne funkcionele iste za sve topologije kompatibilne
sa (F,G), tvr�eǌe sledi. �

Bez dokaza navodimo va�nu qiǌenicu da se svaka lokalno konveksna topo-
logija mo�e dobiti kao ℘−topologija za neku pogodno odabranu familiju ℘.

Najzad dolazimo do momenta kada uvodimo topologiju kojom �emo snab-
deti nax prostor distribucija. Ispostavǉa se da je ta topologija zapravo
℘−topologija za odgovaraju�u familiju ℘. Naime, s obzirom da ℘ biramo kao
kolekciju nekih σ (F,G)-ograniqenih skupova, od posebnog je interesa topolo-
gija koju dobijamo ako odaberemo da je ℘ kolekcija svih σ (F,G)−ograniqenih
skupova:

Definicija 3.18. Neka F i G qine par. Ako je ℘ kolekcija svih σ (F,G)−ograni-
qenih skupova u F, onda se odgovaraju�a ℘−topologija na G naziva jaka topolo-
gija ili topologija uniformne konvergencije na ograniqenim podskupovima od
F i obele�ava se sa β(G,F).

Topologija β(G,F) nije nu�no kompatibilna sa parom (F,G) (u smislu
Definicije 3.13).
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Glava 4

Distribucije

4.1. Motivacija

Navodimo slede�i primer iz [7].

Primer 4.1. Pretpostavimo da merimo temperaturu u prostoriji pomo�u
termometra. Oznaqimo sa f (x) temperaturu u taqki x naxe prostorije. Taqku
x mo�emo posmatrati kao materijalnu taqku koja nema dimenziju, ali to nije
sluqaj sa iglom termometra. Zato kad prislonimo iglu termometra blizu
taqke x mi zapravo vixe merimo temperaturu u okolini taqke x nego u samoj
taqki x. To znaqi da pre merimo neku sredǌu veliqinu

∫
f (x)ϕ(x)dx, gde ϕ zavisi

od samih osobina termometra i pozicije gde postavǉamo termometar, znaqi ϕ
nije isto za sve taqke x. Poxto smo sada videli da je zarad razloga fizike boǉe
posmatrati neke sredǌe veliqine nego vrednosti u taqki (a npr. u kvantnoj
teoriji poǉa neka poǉa ni nemaju vrednosti u taqki), dopustimo da naxe f
mo�da nema vrednost u taqki. To znaqi da posmatramo xiru klasu objekata
nego xto su funkcije-nazovimo ih uopxtene funkcije.

U nastavku dajemo i qisto matematiqku motivaciju za izuqavaǌe ovakvih
funkcija, a u poglavǉima koja slede se bavimo detaǉnim prouqavaǌem ovog
va�nog pojma.

Primer 4.2. Neka je f (x) = |x|, x ∈ R. Tada je, kao xto znamo, f ′(x) = 1 za x > 0,
f ′(x) = −1 za x < 0, dok izvod f ′(0) nije definisan. Prirodno je, dakle, re�i da
je izvod f ′ jednak funkciji znaka sgn, za koju ne preciziramo vrednost u nuli.
U svakom sluqaju, vidimo da je f ′′(x) = 0 na R \ {0}. Ali xta je sa vrednosti
drugog izvoda u nuli? Ako prirodno stavimo da je f ′′(0) = 0, tj. f ′′(x) = 0 za sve
x ∈R, onda lako vidimo f ′(x) = c i f (x) = cx za neko c ∈R. Me�utim, ni za jedno
c funkcija x 7→ cx nije jednaka funkciji x 7→ |x|. Rexeǌe je u tome da drugi izvod
f ′′ postoji samo kao uopxtena funkcija, i to f ′′ = 2δ (videti i Primer 4.25).

4.2. Definicija distribucija

Xvarcova definicija:

Definicija 4.3. Neka je Ω otvoren podskup Rn i D(Ω) prostor glatkih funkcija
sa kompaktnim nosaqem snabdeven topologijom iz Primera 2.31. Neprekidna
linearna funkcionela na Ω se naziva distribucija definisana na Ω.
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Prema tome, D′(Ω) je prostor svih distribucija na Ω. Najqex�e posma-
tramo D′(Ω) snabdeven jakom topologijom β(D′(Ω),D(Ω)) iz Definicije 3.18.
U nastavku Ω �e stalno oznaqavati neki otvoreni podskup Rn. Ako je Ω =Rn

pixemo samo D′ umesto D′(Rn).

Propozicija 4.4. Linearna funkcionela T na D(Ω) je distribucija akko za
svaki K ⊆Ω kompaktan postoji M > 0 i m ∈N tako da za sve ϕ ∈ D(K) va�i

|〈T ,ϕ〉| ≤M max
|p|≤m

max
x∈Ω

|∂pϕ(x)|. (4.2.1)

Napomenimo da uslov (4.2.1) mo�e da se zameni sa

|〈T ,ϕ〉| ≤M
∑
|p|≤m

max
x∈Ω
|∂pϕ(x)|. (4.2.2)

Dokaz propozicije 4.4. Prema Propoziciji 2.30 linearna funkcionela T
na D(Ω) je neprekidna akko su sve T ◦ ıK neprekidne na D(K) dok K prolazi
kompaktnim podskupovima Ω. Sada iz Teoreme 2.21 i definicije seminormi
na prostoru D(K) (fusnota u Primeru 2.31) sledi tra�eno tvr�eǌe. �

Neki autori uslov (4.2.1) uzimaju za definiciju distribucija.

Primer 4.5. Neka f ∈ C(Ω) (Primer 2.7). Za svako ϕ ∈ D(Ω) va�i f ϕ ∈ D(Ω).
Dodefinixemo funkciju f ϕ da bude jednaka 0 van Ω. Sledi da

∫
Rn
f (x)ϕ(x)dx

postoji. Preslikavaǌe

Tf : ϕ 7→
∫
Rn
f (x)ϕ(x)dx (4.2.3)

je linearna funkcionela na D(Ω). Doka�imo da je i neprekidno, tj. poka�imo
uslov 4.2.1.
Neka je K ⊆ Ω kompaktan. Tada postoji a > 0 tako da je K sadr�an u kocki
{x ∈Rn : |xi | ≤ 1

2a, 1 ≤ i ≤ n}. Stavimo b = max
x∈K
|f (x)|. Onda:

|〈Tf ,ϕ〉| ≤
∫
Rn
|f (x)ϕ(x)|dx ≤ anb max

x∈Ω
|ϕ(x)|.

Prema tome, preslikavaǌe Tf za f ∈ C(Ω) definixe distribuciju na Ω koju
zovemo regularna distribucija.

Oqigledno je da je preslikavaǌe f 7→ Tf iz C(Ω) u D′(Ω) linearno. Poka�imo
da je i injektivno:

Neka je f , 0. Onda postoji x0 ∈ Ω f (x0) , 0. Rastavimo f = f1 + ıf2, gde su
f1, f2 realne funkcije. Zbog neprekidnosti f postoji α > 0 i r > 0 tako da neka
od nejednakosti fi > α, fi < −α va�i za bar jedan od indeksa i = 1,2. Neka je
χ ∈ D(Ω) nenegativna funkcija takva da je χ(x) = 1 za x ∈ B r

2
(x0) i χ(x) = 0 za

Br(x0)c (Posledica 2.35). Onda je

〈Tf ,χ〉 =
∫
Br (x0)

f1(x)χ(x)dx+ ı
∫
Br (x0)

f2(x)χ(x)dx , 0.

Odista, neka je npr. f2(x) > α u Br(x0). Onda je∫
Br (x0)

f2(x)χ(x)dx ≥
∫
B r

2
(x0)

f2(x)dx ≥ α|B r
2
(x0)|,
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gde je |B r
2
(x0)| mera (zapremina) lopte B r

2
(x0). Prema tome 〈Tf ,ϕ〉 , 0.

Napomenimo da �emo ponekad poistove�ivati neprekidnu funkciju f i odgo-
varaju�u regularnu distribuciju Tf , govore�i: regularna distribucija f .

Prema tome, svaku neprekidnu funkciju mo�emo posmatrati kao distribu-
ciju. Distribucije, tako, uopxtavaju pojam neprekidne funkcije. Mo�e se
pokazati da i svaka lokalno integrabilna funkcija definixe distribuciju
na isti naqin. U to se ovom prilikom ne�emo upuxtati, s obzirom da u ovom
radu ne koristimo Lebegovu teoriju mere. Detaǉi se mogu na�i u [4]. Zbog
postojaǌa ovakvih distribucija neki autori distribucije nazivaju uopxte-
nim funkcijama, iako mnogi pod ovim terminom podrazumevaju xiru klasu
preslikavaǌa.

Navodimo osnovni primer distribucije koja se istorijski i prva pojav-
ila:

Primer 4.6. Neka je Ω ⊆Rn otvoren i a ∈Ω. Linearna funkcionela ϕ 7→ ϕ(a) je
neprekidna na D(Ω) jer ako je K ⊆Ω kompaktan va�i procena |ϕ(a)| ≤max

x∈Ω
|ϕ(x)|

za sve ϕ ∈ D(K). Na taj naqin dobijamo distibuciju δa datu sa

〈δa,ϕ〉 = ϕ(a).

To je Dirakova δ−distribucija, koja se naziva jox i Dirakova mera. Naziv
,,mera” nije sluqajan. S tim u vezi videti Definiciju 4.34.

Zanimǉivo je da δ nije regularna distribucija. To ne�emo dokazivati jer
dokaz zahteva poznavaǌe teorije Lebegove integracije. Dokaz se mo�e na�i u
[4], str. 42.

Teorija topoloxko vektorskih prostora, i posebno teorija lokalno kon-
veksnih prostora izlo�ena u glavama 2 i 3 predstavǉa osnovu teorije dis-
tribucija. Zbog toga se mnoga tvr�eǌa vezana za distribucije ne dokazuju,
jer slede direktno iz odgovaraju�ih tvr�eǌa za lokalno konveksne prostore.
To je pristup koji koristimo i u ovom radu. To je ujedno i najqex�i razlog
zbog kojeg �e dokazi mnogih tvr�eǌa koja slede biti izostavǉeni, kao xto
je na primer sluqaj sa slede�e dve propozicije.

Propozicija 4.7. Neka je (Tn)n∈N niz distribucija i pretpostavimo da za svako
ϕ ∈ D(Ω) postoji T (ϕ) := limn→∞Tn(ϕ). Onda je sa T : ϕ 7→ T (ϕ) definisana dis-
tribucija i (Tn) jako konvergira ka T u D′(Ω).

Propozicija 4.8. Neka je (Tε)0<ε<α familija distribucija i pretpostavimo da
za svako ϕ ∈ D(Ω) postoji T (ϕ) := limε→0Tn(ϕ). Onda je sa T : ϕ 7→ T (ϕ) defini-
sana distribucija i (Tε) jako konvergira ka T u D′(Ω).

Za dokaz prethodna dva tvr�eǌa qitaoce upu�ujemo na [3], str. 315, propozi-
cija 2.

Primer 4.9. Za svako ϕ ∈ D(R) limes

lim
ε→0

∫
|x|>ε

ϕ(x)
x
dx (4.2.4)
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postoji. Zaista, zapiximo ϕ(x) = ϕ(0) + xψ(x) gde je ψ neprekidna funkcija.
Po definiciji izvoda vidimo da je ϕ′(0) = ψ(0). Poxto ϕ ima kompaktan nosaq
pretpostavimo da je ϕ(x) = 0 za |x| ≥ a. Onda∫

|x|>ε

ϕ(x)
x
dx = ϕ(0)

∫
ε<|x|<a

dx
x

+
∫
ε<|x|<a

ψ(x)dx

= ϕ(0)
(∫ a

ε

dx
x

+
∫ −ε
−a

dx
x

)
+
∫
ε<|x|<a

ψ(x)dx

= 0 +
∫
ε<|x|<a

ψ(x)dx,

a posledǌi integral konvergira ka
∫ a
−aψ(x)dx <∞ kad ε→ 0.

Daǉe, za svako ε > 0 linearno preslikavaǌe

ϕ 7→
∫
|x|>ε

ϕ(x)
x
dx

je distribucija definisana na R. Stvarno, ako je K ⊆Ω kompaktan, K ⊆ [−a,a],
i ϕ ∈ D(K), onda va�i ∣∣∣∣∫

|x|>ε

ϕ(x)
x
dx

∣∣∣∣ ≤ 2 ln
a
ε

max
x∈K
|ϕ(x)|,

i zadovoǉen je uslov (4.2.1).
Iz Propozicije 4.8 sledi da limes (4.2.4) definixe distribuciju na R. Poxto

se u klasiqnoj analizi taj limes naziva ,,Koxijeva glavna vrednost” integrala∫∞
−∞

ϕ(x)
x dx i oznaqava sa vp.1x , i ovde zadr�avamo istu oznaku za odgovaraju�u

distribuciju. Dakle,

〈vp.1
x
,ϕ〉 = lim

ε→0

∫
|x|>ε

ϕ(x)
x
dx.

Ponekad qak izostavǉamo slova vp. i pixemo samo x−1 ili 1
x .

Va�i vp.1x · x = 1, ali o tome �emo vixe re�i u osmom poglavǉu kada defi-
nixemo proizvod distribucija i glatke funkcije.

Naredna propozicija je vrlo va�na, ali je ne dokazujemo jer se u dokazu
javǉa pojam refleksivnosti lokalno konveksnog prostora koji u ovom radu
nismo uveli. Dokaz se mo�e videti u [3], str. 316.

Propozicija 4.10. Slika D(Ω) u D′(Ω) preslikavaǌem f 7→ Tf je gusta.

Propozicija 4.11. Injekcija f 7→ Tf iz C(Ω) u D′(Ω) je neprekidna.

Dokaz. Poxto je C(Ω) Hauzdorfov prostor dovoǉno je dokazati sekvenci-
jalnu neprekidnost. Neka (fn) te�i ka 0 u C(Ω). Uzmimo ϕ ∈ D(Ω) i K =
supp(ϕ). Onda max

x∈K
|fn(x)| ≤ ε za n ≥ n0(ε), i |

∫
Ω
fn(x)ϕ(x)| ≤ ε

∫
Ω
|ϕ(x)|dx, n ≥ n0(ε),

tj. Tfn te�i ka nuli slabo u D′(Ω). Ali prema Propoziciji 4.7 sledi da (Tfn)
te�i i jako ka nuli u D′(Ω). �
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4.3. Nosaq distribucije

Podsetimo se (Definicija 1.12), nosaq funkcije f :Rn→ C je skup suppf =
{x ∈Rn : f (x) , 0}. To je najmaǌi zatvoren skup na kojem je f razliqita od
nule, i istovremeno komplement najve�eg otvorenog podskupa od Rn na kojem
je f identiqki jednaka nuli. �eǉa nam je sada da ovu definiciju uopxtimo
i na distribucije i za to biramo drugu karakterizaciju nosaqa iz prethodne
reqenice. No, najpre par uvodnih pojmova.

Neka je Ω ⊆ Rn otvoren i U ⊆ Ω tako�e otvoren. Svaka funkcija f koja
pripada D(U ) mo�e se posmatrati kao funkcija f iz D(Ω) gde je f �U= f
i f (x) = 0 za x ∈ Ω \ U . Ako T ∈ D′(Ω), onda je ǌena restrikcija na D(U )
distribucija TU ∈ D′(U ) definisana sa 〈TU ,ϕ〉 = 〈T ,ϕ〉 za ϕ ∈ D(U ). Zva�emo
TU restrikcijom T na U , ili distribucijom indukovanom na U od T . Ako
je TU = 0, ka�emo da je T nula na U . Sliqno, ako su Ω1,Ω2 ⊆ Rn otvoreni,
U ⊆Ω1 ∩Ω2 otvoren i S ∈ D′(Ω1), T ∈ D′(Ω2), kaza�emo da su S i T jednake na
U akko je SU = TU .

Definicija 4.12. Neka je Ω ⊆ Rn otvoren i T ∈ D′(Ω). Tada je nosaq distri-
bucije T skup U c, gde je U najve�i otvoren podskup od Ω na kojem je T nula.
Oznaqimo ga sa SuppT .

Jasno, SuppT je zatvoren skup po definiciji.
U nastavku Ω �e biti otvoren podskup Rn a T i S neke distribucije na

Ω.

Lema 4.13. Taqka x ∈Ω pripada SuppT akko za svaku okolinu V taqke x postoji
ϕ ∈ D(Ω) sa osobinama: suppϕ ⊆ V i 〈T ,ϕ〉 , 0.

Dokaz. (⇐) Neka x < SuppT = U c. Tada x ∈ U . Izaberimo V = U . Tada za
svako ϕ ∈ D(Ω) sa suppϕ ⊆U oqito va�i 〈T ,ϕ〉 = 0, jer je T nula na U .
(⇒) Neka x ∈ SuppT i V ∈ U (x). Pretpostavimo da za svako ϕ ∈ D(Ω) sa suppϕ ⊆
V va�i 〈T ,ϕ〉 = 0. To onda znaqi da je T nula na V , ali prema definiciji
skupa U kao najve�eg otvorenog skupa na kojem je T nula sledi V ⊆U . Dakle
x ∈U , kontradikcija. �

Primer 4.14. SuppTf = suppf za f ∈ C(Ω).

S obzirom da smo nosaq distribucije uveli kao uopxteǌe nosaqa obiqne
funkcije, ovaj rezultat je bio oqekivan. Pokaza�emo ovaj naizgled jednosta-
van rezultat qiji se dokaz u literaturi uglavnom izostavǉa.
Dokaz primera 4.14. (⊆) Neka x0 < suppf . Onda je f (x0) = 0. Tada x0 nije
rubna taqka skupa suppf jer je suppf zatvoren skup pa sadr�i svoj rub. Onda
postoji neka okolina U = (x0 − ε,x0 + ε) taqke x0 takva da je f |U = 0. Tada za
okolinu V iz prethodne leme biramo upravo U i prema lemi sledi x < SuppTf .
(⊇) Neka x0 ∈ suppf . Neka je V ∈ U (x0) proizvoǉno. Ako je f (x0) , 0, onda kao u
dokazu injektivnosti preslikavaǌa f 7→ Tf (primer 4.5) nalazimo ϕ ∈ D(Ω),
suppϕ ⊆ V takvo da je 〈T ,ϕ〉 , 0. Ako je pak f (x0) = 0, onda je x0 ∈ suppf mogu�e
samo ako je x0 rubna taqka skupa suppf . No, onda je f , 0 u nekoj levoj ili
desnoj okolini x0 pa se opet pozivamo na pomenuti primer. �
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Primer 4.15. Suppδa = {a}.

Dokaz. Sledi direktno iz leme 4.13. Zaista, jedino taqka x = a ispuǌava
uslov te leme. To se jednostavno proverava. �

Propozicija 4.16. 1.Supp(S + T ) ⊆ SuppS ∪ SuppT ;
2.Supp(λT ) = SuppT za λ , 0,λ ∈K.

Dokaz. Lakxe je dokazati da je (SuppS∪SuppT )c ⊆ (SuppS)c∩(SuppT )c. Zaista,
ako ϕ ∈ D(Ω) i suppϕ ⊆ (SuppS)c∩ (SuppT )c, onda je 〈S +T ,ϕ〉 = 〈S,ϕ〉+ 〈T ,ϕ〉 = 0.
Druga jednakost sledi iz relacija 〈λT ,ϕ〉 = 〈T ,λϕ〉 i supp(λϕ) = supp(ϕ), λ , 0.
�

Primetimo da ova propozicija zapravo ka�e da distribucije qiji je nosaq
sadr�an u nekom fiksnom skupu qine vektorski potprostor.
Sliqno, distribucije koje imaju kompaktan nosaq qine vektorski prostor.
Slede�i ciǉ nam je da okarakterixemo taj vektorski prostor. Stoga uvodimo
novi prostor funkcija.

Primer 4.17. Oznaqimo sa E(Ω) vektorski prostor svih glatkih funkcija na
Ω. Snabdejmo taj prostor lokalno konveksnom topologijom generisanom fami-
lijom seminormi

qK,p = max
x∈K
|∂pf (x)| (4.3.1)

(K prolazi kroz kompaktne podskupove od Ω, p ∈Nn). Jasno, D(Ω) ⊆ E(Ω). Va�i
i vixe, D(Ω) je potprostor prostora E(Ω).

Neka m ∈N. U nastavku �emo sa Em(Ω) oznaqavati vektorski prostor svih
funkcija f : Ω → K sa osobinom da ∂pf postoji i da je neprekidna funkcija
za sve |p| ≤ m. Oqito, E(Ω) ⊆ Em(Ω) za svako m ∈ N i E(Ω) =

⋂
n∈NEm(Ω). Xta

vixe, familija seminormi (qK,p) gde je qK,p data gorǌim izrazom (4.3.1) generixu
lokalno konveksnu topologiju za Em kad K prolazi kompaktnim podskupovima
od Ω a |p| ≤m.

U slede�oj Lajbnicovoj formuli kao i u ostatku ovog rada koristi�emo
multiindeksnu notaciju koju sada uvodimo.

Napomena 4.18. U jednaqini (4.3.2) koristimo tzv. multiindeksnu notaciju:
ako je p = (p1, ...,pn),q = (q1, ...,qn) (n-multiindeksi), onda imamo:
• p+ q := (p1 + q1, ...,pn + qn);
•

(p
q

)
:=

(p1
q1

)
· · ·

(pn
qn

)
;

• |p| = p1 + · · ·+ pn;
• q ≤ p akko qi ≤ pi za sve i = 1, ...,n;
• ∂p = ∂p1

1 · · ·∂
pn
n = ∂|p|

∂x
p1
1 ···∂x

pn
n
.

Propozicija 4.19. Neka ϕ,ψ ∈ C|p|(U ), gde je U okolina neke taqke x ∈ Rn (p ∈
Nn). Onda va�i

∂p(ϕψ) =
∑
q≤p

(
p
q

)
∂qϕ ·∂p−qψ (4.3.2)

u taqki x.
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Dokaz. Indukcijom po redu |p| multi-indeksa p.
Za |p| = 0 formula se svodi na ϕψ = ϕψ, a za |p| = 1 dobijamo obiqno Lajbni-
covo pravilo ∂j(ϕψ) = ∂jϕ ·ψ +∂jψ ·ϕ koje koristimo u indukcijskom koraku.

Pretpostavimo sada da (4.3.2) va�i za sve p ∈Nn takve da je |p| =m, i neka
je s = (s1, ..., sn) multiindeks reda m + 1. Poxto je |s| ≥ 1, neka od komponenti
sk mora biti ≥ 1, i bez gubitka opxtosti pretpostavimo da je to s1. Neka je
p = (p1, ...,pn) multiindeks takav da je p1 = s1 − 1 i pj = sj za 2 ≤ j ≤ n. Onda je
|p| =m i ∂s = ∂1∂

p. Prema induktivnoj pretpostavci i bazi indukcije imamo

∂s(ϕψ) = ∂1

∑
q≤p

(
p
q

)
∂qϕ ·∂p−qψ

=
∑
q≤p

(
p
q

)
∂1∂

qϕ ·∂p−qψ +
∑
q≤p

(
p
q

)
∂qϕ ·∂1∂

p−qψ

=
∑(

s2
q2

)
· · ·

(
sn
qn

)((s1 − 1
q1 − 1

)
+
(
s1 − 1
q1

))
∂qϕ ·∂s−qψ

=
∑
q≤s

(
s
q

)
∂qϕ ·∂s−qψ.

Pritom smo u prelazu iz 2. u 3. jednakost koristili smenu brojaqa. �
Sada mo�emo da okarakterixemo prostor E ′.

Propozicija 4.20. Distribucija T pripada prostoru E ′(Ω) akko je SuppT kom-
paktan u Ω.

Dokaz. (⇒) Pretpostavimo da SuppT nije kompaktan. Izaberimo niz (Kk)k∈N
rastu�ih (Kk ⊆ Kk+1) kompaktnih podskupova Ω sa osobinom da je svaki kom-
paktan L ⊆Ω sadr�an u nekom Kk. Onda SuppT seqe svaki (Kk)c, pa za svako
k ∈ N postoji ϕk ∈ D(Ω) takvo da je 〈T ,ϕk〉 = 1 i suppϕk ⊆ (Kk)c. Ali onda niz
ϕk konvergira ka nuli u E(Ω) jer za svaki K ⊆ Ω kompaktan imamo ϕk �K= 0
pod uslovom da je suppϕk ⊆ (Kk)c. Ovo je u kontradikciji sa neprekidnox�u
T .
(⇐) Neka je SuppT kompaktan u Ω. Definisa�emo S ∈ E(Ω) koje se na D(Ω)
poklapa sa T . Neka je χ ∈ D(Ω) takva da je χ = 1 u okolini SuppT (posledica
2.35). Za ϕ ∈ E(Ω) imamo χϕ ∈ D(Ω), i definiximo

〈S,ϕ〉 = 〈T ,χϕ〉.

Oqigledno je S linearna funkcionela na E(Ω). Doka�imo da se poklapa sa T
na D(Ω). Zaista, ako ϕ ∈ D(Ω), onda je ϕ = χϕ + (1−χ)ϕ i supp(1−χ)ϕ ∩K = ∅.
Zato je 〈S,ϕ〉 = 〈T ,χϕ〉 = 〈T ,ϕ〉.

Ostaje jox proveriti neprekidnost S. Neka je (ϕk) niz elemenata iz E(Ω)
koji te�i ka nuli u E(Ω). Onda je suppχϕk ⊆ suppχ za svako k i niz χϕk te�i
ka nuli u D(Ω) jer je po prethodnoj propoziciji ∂p(χϕk) linearna kombinacija
qlanova ∂qχ ·∂rϕk, q ≤ p, r ≤ p. Poxto je T neprekidno na D(Ω), izraz 〈S,ϕk〉 =
〈T χϕk〉 te�i ka nuli u K. �

Zavrxavamo ovo poglavǉe rezultatom koji nam omogu�ava da neko lokalno
svojstvo distribucija proxirimo na ceo skup Ω. Kao i drugi rezultati ovog
tipa, dokaz koristi particiju jedinice (Def. 2.33). Dokaz se mo�e na�i u
[3], str. 322, propozicija 4.
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Propozicija 4.21. Neka je (Ωi)i∈I otvoren pokrivaq Ω. Pretpostavimo da je
na svakom Ωi definisana distribucija Ti takva da kad god je Ωi ∩Ωj , ∅ onda je
Ti = Tj na Ωi ∩Ωj . Tada postoji distribucija T na Ω takva da je TΩi

= Ti za sve
i ∈ I.

Napomena. Mo�e se qak pokazati i jedinstvenost distribucije T iz propozi-
cije 4.21.

4.4. Izvod distribucije

Ve�ina operacija sa distribucijama uvodi se na slede�i naqin: uko-
liko je f funkcija koja definixe regularnu distribuciju Tf , potra�imo
najprirodniji naqin da dotiqnu operaciju definixemo za Tf , a zatim do-
bijeno proglasimo za definiciju u opxtem sluqaju. Ni izvod distribucije
ne�e biti izuzetak od ovog pravila.

Vrlo brzo �emo videti da distribucije imaju izvode svih redova, xto
pokazuje ǌihov znaqaj za rexavaǌe parcijalnih diferencijalnih jednaqina.

Neka je f neprekidno diferencijabilna funkcija na Rn i T = Tf regularna
distribucija ǌoj asocirana. Onda je razumno oqekivati da je distribucija

∂jTf asocirana sa ∂jf , j ∈ {1, ...,n}. (♦)

Ako ϕ ∈ D, onda parcijalnom integracijom u odnosu na xj uz primedbu da se
ϕ anulira van kompaktnog skupa dobijamo∫

Rn
∂jf (x) ·ϕ(x)dx = −

∫
Rn
f (x) ·∂jϕ(x)dx.

Ako je zahtev (♦) ispuǌen, onda prethodnu jednaqinu mo�emo zapisati kao

〈∂jT ,ϕ〉 = −〈T ,∂jϕ〉.

Prate�i opisani algoritam uvo�eǌa operacija sa distribucijama sada da-
jemo opxtu definiciju.

Definicija 4.22. Neka T ∈ D′(Ω). Za svaki multiindeks p ∈ Nn definixemo
linearno preslikavaǌe ∂p :D′(Ω)→D′(Ω) sa:

〈∂pT ,ϕ〉 = (−1)|p|〈T ,∂pϕ〉, ϕ ∈ D(Ω).

Tada se T |p| = ∂pT naziva parcijalni izvod reda p od T .

Napomena. Istim simbolom ∂p oznaqavamo izvod na prostoru distribucija
i na prostoru test funkcija.

Da bi pokazali da je Definicija 4.22 dobra, odnosno da je izvod distribu-
cije ponovo distribucija moramo da poka�emo da je linearno preslikavaǌe
∂p : D′(Ω) → D′(Ω) neprekidno. Prema teoriji topoloxko vektorskih pros-
tora, dovoǉno je pokazati da je preslikavaǌe ∂p : D(Ω)→ D(Ω) neprekidno,
xto dobijamo induktivno iz slede�e propozicije.
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Propozicija 4.23. Za svaki indeks j ∈ {1, ...,n} preslikavaǌe ϕ 7→ ∂jϕ, D(Ω)→
D(Ω) je neprekidno.

Dokaz. Koristimo Propoziciju 2.30. Neka je K ⊆ Ω i V okolina 0 u D(Ω).
Onda postoji ε > 0 i k ∈N tako da V ∩D(K) sadr�i skup

{ϕ : |∂pϕ(x)| ≤ ε, |p| ≤ k}.

Zaista, upravo skupovi navedenog oblika qine fundamentalni sistem okolina
nule u D(K).
No, onda je skup

U = {ϕ : |∂pϕ(x)| ≤ ε, |p| ≤ k + 1}

okolina nule u D(K) i ϕ ∈U ⇒ ∂jϕ ∈ V . �

Posledica 4.24. Za svaki multiindeks p ∈ N preslikavaǌe ϕ 7→ ∂pϕ, D(Ω)→
D(Ω) je neprekidno.

Ponovimo jox jednom ve� najavǉeno: na osnovu ove definicije svaka dis-
tribucija ima izvode bilo kog reda. Zbog toga su distribucije veoma va�ne
za rexavaǌe parcijalnih diferencijalnih jednaqina.

Ako f ∈ E(|p|)(Ω) i g = ∂pf , onda primenom parcijalne integracije |p| puta
da je ∂pTf = Tg .

Primetimo jox da je ∂i∂jT = ∂j∂iT za T ∈ D′(Ω), 1 ≤ i, j ≤ n s obzirom da
analogna formula va�i za test funkcije.

Tako�e, Supp(∂pT ) ⊆ SuppT za sve multiindekse p ∈Nn.

Primer 4.25. Oznaqimo sa H Hevisajdovu funkciju na R definisanu sa

H(x) =

1, x ≥ 0,
0, x < 0.

Distribucija H nije neprekidna funkcija ali jeste lokalno integrabilna, tako
da H definixe regularnu distribuciju

〈H,ϕ〉 =
∫ ∞

0
ϕ(x)dx

na R. Na�imo ǌen izvod. Prema Definiciji 4.22 bi�e:

〈∂H,ϕ〉 = −〈H,∂ϕ〉 = −
∫ ∞

0
ϕ′(x)dx = −ϕ(x)|∞0 = ϕ(0) = 〈δ,ϕ〉, ϕ ∈ D(Ω).

Dakle H ′ = ∂H = δ. Primetimo da bi obiqan izvod funkcije H bio jednak 0 za
x , 0, dok za x = 0 ne bi bio definisan. Setimo se na ovom mestu jox i Primera
4.2 iz poglavǉa 4.1 ove glave.
U nastavku oznaka H oznaqava�e iskǉuqivo Hevisajdovu distribuciju.

Primer 4.26. Po Definiciji 4.22 lako mo�emo prona�i svaki izvod δ−distribucije:

〈δ(p),ϕ〉 = (−1)|p|ϕ(p)(0).
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U Primeru 4.5 videli smo da svaka neprekidna funkcija f na Rn defin-
ixe distribuciju. Me�utim, ovo je taqno i ako dozvolimo da f ima konaqno
mnogo taqaka prekida 1. vrste na Rn. Doka�imo ovo, uzimaju�i radi jedno-
stavnosti, n = 1:

Primer 4.27. Neka je f : R → C funkcija neprekidna svuda sem eventualno u
konaqno mnogo taqaka x1, ...,xk u kojima postoje odgovaraju�i jednostrani limesi
koji su konaqni. Onda je izrazom

〈Tf ,ϕ〉 =
∫ ∞
−∞
f (x)ϕ(x)dx =

k∑
i=0

∫ ai+1

ai

f (x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω)

(a0 = −∞, ak+1 =∞) definisana distribucija na R jer va�i∣∣∣∣∫ ∞
−∞
f (x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤max
x
|ϕ(x)| ·

∫ a

−a
|f (x)|dx,

gde je suppϕ ⊆ [−a,a].
Pretpostavimo sada da je u svakom intervalu (ai , ai+1) funkcija f neprekidno

diferencijabilna i da f ima u svakoj taqki ai , i = 1, ..., k, odgovaraju�i jednos-
trani izvod koji je konaqan.

Onda je distribucija f ′ regularna (prema upravo pokazanom) i, ako oznaqimo
skokove funkcije f (ai+)− f (ai−) sa si, i = 1, ..., k, onda imamo

〈∂Tf ,ϕ〉 = −〈Tf ,∂ϕ〉 = −
k∑
i=0

∫ ai+1

ai

f (x)ϕ′(x)dx

= −
k∑
i=0

f (x)ϕ(x)|ai+1−
ai+ +

k∑
i=0

∫ ai+1

ai

f ′(x)ϕ(x)dx

=
k∑
i=0

siϕ(ai) +
∫ ∞
−∞
f ′(x)ϕ(x)dx,

pa je

∂Tf = Tf ′ +
k∑
i=1

siδai .

Posebno, ako je f neprekidna onda je ∂Tf = Tf ′ , kao xto smo ve� konstatovali
iz uslova (♦).

Iz prethodnog primera vidimo da δ distribucija opisuje singularitete
regularnih distribucija. Ona se javǉa u ,,kritiqnim” taqkama lokalno in-
tegrabilnih funkcija: u taqkama prekida funkcije (prethodni primer) ili
u taqkama gde se gubi diferencijabilnost funkcije (Primer 4.2).
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4.5. Translacija

U ovom poglavǉu smatramo da je Ω =Rn.
Ako je f funkcija sa domenom Rn i h vektor u Rn, definixemo translaciju

funkcije f za vektor h kao funkciju (τhf )(x)
def
= f (x − h).

Neka je f ∈ C i g = τhf . Onda imamo (u smislu regularnih distribucija)

〈Tg ,ϕ〉 =
∫
f (x − h)ϕ(x)dx =

∫
f (x)ϕ(x+ h)dx = 〈Tf , τ−hϕ〉.

Na osnovu toga uvodimo

Definicija 4.28. Neka T ∈ D′. Za vektor h ∈Rn definixemo distribuciju τhT
sa

〈τhT ,ϕ〉 = 〈T ,τ−hϕ〉, ϕ ∈ D.
Tada se τhT naziva translacija distribucije T za vektor h.

Preslikavaǌe τh je neprekidno na D′ tj. definicija je ispravna. Za-
ista, to sledi iz qiǌenice da je τh : D → D izomorfizam ( max

x
|∂pϕ(x)| =

max
x
|∂p(τhϕ)(x)| ), a ovo prema teoriji topoloxko vektorskih prostora (posled-

ica Propozicije 3 u [3], str. 256) povlaqi da je i τh :D′→D′ izomorfizam.
Primer 4.29. τhδ = δh.

Dokaz. Ovo sledi direktnom primenom definicije 4.28:

〈τhδ,ϕ〉 = 〈δ,τ−hϕ〉 = 〈δ,ϕ(·+ h)〉 = ϕ(h) = 〈δh,ϕ〉. �
Iskoristimo sada uvedenu definiciju da bismo dali novi pojam koji je

veoma koristan za rexavaǌe parcijalnih diferencijalnih jednaqina.
Ako je f funkcija sa domenom Rn, onda je oqigledno f nezavisna od promen-

ǉive xi akko je τhf = f za sve vektore h ∈ Rn paralelne sa xi−osom. Sada ovo
uopxtimo u slede�oj definiciji.

Definicija 4.30. Distribucija T ∈ D′ je nezavisna od promenǉive xi akko je
τhT = T za sve vektore h ∈Rn paralelne sa xi−osom.

Propozicija 4.31. Distribucija T ∈ D′ je nezavisna od promenǉive xi akko je
∂jT = 0.

Dokaz ove propozicije zahteva neke dodatne rezultate pa ga zato izosta-
vǉamo. Za dokaz preporuqujemo [3], str. 331.

Navodimo slede�u lemu di Boa Rejmonda:

Lema 4.32. Neka f ,g ∈ C. Ako je ∂jTf = Tg , onda ∂f postoji i ∂jf = g.

Dokaz. Bez umaǌeǌa opxtosti neka je j = 1 i definiximo

h(x) :=
∫ x1

0
g(t,x′′)dt,

gde je x′′ = (x2, ...,xn). Funkcija h je neprekidna, ∂1h postoji i ∂1h = g. Lako se
proverava ∂1Th = Tg , te stoga ∂1(Tf −Th) = 0. Funkcija u = f −h je neprekidna i
∂1Tu = 0, pa prema propoziciji 4.31 imamo τhTu = 0 za sve vektore h paralelne
sa x1−osom, a onda i τhu = 0 za sve takve vektore h. Drugim reqima, u je
nezavisna od promenǉive x1, zato je ∂1h = 0 odnosno ∂1f = ∂1h = g. �
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4.6. Red distribucija

Primer 4.33. Oznaqimo sa Dm(Ω) skup svih funkcija definisanih na Ω koje
imaju kompaktan nosaq i koje imaju sve izvode reda p, |p| ≤m koji su neprekidni.
Analogno kao u Primeru 2.31, Dm(Ω) je unija prostora Dm(K), K ⊆Ω kompaktan.
Topologiju prostora Dm(K) definixu iste norme kao i za prostor D(K) (Primer
2.31). Snabdejmo Dm(Ω) finalnom topologijom za familiju Dm(K) ↪→Dm(Ω), K ⊆
Ω kompaktan. Onda je Dm(Ω) Hauzdorfov prostor koji na svakom Dm(K) indukuje
sopstvenu topologiju. Tako�e, svaki Dm(K) je zatvoren u Dm(Ω). Primetimo
da je zapravo D(Ω) =

⋂∞
m=1Dm(Ω). Sva utapaǌa

D(Ω) ↪→ ·· · ↪→Dm+1(Ω) ↪→Dm(Ω) ↪→ ·· · ↪→D0(Ω)

su neprekidna.

U prethodnom nizu kanoniqkih injekcija slika svakog prostora je gusta u
slede�em prostoru tog niza. Na osnovu toga i teorije topoloxko vektorskih
prostora (Posledica 2 Propozicije 3.12.2 u [3])dobijamo da je u nizu

D′0(Ω) −→ ·· · −→D′m(Ω) −→D′m+1(Ω) −→ ·· · −→D′(Ω)

svako preslikavaǌe injektivno. Stoga mo�emo svaki prostor posmatrati
kao potprostor slede�eg u nizu. Tako �emo i rezonovati, i to daje smisla
slede�oj definiciji.

Definicija 4.34. Neka T ∈ D′(Ω). Tada ka�emo da je T reda m akko pripada
D′m(Ω) a ne pripada D′m+1(Ω).

Distribucije reda 0 nazivaju se (Radonove) mere na Ω.

Znaqi, D′m(Ω) je prostor svih distribucija reda ≤m na Ω. Distribucija
T je konaqnog reda ako T ∈ D′m(Ω) za neko m ∈ N. Postoje distribucije koje
nisu konaqnog reda (videti primer 4.39).

Primer 4.35. Prostor D′0(Ω) svih mera na Ω qex�e oznaqavamo sa M(Ω).
Ako ϕ ∈ D0(Ω) i µ ∈M(Ω), tada se vrednost 〈µ,ϕ〉 kanoniqke bilinearne forme
(primer 3.4) u taqki (µ,ϕ) naziva integral funkcije ϕ u odnosu na meru µ i
tradicionalno oznaqava sa ∫

Ω

ϕ(x)dµ(x). (4.6.1)

Propozicija 4.36. T ∈ D′(Ω) je reda ≤ m akko za svaki K ⊆Ω kompaktan pos-
toji M > 0 tako da

|〈T ,ϕ〉| ≤M max
|p|≤m

max
x
|∂pϕ(x)| (4.6.2)

za sve ϕ ∈ D(K).

Dokaz. T je reda najvixe m akko je neprekidna na D(Ω) za grubǉu topologiju
koju na D(Ω) indukuje Dm(Ω). Prema Propoziciji 2.21 i definiciji semi-
normi na D(K) (fusnota u primeru 2.31) dobijamo da je distribucija T reda
≤m akko va�i taqno uslov naveden u formulaciji ove propozicije. �
Napomena. Primetimo da zahtevamo da (4.6.2) va�i za sve ϕ ∈ D(Ω). Ako je
to tako, onda ista nejednakost va�i i za sve ϕ ∈ Dm(Ω).

34



Primer 4.37. Ako f ∈ C(Ω), tada je regularna distribucija Tf mera (reda 0),
pa se jox oznaqava i sa µf ili dµf . Zaista, vidimo da je uslov (4.6.2) ve� za
m = 0 odmah ispuǌen. Ako je Ω = Rn i f ≡ 1, onda se ta mera naziva Lebegova
mera i ponekad oznaqava sa dx u skladu sa (4.6.1).

Primer 4.38. Kao xto smo ve� rekli u Primeru 4.6, delta distribucija δa je
mera (Def. 4.34). To se lako dokazuje proverom uslova 4.6.2. Ako je p multiin-
deks reda m, onda je ∂pδa distribucija reda m.

Primer 4.39. Linearna funkcionela T =
∑
n∈N∂

nδn data sa

〈T ,ϕ〉 =
∑
n∈N

ϕ(n)(n), ϕ ∈ D(R)

je distribucija na R ali nije konaqnog reda.

Dokaz. Neka je K ⊆Ω kompaktan i ϕ ∈ D(K). Tada postoji n ∈ N takav da je
K ⊆ [−n,n]. Sada lako vidimo da je uslov (4.2.2) zadovoǉen za M = 1 i m = n
pa je T distribucija na R.

Iz istog razmatraǌa sledi da T nije konaqnog reda, jer kada K prolazi
svim kompaktnim podskupovima od R, brojevi n prolaze celim skupom N koji
nije ograniqen. �

�eǉa nam je da bli�e odredimo prostor distribucija konaqnog reda. U
tom ciǉu snabdevamo prostor test funkcija novom topologijom.

Primer 4.40. Ve� smo rekli da je D(Ω) = ∩∞i=1D
m(Ω). Oznaqimo sa DF(Ω) pros-

tor D(Ω) snabdeven najgrubǉom topologijom u odnosu na koju su sva preslika-
vaǌa D(Ω) ↪→ Dm(Ω) neprekidna. Onda je DF(Ω) lokalno konveksan Hauzdor-
fov prostor. Topologija DF(Ω) je grubǉa od topologije prostora D(Ω) uve-
dene u Primeru 2.31. Zaista, dovoǉno je pokazati da je identiqko preslika-
vaǌe i :D(Ω) ↪→DF(Ω) neprekidno, ali se ono mo�e prikazati kao kompozicija
neprekidnih preslikavaǌa, pa zakǉuqak odatle odmah sledi. Naredna propozi-
cija svedoqi da je ta topologija i striktno grubǉa od one uvedene u Primeru
2.31.

Propozicija 4.41. (Propozicija 2, str. 339 u [3]) Dual D′F(Ω) se sastoji od
svih distribucija konaqnog reda.

Kao i u ve�ini tvr�eǌa vezanih za distribucije dokaz ove propozicije
se direktno oslaǌa na teoriju dualnosti lokalno konveksnih prostora pa ga
ne navodimo.

Va�i i slede�a:

Propozicija 4.42. Dual E ′m(Ω) se sastoji od svih distribucija reda m koje
imaju kompaktan nosaq.

Posledica 4.43. Svaka distribucija koja ima kompaktan nosaq je konaqnog
reda.

Za kraj ovog poglavǉa navex�emo par teorema o reprezentaciji distribu-
cija.
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Teorema 4.44. Ako T ∈ D′m(Ω), onda postoji konaqna familija mera (µp)|p|≤m
takvih da je T =

∑
|p|≤m∂

pµp.

Da bismo iskazali i precizniji rezultat, treba�e nam pomo�na propozi-
cija.

Propozicija 4.45. Neka je m < ∞. Ako T ∈ E ′m(Ω) i ϕ ∈ Em(Ω) je takvo da je
∂p(x) = 0 za sve x ∈ SuppT i |p| ≤m , onda je 〈T ,ϕ〉 = 0.

Sada mo�emo da doka�emo narednu teoremu.

Teorema 4.46. Ako je SuppT = {0}, T ∈ D(Ω), onda se T mo�e izraziti kao
konaqna linearna kombinacija Dirakove mere i ǌenih izvoda.

Dokaz. Prema posledici 4.43 imamo T ∈ D′m(Ω) za neko m ∈ N. Tejlorov
razvoj daje

ϕ(x) =
∑
|p|≤m

∂pϕ(0)
p!

xp +α(x),

gde α ∈ E i ∂pψ(0) = 0 za |p| ≤m. Ali, prethodna Propozicija implicira da je
〈T ,ψ〉 = 0 i zato

〈T ,ϕ〉 =
∑
|p|≤m

1
p!
〈T ,xp〉∂pϕ(0) =

∑
|p|≤m

(−1)|p|

p!
〈T ,xp〉〈∂pδ,ϕ〉

odnosno T =
∑
|p|≤m

(−1)|p|

p! 〈T ,x
p〉∂pδ i to je tra�eno predstavǉaǌe. �

Pomo�na Propozicija 4.45 nije nam samo bila bitna za dokaz teoreme o
reprezentaciji, ve� se ispostavǉa da ona sama ima neke va�ne posledice.

Propozicija 4.47. Neka je m < ∞. Ako T ∈ D′m(Ω) i ϕ ∈ Dm(Ω) zadovoǉava
∂pϕ(x) = 0 za sve x ∈ SuppT i sve |p| ≤m, onda je 〈T ,ϕ〉 = 0.

Dokaz. Ideja je da se uvede α takvo da αT ∈ E ′(Ω), pa da se primeni propozi-
cija 4.45 na distribuciju αT . I zaista, dovoǉno je izabrati ϕ ∈ D(Ω)
koje je jednako 1 na suppϕ (2.35). Tada je 〈αT ,ϕ〉 = 〈T ,αϕ〉 = 〈T ,ϕ〉 pa zbog
Supp(αT ) ⊆ SuppT sledi ∂pϕ(x) = 0 za x ∈ Supp(αT ) i |p| ≤m. �

Propozicija 4.48. Neka m ∈N∪ {∞}. Ako α ∈ Em(Ω), T ∈ D′m(Ω) i ∂pα(x) = 0 za
x ∈ SuppT i |p| ≤m, onda je αT = 0.

Napomena. U dokazu ove propozicije koristi se particija jedinice (Def.
2.33), videti [3], propozicija 8, str. 363.

4.7. Integrabilnost

Integrabilnih distribucija ima veoma ,,malo”. Samo su neke mere inte-
grabilne, i to ne sve.

Ovde �emo zapravo da se bavimo pitaǌem za koje distribucije T je izraz
〈T ,1〉 dobro definisan. Ako je T = Tf , onda je 〈Tf ,1〉 =

∫
Ω
f (x)dx, pa �emo u

skladu s tim i za proizvoǉnu distribuciju T izraz 〈T ,1〉 oznaqavati sa
∫
Ω
T

i zvati integral distribucije T .
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Primer 4.49. Neka je C0(Ω) prostor neprekidnih funkcija f na Ω koje imaju
slede�u osobinu: za svako ε > 0 postoji K ⊆Ω kompaktan takav da je |f | < ε na
Ω∩Kc. Ka�emo da se f ∈ C0(Ω) ,,gubi na granici od Ω”. Tada je C0(Ω) Banahov
prostor u odnosu na normu ‖f ‖ := max

x∈Ω
f (x).

Podsetimo se, M(Ω) = D′0(Ω) (poglavǉe 4.6). Oznaqimo dual C′0(Ω) sa
M1(Ω). Poxto je preslikavaǌe D0(Ω) ↪→ C0(Ω) neprekidno i slika D0(Ω) je
gusta u C(Ω), prema teoriji topoloxko vektorskih prostora (Posledica 2,
str. 256 u [3]) dobijamo da je preslikavaǌe M1(Ω) −→M(Ω) injektivno, tj.
svaka distribucija izM1(Ω) mo�e se posmatrati kao mera. Preciznije, mera
µ ∈M(Ω) pripada M1(Ω) akko postoji M ≥ 0 takav da |〈µ,ϕ〉| ≤M max

x
|ϕ(x)| za

sve ϕ ∈ D(Ω). Ako ovo va�i, onda je infimum svih M za koje va�i prethodna
nejednakost norma ‖µ‖ od µ u Banahovom prostoru M1(Ω).

Primer 4.50. Oqigledno je ‖δa‖ = 1.

Dokaz. Jasno je da nejednakost |〈δa,ϕ〉| = |ϕ(a)| ≤Mmax
x
|ϕ(x)| va�i za M = 1 ma

kako birali ϕ ∈ D(Ω), i da ne mora da va�i za M < 1 i pogodno izabrano
ϕ ∈ D(Ω).

Teorema 4.51. Neka je µ mera. Onda µ ∈ M1(Ω) akko je izraz 〈µ,1〉 =
∫
Ω

dµ(x)
definisan i konaqan.

Zbog ove teoreme qiji dokaz prevazilazi granice ovog rada, mere izM1(Ω)
nazivamo integrabilnim. Koristi se i termin iz fizike: mere konaqne to-
talne mase.

Primer 4.52. Kao uopxteǌe prostora C0(Ω) uvodimo prostore Bm0 (Ω), m ∈
N ∪ {∞}. Radi se o prostorima funkcija koje se gube na granici Ω (Primer
4.49) i koje imaju neprekidnih p izvoda, |p| ≤ m. Ovi prostori su lokalno
konveksni, snabdeveni topologijom indukovanom familijom seminormi (qp)|p|≤m,
qp(f ) = max

x∈Ω
|f (x)|.

I u ovom poglavǉu imamo teoremu o reprezentaciji:

Teorema 4.53. Neka je m <∞. Ako su (µp)|p|≤m mere iz M1(Ω), onda je

ϕ 7→
∑
|p|≤m

(−1)|p|〈µp,∂pϕ〉

neprekidna linearna funkcionela na Bm0 (Ω), i obratno, svaka neprekidna line-
arna funkcionela na Bm0 (Ω) je tog oblika, za neke mere µp iz M1(Ω).

Dokaz. (⇒) Neka je ε > 0 dato. Tra�imo okolinu V taqke 0 u Bm0 (Ω) takvu da
ϕ ∈ V implicira |

∑
|p|≤m(−1)|p|〈µp,∂pϕ〉| ≤ ε. Neka je N broj onih multiindeksa

p takvih da je |p| ≤ m i M = max
|p|≤m

‖µp‖. Stavimo V = {ϕ : |∂pϕ(x)| ≤ ε
N ·M , x ∈

Ω, |p| ≤m}. Tada je V okolina nule u Bm0 (Ω), i ako ϕ ∈ V onda

|
∑
|p|≤m

(−1)|p|〈µp,∂pϕ〉| ≤
∑
|p|≤m
|〈µp,∂pϕ〉| ≤

∑
|p|≤m
‖µp‖ ·

ε
N ·M

≤ ε.
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Smer (⇐) ne dokazujemo, jer ovaj smer tvrdi egzistenciju izvesne reprezenta-
cije koja sledi iz opxtije teoreme o reprezentaciji u topoloxko vektorskim
prostorima. U dokazu ovog smera koristi se tako�e i Han-Banahova teorema.
�

Posledica 4.54. Neprekidne linearne funkcionele na Bm0 (Ω) su preslikavaǌa
oblika

ϕ 7→
∑
|p|≤m

(−1)|p|〈µp,∂pϕ〉,

gde je m neki prirodan broj a (µp) familija integrabilnih mera (µp ∈M1(Ω)).

Definicija 4.55. Distribucije oblika∑
|p|≤m

(−1)|p|〈∂pµp〉

gde µp ∈M1(Ω) se nazivaju integrabilne.

Prema prethodnoj posledici svaka linearna i neprekidna funkcionela na
B0(Ω) je integrabilna distribucija , i svaka integrabilna distribucija je
linearna i neprekidna funkcionela na B0(Ω).

Slika preslikavaǌa C0(Ω) ↪→ C(Ω) je gusta jer je ve� slika D(Ω) gusta u
C(Ω). Na osnovu teorije topoloxko vektorskih prostora (Posledica 2, str.
256 u [3]) preslikavaǌe C′(Ω) −→M1(Ω) je injektivno. Posebno, svaka mera
koja ima kompaktan nosaq je integrabilna.

4.8. Mno�eǌe

Mno�eǌe distribucija je veoma va�an pojam u naxoj teoriji za koji se
ispostavǉa da je posebno znaqajan za primene. Mnogi problemi iz fizike,
recimo iz kvantne teorije poǉa, imaju qvrstu vezu sa mno�eǌem elemenata
iz D′.

Na�alost, kao xto �emo uskoro videti, mno�eǌe distribucija je neregu-
larna operacija. To znaqi da ona nije definisana nad celim D′(Ω)1. Sa maǌe
ili vixe uspeha definisano je mno�eǌe distribucija nad nekim podskupom
od D′(Ω). To je glavni razlog ograniqene primene distribucija u neline-
arnim problemima. U nastavku razmatramo mno�eǌe distribucija glatkom
funkcijom.

Napomenimo da se mno�eǌe distribucija kao neregularna operacija mo�e
definisati pomo�u Furijeove tranformacije, koriste�i vezu izme�u kon-
volucije i mno�eǌa (Teorema 4.101). To je pristup Hermandera i zahteva
princip lokalizacije kojim se mi ne bavimo u ovom radu, pa ga zato izosta-
vǉamo. Detaǉi se mogu na�i u [4], poglavǉe 11.7.

Pristupaju�i definisaǌu operacije mno�eǌa, �eǉa nam je da oquvamo
xto vixe operacija standarnog mno�eǌa. Ispostavǉa se da je najve�i prob-
lem sa tim osobina asocijativnosti. Ovaj problem je uspexno rexio matema-
tiqar Kolombo definisaǌem jedne algebre uopxtenih funkcija koja se mo�e

1Kao pandan ovom pojmu, operacije definisane nad celim prostorom D′(Ω) naziva�emo
regularnim; izvod distribucije je recimo regularna operacija
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uspexno koristiti za rexavaǌe nelinearnih parcijalnih diferencijalnih
jednaqina (videti [11]).

Neka f ∈ C(Ω) i α ∈ E(Ω). Tada funkcija αf pripada C(Ω) i imamo:

〈αf ,ϕ〉 =
∫
Ω

α(x)f (x)ϕ(x)dx = 〈Tf ,αϕ〉.

To nas dovodi do slede�e:

Definicija 4.56. Neka m ∈N∪{∞}. Ako α ∈ Em(Ω) i T ∈ D′m(Ω), onda proizvod
funkcije α i distribucije T definixemo kao

〈αT ,ϕ〉 = 〈T ,αϕ〉

za ϕ ∈ Dm(Ω).
Definixemo tako�e i distribuciju T α. Stavimo jednostavno T α = αT .

Oqigledno je da je αT dobro definisana linearna funkcionela na Dm(Ω),
s obzirom da αϕ ∈ Dm(Ω). Da bi dokazali da je ta funkcionela i neprekidna
dokaza�emo slede�u propoziciju.

Propozicija 4.57. Neka m ∈N∪{∞} i α ∈ Em(Ω). Preslikavaǌe ϕ 7→ αϕ, Dm(Ω)→
Dm(Ω) je neprekidno.

Dokaz. Neka je V okolina nule u Dm(Ω) i K ⊆Ω kompaktan. Tada V ∩Dm(K)
sadr�i skup {ϕ : |∂pϕ(x)| ≤ ε, |p| ≤ k} za neke ε > 0 i k ∈N (k =m ako je m <∞).
Prema Lajbnicovoj formuli (4.3.2) izvod ∂p(αϕ) je linearna kombinacija
izraza oblika ∂qα ·∂p−qϕ. Poxto su funkcije ∂qα za |q| ≤ k ograniqene na K,
postoji η > 0 tako da ako ψ ∈ {ϕ : |∂pϕ(x)| ≤ η, |p| ≤ k} onda αϕ ∈ V . Time je
dokazana tra�ena neprekidnost (koristimo Propoziciju 2.30). �

Posledica 4.58. Preslikavaǌe αT je neprekidno.

Dokaz. Zaista, preslikavaǌe ϕ 7→ 〈T ,αϕ〉 je kompozicija preslikavaǌa ϕ 7→
αϕ i ψ 7→ 〈T ,αψ〉. �

Primer 4.59. xδ = 0 jer 〈xδ,ϕ〉 = 〈δ,xϕ〉 = (xϕ)(0) = 0.

Primer 4.60. Ako je µ mera na Ω i α ∈ C(Ω), onda je ν = αµ mera definisana sa∫
Ω

ϕ(x)dν(x) =
∫
Ω

ϕ(x)α(x)dµ(x)

za svaku funkciju ϕ neprekidnu na Ω. ν se naziva mera sa gustinom α u odnosu
na µ.

Propozicija 4.61.
Supp(αT ) ⊆ suppα ∩ SuppT .

Specijalno, ako α ili T imaju kompaktan nosaq, onda i αT ima kompaktan
nosaq.
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Dokaz. Dokaza�emo ekvivalentnu relaciju

(suppα)c ∪ (SuppT )c ⊆ Supp(αT )c.

Ako x ∈ (SuppT )c, onda postoji okolina V taqke x takva da suppϕ ⊆ V
povlaqi 〈T ,ϕ〉 = 0 (Lema 4.13) Ali supp(αϕ) ⊆ suppϕ, pa ako je suppϕ ⊆ V
onda je 〈αT ,ϕ〉 = 〈T ,αϕ〉 = 0. Dakle x ∈ (SuppαT )c.

Ako x ∈ (suppα)c, onda postoji okolina V od x takva da je α �V= 0. Tada je
V odgovaraju�a okolina iz Leme 4.13, jer ako je suppϕ ⊆ V za ϕ ∈ D(Ω) onda
je αϕ ≡ 0, pa 〈αT ,ϕ〉 = 〈T ,αϕ〉 = 0. Ponovo sledi x ∈ Supp(αT )c. �

Propozicija 4.62. Neka m ∈N∪ {∞}. Ako α ∈ Em+1(Ω) i T ∈ D′m(Ω) onda

∂j(αT ) = ∂α · T +α ·∂jT

za sve 1 ≤ j ≤ n.

Dokaz. Koriste�i Definicije 4.22, 4.56 i formulu (4.3.2), za ϕ ∈ Dm(Ω)
dobijamo

〈∂j(αT ,ϕ)〉 = −〈αT ,∂jϕ〉 = −〈T ,α∂jϕ〉

= −〈T ,∂j(αϕ)−ϕ∂jα〉 = 〈∂jT ,αϕ〉+ 〈∂jα · T ,ϕ〉

= 〈α ·∂T +∂jα · T ,ϕ〉. �

Naredna posledica se dokazuje potpuno isto kao Propozicija 4.19, pa je
zato dokaz izostavǉen.

Posledica 4.63. Neka p ∈Nn. Ako α ∈ Em+|p|(Ω) i T ∈ D′m(Ω) onda

∂p(αT ) =
∑
q≤p

(
p
q

)
∂qα ·∂p−qT .

Mno�eǌe uvedeno u Def. 4.56 zadovoǉava i lepe osobine asocijativnosti
i distributivnosti. Preciznije:

Propozicija 4.64. Neka m ∈N∪ {∞}. Ako α,β ∈ Em(Ω) a S,T ∈ D′m(Ω), onda

(α + β)T = αT + βT , α(S + T ) = αS +αT ,

(αβ)T = α(βT ).

Dokaz. Sve osobine slede po definiciji i iz qiǌenice da odgovaraju�i
identiteti va�e za test funkcije. Ilustracije radi, doka�imo drugu for-
mulu:

〈α(S + T )ϕ〉 = 〈S + T ,αϕ〉 = 〈S,αϕ〉+ 〈T ,αϕ〉

= 〈αS,ϕ〉+ 〈αT ,ϕ〉 = 〈αS +αT ,ϕ〉. �

Definicija 4.56 mo�e se proxiriti i na proizvod k distribucija T1, ...,Tk
reda ≤ m, ali pod uslovom da najvixe jedna od ǌih ne pripada prostoru
Em(Ω).

Jednostavno stavimo induktivno T1T2 · · ·Tk = T1(T2 · · ·Tk). U tom proizvodu

40



nije bitan poredak faktora (podsetimo se αT = T α), i imamo opxte pravilo
asocijativnosti:

k∏
i=1

Ti = (
l∏
i=1

Ti) · (
k∏

i=l+1

Ti)

za 1 ≤ l < k.
Napomenimo da ukoliko dozvolimo da dve od distribucija T1, ...,Tk nisu iz

prostora Em(Ω), tada mno�eǌe nije dobro definisano i, kako se ispostavǉa,
problem je upravo asocijativnost. Odmah navodimo quveni Xvarcov primer:

Primer 4.65. Va�i:

(δx)vp.
1
x

= 0 · vp.1
x

= 0.

Me�utim, x · vp.1x = 1. Zaista,

〈x · vp.1
x
,ϕ〉 = lim

ε→0

∫
|x|>ε

xϕ(x)
x

dx =
∫ ∞
−∞
ϕ(x)dx = 〈1,ϕ〉, ϕ ∈ D(Ω),

pa ako drugaqije rasporedimo zagrade dobi�emo

δ(xvp.
1
x

) = δ · 1 = δ,

pa ne va�i asocijativnost.

4.9. Tenzorski proizvod distribucija

Neka su Ω1 ⊆Rn,Ω2 ⊆Rm otvoreni skupovi. Za funkcije f ∈ C(Ω1), g ∈ C(Ω2)
definiximo ǌihov tenzorski proizvod f ⊗ g ∈ C(Ω1 ×Ω2) sa

f ⊗ g(x,y) := f (x)g(y), (x,y) ∈Ω1 ×Ω2. (4.9.1)

Posmatrajmo f ⊗ g kao regularnu distribuciju koja deluje na test funkciju
Φ ∈ D(Ω1 ×Ω2). To dejstvo je dato sa:

〈f ⊗ g,Φ〉 =
∫
Ω1×Ω2

f (x)g(y)Φ(x,y)d(x,y) =
∫
Ω2

g(y)
(∫

Ω1

f (x)Φ(x,y)dx
)
dy. (4.9.2)

Posebno, ako je Φ = ϕ⊗ψ odnosno Φ(x,y) = ϕ(x)ψ(y), ϕ ∈ D(Ω1), ψ ∈ D(Ω2), tada

〈f ⊗ g,ϕ ⊗ψ〉 = 〈f ,ϕ〉〈g,ψ〉 (4.9.3)

Sada kada smo dali odgovaraju�u motivaciju, proxirujemo tenzorski proizvod
na opxte distribucije. Ispostavǉa se da nam je podesan oblik (4.9.3).

Definicija 4.66. Neka T ∈ D′(Ω1),S ∈ D′(Ω2). Jedinstvena distribucija R ∈
D′(Ω1 ×Ω2) koja zadovoǉava

〈R,ϕ ⊗ψ〉 = 〈S,ϕ〉〈T ,ψ〉

za sve ϕ ∈ D(Ω1),ψ ∈ D(Ω2) se naziva tenzorski proizvod distribucija S i T i
oznaqava se sa S ⊗ T .
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Dokaz egzistencije i jedinstvenosti ovakve distribucije je predmet poseb-
nih razmatraǌa i dodatnih teoretskih finesa (videti [3], str. 370-372).
Ispostavǉa se da se i raqun (4.9.2) prenosi na proizvoǉne distribucije:

Propozicija 4.67. Ako S ∈ D′(Ω1),T ∈ D′(Ω2), onda za svako χ ∈ D(Ω1 ×Ω2)
imamo

〈S ⊗ T ,χ〉 =
∫
Ω1

S(x)
(∫

Ω2

T (y)χ(x,y)dy
)
dx

=
∫
Ω2

T (y)
(∫

Ω1

S(x)χ(x,y)dx
)
dy.

Napomena. U prethodnoj formuli smo umesto 〈S,ϕ〉 pisali
∫
Ω1
S(x)ϕ(x)dx,

pa smo tako funkciju y 7→ 〈S,χ(·, y)〉 oznaqili sa
∫
Ω1
S(x)χ(x, ·)dx. Ovo je tzv.

Xvarcova notacija i vrlo je korisna, jer ima prednost pokazivaǌa promen-
ǉive po kojoj radimo. Napomenimo da neki autori ne koriste ovu notaciju,
ve� promenǉivu navode u uglastim zagradama, odmah posle znaka distribu-
cije. Dakle, tada je 〈S(x)χ(·, y)〉 =

∫
Ω1
S(x)χ(x, ·)dx.

Navedimo dva primera koji �e nam kasnije trebati.

Primer 4.68. Neka f ∈ C(Ω1), g ∈ C(Ω2). Na�imo Tf ⊗ Tg . Va�i:

〈Tf ⊗ Tg ,ϕ ⊗ψ〉 = 〈Tf ,ϕ〉〈Tg ,ψ〉 =
∫
f (x)ϕ(x)dx

∫
g(y)ψ(y)dy∫

f (x)g(y)ϕ(x)ψ(y)dxdy.

U skladu sa Definicijom 4.9.1 sledi da je Tf ⊗ Tg = Tf ⊗g .

Primer 4.69. Oznaqimo sa δx Dirakovu meru (u nuli) na Rn, a sa δy Dirakovu
meru na Rm. Onda

〈δx ⊗ δy ,ϕ ⊗ψ〉 = 〈δx,ϕ〉〈δy ,ψ〉 = ϕ(0)ψ(0),

tj. δx ⊗ δy je Dirakova mera u nuli na Rn ×Rm.
Od osobina tenzorskog proizvoda navodimo samo one najosnovnije.

Propozicija 4.70. Ako S ∈ D′(Ω1),T ∈ D′(Ω2) tada:

SuppS ⊗ T = SuppS × SuppT .

Dokaz. Neka (x,y) < SuppS × SuppT . Bez umaǌeǌa opxtosti neka x < SuppS.
Poxto je (SuppS)c otvoren postoji okolina U taqke x koja ne seqe SuppS. Ako
je χ test funkcija sa nosaqem u U ×Ω2, onda je za svako y ∈Ω2 funkcija χ(·, y)
sa nosaqem u U , pa prema propoziciji 4.67 imamo

〈S ⊗ T ,χ〉 =
∫
Ω2

T (y)
(∫

Ω1

S(x)χ(x,y)dx
)
dy = 0.

Poxto je U ×Ω2 okolina nule od (x,y) sledi (x,y) < SuppS ⊗ T .
Ako (x,y) ∈ SuppS × SuppT , onda za svaku okolinu U taqke x postoji test

funkcija ϕ sa nosaqem u U tako da je 〈S,ϕ〉 , 0, i za svaku okolinu V taqke
y postoji test funkcija ψ sa nosaqem u V tako da je 〈T ,ψ〉 , 0. Ali tada
je 〈S ⊗ T ,ϕ ⊗ ψ〉 = 〈Sϕ〉〈T ,ψ〉 , 0 i ϕ ⊗ ψ ima nosaq sadr�an u U × V , xto je
proizvoǉno mala okolina taqke (x,y). Sledi da (x,y) ∈ SuppS ⊗ T . �
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Propozicija 4.71. Ako S ∈ D′(Ω1),T ∈ D′(Ω2) i p ∈Nn,q ∈Nm, onda je

∂(p,q)(S ⊗ T ) = ∂pxS ⊗∂
q
yT ,

gde je ∂(p,q) = ∂|p+q|

∂x
p1
1 ···∂x

pn
n ∂y

q1
1 ···∂y

qm
m
.

Dokaz. Imamo niz jednakosti za test funkcije ϕ i ψ iz prostora D(Ω1) i
D(Ω2):

〈∂(p,q)(S ⊗ T ),ϕ ⊗ψ〉 = (−1)|p+q|〈S ⊗ T ,∂(p,q)(ϕ⊗ψ)〉

= (−1)|p+q|〈S ⊗ T ,∂pxϕ ⊗∂
q
yψ〉

= (−1)|p|〈S,∂pxϕ〉 · (−1)|q|〈T ,∂qyψ〉

= 〈∂pxS,ϕ〉〈∂
q
yT ,ψ〉 = 〈∂pxS ⊗∂

q
yT ,ϕ ⊗ψ〉.

Poxto je prostor D(Ω1)⊗D(Ω2) gust u D(Ω1 ×Ω2) (ovo usvajamo bez dokaza),
sledi tvr�eǌe propozicije. �

Propozicija 4.72. Ako α ∈ E(Ω1),S ∈ D′(Ω1) i β ∈ E(Ω2),T ∈ D′(Ω2) tada

(α ⊗ β)(S ⊗ T ) = (αS)⊗ (βT ).

Dokaz. Imamo niz jednakosti

〈(α ⊗ β)(S ⊗ T ),ϕ ⊗ψ〉 = 〈S ⊗ T , (α ⊗ β)(ϕ ⊗ψ)〉

= 〈S ⊗ T , (αϕ)⊗ (βψ)〉 = 〈S,αϕ〉〈T ,βψ〉

= 〈αS,ϕ〉〈βT ,ψ〉 = 〈(αS)⊗ (βT ),ϕ ⊗ψ〉,

za test funkcije odgovaraju�ih prostora. Iz gustine D(Ω1)⊗D(Ω2) u D(Ω1×
Ω2) ponovo nalazimo tra�eno. �

Svakako da se Definicija 4.66 mo�e uopxtiti na s > 2 distribucija, xto
�emo koristiti u narednom poglavǉu. Va�i slede�a teorema.

Teorema 4.73. Za datih s ≥ 2 distribucija Ti ∈ D′(Ωi), i ≤ s, Ωi ⊆Rn otvoreni,
postoji jedinstvena distribucija

R ∈ D′(
s∏
i=1

Ωi)

koja zadovoǉava

〈R,⊗si=1ϕi〉 =
s∏
i=1

〈Ti ,ϕi〉

za sve ϕi ∈ D(Ωi).
Distribuciju R zva�emo tenzorski proizvod distribucija Ti, i ≤ s i oznaqa-

vati je sa ⊗si=1Ti.

Prethodna teorema je dokazana u [3] na strani 376.
Savrxeno je jasno da i za proizvod vixe od dve distribucije va�e anal-

ogoni Propozicija 4.70-4.72.
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4.10. Konvolucija

Neka su f ,g : Rn → C neprekidne funkcije takve da bar jedna ima kom-
paktan nosaq, recimo g. Tada je konvulucija funkcija f i g nova funkcija,
oznaqavamo je sa h = f ∗ g, koju definixemo sa (f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f (x − y)g(y)dy,

x ∈ Rn. Na�imo kako bi trebala biti definisana odgovaraju�a regularna
distribucija Th :

〈Th,ϕ〉 =
∫
Rn

(∫
Rn
f (x − y)g(y)dy

)
ϕ(x)dx.

Primenom Fubinijeve teoreme i uz smenu promenǉivih nalazimo

〈Th,ϕ〉 =
∫
Rn

∫
Rn
f (x)g(y)ϕ(x+ y)dxdy.

Ako se setimo Definicije 4.9.1 vidimo da ima smisla navesti narednu de-
finiciju.

Definicija 4.74. Neka S,T ∈ E ′(Rn). Za ϕ ∈ D(Rn) oznaqimo sa ϕ4 funkciju iz
E(R2n) definisanu sa (x,y) 7→ ϕ(x + y). Tada je konvolucija distribucija S i T
definisana sa

〈S ∗ T ,ϕ〉 = 〈S ⊗ T ,ϕ4〉.

Propozicija 4.75. Definicija je ispravna, tj. preslikavaǌe ϕ 7→ 〈S⊗T ,ϕ4〉 je
neprekidno i linearno na D(Rn).

Dokaz. S obzirom da S ⊗ T ∈ E ′(R2n) dovoǉno je pokazati da je linearno pre-
slikavaǌe ϕ 7→ ϕ4 neprekidno iz D(Rn) u E(R2n). Daǉe, koriste�i Propozi-
ciju 2.30 pokazujemo neprekidnost ϕ 7→ ϕ4 iz D(K) u E(R2n).

Neka je V okolina nule u E. Mo�emo pretpostaviti da je V oblika

{ψ : |∂rψ(z)| ≤ ε, r ∈N2n, |r | ≤m, z ∈M},

gde je M ⊆R2n kompaktan i m ∈N. Onda je

U = {ϕ : |∂pϕ(x)| ≤ ε, |p| ≤ 2m}

okolina nule u D(K) i ϕ ∈U implicira ϕ4 ∈ V jer je ∂px∂
q
yϕ4(x,y) = (∂p+qϕ)(x+

y). �
Ako se prisetimo propozicije 4.67 dobijamo va�nu jednaqinu

〈S ∗ T ,ϕ〉 =
∫
Rn
S(x)

(∫
Rn
T (y)ϕ(x+ y)dy

)
dx =

∫
Rn
T (y)

(∫
Rn
S(x)ϕ(x+ y)dx

)
dy.

(4.10.1)

Primetimo da uvedena definicija pokriva samo distribucije koje imaju
kompaktan nosaq. Texko�a u definisaǌu konvolucije proizvoǉnih distribu-
cija sastoji se u tome xto za ϕ ∈ D \ {0} funkcija ϕ4 nema kompaktan nosaq.
Da bismo definisali konvoluciju na pravi naqin ne smemo dozvoliti da obe
distribucije ,,rastu proizvoǉno brzo u beskonaqnosti”. To znaqi da ako
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jednu biramo potpuno proizvoǉno druga mora imati kompaktan nosaq i obr-
nuto. Sprovedimo ovu konstrukciju.

Sve poqiva na qiǌenici da mo�emo definisati 〈T ,ϕ〉, T ∈ D′(Rn) qak i u
sluqaju da samo ϕ ∈ E(Rn) ako je skup C = SuppT ∩ suppϕ kompaktan. Zaista,
prema posledici 2.35 postoji χ ∈ D koja je jednaka 1 na okolini C. Stavimo
onda

〈T ,ϕ〉 = 〈T ,χϕ〉 (♣)

Poxto χϕ ∈ D(Rn) izraz na desnoj strani jednakosti je definisan. Ako T ili
ϕ imaju kompaktan nosaq, onda mo�emo birati χ koja je jednaka 1 na okolini
SuppT ili suppϕ pa jednakost (♣) ima uobiqajeno znaqeǌe.

Neka su daǉe A i B dva zatvorena podskupa Rn i oznaqimo sa A4 = {(x,y) :
x+ y ∈ A} ⊆Rn ×Rn. U tvr�eǌima koja slede �emo koristiti slede�i uslov:

(M) Za svaki K ⊆Rn kompaktan skup (A×B)∩K4 je kompaktan u Rn ×Rn.

Definicija 4.76. Neka su S,T ∈ D′(Rn) takve da A = SuppS i B = SuppT zado-
voǉavaju uslov (M). Tada definixemo S ∗ T sa

〈S ∗ T ,ϕ〉 = 〈S ⊗ T ,ϕ4〉, ϕ ∈ D.

Propozicija 4.77. Definicija je ispravna, tj. preslikavaǌe ϕ 7→ 〈S⊗T ,ϕ4〉 je
linearna i neprekidna funkcionela.

Dokaz. Ako je K ⊆Rn kompaktan, prema uslovu (M) i skup K0 = (A×B)∩K ⊆R2n

je kompaktan. Izaberemo α ∈ D(Rn) koja je jednaka 1 na okolini K0. S
obzirom na proxirenu definiciju (♣) dokazujemo, prema Propoziciji 2.30,
da je ϕ 7→ 〈S ⊗ T ,αϕ4〉 neprekidno na D(K).

Ve� znamo da je preslikavaǌe ϕ 7→ ϕ4, D(K)→E(Rn) neprekidno (Propozi-
cija 4.75), a isto va�i i za preslikavaǌe ϕ4 7→ αϕ4, E(R2n)→D(R2n). Poxto
S ⊗ T ∈ D′(R2n) dokaz je gotov. �

Dajemo sada neke osnovne osobine konvolucije.

Propozicija 4.78. Neka S,T ∈ D′(Rn) i ǌihovi nosaqi zadovoǉavaju uslov (M).
Tada je

Supp(S ∗ T ) ⊆ SuppS + SuppT .

Dokaz. Neka x < SuppS + SuppT . Skup SuppS + SuppT je zatvoren2, pa postoji
okolina V taqke x koja ne seqe SuppS + SuppT . Neka je ϕ test funkcija sa
nosaqem u toj okolini. To znaqi da suppϕ4 ne seqe SuppS×SuppT = SuppS⊗T
(Propozicija 4.70). Stoga 〈S ∗ T ,ϕ〉 = 〈S ⊗ T ,ϕ4〉 = 0 pa x < (SuppS ∗ T ). �

Posledica 4.79. Ako S,T ∈ D′(Rn) imaju kompaktne nosaqe, i S ∗T ima kompak-
tan nosaq.

Propozicija 4.80. Neka S,T ∈ D′(Rn) i ǌihovi nosaqi zadovoǉavaju uslov (M).
Onda je

S ∗ T = T ∗ S.
2Zbir dva zatvorena skupa u opxtem sluqaju nije zatvoren. Ali, ako ti skupovi zadovo-

ǉavaju uslov (M) to ipak jeste tako (videti [3], str. 385).
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Dokaz. Ako je ϕ ∈ D(Rn) sa nosaqem K, neka je α ∈ D(R2n) jednaka 1 na okolini
kompaktnog skupa (A × B)∩ K4 (ovakvo α postoji na osnovu Posledice 2.35).
Onda je prema Propoziciji 4.67 i Definiciji 4.76 ispuǌeno

〈S ∗ T ,ϕ〉 = 〈S ⊗ T ,αϕ4〉

=
∫
S(x)

(∫
T (y)α(x,y)ϕ(x+ y)dy

)
dx

=
∫
T (y)

(∫
S(x)α(x,y)ϕ(x+ y)dx

)
dy = 〈T ⊗ S,αϕ4〉 = 〈T ∗ S,ϕ〉. �

Propozicija 4.81. Za svako T ∈ D′(Rn) va�i δ ∗ T = T ∗ δ = T .

Dokaz. Prema (4.10.1) za svako ϕ ∈ D(Rn) imamo

〈T ∗ δ,ϕ〉 =
∫
T (x)

(∫
δ(y)ϕ(x+ y)dy

)
dx =

∫
T (x)ϕ(x)dx = 〈T ,ϕ〉.

Iz (4.10.1) dobijamo i δ ∗ T = T . �

Propozicija 4.82. Neka S,T ∈ D′(Rn) i ǌihovi nosaqi zadovoǉavaju uslov (M).
Onda za svako j ≤ n imamo

∂j(S ∗ T ) = ∂jS ∗ T = S ∗∂jT .

Dokaz. Poxto je Supp(∂jS) ⊆ SuppS jednakosti na desnoj strani su dobro
definisane. Sada za pogodno odabranu funkciju χ imamo

〈∂j(S ∗ T ),ϕ〉 = −〈S ∗ T ,∂jϕ〉

= −
∫
S(x)χ(x)

(∫
T (y)∂jϕ(x+ y)dy

)
dx

=
∫
S(x)χ(x)

(∫
∂jT (y)ϕ(x+ y)dy

)
dx = 〈S ∗∂T ,ϕ〉.

Sliqno se izvodi i druga jednakost, a ista sledi i iz Propozicije 4.80.

Propozicija 4.83. Neka S,T ∈ D′(Rn) i ǌihovi nosaqi zadovoǉavaju uslov (M).
Onda za svaki vektor h ∈Rn imamo

τh(S ∗ T ) = τhS ∗ T = S ∗ τhT .

Dokaz. Sprovodimo raqun sliqan onom iz dokaza prethodne Propozicije
4.82. Imamo u vidu i definiciju translacije. Va�i:

〈τh(S ∗ T ),ϕ〉 = 〈S ∗ T ,τ−hϕ〉

=
∫
S(x)

(∫
T (y)ϕ(x+ y + h)dy

)
dx

=
∫
S(x)

(∫
τhT (y)ϕ(x+ y)dy

)
dx = 〈S ∗ τhT ,ϕ〉 �

Napomenimo da se konvolucija mo�e ispravno definisati i za vixe od
dve distribucije. Ako imamo s distribucija T1, ...,Ts na Rn sa Ai = SuppTi,
onda uopxtavaǌem uslova (M) dobijamo uslov
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(Ms) za svaki K ⊆Rn kompaktan skup (
∏n
i=1Ai)∩K4 je kompaktan u Rns;

Ovde je K4 = {(x1, ...,xs) : xi ∈Rn i x1 + · · ·xs ∈ K}.
Sada konvoluciju ?si=1Ti = T1 ∗ · · · ∗ Ts definixemo sa

〈?si=1Ti ,ϕ〉 = 〈⊗si=1Ti ,ϕ
4〉, ϕ ∈ D(Rn) (4.10.2)

gde je ϕ4 ∈ D(Rns) funkcija ϕ4(x1, ...,xs) = ϕ(x1 + · · ·+ xs).
Tek sada kada smo uveli konvoluciju za n > 2 mo�emo ispitivati i aso-

cijativnost konvolucije. Va�i slede�a propozicija qiji se dokaz izvodi po
istom principu kao dokaz Propozicije 4.80.

Propozicija 4.84. Neka su R,S,T ∈ D′(Rn) distribucije qiji nosaqi zadovoǉa-
vaju uslov (M3). Tada va�i

(R ∗ S) ∗ T = R ∗ (S ∗ T ) = R ∗ S ∗ T .

Dokaz se mo�e videti u [3], str. 390.
Me�utim, ako imamo distribucije R,S,T qiji nosaqi ne zadovoǉavaju

uslov (43), izrazi (R∗S)∗T i R∗(S ∗T ) mogu oba biti definisani i razliqiti:
Na primer ako posmatramo distribucije na R vidimo da je (Primer 4.25)

(1 ∗∂δ) ∗H = ∂1 ∗H = 0 ∗H = 0,

ali
1 ∗ (∂δ ∗H) = 1 ∗∂(δ ∗H) = 1 = ∂H = 1 ∗ δ = 1,

i oqito je 0 , 1.
Zavrxavamo sa odnosom tenzorskog proizvoda i konvolucije.

Propozicija 4.85. ([3], str. 399) Neka su Q,R ∈ D′(Rk) qiji nosaqi zadovoǉavaju
uslov (M), i S,T ∈ D′(Rl) qiji nosaqi zadovoǉavaju uslov (M). Onda su Q⊗S i R⊗T
distribucije iz D′(Rk+l) qiji nosaqi zadovoǉavaju uslov (M), i imamo vezu

(Q ∗R)⊗ (S ∗ T ) = (Q⊗ S) ∗ (R⊗ T ).

4.11. Furijeova transformacija

Za potrebe ovog poglavǉa oznaqi�emo sa X i Ξ dve istovetne kopije pros-
tora Rn, a sa x = (x1, ...,xn) ∈ X i ξ = (ξ1, ...,ξn) ∈ Ξ ǌihove elemente. Mo�emo
smatrati da X i Ξ qine dualni sistem u odnosu na bilinearnu funkcionelu
(x,ξ) 7→ 〈x,ξ〉 = xξ = x1ξ1 + · · ·+ xnξn.

Furijeova transformacija funkcija definixe se u raznim kursevima ana-
lize. Podsetimo se kako se ona definixe za neko f : A→R, A ⊆Rn.

Definicija 4.86. Nesvojstveni integral∫
A
f (x)e−2πıxξdx,

ako postoji, naziva se Furijeova transformacija funkcije f : A→R i oznaqava
se sa f̂ ili F f .
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Uvodimo sada prostor u kojem se F najprirodnije ponaxa.

Primer 4.87. Oznaqimo sa S(Rn) (ili S∞(Rn)) vektorski prostor glatkih
funkcija na Rn koje imaju slede�u osobinu:

za sve k ∈ Z, p ∈Nn, i ε > 0 postoji R > 0 tako da je

|(1 + |x|2)k∂pf (x)| ≤ ε, |x| > R. (4.11.1)

Ka�emo da f zajedno sa svim svojim izvodima brzo opada u beskonaqnosti, a
S(Rn) nazivamo prostor brzoopadaju�ih funkcija. Prostor S(Rn) postaje lokalno
konveksan ukoliko ga snabdemo familijom seminormi (qk,p), k ∈N, p ∈Nn, koje su
definisane sa

qk,p(f ) = max
x∈Rn
|(1 + |x|2)k∂pf (x)|.

Napomenimo da je S = ∩k∈ZSk, gde sa Sk oznaqavamo prostor glatkih funkcija na
Rn koje zadovoǉavaju uslov (4.11.1) za fiksno k ∈ Z. Familija istih seminormi
(qk,p)p∈Nn (k fiksno!) qini da Sk postane lokalno konveksan prostor.

Za funkcije f ∈ S(X) va�i da f̂ postoji, pripada S(Ξ) ([3], str. 408-409), i
va�i da je F : S(X)→S(Ξ) izomorfizam prostora. Posledǌu, va�nu qiǌenicu
�emo dokazati u zasebnoj teoremi.

Oznaqimo sa S ′(Rn) dual prostora S(Rn).

Propozicija 4.88. Prostor S ′(Rn) se mo�e identifikovati sa prostorom
distribucija oblika (1 + |x|2)k

∑
∂pµp, gde k ∈ N i (µp) je konaqna familija mera

iz M1.

Distribucije iz S ′(Rn) nazivaju se temperirane (sporo rastu�e) distri-
bucije.

Napomenimo da se S(Rn) mo�e posmatrati kao potprostor od S ′(Rn), i
pritom je S gust u S ′. Zaista, ako f ∈ S onda Tf ∈M1 ⊆ S ′ xto vidimo iz

|〈Tf ,ϕ〉| = |
∫
f (x)ϕ(x)dx| ≤max

x
|ϕ(x)|

∫
|f (x)|dx

na osnovu Propozicije 4.88. Daǉe, S = S ′ dokazuje se kao u Propoziciji 4.10.

Sada �elimo da definixemo F na prostoru S ′(X), ili, ekvivalentno,
da proxirimo F sa S(X) na S ′(X). Da bismo motivisali opxtu defini-
ciju posmatrajmo sluqaj regularnih distribucija, i primetimo da je za
f ∈ S(X), ϕ ∈ S(Ξ) ispuǌeno 〈F f ,ϕ〉 = 〈f ,F ϕ〉 jer su obe strane jednake sa∫

X

∫
Ξ

f (x)ϕ(x)e−2πıxξdξdx.

Stoga uvodimo narednu definiciju.

Definicija 4.89. Furijeova transformacija3 F T ili T̂ distribucije T ∈ S ′(X)
definixe se sa

〈F T ,ϕ〉 = 〈T ,F ϕ〉, ϕ ∈ S(Ξ).

3Ka�e se i F −transformacija.
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Iz prethodno opisane motivacije vidimo da se uvedena operacija poklapa
na S(Rn) sa uobiqajenim F . Poxto je F : S(X)→ S(Ξ) neprekidno, sledi da
je i F : S ′(X) → S ′(Ξ) neprekidno, pa kako je S gust u S ′ na osnovu teorije
lokalno konveksnih prostora sledi da je Definicijom 4.89 data jedinstvena
ekstenzija F sa S na S ′ (Propozicija 5 u [3], str. 129).

Primer 4.90. Va�i F (δ) = 1. Zaista, za svako ϕ ∈ S(Ξ) imamo

〈F (δ),ϕ〉 = 〈δ,F ϕ〉 = ϕ̂(0) =
∫
Ξ

ϕ(ξ)dξ = 〈1,ϕ〉.

U nastavku �e nam trebati i naredna propozicija qiji se dokaz mo�e
videti u [3], str. 413.

Propozicija 4.91. Ako Ti ∈ S ′(Rn), i ≤ s, onda

⊗si=1Ti ∈ S
′(

s∏
i=1

Rn)

i
F (⊗si=1Ti) = ⊗si=1F (Ti).

Primer 4.92. F (e−π|x|
2
) = e−π|ξ |

2
, odnosno funkcija x 7→ e−π|x|

2
je fiksna taqka Fu-

rijeove transformacije. Isto recimo va�i i za funkciju x 7→ e−
|x|2

4 . Rezultati
ovog tipa se najqex�e dokazuju metodama kompleksne analize integracijom po
konturi. Postupak tog tipa se mo�e na�i u [4], Primer 11.1. Ovde prikazu-
jemo drugi naqin za nala�eǌe Furijeove transformacije koji je opisan u [13],
odeǉak 1.2.

S obzirom na propoziciju 4.91 i qiǌenicu da je za x = (x1, ...,xn) ∈ X = Rn is-
puǌeno e−π|x|

2
=

∏n
i=1 e

−πx2
i dovoǉno je razmotriti sluqaj n = 1. Stavimo ϕa(x) =

e−πx
2/a, x ∈R. Onda je

ϕ′(x) = −2πxa−1ϕa(x), x ∈R,

pa je
d
dξ
ϕâ (ξ) = (−2πıxϕa(x)) ˆ (ξ)

= (ıa
d
dx
ϕa(x)) ˆ (ξ)

= ıa · (2πıξ)ϕ̂a(ξ) = −2πaξϕ̂a(ξ).

Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

d
dξ
ϕ̂a(ξ) = −2πaξϕ̂a(ξ)

je ϕ̂a(ξ) = Ce−πaξ
2
. Konstanta C je data sa C = ϕ̂a(0) =

∫∞
−∞ e

−πx2/adx =
√
a (posled-

ǌi integral se raquna smenom u integralu
∫∞
−∞ e

−x2
dx =

√
π, xto je dobro poz-

nati integral iz teorije verovatno�e). Prema tome

F (e−πx
2/a)(ξ) =

√
ae−πaξ

2
, ξ ∈R,
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odakle specijalno za a = 1 dobijamo F (e−πx
2
) = e−πξ

2
.

Napomenimo da smo u prikazanom raqunu koristili zamenu redosleda diferen-
ciraǌa i integraǉeǌa (,,ulazak izvoda pod integral”). Takva razmena u ovom
sluqaju jeste dozvoǉena zato jer je funkcija ϕa brzoopadaju�a za svako a > 0,
to jest ϕa ∈ S(R) za svako a > 0. Teoreme koje to tvrde mogu se videti u [13],
Teorema 1.1 i Teorema 1.2.

Navodimo sada veoma va�nu propoziciju, koja otkriva zbog qega je F −trans-
formacija znaqajna za primenu u rexavaǌu parcijalnih diferencijalnih
jednaqina.

Propozicija 4.93. Neka je T ∈ S ′(X), p ∈ Nn multiindeks i h vektor iz Rn.
Tada:
(a) F (DpT ) = ξpF (T );
(b) F ((−x)pT ) =DpF (T );
(c) F (τhT ) = e−2πıhξF (T );
(d) F (e2πıhxT ) = τhF (T ).

Dokaz. (a) Za ϕ ∈ S(Ξ) imamo 〈F (DpT ),ϕ〉 = 〈DpT ,F ϕ〉 = (−1)p〈T ,DpF ϕ〉. Sledi
da je dovoǉno pokazati

DpF ϕ = (−1)|p|F (ξpϕ).

Ovo pak sledi diferenciraǌem pod znakom integrala |p| puta.
(b) Kako je 〈F ((−x)pT ),ϕ〉 = 〈T , (−x)pF ϕ〉, vidimo da je dovoǉno pokazati

(−x)pF (ϕ) = (−1)|p|F (Dpϕ).

Me�utim, ovo dobijamo parcijalnom integracijom |p| puta.
(c) Kako je 〈F (τhT ),ϕ〉 = 〈T ,τ−hF (ϕ)〉, dovoǉno je pokazati

τ−hF (ϕ) = F (e−2πıhξϕ).

Ali, s obzirom na definiciju Furijeove transformacije ovo sledi obiqnom
smenom u integralu.
(d) Sliqno kao (c). �

Propozicija 4.94. Za h ∈Rn imamo F (e2πıhx) = τhδ = δh.

Dokaz. Na osnovu dela (d) propozicije 4.93 dovoǉno je dokazati F (1) = δ.
Me�utim, 1 = 1x1 ⊗ · · · ⊗1xn i δ = δx1

⊗ · · · ⊗δxn, pa prema Propoziciji 4.91 sledi
da je dovoǉno razmotriti sluqaj n = 1.

Oznaqimo F (1) = T . Na osnovu prethodne propozicije imamo ξT = F (D1) = 0.
Onda je T = λδ za neko λ = const. Doka�imo da je λ = 1. Primetimo da je

〈F (1),ϕ〉 = λ〈δ,ϕ〉 = 〈1,F ϕ〉

za svako ϕ ∈ S(R). Izaberemo li ϕ = e−πξ
2
prema primeru 4.92 taqno dobijamo

λ =
∫ ∞
−∞
e−πx

2
dx = 1. �
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Da bismo iskazali najva�niju teoremu ovog dela uporedo sa Furijeovom
transformacijom moramo posmatrati i inverznu Furijeovu transformaciju
F , koja je za brzoopadaju�e funkcije ϕ definisana sa

F (ϕ)(ξ) =
∫
X
ϕ(x)e2πıxξdx. (4.11.2)

S obzirom da se od F ova nova transformacija razlikuje jedino u predznaku
,,−” u eksponentu broja e savrxeno je jasno da je F tako�e neprekidna i
linearna transformacija iz S(X) u S(Ξ). Definixemo inverznu Furijeovu
transformaciju temperiranih distribucija T ∈ S ′(X):

〈F T ,ϕ〉 = 〈T ,F ϕ〉.

Tada se F restrikovana na S(X) poklapa sa preslikavaǌem definisanim sa
(4.11.2), i ono je jedinstvena neprekidna ekstenzija na S ′ tog preslikavaǌa.
Sve va�nije formule navedene za F va�e i za F :

F (δ) = 1 F (1) = δ

F (DpT ) = (−ξ)pF (T ) F (xpT ) =DpF(T )

F (τhT ) = e2πıhξF (T ) F (e−2πıhxT ) = τhF (T )

F (e−π|x|
2
) = e−π|ξ |

2
F (e−2πıhx) = δh

Navodimo i dokazujemo pomenutu va�nu teoremu:

Teorema 4.95. Furijeova transformacija je izomorfizam S(X) na S(Ξ) qiji je
inverz F .
Furijeova transformacija je izomorfizam S ′(X) na S ′(Ξ) qiji je inverz F .
Dokaz. Ve� znamo da je F : S(Rn)→S(Rn) linearno i neprekidno. Doka�imo
da je F F ϕ = ϕ za ϕ ∈ S, tj. doka�imo da va�i

ϕ(x) =
∫
Ξ

ϕ̂(ξ)e2πıxξdξ.

Zaista, desna strana prethodne jednakosti je 〈e2πıhξ ,F ϕ〉 = 〈F (e2πıhξ),ϕ〉, xto
je na osnovu Propozicije 4.94 jednako 〈δh,ϕ〉 = ϕ(h). Sliqno se dokazuje F F ψ =
ψ za ψ ∈ S(Ξ). Iz prethodna dva zakǉuqka onda sledi da je F sirjektivno
(na ψ ∈ S(Ξ) slika se F ψ) i injektivno (F ϕ = 0⇒ ϕ = F F ϕ = 0). Kako je i F
linearno i neprekidno sledi da je F izomorfizam.

Xto se tiqe drugog dela tvr�eǌa neka T ∈ S ′(X) i S ∈ S ′(Ξ). Tada F F S = S
i F F T = T sledi iz upravo dokazanog:

〈F F T ,ϕ〉 = 〈F T ,F ϕ〉 = 〈T ,F F ϕ〉 = 〈T ,ϕ〉

i sliqno za F F S = S. Odatle sledi da su F i F bijektivna preslikavaǌa,
jedno drugom inverzna. Znamo da su F i F na prostorima temperiranih
distribucija neprekidna i linearna preslikavaǌa, i to je kraj drugog dela
dokaza. �

Za kraj ovog poglavǉa �elimo da doka�emo va�nu teoremu o tome kako
Furijeova transformacija deluje na konvoluciju dve temperirane distribu-
cije. Ispostavi�e se da je rezultat toga proizvod Furijeovih transforma-
cija tih distribucija, ali ta jednakost va�i samo ako jedna od tih distribu-
cija pripada u�em prostoru od S ′. Prvo uvodimo odgovaraju�i prostor.
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Primer 4.96. Neka je OM vektorski prostor svih glatkih funkcija f na Rn

takvih da je za svako p ∈Nn i sve ϕ ∈ S funkcija ϕ ·∂pf ograniqena na Rn. Tada
OM nazivamo prostorom svih glatkih funkcija na Rn koje sporo opadaju zajedno
sa svim svojim izvodima. Ovaj prostor tako�e postaje lokalno konveksan, i
to uz pomo� familije seminormi (qϕ,p), ϕ ∈ S , p ∈ Nn koje su date sa qϕ,p(f ) =
sup
x
|ϕ(x)∂pf (x)|.

Primer 4.97. U Primeru 4.87 uveli smo prostore Sk, k ∈ Z. Tamo smo konsta-
tovali da je ∩k∈ZSk = S. U nastavku �e nam od znaqaja biti prostor koji je
jednak uniji prostora Sk, i taj prostor oznaqi�emo sa Oc,

Oc = ∪k∈ZSk .

Mo�e se pokazati da je Oc zapravo prostor glatkih funkcija α za koje postoji
k ∈ Z tako da za sve p ∈Nn funkcija x 7→ (1+ |x|2)k |∂pα(x)| te�i nuli kad |x| →∞.
Prema tome, Oc ⊆ OM , i ova inkluzija je stroga4.

Propozicija 4.98. ([3], str. 419) Prostor O′c mo�e se poistovetiti sa pros-
torom svih distribucija T takvih da je za svako k ∈ Z distribucija (1 + |x|2)T
integrabilna.

Elementi prostora O′c su brzoopadaju�e distribucije.
Precizirajmo sad znaqeǌe konvolucije brzoopadaju�e i spororastu�e di-

stribucije, u ciǉu navo�eǌa finalne teoreme.

Definicija 4.99. Konvolucija S ∗ T distribucija S ∈ O′c i T ∈ S ′ data je sa

〈S ∗ T ,ϕ〉 = 〈S, Ť ∗ϕ〉.

Ovde je Ť distribucija definisana sa

〈Ť ,ϕ〉 = 〈T ,ϕ̌〉,

gde je ϕ̌ funkcija x 7→ ϕ(−x). Ne�emo se upuxtati u objaxǌavaǌe dobre de-
finisanosti S ∗ T . Ako nosaqi distribucija S i T zadovoǉavaju uslov (M),
onda se nova i stara definicija S ∗ T poklapaju.

Propozicija 4.100. ([4], str. 262) Ako S ∈ O′c(X) onda Ŝ ∈ OM(X).

Va�i naredna teorema (dokaz se mo�e videti u [4], str. 264).

Teorema 4.101. Furijeova transformacija F je izomorfizam prostora O′c(X) i
OM(X). Osim toga, za S ∈ O′c(X) i T ∈ S ′(X) va�i

F (S ∗ T ) = F (S) · F (T ).

Inverz izomorfizma F : O′c(X)→OM(Ξ) je, naravno, F : OM(Ξ)→O′c(X).

4Funkcija x 7→ eıπ|x|
2
pripada OM ali ne i Oc.
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Glava 5

Primene na parcijalne
diferencijalne jednaqine

5.1. Uvodni deo

Oslaǌaju�i se na multiindeksnu notaciju uvedenu u napomeni 4.18 uvodimo
sada dodatnu terminologiju.

Polinom stepena ≤m po promenǉivim ξ1, ...,ξn je izraz oblika
P (ξ) =

∑
|p|≤mαpξ

p gde je p n-multiindeks, αp ∈K i ξ = (ξ1, ...,ξn). Ako je za neko
|p| = m ispuǌeno αp , 0, ka�emo da je taj polinom stepena m. Po pravilu
poistove�iva�emo polinom sa odgovaraju�om polinomnom funkcijom.

Podsetimo se, za q = (q1, ...,qn) ∈ Nn izvod ∂|q|

∂ξ
q1
1 ···∂ξ

qn
n
P (ξ) oznaqava�emo i sa

P (q)(ξ). Uvex�emo i oznaku Dj = 1
2πı

∂
∂xj

, j ≤ n, iz razloga koji postaju jasni u

poglavǉu u Furijeovoj transformaciji. Tada je, jasno, Dq oznaka za Dq1
1 · · ·D

qn
n .

Ako sada u polinomu P (ξ) stepena m zamenimo svaki ξj sa Dj dobijamo par-
cijalni diferencijalni operator P (D) stepena m sa konstantnim koeficijen-
tima.

Mogu�e je svaki operator P (D) identifikovati sa distribucijom P (D)δ,
smatraju�i dejstvo izvoda u operatoru P (D) za dejstvo konvolucije: P (D)· =
P (D)δ ∗ ·. Da je ovakvo poistove�ivaǌe ispravno vidi se iz Propozicija 4.81
i 4.82. Zaista, na osnovu te dve propozicije vidimo da se svaka parcijalna
diferencijalna jednaqina sa konstantnim koeficijentima oblika∑

|p|≤m
cp∂

pf = g

mo�e svesti na jednaqinu konvolucije

(
∑
|p|≤m

cp∂
pδ) ∗ f = g.

Distribucija E takva da je P (D)E = δ naziva se fundamentalno (ili ele-
mentarno) rexeǌe operatora P (D). Ta distribucija je veoma va�na, jer se
sva ostala rexeǌa mogu izraziti preko ǌe.
Naime, ako je poznato E, onda jednaqina P (D)S = T (SuppT kompaktan) ima za

53



jedno rexeǌe E ∗ T . To opet sledi iz Propozicija 4.81 i 4.82:

P (D)(E ∗ T ) = (P (D)E) ∗ T = δ ∗ T = T .

Sva ostala rexeǌa su onda oblika E ∗ T +H, gde je H proizvoǉno rexeǌe
homogene jednaqine P (D)H = 0.

Od samog poqetka razvoja teorije distribucija jedno od glavnih pitaǌa
je bilo: da li svaki parcijalni diferencijalni operator sa konstantim ko-
eficijentima ima fundamentalno rexeǌe? Ovaj problem je rexen relativno
brzo, ve� 1953. godine, kada su Erenprajz1 i Malgran�2 nezavisno jedan od
drugog dokazali da je odgovor potvrdan (pogledati na primer [12], poglavǉe
3.1).
Mi �emo primer nala�eǌa fundamentalnog rexeǌa dati u narednom poglavǉu.

5.2. ǋutnov potencijal

Neka je f ∈ D′(Rn). Konvolucija Vn,

Vn =
1
|x|n−2 ∗ f za n ≥ 3, i V2 =

1
|x|
∗ f , (5.2.1)

ako postoji, za n ≥ 3 se naziva ǋutnov potencijal sa gustinom f , a za n = 2
se naziva logaritamski potencijal. Ovo je uopxteǌe klasiqne definicije
potencijala gde se pretpostavǉa da je f ∈ L1

loc(R
n).

Poka�imo da potencijal (5.2.1) pomno�en sa odgovaraju�om konstantom
zadovoǉava jednaqinu Poasona:

∆u = f , ∆ =
∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n
. (5.2.2)

Primetimo da je za f = 0 ovo dobro poznata Laplasova jednaqina.
S obzirom da je δ neutralni element za konvoluciju, dovoǉno je pokazati da
je

Γ (n/2)
(2−n)2πn/2

∆

( 1
|x|n−2

)
= δ(x), n ≥ 3, (5.2.3)

gde je Γ gama funkcija (1.5.1). Koristimo oznake iz poglavǉa 1.5.
Stavimo da je |x| = r, i podsetimo se (1.5.3) da je |Sn−1| = 2πn−2

Γ (n/2) . Kako je r−n+2

lokalno integrabilna funkcija, va�i da je

〈∆ 1
rn−2 ,φ〉 = 〈 1

rn−2 ,∆φ〉 =
∫
Rn

∆φ

rn−2dx = lim
ε→0

∫
r≥ε

∆φ

rn−2 . (5.2.4)

Primenimo Grinov identitet∫
Ω

u∆v − v∆udx =
∫
∂Ω

(
u
∂v
∂n
− v∂u

∂n

)
dω, (5.2.5)

1Leon Ehrenpreis (1930-2010), ameriqki matematiqar
2Bernard Malgrange (1928-), francuski matematiqar
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gde ∂
∂n predstavǉa izvod u pravcu spoǉaxǌe normale na granicu ∂Ω povrxi

Ω. Za Ω uzimamo prostor izme�u sfera r = ε i r = R, gde je R odabrano tako
da bude suppφ ⊆ SR(0). Dobijamo:∫

r≥ε

φ

rn−2dx =
∫
r≥ε

φ∆(
1
rn−2 )dx+

∫
∂Sε(0)

φ
∂
∂r

(
1
rn−2 )εn−1dσ −

∫
∂Sε(0)

1
rn−2

∂φ

∂r
εn−1dσ,

(5.2.6)
gde dσ oznaqava povrxinski element na jediniqnoj sferi Sn−1. Prvi integral
na desnoj strani jednakosti je 0 jer je 1

rn−2 harmonijska funkcija tj. ∆(1/rn−2) =

0 na Rn \ {0}. Raqunaju�i ∂
∂r

1
rn−2 drugi integral postaje

−(n− 2)
∫
∂Sε(0)

φ(x)dσ = −(n− 2)|Sn−1| · 1
|Sn−1|

∫
∂Sε(0)

φ(rσ )dσ. (5.2.7)

Kad ε→ 0 ovaj izraz te�i u

−(n− 2)|Sn−1| ·φ(0) = −(n− 2)
2πn/2

Γ (n/2)
〈δ,φ〉. (5.2.8)

Najzad, tre�i integral je po apsolutnoj vrednosti majoriran izrazom oblika
const ·

∫
dσ , pa te�i 0 kad ε→ 0.

Dobijamo da je 〈
Γ (n/2)

(2−n)2πn/2
∆

( 1
rn−2

)
,φ

〉
= 〈δ,φ〉, (5.2.9)

odnosno
Γ (n/2)

(2−n)2πn/2
∆

( 1
rn−2

)
= δ, (5.2.10)

kao xto smo i �eleli.
Za n = 2 sprovode�i postupak sliqan upravo opisanom mo�e se pokazati da
je

∆ln
1
r

= −2πδ,

videti recimo [8], ve�ba 31.

5.3. Koxijev problem

Ciǉ ovog poglavǉa je da reximo Koxijev problem

�u = f , u|t=0 = ϕ,
∂u
∂t
|t=0 = ψ, (5.3.1)

gde f ∈ D(R×R3) a ϕ,ψ ∈ D(R3).
Pritom je � takozvani Dalamberov operator, i taj operator definixemo

kao � = ∂2

∂t2
−∆x = ∂2

∂t2
−
∑3
i=1

∂2

∂x2
i
. Jasno je da (t,x) ∈R×R3.

Prvo �emo na�i distributivno rexeǌe jednostavnijeg problema:

�G = 0 G|t=0 = 0
∂G
∂t
|t=0 = δ. (5.3.2)
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Kasnije �e se ispostaviti da se pomo�u rexeǌa G ovog problema (to rexeǌe
zva�emo Grinovom funkcijom za �) mo�e opisati rexeǌe polaznog problema
(5.3.1).
Oznaqimo sa G = G(t,x) Furijeovu transformaciju funkcije G po promenǉivoj
x. Onda G zadovoǉava problem

∂2G

∂t2
+ 4π2|ξ |2G = 0, G|t=0 = 0,

∂G
∂t
|t=0 = δ̂ = 1. (5.3.3)

Ovaj problem lako rexavamo metodom varijacije konstanti i dobijamo da je
G(t,ξ) = sin(2πt|ξ |)

2π|ξ | .
Neka a ∈R+ i posmatrajmo distribuciju na R3 definisanu sa:

〈δ(a− |x|),φ〉 =
∫
|x|=aφ(x)dx.

Na�imo ǌenu Furijeovu tranformaciju: distribucija T = δ(|x| − a) ima kom-
paktan nosaq i rotaciono je invarijantna3. Onda je ǌena Furijeova trans-
formacija glatka funkcija koja je tako�e rotaciono invarijantna (ova os-
obina dokazana je u [8], ve�ba 70, a mi taj dokaz zbog tehniqkih detaǉa
izostavǉamo). Posebno, T̂ (ξ1,ξ2,ξ3) = T̂ (0,0, |ξ |) pa mo�emo pisati

T̂ (ξ) = 〈δ(|x| − a), e−2ıπx·ξ〉 =
∫
|x|=a

e−2πıx3|ξ |dx.

Ako iskoristimo polarne koordinate

x1 = asinθ cosφ,

x2 = asinθ sinφ,

x3 = acosθ,

i dx = a2 sinθdθ smenom u integralu dobijamo

T̂ (ξ) = a2
∫ 2π

0

∫ π

0
e−2πıacosθ|ξ | sinθdθdφ

= 2πa2
∫ π

0
e−2πıacosθ|ξ | sinθdθ.

Uz jox jednu smenu u = cosθ posledǌi integral lako rexavamo:

T̂ (ξ) = 2πa2
∫ 1

−1
e−2πıu|ξ |du

= 2πa2 e
−2πıa|ξ | − e2πıa|ξ |

−2πıa|ξ |
= 2a

sin2πa|ξ |
|ξ |

.

S obzirom da smo izraqunali G sada imamo

1
4πa

T̂ (ξ) =
sin2πa|ξ |

2π|ξ |
= G(a,ξ),

3Distribucija T ∈ S ′(Rn) je rotaciono invarijantna akko je T ◦A = T za sve ortogonalne
matrice A dimenzije n.
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pa primeǌuju�i inverznu Furijeovu tranformaciju dobijamo

G(t,x) =
1

4πt
δ(t − |x|).

Sada prelazimo na 2. deo ovog problema u kojem �emo iskoristiti pro-
na�eno G da reximo problem (5.3.1).
Prvo �emo rexiti problem

�u0 = 0, u0|t=0 = 0
∂u0

∂t
|t=0 = ψ. (5.3.4)

Ako stavimo u0(t,x) = ψ(x) ∗G(t,x), gde je ∗ konvolucija po x, ima�emo

�u0 = ψ ∗�G = 0, u0|t=0 = ψ ∗�G|t=0 = 0,
∂u0

∂t
|t=0 = ψ ∗ ∂G

∂t t=0
= ψ ∗ δ = ψ.

Ako umesto ψ u (5.3.4) stavimo φ, analogno vidimo da �e i taj problem imati
rexeǌe. Oznaqimo to rexeǌe sa v i stavimo ω = ∂tv. Doka�imo da je sada
u1 = u0 +ω rexeǌe problema

�u1 = 0, u1|t=0 = ϕ,
∂u1

∂t
|t=0 = ψ.

Zaista, to lako vidimo iz

�ω = ∂t�v = 0, ω|t=0 =
∂v
∂t
|t=0 = ϕ,

∂ω
∂t
|t=0 =

∂2v

∂t2
|t=0 =

n∑
i=1

∂2v

∂x2
i

|t=0 =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

(v|t=0) = 0.

Najzad, neka je τ ∈R+ i v(x, t,τ) rexeǌe problema

�v = 0, v|t=0 = 0,
∂v
∂t
|t=0 = f (xτ).

Stavimo u2 =
∫ t

0
v(x, t − τ,τ)dτ. Doka�imo da je u0 + u1 + u2 rexeǌe polaznog

problema (5.3.1).
Kako je u2 =

∫ t
0
v(x, t − τ,τ)dτ sledi:

∂u2

∂t
= v(x,0, t) +

∫ t

0

∂v
∂t

(x, t − τ,τ)dτ =
∫ t

0

∂v
∂t

(x, t − τ,τ)dτ

jer je v|t=0 = 0. Tako�e,

∂2u2

∂t2
=
∂v
∂t

(x,0, t) +
∫ t

0

∂2v

∂t2
(x, t − τ,τ)τ

i
∂2u2

∂x2
i

=
∫ t

0

∂2v

∂x2
i

(x, t − τ,τ)dτ.

Prema tome,

�u2 = f (x, t) +
∫ t

0
�v(x, t − τ,τ)dt = f (x, t).

Poxto je u2|t=0 = ∂u2
∂t |t=0 = 0, �eǉeno je dokazano.
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Zakǉuqak

U radu smo se bavili teorijom distribucija, i prikazali smo topoloxki
pristup ovom va�nom pojmu. Dali smo i dva ilustrativna primera primene
prikazane teorije.

Najpre smo uveli pojam topoloxko vektorskih prostora i, specijalno,
lokalno konveksnih prostora i odgovaraju�e pojmove vezane za ǌih. Naveli
smo teoremu koja omogu�ava uvo�eǌe lokalno konveksne topologije na vek-
torskom prostoru uz odre�eni uslov. Prikazali smo i pristup lokalno kon-
veksnim prostorima preko seminormi. Uopxtili smo definiciju ograniqe-
nih skupova sa normiranog na proizvoǉan topoloxki prostor, s obzirom da
nam je taj pojam bio veoma va�an u tre�oj glavi. Na kraju je uvedena finalna
topologija i definisana je topologija prostora test funkcija D.

Nakon toga smo se koncentrisali na uvo�eǌe topologije kojom �emo snab-
deti prostor distribucija D′. Za to nam je bio potreban pojam uparenih
prostora, jer je samo u tom okru�eǌu mogu�e uvesti definiciju polarnog
skupa. U nastavku je prikazano na koji naqin se upravo polarni skupovi ko-
riste za snabdevaǌe prostora D′ odgovaraju�om topologijom.

Zatim definixemo distribucije i odmah smo dali nekoliko propratnih
tvr�eǌa. Definisan je nosaq distribucija i okarakterisane su distribu-
cije kompaktnog nosaqa. Nastavili smo sa izvodom distribucija. Videli
smo da svaka distribucija ima izvod proizvoǉnog reda qime smo istakli
ǌihov znaqaj u teoriji PDJ. Daǉe smo definisali translaciju distribu-
cija. Definisan je red distribucije, i okarakterisali smo distribucije
konaqnog reda. Uveli smo pojam mera (distribucije reda 0), i videli smo
da su integrabilne distribucije potklasa mera. Izuqavali smo mno�eǌe i
konvoluciju distribucija, i videli smo sa kojim se problemima susre�emo
pri definisaǌu istih. Konvolucija je uvedena preko tenzorskog proizvoda,
kojem je posve�eno posebno poglavǉe. Najzad smo izuqavali Furijeovu trans-
formaciju distribucija, a najvixe sa ciǉem ǌihove primene u PDJ. Na
kraju smo dali primenu teorije ilustrovane u qetvrtoj glavi u vidu rexeǌa
dva problema iz oblasti PDJ.
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