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Predgovor

Ultrafilteri i ultraproizvodi modela su u mnogim granama matematike go-
tovo nezaobilazne metode. Tipi¢ni primeri su nestandardna analiza, neki
segmenti topologije i teorije skupova, algebre i generalno, teorije modela.
Recimo, u topologiji, jedna vrsta kompaktifikacije se oslanja na ultrafiltere.
U algebri su, izmedu ostalog, i moéno sredstvo za ispitivanje aksiomatiz-
abilnosti nekih klasa algebri (te primene nalazimo jos u radovima Maljceva
s pocetka nastajanja teorije modela). U nestandardnoj analizi preko ultra-
stepena definisemo infinitezimale. U teoriji modela ultraproizvod konstruk-
cija je jedna od osnovnih metoda za dobijanje novih modela od klase veé
postojeéih. Jedna od sustinskih prednosti ove metode u odnosu na druge
redukovane proizvode jeste u tome da u sluc¢aju da je klasa aksiomatizibilna,
novodobijeni modeli ostaju u toj klasi. Uostalom, jedan od uslova da je neka
klasa aksiomatizibilna je da je zatvorena za formacije ultraproizvoda.

Rad se sastoji iz Sest glava.

U prvoj (uvodnoj) glavi su navedeni osnovni pojmovi iz logike i teorije
skupova koji se koriste u tekstu.

U drugoj glavi se dokazuje egzistencija ultrafiltera na Bulovim algebrama
(koris¢enjem Zornove leme). U klasifikaciji ultrafiltera su navedene neke od
osnovnih klasa ultrafiltera koji se najceS¢e primenjuju: uniformni, regularni,
a-kompletni. Pored ostalog, pokazano je da je egzistencija merljivog kar-
dina ekvivalentna uslovu da postoji w'-kompletan ultrafilter. Dokaz ovog
tvrdenja dat u [2] je nekorektan i u ovom radu je to ispravljeno. Izmedu
ostalog pokazano je jo§ da se na prebrojivom skupu klase w™-nekompletnih,
uniformnih i regularnih poklapaju.

U trecoj glavi je data fundamentalna teorema vezana za ultraproizvode
- Losova teorema. Primena ove teoreme je ilustrovana primerima iz algebre,
logike i nestandardne analize.

U cetvrtoj glavi su definisani pojmovi ”svojstvo prvog reda” i ” generalno
svojstvo prvog reda” sa primerima teorija koja ta svojstva imaju ili nemaju
(na primer, teorija kona¢no dimenzionalnih vektorskih prostora nema gen-
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2 SADRZAJ

eralno svojstvo prvog reda).

U petoj glavi razmatra se kardinalnost ultraproizvoda. Tako je, recimo,
pokazano da je kardinalnost ultraproizvoda kona¢nih nenula skupova na pre-
brojivom skupu potpuno odredena. Kad su beskonac¢ni kardinali u pitanju
dokazan je, izmedu ostalih, i ovaj rezultat:
ako je a beskonacan kardinal i F' regularan ultrafilter na skupu I kardinal-
nosti v, onda je card(a!/F) = .

Kljuéni rezultat Seste glave kaze da je klasa struktura K generalno
elementarna akko je ta klasa zatvorena za izomorfizme, formacije ultra-
proizvoda i elementarne ekvivalencije. Primenom ove teoreme dokazano
je da klase nilpotentnih, resivih i neabelovih prostih grupa nisu generalno
elementarne.

Na kraju, zeleo bih da se zahvalim svim ¢lanovima komisije na pomoéi
oko izrade ove teze. Sa profesorom Grulovi¢em sam izabrao ovu temu (koja
je trajno aktuelna), a komentari i sugestije svih ¢lanova komisije su doprineli
finalnoj izradi rada.

Nenad Savié



Poglavlje 1

Uvod

Rad pocinjemo osnovnim pojmovima iz logike i teorije skupova kao i nekim
oznakama, dok ¢e ostale oznake, koje bi mogle biti zbunjujuce, biti objasnjenje
u trenutku kada se budu koristile.

Jezik nad kojim radimo obelezava¢emo sa L i on se sastoji od logickih i
nelogickih simbola.

Od logickih simbola imamo:

- skup promenljivih X = {z1,29,...,2p,...},
- logicke veznike A, —, 3,
- pomoc¢ne simbole (, ).
Od nelogickih simbola imamo:
- skup relacija ‘R,
- skup funkcija F.

Pored navedenih logickih veznika koristimo i, na uobicajen nacin, izve-
dene V,=,< i V. Posto uvek koristimo iste logicke simbole dovoljno je
zadati skup nelogickih simbola da bismo zadali jezik. U tom slucaju pisSemo
L=RUF.

Definigimo funkciju ar : R U F — w tako da je
ar(p) >0,zapeR
ar(f) >0, za f € F.

ar(f) ¢itamo kao arnost funkcije f, analogno i za relacije. Sa R™ i F"
obelezava¢emo skup svih n-arnih relacija, odnosno funkcija. To jest,
R"={peR|ar(p) =n},
Fr=A{feF|ar(f)=n}.
Primetimo da konstante predstavljamo kao nularne funkcije.
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4 POGLAVLJE 1. UVOD

Skup termova tipa £ nad X, u oznaci Termg(X), definiSemo kao naj-
manji skup reci koji zadovoljava slede¢a tri uslova:
(1) X € Terme(X),
(2) FO C Termg(X),
(3) Ako t1,...,t, € Termg(X), f € F", onda f(t1,...,tn) € Termg(X).

Elementarne formule tipa £ nad X definiSemo kao najmanji skup reci
koji zadovoljava:
Ako je p € R™, t1,...,t, € Termg(X), onda je p(t,...,t,) elementarna
formula.

Skup formula tipa £ nad X, u oznaci Formg(X), definiSemo kao naj-
manji skup reci koji zadovoljava:
(1) svaka elementarna formula je formula,
(2) Ako su A i B formule, onda su formule i A A B, -4,
(3) Ako je z € X, A € Form(X), onda je formula i (3z)A.

Model tipa L je uredeni par M = (M, I), gde je M neprazan skup (nosac
modela), a I je preslikavanje ¢iji je domen R U F, tako da vazi:
(1) I(f) € M, f € F;
(2) I(p) S M"™, peR", n>1;
B)I(f):M" > M, feF',n=>1.
Za I(a) kazemo da je interpretacija simbola a u modelu M. Cesto é¢emo
koristiti i oznaku a™ umesto I(a).

Valuacija je svako preslikavanje 7 : X — M. Ako a € M, onda
definisemo valuciju 7(a/x) na sledeéi nacin:

(a/2)(y) = {T@)’ .

a, y==x

Vrednost terma t za valuaciju 7 definiSemo na sledeéi naéin:
(1) Ako je t jednako z, za x € X, onda je v (x) = 7(x);
(2) Ako je t jednako c, za ¢ € FY; onda je v,(c) = I(c);
(3) Ako jet jednako f(t1,...,tn), f € F*,ondaje v (t) = I(f)(v-(t1),...,vr(tn)).
Indukcijom po slozenosti terma ¢ lako se moze pokazati da vrednost terma
ne zavisi od onih promenljivih koje ne figurisu u njemu.

Definisimo jos i vazenje formule u datom modelu za datu valuaciju.
Neka je A € Form,(X) i neka je M model tipa £ i neka je 7 proizvoljna



valuacija. Kazemo da formula A vazi u modelu M za valuaciju 7, u oznaci

M [=; A, akko:
- ako je A elementarna formula, odnosno A je oblika p(t1,...,t,),p € R,
onda

M A akko (B[, E407)) € I(p);
- ako B,C € Formg(X), onda

ME.BAC akko (ME.B i M, C),

M E; =B akko nije M =, B,
M = (3x)B  ako postoji a€ M tako da M Fr(a/q) B

U radu ée se koristiti aksioma izbora kao i lema Zorna! pa éemo i njih
navesti u uvodu.
Aksioma izbora:

Vo) x£DANNVyex)y0A(Vuez) Vv ex)(utv=unv=1>0)
= (Fz)(Vy € 2)(Fu)(u € y Au € 2))

Lema Zorna:
Ako u parcijalno uredenom skupu svaki lanac ima gornje ogranicenje, onda
taj skup ima bar jedan maksimalan element.

Generalno, $to se tice oznaka, oznakom ” C 7 dozvoljavamo podskup bez
ogranicenja, a pod oznakom ” C ” ne dozvoljavamo jednakost. Komplement
skupa A obelezavacemo sa A°.

Sa S, (X) obelezavamo skup svih podskupova od X ¢ija je kardinalnost
manja od a. Specijalno, S, (X) predstavlja skup svih konaénih podskupova
skupa X.

Ostale oznake ¢e biti objasnjenje u trenutku kada se koriste.

"Max August Zorn (1906-1993) - nemacki matematicar
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Poglavlje 2

Klasifikacija ultrafiltera

U ovoj glavi definisemo filter i ultrafilter i navodimo neke osnovne klase ul-
trafiltera, kao Sto su klasa glavnih, neglavnih, uniformnih, a-kompletnih i
regularnih ultrafiltera.

Kada kazemo da je (I,F) (ultra)filter par, to jest, da je F' (ultra)filter na
I, pod tim ¢emo podrazumevati da je F (ultra)filter nad Bulovom! alge-
brom (P(I),C). Stoga, definisimo prvo mrezu, a potom i Bulovu algebru
kao specijalnu mrezu.

2.1 Mreze i Bulove algebre

Mreze i Bulove algebre nisu tema ovog rada, tako da se netemo detaljno
baviti njima. NaveS¢emo samo neka njihova bazi¢na svojstva koja éemo
koristiti u radu sa ultrafilterima nad Bulovom algebrom.

Definicija 2.1 Mreza je parcijalno ureden skup u kojem svaka dva ele-
menta imaju supremum i infimum.

Pod mrezom L podrazumeva¢emo mrezu (L,<). Supremum elemenata
x 1 y obelezavad¢emo sa = V y, a infimum sa x A y. Ako u mrezi postoji
najveéi element, obelezava¢emo ga sa 1, a ako postoji najmanji element
obelezavatemo ga sa 0.

Definicija 2.2 Za mrezu L kaZemo da je komplementirana akko ima na-
jueci i nagmangi element i vazi da za svaki x € L postoji y € L takav da vazi

'George Boole (1815-1864)-engleski matematicar i filozof

7



8 POGLAVLJE 2. KLASIFIKACIJA ULTRAFILTERA

zVy=1ixzAy=0. MreZa je distributivna akko za sve z,y,z € L vazi:
(xVy)ANz=(xAz)V(yAz)
(xAy)Vz=(xVz)A(yVz)

Sada imamo sve potrebne pojmove da definiSemo Bulovu algebru.

Definicija 2.3 Bulova algebra je komplementirana distributivna mreZa.

Napomena. U Bulovoj algebri, za svaki element x postoji jedinstveni kom-
plement i obelezava¢emo ga sa z*.

Primer. Za svaki neprazan skup X, uredeni par (P(X), C) je Bulova alge-
bra. Presek dva skupa je njihov infimum, a unija supremum. Ceo skup X je
najveéi element, a ) je najmanji element. Za svaki A C X, X \ A4 je njegov
komplement. Lako se proverava da vaze zakoni distributivnosti.

2.2 Filteri i ultrafilteri na Bulovoj algebri

Definicija 2.4 Filter na mrezi L je neprazan podskup F skupa L koji zado-
voljava:

(a) za svex,y € F', x Ny € F,

(b) za svex € F iy € L, akox <y onday € F.

Primeri.

(1) U svakoj mrezi L, ceo skup L je filter, takozvani trivijalni filter.
(2) Ako mreza L ima maksimalan element 1, onda je {1} filter na L.
(3) Za svako x € L, skup {y | = < y} je filter koji zovemo glavni filter
generisan sa .

Filter F' mreze L zovemo pravi ako je F' pravi podskup od L, to jest
F # L. Jasno, ukoliko L ima minimum 0, F' je pravi ako i samo ako 0 ¢ F.
U nastavku teksta, pod pojmom filter podrazumevamo pravi filter
ukoliko ne naglasimo drugacije.

Dokazimo sada jednu lemu koja ¢e nam trebati u nastavku.

Lema 2.5 U Bulovoj algebri x A y* =0 akko x < y.
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Dokaz: Neka je xAy* = 0. Tadaxz = zA1l = zA(yVy*) = (zAy)V(zAy*) =
(x ANy) V0O = 2z ANy < y Obrnuto, neka je x < y. Tada z Ay = x pa
s ANy =@ Ay ANy " =zA YAy )=2zA0=0. =

Neka je A podskup skupa koji je nosa¢ neke Bulove algebre.

Definicija 2.6 A ima svojstvo kona¢nog preseka (s.k.p.) ako i samo
ako infimum proizvolinog konacnog podskupa skupa A nije jednak 0.

Lako je pokazati da vazi sledeée tvrdenje:

Tvrdenje 2.7 (1) Ako A ima s.k.p., onda za svaki element x Bulove algebre
vazi da AU {z} ima s.k.p. ili AU{z*} ima s.k.p.

(2) Ako je {A; | i € I} lanac podskupova Bulove algebre i ako za svako i € I,
A; ima s.k.p. onda i |J;c; Ai ima s.k.p.

Ako je A skup nekih elemenata Bulove algebre B, onda sa A° obelezavamo
skup onih elemenata iz B koji su veéi od nekog elementa iz A. Dakle,

={rxeB|Ja€ A a<z}

Sa A™f obelezavamo skup infimuma svih konacénih podskupova skupa
A, odnosno

A = Linf(X) | X € S,(A)}.

Lema 2.8 Za proizvoljan podskup A Bulove algebre, skup (A" je (ne
nuzno pravi) filter. Svaki filter koji sadrzi A sadrzi i (A™/)0. (A™f)0
pravi ako i samo ako A ima s.k.p.

Dokaz: Primetimo da 2 € (A™/)? akko za neki X € S, (A),inf(X) < z.
Pretpostavimo da z,y € (A™/)°. Tada, za neke X,Y € S, (A),inf(X) <
iinf(Y)<y. Jasno, X UY € S,(A) iinf(XUY) =inf(X)ANinf(Y ), pa
kako je inf(X) Ainf(Y) < x Ay imamo da z Ay € (A™)0. Trivijalno, ako
z € (A iz < yondaye (A™)Y. Dakle, (A™f) je filter.

Neka je F filteri A C F. Nekaz € (A™)Y. Tada, zaneko X € S, (A),inf(X) <
xz. Kako X C F, a F je filter, sledi inf(X) € F. Posto je F filter, imamo
da z € F. Stoga, (A™f)0 C F.

Ako A nema s.k.p. postoji X € S,(A),inf(X) = 0. Dakle, 0 € (A™/)°
pa (A0 nije pravi. Pretpostavimo sada da (A™f)? nije pravi. Onda, za
neko X € S,(A),inf(X) < 0 pa je inf(X) = 0. Stoga, A nema s.k.p. sto
kompletira dokaz. m

1z ove leme direktno sledi da podskup A Bulove algebre moze biti progiren
do filtera ako i samo ako ima s.k.p.
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Definicija 2.9 Filter koji je maksimalan, s obzirom na skupovnu inkluziju,
zovemo ultrafilter.

Dakle, ultrafilter je filter koji nema pravih proSirenja koja su pravi filteri.
Ultrafilteri mogu biti okarakterisani na jos jedan nac¢in koji demonstriramo
u slede¢oj lemi.

Lema 2.10 Ako je F filter na Bulovoj algebri B, I je ultrafilter akko za
svako xr € Buvaziz e FV x* e F.

Dokaz: Primetimo prvo da ako za neko x € B i x i 2 pripadaju F', onda
0=2a Az* € F pa F nije pravi.

(<) Pretpostavimo prvo da za svako x € B vazix € F V x* € F. Neka je G
filter koji strogo sadrzi F'. Postoji neko x € G\ F. Kakox ¢ F,z* € F C G.
Dakle, G nije pravi. Stoga, F' je maksimalan pravi filter, odnosno ultrafilter.
(=) Pretpostavimo sada da je F ultrafilter i da x ¢ F. Neka je G filter gener-
isan sa F'U {z}. Kako je F ultrafilter sledi da G nije pravi. Stoga F U {z}
nema s.k.p. pa za neko X € S,(F),inf(X) Az = 0. Stoga, inf(X) < z*.
inf(X) € F pasledi daiz* € F, §to je i trebalo pokazati. m

Da bismo dokazali slede¢u teoremu, koja nam garantuje egzistenciju bo-
gate klase ultrafiltera na proizvoljnoj Bulovoj algebri, koristi¢cemo Zornovu
lemu koja je jedan od ekvivalenata aksiome izbora.

Teorema 2.11 (Teorema o ultrafilteru) Svaki filter u Bulovoj algebri
moze se prosiriti do ultrafiltera.

Dokaz: Neka je F filter u Bulovoj algebri B. Neka je F skup svih filtera u
B koji sadrze F'. Kako F' € F, F nije prazan. F mozemo parcijalno urediti
skupovnom inkluzijom. Pokazimo da, s obzirom na skupovnu inkluziju,
svaki lanac u F ima gornje ogranicenje.

Neka je D = {D; | i € I} lanac u F i neka je D = |J,c; D;. Ako z,y € D,
onda postoje i, € I,x € D; i y € Dj. Neka je, bez umanjenja opstosti,
D; C D;. Tada, z,y € Dj, dakle, t Ay € D; C D. Ako 2z € B, x € D; i
z < z,onda z € Dj € D. Kako 0 ¢ D; ni za jedno i € I, sledi da 0 ¢ D.
Dakle, D je filter i FF C D pasledi D € F. D je gornje ogranicenje za D u
F.

Iz Zornove leme sledi da F sadrzi maksimalan element G koji je trazena
ekstenzija filtera F. =

Posledica 2.12 Svaki skup elemenata Bulove algebre koji ima s.k.p. moze
se prodiriti do ultrafiltera.
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2.3 Klasifikacija ultrafiltera

U ovom delu rada definiSemo i dokazujemo egzistenciju i neke osobine neglavnih,
uniformnih, A-kompletnih i regularnih ultrafiltera. Njihov znacaj ¢e se man-
ifestovati kod ultraproizvoda.

Definicija 2.13 Filter F' je glavni filter na I akko je oblika FF ={Y C I |
X C Y}, gde je X neki neprazni podskup skupa I. KaZemo da X generise
filter F'. Glavni ultrafilter je ultrafilter koji je glavni filter.

Primer.

Posmatrajmo Bulovu algebru (P(X),C). Za svako z € X, skup {A €
P(X) | x € A} je ultrafilter koji zovemo glavni ultrafilter generisan sa x.
Ultrafilter je glavni akko je generisan nekim elementom Bulove algebre.

Lema 2.14 Ako je F filter na I, F je glavni filter akko (\{X | X € F} € F
Dokaz: Trivijalno. m

Lema 2.15 Neka je F' glavni filter. F je ultrafilter akko skup koji generise
F sadrzi samo jedan element.

Dokaz: Nekajex € [ 1 F ={X CI|z e X}. Kako je za svako Y C I ili
xeYiixzel\Y, F jeultrafilter.

Obrnuto, pretpostavimo da je F' glavni ultrafilter i da Xo = {X | X € F'}
sadrzi bar dva elementa z,y. Kako je F' ultrafilter sledi da ili {«} ili I\ {z}
pripada F. U prvom slu¢aju y ¢ Xo, a u drugom slucaju x ¢ Xy, kontradik-
cija. m

Ova lema nam kaze da ako je card(l) = a, onda ima ta¢no « razli¢itih
glavnih ultrafiltera na I.

Lema 2.16 Ultrafilter F' na I je glavni akko sadrzi konacan skup.

Dokaz: Ako je ultrafilter glavni generisan je jednoelementnim skupom pa
sadrzi konac¢an skup. Obrnuto, neka ultrafilter sadrzi konacan skup i neka
je X skup najmanje kardinalnosti u F'. Pokazimo da je X jednoelementan
skup. Pretpostavimo da z,y € X. Po pretpostavci {z} ¢ F pa sledi da
I\{z} € F. Stoga, XN(I\{z}) = X \{z} € F. Ali, X \ {z} sadrzi manje
elemenata od X, kontradikcija. m
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Primedba. Ako je I konacan skup, onda su svi ultrafilteri na I glavni;
neglavni ultrafilteri ne sadrze konacéne skupove (ultrafilter je neglavni akko
nije glavni).

Egzistenciju neglavnih ultrafiltera na beskonaénim skupovima nam garan-
tuje sledeca lema.

Lema 2.17 Ako je I beskonacan, postoji neglavni ultrafilter na 1.

Dokaz: Neka je S.(I) skup svih kokonaénih podskupova od I. Lako se
proverava da S, (I) ima s.k.p. pa sledi da moze biti prosiren do ultrafiltera
F na I. Jasno, F' ne sadrzi konacne skupove pa je neglavni. m

Primetimo da svaki neglavni ultrafilter sadrzi sve kokonacne skupove (jer
ne sadrzi nijedan konac¢an podskup).
Pokazali smo da ako je I kardinalnosti o onda postoji tacno « glavnih ultra-
filtera na /. Prirodno, postavlja se pitanje koliko ima neglavnih ultrafiltera?
Konstatujmo ovom prilikom (bez dokaza) da je odgovor na to pitanje 22°.

Definicija 2.18 Ultrafilter F na I je uniforman akko svi skupovi iz F
imagu istu kardinalnost kao I.

Lema 2.19 Ako je I beskonacan postoji uniforman ultrafilter na I.

Dokaz: Neka je card(I) = « i neka je S,(I) skup svih onih podskupova
skupa [ ¢iji su komplementi kardinalnosti manje od «. Lako se proverava
da S, (I) ima s.k.p. pa se moze progiriti do ultrafiltera. Jasno, taj ultra-
filter ne sadrzi skupove kardinalnosti manje od « pa sledi da je uniforman. m

Primetimo da svaki uniforman ultrafilter sadrzi sve skupove koji pri-
padaju S, (I) i obrnuto, ultrafilter koji sadrzi sve skupove iz S (I) je uni-
forman.

Lema 2.20 Neka je I beskonacan skup. Kolekcija svih neglavnih ultrafiltera
na I podudara se sa kolekcijom svih uniformmnih ultrafiltera na I akko je I
prebrojiv.

Dokaz: Svi uniformni ultrafilteri su neglavni. Ako je I prebrojiv, onda je
svaki neglavni ultrafilter uniforman.

Pretpostavimo sada da je card(I) = a > ¥y. Neka je 8 beskonacan kardinal
manji od « i neka je J bilo koji podskup skupa I kardinalnosti 8. Neka je

G={XCI|card(J\X)<Ro}
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Lako se pokazuje da G ima s.k.p. i da sadrzi sve skupove iz S, (I). Stoga,
G se moze proSiriti do neglavnog ultrafiltera F' na I. Dakle, J € G C F, pa
F' nije uniforman. =

Definicija 2.21 Neka je a proizvoljan beskonacéni kardinal. Ultrafilter F
na I je a-kompletan akko za svaku kolekciju {X¢ | € < v} elemenata iz F
vaZi ({Xe | £ < v} € F, za svako v < a. F je a-nekompletan akko nije
a-kompletan.

Lema 2.22 Glavni ultrafilter je a-kompletan za svaki kardinal o.

Dokaz: Ako je F' generisan sa {x} onda za proizvoljnu kolekciju {X¢ | £ <
a} elemenata iz F' vazi {x} C ({X¢ | < o} pasledida {X¢ | £ < a} e F.
[

Postavlja se pitanje da li postoje neglavni ultrafilteri koji su wt-kompletni.
Slede¢a lema nam daje kompletan odgovor u sluc¢aju ultrafiltera na prebro-
jivim skupovima.

Lema 2.23 Ako je I kardinalnosti o, onda ne postoji neglavni o™ -kompletan
ultrafilter na I.

Dokaz: Neka je {z¢ | £ < o} enumeracija skupa I i F' neglavni ultrafilter
na I. Za §{ < o, neka je X¢ = I\ {z¢}. Kako je F' neglavni, X¢ € F, za
svako ¢, ali (., X¢ = 0 ¢ F; dakle, F' nije at-kompletan. m

Posledica 2.24 Svi neglavni ultrafilteri na prebrojivim skupovima su w™ -
nekompletns.

Prirodno, postavlja se pitanje da li postoji w'-kompletan neglavni ul-
trafilter na neprebrojivim skupovima. Da bismo to prodiskutovali potrebne
su nam dve leme.

Kazemo da je kardinal o merljiv ako i samo ako je a neprebrojiv i postoji
neglavni ultrafilter na « koji je a-kompletan. Kardinal o je wT-merljiv akko
postoji neglavni w™-kompletan ultrafilter na o.

Lema 2.25 Neka je D a-kompletan ultrafilter na I i neka f : I — J. Tada
je E={Y CJ|f~YY) € D} a-kompletan ultrafilter na J.

Dokaz: Trivijalno. m
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Lema 2.26 Ako je D neglavni ultrafilter na I, onda postoji najveéi kardinal
a takav da je D a-kompletan i da je o merljiv kardinal.

Dokaz: Postoji najmanji kardinal § takav da D nije S-kompletan (bar
card(I)™). Pretpostavimo da je § grani¢ni kardinal. Tada 8 = limgc o,
gde je 7 grani¢ni kardinal. Neka F C D i card(E) < (. Tada, za £ < «
card(E) < ag < agp1 < B pa (VE € D, kontradikcija. Dakle, postoji a,
takav da je B = a™, pa je a najveéi kardinal takav da je D a-kompletan.
Kako D nije a™-kompletan, postoji particija skupa I = Un<a X, tako da
X, ¢ D,Vn <a. Neka f : I — ai f(i) =n & i € X,. Zbog prethodne
leme imamo da je E = {Y C a | f~1(Y) € D} a-kompletan ultrafilter na
a. On je i neglavni jer u suprotnom postoji {n} € E, odnosno f~1({n}) =
X, € D, kontradikcija, dakle a je merljiv. m

Teorema 2.27 Merljiv kardinal postoji ako i samo ako postoji w™-merljiv
kardinal.

Dokaz: (=) Kako su svi merljivi kardinali i w'-merljivi, ovaj smer je jasan.
(<) Neka je o najmanji kardinal na kom postoji D neglavni w kompletan
ultrafilter. Pretpostavimo da « nije merljiv. Tada postoji § < a (neka je
najmanje takvo) da D nije S-kompletan. Znamo da je 8 nasledni, odnosno
postoji v tako da je 8 = vT. D nije v kompletan pa postoji particija
a = Un<7 X, tako da za svako n < v, X, ¢ D. Definisimo f : o — v sa
f&)=ne teX, E={Y Cv|f 1Y) € D} je w" kompletan na v jer
ako Y; € E,i € w, onda f~YNY;) =N f1(Y;) € D, kontradikcija. m

Napomenimo da je egzistencija merljivog kardinala nedokaziva u ZFC.

Dokazimo sada jednu lemu koja nam daje alternativnu karakterizaciju a™-
kompletnih ultrafiltera i koja ¢e nam biti korisna u nastavku rada.

Lema 2.28 Neka je F ultrafilter na I. F je o™ -kompletan akko za svako
B < aisvaku {Xe | & < B} particiju skupa I postoji jedinstveno § < 3
takvo da X¢, € F.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je F a™-kompletan, 8 < « i {Xe | € <
f} particija skupa I. Kako su X¢-ovi po parovima disjunktni, sledi da je
najvise jedan od njih u F'. Pretpostavimo da nije nijedan. Onda, za £ < 3,
I\ X¢ € F. Kako je F o"-kompletan

NU\NX)=T\|JXe=T\I=0€F,
£<p £<B
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§to nam daje kontradikciju.

Obrnuto, pretpostavimo da postoji kolekcija {X¢ | € < a} takva da za svako
§<a, X¢ € F,alida(e,Xe ¢ F. Tada g, X§ € F. Trivijalno, vazi
da je I = (I'\ Ugcq X§) UUgcq X§- Formirajmo sad kolekciju {Y | £ < a}
na sledeéi nacin:

Yo=X{izasvako 0 <8 <o, Yy = XH\U§<9

Tada je Ugey Ye = Ugcq X§: 1 Ye-ovi su po parovnna disjunktni. Dakle,
imamo partlclju skupa I koju ¢ine skupovi {Ye | £ < a}il\ g, Ye. Po
pretpostavci taéno jedan od njih pripada F, a kako I\ U£<a Ye ¢ F, sledi
da postoji & tako da Y, € F. Kako je Y, C X¢, Xg € F pa X, ¢ F,
kontradikcija; dakle, F je at-kompletan. m

Lema 2.29 Neka je F ultrafilter na 1. Ako je a najmangi kardinal takav
da je F ot -nekompletan, tada postoji niz (X¢ | € < a) elemenata iz F takav
da vazi

(1) Xe 2 X, <n<a,

@U rk<arxk ::@_

Dokaz: Kako je F' a"-nekompletan, postoji kolekcija {Ye | £ < a} eleme-
nata iz F' takva da Y = (., Ye ¢ F. Stoga, I \Y € F. Za { < a, neka
je
Xe=(I\Y)n[]Y
¢<¢
Kako je card(§) < «, F je card(§)*-kompletan pa sledi da X € F. Jasno
je da (1) vazi, kao i (2):

(N Xe=U\Y)n[|Ye=(I\Y)NY =0.

{<a (<a

Ako je I beskonacan skup, S, (I) je iste kardinalnosti kao i I pa stoga
postoji bijekcija izmedu I i S, (I).

Definicija 2.30 KazZemo da je F regularan ultrafilter na I akko postoji
bijektivno preslikavanje f skupa I na S,(I) takvo da, za svako i € I,

{jellief(j)}ekF.
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Na prvi pogled se ne vidi zbog Cega je vazna ova definicija, ali ¢e se
to mnogo bolje primetiti kada budemo diskutovali o kardinalnostima ultra-
proizvoda.

Pre svega, pozabavimo se odnosom izmedu regularnih ultrafiltera i drugih
vrsta ultrafiltera.

Lema 2.31 Neka je I beskonacan skup. Tada postoji reqularan ultrafilter
na I i svaki reqularan ultrafilter na I je w™-nekompletan i uniforman.

Dokaz: Neka je f bijektivno preslikavanje skupa I na S,,(I). Za svakoi € I
neka je
Ei={jellicf()}
Pokazujemo da kolekcija E = {F; | i € I} ima s.k.p.
Neka je {E;, ..., E;, } konacan podskup skupa E. Ako je {i1,...,in} = f(io),
onda
10 € Eil Nn..NE; .

Stoga, E ima s.k.p. pa moze biti prosiren do ultrafiltera F' na I. Po kon-
strukciji, F' je regularan ultrafilter.

Pretpostavimo sada da je F regularan ultrafilter na I. Postoji, dakle, pres-
likavanje f skupa I na S, (I) takvo da za svako i € I

Ei={jellicf(j)}eF
Neka je {i,, | n € w} prebrojiv podskup skupa I. Za n € w neka je

Ei, ={jelline f(5)}

Po pretpostavci je za svako n, E; € F, ali ocigledno

(N Ei,={j€I|Yncwinc f(j)}=0¢F;

new

dakle, F' je w™-nekompletan.
Pokazimo da je F' i uniforman. Pretpostavimo da je X C I i card(X) <
card(I). Tada je

card( U f(@)) < card(I),

1€X

pa stoga postoji neko jo € I\ J;cx f(i). Ako, za i € I, jo € f(i),i ¢ X.
Sledi da

{ielljoe f(i)} SI\X.
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Kako je {i € I | jo € f(i)} € F, zaklju¢ujemo da je I\ X € F pa X ¢ F.
Dakle, F' je i uniforman. m

U opstem slu¢aju nije poznato da li su svi wt-nekompletni uniformni
ultrafilteri i regularni. Ponovo, u slu¢aju prebrojivih skupova imamo potpun
odgovor, a da bismo to dokazali potrebne su nam sledece dve leme.

Lema 2.32 Neka je I = {i,, | n € w} prebrojiv skup i neka je F neglavni
ultrafilter na 1. Tada postoji niz (X, | n € w) podskupova od I takav da
vazi:

(1) Xo=1,

(2) za svako n, Xp+1 C Xy, i Xy \ Xpt1 je beskonacan,

(8) za svako n, X, € F,

(4) Nyew Xn =10

Dokaz: Neka je Xo = I. Pretpostavimo da je k¥ < w, i da smo za n < k
definisali skupove X, koji zadovoljavaju (1)-(3) kao i

(5) za m < n,im ¢ Xn.

Neka su Ay, By, beskonacni disjunktni skupovi ¢ija je unija X. Kako X € F
sledi da ili Ay ili By pripada F. Ako je Ay € F onda je i Ap \ {ix} € F
pa stavljamo da je Xpi1 = A \ {ix}. Ako Ay ¢ F uzimamo da je Xyy1 =
By \ {ix}. Dakle, nasli smo skupove X,, za n < k + 1 tako da su (1)-(3)
i (5) zadovoljeni. Stoga, indukcija nam daje skupove X, za sve n, koji
zadovoljavaju date uslove. Zbog (5) sledi ), ., Xn = 0, Sto je i trebalo
pokazati. m

new

Lema 2.33 Ako je F neglavni ultrafilter na prebrojivom skupu I = {iy, |
n € w}, onda je F regularan.

Dokaz: Neka je (X, | n € w) niz skupova koji zadovoljavaju uslove (1)-(4)
prethodne leme. Za n € w, neka je Y,, kolekcija svih konaénih podskupova
skupa I koji sadrze sve i za k < n. Jasno,

(2) za svako n je Y41 C Y, 1Y, \ Yoyt1 je beskonacan

(3) ﬂnEw Yn = 07

Za svako n, neka je f,, bijektivno preslikavanje skupa X, \ X;,11 na ¥, \ Y, 11
ineka je f =J{fn | n € w}. Zbog osobina skupova X,, i Y, f je bijektivno
preslikavanje skupa I na S, (I).

Za svako n € w, ako i € X411, f(i) € Y41 pa sledi da i, € f(4). Imamo

Xn+1 g {Z el ’ in € f(l)},
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ali X,,y1 € Fpai{iel|i,€ f(i)} € F. Dakle, F je regularan. m
Lema 2.34 Ako je F w™-nekompletan ultrafilter na I, postoji preslikavanje
f:I—S,(w),
tako da za svako n € w vaZi:
{iel|nef(i)}eF.

Dokaz: Prema lemi 2.29 postoji opadajuéi niz (X, | n € w) elemenata iz
F takav da je (¢, Xn = (). Bez umanjenja opstosti pretpostavicemo da je
Xo=1. Za svako ¢ € I, neka je

f)={newl|iec X}

Jasno, f(i) je konacan podskup od w, odnosno f(i) € S, (w).
Za proizvoljno n € wii € X,, vazi da n € f(i). Stoga,

X, C{iel|ne f(i)eF.
n

Teorema 2.35 Neka je I prebrojiv skup. Tada se kolekcije neglavnih, w™ -
nekompletnih, uniformnih i reqularnih ultrafiltera na I poklapaju.



Poglavlje 3

Konstrukcija ultraproizvoda

U ovom delu rada bavimo se konstrukcijom ultraproizvoda i dokazujemo
Losovu teoremu koja je jedna od najbitnijih teorema (po broju posledica) u
ovoj oblasti teorije skupova.

3.1 Konstrukcija ultraproizvoda

Neka je I proizvoljan indeksni skup. Neka je {A; | i € I} familija struktura
jezika L. Neka je A = [[;c; A; kartezijanski proizvod skupova A;, gde je A;
nosa¢ modela A; (u nastavku ¢emo dosta Cesto, kad je jasno iz konteksta,
izostavljati indeksni skup pa ¢emo umesto A = [[,.; A; pisati A =[] A;).
Elemente skupa A obelezava¢emo sa f,g,h, f',¢',h' itd. Za f € A, i-tu
koordinatu ¢emo obelezavati sa f(i) ili f;.

Neka je U kolekcija podskupova skupa I. Definisimo relaciju ~y na A sa

f~ug akko {iel| f(i)=g(i)}€U.

Pokazimo sada jednu lemu koja je fundamentalna za konstrukciju ultra-
proizvoda.

Lema 3.1 Ako je U filter na I onda je ~y relacija ekvivalencije na [ A,
ako je ~y relacija ekvivalencije na [ A; onda je U filter, ako card(A;) = 3,
Viel.

Dokaz: Ako je U filter na I, onda I € U pa je ~y refleksivna relacija.
Trivijalno, ~y je simetri¢na relacija. Dokazimo da je tranzitivna.

19
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Pretpostavimo da je f ~y gi g ~y h. Tada, po definiciji relacije ~¢, imamo

X={iell|f(i)=g()}eU

Y={iell|g)=hnh(i)}el.
Posto je U filter, znamo daondai X NY € U. Ali,

XNY CzZ={iellf@)=h(i)},

pa Z € U, §to nam daje f ~y h.

Obrnuto, neka je ~y relacija ekvivalencije. Zbog refleksivnosti relacije ~¢r
imamo da je I € U. Pretpostavimo da su X,Y € U. Pokazimo da onda i
X NY € U. Pretpostavljamo da je X NY # (), jer u suprotnom dobijamo
da je U trivijalan filter (svi podskupovi skupa I su u U). Dakle, postoje
f,g,h, k tako da

X={iell|f(i)=g()}

Y = {i € I'| h(s) = k(i)}.

. g(i), 1€Y;
(i) =" N
J# fli),g(i), 1€l\Y.
Posto je # = gsamona Y, aY € U sledi da je 8 ~ g. Zbog tranzitivnosti
imamo da je onda i § ~y f, pa {i € I | f(i) = 6(i)} € U, a to je upravo
skup X NY. Pretpostavimo sada da X €¢ Ui X CY C I. Pokazimo da i
Y € U. Znamo da postoje f, g takve da je

Definisimo

X={iel|fi)=g0)}eU.
Definisimo sada
f(i), ieX;
h(i) = {9(i), €Y\ X;
j# f@@),9(@), eI\ (XUY).
Posto je h = f samona X, a X € U sledi da je h ~y f, a zbog tranzitivnosti

je h~y g pa
Y={iel|hn(i)=g()}el,

§to je i trebalo dokazati. m
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Od sad, pa nadalje u radu pretpostavljamo da je U filter na I. Intu-
itivno, skupovi koji pripadaju U su ”veliki” podskupovi skupa I, pa kada
kazemo da je f ~y g, mozemo na to gledati kao da se f i g poklapaju na
”skoro svim” koordinatama. Ovu ideju prosirujemo.

Neka je [T Ai/U = {fv | f € [T A}, gde je fu ={g € [T4i | f ~v g}.
Na [] A;/U definisemo model A jezika £ na sledeéi nacin:

Ako je R relacijsko slovo duzine n, onda je

(figs- s frp) € RY akko {icI|(fi(i),..., fa(i)) € R} € U,

Ako je F funkcijsko slovo duzine n > 1, onda je

FA(figs-- oo fuw) = gu akko {i € I| FA(fi(3),.... ful(i)) = g(i)} € U;
Ako je ¢ konstanta, onda je

A={cNiel}y.
Definicija je korektna zbog svojstava filtera U.

isane odgovarajuce relacije izvedene od relacija na A; i zva¢emo je reduko-
vani proizvod familije {A; | i € I} nad filterom U. Ako je U ultrafilter na
I, onda [[A;/U zovemo ultraproizvod. Ako je za svako i € I, A; = B,
onda redukovani proizvod obelezavamo sa B! /U i zovemo redukovani ste-
pen od B nad U. Ako je U ultrafilter na I, B! /U zovemo ultrastepen od
B.

3.2 Losova teorema

U ovom odeljku pretpostavljam da je U ultrafilter na I. Prirodno, postavlja
se pitanje u kakvom su odnosu elementarne osobine ultraproizvoda i struk-
tura od kojih je nastao. Kompletan odgovor na to pitanje nam daje Losova
teorema. Pre nego §to je dokazemo, pokazimo jednu lemu.

Neka je v : w — [[ Ai/U valuacija u A. Ako je v(n) = fp, piSemo
iv =" (fig, -, fog,---). Zav e (JJAi/U)” neka je v; € AY dato sa
vi= (i) fli)r )
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Lema 3.2 Neka su date valuacije v € ([[ Ai/U)*, v = (fiy:-- fogs---) &
vi€ AY, vi = (fi(i),..., fa(d),...), Vi € I. Tada vazi:
ako je t term jezika L, onda je

th =t |iel)y,

gde su tf i t;f‘ii vrednosti terma t u, respektivno, modelima A i A;, za date
valuacije.

Dokaz: Dokaz dajemo indukcijom po slozenosti terma ¢:
(1) ako je t oblika z;, za neko j, onda je

= fio = (50) |1 € Do = (6 |i € Do
(2) ako je t bas konstanta ¢, onda je
= A= (A e Dy = (1 i € D

(3) ako je t oblika F'(t1,...,tx), onda je

th = FAGL )
= FA( i€ Do, () i€ Do)
= <F-Az(tlyi7...,tkyi)‘ZEI>U

(7 i e y.

Teorema 3.3 (Lo$ova teorema)
Za svaku formulu @(x1,...,x,) jezika L vaZi:

A=y (a1, ..., xn) akko {iel] A=, ¢(x1,...,2,)} € U.

Dokaz: Dokaz izvodimo indukcijom po slozenosti formule ¢.
Ako je p(x1,...,2,) = R(t1,...,t,), imamo

AE, Rty ..., ta) & RAW,....t1)

& {iel|RAYEY ...t} eU
& {iel| A=, R(t,....t,)} e U.

Analogno se dokazuje da vazi i u sluéaju kad je p = t1 = ts.
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Ako je p = ), tada je

AEve & nije AE, ¢
& {iel|Aik, vt ¢U
& {iel|Ail=, YreU
& {icel| A, ¢} el.

Ako je o =1 A6, onda je

A, & AR Y @ AR, 0
s {iel|AiE,yYelU @ {iel|lAE,0eU
& {iel|AiE,vNOtelU
& {iel| A=, prel.

U ovom koraku smo koristili da X, Y € U akko X NY € U.

Ako je ¢ = (Fxj)Y(x1, ..., xj-1, %), izvodimo

A ):V (3.%‘]‘)1/}(331,. . .,$j,1,$j) & dgy € HAZ/U tako da A ):V(j/gU) 1,[1[f1U, .

& {iel|AiF,Ge6) YUAG),...,9(@)]} €U
& {iel|AEy, Gzj)(z,... x5} el.

Jedino mesto u dokazu gde smo koristili da je U ultrafilter, a ne samo
filter, je u delu gde je ¢ oblika —.
Navedimo sada jednu trivijalnu posledicu:

Posledica 3.4 Ako je o recenica jezika L, onda
[[A/UEe akko {icI|Aio}el.

Losova teorema ne vazi ako je U filter, a ne ultrafilter. Pokazimo to
sledeé¢im primerom:

Neka je £ = {+,0} jezik teorije grupa. Neka je U Fréchetov filter na w,
odnosno

U={K Cuw|cardlw\ K) <N}

,9v]
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Neka je za svako n € w\ {0,1} = I, Z, ciklicna grupa reda n. Posmatrajmo
reCenicu

o= 3x)(z#0ANzx+2=0).

Pretpostavimo da [[Z,/U | o. Tada postoji fu € [[Zn/U tako da je
fu #0u i fu + fu = Oy, odnosno

X={iell|f(i)+:f(i)=0;} € F.
Obelezimo sa A ={i € I'| f(i) # 0;}. Primetimo da vazi da je
AN X C2N,

gde je 2N skup prirodnih parnih brojeva. Kako 2N ¢ F,sledidai ANX ¢ F,
kontradikcija. Dakle [[Zn/U [= —o.
Sa druge strane

{nel|Zy,E-0c}C2N+1¢F,

gde je 2N + 1 skup prirodnih neparnih brojeva.
Ovim smo pokazali da recenica —o vazi na [[Z,/U, ali {n € I | Zy, E
—o} ¢ F.

Pokazimo kako konstrukcija ultraproizvoda i Losova teorema mogu efikasno
da se primene u nekim drugim oblastima matematike.

Primer 1. Svako polje ima algebarsko zatvorenje.
Neka je Tr teorija polja u jeziku Lrp = {+,—,-,0,1} i neka je K polje.
Prosirimo jezik Lr na sledeéi nacin:

L=LrU{c,|aeK}.

Neka je Ak dijagram polja K, odnosno A je skup svih atomarnih recenica
i njihovih negacija jezika £ koje vaze u K.

Dalje, za f(z) € K[z], neka je Kj(,) polje razlaganja polinoma f(z) nad K
(K f(z) postoji prema Kronekerovoj teoremi).

Za dato f(z) € K|[z] neka je

Ity ={9(z) € K[z] | f(z) = (x—B1) -+ (= Bn),Bi € Ky(a)}-

{{t@) | f(z) € K[z]} ima s.k.p. jer za proizvoljne fi(z),..., fo(r) € K[z]

vazi
n

H fz(.%‘) S m If,-(a:)'
=1

=1
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Dakle, postoji ultrafilter U koji sadrzi familiju {Iy) | f(z) € K[z]}. Neka
je
K*= ] Kyw/U.
f@)eKlz]
Primetimo da K* = Tr U Ak, odnosno K* sadrzi kopiju polja K. Neka
p(x) € K[z], p(x) = 2™ + ap_12" 1 + - - + a12 + ap. Posmatrajmo

o = 3y T+ Y= =1 A2+ F Yne1Yn = A2 A
AY1L .. Yn = (_1)na0)'

Skup {g(7) | Kyz) F ¢} = Ipe) € U, pa K* = ¢. Sada je {a € K* |
a je algebarski mnad K} algebarsko zatvorenje polja K.

Primer 2. (Teorema kompaktnosti) Neka je data teorija 1" (T" je konzisten-
tan, deduktivno zatvoren skup recenica). Ako svaki konacan podskup skupa
T ima model, onda i T' ima model.

Neka je T skup recenica. Za P € S,(T) neka Mp = P. Definisimo
Jp = {Q € S,(T) | Mg = P} i pokazimo da J = {Jp | P € S,(T)}
ima s.k.p. Ako Py,..., P, € S,(T), tada

PU---UP,€JpN---NJp,.

Neka je U ultrafilter koji sadrzi familiju J. Tada, [[pecg, () Mp/U =T jer
za @ € T vazi da

{PeS,(T)| Mp ¢t =Jy €F.

Primer 3. Nestandardna analiza.

Neka je R skup realnih brojeva i neka je K predikatski ra¢un sa jednakoséu
koji sadrzi sledec¢e simbole:

Za svako r € R, postoji konstanta a,;

za svaku n-arnu funkciju ¢ na R, postoji funkcijsko slovo f;

za svaku n-arnu relaciju ® na R, postoji relacijsko slovo Ag.

R posmatramo kao domen modela R u K, gde je a® = r, f;z =i AR} = .
Neka je F neglavni ultrafilter na w i neka je R® = R¥ /F &iji domen
obelezavamo sa R®. Znamo da je R® = R kao i to da R*® ima elementarni
podmodel R koji je izomorfna slika modela R. Elemente skupa R*® \ R!
zovemo nestandardni realni brojevi.

Neka je Ry skup "konacnih” elemenata skupa R®, odnosno Ry = {z | Ju €
R* |z| < u}inekaje Ry ={z|Vu € R |z| <u} skup ”infinitezimala”.
Za x € Ry mozemo definisati realan broj r tako da je x — r infinitezimala.
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Takav broj r zovemo standardni deo od z, u oznaci st(x). Ako je x realan
broj, onda je st(x) = x. Ako je st(z) = st(y), piSemo x = y, tj. x =y akko
je x — y infinitezimala, odnosno z i y su ”beskonaé¢no blizu”.

Neka je w® = {fr € R* | {j | f(j) € w} € F}. Ako je s niz realnih brojeva,
tada postoji funkcija koja je prosirenje datog niza na domen w®.

Teorema 3.5 Neka je s niz realnih brojeva i ¢ realan broj. Neka je s*,
funkcija koja preslikava skup w® u R®, korespodentna funkeciji s u R. Tada,
lim s, = ¢ akko s®*(n) = ¢, za svako n € W \ w.

Dokaz: Neka je lim s, = ¢. Fiksirajmo £ > 0. Postoji ng € w takav da
VE(k € wAk =ng=|sp—c| <e)
vazi u R. Stoga, korespodentna recenica
VE(k € WP Ak >ng = |s®(k) — ¢ <)

vazi u R®. Za svako n € w® \ w vazi da je n > ng pa |s®*(n) — c| < e.
Obrnuto, neka je s®(n) = ¢,¥n € w® \ w. Fiksirajmo ¢ > 011y € w® \ w.
Tada

Vk(k e w® Ak >ny = |s®(k) — ¢ <e).

Odgovarajuca recenica koja vazi u R nam daje lims, =c. m



Poglavlje 4

Konac¢éna aksiomatizabilnost

U ovom odeljku éemo ispitati da li su neka od bazi¢nih matematickih svojs-
tava (kao, na primer, "biti konacan”, ”biti beskonacan”, ”biti polje”, ”biti
dobro ureden skup” itd.) i svojstva prvog reda ili mozda samo generalna
svojstva prvog reda ili, pak, nijedno od toga.

Da ne bi dolazilo do zabune, ponovo pretpostavljamo da su sve strukture sa
kojima radimo istog tipa.

Svojstvo P je svojstvo prvog reda ako se moze opisati jednom recenicom.
Formalno, ovo definiSemo na sledeéi nacin:

Definicija 4.1 Svojstvo P je svojstvo prvog reda akko postoji recenica
o tako da

Ao akko A ima svojstvo P.

Definicija 4.2 Svojstvo P je generalno svojstvo prvog reda akko pos-
toji skup recenica ¥ takav da struktura ima svojstvo P akko je model za
3.
Primetimo da je svojstvo prvog reda i generalno svojstvo prvog reda, ali
obrat ne mora da vazi.
Primeri.
(1) Za svako n € w neka je 3™ re¢enica

(Fz1) ... (Fep) (1 A 22 N ANTL A T AT F T3 A+ A1 # Tp).

27



28 POGLAVLJE 4. KONACNA AKSIOMATIZABILNOST

Lako se vidi da A | 3™ akko A sadrzi bar n elemenata. Dakle svojstvo
"sadrzati bar n elemenata” jeste svojstvo prvog reda.

(2) Neka je 3!" recenica
SN E E

tada A = 3™ akko A sadrzi tacno n elemenata. Stoga, svojstvo ”imati tacno
n elemenata” je svojstvo prvog reda (mogli smo ga definisati i sa re¢enicom

(321) - Q) (V) (Arcicjen @i # 25) A Vi (y = 22)).

(3) Neka je ¥ = {3°" | n < w}. Jasno, A je beskonacan akko je model
za Y. Dakle, 7biti beskonacan” je generalno svojstvo prvog reda.

Upravo smo videli da je svojstvo ”biti kardinalnosti n”, za proizvoljno n € w,
svojstvo prvog reda, a pokaza¢emo da svojstvo ”biti konac¢an” nije ni gene
ralno svojstvo prvog reda.

Pokazimo,kao posledicu LoSove teoreme, da ”biti kona¢an” (a samim tim
i beskonac¢an) nije svojstvo prvog reda (naravno, ”biti beskonacan” jeste
generalno svojstvo prvog reda). Da bismo to pokazali treba nam prvo jedna
lema.

Lema 4.3 Neka je X skup recenica. Ako postoje proizvoljno veliki konacéni
modeli za X, onda postoji © beskonacan model za X.

Dokaz: Pretpostavimo da 3 ima proizvoljno velike konacne modele. Neka
je (4, | r < w) niz kona¢nih modela za ¥ takav da ako je A, kardinalnosti
ne in, < ng zar <s < w. Neka je F' neglavni ultrafilter na w i neka je
A =T[A,/F. Kako na svakom A, vazi svaka recenica iz ¥, prema Losovo]
teoremi imamo da je i A model za 3. Za svako n € w, recenica I" vazi za
najvise jedno A, a posto je F' neglavni, F' ne sadrzi jednoelementne skupove
pa zakljué¢ujemo (opet prema Losovoj teoremi) da 3! ne vazi na A ni za
jedno n < w. Dakle, A je beskonacan. m

Posledica 4.4 Svojstvo ”biti konacan skup” nije generalno svojstvo prvog
reda.

Dokaz: Direktna posledica prethodne leme. m

Sledece sto zelimo da pokazemo je da svojstvo ”biti dobro ureden skup”
nije generalno svojstvo prvog reda. Da bismo to pokazali pokazimo prvo jo$
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nekoliko primera.

(4) Neka je P relacijsko slovo duzine 2 i oo recenica

(Vo) P(xo, x0) A (Vo) (V1) [P(x0,21) V P(21,20) V 20 = 1] A
A(Vxo)(Vaq) (Vao)[P(xo, 1) A P(z1,22) = P(x0,22)].

A= (A, PA) je model za o akko je P# (striktno) totalno uredenje na A.

(5) Neka je ooy, recenica
oo N (Fxo) (V1) P(xg, x1).

A = (A, PA) je model za oop, akko je P4 totalno uredenje na A sa najveéim
elementom.

(6) Neka je opor, recenica
UOL/\(Vwo)[(le)P<.I‘1, :Bo) = (sz)[P(.CL‘Q, 1‘0)/\(V$3)(—|[P(5L'2, xg)/\P(I'g, .%'0)])]]

A = (A, PA) je model za 0 por, akko je P totalno uredenje na A sa najveéim
elementom u kojem svaki element od koga postoji manji ima neposrednog
prethodnika.

Kao §to smo upravo videli, ”biti totalno uredenje sa najveéim elementom
u kojem svaki element od koga postoji manji ima neposrednog prethodnika”
jeste svojstvo prvog reda, a sada ¢emo dokazati da ”biti dobro uredenje”
nije ni generalno svojstvo prvog reda. Da bismo to dokazali koristi¢emo
jednu trivijalnu ¢injenicu koja kaze da ako je Py svojstvo prvog reda, a P
proizvoljno svojstvo i ukoliko se Py i P, medusobno ne isklju¢uju, onda svo-
jstvo "imati osobine Py i P;” je generalno svojstvo prvog reda akko je Pj
generalno svojstvo prvog reda.

Teorema 4.5 Osobina "biti dobro ureden skup” nije generalno svojstvo pr-
vog reda.

Dokaz: Postoje proizvoljno veliki kona¢ni dobro uredeni modeli za opor,
ali ne postoji beskonac¢an dobro ureden model za oppr, Sto nam daje da
biti dobro ureden skup nije generalno svojstvo prvog reda. m
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(7) Neka je opos recenica
oo N (V.Qfo)(vxl)[P(l‘o, .%'1) = (3.%'2)[P(:L’0, .%'2) A P(.%'Q, .%'1)]]

A = (A, PA) je gust i ureden skup akko je model za opog.

U nastavku dajemo primere iz algebarskih struktura i dokazujemo koja
svojstva jesu, a koja nisu svojstva prvog reda.

(8) (Grupe)
U ovom sluc¢aju, teorija se najéesée interpretira u jeziku L5 = {+, —, 0}, gde
je + binarna operacija, — unarna, a 0 je konstanta. Sistem aksioma je:

VaVyVz(x + (y+2) =2+ (y + 2))

Ve(r+0=x)
Va(x + (—z) = 0).
Ako je o konjunkcija ovih recenica, onda je G = (G, +9, —9,09) grupa akko
G = o¢. Dakle, ”biti grupa” je svojstvo prvog reda.

G je komutativna akko G = o A VaVy(x +y = y + ) pa je i svojstvo ”biti
komutativna grupa” svojstvo prvog reda.

(9) (Prsteni)

U ovom sluc¢aju odgovarajuéi jezik je Lr = {+,—,-,0}, gde su +, - binarne
funkcije, - unarna, a 0 konstanta. R = (R, +R, R OR, R> je prsten akko je
(R, +7 —TR 0R) Abelova grupaiR | VaVyVz(z(y+2) = zy+rzA(y+2)z =
yr + zz) 1 R | VaVyVz((zy)z = x(yz)). Teoriju prstena obelezava¢emo sa
OR.

Teorija komutativnih prstena ocgr je or A VaVy(zy = yz) pa je i svojstvo
”biti komutativan prsten” svojstvo prvog reda.

(12) (Polja)
Jezik teorije polja je Lp = {+,—,-,0,1}, a teorija polja oF je

ocr N (0# 1) AVe(z -1 =x AVeIy(zy = 1)).

(13) (Polja karakteristike p)
Za polje kazemo da je konac¢ne karakteristike p akko je p najmanji pozitivan
prirodan broj takav da za svaki element = tog polja vazi

px =0,
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gde je
pr=r+x+---+x.
D Y ——

p—sabiraka

Poznato nam je iz algebre da je polje karakteristike p akko je p prost broj,

kao i ¢injenica da ako je ¢ # p i A polje karakteristike p, onda A nije polje

karakteristike q.

Polje je karakteristike p akko zadovoljava op ACp, = 1+14---4+1 = 0.
p—sabiraka

Polje koje nije karakteristike p, ni za jedan prost broj p zovemo polje karak-

teristike 0.

(14) (Polja karakteristike 0)
. . . NN .
Teorija polja karakteristike 0 je AL =opU{l+---4+1#0|p € P}, gde je
p—sabiraka
P skup svih prostih brojeva. Dakle, ”biti polje karakteristike p” je svojstvo
prvog reda, a ”biti polje karakteristike 0” je generalno svojstvo prvog reda.
Pokazimo da nije i svojstvo prvog reda.

Teorema 4.6 Svojstvo ”biti polje karakteristike 0” nije svojstvo prvog reda.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji recenica 0% takva da A = 0% akko je A
polje karakteristike 0. Za svaki prost broj p neka je A, polje karakteristike
p, odnosno model za {op,Cp,}. Neka je F' neglavni ultrafilter na skupu svih

prostih brojeva i neka je
A=T]A/F
P

Kako je, za svako p, A, model za or, prema Losovoj teoremi imamo da je
A model za op. Za svako p, Cp vazi na tacno jednom faktoru-.A,. Posto F'
ne sadrzi jednoelementne skupove (ponovo prema Losovoj teoremi) A nije
model za C),. Dakle, A je karakteristike 0 pa A |= 0’%. Kako J% ne vazi ni
na jednom faktoru \A,, dobijamo kontradikciju sa Losovom teoremom. m

(15) (Vektorski prostori)

Uobicajen pristup vektorskim prostorima je taj da se sastoje od dva dis-
junktna skupa, polja skalara i komutativne grupa vektora, zajedno sa nekim
relacijama koje vaze izmedu njih. Postoji nacin da se taj ” problem” izbegne,
odnosno da pojam vektorskog prostora izrazimo preko jezika prvog reda, gde
sve promenljive pripadaju jednom skupu. Upravo to radimo u nastavku.
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Jezik koji koristimo Ce se sastojati od dva unarna relacijska slova V' i
F', Cetiri ternarna relacijska, S, P, A, M i tri konstantna simbola O, 1p i
Oy. Intuitivno, V(x) nam govori da je x vektor, F(z) da je x skalar, a
S, P, A, M nam predstavljaju sabiranje skalara, mnozenje skalara, sabiranje
vektora, mnozenje vektora skalarom, respektivno. 0r nam predstavlja nula
skalar,1p jedinicu skalar, a Oy nula vektor.
S ¢e definisati Abelovu grupu na skupu ”skalara” sa neutralnim elementom
O0r. Nasa teorija ¢e ukljucivati recenice:
V(0y)AF(0p) AF(1p) AVz(V(z) & —F(x));
VaVyVz(V(z) VV(y) VV(z) = =S(x,y, 2));
Vavy(F(z) A F(y) = 3z(S(x,y,2)));
VaVyV2VivsVuvv(S(z,y, z) A S(t, z,u) A S(y,z,s) A S(z,s,u) = u =v);
VaVyVaVu(S(z,y,2) N S(y, z,u) = z = u);
Vo (F(z) = S(z,0p,x)) AVa(F(x) = Jy(F(y) A S(z,y,0r))).
Analogno, P ¢e definisati komutativnu polugrupu sa jedinicom (1p) na
skupu skalara gde ¢e jos vaziti:
Ve(F(z) Az # 0p = JyP(z,y,1r));
VaVyVzVsVt VieVuvo(S(y, z, s)AP(xz, s,u) AP(x,y, t1)AP(x, z, t2) AS(t1, t2,v) =
u=v).
Po simetriji stvari, A ¢e definisati Abelovu grupu na skupu ”vektora” sa
neutralnim elementom 0Oy, a M ¢e definisati mnozenje vektora skalarom na
slededi nacin:
VaVyVz(V(z) vV F(y) V F(z) = = M(z,y,2));
VaVyVzVsVt Vi VuVo(A(y, z, s)NM (z, s,u) AM (x, y, t1) AM (z, z, t2 ) NA(t1, ta, v) =

u=v);
VaVyVzVwVt VieVuvo (S (z, y, 2) AM (z, u, V) AM (x, u, t1) AM (y, u, t2) NA(ty, to, w) =
v =w);

VaVyVeVivsVo(P(z,y,s) AN M (s, z,u) N M(y,z,t) A (y,t,v) = u=v);
Ve(V(z) = M(1p,x,x)).
Dakle, teorija vektorkih prostora je skup svih navedenih recenica.

(16) (Kona¢no dimenzionalni vektorski prostori)

Dimenzija vektorskog prostora je n, ako postoji n linearno nezavisnih vek-
tora koji generisu prostor. Uvedimo neke oznake koje ¢e nam dosta olaksati
dalju diskusiju.

Neka je Sp(u1,...,un;21,...,Ty;y) formula

(Fz1) ... (Fzn)(3t1) - .. (Ftn—2)[M (w1, z1, 21)A- - AM (U, Ty, 20 ) NA(21, 22, E1)A
A(tl, 23, tQ) VANERIAN A(tn_g, Zn—1, tn_g) A A(tn_g, Zn, y)]
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Stoga, Sy (u1,...,Un;T1,...,2,;y) nam kaze
Y =urx1 + o UnTn.

Neka je dalje
LI, (z1,...,2,)

zamena za formulu
(Vur) ... (Vup)[Sn(ut, ..., un; 21, ..., 2p;0) = (ug =0A -+ Auy,, = 0)].

LI, (x1,...,x,) nam kaze da su vektori z1, ..., 2, linearno nezavisni.
Neka nam je 6 iy (n) recenica:

(Fz1) ... Fzp)(LLy(z1, ..o, 20) AVY) [V (y) = Fuy) ... Gun)Sn(ut, .y un; 21,0 Tns y)])-

Vektorski prostor je dimenzije n akko je model za dg;p,(n). Dakle, za svako
n, 7 biti vektorski prostor dimenzije n” je svojstvo prvog reda.

Ako je ¥ = {ovs} U {=0gim(n) | » € w}, onda je A beskonacno dimen-
zionalan vektorski prostor akko je model za 3. Dakle, ”biti beskonacno
dimenzionalan vektorski prostor” je generalno svojstvo prvog reda.
Pokazimo da nije i svojstvo prvog reda. Pretpostavimo da jeste i neka A = o
akko je A beskonacno dimenzionalan vektorski prostor. Obelezimo sa A,
vektorski prostor dimenzije n, za sve n € w. Neka je F' neglavni ultrafilter
na w. Tada, po Losovoj teoremi imamo da je

f={new|A,Eoc}eF,

§to nam daje kontradikciju.
Dakle, ”biti beskonac¢an”, a samim tim i konacan, vektorski prostor nije
svojstvo prvog reda.

(18) (Algebarski zatvorena polja)

Za polje kazemo da je algebarski zatvoreno ako se svaki polinom stepena
bar jedan, sa koeficijentima iz tog polja, moze rastaviti na linearne faktore.
Ekvivalentan uslov datom uslovu je da svaki nekonstantni polinom ima nulu
u tom polju.

Polje je algebarski zatvoreno akko zadovoljava recenice

on =Vxgo.. Ve, (z, 0= Jy(z,y" + -+ 21y + 29 = 0)),
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za sve n > 1. Dakle, "biti algebarski zatvoreno polje” jeste generalno svo-
jstvo prvog reda.

Pokazimo da nije i svojstvo prvog reda.
Da bismo to pokazali pozivamo se na tvrdenje koje kaze da za svako n € w
postoji polje koje nije algebarski zatvoreno u kom svi polinomi stepena < n
imaju nulu (dokaz ovog tvrdenja moze se naéi u [2]).

Teorema 4.7 Svojstvo “biti algebarski zatvoreno polje” nije svojstvo prvog
reda.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno i neka je o odgovaraju¢a recenica. Za
svako n € w neka je A, polje koje nije algebarski zatvoreno i u kom svi
polinomi stepena < n imaju nulu. Neka je F' neglavni ultrafilter na w i neka
je A=1]A,/F.

Jasno je da je A polje. Za svako n, recenica , vazi u svim sem konac¢no
mnogo faktora proizvoda A, pa zakljuéujemo da ¢, vazi u A. Dakle, A je
algebarski zatvoreno polje, pa A = 0. Prema Losovoj teoremi imamo da
A E —o, kontradikcija. m



Poglavlje 5

Kardinalnost ultraproizvoda

U ovoj glavi bavimo se isklju¢ivo kardinalnoséu ultraproizvoda, odnosno
ispitujemo kako na kardinalnost ultraproizvoda uti¢e kardinalnost njegovih
faktora, kardinalnost indeksnog skupa i priroda ultrafiltera. Vide¢emo da
bitnu ulogu igra priroda ultrafiltera koje smo pomenuli u prvoj glavi.

Pre nego sto krenemo da se bavimo kardinalnoséu ultraproizvoda, pokazimo
prvo nekoliko stavova vezanih za skupovna svojstva ultraproizvoda na koja
¢emo se pozivati u nastavku u ovoj glavi.

5.1 Skupovna svojstva ultraproizvoda
Neka je F' ultrafilter na I i neka je G C I proizvoljan. Sa F' | G oznacavamo
skup:

FIG={XNG|XeF}

Lema 5.1 Ako je F wltrafilter na I i ako G € F, onda je F [ G ultrafilter
na G 1 za svako X C I vazi:

XeF akko XNGEF|G.

Dokaz: (1) Postoje G=GNG,aG € F,slediGe F | G.
(2) Neka A, B € F' | G. Tada postoje X,Y € F tako da

A=XNG,
B=YNG.

35
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Stoga je X NY € F, pa
ANB=(XNY)NGeF|G.

(3) Nekan Ac F|GiACBCG. Akoje,za X € F, A= X NG i ako je
Z=XUBimamoda B=2ZNGeF |G.

Dakle, F' [ G je filter na G, pokazimo da je i ultrafilter. Pre nego Sto
pokazemo da je ultrafilter pokazimo:

XNGeF|G.

Neka X NA e F |G AkoY € F takvoda je XNA = XNY imamo
ADXNA=XNY eF.

Neka je, dalje, AC G. Akoje A€ F,ondaje A€ F | G. Ako A® € F,
ondaje G\A=GNA“€cF |G =

Napomena. Strukture A i B jezika £ su izomorfne (u oznaci A = B)
akko postoji bijektivno preslikavanje ¢ skupa A na B tako da za svako
funkcijsko slovo f, svako relacijsko slovo p, svaku konstantu cisvako ai,...,a, €
A vazi:

fA(al, ...,an) =a akko fB(go(al), oo plan)) = ela),

(a1,...,a,) € p* akko (p(ay),...,o(an)) € p°,

o(ct) = B

Teorema 5.2 Neka nam je data familija struktura jezika £, {A; | i € I},
neka je F ultrafilter na I i neka G € F. Tada vaZi:

A=J[A/F=B=]]A/FIG.

icl e
Dokaz: Defini§imo preslikavanje

o:[JAi/F—][A/FIG

el 1€G

na slededi nacin:
ako f € [[;c; A, onda sa f | G obelezavamo restrikciju funkcije f na G,
odnosno f [ G € [[;c Ai- Stavimo

O(f/F)=fT1G/F|G.
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Trivijalno, preslikavanje je sirjektivno. Pokazimo da se dobro slaze sa funkci-
jama i relacijama (dobro slaganje sa relacijom ”=" implicira injektivnost).
Ako je H n-arna funkcija jezika £, tada je:

HAfL/F, ... fo/F) = g/F & {ieI|H(f(),..., fali)
& {ieI|HM (i), ..., fali)

)=g()} € F
) =

g@)}NGeF |G

& {i€ GIHM(A), ..., fali) = <>}eF |G
& HB(fer/Fr G fn|G/F1G)=g 1 G/F |G
& HE(®(f1/F),...,®(f/F)) = <g/F>

Pokazimo na slican nac¢in da se ® slaze i sa relacijama.
Ako je R n-arna relacija jezika £, onda je:

(fi/F, o ) FY € R & {i€T|(A(i),. .., fa(i)) € RN} € F
& {iel|{fi(i),....[.(i)) e RYM}NGeF |G
& {€G|{Al),....fa()) ERN}EF G
s (AI1G/F1G,....fn | G/F|G)eR"P
& (D(f1/F),...,®(f,/F)) € RE.

Posledica 5.3 Ako je F' glavni ultrafilter na I, onda postoji k € I tako da
vazi:

[T A/F = A

Dokaz: Posto je F' glavni postoji neko k € I tako da {k} € F. Iz prethodne
teoreme imamo:

[TA/F= [T A/F 1 {k} = Ay
i€{k}

]
Dakle, u razmatranju nisu od interesa glavni ultrafilteri. Pokazimo jo§ jednu
korisnu posledicu prethodne teoreme:

Posledica 5.4 Ako je F neglavni ultrafilter na I, postoji J C I i G uni-
formni ultrafilter na J tako da za proizvoljnu familiju istotipnih struktura

o H'AZ/an'AZ/G

iel e
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Dokaz: Neka je A = min{card(X) | X € F} ineka je J proizvoljan skup iz
F ¢ija je kardinalnost bas A. Po prethodnoj teoremi je

[TA/F=]]A/G,
i€l ieJ

gde je G = F | J. Za svako X € F imamo da je X N J element F ¢ija je
kardinalnost A. G je uniforman ultrafilter jer je svaki element iz G oblika
XNJ, XeF. n

Lema 5.5 Ako je A struktura kardinalnosti najvise X i ako je F' A\t -kompletan
ultrafilter na I, onda

AlJF = A
Dokaz: Posmatrajmo preslikavanje d : A — A!/F definisano sa
d(a) = a*/F,

gde a* € ATiVie I, a*(i) = a.
Pokazimo da je d sirjekcija. Neka f/F € Al /F. Za svako a € A neka je

X, =f{i €| f(i)=a}.

{X, | a € A} je particija skupa I na najvise A disjunktnih skupova. Zbog
leme 2.28 postoji ap € A tako da X,, € F. Stoga f/F = d(ap).
Dokazi injektivnosti i homomorfnosti funkcije d su trivijalni. m

5.2 Kardinalnost ultraproizvoda konac¢nih kardi-
nala

Predimo sada na diskusiju o kardinalnostima ultraproizvoda, na ¢emu je i
teziste ovog rada.

Lema 5.6 Ako za svako i € I, card(A;) = card(B;) i ako je F ultrafilter
na I, onda

card(H A;/F) = card(H B;/F).
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Dokaz: Trivijalno. m

Ova lema je sustinska za rad u ovoj glavi jer nam govori da je za kardinal-
nost ultraproizvoda jedino bitna kardinalnost faktora, a ne i koji su skupovi
u pitanju; stoga ¢emo uvek pretpostavljati da su svi faktori bas kardinali.
Dakle, ispitiva¢emo problem kardinalnosti [[a;/F, gde je za svako i € I,
«; kardinal. Jasno, ako je za svako i € I, o; = «, odgovarajuéi ultrastepen
obelezavamo sa o /F.

Napomena. Dalje, uvek ¢emo pretpostavljati da je I proizvoljan indeksni
skup kardinalnosti v i da je F' ultrafilter na I, pa to neemo eksplicitno
naglaSavati u nastavku.

Navedimo sada jo$ jednu lemu, ¢iji je dokaz takode trivijalan pa ga
nec¢emo navoditi:

Lema 5.7 min{o; | i € I} < card([[ i/ F) <[] .

Posledica 5.8 (a) a < card(a!/F) < a7;
(b) Ako je a = ", onda je card(a! /F) = .

Tvrdenje 5.9 Neka je {i € I | 5; < a;} € F', gde su oy, f; kardinali. Tada
card(H Bi/F) < card(H a;/F).

Dokaz: Obelezimo sa X = {i € I | 5; < o;}. Nekajezai € T\ X, g
proizvoljan element iz «;. Definisimo preslikavanje ® : [[8;/F — [] oi/F
sa

Za f € ] Bi, neka je f € [] oy tako da vazi:

s JfE@), ieX
f(l)_{ai, iel\X.

®(f/F) = f/F. Pokazimo da je ® injekcija.
Pretpostavimo da je ®(f/F) = ®(g/F), gde f,g € [[ ;.- Tada je

fIF=g/F,

odnosno

Y={iel|f(i)=4(i)}€F.
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Posto je F filter imamo da X NY € F, a primetimo da ako i € X NY,
onda je f(7) = g(i). Dakle, XNY C Z={iel]| f(i)=g9(i)}, pa Z € F,
odnosno f/F = g/F, §to je i trebalo pokazati. m

Dalje, pri¢u u ovoj glavi odvijamo u dva smera. U prvom delu nastavka
obradiva¢emo kardinalnost ultraproizvoda konaé¢nih skupova, a u drugom
delu beskonaénih.

Lema 5.10 Ako je a konacan kardinal, onda je
card(ol /F) = a.

Dokaz: Posto je o konacan kardinal, F' je at-kompletan ultrafilter pa je
ovo tvrdenje direktna posledica leme 5.5. m

Lema 5.11 Neka je {«; | i € I} kolekcija konacnih kardinala. Ako postoji
n € w tako da Xy, ={i€l|a; =n} € F, onda
card(H a;/F) =n.

Dokaz:
[[ei/F= ] ei/F I Xa,

el 1€Xn

a zbog prethodne leme

card( H a;/F | Xp) =n.
1€Xn

Posledica 5.12 Ako je {a; | i € I} kolekcija konacénih kardinala koja je
ogranicena odozgo, onda je

card(H a;/F) < R.

Dokaz: Ako je oy < n, Vn € w, onda je I = X3 U---U X, pa je, za neko
k, X} € F. Prema prethodnoj lemi je card([[ a;/F) < Xp. m

Posledica 5.13 Ako je {«; | i € I} kolekcija konacnih kardinala i ako je F'
wT-kompletan ultrafilter na I, onda

card(H a;/F) < Ng.
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Dokaz: Posto I = J,c, Xn € F, a F je wT kompletan, mora postojati
k € w tako da X € F (u suprotnom X¢ € F, za svako n € w, pa i
Nhew X5 € F,aonda |J,c, Xn =1 ¢ F, kontradikcija). m

Videli smo da u slucaju da ako neki od skupova X,, pripada F', znamo
Sta se desava sa kardinalno$éu odgovarajuceg ultraproizvoda. Postavlja se
pitanje sta se desava ako nijedan X,, ne pripada F'. U opstem sluc¢aju imamo
delimi¢no resenu situaciju, a u slucaju da je I prebrojiv skup imamo kom-
pletan odgovor. Da bismo to dokazali, pokazimo prvo jednu lemu:

Lema 5.14 Postoji kolekcija A C w® tako da je card(A) = 2%0 i:
(1) ako f € Ain € w, onda f(n) <2";
(2) ako f,g€ A i f# g onda je {n € w| f(n) =g(n)} konacan.

Dokaz: Za svaku funkciju ¢ € 2% definisimo funkciju f, € w* na sledeci
nacin:
folm) = 3 (m)2m,
m<n
Po definiciji je f,(0) = 0. Trivijalno vazi da je za ¢ # ¢ i f, # fy, pa je
kardinalnost skupa A = {f, | ¢ € 29} bas 2%,
(1) Neka f € A. Tada postoji ¢ € 2¥ tako da je f = f,, te je

fn) <2042+ g 2nt < om,

(2) Neka je f, # fy. Pokazimo da je {n € w | fo(n) = fy(n)} konacan.

Posto je f, # fy sledi da je ¢ # 1), pa postoji n € w tako da je ¢(n) # 1 (n).
Neka je k najmanji prirodan broj za koji to vazi. Pokazimo sada da za svako
[ > k vazi da je f,(l) # fy(l). Imamo

fo) = p(m)2™ + > p(m)2™,

m<k k<m<l
fo) =D (m)2™ + > p(m)2™.
m<k k<m<l

Ako je za svako k < m < I, ¢(m) = ¢ (m), onda je dokaz gotov, u suprotnom
uzmimo najmanji k < ¢t < [, takav da je ¢(t) # ¢ (t). Tada imamo

Fo) =D 0(m)2™+ > p(m)2™+ D p(m)2™,

m<k k<m<t t<m<l

A C
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fo) =Y pm)2m+ > wm)2m+ > w(m)2™
m<k k<m<t t<m<l

-~ -~

B D
Kako je |[A — B| = 2%, a |C — D| = 2! sledi da je A+ C # B + D, jer je
t > k. Sad ako je za sve t < m < I, ¢(m) = ¥(m), dokaz je gotov, a u

suprotnom nastavljamo postupak onoliko puta koliko ima n < [, takvih da
je ¢(n) # 1(n) i dokaz je kompletan. m

Lema 5.15 Ako je {a; | i € I} kolekcija konacénih nenula kardinala takva
da, za svako n € w, X, ¢ F, onda je

card(H o;/F) = 2%,

Dokaz: Primetimo pre svega da I’ mora biti neglavni ultrafilter. To vaZi jer
jezasvakon € w, X, € F,ali (., X; =0¢ F, paje F wT-nekompletan.
Jasno je da postoje proizvoljno veliki n € w sa osobinom da je X, # 0.

Napravimo sada particiju skupa I, {J, | n € w} na slede¢i nacin:
Jp=XonU---UXogn+1_1, 2za svako n € w.

Neki od J,-ova mogu biti prazni, ali njih ne ubacujemo u kolekciju. Prime-
timo da za svako n, J, ¢ F iako ¢ € J,, onda je a; > 2". Obelezimo sa
n(i) broj za koji vazi da i € J,(;) (naravno, on je jedinstven).
Dalje, za svako i € I, neka je (m;, | k < 2"} niz razlicitih elemenata iz o
i neka je data familija funkcija A kao u prethodnoj lemi. Za svako f € A
definisimo hy € [] a; sa

hip () = M gn(i))-
Jasno, zbog f(n(i)) < 2", takav element uvek postoji.
Neka su f,g € Aihy(i) = hg(i). Tada je f(n(i)) = g(n(i)) pa stoga

{i € T hy(i) = he(i)} €| J{Jn | F(n) = g(n)},
jer 1€ Jn(z)
Pretpostavimo sada da je f # g. Tada postoji samo kona¢no mnogo n € w
takvih da je f(n) = g(n), a kako nijedan J,, ¢ F sledi da

U | f(n) = g(n)} ¢ F

odakle sledi
{i € I'|hy(i) =hg(i)} ¢ F.
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Dakle, imamo da je za f # gihs/F # hy/F, paje {hy/F | f € A} podskup
skupa [] a;/F kardinalnosti 2%°. m

Kao sto smo rekli, u slu¢aju da je I prebrojiv skup imamo kompletan
odgovor.

Teorema 5.16 Ako je {«; | i € I} prebrojiva kolekcija konacénih nenula
kardinala, onda vazi:
(1) ako za nekon € w, {i € I | a; =n} € F, onda je

card(H a;/F) =mn;
(2) ako ne postojin € w tako da je {i € I | a; =n} € F, onda je
card(] [ eu/F) = 2%.

Dokaz: (1) Dokazano u lemi 5.11.
(2) Prema prethodnoj teoremi je card([[ a;/F) > 2N0, a sa druge strane je

card(H a;/F) < Ha’ <R =

5.3 Kardinalnost ultraproizvoda beskonac¢nih kar-
dinala

U nastavku se bavimo slu¢ajem kada su svi faktori beskonaé¢ni kardinali.
Na prvi pogled deluje da nam to umanjuje opstost jer nije pokriven slucaj
kada imamo kolekciju proizvoljnih kardinala. Medutim, pokazimo da to nije
tacno.
Pretpostavimo da je {«; | ¢ € I} kolekcija proizvoljnih kardinala. Neka je
G={iel]|a <No}inekaje H=1T1\G. Posto je F ultrafilter imamo da
ili G € Fili He F. Znamo da vazi da je ili
card(H a;/F) = card(H o /F |G
il ic@
ili
card(H a;/F) = card(H a;/F | H)
icl icH
U prvom sluéaju imamo ultraproizvod konac¢nih kardinala, a u drugom
beskonaé¢nih. Kako je prvi slucaj obraden predimo na drugi.
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Teorema 5.17 Ako je F wt-kompletan, onda je
card(w’ /F) = No;
ako je F wt-nekompletan, onda je
card(w! /F) > 2%,
U sluéaju da je I prebrojiv skup i F w™-nekompletan onda je
card(w’ /F) = 2%,
Dokaz: Ako je F' wt-kompletan, prema lemi 5.5 je
card(w' /F) = N.

Pretpostavimo da je F w'-nekompletan. Tada postoji particija skupa I,
{X, | n € w}, takva da nijedan X,, ne pripada F'. Za svako n € w i za svako
i € X, stavimo da je a; = n. Znamo:

card(H o/ F) > 2%,

kao i to da je
card(H oi/F) < card(w! /F),

§to nam reSava drugi slucaj.
Na kraju, pretpostavimo da je card(I) = Xy. U ovom slucaju imamo:

2N L card(w! JF) < N§O = 280,
n

Posledica 5.18 Ako je {«; | i € I} kolekcija beskonacnih kardinala i ako
je F wt-nekompletan ultrafilter, onda je

card(H i/ F) > 2%,
Dokaz: Kako je, za svako ¢ € I, o; > w, sledi da je
card(H oi/F) > card(w' /F) > 2%,

|
Sledeée sto zelimo je da pokazemo da je kardinalnost ultraproizvoda
beskonaé¢nih kardinala ”dosta ¢es¢e” neprebrojiva nego sto je prebrojiva.
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Teorema 5.19 Ako je F w'-nekompletan ultrafilter na I i, za svako i € I,
a; je beskonacan kardinal, onda

[card(H a;/F)|¥ = card(H a;/F).

Dokaz: Neka nam je dato preslikavanje f : I — S, (w) kao u lemi 2.34.
Kako je f(i) konacan skup, za svako i € I postoji bijektivno preslikavanje

gi - alf @ ;. Zelimo da definisemo preslikavanje

0:([[eu/F)* =[] eu/F,
koje je injektivno, jer odatle sledi da je

[card(H a;/F)]¥ < card(H a;/F),

a kako obrnuta nejednakost trivijalno vazi, tvrdenje je dokazano.
Neka je
h={hn/F|ncw)e(]ei/F)
f(@

Za svako n € w i svako i € I imamo da hy, (i) € «;. Definisimo b} € o

sledeé¢i nacin:

na
hi(n) = hp(i), za svako n € f(i).
Sada, definigimo g € [] a; sa
g(i) = gi(hi), za svako i€ I.

Konaéno, neka je
O(h) = g/F.

Pokazimo da je 0 injekcija.
Neka je h # h'. Tada, postoji n € w tako da je h,/F # h!,/F pa

X ={iel]|hy(i)#h,(i)}€F
NekajeY ={i€l|né€ f(i)}. ZnamodaY € F,pasledidai XNY € F.
Neka i € X NY. Tada je hy(i) # h,,(i) i n € f(i). Stoga, hf(n) # hi*(n),
pa je i hf # hi*. Kako je g; injekcija sledi da je g(i) # ¢/(i). Dakle,
XNy cz={iel|g(i)#g @)}

pa Z € F. Odatle sledi da je g/F # ¢'/F, odnosno da je 6 injekcija. m
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Posledica 5.20 Ako je o beskonacan kardinal i F w'-nekompletan ultra-
filter, onda je
[card(al JF))¥ = card(a! JF).

Ova teorema nam govori da su ultraproizvodi ”dosta ¢esto” neprebrojivi
iz prostog razloga sto je
NEO # Ny

Do sada smo razmotrili neke sluc¢ajeve kad je F' wt-nekompletan. Zelimo jos
da vidimo $ta se deSava u slucaju da je F' uniforman ili regularan ultrafilter.
Pozabavimo se prvo sa slu¢ajem kada je F' uniforman. Da bismo taj slucaj
razmotrili potrebna nam je

Lema 5.21 Ako je v beskonacan (podsetimo se v = card(I)) i a > v onda
postoji X C ol takav da je card(X) > v i da vazi:

frge XNf#g=card{ic ] [f(i)=g(i)}) <. (5.1)

Dokaz: Neka je {z, | n <~} enumeracija skupa I. Neka je, dalje, ¥ kolek-
cija svih podskupova skupa o koji zadovoljavaju (5.1). Jasno, zbog Zornove
leme, Y ima maksimalan element, jer svaki lanac ima gornje ogranicenje,
s obzirom na skupovnu inkluziju. Neka je X jedan maksimalan element.
Pokazimo da je card(X) > ~.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji enumeracija skupa X oblika {fe¢ |
¢ < 7}. Definigimo g € of na sledeéi nacin:
Neka je g(zg) = 0. Neka je ¢ < v i pretpostavimo da je g(x,) definisano za
sve n < (. Kako je

card({fewc) | € < C}) <7,

postoji neki element koji pripada a \ {fe(z¢) | £ < ¢}. Neka je A¢ najmanji
takav. Stavimo g(z¢) = A¢.

Primetimo da iz definicije sledi da je za svako £ < ¢ <, g(x¢) # fe(xc).
Uzmimo neko proizvoljno f € X. Tada postoji p tako da je f = f,. Znamo
da je {i € I'| fu(i) = g(i)} € {z¢ | £ < p} pa je i njegova kardinalnost
< 7. Stoga X U {g} zadovoljava (5.1) sto nam daje kontradikciju sa pret-
postavkom da je X maksimalan. Dakle, card(X) >~v. ®

Teorema 5.22 Ako je v beskonacan i o > 7y i ako je F uniforman ultrafilter
na I, onda je
card(al JF) > 7.
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Dokaz: Neka je skup X C a! dat kao u prethodnoj lemi i neka je

A={f/F|[feX}
Akosu f,g € X i f # g, onda je

card({i € I'| f(i) = g(i)}) <7,

pa stoga

{iel]fi)=y9@)}¢F,
jer je F' uniforman, pa je f/F # g/F. Kako je card(X) > -, dokaz je kom-
pletan. m

Preostaje nam jos da vidimo $ta mozemo da kazemo u slucaju kad je F'
regularan ultrafilter na I.

Teorema 5.23 Ako je o beskonacan kardinal i F' reqularan ultrafilter na I,
onda je
card(al JF) = a7,

Dokaz: Trivijalno vazi da je
card(a! /F) < a7,

pa treba pokazati samo obrnutu nejednakost.

Neka je A skup svih konaénih nizova elemenata iz «. Posto je a beskonacan,
card(A) = a. Pokazujemo da je ¥ < card(A!/F).
Kako je F regularan ultrafilter na I, postoji bijektivno preslikavanje ¢ : [ —
Sw(I), takvo da za svako j € I vazi:

Ji={iel|je¢(i)}eF.

Obelezimo sa < neko linearno uredenje skupa I.
Neka f € of. Konstruisimo funkciju f* € A’ na sledeéi nagin:
Ako je ¢(i) = {io, ..., ik}, gde je ig < i1 < -+ < g, stavimo

Sada definigimo h : af — Al /F sa

hf) = f*/F.
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Dokazujemo da je h injektivno preslikavanje.
Neka f,g € o’ i f # g. Postoji j € I tako da je f(j) # g(j). Neka je i
proizvoljan element iz I takav da j € ¢(i), recimo, neka je

&(1) =iy ydy - yikt

pri ¢emu vazi da je ig < --- < j < --- < 1. Tada je

f*(’L) = <f(20)’7f(])7af(lk)>)

g*(z) = <g(zo)7 A 79(])7 A 7g(2k)>7
pa je f*(i) # ¢g*(i). Prema tome
Ji={iel|jeo()}CZ={icl|f(@)#g (@)} eF
ifY/F#g7/F. =
Sa ovom teoremom zavrSavamo nasu diskusiju o kardinalnosti ultra-
proizvoda.

Pokazimo jednu posledicu ove price, a to je ¢injenica da ”operacija ultraste-
penovanja nije komutativna”. Pokazimo to na slede¢em kontraprimeru:

Neka je card(I) = N, card(J) = 2% i neka je F uniforman ultrafilter
na J. Znamo da je
card((2h)’ /F) > 2%,

Trivijalno, card(2?/F) = 2, te je
card((2”7 ) F)!) = 2%,

i odatle
N7 /F 2 (27 /F).



Poglavlje 6

Elementarne 1 A-elementarne
klase

U ovoj glavi zelimo samo da pokazemo jednu ¢injenicu o ultraproizvodima,
a to je da je svojstvo biti A-elementarna klasa ekvivalentno sa dva uslova od
kojih je jedan uslov da je ta klasa zatvorena za formacije ultraproizvoda. Da
bismo to pokazali uvedimo prvo potrebne pojmove i pokazimo neke bazi¢ne
stvari koje ¢e nam trebati da bismo dokazali Zeljeni rezultat.

Skup svih recenica jezika £ obelezavaéemo sa Sent(L).

Definicija 6.1 Strukture A i B jezika L su elementarno ekvivalentne,
u oznaci A = B, akko vazi: za svaku reéenicu o jezika L je

AEo akko BlEo.

Neka je K klasa struktura jezika £ i neka je 3 neki skup recenica jezika
L. Koristi¢emo sledeée dve standardne oznake:

Th(K)={o|o € Sent(L) A\VA € K A= o},
MX)={A|VoeX Al=0}.

Lema 6.2 (a) Za proizvoljni skup recenica {o; | i € I} jezika L, vaZi:

(M(o:) = M(|{oi});

il icl
(b) Ako je ¥ proizvoljan skup recenica i K neka kolekcija struktura jezika
L, onda je:

M(Th(M(X))) = M(%),
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Th(M(Th(K))) = Th(K);

(c) Ako su A i B proizvoljne strukture, tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
(1) A= B;

(2) Th(A) = Th(B);

(3) Be M(Th(A)).

Dokaz: Trivijalno. m

Definicija 6.3 Klasa struktura K jezika L je elementarna klasa akko
postoji o € Sent(L) tako da je K = M(0); u tom sluc¢aju pisemo K € EC.
Klasa struktura K je A-elementarna klasa akko postoji skup recenica X
tako da je K = M(X); u tom slucaju pisemo K € ECA.

Primetimo da K € EC akko je osobina ”biti struktura u K” svojstvo
prvog reda, a K € ECa akko je osobina ”biti struktura u K” generalno
svojstvo prvog reda. Prema prethodnoj lemi je K € ECa akko postoji skup
reCenica {o; | i € I} tako da je

K = (M),
iel

odnosno, akko je K presek skupa elementarnih klasa.

Lema 6.4 K € ECa akko K = M(Th(K)).

Dokaz: Ako je K = M(Th(K)), onda ocigledno K € ECA.
Obrnuto, neka K € ECa. Tada postoji ¥ C Sent(L) takav da je K =
M(Y). Dakle,

M(Th(K)) = M(Th(M(Z))) = M(T) = K.

Teorema 6.5 Neka je K klasa struktura jezika L. K € ECA akko su is-
punjeni uslovi:

(1) K je zatvorena za izomorfizme i formacije ultraproizvoda;

(2) K je zatvorena za elementarne ekvivalencije.



o1

Dokaz: (=)

Pretpostavimo K € FCa. Tada postoji X C Sent(L) tako da je K = M(X).
Trivijalno vazi da je K zatvorena za izomorfizme i elementarne ekvivalencije,
a Sto se tice zatvorenosti za ultraproizvode, to je direktna posledice Losove
teoreme.

(<) Pretpostavimo sada da vazi (1) i (2). Generalno vazi da je K C
M(Th(K)). Pokazimo da vazi i obrnuta inkluzija.

Neka A € M(Th(K)). Za svako o € Th(A), postoji M, € K tako da je
M, | o (u suprotnom bismo imali o € Th(A), stogai A = o A—-o). Neka
je, za o € Th(A), J, ={r € Th(A) | M, |= o}. Familija {J, | c € Th(A)}
ima s.k.p. (jerje o1 A--- Aoy € Jp, N---NJy,). Ako je F ultrafilter nad
Th(A) koji sadrzi familiju {J, | 0 € Th(A)}, tada je [[,crpa) Mo/F € K
i HJETh(A) M, /F = A pa je, prema datim uslovima, 4 € K. ®

Za kraj ove glave pokazimo da klase nilpotentnih, resivih, kao i ne-
abelovih prostih grupa nisu aksiomatizabilne.
(Nilpotentne grupe)
Grupa G je nilpotentna ako i samo ako postoji centralni niz, odnosno niz

G=Gy>Gy > >Gp_1 > G =E,

takav da su sve podgrupe G; normalne i G;/G;+1 < Z(G/Giy1), za sve

i < k— 1. Grupa G je nilpotentna klase k akko je najkraéi centralni niz

duzine k.

Pokazimo da klasa nilpotentnih grupa nije kona¢no aksiomatizabilna. Ko-

risti¢emo tvrdenje da je Don nilpotentna grupa klase n, gde sa Dy obelezavamo
diedarsku grupu stepena k.

Obelezimo sa N3 = {n € w | n > 3} i neka je F' neglavni ultrafilter na Ns.

Posmatrajmo

G =]][Do/F
i pretpostavimo da je G nilpotentna grupa klase k. Za svako n > k + 1
postoje elementi af,...,a},; € Don takvi da je [af,...,ap, ] # e. Neka
je, dalje, @ = (a} | @ € N3),...,@k11 = (aj,, | i € N3), gde prvih k + 1
komponenata uzimamo proizvoljno. Lako se pokazuje da je

[a717 s )ak-‘rl] # €,

kontradikcija.
Na slican nac¢in se moze pokazati da i klasa svih resivih grupa nije konacno
aksiomatizabilna.
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(Neabelove proste grupe)

Pokazimo da i klasa neabelovih prostih grupa nije kona¢no aksiomatizabilna.
Neka je n > 5, F neglavni ultrafilter nad N5 = {n € w | n > 5} i neka je A,
alternativna grupa reda n. Znamo da su A, proste i neabelove. Posmatra-
jmo

A=]JAw/F

i pokazimo da A nije prosta grupa.

Za svako ay, € A,, neka je kZ broj elemenata koje a ”pomera”’, odnosno
kil = card({i € N5 | a(i) # i}). Neka je B = {{a, | n = 5) | {k} |
n > 5} ima supremum}. Lako se proverava da je B nosa¢ netrivijalne
normalne podgrupe grupe A.
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