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Mpepnrosop

PemaBawe HenMHEapHUX JeJHAUMHA j€ jelaH OJi HajCTapujuX M HajBAXHHUJUX
MareMmatnukux npoodnema. Cpehe ce y MaTremMaTHIlM ¥ MHOTHM JPYTHMM HayKama, Ha MpUMep,
¢bu3nnM, acTpOHOMHUJU U €KOHOMHUJU. 3a BehMHY HEIMHEeapHUX jeqHaunHa Hemoryhe je
OJIPEJTUTH TAYHO PEIICHE MOCTYMIIMMa KOJU KOPHUCTE eIeMEHTapHe ainrebapcke omepariuje.
300r TOora ce OBAaKBE jelHAYMHE pelIaBajy MNPUOJIMKHO, MPUMEHOM HEKOI HYMEpPUYKOT
Hajuemhe UTepaTUBHOr mocTynka. OBaj MpUCTYyN je ToceOHO A0OMO Ha BaKHOCTH I0jaBOM
padyHapa, jep padyHame 1mocraje 0p30, jJeTHOCTaBHO U TaYHO.

VY wmactep pamy mocmarpamo moctynke tuna Kommja 3a pemraBame HelWHeapHe
jemmaunne f(x) =0 ca jeqHOM HEMO3HATOM M HEroBe MoAu(MKalMje YETBPTOr peaa
koHBeprenuuje. Kmacuunam moctynak tuma Kommja koju mo6osemaBa HbyTHOB moctymak
(koju je pela KOHBEpreHIMje Ba) AaT je ca

_ 2 f )
14 1= 2L0x,) f (xn)

Xn+1 = Xp

r7e je

Ly 2 L) G)
" f'(xn)?

Kommje noctynak je Tpeher pena KOHBEPreHIMje U 3aXTeBa MU3pauyyHaBambe IPYror
u3Boja. Ilpemnoxene cy MHore BapujaHTe KommjeBor mnocTymnka KoOje HE 3axXTeBajy
U3padyHaBame JAPYyror n3Boja, u3mel)y ocranor u oHe npukaszane y pagosuma [11]u [12]. V
oBOM paay nmocmarpamo KoiujeB moctymnak 3a pelaBame HEIMHEApHUX jeTHA4YMHA U HEKe
IBEroBe MoJu(uUKaluje YeTBPTOT pella KOHBEpreHiuje cao0oAHe O] u3padyHaBama JPYror
M3BOJIa. 3a ampOKCUMAIIH]Y

2
1+ J1-2L(x,)

KopucTIiIn cMo Moau¢ukoBany Ilane anpokcumanujy. 3a anpokcumanujy L(x,), 0HOCHO
apyror usBoma f'(x,), xopuctumo I[lunu cpemune. Kao crenmjanHu ciydajeBH OBHX
CpeAMHa T0jaBJbyjy ce€, IOpea OCTAINX, apUTMETHYKa, TeOMETpHjcKa M XapMOHHjcKa



cpenuHa. 3a mocMmarpane mMoaudukanuje KomujeBor moctymnka qoka3aHa je KOHBEPIeHIIH]ja
Y4EeTBPTOT pe/ia u oapeleHe cy aCHMITOTCKE KOHCTAHTE TPEIIIKE.

Macrtep pax je moiesbeH y YeTHpU Jena. Y YBOJHOM Jielly JaTe Cy O3Hake,
NePUHHIN]E U TeOpeMe KOje Ce KOPHUCTE Yy JajbeM pany. Jpyru neo caapxu neuHUIN]Y
BbyrnoBor moctynka, KommjeBor mocrymnka, TeopeMe O KOHBEPICHIHMU W peay
KOHBeprenuuje. Y tpehem neny mocmarpaHu Cy HEKH OJf HOBHJUX pe3yJTara KOju ce OJHOCE
Ha IMoCMaTpaHy MpoOJIeMaTHKY, a MOCeOHO Ha JiesioBe u3 pana [12]. OpuruHaiHu 1eo Mactep
pana mpencraBiba Moaupukanuje KommjeBor moctynka koje ce no0Hjajy oarosapajyhum
[lage ampoxcuMarjaMa M ampoKcUManujama Ipyror H3BOJA 3aCHOBAaHMM Ha CpeJHHaMa
[Iunwuja, [7-8]. 3a oBe Moaudukanuje je mokazaHa KOHBEpPreHIMja 4yeTBpTOT peaa. Takobe,
aHanu3upahe ce yTuIaj mapaMmeTapa Koju ce 1mojaBjbyjy y cpeaunama [lunuja.

VYV nocneawmeMm neny pana npukazahemMo HyMmepuuke eKcIepuMeHTe ypahene y

nporpamckom makery Mathematica. Ha camoMm kpajy ajeMo KpaTak 3akJbydak, HAaKOH 4era je
HaBeJ/ieHa KopHuIheHa JInTepaTypa.

Hosu Can, cenrembap 2014. Harama Tomoposuh



1 YBop

1.1 Heke o3Hake, AepuHULUje U TeopeMe

1.1.1 O3Hake
{x,}
D = [a,b]

C*[a,b]

Lip,[a, b]

_ p p+1
€n+1 = Cen + O(en )
€n+1
enP
p

L(.X') — FOf" (x)

f'(x)?

HU3 OpojeBa X, X1,. ..
UHTEPBAJ KOjeM NpHIaaa Hu3 {x, }

ckyn K-myra HempexumHo audepeHnHjaObuIHMX (GYyHKIHja Ha
unrepsany [a, b]

cKynml (QyHKIHMja Koje Ha wuHTepBany [a,b] 3amoBosbaBajy

JIMMIIMIoB yclioB ca KOHCTaHTOM Y

peweme jeqnaunne f(x) = 0

ACHMIITOTCKA KOHCTAHTA TPEIIKe

rpeiika y N-Toj uTepamuju

jeHaYMHA TPEIKe

anpOKCUMAaIIMje aCHMITOTCKE KOHCTAHTE TPEIKe
pell KOHBEPreHIMje UTEPATHBHOT MOCTYITKA

¢ynkuuja Kommujesor nocrymnka



1.1.2 JedwuHuumnje

Hepunnumja 1.  3a dse jeonauune xasxcemo 0a cy exkeusaienmue na unmepsany |a, bl
axko cy pewerba Koja npunadajy ummepeany |a,b] jeome jeonauune pewerwa opyee
jeonauume u 06pHymo.

Hepunnuuja 2. Csaku peanran 6poj o, 3a koju eaxcu oda je f(a) =0, nasusamo
pewerve unu kopen jeonauune f(x) = 0. Kopen jeonauune f(x) = 0 nasusamo u myna
pynryuje f.

Hepunnumja 3. Bpoj o je pewerve suwecmpykocmu s jeonauune f(x) = 0 axo je
fG)=(x—a)g)

npu uemy je gymkyuja g oepamuuena y o u eaxcu g(a) # 0. 3a s ce ygex ys3uma
nosumuear yeo o6poj. Axo je s = 1, onoa xasxcemo 0a je kopen npocm uiu jeOHOCMpykK, a
ako je s > 1 onoda je euwecmpyx.

Hedunuumja 4. Hexa je @:D — R nenpexuona ¢ynxyuja. bpoj a € D 3a xoju eaxcu
a = @(a) je pewerve jeonauune x = @(X) u HA3UBaA ce HENOKPEeMHA MAyKa yHKYUje @.

Heka je x, mpousBoJban Opoj u3 unrepsana [a, b]. ®opmupajmo Hus 6pojesa xg, X1, ...
npemMa

Xpy1 = @(x,), n=0,1,..

Osaj Hu3 je moryhe ¢popmupatu camo ako @(x,) € [a,b], n = 0,1, ... 300r gepuHKCaHOCTU
byukuuje @ Ha unTepsaiy [a, b]. Ounrnenso, ako QpyHKIHUja @ NpecaMKaBa MHTEpBa [a, b]
y camor cebe, Baxu @(x,) € [a,b], n =0,1,... Ako je HU3 X, X, ... 700pO HeUHKMCAH K
UMa IpaHHYHy BPEIHOCT, Tj. 3a HeKO a € [a,b] Baxu lim,_, X, = @, OHIA je a pelenhe
jemmaunne x = @(x), ako je (QyHKUHMja @ HempexkuaHa Ha umHTepBany [a,b]. Haume, u3
@(x) € [a, b], 3a cBako x € [a, b] cnenu, 300r 3arBOpeHOCTH MHTepBana [a,b], ma Tauka
a € [a, b], a 300r HenpekUAHOCTH QYHKIH]E (@ CIIEIH

a = lim x,,; = lim ¢(x,) = ¢ (lim xn) = ¢(a).
n—-oo n—-oo n—-oo

Jlaknie, ako HU3 X, X1, ... KOHBEPIrUpa, HEroBa IPaHUYHA BPEIAHOCT Q j& PEIUICHE
jenHaunHe X = @(x), a WIAHOBU TOT HH3a allPOKCUMUPA]y TO pelICHe.

[Moctymak, y KOMe padyHaMo BPEIHOCTHU X, X1, ... IpeMa X, 11 = @(x,),n =0,1...ce
Ha3uWBa UTEPATHBHU MOCTYyNaK (MOCTyHNaK CYKIIECUBHUX allpOKCHUMalMja), TAE j& X1 =
¢ (x,) urepaTUBHO MpaBUIIo, GYHKIHjA @ je PyHKIM]ja KOpaKa, a HU3 Xg, X1, ... ¢ ATEPATUBHU
Hu3. [IpBu unaH Tor HHU3a je MoYyeTHa anpokcumanuja. Kaga urepatuBHU HU3 KOHBEprupa 3a
MIPOU3BOJBHY ITOYETHY BPEJHOCT, Ka’KEMO J1a UTEPaTUBHU MOCTYIAaK KOHBEPTUpA.

Jepununmja 5. Pyukyuja @ 3a0oeomasa Jlunwuyos ycioe ma unwmepeany D axo
nOCMOoju KOHCMAawma y makea 0a 3a ceéaxo x,y € D eagicu

lp(x) — )| <vylx—yl.
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Koncranta y ce nHasuBa JlunmumoBa koHcTaHTa. Ako je ¥ <1 oHma ce oBa
KOHCTaHTa Ha3MBa KOHCTAHTa KOHTpakiWje, a (QyHKIHja ¢ C€ Ha3WBa KOHTPAKIHja WU
KOHTPAKTUBHO MPECINKABAE.

HMepunnumja 6. Hexa je lim,_, x, = a. Ako nocmoju xoncmanma C € [0,1) u yeo
opoj K = 0 maxas oa 3an = K seadicu

|%n 41 — @l < Clx, —al
Kaoice ce 0a je Hu3 Xg, X1, ... TUHEAPHO KOHBEP2EHMAH.
Axo nocmoje koncmanme p > 1,C = 0 u yeo 6poj K = 0 makas oa 3a n = K easxcu
%041 — | < Clx, — af?

Kaxce ce 0a HU3 Xg, X1, ... KOHBEpeUpa Ka & ca pedom oap p. 3a p = 2 KoHeepeeHyuja je
Keaopamua, a 3a p = 3 KyOHa.

Hebunuumja 7. Pe0 KoHepeeHyuje umepamuenoz NOCMYNKA jeOHaK je peody
KOH8ep2eHyuje umepamugHo2 Hu3a 000UjeHo2 NOCMAmpanum UmepamueHuM nOCMynKoM.

Jla 61 ce oapenno pen KOHBEPIeHIM]E YeCTO e TocMaTpa KOHCTaHTa

_xpy —al
n= lim ——.
n—oo |xn —_ alp

VYKonIMKO OBakBa KOHCTaHTa IOCTOJU ToOCTymak je Oap pema p. Ako je n # 0,
MOCTYNaK je pella p W 1) ce Ha3WBa aCUMITOTCKa KOHCTaHTa mocTtymka. Ako jen =0,
rocMmaTpa ce rpaHuyHa BpPeAHOCT ca p + 1 y ekcrnoHeHTy uMmeHnuona. Axo je ometr 71 = 0,
y3uMa ce p + 2 UT[, 0K ce He Jo0Hje KOHCTaHTa pa3inuuTa oJ1 HyJe.

OnpehuBame pena KOHBEPreHIIMje HUjE YBEK jeAHOCTaBHO W THUME ce oBJe Hehemo
O0aButu. HaBemrhemo camo pen KOHBEpreHIHM]je OHUX MOCTyIaka Koje OyJaeMo MocMaTpaii.
Pen koHBeprenuuje ce KOPUCTH 3a yrnopehuBame Op3uHEe KOHBEPreHIIHje.

HMepunnumja 8. Kaoswcemo O0a je umepamusHu nocmynax ca peoom KoH@epeeHyuje pq
OpoKcU 00 UMepamusHo2 NOCMYNKA ca pedoM KOHBepeeHyuje Py aKo je P > Ps.

Hepunuumja 9. Axo je e, = x, — a cpewxa y n-moj umepayuju, perayuja
€nt1 = Cen + O(an+1)

20e je C acumnmomcka KOHCmMAauma cpeuike, a P peod KOHBep2eHyuje, ce HA3Ued
jeonauuna epewike nocmynka.



1.1.3 Teopeme

WrepaTMBHU TOCTYIIAK CE€ MOX€E KOPUCTMTH M KOJ pEllaBarma jeJHauyuHa OO0IMKa
f(x) = 0. Kako cMo 110 cajia mocMaTpais jeqHayuny ooauka x = @(x), y cienehoj reopemu
hemo matu ycinose 3a ekBuBaneHTHOCT jeanaunna f(x) = 0 ux = @(x).

Teopema 1. Hexa je g(x) #0 3a x € [a,b]. Taoa cy jeonauune f(x) =0 u
x = @) caplx) =x—gx)f(x) exeusarenmne na unmepsany [a, b).

Teopema 2. Hexa je ¢ nenpexuona ¢ynxyuja na unmepsany [a,b] u ¢(a), (b) €
[a, b]. Taoa nocmoju a € [a, b] maxo da je p(a) = a.

Teopema 3. Dyuxkyuja Koja 3adosomasa Jlunwuyoe ycroe na unmepsany D je
HenpeKuoHa Ha MoM UHMEPBAY.

OOpHyTO HE MOpa /a BaXKu, Tj. HenmpekuaHa QyHKIMja HAa UHTepBaidy D He Mopa na
3aJ]0BOJbaBa JIMMIINIIOB YCIIOB HA HCTOM UHTEpBAy.

Teopema 4. Axo ¢pynxyuja @ uma y unmepsany D nenpexuoau npeu uzeoo, mj. ako
je 3a ceaxo x € D

lp () <y

onoa @ € Lip, (D).

Teopema 5. Heka je @ xoumpaxyuja na uumepsany D u nexa npecauxasa maj
unmepean y camoe cebe. Tada umepamuenu nus {x,} oopehen ca

X1 = @(x,), n=0,1,..

ca npouzeomHum Xy € D, koneepeupa ka jeouncmeenom peuwiery & € D jeonauune
x = @(x) u sadxcu

n

[x; — xp], n=12,..

Y
|xn_a|S1_ |xn_xn—1|S1

2oe je y Jlunwuyosa koncmanma konmpaxyuje QyHkyuje @.
Bpensoctn —— |x, — x,_1| u r |x; — xo| medunmcane y mperxommoj Teopemm
1-y 1-y
Ha3MBajy ce alloCTepHOPHA U allpHOPHA OLIEHA I'PeIlIKeE.

ITopen anpuopHe U anocTepropHe, YECTO ce KOPUCTU M ciefeha oleHa rpemke koja
HE 3aBUCH OJ1 UTepaTUBHE QYHKIHjE .

Teopema 6. Hexa f € CY(D) u |f (x)] = m > 03a x €D. Ao je a € D pewerwe
jeonauune f(x) =0ux, € D,n=0,1,..., onoa je



el

| n - | = m
Teopema 7. [16] Peo kousepeenyuje jeonokopaunoe nocmynka

Xni1 = ©(xy,), n=0,1,..

je nosumuean yeo opoj. Osaj nocmynaxk uma ped KOH8epeeHyuje p ako u camo ako je

i P p
a=¢p(a) ¢V(a)=0, j=12..,p-1 ¢ (a)=0
Pen xoHBepreHmuje M acHUMIITOTCKE KOHCTAHTE TPEIIKE CBUX TIOCTyMaka Koje
MoCcMaTpamMo y OBOM pajy ojpehyjeMo kopuctehu mpeTxoaHy TeopeMy. Y 3aBUCHOCTH O ]
32 aCHMIITOTCKE KOHCTAHTE IPEIIKe Y3UMaMo

q,(p)(a)
p!

f9 @)
G = JUf (@)

a 10OMjeHHU pPe3yJITaT 3pakaBaMo MPEKO KOHCTAHTH , =2,
Kako cy ¢yHKOHje Kopaka MOCMAaTpaHWX HMTEPATUBHUX TIOCTyMaKa CIIOXKCHE H

M3pauyyHaBamke MHUXOBUX W3BOJA HHjE JEIHOCTABHO, Taj IIOCA0 CMO MPEMyCTHIN
nporpamckom makery Mathematica.



2 KowwnjeB utepaTtMBHM NOCTyNakK

2.1 [JeduHuumja nocrtynka

Jeman o HajnomynapHMjUX MOCTYIaKa 3a pellaBame jeaHaunna oomauka f(x) = 0 je
BbytHoB (nan Bbyta-PagconoB) noctynak. OBaj noctynak notuye o HbyrHa, anu ra je y
naHanrmkeM 00muKy popmyrnucao Padeon. Jlar je ca

B ¢
T T G

TIPH YEMY j€ X MPOU3BOJbHA MMOYETHA AIIPOKCHMAIIHja TPAKEHOT pelllekha.
OBo je Ba’kaH ¥ OCHOBHHU IIOCTYIIaK, KOjH KOHBEPTUpa KBaJPaTHO.

=0,1,..

[Tocroju pamumja mocTynaka Koju mpeacTaBibajy modospama lbbyTHoBOT ocTymka,
a 3axTeBajy M3paudyHaBame IpPyror mu3Bojna. Jeman on mux je u KomumjeB mocrymnak, Koju je
1at ca

B 2 f(x,)
Tole1-20(x,) (%)

1)

=X

Xn+l

r7e je

"
Ly = LS o)
n’/ — ! 2
f(xn)

IIpHU 4eMy je X IIPOHU3BOJbHA IIOYCTHA aHPOKCI/IMaHI/Ija TPaXXCHOI' pCLICH:A. OBaj MOCTYIIAaK je
Tpeher pcaa KOHBCpFCHI_II/Ije. MteYTI/IM, Y MHOT'UM CJ'Iy‘IajCBI/IMa HU3padyHaBambe Opyror
HU3BOJida U KBAAPATHOI' KOPpCHA je ,,CKYHO“ " IpUMCHA OBOT IIOCTYIIKA je OI'paHHUYCHA. KOH_II/IjeB
MOCTYyIaK je C(I)I/IKacaH Kaaa je HU3pavyHaBambE APYror MU3BOJa jeI[HOCTaBHO N HC 3aXTCBa
ITYHO BpEMCHaA.

VY ckopuje Bpeme, IpoydaBajy c€é MHOTH IOCTYMNIM CIOOO0JHU OJi M3padyHaBama
apyror u3Boja. OBU MOCTYINILM HE 3aXTEBajy U3payyHaBame JAPYror U3BOJa U KOHBEPTUPA]Y
KyOHO. OBakaB NpPHUCTYINl je BaXaH M MHTEPECaHTaH U 3a U3BONEmEe HOBHUX HTEPATHBHUX
nocTymnaka Beher pesa KOHBEpreHuuje ca1000JHIX 0] U3pauyHaBama JIPyror U3Boa.



2.2 KoHBepreHuuja v pep KOHBepreHuuje

VY oBoM Jieny paja nmocMarpamo KOHBepreHiujy KommjeBor uTepaTuBHOT MOCTYIIKA.
Kopuctumo pesyarare u3 [8]. IlpBo nokaszyjeMo TeopeMy O KOHBEPIEHIMJU Yy OIIITEM
ciIydajy, a 3aTuM, ojaroBapajyhum m300poM (yHKIM]E, 3aKJbydyjeMO Ja TBpheme Teopeme
Baxxu 1 3a KomujeB mocrymaxk.

Teopema 8. [8] Hexa je [ oOosomno nyma nenpexkuono oughepenyujabuna
@yukyuja y oxorunu | ceoje jeonocmpyke nyne a i nexa je f (x) >0 y l. Axo je H
dynkyuja sa rojy je H(0) =1 , H (0) =% u |H (0)| < o, onoa je umepamuenu

nocmynak X, = F(x,),n =0,1,... 20¢e je

f(x)

F(x)=x— mH(L(X)),
u
FOOF ()
REIE
mpehee peoa.

Joxka3. Pauynajyhu uzBone dynkmuje F, MoxeMO T00UTH:
F'(a) =1-H(0),
§ o HO)f (a
F (a) =—-2H (0)L (a) +M,
f (@)

o f (@
L(a)= 7l

Cana je mako BHJIETH Ja, IO MPETIIOCTaBKamMa TeopeMe, UMaMo:

F@)=a, F(a)=0uF (a)=0,omqaxne ciemu tBpherbe, a Ha OCHOBY Teopeme 7.

Axo y mperxoiHoj Teopemu pyHkiujy H nedunumemo ca

2
Hx) = ——F—, x <
(x) 1++vV1-2x

nobuja ce KommjeB mocrynak, U Inpu TOME Cy HCIYEHEHH CBU YCIIOBU TeopeMe 8, ra Ha
OCHOBY e ciiequ J1a KolnjeB utepaTUBHY NMOCTYNAK UMa pell KOHBEPreHIInje TPH.

N =

10



3 Moaudukaumje KowmnjeBor TepaTtuBHOr NOCTynka

3.1 Moaudukaumnje Koy

3.1.1 TocTynuu u aHanu3a KOHBepreHuuje
Heka je

Yn = Xn — Hf(xn)/f’(xn)’

rze je 0 HeHyna peanad mapamerap. [Tocmatpamo Tejnopos pa3Boj 3a f (), ) Y OKOJIMHH X,

Fr(yn) = £06)+ 17 (%) (Yo = %)) (2)
IOTO UMILTMIHUPA
_ f”(xn) f (Xn) ~ f,(xn)_ f,(yn) -
L(Xn)_ fr Xn)Z ~ Gf'(xn) _H(anyn) (3)
na u3 (1) nobujamo
Xn+1 = Xn 2 f (Xn) (4)

1 1m2H (%, y,) F(%)

Haj6ospu n360p 6 nokasas je y cienehoj reopemu.

Teopema 9. [12] Hexa je f:D — R u nexa je @ € D jeonocmpyxa nyna ¢ynxyuje
f. Ilpemnocmasumo oa je ¢pyuxyuja f 0osomHo enamka y oxoaunu . Tadoa nocmynak

oechunucan ca (4) uma ped xousepeenyuje uemupu axo je 8 = 2/3.

Hoxa3s. Kopucrehu Tejnopos pa3soj u yBpiurtaBameM y u3pas f(a) = 0, nobujamo

f(x,)=f'(a)(e, +C,el +Ciel +Cyen +0(e7)) (5)
meje ey = X, —an G = (3) fP@/f (@), j=23.....

11



Hajbe umamo
(%)= F'(a)(L+2C, +3C, +4C€3 +O(ef)) ®

HememeM (5) ca (6) modbujamo

f(x,
06) L catvalci-c)es(cc, )l 0f) o
om0 L0 o i e ce o) @

Pazsujamem f (y,) y oxommun o i kopucreh (8) no6mjamo

1+2(1-0)Cye, +(20C +3(1-0)°C, )¢
f'(y,)=f'(a) . , . ; \ 9)
-(49(:2 + (66°-100)C,C, +4(0-1) C4)en +0(ey)

W3 (6) u (9) nobujamo

H (X,.Y,)=2C.e, - (6CZ +(30-6)C,)e?
(10)

+(16C5 +(120-28)C,C,+4(0° 30 +3)C, )&l +O(e})

Hamwe, u3 (10) nobujamo

2 1 1 > 5 3 4
=1+=H X, n +—H Xna n +-H Xn’ n +O en 11
1+\1-2H(x,y,) 2 (¥ )+ 3 H O e +gH 06032 (e1) D

Cana uz (7) u (11) umamo

2 %) _o _(Eg_lj(;Beg

1+ 1-2H (x,.y,) f'(x) 2 (12)
+EHC2C3+(2¢92—60+3)C4}e§+O(e§’)
€.1=6 — - f,(xn) :(Eg_ljcser?
L+ y1-2H(x,y,) f'(x) (2 (13)

[2occ (20 -00+3)c, et vo )
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To 3Haum ma mocrynak aeduHucan ca (4) uMma pen KOHBEpreHiuje 6ap Tpu. AKo y3mMeMo na
je 8 = 2/3 onna uma peq KOHBEPTEHIIMjE YeTHPHU, H Y TOM ciy4ajy, u3 (13), nobujamo na je
JjeIHaYMHA TPeIIKe

1 4 5
—(0203 + 5czljen +0(e}) (14)

Tume je moka3 3aBpIICH.

VY Teopemu 9. mokazaHo je 1a je pel KOHBEpreHIMje Mmocrynka nedunucator ca (4)
MmoBe3aH ca u300poMm mapameTrpa 6. Y mpakcu cy MHOTO OOJbM TOCTYIIM YHJH j& pei
KOHBEpreHlIM]je YETUPH y OJHOCY Ha OHE MOCTYIKE YU j€ pell KOHBEPreHIuje TpU, YKOJIUKO
BHUX0Ba NPUMEHA ,,KOIITa* UCTO.

3.1.2 Moctynuu cnoboaHu of, U3pauyyHaBaka KBaApaTHOr KopeHa

CnnuHo kao y kinacuyHoM KolnjeBoM NOCTYINKyY, U Yy TOCTYNKY AepuHrcaHoM ca (4)
MOTPeOHO je n3pauyHaBame KBaJpaTHOT KopeHa. To Moxke OMTH BeoMa 3aXTeBHO. Y LUJbY Ja
ce m30erHe W3pavdyHaBame KBAJPAaTHOT KOPEHAa, M3BOJE C€ IMOCTYNIH y KOjUMa TO HHje
noTpebHo, a momohy TejnmopoBUx anmpokcumariyja.

TejmopoBa anmpokcuMaryja 3a \/ 1—2H(x,, ) je

1
1-2H (%,,,) = 2| 2 |(=2H (%, ¥,))’ (15)
j=0 J
Kopucrehu (15) u (4) nobuja ce 3am = 0
_ 2 f (%)
X =Xy — 1 f ,(Xn) (16)

1+Z>0 2 (—2H ( xn,yn))
J

Ca gpyre cTpane umamo

on(x v 1
2 :1— 1-2H (Xn’yn) :Z E (—1)j2j+1H(Xn,yn)j (17)

1+\f1—2H(xn,yn) H (X, ¥s) 20( 41

Hakne, nomohy (17), noOuja ce, 3a m = 0, anpokcumarnyja

1
L i i il f(x

X =% 2 2 (A1) 2 H (%, y, ) f,((x”)) (18)
j=0 J+1 n

13



AHAJIOTHO ce MOKe ToKa3aTu 1a 3a m = 1, nocrynuu nedunucanu ca (16) u (18)
uMajy pea KOHBEpreHuuje Hajmame Tpu. Jlabe, 32 m > 2, noctynuu aedunucanu ca (16) u
(18) umajy pen KOHBEpreHIIMje YETUPH.

VY 3aBUCHOCTH O]l BPEIHOCTH M, noOujajy ce pasnuuure Moaudukamnuje Kommujeror
MOCTYIIKA, @ HEKE OJ IbHX CY:

1. 3am=0y(16) u (18), nobuja ce bbyrHOB mocTymnax.
2. 3am = 2y (16), umamo

X =X, — u 2 f,( Xn) (19)
4-2H (Xn’yn)_H(xn’yn) f (Xn)
3. B3am = 2y (18), nobuja ce
1 1 f(x,
Xn+1:Xn_[1+EH(Xn’yn)—'—EH(Xnvyn)z) f,((xn)) (20)

Hakne, nobujeHe cy Heke BapujanTe KommjeBor mocTymka koje cy neduHmucaHe ca
(4), (16) u (18), pecnexktuBHO. CBU MNPEACTaBILEHU MOCTYNIM Ca PEIOM KOHBEpIeHIIH]je
YETHPH MOTY C€ 3alACaTH Y OMIITEM OOJIUKY

f(x,)

1 1
Xn4+1 = X — (1 + EH(xn'yn) + EH(xnIYn)z + YH(xnlyn)3 + O(H(xn'yn)4)>f'(x ) ’
n

raey € R.

3.2 Hose Mmoaudukaumje Kowmnjesor nocrtynka

Y oBom maparpady nocmarpamo Moaudukaiuje KommjeBor mocrynka 4eTBpTor peaa
KOHBEpPIeHIIMje Koje Cy CJIO0OJHE OJi M3padyHaBama JIpyror H3BoJa. 1O IMOCTHKEMO
anpokcuManjama L, omHocHo apyror m3soga f” cpemunama, kao u xopumhemem ITane
arpoKcuMaliyja.

3.2.1 Anpokcumaumje ppyror ussoga

[Tocmarpahemo n1Be anmpokcHMaIyje Ipyror U3Boja, Koje Cy MO3HaTe y JIUTEpaTypH, U
nomohy WuX M cpeauHa (GopMuUpaTH HOBE ampokcuManuje apyror u3Boga. Kopucrehm ce
NOOUjeHNM pe3ylTaTuMa 100uheMo 1 HOBE anpoKCUMaIlje 3a

) 0 00)

RS

a TuMe 1 Mojudukanuje Kommujepor nocrymnka.
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Kopucrehu Tejnopos pa3Boj, 106ujamo

1 p '
f(yn) ~ E(xn - yn)zf (xn) + (yn - xn)f (xn) +f(xn) ’

a ojatiie
£ ) ~ = 2 f (n) = xnf () + F(x0) = ()
" (xn - yn)z .
Kako je
b = x LG
T ()
nooujamo
' 2
ey o PO G

f(xn)?

Jlame, moHoBO KopulrheweM TejmopoBor pa3Boja 1o0ujaMo

f o) = On—x)f () + f (),

OJIHOCHO,

f" (xn) ~ f (xn) - f (Yn) ,

Xn = Yn

na je

) ) = fF )
f(xn) '

Jla 6ucmo cMmamuiu Opoj u3padyHaBama, KOpucTuMo Kunrosy, [19], anmpokcumarujy
MpBOT U3BoAA. Tako 106MujaMo

f ) =

f o) (f () + vf ()
f ) + Bf ()

fom)~
rje ¢y f Uy peaqHu mapaMmeTpu, 1a je

P () (f (%) +7f (yn))]
$)+AE) ) BT )
(%) () (F (%) + BT (va))

15



Axo je y #  — 2 pen KoHBepreHuuje He Moxe Outu Behu o nBa. OBO ce Jlako mpoBepaBa
pauyHameM ojroBapajyhux m3Bona QyHkmuje Kopaka, kojy hemo Qopmynucatu Ha Kpajy
naparpada. 3ay =  — 2 cneau

F) ~ f ) (FG) + (B = 2)F ()
) = FCe) + BF ) ’

a 3a Ipyru U3BoJ

ey o PO )’
" FG)(FGa) + BF O

Ca oBe J1B€ anpoKCcHUMAaIlHje Ipyror u3Boaa

2O @ 2f0f ()
fo) >y o)~ S Gy + prow)

nomohy cpeauHa 1o0MjaMo HOBE ampoKcHUMalgje Ipyror u3Bojaa. Ha mpumep, aputmeTnuka
cpenvHa naje

2f(yn)f'(xn)2+ 2f(yn)f’(xn)2
f"(X )z f(xn)2 f(xn)(f(xn)+ﬂf(yn))

2

OJHOCHO,

£ ) ~ f ) f ) (2f Cen) + Bf ()
" £ Gean)2(f (o) + Bf ()

3.2.2 Anpokcumaumje pgpyror nssoga nomohy LInHu cpeanHa
[Tunu cpenuna 3a aBa 6poja a u b nedunucana je, mpema [7-8], ca
a®+b° """ f%p
a +b' ’

O—(a, b, r, p) — exp(M

, r=p=0
a"+b" j P

Jab, r=p=0

Cneuujamau cinydajeBu [luHm cpeamue cy: p-creneHa cpenuna 3a r=0 u p=0,

aputMeTnuka 3a =0 u p=1, xapmonujcka3a r=0 u p=-1 ureomerpujckaza r=0 u

p=0.
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Ako je b=a¢, onna 3a [Iunu cpenune Baxu

ag(a,b,r,p) = ac(1,¢,7,p).

Kopucrehu ce anmpokcumanujama 3a qpyre u3Bo/ie

LU G 2fOf ()
o)t fea)(FGen) + BF ) °

n [Inau cpeaunama ca

2

2f(y,) f'(x,)
s-b_ FO)(F ) +AF (%)) - f(x)
a 21 (y,) F'(%.)’ £ (%) + BT (¥,)
f(x,)

nooujamo

! 2
f'(x,) = o(a,b,r,p) = ac(1,¢,7,p) = Zf(}}n(ch)(;n) o(1,¢,7,p).

3.2.3 Anpokcumaumje pyHkuuje L

AmpokcuMan#ujy 3a

NI (TN

f'(xn)?
n00MjaMo 3aMEHOM JIPYroT M3BOJa HEKOM anpokcumarijom [Iunau tuna. Tako qobujamo
, 2f () f (x,)?
f (xn) = O-(a: b: T:P) = aa(l, ¢; T,p) = f(xn)z 0-(1’ ¢,T,p)
na je
GO () FG) 2 G)f ()P 2 ()
L(xn) - f,(xn)z ~ f,(xn)z f(xn)z 0-(1: ¢,T,p) - f(xn) 0(1,¢,T,p).
Ako neduHHIIIEMO
ACLY
f(x)
OHJIa je
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21 (y,) f’(xn)2

S b TG AT ) 1) 1
a 2f (y,) f'(x,) f(x,)+Bf(y,) 1+pBs
f (%)’

Wmajyhu To y BuIy, nobujamo
L(x)~2sc(L¢,r,p)=2s0 I,L, r,p
1+ s

3.2.4 HoBu nTepaTUBHU NOCTYyNakK

[TonoBo nocmarpamo Kommjes noctynak

2 f (%)
Xn+l:Xn_ , :
1+ J1-2L(x,) (%)

[Tage anpoxcumanuja (1,1) 3a

2
1+ 1-2L(x,)

je
2 L(x)-2

~

1+ f1-2L(x) 2(L(x)-1) ~ 2(1-L(x))

Kopucrehu ce mpeTrxomHoM penamnujoM, anpoKCUMaIiijoM
1
L(x)~2so(L¢,r,p)=2sc|l,——,r,
(x)~2sa(Lér.p) ( T s pj

U yBohemeM mapamerpa o , nocMarpamo GyHKIH]Y Kopaka

o 2s0(Lgrp) ) fX)
»(x)=x (1+2—(2+5)250(1’¢’r’ p)}f,(X)

OJHOCHO, IIOCTYyIIaK

_ (“ s(x,)o(Lar,p) J f(x,) |
U 1-(246)s(x,) o (Lar,p) ) £1(x,)

3a (yHKIHM]y KOpaka BaKu

p(a)=a, ¢'(a)=¢"(a)=0, ¢"(a)=(B-205)C .
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YeTBpTH pel KOHBEPreHIMje MOKEMO J0O0MTH caMo ako je [ =26 . Mmajyhu to y BUIy
no0ujaMO UTEPATUBHU MOCTYIIAK

X . =X _(1+ 2s(%,)o(Lgr.p) ]f(xn)
ni1 = X 2—(4+p)s(x,)o(Lg,r,p))f'(x,)

[Topex oBor mocryrnka rmocMarpaheMo IoCTymKe 00IMKa

_ ()
=X —WG(ZSG(L $.1,p))

rze je G jenna ox (K, m) Iame anpokxcuMaruja GyHKIHje

22
4—(4+,B)z

1+

ca

2=2s5(x,)o(Lar, p)

VY cienehoj Tabenu npukasyjemo ose Iage anpokcumanmje 3a k =0,1,2 u m=0,1,2,3.

0 1 z+2 Pide, 1y (f4) AL PP
2 8 2 32 2
1 __2 2(B+2)-4  2(B+2)-4 2(B+2) -4
z-2 2(f+4)-4  (p+4)-4 2(f+4)—4
_ 8 2(+2)-4  2p+2)-4 2(f+2)-4
(B+2)2°+42-8 z2(f+4)-4  z(B+4)-4 2(f+4)—4
Tabena 1

KoHBepreHuujy mocMaTrpaHux mnocrynaka hemo nokaszatu kopuctehu ce cienehom
TEOpEeMOM, Koja je mocieauna reopeme 7.

Teopema 10. Hexa je 1 oxonuna jeonocmpykoe xopena o jenauune f(x) =0.
Ilpemnocmasumo da ¢pynxkyuja f uma HenpexuoHe uzgoode cee 0o yemspmoz peoa Ha I u
oa je f (x) > 0 na I. Onoa je red xonsepeenyuje nocmynka

Xpi1 = F(x,), n=0,1,..

uemupu aKo je
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a=F(a), FOD=0 j=123, F® %0,
Acumnmomcxa xoncmanma 2peuixe je F™ /41,

VY nassem paay mocMaTpamo UTEPATUBHHU MOCTYIIAK

rae je ca z=2s(x,)o (L ¢,r,p) dyskuuja F nepunucana xao

27
(l+—4—(4+ﬂ)zj6(2)

unu Heka o7 [lage anpokcumanuja (M3 mpeTxoaHe Tadene) oBe PyHKIH]e.

W3Bone dyukimje F Moxxemo onpeaut kopuctehu mporpamcku naker Mathematica.
N3pa3u xojuma cy nedrHUCaHN W3BOJIM CYy TIIOMa3HH, T€ heMo mocMaTpaTi caMo BPETHOCTH
THX u3pasa 3a x = « . [locmaTtpajyhu nobujene uspase oapenuhemo xoje ocobune tpebdba ma
3amo0BoJbaBa (yHknmMja G nma Ou Ham moctymak Owo dYerBpror pema. Jla Omcmo morim
oapenuTH u3Boie pyHkuuje F morpedHo je 1a mo3HajeMo BPpeJHOCTH U3BOAa (PYHKIIH]E

JlupekTHO TocMaTpame (PyHKIHjEe S U BEHHX W3BOJAa HHje Moryhe 300T Tora mTo

s(a) Huje neduHUCAHO (S(a) :%). Melhyrum, ako ce mocmarpa TejmopoB pa3Boj pyHKIHje

s oBaj mpobseM ce Moke mpeBasuhu. Kako je 3a Heko T uamehy x u x — %
(x)= FOf'()  FP1(x)°, F9() f(x)°
21'(x)° 6f'(x)° 24 f'(x)*

nobujamo
s(a)=0, s'(a)=C,, s"(a)=-6C;+4C, s"(cx)=6(8C;-10C,C,+3C,)
s (or) =—24(20C; —37C;C,+8C; +14C,C, —5C; )

Kopucrehu to, nasme no6mujamo
Fl@=a,  F(a)=1-6(0).
Jla 6ucmo go6mmn F (a) = 0, Mopa 6utr G (0) = 1. Kopucrehn oBaj ycios, 1061jamo

F' () = 2C,(1 — 26'(0)).
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Kako Tpaxkumo 1a 6yzne F (a) = 0, mopa 6utu G (0) = 1/2. Caga je
m 2 1 n
F'(@) = —12¢3 (1 -3 (8 +8) +G"(0) )

Ounrnemro, F' () = 0 axo je G (0) = (B + 4)/4.

Caya pa3nukyjeMo TpH cilydaja, a aCHMITOTCKY KOHCTaHTY Tpelke padyHamo Kopuctehu
pesynrare Teopeme 10.

1. Axkojer =p =0, oHnna je
F®(a) = —24C,C5 + €3(120 + 488 + 382 — 326" (0)),

Ia je ACUMIITOTCKA KOHCTAHTA I'pCIIKE

F@® (a)
24

3 1 2 4
=—C,C3+ C5 5+2ﬁ+§[2 —§G 0) ).

2. Axojer =pup # 0,o0Hza je
F® () == —24C,C5 + C3(120 + 485 + (3 — 61)B% — 326G (0))
Ta je aCHMIITOTCKAa KOHCTAHTA I'PEIIKe

F@® (a)
24

1 4
=—C,C3+C3(5+ 28+ §(1 - 2r)p% — §G (0)).

3. Ako jer # p,oHJa je

F®(a) == —24C,C5 + C3(120 + 488 — 3(—1+p +1)B% — 326" (0)),

I1a je ACUMIITOTCKA KOHCTAHTA I'pCIIIKE

F(4) a 1 4 n
@) _ —CC3+C3(5+28—<(—1+p+1)B2—=G (0).
24 8 3
Ha ocHoBY n3noxeHor, qokaszanu cMo ciezehy Teopemy.
Teopema 11. Hexa je 1 oxomuna jeomocmpykoe kopena o jeonauune f(x) = 0.

Ilpemnocmasumo da ¢pynxkyuja f uma nenpexuoHe uzgode cee 0o yemspmoz peoa Ha I u
oaje f (x) > 0 nal. Onoa je reo konsepzenyuje nocmynka

_, (%)
=X - f’(xn)G(ZS(X”)G(1’¢’r’ p))
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vemupu arxo je G(0)=1,6(0)=1/2 u G (0)=(B+4)/4 Acumnmomcka
KOHCMAHMa 2peuKe je

( 1 4 )
—Cng+CZ3<5+Zﬁ+§ﬁZ—§G (0)), s3ar=p=0

1 4
) —6263+c§<5+23+§(1—2r)/32—56 (0)>, sar=p#0

1 4
—6263+C§<5+Zﬁ—§(—1+p+r)ﬁ2—§6 (0)>, 3ar #p

\ J

3.2.4.1 IlpBu u3dop ¢pyukunje G

3a QpyHKIAjy

2

X
G(X)= 1+m.

paxun G(0)=1, G’(O):%, G”(O):ﬁ:{“r u G’"(O):%(4+ﬁ)2 3Haun, ca OBAKoO

n3abpanom ¢yHkmujom G gobujamMo TOCTymak dYETBPTOr pena KOHBEpPreHIuje, a
oaroBapajyha acCHMITOTCKa KOHCTaHTa TPEIIKE JaTa je Y HapeaIHo] Tabemu.

ACHMNTOTCKA KOHCTAHTA TPENIKe
1
pET —§(—8+,82+p,82+rﬁ’2)C23—C2C3
1
p=r —g(—8+,32+27”52)C23—C2C3
51003
p:r:o C2_§:BC2_C2C3

TaoOena 2.

3.2.4.2 Ipyru uzoop ¢pyukumje G

Axo ¢yukuujy G 6upamo u3 tabene 1, omma 3a m3bope (0,0), (0,1), (1,0) Hucy
UCITY’EHH YCJIOBU 3a YETBPTH peJ KOHBEpreHuuje. 3a ocrane u300pe TH YCIOBH CY
UCIYHCHH, Tj. BaXKH

— 4 _l 4 _ﬂ+4 m _i 2
G(0) =1, G(O)—z, G"(0) = 2 u G (0)—16(4+,B) .

3Haun, ca oBako wu3abpanuM ¢yHKuMjama G gobMjamMoO TMOCTyNmaKk YeTBPTOT pena
KOHBEpreHiiyje, a oJiroapajyha acUMNToTcKa KOHCTaHTa IpeLIKe J1aTa je ca
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(1—1+ g”,b’zjcg—czca.

Axo ¢yaxuujy G 6upamo u3 tabene 1, onma 3a usbope (0,2), (2,0) ycnosu 3a ueTBpTH pen
KOHBEpreHuuje ¢y ucmymenn. Oomumm Tux QyHKIMja Cy UCTH Kao oAroBapajyhu oOmuuum
dyrxumja u3 (19) u (20) ca f=0 u z=2s5(x,)o(L¢,r,p) ymecro H(x,,y,). ¥V Tom

CIlyuajy je aCHMIITOTCKa KOHCTaHTa IPEIlKe Jata ca Cy — C,C,.
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4 HyMepuyku eKCrnepuMeHTH

VY oBoMm gemny pana npukazahemo HyMepHuyKke pe3yJiTare ca MOCTYNIMMa OTMCAHUM Y
MpeTXoHOM moriaBiby. CBa pauyHama cy ypaheHna y nmporpamckom makery Mathematica 8.
[Mpermsnoct je moBehana na 20000 mmdapa ca SetPrecision ¢yrkiujom. Kopuctumm cmo
cnenehu wm3nasuu kpurepujym: |x, —a|l <& wm |f(xy)| <& thme je a TauHO peleme
rocMaTpaHe jeTHaYuHe. Y cllydajeBHUMa KaJia TAUHO PElIeHe HUje JOCTYIHO, KOPUCTHIIA CMO
IETOBY almpoKcUMalnjy koja je pauayHara ca 10000 mudapa, anmu cmo mpukazaiu camo 20
udapa. Hymepuuku pe koHBepreHiuje ord pauyHar je mpema

_ In(lxy 41 — al/lx — al)
In(lxy — al/lxg—q —al)’

ord,, k=1,2,..

U TIpeACTaBJba alPOKCUMAIIU]y pela KOHBpPreHIyje P , a anpokcumardje C), aCUMIITOTCKE
KOHCTaHTe rpenike C padyHare cy nmpema

_ Xk 41 — al

C, = , k=1,2,..
k |x) — alP

[Tocmarpanu cmo cneaehe dpynkuuje:

1
filx) = 5~ sinx, [7] ai = 0.52359877559829887308, xo = 0.7

f2(x) =x3—10,[6] a; ~2.1544346900318837217, x, =2

f(x) = x% + 4x% — 10,[6,7,8] aj ~ 1.3652300134140968457,  x, = 2
fi(x) =e™ + cosx,[7] a; =~ 1.7461395304080124176, Xg = 2
fs(x) =3x%—e*,[6] ai~0.91000757248870906066, x5 =1
fo(x) = e¥’+7x=30 _ 1 [67,89] ay =3,  x,=3.1

f7(x) = 8x — cosx — 2x2%,[7] @ ~ 0.12807710275379877853, xo=1
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fe(x) = arctgx,[7,14] ag

=0,

XO=1

fo(x) =+/x —cosx,[8] ai ~ 0.6417143708728826584,

fio(x) = x3 — cosx + 2,[7]

ajp = —1.1725779647539700126, xXo = —1.2

Xg = 0.6

fitx) =0, B =1, p=1, r=20

K| X la = x] KOHBGII))GI:"HGHHI/Ije BO?SZ?HEE -

0 | 0.69999999999999995559 | 18x«10-! |-

1 10.52350284988860796462| 96x10~> |- 0.09906691521
2 10.52359877559829886748| 561018 | 4.0537488 0.06613968137
3 |0.52359877559829887308| 5% 10-7t | 3.9999925 0.06615471834
4 |0.52359877559829887308 | 1.2 «+ 10282 | 4.00000000 0.06615471834
5 |0.52359877559829887308| 1.3 «+ 101129 | 4.00000000 0.06615471834
6 | 0.52359877559829887308| 1.9 « 10~4°17 | 4.00000000 0.06615471834

Tabemna 3.

Ha ocHOBy pe3ynTara mpuka3aHux y Ta0enu 3. MOKEMO 3aKJbYYWTH JIa TOCTYIIIH
KOje TocMaTpamMoO HMMajy peil KOHBEPTEHIIMje KOju CMO M ouekuBaid. M3abpaHa moueTHa
BPEIIHOCT j€ TaKBa Jia je IpeliKa y MOYETKY PEeIATUBHO BEJIMKA, ajlkl je pell KOHBEPTeHIIUje

HIIaK YCTHUPH.

V tabenama 4. ¥ 5. IOpeIMMO TIOCTYIIKE 3a Pa3IMuUTe BPEIHOCTH apameTapa P u I,
nocMarpajyhu speanoctu — log(|xg — al).

25

f =1
p=0r=0|p=1r=1|p=1r=0|p=0,r=1
fi 4477.4 4558.9 4516.7 4516.7
fo 4995.8 5465.1 5184.6 5184.6
f3 2682.1 2872.6 2768.8 2768.8
fa 4467.7 4512.1 4489.4 4489.4
fs 5185.1 5294.3 5237.2 5237.2
fe 1852.9 2380.1 2112.7 2112.7
f7 2699.7 3053.0 2849.9 2849.9
fs 3392.7 3725.7 2660.4 2660.4
fo 10128.4 9607.4 9798.1 9798.1
fio 6720.0 7062.0 6866.6 6866.6
Tabemna 4.



f =2
p=1/2,r=1/2 |p=3/2,r=1/2| p=3/2,r=5/2 | p=1,r=1/2
fi 4858.8 5329.6 5138.9 5043.3
£ 5016.2 4556.8 4126.7 4742 .4
f3 3437.5 3374.6 2486.7 4350.4
fa 4649.0 4787.7 5274.6 4714.0
fs 5705.2 6416.4 5536.8 6036.4
fe 1828.5 1292.0 765.3 1507.4
f7 2846.8 2359.8 2035.4 2564.4
fs 1647.5 2666.7 2732.2 1538.9
fo 9140.7 8943.2 8687.6 9032.6
fio 7113.8 6527.6 8687.6 6570.9
Tabena 5.

MoxeMo youuTH Jia ce TIOToaH U300p mapamMeTapa p U 1 pa3jiuKyje o/l jeAHAYUHE JI0
jenHaunHe. Ha acMMNITOTCKY KOHCTaHTY I'pELIKe NOPe] MapaMeTapa yTudy U KOHCTaHTe C, |
C;, Ia ce He Moxe pehu mTa je onTuManHu U300p mapamerapa. Y Tabenu 6. mpukasahemo
MMPOMEHY aCUMITOTCKE KOHCTAHTE TPeIlKe y OJHOCY Ha MPOMEHY Mapamerapa [$,p U T Ha
npumepy jennaunne f,(x)=0 .

f5x)=0

r|p =0 =1 L =2

0[0 0.073412375213986365195 | 0.029226500779294911332
01 0.058683750402422547241 | —0.029687998466960360484
0]2 0.043955125590858729286 |—0.088602497713215632301
1(0 0.058683750402422547241 | —0.029687998466960360484
1/1| 0.0881410000 | 0.043955125590858729286 | —0.088602497713215632301
1(2 0.029226500779294911332 | —0.14751699695947090411
2|0 0.043955125590858729286 |—0.088602497713215632301
2|1 0.029226500779294911332 | —0.14751699695947090411
2|2 0.014497875967731093378 | —0.20643149620572617593

TaoOena 6.

AcuMOTOTCKAa KOHCTaHTa T'pCHIKE JaTa je ca

1+ p+r
c, ((1—%,82]%2 —csj.

Axo je (8—(1+ p+r) ,li’z)c3 >0 Ha cMameme aCUMITOTCKE TPelIKe ce He MOXKE YTHLATH Y

OIIITEM Cleqajy. Camo Ha IMpuMeprnMa, Kajga Cy IO3HATC BPCAHOCTU C2 u C3, IHOroJHUuM
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n3bopuma mapamerapa f,r, p, MOXe Ce yTHIIATH Ha CMambeHmhe aCHUMIITOTCKE KOHCTaHTE
rpemike. AKo cy (8—(l+ P+ r),BZ) ¥ C, CYNPOTHOT 3HAKa, Tj. aKO je

2 . .
(8—(1+ p+r)p )C3<O, ACUMIITOTCKa KOHCTaHTa II0CTaje MHUHUMallHA ako Je

8—(1+p+r)B°=0.Y ToMm ciyuajy je Ta KoHcTaHTa —C,C,. Ha crenehoj ciuny npukazanu
Cy CKynoBH Tadaka 3a koje je 8—(1+ p+r)p°=03a £=0,1,...,5.

8- pr(p+r+1l)

Cnuka 1.

VYxonuko je [ = 0, BpenHOCTH MapaMmerapa p U T HE YTUYY Ha aCHUMITOTCKY
KOHCTAHTY IpEIlKe M OHa je Tana C, — C,C,.
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5 3ak/byyak

¥ Macrep pany nocmarpanu cmo KolnjeB MocTymak 3a peliaBambe HeIMHEapHUX
JeHaurMHa U Herose MoauduKaluje 4eTBpTor pena koHeprenuuje. [lopen mpukasza HeKHX
no3Hatux monau¢ukanuja KommMjeBor mocTynka M3BelE€HE CYy M HOBE MOJU(UKaIUje TOT
noctynka. OHe cy 3acHoBaHe Ha MonupukoBaHoj [lage ampokcumanuju yHKIMje KOopaka
KommjeBor noctynka u Ha [luHu cpenuHama ABe Mmo3HaTe almpoKCUMallMje IpYror M3BOJa.
[Iunm cpenuHe caapke W JBa mapameTpa, KOju Kao CIenujaiHe n3dope 1aajy apuTMETHUKY,
XapMOHH]CKY B TEOMETPHUJCKY cpeauny. Takohe, n360pom THX mapaMerapa MOXKEMO yTHUIIATH
U Ha aCUMIITOTCKY KOHCTaHTy rpemike. Cpeaune tuma CToJapcKor MMajy HOTIYHO HCTY
yJIOTY Kao U cpenvHe Tuna [IuHu u cBU eneMeHTH pa3Mmarpama, Koje cMo cripoBenu 3a [lunu
CpeAuHe, MOTIYHO CY MCTH.

OpuruHaJIHH JIe0 MacTep paaa mpeacTaBba GopMUpame HOBE GpaMUiIMje MOCTyNaKa,
JI0Ka3 HEHE KOHBEPIreHIMje W oJpehuBame aCUMIITOTCKE KOHCTAHTE TpEIIKEe. YTHIa]
napametapa [IuHu cpenanHa Ha (OpMHpame aCUMITOTCKE KOHCTAHTE T'PEIIKE MPHKa3aH je
MPBEHCTBEHO KPO3 HYMEPHYKE IPUMEPE U aHAIIM3Y Y JeTHOM MTOCEOHOM CITy4ajy.

VY derBpTOM Heiy pajia IpUKa3aHO je BUILE pe3yiTaTa M3BEACHHUX EKCIIepHUMeHaTa
Koju cy ypahenu y mporpamckom mnakery Mathematica. [Ipumepu Ccy y3eTH U3 pesieBaHTHUX
panoBa. Hymepuuku pe3ynratu cy y CKIaay ca TEOPHjCKHM pa3MarpamuMa.
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W3Bon:

VY pany mocMaTpaMo HeKe HyMEpHUKE MOCTYIKE 32 pellaBame HEIMHEapHe jeHAUYMHE ca jeJHOM HET03HaTOM

f(X) =0 koju ce 3acHuBajy Ha Moaudukanujama KormjeBor moctymnka v JlajeMO HEKe HOBE BapHjaHTe

Komnmjesor nmoctynka. Kox mocmarpanux mocryrnaka Ipyru H3BOJ je 3aMemeH cpeanHama [Inanja onpeleHnx
nomohy IpBHX MU3BOJA M 3aBHCE OJ1 JIBa MapaMeTpa. AHajIu3a KOHBEpPreHIHje MoKa3yje Ja HOBH IOCTYIIN UMajy
YeTBPTU pe KOHBEPreHIyje. Y CBaKOM HUTEPAaTHBHOM KOPaKy HOBHU IOCTYIILH 3aXTEBajy jeIHO W3pauyHaBambEe
¢GyHKIMje W JBa W3pavyyHaBama MPBOI HM3BOJAA. HyMepudyku pesynTaTH IOKa3zyjy Ja Cy HOBH MOCTYIIM
epuKacHU.
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