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Uvod

Na samom pocetku imacu tu slobodu da citiram naseg genija:

,» Verske dogme vise se ne prihvac¢aju u njihovom ortodoksnom
znacenju, ali svaki pojedinac ima potrebu da veruje u neke vrste
vise sile. Svi mi moramo imati neki ideal koji ¢e upravljati nasim
ponasanjem i zadovoljiti nas, ali on nije materijalan bez obzira da
li je vjera, umjetnost, znanost ili bilo sto drugo - samo je vazno
da djeluje kao nematerijalna sila.”

Nikola Tesla

Posle Godel-ovih teorema nekompletnosti matematika i nije tako daleko od
vere, pogotovu teorija skupova. U slobodnom prevodu, u [10], Maunun kaze:
,Pitanje o formalnoj konzistentnosti ZF aksioma mora ostati u domenu vere,
dok god se ne pokaze nekonzistentnost pomenutog sistema. Do sada nijedan
dokaz baziran na ovim aksiomama nije doveo do kontradikcije; naprotiv, one
su nam otvorile ceo jedan bogati svet klasicne i moderne matematike. Ovaj
svet ima izvesnu stvarnost i svoj zivot, zivot koji malo zavisi od formalizma
kojim je opisan.

Ako se i otkrije kontradikcija u nekom delu ovoga sveta, ona ¢e samo
posluziti za pojasnjenje, reviziju, i mozda rekonstrukciju nekih ideja, kao sto
se desavalo nekoliko puta u proslosti, ali ne¢e dovesti do njihovog pada.”

Bulovsko vrednosni modeli su prvi put iskoris¢eni na teoriji skupova od
strane Scott-a, Solovay-a i Vopénka-e, a u cilju boljeg razumevanja metode
forsinga. Danas su nasli primenu u nestandardnoj analizi (videti [8]), pa ¢ak
i u kvantnoj fizici. Kroz sledeéih nekoliko redova u kratkim crtama izlazemo
sadrzaj ovog rada.

Prve tri glave su uvodnog karaktera i u njima je data osnova bez koje se
¢italac ne moze uhvatiti u kostac sa Bulovsko vrednosnim modelima. Citaoca
koji je upuéen u osnove logike prvoga reda, teorije skupova i Bulovih algebri
upucujemo da direktno prede na citanje cetvrte i pete glave.



U prvoj glavi vrsimo pregled logike prvoga. Ova glava je u najtesnjoj vezi
sa Cetvrtim delom rada.

Druga glava se bavi pregledom teorije skupova koji je potreban za pracenje
pete glave. Akcenat je na transfinitnoj rekurziji, hijerarhiji skupova i dobro-
zasnovanim relacijama.

U tre¢em delu rada izlazemo osnove teorije Bulovih algebri. Tematika
je izlozena detaljno jer se osobine Bulovih algebri intezivno eksploatisu u
poslednje dve glave. Na kraju glave je dat dokaz Rasiowa-Sikorski teoreme
koju koristimo u dokazu takozvane teoreme validnosti poglavlja 4.2.

U cetvrtoj glavi se bavimo Bulovsko vrednosnim modelima proizvoljne
teorije prvoga reda sa jednakoséu. Dajmo dve varijante definicije Bulovsko
vrednosnih struktura. U prvoj varijanti vrs§imo interpretiranje promenljivih
jezika preko valuacija, dok u drugoj varijanti svakom elementu domena inter-
pretacije dodeljujemo novi simbol konstante. Takode, dajemo dva razlicita
dokaza teoreme koja kaze da je formula tacna u dvovrednosnoj interpretaciji
ako i samo ako je tacna u proizvoljnoj Bulovsko vrednosnoj interpretaciji.

Peta glava nosi naziv Bulovsko vrednosni univerzum. U ovoj glavi da-
jemo primenu Bulovsko vrednosnih modela na teoriju skupova koja je for-
malizovana u okviru predikatskog racuna sa jednakos¢éu. Koristedi se teorijom
iznetom u drugom poglavlju konstruisemo specificnu kumulativnu hijerarhiju
V®) koju zovemo Bulovsko vrednosni univerzum. Primenom transfinitne
rekurzije na klasi V®) x VB sa dobro-zasnovanom i skupu-sli¢cnom relacijom
konstruisemo relacije pripadanja i jednakosti. Dokazujemo da su sve aksiome
ZFC-a tatne u Bulovsko vrednosnom smislu, a samim tim i da V® sluzi
kao ,model” teorije skupova.

Na kraju je navedena literatura koja je koris¢éena prilikom izrade rada,
posebno, pored naziva pojedinih knjiga, u uglastim zagradama, je dat broj
stranice na koju se pozivamo u tekstu.

Ovom prilikom bi izrazio zahvalnost svima koji su ucestvovali u mom
usmeravanju i odabiru poziva. Hvala mojoj porodici, nastavnicima osnovne
skole Dusanu Petrovi¢u i Milanu Stanisavljeviéu. Hvala profesoru Radivoju
Stojkoviéu na podstreku i iskazanom strpljenju.

Posebno hvala mentoru profesoru Milanu Gruloviéu na odabiru teme, ko-
risnim sugestijama prilikom izrade rada i nezaboravnim pricama uz Solju
tople kafe. Takode, hvala ¢lanovima komisije za odbranu ovog rada profe-
sorima Milosu Kuriliéu i Borisu Sobotu.

Novi Sad, septembar 2014. godine Milos Kuljié¢



1

Pregled logike prvoga reda

Neka je A bilo kakav apstraktni skup. A zovemo alfabetom. Konacne
nizove elemenata iz A zovemo izrazi, reci iz A (na jeziku A). Konacan niz
izraza zva¢emo tekst' na jeziku A.

Prica¢emo o jeziku sa alfabetom A ako se odredeni izrazi i tekstovi mogu
izdvojiti i za njih se moze re¢i da su ,,dobro formirani”, ,,smisleni”, itd. Dakle,
u srpskom alfabetu A razlikujemo re¢i srpskoga jezika koje su sastavljene
po nekim (gramatickim) pravilima od proizvoljnog niza slova tog alfabeta.
Slicno je i sa logickim jezikom.

Pravila za formiranje razli¢itih izraza i tekstova ¢ine sintaksu jezika. Prav-
ila koja govore o odnosu jezika i stvarnosti (znacenje jezika) zovemo seman-
tikom jezika. Sintaksa i semantika jednoga jezika opisani su kroz metajezik.

Najvaznija klasa formalnih jezika je klasa jezika prvoga reda £;. Dva na-
jvaznija predstavnika ove klase su: jezik teorije skupova L5 i jezik aritmetike
L, A. Jezike klase £, zovemo jos i predikatskim jezicima.

1.1 Sintaksa jezika [,

Alfabet jezika iz klase £; moze da se podeli u Sest disjunktnih pod-
skupova. Sledeca tabela daje imena tih podskupova, standardnu notaciju za
elemente tih podskupova u opstem slucaju kao i u specijalnim slucajevima,
za jezike LS i L1A. Posle tabele dajemo pravila za pravilno formiranje ra-
zlicitih rec¢i. Imamo dva osnovna tipa reci bilo kojeg jezika L klase Li, a to
su termi i formule. Oba tipa se rekurzivno definisu. Takode, u ovoj tabeli je
dat kompletni simbolizam teorije, medutim u delu 1.3 ne uzimamo u alfabet
formalne teorije posmatranog jezika sve dole navedene simbole. Nesto vise o

!Primetimo da ne koristimo pojam reéenica. Kasnije o tome.
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tome ¢emo kasnije reéi.

Podskupovi Imena i notacija
alfabeta A Opsti slucaj \ u LS \ uliA
veznici i <> (ekvivalencija); — (implikacija); V (ili); A (i);
kvantifikatori — (negacija); V (univerzalni) i 3 (egzistencijalni) kvantifikatori
promenljive T1, X2, ...y Ly, ..
konstante €1,C2,. .. nema 0 (nula); 1 (jedinica)
operacije + (sabiranje, reda 2);
stepena ili reda fi, fa, ... nema - (mnozenje,
1,2,3,...,4,... reda 2)
relacije (predikati) € (je elemenat od,
stepena ili reda Ry, Rs,... reda 2); = (jednakost, reda 2)
1,2,3,...,7,... = (jednako, reda 2)
zagrade ( (leva zagrada); ) (desna zagrada)

Tabela 1. Alfabet jezika klase L.

Skup svih simbola promenljivih ozna¢avamo sa Var, skup svih znakova
konstanti sa Const, skup svih funkcijskih znaka sa F, dok sa R obelezamo
skup svih relacijskih simbola naseg jezika. Dalje, neka je svakom f € F
dodeljen prirodan broj ns koji oznacava broj argumenata funkcije f. Sli¢no,
sa prirodnim brojem np obelezavamo arnost proizvoljne relacije R € R.

Definicija 1.1. Termi su elementi namanjeg skupa izraza T za koji vazi:
(a) ConstUVar C T;
(b) akosu ty,...,t,, € T iako je f € F,onda f(t1,...,t,,) €T. A

Definicija 1.2. Formule su elementi najmanjeg skupa izraza W koji zado-
voljava sledece uslove:

(a) za sve R € R vazi R(t1,...,t,,) € W, gde su ty,...,t,, proizvoljni
termi (atomarne formule);

(b) ako su ¢,9 € Wi ako je z promenljiva, tada su izrazi:

(@) & (), (0) = @), (@) V(¥), (9)A([),

—(¢), Va(¢) i3z(e),
takode elementi skupa W. A
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Neka je A alfabet jezika L iz £,. Konacni nizovi elemenata iz A tvore
reCi naseg jezika. Dakle, svakoj reci jezika L mozemo dodeliti jedinstveni
prirodan broj koji predstavlja duzinu niza simbola kojima je data re¢ pred-
stavljena. Taj prirodan broj zovemo duZina reci. Odredene reci su izdvojene
i predstavljaju formule ili terme. Prethodne definicije impliciraju:

(a) Svaki term iz L je ili konstanta ili promenljiva ili je predstavljen u
obliku f(t1,...,tn,), gde je f operacija reda ny, a t1,...,t,, su termi
krace duzine.

(b) Svaka formula iz L je predstavljena ili u obliku R(ti,...,t,,), gde je
R ng-arna relacija, a ti,...,t,, su termi krace duzine, ili u nekoj od
sedam formi:

=(0),  Va(g) i3x(9),

gde su ¢ i ¢ formule kra¢e duzine i x je promenljiva.
Indukcijom po duzini rec¢i se pokazuje slede¢a vazna

Lema 1.1 (Jedinstvene prezentacije). Svaka re¢ unutar jezika L je ili
term, ili formula, ili ni term ni formula. Ove alternative, kao i alternative
iz (a) i (b) iznad, su uzajamno iskljucive. Svaki term (resp. formula) moZe
na jedinstven nacin biti prikazan u nekoj formi iz (a) (resp. (b)).

Korisé¢enje ove leme obezbeduje korektnost slede¢ih definicija slobodnih i
vezanih pojavljivanja varijabli u termima i formulama.

Definicija 1.3.

(a) Svako pojavljivanje promenljive u atomarnim formulama ili termima je
slobodno.

(b) Svako pojavljivanje promenljive u —(¢) ili u (¢1) * (¢2) (gde je * bilo
koji od veznika V7, A7, — 7 < 7) je slobodno (respektivno vezano)
ako i samo ako su odgovarajuca pojavljivanja u ¢, ¢; ili ¢o slobodna
(respektivno vezana).

(¢) Svako pojavljivanje promenljive z u Vz (¢) i 3z (¢) je vezano. Po-
javljivanje drugih promenljivih u Vz (¢) i 3z (¢) je isto kao i njihovo
pojavljivanje u formuli ¢. A
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Neka se kvantifikator V (ili 3) pojavljuje u formuli ¢. Iz prethodnih defini-
cija sledi da posle posmatranog kvantifikatora mora da sledi promenljiva,
a zatim i leva zagrada unutar ¢. Izraz koji pocinje sa tom promenljivom
i zavrsava sa korespodentnom desnom zagradom se zove poljem delovanja
datog kvantifikatora.

Definicija 1.4. Pretpostavimo da nam je data formula ¢, slobodno pojavlji-
vanje promenljive x u ¢, i term t. Kazemo da je term t slobodan za dato
pojavljivanje promenljive x u ¢ ako to pojavljivanje x-a ne lezi unutar polja
delovanja bilo kog kvantifikatora oblika dy ili Vy, gde je y varijabla koja se
pojavljuje u t. A

Obi¢no moramo da zamenimo sva slobodna pojavljivanja date promenljive
nekim termom, ako je zamena moguca u smislu prethodne definicije. Tu za-
menu oznacavamo sa @(z|t). Vazno je istaéi da ovom operacijom zamene
termi prelaze opet u terme i formule u formule (pokazuje se indukcijom po
duzini izraza). Ako je t slobodan za sva slobodna pojavljivanja x-a u ¢ prosto
kazemo da je term t slobodan za x u ¢.

Prethodne dve definicije, Definicija 1.3. i 1.4. se kasnije koriste. Ovde
¢emo dati intuitivno objasnjenje istih.

Definicija 1.3. nam dozvoljava da uvedemo vaznu klasu zatvorenih for-
mula. Po definiciji ona se sastoji od formula bez slobodnih pojavljivanja
promenljivih (njih takode zovemo i recenicama). Zatvorenim formulama
odgovaraju tvrdenja koja su kompletno deteriminisana (u smislu ta¢nosti).

Definicija 1.4. daje ,higijenska pravila” za menjanje notacije. Ako
neodredeni objekat = Zelimo da zovemo nekim drugim imenom y u datoj
formuli, moramo biti sigurni da se z ne pojavljuje u delovima formule gde je
ime y veé rezervisano za oznacavanje neodredenog objekta posle kvantifika-
tora. Drugim recima, y mora biti slobodno od pojavljivanja z-a. Ovo se lepo
ilustruje kroz jezik analize: umesto [ f(y)dy mozemo pisati [, f(2)dz,
medutim ne smemo pisati [ f(x) dz; promenljiva y je vezana, u polju delo-

vanja [ f(y) dy.

1.2 Interpretacija jezika klase L,

Formule imaju znacenje samo kad damo interpretaciju simbolima. Neka
je dat jezik L klase L. Pod interpretacijom M jezika L mislimo na skup
(klasu) D, koji zovemo domenom interpretacije, i funkciju I koja dodeljuje:

(1) svim relacijskim simbolima R reda ng, ng-arnu relaciju Ry na D,
dakle Ryy C D"E;
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(2) svim funkcijskim znacima f reda ny, funkciju fu iz D™ u D, dakle
fm DM — D;

(3) svakoj konstanti ¢, elemenat ¢y iz domena D, dakle cpq € D.

Definicija 1.5. Valuacija o interpretacije M je preslikavanje skupa promenljivih
{z; : i € N} u domen interpretacije Dp. A
M

o )

Definicija 1.6. Vrednost terma u valuaciji « interpretacije M, u oznaci [t]
je elemenat domena definisan sa:

(1) [x)M = a(x;) za sve i € N, gde je z; promenljiva;

M

2 na zavisi od

(2) [JM = cp za proizvoljnu konstantu ¢, primetimo da [c]
valuacije a;

(3) ako je f proizvoljna funkcija reda ny i ako su vrednosti terma ¢4, ..., ¢, ;
ve¢ definisani ([t;]M € Dy, i =1,...,np), tada
f (ot I = a2 [t 1),
A
Definicija 1.7. Atomarna formula ¢ = R(t1, ..., t,,) je tacna ili zadovoljena

u valuaciji « interpretacije M, u oznaci M =, ¢ ili M | ¢la], akko vazi:

([t22" - Ttanla®) € B,

o )
gde je R ng-arna relacija i ty,...%,, su termi naseg jezika.

Za formule koje nisu atomarne kroz slede¢ih par tacaka rekurzivno definiSemo
relaciju zadovoljenja u valuaciji « interpretacije M:

(a) M =, —¢ ako i samo ako nije M =, ¢;
(b) M =4 ¢V ¢ ako i samo ako M =, ¢ ili M =, ;

nije M =4 ¢ 1 nije M |=q ¢;

(f) M =, (Vz;)¢ ako i samo ako za svaku valuaciju o/ koja se razlikuje od
« u najvise i-tom clanu vazi M =y ¢;
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(g) ako je d € D, tada M =, (3x;)¢ ako i samo ako za neko d € D vazi
M Eqjjay - Sa afj|d) oznacavamo valuaciju definisanu jednakoscéu:

ajld) () = { oz), mij

d, zatl =]
gde je d € Dyy. A

Kazemo da je formula ¢ taéna u interpretaciji M ako je M =, ¢ za sve
valuacije « date interpretacije M. U tom sluc¢aju pisemo M |= ¢. Formula
je netacna u interpretaciji M ako i samo ako za sve valuacije « interpretacije
M nije M =, ¢.

Interpretaciju M zovemo modelom skupa formula I" ako i samo ako je
svaka formula iz skupa I' ta¢na u interpretaciji M.

Dajemo par tvrdenja koja predstavljaju semanticke osobine logike prvoga
reda.

e Ne postoji formula ¢ za koju je istovremeno M = ¢ i M |= (—¢);
e Akoje M E ¢ i M (¢ — ) onda vazi i M [ o,

e M | ¢ ako i samo ako M |= (Vz)¢. Ovaj rezultat se prosiruje na
sledec¢i nacin. Pod zatvorenjem formule ¢ mislimo na zatvorenu formulu
koju dobijamo od ¢ stavljanjem prefiksa univerzalnih kvantifikatora
onih varijabli koje se pojavljuju slobodno u formuli ¢. Ako ¢ nema
slobodnih promenljivih onda je njeno zatvorenje sama formula ¢. Sada
imamo da je ¢ tacna akko je njeno zatvorenje tacno.

e Neka je ¢ zatvorena formula. Tada za svaku interpretaciju M ili je

M E ¢ ili M |= =¢, odnosno ili je ¢ tacna u M ili ¢ nije tacna u M.

e Neka je ¢(x) formula i t term koji je slobodan za promenljivu z unutar
formule ¢. Tada imamo da je formula (Vz)¢(z) — ¢(t) taéna u svim
interpretacijama.

e Ako formula ¢ ne sadrzi slobodna pojavljivanja promenljive x tada je
(Vz)(¢p — ¥) = (¢ — (Vx)1h) tacno u svim interpretacijama.

Dokaze prethodnih tacaka videti u, recimo, [11].

Formula ¢ je logicki validna ili valjana ako i samo ako je tacna u svim
interpretacijama.

Za formulu ¢ kazemo da je zadovoljavajuéa akko postoji interpretacija M
i u njoj neka valuacija «a za koju vazi M =, ¢.
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Formula ¢ je logicki validna akko —¢ nije zadovoljavajuca i ¢ je zadovo-
ljavajuca akko —¢ nije logicki validna. Ako je ¢ zatvorena formula tada je
ona zadovoljavajuéa akko za neku interpretaciju M vazi M = ¢.

Formula ¢ je kontradikcija ako i samo ako je —¢ logicki validna.

Kazemo da ¢ logicki implicira ¢ (ili da je ¥ logicka posledica od ¢) akko
za svaku interpretaciju M i za svaku valuaciju « iz M vazi da iz M =, ¢
sledi M =, 1. Dve formule su logicki ekvivalentne akko logicki impliciraju
jedna drugu.

Formula ) je logicka posledica skupa formula X2 akko postoji konacan skup
formula I'(C %) za koji je 1 logicka posledica svih formula ¢ koje su iz I

1.3 Formalizacija teorije prvoga reda

U proslom delu smo dali jednu vrstu interpretacije logike iz klase L;.
Ona je izvrsena kroz davanje tacnosti i neta¢nosti formula u odredenoj val-
uaciji datog modela, Definicija 1.7. Takav pristup nam je omoguéio da
vidimo kada je formula logicki validna, kontradikcija ili nijedno od ta dva
u odredenom modelu. Da bi rekli nesto vise o teoriji, zadovoljenost u svim
modelima, treba nam drugi pristup. On je izvrSen kroz formalnu teoriju.

Formalna teorija T je definisana ako su ispunjeni slede¢i uslovi:

(1) Prebrojiv skup simbola je dat kao alfabet od T'. Konacan niz simbola
teorije T zovemo izrazi od T

(2) Postoji podskup skupa svih izraza od T koji se zove skup dobro formi-
ranih formula (dff) od T'. Obi¢no postoji efektna procedura za odredivanje
,dobre formiranosti”;

(3) Izdvojeni podskup skupa dobro formiranih formula teorije T' zovemo
akstomama od T'. NajceS¢e postoji efektna procedura na osnovu koje
vidimo da li je posmatrana (dff) aksioma, u tom sluc¢aju takvu formalnu
teoriju zovemo akstomatskom teorijom;

(4) Postoji konacan skup relacija Ry, ..., R, nad skupom (dff), koji zovemo
pravila izvodenja. Za svako R; postoji jedinstven pozitivan ceo broj j
takav da za svaki skup od j dobro forimranih formula i za svaku (dff) ¢,
postoji efektna procedura na osnovu koje odlucujemo da li su datih j
(df) formula u relaciji R; sa ¢ i ako jesu ¢ zovemo direktnom posledicom
datog skupa (dff) po pravilu R;.
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Dokaz u teoriji T je niz ¢, ..., ¢, formula? takvih da za svako i ili je ¢;
aksioma od T'ili je ¢; direktna posledica nekih prethodnih formula po nekom
od pravila izvodenja.

Teorema teorije T je formula ¢ za koju postoji dokazni niz ¢iji je poslednji
clan ¢. Takav dokaz zovemo dokaz formule ¢.

Teorija T je konzistentna akko ne postoji formula ¢ za koju sui ¢ i —¢
teoreme.

Formulu v teorije T' zovemo posledicom skupa formula I' ako i samo ako
postoji niz ¢4, ..., ¢, formula tako da ¢ = ¢, i za svako i ili je ¢; aksioma
ili je ¢; u I' ili je pak ¢; direktna posledica nekih prethodnih formula iz niza
na osnovu nekog pravila izvodenja. Takav niz zovemo dokazom ili dedukci-
jom formule v iz I'. Elementi skupa I' se zovu hipoteze ili premise dokaza.
Koristimo I' - 1 kao zamenu za 1 je posledica od I'”. Da ne bi doslo do
zabune, kad radimo sa viSe teorija stavljamo I' Fr 1 kao zamenu za v je
posledica skupa I' u teoriji T. Ako je I' konacan skup {¢1,...,¢,} tada
pisemo ¢y, ..., ¢, = 1 umesto {¢1,...,¢,} F . Ako je I' prazan skup 0,
tada () F 1) ako i samo ako je v teorema. Uobic¢ajeno se izostavlja znak 07 i
pise se - 1. Dakle, - 1 je drugi naziv za 1 je teorema.

Kroz sledece cetiri tacke uvodimo formalnu aksiomatsku teoriju 1" za neki
jezik L € L1, koju zovemo teorijom prvoga reda ili teorijom predikatskog
racuna.

(1) Simboli teorije T" su isti kao u delu 1.1., s tim §to se ograni¢avamo na
veznike =, A, — 1 univerzalni kvantifikator V (videti Tabelu 1.).

(2) Dobro formirane formule definiSemo preko Definicije 1.1. i Definicije
1.2., gde se u potonjoj ogranicavamo na simbole iz (1).

(3) Logicke aksiome. Neka su ¢, ¥ i 7 proizvoljne formule teorije T' tada
su slede¢e formule aksiome:

(A1) ¢ — (¢ N 9);
(A2) (o NP) — ¢
(A3) (DAY) = (= AT) = =(T A D));
(B1) Va(¢ — ¢)] = (Va(¢) — Vz(v¥));
(B2)

B2) ¢ — Vz(¢), gde je formula ¢ takva da ne sadrzi slobodna pojavlji-
vanja promenljive x;

(B3) Va(o(z)) — ¢(x|t), videti komentar posle Definicije 1.4.

20d sada pod pojmom formula mislimo na dobro formiranu formulu. Ako bude bilo
potrebe napomenuéemo kada izraz nije (dff).
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Specijalne aksiome. Njih ne mozemo navesti. One zavise od teorije koja
se formalizuje u okviru predikatskog racuna. U drugoj glavi navodimo
devet specijalnih aksioma teorije LS, uobicajena je oznaka ZFC.

(4) Pravila izvodenja teorije prvoga reda su:

(a) Modus Ponens (MP): 9 sledi iz ¢ 1 ¢ — ;
(b) Generalizacija (GEN): Va(¢) sledi iz ¢.

Ostale veznike uvodimo preko sledece definicije:

(D1) ¢V ¢ zamena za —((=¢) A (—¢));
(D2) ¢ <> 1 zamena za (¢ — ) A (¢ — );
(D3) (3x)¢ zamena za —=((Vz)(—9¢)).

Trebalo bi da napomenemo da ovaj izbor logickih aksioma i pravila izvodenja
nije nikako jedinstven. Postoji mnogo ekvivalentnih pristupa, mi smo izabrali
formalizaciju kao u [14].

Neka je T teorija prvoga reda. Pod modelom teorije T" mislimo na in-
terpretaciju u kojoj su sve aksiome teorije tacne. Zbog semantickih osobina
imamo da modus ponens i generalizacija ocuvavaju tacnost formula. Dakle,
svaka teorema teorije T je tacna u svakom modelu date teorije.

Sada dajemo par tvrdenja logike prvoga reda koja se dokazuju bez inter-
pretiranja simbola. Dokaze pogledati u [11] i [15].

Teorema 1.1 (Dedukcije). Neka je ¢ zatvorena formula i neka I, ¢ = ) tada
I'-¢— .

Teorema 1.2 (Redukcije). Ako jeI' skup formula teorije T i ako je v formula
te teorije, tada vazi:

CEy akko (o1 — - = dn — ),

gde sve formule ¢; predstaviljaju zatvorenje nekih formula iz T'.

1.4 Teorije prvoga reda sa jednakoséu

Neka je L_ jezik klase £, koji sadrzi relacijski znak = duzine dva. Tradi-
cionalno pisemo 1 = x5 umesto = (z1,x2). Ako je ¢ formula, x promenljiva
it term, sa ¢(x «~ t) oznacavamo rezultat zamene t-a za neka, ne nuzno
sva, slobodna pojavljivanja x kad ne dolazi do zabune, odnosno kada je to
pojavljivanje slobodno za term t. T_ zovemo teorijom prvoga reda sa jed-
nakoséu (ili jednostavno teorijom sa jednako$éu) ako spisku logickih aksioma
pridodamo sledec¢e dve aksiome jednakosti:
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(C1) Refleksivnost jednakosti: (Vz)(z = x);

(C2) =y — (¢p(x) = ¢(x e« y)), gde je ¢ atomarna formula, a = i y su
promenljive.

Uz pomo¢ logickih aksioma i aksioma jednakosti pokazuje se slede¢e vazno
tvrdenje, dokaz se moze videti u, recimo, [10] ili [11].

Lema 1.2. Neka je T— proizvolyna teorija sa jednakoscu, tada postoji dokaz
sledecih formula w datoj teorigi T—:

a) t =1, za sve terme t jezika L_;
b) t1 =ty — ty =t za svaka dva terma ty 1ty naseq jezika;

)
)

c) (t1 =ty Nty =t3) — t1 = t3, za proizvoljne terme tq,ty i t3;
)

d) 2=t — (¢(x) = ¢(x &~ 1)), gde je ¢ proizvoljna formula jezika L—,
t je proizvoljan term, a x proizvoljna promenljiva za koju je dozvoljena
pomenuta zamena.

1.5 Kompletnost

Ovde dajemo krajnji, najbitniji rezultat, Godel-ovu teoremu komplet-
nosti: U proizvoljnoj predikatskoj logici (teoriji prvoga reda) teoreme su
tacno one formule jezika koje su logicki validne formule. Teorema komplet-
nosti zapravo predstavlja vezu izmedu relacija - i |=.

Teorema 1.3 (Kompletnost). Neka je T proizvoljna teorija prvoga reda.
Tada za proizvoljnu formulu ¢ teorije T imamo

¢ je teorema. < ¢ je logicki validna.

Fo « Eo.
Posledica: Za svaku teoriju prvoga reda T imamo:

a) Formula ¢ je taéna u svakom modelu teorije T ako i samo ako je b1 ¢.

b) Ako je formula 1 teorije T logicka posledica skupa formula 3 iste teorije,
tada je takode X 7 .

c) T je konzistentna teorija ako i samo ako ima model.
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Napomena: Vazi i prosirenje Godel-ove teoreme kompletnosti na teorije sa
jednakos¢éu ako se jednakost ,normalno” interpretira. Model M teorije sa
jednakos¢éu zovemo normalnim ako simbol = interpretiramo kao relaciju-
dijagonalu na domenu D date interpretacije, preciznije:

(]!, [2]8") €=m akko [t1]2" = [t2]2"

Dokaz ovog tvrdenja kao i prosle teoreme i posledice imamo u [10] ili [11].

U delu 1.2 interpretirali smo sve simbole, medutim jasno je da je dovoljno
ograniciti se na interpretaciju simbola —, A, =1V, naravno od same teorije
zavisi interpretacija atomarnih formula.



2

Pregled Teorije skupova

Aksiomatizacija teorije skupova se vrsi u teoriji prvoga reda sa jednakoscéu,
na jeziku L_. U samoj teoriji pored predikata jednakosti imamo jos jedan
predikat reda dva, predikat ,€”, funkcijski znaci i simboli konstanti ne pos-
toje. Objekte teorije zovemo skupovima. Obelezavamo ih malim slovima
latinice x,y, 2, . .. iako ponekad koristimo i velika slova. Skraceni zapisi koji
se koriste su:

xr & y zamena za —(z € y); « # y zamena za —(x = y);

Vo € a p(r) zamena za Vz(x € a — ¢(x));
dz € a p(r) zamena za Jx(z € a A ¢(x));

Al p(z) zamena za Iz Vu(p(u) <> u = x).

2.1 Aksiome ZFC teorije

(Ax1) Aksioma ekstenzionalnosti:

VaVy(Vu(u € x <> u € y) — = =y).

(Ax2) Aksioma para:

VaVb3cVr(x € c v =aV o =Db).

(Ax3) Shema izdvajanja:
Ako je ¢(u,p) formula u kojoj y nema slobodnih pojavljivanja, tada:

VaVpIyVu(u € y <> u € x A p(u,p)).
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(Ax4) Aksioma unije:

VedyVu(u € y <> Jz(z € x Au € 2)).

Posledice prve cetiri aksiome teorije skupova su:
1. Ekstenzionalnost govori o tome da je skup determinisan svojim ele-
mentima. Zapravo vazi i obrat:

r=y— Yulu € x> u€y).

Ovo tvrdenje je teorema logike prvoga reda sa jednakoscu.

2. Prve dve aksiome nam omogucuju definisanje uredenog para. Ako su
nam data dva skupa a i b tada postoji jedinstveni skup {a, b}. Dalje, koristeci
dosetku Kuratovskog imamo postojanje i uredenog para:

(a,b) :={{a},{a,b}} i vazi: (a,b) = (u,v) <> a=uANb=wv.

Uredenu trojku definisemo sa (a,b,¢) := ((a,b), ¢), itd.

3. Shema separacije zasluzuje naroc¢it osvrt. U pocetku je njena formu-
lacija bila mnogo jaca. Bilo kakva kolekcija objekata (zapravo skupova) je
opet skup. Preciznije, svaka kolekcija skupova koja moze da se ,specifikuje”
na nasSem jeziku je skup.

Aksioma izdvajanja (Frege 1893): JyVz(z € y <> ¢(x)),

gde je ¢(x) bilo koja formula (jezika teorije skupova) u kojoj promenljiva y
nije slobodna (posto pretpostavka y slobodna u ¢(x) moze dovesti do kon-
fuzije sa y koje garantuje sama aksioma). Razlog pisanja ¢(x) mesto ¢ je
nameran pokusSaj fokusiranja paznje na ,interensantne” slucajeve ove ak-
siome sheme, slucajeve u kojima formula ¢ sadrzi slobodna pojavljivanja
varijable x. Sli¢no, kada smo u (Ax3) stavljali ¢(u,p) pod promenljivom p
smo mislili na neki parametar koji figurise unutar formule .

Teorema 2.1 (Raselova antinomija). —-3yVe(z € y <> = ¢ z).

Dokaz. Pre svega treba primetiti da ovo nije samo teorema teorije skupova,
ovo je teorema logike, u dokazu ne koristimo niti jednu specijalnu aksiomu
ZF-a. Pretpostavimo suprotno, neka postoji skup y takav da je tacna ne-
gacija teoreme: Va(z € y <> = ¢ x), tada, kako je formula ispunjena za sve x
to vazi i konkretno za x = y. Dakle, imamo:

yey<ygy,

Sto je kontradikcija. Pretpostavku moramo odbaciti. [
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Jedan od nacina kojim je izbegnuta nekozinstetnost Aksiome izdvajanja je
Aksioma Shema separacije (Ax3) koju smo i mi uvrstili u nas sistem aksioma.
Naime, jednom kad imamo neki skup z tada mozemo formirati i skup {z €
z : ¢(x)}. Napravimo skup r = {z € z : ¢ x}, medutim sada imamo ako
r € zondar €r<«ré¢r, Stoznaci dar ¢ z, odnosno pokazali smo sledeéu

Teorema 2.2. Ne postoji skup svih skupova (univerzum V ): ¥z3r(r ¢ z).

Niti jedna do sada data aksioma ne govori o postojanju skupova. Sve one
govore o kreiranju skupova od nekih postoje¢ih. Aksioma beskonacnosti koju
dajemo posle postulise postojanje skupa. Medutim, kako je Jz(x = x) teo-
rema predikatskog racuna i kako su nasi jedini objekti poimanja skupovi, to
mozemo re¢i da smo pretpostavili postojanje bar jednog skupa onog trenutka
kada smo prihvatili logiku prvoga reda.

Definicija 2.1. Sa ) oznacavamo jedinstveni skup y za koji vazi Vz(x ¢ y).

Data definicija je dobra: Neka je z proizvoljan skup (on postoji zbog gornje
price). Primenimo Ax3 sa formulom ¢ koja je kontradikcija (na primer,
x # x) da dobijemo y takvo da je Vz(x € y > x € 2z A p) §to je ekvivalentno
sa Vr(z € y +» NETACNO). Jedinstvenost sledi iz ekstenzionalnosti. A
Prve tri aksiome opravdavaju i sledecu:

Definicija 2.2. Za date skupove a i b imamo:

Presek dva skupa a Nb:={z € a: z € b};

Razlika dva skupa a — b := {x € a : x ¢ b};

e Kazemo da su a i b disjunktni ako je aNb = (;

Neka je F # () familija skupova, tada

ﬂ}“:ﬂy:{x:Vg/G}-(ﬂfew}-

yeEF
A

Skup a Nb se mogao definisati i kao ({a, b}, naravo posle definicije preseka
familije koja u ovom slucaju predstavlja dvoelementnu familiju dobijenu pri-
menom aksiome para. Ova definicija kaze da objekti definisani u njoj zaista
postoje (oni su skupovi). Primetimo da je uslov u poslednjoj tacki neopho-
dan, u suprotnom imamo () je skup, $to se kosi sa Teoremom 2.2.

4. Za definisanje unije nisu nam dovoljne prve tri aksiome. Prve cetiri
aksiome nam opravdavaju slede¢u
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Definicija 2.3. Neka je F proizvoljna familija skupova (moze i praznal),
tada je

U}“:Uy:{x:ﬂyef@ey)}

yeF

objekat nase teorije (skup). A

Takode definiSemo sledece kolekcije:
uUU::U{u,v}, uUovUt:=(uUv)Ut, itd.

{a,b,c} = {a,b} U{c}, {ai,a9,...,a,} :={a1} U{a} U---U{an}.

Sa dodatnom, petom aksiomom moguce je formalizovati diskretni deo ma-
tematike (matematiku kona¢nih skupova). Posle Aksiome Partitvnog skupa
dajemo definicije najvaznijih objekata koji se mogu opravdati grupom prvih
pet aksioma.

(Ax5) Aksioma partitivnog skupa:
VaedyVu(u € y <> u C ),
gde je u C x zamena za formulu Vz(z € u — 2z € ).

5. Ako nam je dat proizvoljan skup x tada postoji i skup y ¢iji elementi
su podskupovi skupa x. Taj skup zovemo partitivnim skupom skupa x i
oznacavamo ga sa P(x). Dakle, za proizvoljan skup x definisemo

P(z) :={u:uC z},

partitivni skup skupa z.
Koris¢enjem pete aksiome mozemo definisati proizvod dva skupa a i b:

axb:={(z,y):x €aNny € b},

u aksiomi izdvajanja stavimo da je ¢(u) = Jxr € a Jy € b (u = (x,y)), dok je
skup iz kojeg izdvajamo P(P(aUb)). Lako uopstavamo definiciju Dekartovog
proizvoda, ako je n je prirodan broj:

ap X ag X+ X @y X Qpyq = (a1 X ag X -+ X a,) X Gpy1,

ap X ag X -+ X a, ={(x1,T0,...2,) 11 Eay NTa Eag N+ ATy € ay}.

Neka je dat prirodan broj n, n-arna relacija p je skup uredenih n-torki u
smislu gornjih definicija. Kazemo da je p n-arna relacija na skupu x ako
je p C x™. Cesto pisemo p(z1,xs,...,x,) mesto (z1,...,2,) € p. Takode,
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specijalno za p binarno, imamo ,x p y” mesto (x,y) € p. Neka je p binarna
relacija, tada domenom relacije p zovemo skup

dom(p) := {u : Jv(u,v) € p},
a sa skup slika relacije p zovemo skup

ran(p) := {v : Ju(u,v) € p}.

Binarna relacija f je funkcija ako za sve (z,y) € f i (z,2) € f vazi y =
z. Jedinstveno y takvo da je (x,y) € f zovemo wvrednoséu funkcije f u x;
Koristimo standardnu notaciju:

y=f(x)ili f:2—y,... kao zamenu za (z,y) € f.

f je funkcija na skupu x ako je x = dom(f). Ako je dom(f) = 2™, tada f
zovemo n-arnom funkcijom na skupu z. f je funkcija iz x u y:

frx—y,

ako je dom(f) = = i ran(f) C y. Skup svih funkcija iz skupa x u skup
y oznacavamo sa y*. Ako je y = ran(f) tada f zovemo funkcijom na ili
sirjekcijom na skup y. Funkcija f je 1-1ili injekcija na skupu = ako

f(z) = f(y) implicira =z =y.

Operacija stepena (reda) n na skupu x je funkcija f : 2™ — x.
Restrikcija funkcije f na skup = (obiéno vazi x C dom(f)) je funkcija

flx:={(u,v) € f:ue€xa}.

Funkcija g je ekstenzija (prosirenje) funkcije f ako f C g, §to znaci dom(f) C
dom(g) i g(x) = f(z) za sve x € dom(f).

Ako su f i g funkcije takve da je ran(g) C dom(f), kompozicija funkcija f i
g je funkcija fog sa domenom dom(fog) = dom(g) za koju vazi (fog)(z) =
f(g(x)) za sve x € dom(g).

Skup slika funkcije f oznacavamo sa f”x ili f(x), koristicemo i oznaku im(f):

"r=f(z) ={v:(Fuex)v=f(u)}, gdejex C dom(f),
dok inverznu sliku skupa y definiSemo sa

S y) =A{u: fu) €y}
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Ako je f ,1-17 funkcija tada inverznu funkciju funkcije f obelezavamo sa f~!
1 vazi

f'(u) = v ako i samo ako f(v) = u.
Ovde smo naveli najosnovnije posledice prvih pet aksioma. Ispostavlja se
da su nam one dovoljne za formalizaciju diskretne matematike, matematike
kona¢nog. Preostale su nam jos tri aksiome, o kojima ¢e viSe reci biti na
drugom mestu.

(Ax6) Aksioma beskonacnosti:

Jz(@ € x A (Vy € x)yU{y} € 2).

(AxT) Shema zamene:
Neka je ¢ proizvoljna formula u kojoj promenljiva b nema slobodnih
pojavljivanja, tada:

Va(Vx € a Ay p(z,y) — Ib Ve € a Jy € b p(x,y)).

(Ax8) Aksioma fundacije:
(Vz)((Fy)(y € z) = (Fy)(y €z Ay N =10)).

(Ax9) Aksioma izbora (AC):
Neka je F proizvoljna familija nepraznih skupova, tada

Vee FVye F(x#y—axnNy=0)— JeVere F(SING(cNx)),
gde je SING(z) zamena za x je singlton: Jy € z Vz € x(z = y).

Napomene: Ovaj sistem aksioma nije jedinstven, postoje ekvivalentni pris-
tupi aksiomatizaciji Teorije skupova. Mi smo se opredelili za ZFC ak-
siomatiku, po Cermelo-u i Fraenkel-u. Za drugacije odabire aksioma ZFC-a
i dokaze ekvivalentnosti tih pristupa upuéujemo na sjajnu knjigu Lévy-a, [9].

2.2 Klase

Videli smo u prosloj glavi da Fregeova aksioma izdvajanja dovodi do
paradoksa. Naime, za formulu teorije skupova, ¢(z), kolekcija {x : ¢(x)}
ne mora biti skup. Zbog toga uvodimo novi pojam, klasa. Klasu odredenu
formulom ¢(z) oznacavamo sa {z : ¢(z)}, nju ¢ine svi objekti = za koje je
tacna formula ¢(x). Izraze oblika {x : ¢(z)} zovemo jos i term-klase. For-
mula ¢(x) moze da sadrzi i druge slobodne promenljive sem z. Te varijable
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zovemo parametrima, razlicite vrednosti parametara dovode do formiranja
razli¢itih klasa. Primetimo da je svaki skup y klasa, jer y = {z : p(z)}, gde
je ¢(x) = x € y. Klasa je prosirenje pojma skupa u smislu da je svaki skup
klasa ali nije svaka klasa skup.

Sa pojmom klase prosirujemo jezik tako sto svako tvrdenje koje sadrzi

term-klasu zamenjuje, verovatno duze, tvrdenje koje ne sadrzi term-klase.
Neformalno receno imamo:
Kako je {z : p(z)} kolekcija svih x koji zadovoljavaju ¢(x), izjava y € {x :
o(x)} oznacava ¢(y), gde smo izvrsili pravilnu zamenu promenljivih x i y.
Posto su dva skupa koji imaju jednake elemente jednaki, to ¢e i dve klase
biti jednake ako su im clanovi jednaki. Tacnije,

{z:p(2)} = {z: ()} zamenjuje Vz(p(2) < P(2)).

Svaki skup je i klasa, otuda je dozvoljeno pisati x = {y : ¢(y)}, kao i {y :
©(y)} = x, a ovo u prevodu oznacava Vz(z € x <> ¢(z)). Kada kazemo da je
jedna klasa ¢lan neke druge klase {z : ¢(z)} € {y : ¥(y)} zapravo mislimo na
formulu 3z(z = {z: p(z)} Az € {y : ¢(y)}) islicno izraz tipa {z : (x)} €y
zamenjuje 3z(z = {x : ()} A z € y).

U prosloj glavi smo pokazali da ne postoji skup svih skupova. Medutim,

on jeste klasa

V={z:x=uz},
koju zovemo univerzumom. Klase koje nisu skupovi, poput klase V, zovemo
pravim klasama.

Dogovorimo se da promenljive napisane velikim slovom alfabeta pred-
stavljaju zamenu za term-klase. Znaci kada napisemo veliko slovo, recimo
A, pod time mislimo na klasu A bilo da je ona prava klasa, bilo da je skup,
naravno ako drugacije ne napomenemo. Sli¢no, trudi¢emo se da sa malim
slovima oznacavamo promenljive koje predstavljaju skupove. Recimo A C B
oznacava

Va(r € A — z € B) zamena za Vz(p(z) — ¢¥(x)),

gde smo sa p(z) 1 ¢¥(x) oznacili term-klase koji definisu klase A i B respek-
tivno.

PRIMER 2.1. Neka je A klasa definisana sa {z : p(z,p)}, tada za svaki skup
a vazi a N A je skup. O

Objasnjenje: Ovo je zapravo skraceni zapis tvrdenja Ax3. Imamo:
reanAakkoz €aNx e Aakkox € anp(x,p).

U ovom primeru smo koristili zamenu z € ANa < v € ANz € a.
Usvajamo sledecu:
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Definicija 2.4. Za svaka dva terma-klase A i B, definiSemo:
e ANB:={z:z€ ANz € B};
e AUB:={z:x€ AV € B},
e A-B:={z:x€ ANz ¢ B},

o UA::Uy::{:c:EIy(yeA/\xEy};

yeA

oﬂA::ﬂy::{x:Vy(yEA—)xEy)}. A

yeEA

Sta bi znacilo z € (JA? U prevodu: y(p(y) Az € y). Slicno, 2 € A
zamenjuje Vy(o(y) — = € y). Vidimo da su obe ove formule posle prevodenja
postale izjave naSeg jezika pre prosirenja. Jasno je da | J A ne mora da bude
skup, dok je na osnovu sheme izdvajanja (| A uvek skup, sem u slucaju kada
je A =10. Ako je A # 0 tada Jy(y € A), sada na osnovu Ax3 imamo
NA={z:zeynp(@)} gdeje p(z) = Vy(p(y) = z € y).

Dalje, da¢emo definicije relacije-klase i funkcije-klase.

Definicija 2.5. Za proizvoljne dve klase A i B definiSemo:
e AxB:={z:3Jadbla € ANbE BNz = (a,b))};
o A% = A x A

Rel(A) «+» A C V?

o Jed(A) < VuVoVw((u,v) € AN (u,w) € A — v =w);

o Fun(A) <> Rel(A) N Jed(A). A
Kroz sledeci primer ilustrujemo upotrebu malopredasnje definicije.
PRIMER 2.2. Nek je Fun(F') tada za svaki skup a, F”a je takode skup. O

Objasnjenje: Ovaj primer je skraceni zapis sheme zamene. Neka je

F={u:3z3y(u=(z,y) Np(x,y)},

gde je o(z,y) formula iz Ax7. Neka je a proizvoljan skup, tada kako je
Fun(F) vazii Jed(F), pa je tatno

Vo € adly(p(z,y)).
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U suprotnom 3z € a3udv(u # v A p(x,u) A ¢(z,v)) sto se kosi sa Jed(F).
Dakle, skup b iz sheme zamene predstavlja zapravo F”a.

Napomene: Na pocetku smo rekli da prihvatamo ZFC aksiomatiku. Samim
tim su objekti naSe teorije skupovi i samo skupovi. Klase ne postoje kao
objekti nase teorije. Sam pojam klase nam sluzi kao pomoc¢no sredstvo, radi
lakseg zapsivanja. Postoji pristup Teoriji skupova preko NGB aksiomatike,
po Von Neumann-u, Godel-u i Bernays-u. NGB teorija za objekte ima klase,
dok su skupovi klase koje su elementi nekih drugih klasa. Kratak pregled
teorije NGB je dat u knjizi [8].

2.3 Ordinali

Ovde dajemo pregled teorije ordinala bez operacija nad njima. Najbitniji
deo ovog dela rada predstavljaju dva principa: princip transfinitne indukcije
i princip transfinitne rekurzije. Bez ta dva principa nezamisliv je bilo kakav
iole ozbiljniji pristup teoriji skupova.

Definicija 2.6. Neka je data binarna relacija p i skup A. Tada kazemo:

e p je tranzitivna na A akko Vo € AVy € AVz € A (xpy ANypz — xpz);

p je irefleksivna na A akko Vr € A —(xpzx);

p je refleksivna na A akko Vz € A (xpzx);

p zadovoljava zakon trihotomije na A akko

Ve e AVy € A (zpy V ypx Vax =y);

Relaciju p koja je irefleksivna i tranzitivna na A zvacemo strogo parci-
jalnim uredenjem skupa A;

Relaciju p koja je irefleksivna, tranzitivna i zadovoljava zakon triho-
tomije na A zvacemo totalnim ili linearnim uredenjem skupa A. A

Relacija koja je parcijalno uredenje! Gesto se obelezava sa <. Sa <
oznacavamo relaciju datu sa x < y akko x < y Vo = y. Od posebnog
su znacaja relacije dobrog uredenja. Pre definicije dobrog uredenja treba da
usvojimo jo$ nekoliko pojmova. Neka je P parcijalno ureden skup relacijom
<. Dalje, neka je X proizvoljan neprazan podskup skupa P ia € P, tada:

- a je maksimalan elemenat skupa X ako a € X i Vo € X—(a < z);

'Mislimo na strogo parcijalno uredenje iz gornje definicije.
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- a je minimalan elemenat skupa X ako a € X i Vo € X—(z < a);

a je najveci elemenat skupa X ako a € X i Vo € X(x < a);

a je najmangi elemenat skupa X ako a € X i Vr € X(a < z);

a je gornje ogranicenje skupa X ako Va € X(z < a);

a je donje ogranicenje skupa X ako Vr € X(a < x);

- najmanje gornje ogranic¢enje skupa X zovemo supremumom skupa X.

a je infimum skupa X ako je a najvece donje ogranicenje skupa X.

Supremum i infimum skupa X (ako postoje) obitno oznacavamo sa supX i
mnfX. Ako je skup P linearno ureden tada se maksimalni i najveéi kao i
minimalan i najmanji elemenat skupa X poklapaju. Sada smo u mogucénosti
da damo definiciju dobrog uredenja:

Definicija 2.7. Relacija p je dobro uredenje na skupu A akko p linearno
ureduje A i svaki neprazan podskup skupa A ima minimalni elemenat. A

Teorija oridinala ili ordinalnih brojeva zapravo predstavlja teoriju dobrih
uredenja. Mi koristimo Von Neumann-ovu definiciju ordinala, a za nju nam
treba pojam tranzitivnog skupa. Posle dajemo par tvrdenja vezanih za tem-
atiku ordinala.

Definicija 2.8. Skup z je tranzitivan akko Vy € z (y C z), $to je ekvivalentno
sa
VeVy (x €eyNy €z —x € 2).

Ovo nije jedina karakterizacija tranzitivnih skupova, jer vazi sledeca:
Teorema 2.3. Neka je x proizvoljan skup. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(1). x je tranzitivan;

(2). Uz Cz;

(3). P(x) je tranzitivan skup.

Definicija 2.9. Skup z je ordinal akko je z tranzitivan skup i z je dobro
ureden relacijom €. A
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Treba razlikovati pojmove tranzitivnog skupa i tranzitivne relacije. Skup
A ={0,{0},{{0}}} je tranzitivan, dok relacija ,€” nije tranzitivna na A.
Zaista, izjava Vo € AVy € AVz€ A (x € yANy € z — = € 2) nije tacna

(neka je x =0, y = {0} i z = {{0}}).
Tradicionalno se ordinali oznacavaju grékim slovima sa pocetka alfabeta,
sto je i kod nas slucaj. Recimo, Yo ¢(«) zamenjuje

Vz (z je ordinal — ¢(x)).

Podrazumevali smo da a predstavlja ordinal. Takode, pod a < £ mislimo
a € f,aa<fzamenjuje a« € BV a=[.
Definisemo klasu
ON = {z : x je ordinal},

svih ordinala. Naravno, kad kazemo x je ordinal mislimo na formulu nasega
jezika:

Viexa(tet) A
ViczVuexVYoezr (teuhuev—>tenv) A
ViexVYoex (tevVvetVo=t) A
Viex (tCz) A
(Vte P(x)\0) Fvet) (Vuet) (—uewv).

Pokazuje se da je ON prava klasa, odnosno ON nije objekat ZFC-a. Mi
koristimo pojam klase ON jer nam olaksava dosta toga, tako:

(i) € ON zamenjuje ,x je ordinal”;
(ii) @ C ON zamenjuje ,Vy € = (y je ordinal)”;
(iii) # NON zamenjuje ,{y € = : y je ordinal}”.

Slede¢a teorema kaze da je klasa ON dobro uredena relacijom €. Kako
je ON prevelik objekat da bi bio skup i kako nismo dali definicije uredenja
na klasama, u teoremi je dat ,prevod” na jezik koji poznajemo.

Teorema 2.4. ON je dobro uredeno sa €. Preciznije:

(1). € je tranzitivno na ordinalima: Ya ¥ ¥y (a < BAJ <y — a <7);
(2). € je irefleksivno na ordinalima: Vo —(a < «);

(3). € zadovoljava zakon trihotomije na ordinalima:

Va VB (a<pVE<aVa=p);
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(4). svaki neprazni skup ordinala ima najmangi elemenat s obzirom na relaciju
€.

Prethodnu teoremu neéemo dokazivati, pogledati u [6]. U dokazu iste se
koristi niz pomo¢nih tvrdenja:

Lema 2.1. ON je tranzitivna klasa. Tacnije, ako je « € ON i z € «, tada
z € ON.

Dokaz. « je tranzitivan skup, otuda z C «. Kako je € dobro uredenje na
a, to € dobro ureduje i svaki podksup od «, pa samim tim i z. Ostaje da
pokazemo tranzitivnost skupa z ili x € y € 2z — x € 2. Kako je z C «
to imamo y € «, pa iy C « $to daje z € a. Sada, iz x,y,2 € «a imamo
T EYEZ—xE 2 jer je € tranzitivno na . [

Prethodna lema kaze da su elementi ordinala opet ordinali. Sledeca kaze
da je presek neprazne familije ordinala opet ordinal.

Lema 2.2. Ako je " neprazan skup ordinala, tada je (T ordinal.

Dokaz. Neka je o € T takav da je o # (). Kako je (' C «w i @ dobro ureden
sa € to je i (|I" dobro ureden sa €. Preostaje da se pokaze tranzitivnost
skupa (\T'. U to ime neka vazi € y € (. Slededi niz implikacija pokazuje
tranzitivnost preseka familije:

VBET (yeB) »VBeT (z€B) »ae()L,

jer je svako iz I' tranzitivan skup. [

Pokazac¢emo i poslednju lemu u nizu.
Lema 2.3. Za svaka dva ordinala o © B imamo: o« C <> a € B.

Dokaz. (+): Trivijalno iz tranzitivnosti ordinala 3.

(—): Pretpostavimo da je « C . Pokazujemo « € . Neka je X = 8 — a.
Zbog pretpostavke je X # (), pa postoji § - €-najmanji elemenat skupa X.
Ako bi pokazali da je 6 = o imali bi tvrdenje teoreme jer je 6 € S. Uzmimo
neko v € 4, tada v € B (tranzitivnost ordinala 8) i v ¢ X jer je 6 najmanji
u X. Preostaje v € a, a otuda  C « jer je v bilo proizvoljno.
Pretpostavimo § C «. Fiksirajmo nekon € o —§. Kako jed,n € fin ¢ d
to imamo n = ¢ ili § € n (trihotomija relacije € na ). Primetimo 0 ¢ « jer
je 0 € X. Dakle, nije n = 4. Isto tako ne moze da vazi ni 6 € n jer bi imali
d €EnE€a—JE a(tranzitvnost a). Ovim je dokaz gotov. "

Dokaz Teoreme 2.4. uz pomo¢ prethodne tri leme nije komplikovan, dokaz
videti u, recimo, [6] ili [3].



2.3 Ordinali 27

Teorema 2.5. ON je prava klasa, ne postoji skup koji sadrzi sve ordinale.

Dokaz. Neka skup X sadrzi sve ordinale. Tada bi na osnovu sheme izd-
vajanja postojao i skup ON = {y € X : y je ordinal}. Iz Leme 2.1. i
Teoreme 2.4. imamo da je i ON ordinal, pa ON € ON, sto se kosi sa
Teoremom 2.4.2. [

Ova kontradikcija je poznata pod nazivom Burali-Forti-ev paradoks i jedan
je od najstarijih paradoksa. Stariji je od Raselovog paradoksa kao i od Von
Neumann-ove definicije ordinala. Mi smo dali noviju verziju paradoksa, orig-
inalno tvrdenje je napisano u Kantorovoj ,naivnoj” teoriji: Burali-Forti je iz
pretpostavke o skupu svih dobrih uredenja konstruisao dobro uredenje strogo
duze od svih dobrih uredenja, ukljucujudi i sebe, sto je kontradikcija.

Prazan skup je ordinal. Uvedimo oznaku 0 := (). Skup koji sadrzi prazan
skup je ordinal, oznaka 1 := {0} ili 1 := {0}. Broj 2 oznacava skup koji sadrzi
ordinale 0 i 1, 2 je takode ordinal. Mozemo nastaviti dalje sa ,brojanjem”.
Ovo je naravno neformalni pristup, medutim vide¢emo da se zapravo na taj
nac¢in definisu prirodni brojevi.

Ako je X neprazan skup ordinala, tada je (| X takode ordinal. Unija
proizvoljnog skupa ordinala predstavlja ordinal. Vazi (X = min(X) i
UX = sup(X), odnosno (X je najmanji ordinal skupa X, dok je [JX
najmanji ordinal « takav da vaz § < « za sve § € X.

Za proizvoljni ordinal a skup a U {a} takode predstavlja ordinal i to je
prvi ordinal strogo veéi od «. Koristimo oznaku a + 1 := a U {a}.

Klasu svih ordinala razbijamo na tri podklase. Jedna je prazan skup,
ordinal 0. Dok za druge dve dajemo:

Definicija 2.10. Ordinal « € ON — {0} zovemo:
- naslednim ako je o« = S U {B} za neko 5 € ON;
- granicnim ako nije nasledan. A

Ordinali, 1,2,3... su nasledni, §to se lako proverava. Postojanje grani¢nih
ordinala je zagarantovano aksiomom beskonacnosti. Pre toga nam treba:

Definicija 2.11. Ordinal 5 zovemo konacénim ordinalom ili prirodnim brojem
akko za svaki a < 8 vazi a« = 0 ili & je nasledni. A

Ako je n prirodan broj, tada je nU{n} prirodan broj i svaki element od n je
opet prirodan broj. Ako je x skup iz aksiome beskonaé¢nosti, tada x sadrzi sve
prirodne brojeve ([6]). Sada na osnovu Ax6 i Sheme izdvajanja opravdavamo
definiciju skupa {n € x : n je prirodan broj}. Taj skup obelezavamo sa w.
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Teorema 2.6. Skup svih prirodnih brojeva (w) je graniéni ordinal i to naj-
manji granicni ordinal.

Sada dajemo tvrdenje koje karakterise grani¢ne ordinale.
Teorema 2.7. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) « je graniéni ordinal;
(il) a #0 i za sve B < a postogi y tako da 5 < v < «;
(iii) a =Ja #0.
Veza izmedu ordinala i dobrih uredenja je predstavljena kroz:

Teorema 2.8. Ako je p dobro uredenje na skupu A, tada postoji jedinstvens
ordinal o za koji vazi (A, p) = («, €), gde = predstavlja izomorfizam. Dakle,
postoji funkcija f sa domenom A i kodomenom « koja je bijekcija i vazi

Vo € AVy € A (zpy < f(z) € f(y)).
Dajemo jos dva principa, princip transfinitne indukcije i rekurzije.

Teorema 2.9 (Transfinitna indukcija na ordinalima). Za svaku formulu ()
vazi: ako je Y(a) taéno za neki ordinal o, tada postoji najmangi ordinal
takav da je ¥(B) tacno.

Dokaz. Fiksirajmo « tako da je 1(«). Ako je a najmanji nemamo $ta da
dokazujemo. Ako nije, tada skup x = {5 < « : ()} nije prazan pa postoji
najmanji elemenat tog skupa x. Taj elemenat [ je trazeni ordinal za koji je
formula (/) tacna. n

Ovo je zapravo teorema shema; za bilo koju formulu 1(«) zatvorenje formule

Ja (@) = Fa (Y(a) AVE < a(=9(8)))

je dokazivo iz aksioma teorije. Dajemo jo$ jednu formulaciju koja se ceSce
koristi.

Teorema 2.10. Neka je («) formula za koju vazi:
(1). ¥(0) je tacno;
(2). ako iz  ordinal i («) je tacno sledi (o + 1) je tacno;

(3). ako izVB < a (Y(B) je tacno), gde je o granic¢ni ordinal, sledi V() je
tacno.
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Tada je formula ¥(«) tacna za svaki ordinal .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: 3¢ —(¢(¢)). Na osnovu prethodne teo-
reme postoji i najmanji ordinal § za koji =(¥(9)). Zbog (1) 6 # 0. Neka je 0
nasledni, tada postoji 5 € ON takav da o = f+1. Otuda 8 < d i zbog izbora
d imamo () je taéno. Medutim, sada iz (2) ta¢no je i ¥(8 + 1) = ¥(0),
kontradikcija. Sli¢no, dolazimo u kontradikciju sa pretpostavkom i u slucaju
kada je 0 grani¢ni ordinal. ]

Pre teoreme o transfinitnoj rekurziji dajemo jedno pomocéno tvrdenje.

Lema 2.4. Neka je F' klasa-funkcija sa domenom ON 1 neka je « fiksiran
ordinal. Tada postoji jedinstvena funkcija f sa domenom o takva da je f(&) =
F(&) za svako £ < a.

Tvrdenje ove leme zapravo znaci:
Neka je data formula p(z,y) tada pokazujemo:

Vz(Jy ¢(x,y) <> = je ordinal) A Vz(z je ordinal — 3y ¢(x,y))] —
V[ je ordinal — 3! f(f je funkcija i dom(f) = x) AVyVz((y,2) € f = ¢(y, 2))]

Dokaz. Na osnovu sheme zamene, skup
A={z:3 <a (F(E)=2)}
postoji (videti PRIMER 2.2. iz glave Klase). Neka je

f={&y) eaxA:F() =y}

Jasno se vidi da f zadovoljava uslove nase leme. [

Funkciju f ¢ije postojanje smo opravdali u prethodnoj lemi oznacava¢emo sa
Fa.

Teorema 2.11. Neka je G klasa-funkcija sa domenom klasom svih skupova.
Tada postoji jedinstvena klasa-funkcija F sa domenom ON takva da za svaki
ordinal o vazi F(a) = G(F | «).

Dokaz. Posmatrajmo sledeéi uslov:

(%) f je funkcija sa domenom « i za svako £ < a imamo f(&§) = G(f | &).
Prvo pokazujemo:

(1) Ako f, a zadovoljavaju () i g, f zadovoljavaju (x) i < Stada f =g | a.
Ovo pokazujemo transfinitnom indukcijom na «, tacnije iz £ < a sledi f(§) =
g(&). Pretpostavimo da je to tacno za sve n < £, gde je £ < a. Tada



2.3 Ordinali 30

fTE&=yg1¢&dakle f(§) = G(f | §) = Glg | § = g(&), sto zavrsava

induktivni dokaz.

(2) Za svaki ordinal « postoji funkcija f koja zadovoljava ().

Dokaz ide indukcijom. Trivijalno za o = 0. Neka vazi za « i neka je f
funkcija koja zadovoljava (x). Definisimo h = f U {(«, G(f))}. Jasno je da
(%) stojiiza h sa dom(h) = a+ 1. Konacno, pretpostavimo da je o granicni
ordinal i neka je ispunjeno (x) za sve 8 < «a. Iz (1) za sve § < a postoji
jedinstveno f koje zadovoljava (1); oznacimo to f sa fz (shemu zamene
koristiti). Definisimo g = [U,_,, fs. Zbog (1) g predstavlja funkciju ¢iji je
domen | Ja = a.

(3) Za sve f < awimamo fg =g [ f1ig(8) =G(g ] p).

Prvi uslov je jasan. Za drugi imamo

9(B) = for1(B) = G(fa+1 1 B) = G(g 1 B).

Dakle, (3) stoji; otuda (x) je ispunjeno za a. Ovime zavrSavamo induktivni
dokaz za (2).

Sada za svaki ordinal o neka je F(a) = f(«), gde je f izabrano tako da
(%) vazi za a + 1 i f. Ova definicija je dobra zbog (1). Takode, imamo
Fl a=f]a Dakle, Fla) = f(a) = G(f | a) = G(F | «). Time
zavrsavamo dokaz postojanja funkcije.

Sto se tice jedinstvenosti, pretpostavimo da H takode zadovoljava uslove
teoreme. Dokazimo da je F(«) = H(«) za svaki ordinal o. Neka je tacno za
sve f < a. Otuda F' [ a=H | a, pa je

Ovime zavrsavamo induktivni dokaz jedinstvenosti. [

Na kraju ovog poglavlja dajemo uredenje na klasi ON x ON. Neka
su (a1,a3) i (B, f2) dva proizvoljna elementa klase ON x ON. Pisa¢emo
(an, ) < (B1, B2) akko vazi neki od slede¢ih uslova:

(1) sup{ai,as} < sup{fi,Ba};
(2) sup{aq,as} = sup{p1, P} i ay < fi;
(3) sup{aq,as} = sup{fi, Ba} iy = B iz <.

Ovakvo uredenje zovemo kanonickim. Uredeni parovi («, ) se porede ko-
risteéi ordinale sup{a,3}. Takode, skup uredenih parova (a,f) za koji
su odgovarajuéi supremumi jednaki porede se leksikografski, (2) i (3) nase
definicije. Pokazuje se da je ovo uredenje na klasi ON x ON zapravo dobro
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uredenje, u smislu Teoreme 2.4. Takode, ova definicija kanonickog uredenja
datog na klasi ON x ON se lako uopstava na ON x ON x ON = ON3,
ON*,. ..

2.4 Hijerarhija skupova

Ova glava predstavlja prirodni nastavak prethodne. Odmah na pocetku
dajemo primenu transfinitne rekurzije na ordinalima.

Neka su dati skup zq i dve funkcije-klase () i R definisane na univerzumu
V. Uz pomo¢ njih konstruisemo novu klasu funkciju G. Za pocetak definiSemo
G(0) := x¢. Dalje, ako je x funkcija sa domenom « + 1 za neko o € ON,
tada stavljamo G(z) := Q(z(«a)). Ako je dom(x) = « grani¢éni ordinal,
tada imamo G(x) := R({Jim(z)). U svim ostalim sluc¢ajevima stavimo da
je G(z) := 0. Na osnovu Teoreme 2.11. postoji klasa funkcija I koja
zadovoljava sledece uslove:

F(O) = Xy,
Fla+1) = Q(F(Oé)) (: G(F [ a+1)),
Fla) = U F(§)) (=G(F | a)), za a grani¢ni ordinal.
{<a

Svaki skup F'(«) zovemo spratom funkcije F', dok se sama funkcija-klasa F
naziva kumulativnom hijerarhijom. Uniju klase im(F'), tacnije

U Fla) = Jim(F),

acON

zovemo granicom ili limitom kumulativne hijerarhije (F'(«))acon-

Nama ¢e biti od interesa kumulativne hijerarhije specificnog ,izgleda”.
Naime, xq Ce biti prazan skup, R ¢e predstavljati indenticko preslikavanje
univerzalne klase V| i na kraju, @) je klasa-funkcija sa domenom V. U tom
slucaju kumulativne hijerarhije se konstruisu induktivno, pocevsi od praznog
skupa sukcesivnom primenom operanda (). Variranjem ()-a dobijamo ra-
zlicite kumulativne hijerarhije.

PrRIMER 2.3. Jedan od najednostavnijih primera kumulativne hijerarhije je
slucaj zg = 0, R = Iy i Q = Py, gde #,, salje v € V u skup Z,(x)
svih tranzitivnih podskupova skupa x. Kako je tranzitivan podskup ordinala
ordinal to je Q(a) = aU{a} = a+11iotuda F(a+ 1) = a + 1 za svaki
ordinal .. Ako je «r grani¢ni, tada imamo:

=JFr©=|J FE+n=J ¢+1=0a

E<a E+l<a E+l<a
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Prema tome granica nase rastu¢e kumulativne hijerarhije je klasa svih ordi-
nala ON. a

Posmatrajmo kumulativnu hijerarhiju datu sa () = P, operand uzimanja
svih podskupova. Ostaje xg = 01 R = Iy. Dobija se kumulativna hijerarhija:

‘/O::Oa

Vat1 :=P(V,), za nasledni ordinal «,

Vy = U Ve, za granicni ordinal a.
{<a

Klasu Vy = UanN V., zovemo Von Neumann-ovim univerzumom. Nizi
spratova hijerarhije Vyy su: Vi = P(0) = {0} = 1, Vo = P(1) = 2,
Vy =P(Va) = {0,{0}, {{0}},{0, {0} }} # 3, ...

Ispostavlja se da Von Neumann-ova hijerarhija ima vrlo zanimljive os-
obine. U sledecih par tvrdenja ih navodimo.

Lema 2.5. Za svaki ordinal o vazi:
(i) Vg je tranzitivan skup;
(il) Vs C V, za sve B < a.

Dokaz. Dokazac¢emo oba tvrdenja simultano indukcijom po «. Jasno je za
a = 0. Pod pretpostavkom da oba tvrdenja vaze za «, dokazimo da su tacna
iza o+ 1. Prvo dokazujemo

(1) : V,, C Vou1. Neka je z € V,. Kako (i) vazi za « to je skup V,, tranzitivan.
Dakle z C V,,, pa € P(V,) = Vat1. (1) je dokazano.

Sada (ii) sledi. Naime, ako je § < a+ 1 proizvoljno, tada je 5 < «a, pa je
Vs C V, jer je (i) tacno za ordinal . Dakle, uz pomo¢ (1): Vi C V1.

Da bi dokazali (i) za « + 1, pretpostavimo da je z € y € V,y1. Tada
y € P(V,), pajey CV,, otuda z € V,,. Zbog (1) imamo = € V1, $to smo i
zeleli.

Pretpostavimo sada da je v grani¢ni ordinal i da su tvrdenja (i) i (ii)
ispunjena za svako § < 7. Za dokaz (i), neka je x € y € V,. Na osnovu
definicije sprata V., postoji # < v tako da je y € Vz. Zbog (i) vazi x € Vj,
paixz € V,. Uslov (ii) je ocigledan. =

Definicija 2.12. Za svaki skup x € Vy definisemo rank(x) kao najmanji
ordinal « takav da je x € V11 (akko x C V). A
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Neka je 6, = min({y € ON : x € V,}), gde je x proizvoljan elemenat
hijerarhije V. Lako se vidi da je za svako x € V ordinal ¢, nasledni. Triv-
ijjalno nije J, = 0 jer onda = € Vj = 0, kontradikcija. Sli¢no, pretpostavka
da je d, grani¢ni ordinal vodi u kontradikciju: x € Vj, = U/3<5x Vs, pa d, nije
najmanji.

Sledeca tabela prikazuje skupove iz prva tri sprata kumulativne hijerarhije
V zajedno sa odgovaraju¢im rankovima tih skupova:

rank | skup

0 [0=0
1 | {0}=1
2 {03 ={1}, {0.{0}}=2
3 {131 {0, {13} {1, {1}},{0, 1, {1}},
{2},10,2},{1,2},{0,1,2} = 3,
{{1},2},{0,{1}, 2}, {1, {1},2},{0,1, {1}, 2}

Tabela 2. Skupovi i njihovi rankovi.

Dajemo nekoliko tvrdenja koja opisuju osobine ranka skupova iz V.
Lema 2.6. Sledeca tvrdenja vaZe:
(1). Vog1 — Vo ={z € Vy :rank(z) = a};
(2). Vo ={z € Vy :rank(x) < a};
(3). akojex €y iy € Vy, tada je x € Vy i rank(xz) < rank(y).

Dokaz. (1): Ako je x € V41 — V,, tada je @ najmanji ordinal za koji je x €
Vat1. Ako bi vazilo o € Vj za neko 8 < a tada zbog Leme 2.5.(ii) imamo i
x € V,, kontradikcija. Pokazali smo V11 —V, C {z € Vy : rank(z) = a} .
Suprotno, ako je rank(z) = «, onda je jasno x € Vo411 — V.

(2): Koristimo transfinitnu indukciju na ordinalima. Za o = 0 tvrdenje
trivijalno vazi. Neka je o nasledni i neki vazi V,, = {x € Vy : rank(z) < a};
zbog (1) imamo

Vor1 = VoU{x € Vi i rank(x) = a} = {x € Vy : rank(z) < a + 1},

sto je trebalo i pokazati. U slucaju grani¢nog ordinala « i pretpostavke da
je za sve £ < « ispunjeno Ve = {z € V : rank(z) < £} dobijamo

V= U Ve = U{x € Vy irank(z) < &} = {x € Vi :rank(x) < a},

(<a (<a

Sto se lako proverava.
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(3): Iz prosle leme imamo da su svi skupovi V,, tranzitivni, otuda direktno
sledi z € V. Konac¢no, pokazimo = € y — rank(z) < rank(y): Neka je a
najmanji ordinal za koji je y € V,,1; dakle, rank(y) = a. 1z V11 = P(Va)
imamo y C V,, a samim tim i « € V,,. Zbog (2) je rank(x) < a. n

Iz Tabele 2. vidimo da vazi rank(0) = 0, rank(l) = 1, rank(2) = 2
i rank(3) = 3, sledece tvrdenje generalizuje primecéeno:

Lema 2.7. Neka je o proizvoljan ordinal. Tada:
a) ONNV, =a;
b) ON C Vy;
c) rank(a) = a.

Dokaz. Deo pod a) dokazujemo indukcijom po «. Slucajevi o = 0 i « je
grani¢ni ordinal su trivijalni. Dalje, pretpostavimo da je ON NV, = « za
ordinal . Pokazimo ON NV, =a+1=aU{a}. aU{a} C V, 4 sledi iz
aCVyCVyrid

aCVy,—aeP(V,) =Vy; odakle {a} C V, 1.

Dalje, neka je § proizvoljan ordinal iz V41 = P(V,). Dakle, § C V, NON =
a. Sledi 6 C «, odnosno § < a. Prema tome ONNV,y ={d: < a} =
a+ 1.

Rezultat pod a) implicira o € V11 — V,, zbog ¢ega je i ¢) ispunjeno na
osnovu prosle leme. Iz a) imamo direktno b). n

Za nalazenje rankova skupova koji nisu ordinali korisna je ova:

Lema 2.8. Za svaki skup y vazi: y € Vy <>y C Vy 1 akoy € Vy, onda

je:
rank(y) = sup{rank(x) +1:x € y}.

Dokaz. Ako je y € Vy, tada je i y C Vy na osnovu Leme 2.6.(3). Ako
je y C Vy, tada mozemo definisati i ordinal 8 = sup{rank(z) +1 : x €
y}. Sada, na osnovu iste leme imamo y C V. Dakle, y € Vg4, pa je
y € Vy irank(y) < p. Takode, rank(z) < rank(y) za sve x € y, odnosno
rank(z) + 1 < rank(y). Uzimajuéi supremum skupa svih x € y dobijamo
B < rank(y). "

Direktna posledica prethodne leme je sledeca:
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Lema 2.9. Ako je z Cy € Vy, tada takode z € Vi irank(z) < rank(y).

Neka je z € V. Ako je rank(x) granicni ordinal ili 0, tada vazi rank (| z)
rank(x), dok za rank(z) = o + 1 imamo rank(|Jx) = a.

Jako bitna ¢injenica vezana za klasu V y je ta da se podudara sa univerzu-
mom svih skupova. Pre nego sto to pokazemo treba nam pojam tranzitivnog
zatvorenja koji je opravdan kroz slede¢u teoremu.

Teorema 2.12. Neka je dat proizvoljan skup a. Tada postoji tranzitivan
skup b sa sledecim osobinama:

(i) a Cb;
(ii) Za svaki tranzitivan skup c takav da je a C ¢ vazi b C c.
Dokaz. Rekurzijom po prirodnim brojevima definisemo:

do = a;
dpi1 = dp U (Udnm), za proizvoljno m € w \ {0}.
Neka je b = [J,,c, @m- Ocigledno je a € b zbog a = dy. Dalje, uzmimo
proizvoljne x i y za koje x € y € b. Iz definicije skupa b imamo da pos-
toji neko my € w za koje y € d,,,. Kako unija skupa d,,, sadrzi elemente
elemenata od d,,, to imamo i € (Jdn, C dpy+1 € b. Dakle, b je tranzi-
tivan skup. Preostaje da se pokaze (ii). Neka je ¢ tranzitivan skup za koji
vazi a C c. Indukcijom po prirodnim brojevima pokazujemo d,, C c. Prvo,
imamo dy = a C ¢, znaci tvrdenje vazi za m = 0. Pretpostavimo da je ono
tacno i za neko m = n. Sada d,,;1 = d,, U (Jd,) C cU (Jc) = ¢, ¢ime smo
kompletirali dokaz indukcijom. [

Skup ¢ije smo postojanje opravdali prethodnom teoremom zovemo tranzi-
tivnim zatvorenjem skupa a i oznacavamo ga sa trel(a).

Teorema 2.13. Aksioma Fundacije je ekvivalentna tvrdenju V = V.

Dokaz. («+) : Primetimo da iz 2 € Vy iz # (), i y € x ima najmanji rank
medu elementima od x tada y Nz = (.

(—) : Neka je x € V proizvoljan skup. Na osnovu prethodne teoreme postoji
skup t = trel(z). Ako jet C Vi, onda zbog x Ct C Vy i Lema 2.8., 2.9.
vazi € V. Ako pak —=(t C V), tada t \ Vy # 0 (¢t \ Vy je skup), pa
na osnovu Aksiome Fundacije postoji y € t\ Vy za koji y N (t\ V) = 0.
Medutim y C t, jer je t tranzitivan, a odavde y C Vy i time y € Vy, Sto je
kontradikcija. [
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Posledice prethodne teoreme su silne. Posto se klase V i Vy podudaraju to
definiciju ranka prosirujemo na sve skupove jer su svi skupovi u V. Samim
tim tvrdenja ovog poglavlja koja su vezana za rankove skupova iz Vy se
prosiruju na sve skupove naseg univerzuma.

2.5 Dobro zasnovane klase-relacije

Sledec¢a definicija je na neki nacin uopstenje relacije biti elemenat medu
skupovima.

Definicija 2.13. Neka je A klasa. Za klasu-relaciju R kazemo da je dobro
zasnovana na A ako i samo ako za svaki neprazan podskup X klase A postoji
x € X takav da za sve y € X nije tacno da (y,z) € R. Takav skup x zovemo
R-minimalnim. A

PRIMER 2.4. Pokazimo da je relacija ,biti elemenat” € dobro-zasnovana
na klasi V u smislu prethodne definicije. Neka je X proizvoljan neprazan
podskup klase V. Na osnovu Aksiome Fundacije postoji neki skup x € X
takav da je 2 N X = (. Ako bi postojao neki skup y € X za koji bi vazilo
(y,z) € R, gde je sa R oznacena klasa-relacija ,biti elemenat” definisana na
klasi V x V| to bi znacilo da je y € x. Dakle, imali bi y € 2N X, §to se kosi
sa Aksiomom Fundacije. O

Kako klase kao objekti teorije ZFC ne postoje, to rigorozna formulacija
Definicije 2.13. izgleda ovako: Kad govorimo o klasi-relaciji R zapravo
govorimo o formuli ¢(x,y) koja je dobro-zasnovana na nekoj drugoj formuli
Y (z) (formulom ¢ definisemo klasu A). Prevod prethodnog primera bi bio
o(x,y) =z € yiY(r) =x = x. Zapis pomenute definicije:

VX[((Ve € X)(¥(2)) A X #0) = ((Fz € X)(Vy € X)=p(y, z))].

Definicija 2.14. Klasa-relacija R data na klasi A je skupu-slicna akko za
sve a € A klasa {b € A : (b,a) € R} predstavlja skup. A

PRIMER 2.5. U ovom primeru pokazujemo da je relacija ,biti elemenat”
koja je data na klasi V skupu-slicna. Neka je x proizvoljan skup. Na osnovu
(Ax4) i (Ax5) UP(x) je skup koji je jednak sa skupom {y : y € V Ay € x}.
Dakle, relacija ,,€” ,data na celom univerzumu V, je skupu-slicna. O

Neka je klasa-relacija R skupu-sli¢cna na klasi A i neka je z € A. Rekurz-
ijjom na prirodnim brojevima definisemo skup pred, (A, z,R). Zapravo smo
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sa pred oznacili skup prethodnika klase-relacije R. Preciznije:

predo(A,z,R) ={y € A : (y,z) € R};
predn, 1 (A, z,R) = U{predo(Aw, R):y € pred,(A,z,R)}.

Sada, kada su za svako n € w definisani pred, (A, z,R), mozemo definisati i
skup:
c(A,z,R) = U pred,(A,z,R).

new

Lema 2.10. Neka je R dobro-zasnovana i skupu-nalik klasa-relacija na klasi
A i neka x € A. Ako je y elemenat od cl(A,x,R), tada predy(A,y,R) C
cl(A,z,R).

Dokaz. Za neko n € w vazi y € pred,(A,y,R). Tada je

predo(A,y,R) C pred,1(A,z,R) C cl(A,z,R).

Posle ovih tehnickih definicija u moguénosti smo da dokazemo uopstenje
principa indukcije.

Teorema 2.14. Ako je R dobro-zasnovana i skupu-slicna klasa-relacija na
klasi A, tada svaka meprazna podklasa klase A ima R-minimalni elemenat.

Dokaz. Neka je X neprazna podklasa klase A i neka je x € X takvo da nije
R-minimalni elemenat od X. Dakle, postoji y € X tako da je (y,z) € R. Iz
predo(A,z,R) N X C cl(A,z,R) N X sledi da je cl(A,z,R) N X neprazan
podskup od A, a otuda postoji neko y koje je R-minimalni elemenat tog
podskupa. Pretpostavimo (z,y) € R. Tada, na osnovu Leme 2.10., je
z € predo(A,z,R) C cl(A,z,R), odnosno z ¢ X. Dakle, y je R-minimalni
elemenat klase X. n

Teorema 2.15. Neka je R dobro-zasnovana @ skupu-slicna relacija na uni-
verzumu V. Tada tmamo:

(i) ako je tacno dx ®(x) za neki skup x i formulu ® teorije skupova, onda
postoji R-minimalni objekat m za koji je ispunjeno ®(m);

(ii) Indukcija po dobro-zasnovanoj relaciji:

ako Yz [Vy(y R x — ®(y)) — ®(z)], onda Yxd(x).
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Dokaz. (i): Neka je B := {z € V : &(z)} podklasa klase V. Iz uslova teo-
reme imamo da je klasa B neprazana. Na osnovu prethodne teoreme imamo
da postoji R-minimalni elemenat podklase B. Dakle, postoji neko m € B
sa osobinom da ne postoji elemenat x € B za koji je (x,m) € R, a odavde
imamo i da je m R-minimalni elemenat klase V za koji je tacna formula
O(m).

(ii): Pretpostavimo suprotno: postoji neki skup = za koji je =®(x). Sada,
zbog (i) ove teoreme imamo da postoji objekat m koji je R-minimalan medu
objektima koji zadovoljavaju =®. Za takav skup m vazi ~®(m) ali takode i
Vy(y R m — ®(y)) sto se kosi sa pretpostavkom tvrdenja. n

Napomena: Neki autori (kao u [8]) ovoj temi pristupaju drugacije. Naime,
posmatraju klase-relacije R date na celom univerzumu V (kod nas A = V).
Zatim definisu dobro_zasnovanu relaciju R sa ova dva uslova:

e KlasaR7'(z) :={y € V: (y,z) € R} je skup za sve z € V; ovaj uslov
u nasem pristupu znaci da je R skupu-slicna.

e Za svaki neprazan skup z € V postoji elemenat y € x za koji vazi
N R (y) = 0; kod nas ovo predstavlja definiciju dobre-zasnovanosti.

Formulacija Teoreme 2.15.(ii) bi onda glasila:

Neka je R dobro_zasnovana klasa-relacija. Tada vazi:

(princip indukcije na R): Ako je klasa X takva da za sve x € V formula
R(z) C X povia¢i x € X tada je X =V.

Teorema 2.16. Neka je R klasa-relacija koja je dobro-zasnovana i skupu-
slicna na A. Neka je data klasa-funkcija F : A x V — V. Tada postoji
jedinstvena klasa-funkcija G : A — 'V takva da za sve x € A,

G(r) =F(z,G | pred(A,z,R)).?

Dokaz. Ovu teoremu ne¢emo dokazivati. Dokaz predstavlja uopstenje dokaza
Teoreme 2.11.(videti [12]), koja je specijalan slucaj ovog tvrdenja za A =
ON iR = , € 7. Umesto dokaza dajemo par komentara. Cinjenica da
je R skupu-slicna na A implicira da je pred(A,z,R) zapravo skup, pa je
samim tim i F(z, G | pred(A, z,R)) takode skup na osnovu Aksiome Sheme
zamene. Dalje, podsecajuci se da su klase zapravo zamene za formule, imamo:

o o(z,y, z) je funkcija iz ¥ (z) x V u V zamenjuje:

Vo, y, z,w [p(r, y, 2) Ap(z, 5, w) = 2 = WAV, y B2 p(2,y, 2) < ¥(z)].

2Sa pred(A, z, R) smo mislili na skup prethodnika predy(A,z, R)
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e O(z,y) je funkcija iz ¢¥(x) u V zamenjuje:

Va,y,z [0(x,y) NO(x,z) = y = z]| AVz By 0(z,y) < ¥(x)].

e a je skup svih prethodnika od x na osnovu formule x(z,y) zamenjuje:
Yy [y € a < x(y,2)].

e f je restrikcija od O(z,y) na skup svih prethodnika od x na osnovu
formule x(z,y) zamenjuje:

Vz[z € f <> Jz,y,a( a je skup svih prethodnika z-a po formuli y(z,y)
Nz = (z,y) Nz € aNb(x,y))].

Rigorozan zapis tvrdenja teoreme bi glasio:
Neka su date formule p(z,y, 2), ¥(z), x(x,y), 8 (z,y). Tada postoji i formula
0(z,y) za koju je tacno sledece:

[x(x,y) je dobro-zasnovana na ¥ (x) A x(z,y) je skupu-slicna na ¢ (z)

A o(x,y, z) je funkcija iz ¥ (z) x V u V] —

O(x,y) je funkcija iz ¥(x) u V AVx3f, z[f je restrikcija funkcije 6(z, y)

na skup prethodnika od x po formuli-relaciji x(z,y) A 0(z,y) A p(z, f, 2)]

A ([(9/ (x,y) je funkcija iz ¥ (z) u V AVz3f, z[f je restrikcija funkcije 0 (x,y)
na skup prethodnika od z po formuli-relaciji x(x,y) A 6 (z,y) A @(z, f, 2)]]
— Y, 2[0(z, 2) < 0 (z,)]).
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Bulove algebre

U ovoj glavi vrsimo pregled definicija i osnovnih teorema vezanih za
Bulove algebre.

Definicija 3.1. Bulova algebra je struktura (B, V, A,*,0,1) gde je B neprazan
skup, nosac ili domen Bulove algebre, V i A su binarne operacije na B, *

je unarna operacija na B. Postoje dva izdvojena elementa skupa B koje

oznacavamo sa 0 i1 1. Takode, date operacije zadovoljavaju sledece uslove:

1. Komutativni zakoni:

aVb=0bVa a/Nb=0bAa;

2. Asocijativni zakoni:
aV(bVe)=(aVb) Ve alN(bAc)=(aNDb)Ac
3. Distributivni zakoni:
aV(bAc)=(aVb)A(aVc) aN(bVec)=(aNb)V(aAc);
4. Zakoni neutralnih elemenata:

OVa=a 1ANa=a;

5. Zakoni komplementacije:

aVa' =1 aANa" =0.



41

PRIMER 3.1. Neka je A neprazan skup tada je (P(A),U,N,*,0, A) Bulova
algebra, gde smo sa ¢ oznacili unarnu operaciju komplementiranja skupa u
odnosu na skup A. Ako stavimo A = 1 dobijamo specijalnu dvoelementnu
Bulovu algebru koju oznacavamo sa 2. Svaka dvoelementna Bulova algebra
je izomorfna sa 2. a

Teorema 3.1. Ako je (B,V,A\,*,0,1) Bulova algebra, tada za Ya,b € B
vazi:

(1). Idempotentni zakoni: aV a = a ala=a.

(2). Zakoni apsorbcije: aV (a Ab) = a aV(aAb)=a.

Dokaz.
la)yaVa=(aVa)ANl=(aVa)A(aVa)=aV(aNa*)=aV0=a.
Ib):ana=(aNa)VO=(aNa)V(aANa*)=aA(aVa)=aAl=a.
2.a): aV(aAb) = (aA1)V(aAD) =aA(1VD)=aA(b*VDVD) =aNl=a.
2.b): Sli¢no kao 2.a). =

Teorema 3.2. Ako je (B,V,A\,*,0,1) Bulova algebra, tada
(1). 0 =1 1*=0.
(2). (VaeB)(1Va=1)i(Va€ B)(0Aa=0).

Dokaz. (1): 0* =0V 0* = 1.
(2):1Va=(a*Va)Va=a*"V(aVa)=a"Va=1.
Ostalo se analogno pokazuje. [

Teorema 3.3. Ako je (B,V,A\,*,0,1) Bulova algebra, tada za Ya,b € B
vazi:

1). izavVb=11aANb=0 sledi b= a*;

2

(a*>* =a;

(1)
(2).
(3). (aVb)* = (a) A1) i(aAb)* = (a*) V (b*);
(4).

4). aANb=a ako i samo ako aV b=1b.
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Dokaz.

(1):b=bA1=bA(aVa")=(bAa)V (bAa")
=0V (bAa")=(aNa")V (bAa")
=(aVbANa"=1Na"=a"
(2): Kako jeaVa*=11iaAa* =0, to zbog (1) imamo (a*)* = a.
(3): (aVvb)V(a"Ab)=aV ((bVa")A (Vb))
=aV(bVa")=1.
(aVb)Na* ANV =[(aNa”)V (bAa")] Ab*
=bAa"ANb"=0.
Iz (1). imamo (a V b)* = a" A b".
(4): AkojeaNb=a,tadaaVb=(aAb)Vb=0> AkojeaVb=D0, tada

aNb=aA (aVb)=a.
Drugi deo tvrdenja (3) ide sli¢no. =

Definicija 3.2. Ako je (B,V,A,*,0,1) Bulova algebra, tada za Va,b € B
definisemo:

Relaciju < zovemo prirodnim uredenjem na Bulovoj algebri. A

Teorema 3.4. Ako je (B,V,A,*,0,1) Bulova algebra sa prirodnim uredenjem
<, tada za Va,b,c € B vazi:

(1). a<a;
(2). Iza<bib<a sledia=b;

(3). za<bib<csledia<c.



43

Dokaz. (1): a Aa = a.
(2):a=aNb=bAa=1D
(3): Akojea =aAnbib=0bActadaa =aAb=aA(bAc) = (aAb)Ac=alc. m

Iz prethodne teoreme vidimo da je relacija < na skupu B refleksivna,
antisimetri¢na i tranzitivna, dakle Bulova algebra generise poredak na nosacu
Bulove algebre - (B, <) je parcijalno uredenje. Kroz sledeca tvrdenja dajemo
osnovne osobine prirodnog uredenja.

Teorema 3.5. Ako je (B,V,A,*,0,1) Bulova algebra sa prirodnim uredenjem
<, tada za Ya,b € B vazi:

(1). a<b + b*<a¥
(2). a<b & a—b=0;
(3). a<b < (a=0b)=1.

Dokaz. (1) (—=): Iza < bimamo aAb = a,aotudaia* = (a AD)* = a*Vb".
Sada iz Teoreme 3.3.(4) sledi b* A a* = b*, odnosno b* < a*.
(1) (+): Ako je b* < a* tada (a*)* < (b*)*, tacnije a < b.

(2) (=): Iza <bimamo a Ab=a, aotudaiaAb* = (aAb) ANbD*=0.
(2) (+): Akoje anb* = 0, tada a = aAl = aA(bVb*) = (anb)V(aAD*) = aAb
ili a <b.

(3) (—=): Iza <bimamoaAb=aia* =a*Vb* aotuda (a =b) =a*Vb=
(a*Vb*)Vb=a*V1=1.

(3) (+): Ako vazi (a = b) =1, onda imamo a =aA1l=aA(a*Vb) =aAb,
odnosno a < b. n

Teorema 3.6. Ako je (B,V,A\,*,0,1) Bulova algebra sa prirodnim uredenjem
<, tada za Ya,b,c,d € B vazi:

(1).0<a<1;
(2). iza<bic<dsledi(anc) < (bAd)i(aVec)<(bVd).

Dokaz. (1): 0=0Aa, aimamoia=aA1l.

(2): Iza=aAbic=cAdsledi (aNc)AN(DANd)=(aAND)A(cAd)=aAc,
takode imamo i (a V) A(bVd) = (aAb)V(aANd)V (cAb)V (cNd) =
aV(and)V(cAb)Ve=aVec. =
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Malopredasnja teorema nam govori da parcijalno ureden skup (B, <)
ima najmanji i najveéi elemenat u odnosu na relaciju <. Sledeé¢e tvrdenje
proizilazi iz prethodnih tvrdenja i definicija:

Teorema 3.7. Ako je (B,V,A,*,0,1) Bulova algebra sa prirodnim uredenjem
<, tada za Ya,b,c € B vazi:

(1
2

). a<b" < aNnb=0;
(2). a<(aVb)ib<(aVb);
(3). (and) <ai(anb)<b;
(4).

4). iza<cib<csledi (aVb) <c;

(5). ize<aic<bsledic<(aNb).

Iz prethodne teoreme, konkretno iz (2) i (3), imamo da svaki dvoelementni
podskup {a, b} C B ima infimum i supremum u B, preciznije inf{a,b} = aAb
i sup{a,b} = a Vb, pa je prirodno uredenje < Bulove algebre zapravo mreza.
Lako se pokazuje da svaki konacan podskup Bulove algebre takode ima
supremum i infimum unutar Bulove algebre, naravno u odnosu na prirodno
uredenje <. Za beskonacne podskupove to ne mora da vazi. Ubuduce sa
masnim slovom B ozna¢avamo strukturu Bulove algebre (B,V,A,*,0,1), a
sa B oznacavamo nosac iste algebre.

Definicija 3.3. Neka je B Bulova algebra i neka je < prirodno uredenje.
Dalje, neka je A proizvoljan neprazni podskup skupa B. Ako postoji elemenat
b € B sa osobinom:

(1). (Vae€ A)(a<b)i (V0 € B)[(Va € A)(a <bV) — b < V], tada kazemo

da je b supremum skupa A i oznacavamo ga sa \/ a;

acA
(2). (Vae A)b<a)i (VW € B)[(Va € A)(b < a)— b < b, tada kazemo
da je b infimum skupa A i ozna¢avamo ga sa /\ a. A
acA

Definicija 3.4. Bulovu algebru B zovemo kompletnom Bulovom algebrom
ako svaki neprazan podskup skupa B ima i supremum i infimum u B. A

PRIMER 3.2. Bulova algebra (P(A),U,N,,0, A) gde je A neprazan skup je
kompletna Bulova algebra. Zaista, ako je X C P(A) i X # (), tada

\/x:Ux 1 /\x:ﬂx

zeX zeX zeX zeX
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Neka je B kompletna Bulova algebra. Posmatrajmo preslikavanja

V. \: PB)\0—B

koja svakom podskupu Bulove algebre dodeljuju njegov supremum i infi-
mum, respektivno. Ova preslikavanja se Cesto zovu beskonacne operacije.
Beskonac¢ne operacije kompletnih Bulovih algebri imaju vazne osobine. U
slede¢ih par tvrdenja navodimo te osobine.

Teorema 3.8. Ako je B kompletna Bulova algebra i ako je A # 0 proizvoljan
podskup skupa B, tada vaZe sledecr De Morganovi zakoni:

(1). (\/ a>* =\ a*;

acA

(2). (/\a>*: \V

acA

Dokaz. (1): Kako je (Vb € A)(b < \/,.4a), imamo iz Teoreme 3.5.
(V,eq @) < 0%, a odavde i

(\/a>* < N\ea.

a€A acA

Takode, (Vb € A)(A,cqa” <b%), aodavde b < (A, a*)*, dakle

\a< (/\a*>*,

a€A a€A
odnosno i
/\ a* < <\/ a) )
a€A acA
(2): Sli¢no sa (1). =

Teorema 3.9. Ako je B proizvoljna Bulova algebra i ako je A # 0 podskup
skupa B, tada vaZe sledeci beskonacni distributivni zakoni (ako postoji leva
strana, postoji i desna i medu njima vazi jednakost):

(1). bV /\a: /\(b\/a) za svako b € B;

acA a€EA
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(2). bA \/a: \/(b/\a) za svako b € B;

acA a€A

Dokaz. (1): Ocigledno

VaeAvaZib\//\xgb\/a.

T€A

Prema tome bV A__, « je donja granica skupa {bV a:a € A}. Neka jeic
donje ogranicenje skupa {bV a:a € A}. Za x € A imamo, dakle, c < bV z,
sto pak daje

ANV < (BVIZ)AV =z Ab <.

Sledi ¢ A b* < A\ ,c4 @ Konacno,

c=cAL=cA(DVD)=(cAb)V(cAD) <DV ) a
acA

(2): Analogno sa (1). n

Iz beskonaé¢nih distributivnih zakona slede mnoge korisne osobine. Te osobine
dajemo u slede¢oj teoremi koju ne dokazujemo. Brojanje nastavljamo sa
prethodnom teoremom jer su sve osobine koje navodimo u tesnoj vezi.

Teorema 3.10. Neka je B kompletna Bulova algebra i neka su I i J indeksni
skupovi elemenata iz B (z;,x;,x;; € B za svei € I,j € J). Neka jeb € B
prozivolyno. Tada vaZe sledece relacije:

@y<vm>¢b:A@F¢m @)(A@)ijV@fjm

@)bé(V% :V@:@xawb¢<A%>:A@:@y
9)- 'V <UX> =VVxi (10 A (UX) AVARS

gde su X; neprazni podskupovi nosaca B za sve i € I.
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3.1 Ideali i filteri Bulovih algebri

Na pocetku dajemo definiciju homomorfizma Bulovih algebri, koji je u
tesnoj vezi sa idealima i filterima. Takode dajemo par tvrdenja koja posle
koristimo.

Definicija 3.5. Funkcija f : By — B je homomorfizam Bulove algebre By
u Bulovu algebru By akko za sve x,y € By vazi:

(1). flzVy) = flz)V f(y);
(2). flzny) = fl@) A fy);
(3). f(z") = (f(x))" A

Ako je funkcija iz gornje definicije ,na” onda kazemo da je f epimorfizam,
ako je jos i, 1-1”7 onda je zovemo izomorfizmom Bulovih algebri. Izomorfizam
Bulove algebre B na samu sebe zovemo automorfizmom Bulove algebre B.

Teorema 3.11. Ako su By i By Bulove algebre i ako je f : By — By takvo
da za Vx,y € By vazi (1) i (3) Definicije 3.5. (ili (2) i (3)), onda je f

homomorfizam pomenutih Bulovih algebri.

Dokaz.

flany) = f((@"Vvy)) = (" vy ) =) v )
= (f@)"V [(y)") = flz) A fly)-

Teorema 3.12. Ako je f homomorfizam iz By u Bs, tada vazi:

(1). f(0)=0;

(2). f(1) =1,
(3). (Vz,y € By)lx <y — f(x) < f(y)];
(4). skup svih automorfizama ¢ini grupu u odnosu na operaciju kompozicije

dve funkcije, grupu koju oznacavamo sa Aut(B).
Dokaz. (1): f(0) = f(0 A0*) = f(0) A f(0)* = O.
@) f(1) = fLV 1) = F(1)V F{1) = 1.
Brr<y—z=zAy— f(z)=[f@)Afly) = f(@) < fy) =

Pre formulacije sledec¢e teoreme usvajamo jednu oznaku. Neka je dato
parcijalno uredenje (P, <). Tada sa [a] ozna¢avamo skup {y € P :y < a} za
proizvoljno a € P.
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Teorema 3.13. Ako je B Bulova algebra sa prirodnim uredenjem < i ako je
By = B\ {0}, tada je < parcijalno uredenje na By i vaZi:

(Va,b € By)([a]N[b] =0 <> anb=0).

Dokaz. Kako je < parcijalno uredenje na B, to je ono i parcijalno uredenje
na nepraznom podskupu By skupa B. Slucaj trivijalne Bulove algebre B nije
zanimljiv. Ostaje da pokazemo datu recenicu. U to ime neka su a,b € B
proizvoljni.

(—) : Neka vazi [a] N [b] = 0. Pretpostavimo suprotno, da je a Ab = c # 0.
Otuda imamo i ¢ < a kao i ¢ < b, pa dolazimo u kontradikciju sa [a] N [b] = 0.
(+) : Neka je sada a A b = 0. Pretpostavimo suprotno, da je [a] N [b] # 0,
neka je za neko ¢ € By ispunjeno ¢ < ai ¢ < b. To ¢ mora biti razli¢ito
od 0 jer je ¢ € By. Medutim, tada iz relacija ¢ < a i ¢ < b imamo
(cNhe) < (aAb) <> ¢c < (anb) < cAN(aANb) = ¢, a odavde imamo
kontradikciju sa a A b = 0. [

Kre¢emo sa definicijom ideala Bulove algebre, a zatim listamo tvrdenja
vezana za ideale.

Definicija 3.6. [ je ideal Bulove algebre B ako i samo ako I C B i ako vaze
uslovi:

(1). 0eI;
(2). Va,bel — (aVDb) €
(3). Zasvakoa € [izasvebe BvaziaAbe I. A

Ideal I Bulove algebre zovemo pravim akko 1 ¢ I; ako je I = [b], onda takav
ideal zovemo glavnim. Ideal je trivijalan ako i samo ako je I = {0}.

Teorema 3.14. Ako je I ideal Bulove algebre B, tada vazi:
(1). Ma,beB)la<bel —acl;
(2).1el—-1=8B.

Dokaz. (1): Neka je b € I ineka je a < b. Odavde imamo a A b = a, a
odavde, prema (3) a € I.

(2): Neka je b € B proizvoljno. Tada zbog b < 11 (1) ove teoreme imamo
bel. ]
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Definicija 3.7. Ako je f homomorfno preslikavanje Bulove algebre B; u B,
tada slede¢i skup zovemo jezgrom homomorfizma f:

ker(f) ={a € By : f(a) = 0}.
A
Sledeca teorema pokazuje da je jezgro homomorfizma ideal Bulove algebre.

Teorema 3.15. Ako je f homomorfizam Bulove algebre By u Bs, tada je
ker(f) pravi ideal Bulove algebre By. Dalje, ako je ker(f) = {0}, tada je f
,1-17 funkcija.

Dokaz. Kako je f(0) = 0, imamo i 0 € ker(f). Ako je a,b € ker(f), tada
flavd)= fla)V f(b)=0Vv0=0.
Otuda (a V b) € ker(f). Ako je a € ker(f)ib € By, tada
flanb) = fla) A f(b) =0 A f(b) = O.

Odavde (a A b) € ker(f). Time smo pokazali da je ker(f) ideal u Bj.
Medutim,

f)=1#o0.
Dakle, 1 ¢ ker(f), odnosno ker(f) je pravi ideal.
Ako pretpostavimo ker(f) = {0} i f(x) = f(y), tada je f(zr —y) =0, a
odavde x —y =01z <y. Slicno je (y — x) € ker(f) iy < z. Dakle x =y,
odnosno f je ,1-17. n

Teorema 3.16. Ako je I ideal Bulove algebre B, tada imamo:
(Va,be B)lavbel — (aelibel).

Dokaz.

Definicija 3.8. Neka je I pravi ideal Bulove algebre B. DefiniSemo skupove:

(1). Va€B) a/I Y {z€B:(ans")V(zra*) eI}
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def.

(2). B/I'=

Posmatrajmo relaciju

{a/I :a € B}. A

r~y>xAyel, zasvex,ye B,

gde smo sa A oznacili operaciju simetricne razlike ((x —y) A (y — x)) Bulove
algebre B. Pokazuje se da je ~ relacija ekvivalencije na B, a skupovi a/I
upravo predstavljaju elemente skupa B/I := B/ ~.

Lema 3.1. Neka je I pravi ideal Bulove algebre B, tada imamo:

(1). a/I =b/I > (aAb*)V (bAaY)) € I;

(2). Ira/T=c/Iib/I=d/I sledi (aVb)/I=(cVd)/I;
(3). Ira/l =c/I ib/I=d/I sledi (a Ab)/T=(cAd)/I;
(4). a/I =b/T — a*/I = b"/I.

Dokaz. (1)(—): Akojea/I = b/I, tada zbog (aAa*)V(aAa*) = 0 € [ imamo
a € a/I,aodavdeia € b/I. Iz definicije skupa b/I imamo ((aAb*)V (bAa*)) €
I.

(1)(«-): Neka vazi ((a AD*)V (bAa*)) € I ineka je x € a/I proizvoljno, tada
na osnovu Teoreme 3.14.(1) imamo a A b*, b A a*,z ANa*,a N xz* € I. Zbog
toga je

(anNb*Nz)V (bANa* ANz*)V (z ANa* ANV )V (aNx*ANb) €T
(xAD)V (bAZ*))AN(aVa*) el
(A )V (bAZ*) el

odnosno z € b/I. Analogno radimo i za x € b/I — x € a/I.

(2): Na osnovu (1) ovog tvrdenja imamo ((a Ac*)V (cAa*)) € Ti((bAd")V
(dAbV*)) € I, sada zbog Teoreme 3.16. sledi a Ac*,cAa*, bAd* dNb* € 1.
Odavde imamo:

(N N)YV(eNa* AN )V (DA ANE)V (AAVANa*) €]
— ((aVO) ANV ((cvVd)Na* Nb*) el
— ((aVvb)A(evd))V((cVd)A(aVb)*)el,

sto opet zbog (1) daje (a V' b)/I = (¢ V d)/I.

(3): Opet, kao pod (2), imamo a A ¢*, ¢ Aa*,; b Ad*,d AN b* € I, a odavde:

(@NcAND)V (cNa* ANd)V (DA Na)V (dANb Ne) el
= ((aAD)A(eAND)*)V ((cANd)N(aND)*) €,
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krace, (a Ab)/I = (cNd)/I.
(4): Iz pretpostavke i (1) imamo (a A b*) V (b A a*) € I, a odavde:

(@AD" )V A(@))=(anb)V(bAa") €I,

ili a*/1 =b*/1. n

Teorema 3.17. Ako je I pravi ideal Bulove algebre B, tada B/I predstavlja
nosaé¢ Bulove algebre, B/I, sa operacijama:

a/IVb/I=(aVvb)/I, a/INb/I=(aNb)/I, (a/I)"=a"/I
i konstantama 0/1 i 1/1.

Dokaz. Kao prvo, na osnovu prethodne leme definicije operacija strukture
B/I su dobre. Treba proveriti uslove Definicije 3.1. Preciznije, ako su
a/l1,b/1,c/I € B/I proizvoljno odabrani tada vaze svih 5 tacaka definicije.
Provera je trivijalna i oslanja se na prethodnu lemu i ¢injenicu da je B nosac
Bulove algebre. Tako, za ¢etvrtu tacku, imamo:

0/IVa/l=0Va)/l=a/l i 1/INa/l=(1ANa)/l=a/l,

gde prva jednakost sledi iz definicija operacija algebre B/I koje su opravdane
prethodnom lemom, a druga jednakost iz ¢injenice da je B Bulova algebra
za sebe. [

Sledec¢a teorema predstavlja vezu izmedu Bulove algebre B i algebre B/1,
koja je na osnovu prethodnog tvrdenja takode Bulova. Ta veza je data kroz
homomorfizam ¢ije je jezgro bas ideal 1.

Teorema 3.18. Ako je I pravi ideal Bulove algebre B i ako je funkcija f
definisana sa

(Va € B)(f(a) = a/I),
tada je f homomorfizam Bulove algebre B ,na” B/I i vazi ker(f) = I.

Dokaz. Neka su a,b € B i ¢ € I proizvoljno odabrani, tada imamo

flavb) =(aVvb)/I=a/IVb/I=f(a)Vfb),
fla) = a*/I = (a/I)* = (f(a))",
(t): ¢/I=0/I+ ((cAN1)V(0OAC"))=cVO=cel.

Ovim smo pokazali da je f homomorfizam (Teorema 3.11.). Takode,
ker(f) ={a € B: f(a) =0/I} =1 (zbog 1). "
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Definicija 3.9. Pravi ideal I Bulove algebre B zovemo maksimalnim idealom
akko za svaki ideal J iz B vazi

ICJ—=I1=JVJ=B.

Kroz slede¢u teoremu dajemo ekvivalent definicije maksimalnog ideala.

Teorema 3.19. Ideal I je maksimalan ideal Bulove algebre B akko
(x): (Vbe B)bel«+b" ¢l

Dokaz. (—) : Neka je b € B takvo da vazi istovremeno b* ¢ I ib ¢ I.
Posmatrajmo sledeé¢i podskup skupa B:

J={zVy:x<bAye€el}

sigurno je 0 € J. Neka su z1 Vy, € JixyVyy € J, iz definicije skupa J
imamo da je tada x1 < b, y; € [ i x5 < b, yo € I, a odavde

(k1 V) <b i (y1Vys) €l
Dakle, (z1Vx2)V (y1 Vy2) € J. Dalje, za proizvoljno ¢ vazi ¢ < 1 i zbog toga
(r1ANe)<z1<b i (y1Nc)€E,

sto daje (z1 Vyi) Ac € J. Ovim smo pokazali da je skup J zapravo ideal koji
sadrzi I. Zbog pretpostavke b ¢ [ imamo da je zapravo I C J. Takode vazi
relacija b* ¢ J inace

(Fz <b)Fy e I[b* =z Vy],

a odavde b* = b*Ab* = (xVy)Ab* = (0V (yAb*)) € I, 8to se kosi sa izborom
elementa b. Dakle, b* ¢ J, pa je J pravi ideal u B koji strogo (sa)drzi I, a
to je kontradikcija sa maksimalnos¢u od I.

Neka je sada b € B takvo da je istovremeno b* € [ i b € I. Iz definicije
ideala imamo 1 = b* V b € I, pa [ nije pravi ideal jer se podudara sa B.
Time smo pokazali da iz maksimalnosti ideala I sledi ().

(«<—) : Neka je tacno (). Pretpostavimo da je J ideal takav da je I C J.
Tada mora postojati b € J sa osobinom b ¢ I. Otuda b* € I C J, a samim
tim

b*Vvb)=1€eJ

i I je maksimalan ideal jer je J = B. [
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Teorema 3.20. Neka je A # 0 i za sve a € A, I, je ideal Bulove algebre B.
Tada je (V,ea Lo ideal Bulove algebre B.

Dokaz. Direktno sledi iz definicije ideala i preseka familije skupova. [

Pri¢u o idealima zavrsavamo dokazom tvrdenja koje govori o tome da je
svaki pravi ideal sadrzan u nekom maksimalnom idealu. Pre dokaza nam
treba definicija ideala generisanog nekim skupom, sto opravdavamo prethod-
nom teoremom.

Definicija 3.10. Neka je B Bulova algebra i neka je A C B. Tada
(WI:ACINAT jeideal iz B},

predstavlja ideal generisan skupom A. A

Lema 3.2. Ako je I ideal Bulove algebre B koji je generisan nepraznim
skupom A, tada vazi b € I akko b € B i

(Tor, .. by € A< (B V- Vb,

Dokaz. Neka je J ={be B: (3by,...,b, € A)b<(byV---Vb,)]}. Ako su
dati a,b € J i proizvoljno ¢, tada imamo

(aVvb)e JzbogaVb<(agV---Vay) V(b V---Vb,);
(anc)e Jzbog (anc)<a<(ar V- Vap);
0 € J zbog 0 < a, proizvoljan elemenat nepraznog A.

Dakle, J je ideal za koji vazi A C J. Kako je I generisan sa A to mora biti
I C J, medutim imamo

b<(byV---Vb,) el —=be,

pavaziiJ C 1. [

Lema 3.3. Ako je I pravi ideal Bulove algebre B, ako a* ¢ I i ako je I,
ideal Bulove algebre B generisan sa I U {a}, tada je I, pravi ideal.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno — 1 € [,. Tada na osnovu prethodne leme
imamo

(FbeD[1<(bVa).

Sada, a* = (a* A1) < (a* Ab) € I, a ovo je kontradikcija sa uslovom leme. m
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Teorema 3.21. Svaki pravi ideal I Bulove algebre B moZe da se prosiri do
maksimalnog ideala, odnosno, postoji maksimalan ideal J Bulove algebre B
za kojgi vazi I C J.

Dokaz. Uredi¢emo nosa¢ Bulove algebre nekim dobrim uredenjem, ovo
mozemo uraditi ako prihvatamo (AC), naravno Bulove algebre se mogu for-
malizovati kroz teoriju ZFC. Dakle, neka je B = {b, : @ < A}, |B| = A
dobro uredenje skupa B. Dalje, rekurzijom na ordinalu A definiSemo slede¢u
hijerarhiju:

zaa=0:
{ 11U {bo}, ako bo,bg ¢ 1
Iy = o ;
I, inace
zaa=p+1:
I = ]gU{ba}, ako ba,bz¢flg .
“ I, inace ’

za (v granicni :

U Zs U {ba}, ako ba,b;, ¢ | I

Ia — B<a B<a

U Is, inace

B<a

Ideal J = U I, je trazeni maksimalni ideal koji sadrzi ideal I. Proveru

a<A
ovoga ostavljamo ¢itaocu, sto sledi iz same konstrukcije hijerarhije.

Prelazimo na pojam filtera Bulovih algebri, odmah zatim dajemo par
tvrdenja vezanih za filtere.

Definicija 3.11. F je filter Bulove algebre B akko () # F' C B i vaze sledeci
uslovi:

(a) Zasvex € Fiye Fvaz (v ANy) € F;
(b) Zasvex € Fiy € Bzakojejex <yvaziyée€F. A

PRIMER 3.3. Neka je B proizvoljna Bulova algebra. Posmatrajmo skup F' =

{1}, trivijalno se vidi da su uslovi (a) i (b) prethodne definicije ispunjeni za

skup F'. Dakle, skup {1} uvek predstavlja filter proizvoljne Bulove algebre.
Ako je A neprazan skup, aa C Ai

F={xCA:aCux},
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tada je F filter Bulove algebre P(A). Zaista, za a C z,y vazi a C x Ny, pa je
ispunjen uslov (a). Takode, akozaa Cziy € P(A) vazizNy =z <> = C v,
onda je ispunjeno i a C y (vazi i (b)). 0

Definicija 3.12. Neka je F filter Bulove algebre B. Tada kazemo:
(1). F je ultrafilter akko (Vx € B)(x € F <> z* ¢ F);
(2). F je glavni filter akko (Ja € F)(F = {x € B :a < x});
(3). F je pravi filter akko 0 ¢ F';
(4). F je trivijalan filter akko F' = {1}. A
Lema 3.4. Ako je F filter na Bulovoj algebri B, tada vaze uslovi:
(1). 1€ F;
(2). Zasvex € Fiye B vazi (xVy)€EF.

Dokaz. (1): Stavimo li da je y =1 u uslov (b) Definicije 3.11. dobijamo
tvrdenje.
(2): Opet, zbog (b) iz x < (x V y) imamo (x Vy) € F. =

Sledeca teorema predstavlja vezu izmedu ideala i filtera Bulovih algebri.
Ta dva pojma su dualni.

Teorema 3.22. Ako je B Bulova algebra i ako su F i I meprazni pravi
podskupovi nosaca B sa osobinom a € F akko a* € I, tada vaZe sledece
tacke:

o [ je ideal u B akko F' je filter na B;

o [ je maksimalan ideal akko F' je ultrafilter;

e [ je glavni ideal akko F' je glavni filter;

e [ je pravi ideal akko F' je pravi filter;

e [ je trivijalan ideal akko F' je trivijalan filter.

Dokaz. U Bulovim algebrama vazi princip dualiteta iz kojeg se ova teorema
lako pokazuje. Preciznije, trebaju nam tvrdenja koja u sebi sadrze operaciju
komplementiranja:

0*=1 i 1"=0;
(@)*=a i (aAb)*=a"Vb i (aVb)=a*Ab%
a<beb*<a*. ..
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Sva potrebna tvrdenja smo pokazali ranije u ovoj glavi, sam dokaz izostavl-
jamo. [

Lema 3.5. Ako je I ultrafilter na B i ako definisemo preslikavanje f sa

1, ze€F
f(x):{o, r€B\F '

tada f predstavlja homomorfizam Bulove algebre B na 2.
Vazi i obrat, ako je f homomorfizam algebre B na 2, onda je skup

F={xeB:fx)=1)}

ultrafilter na B. Preslikavanje f zovemo kanonickim homomorfizmom defi-
nisanim ultrafilterom F.

Dokaz. Pokazimo obrat. Neka je f homomorfizam iz B na 2. Kako je
f(1g) =15, toje F#0,ajasno je F C B. Iz f(x) = 121 f(y) = 13 imamo

fxAy) = flz) A fly) = 1z,
r<z— flr)< f(z) = f(z) =1z, gdejez € B.
r€F < f(z) =12 < (f(2))" =02 ¢ f(z%) =02 > 2" ¢ F.

Dakle, F' je ultrafilter na B. [

Teorema 3.23. Svaki pravi filter Bulove algebre B moZe da se prosiri do
ultrafiltera na B, preciznije, ako je F' pravi filter na B, onda postoji ultrafilter
F’ na B tako da vazi FF C F.

Dokaz. Kako je F' pravi filter na B, to sigurno 0 ¢ F, pa je skup I = {a €
B : a* € F} neprazan. Iz cetvrte tacke Teoreme 3.22. imamo da je I pravi
ideal Bulove algebre B. Na osnovu Teoreme 3.21. postoji maksimalan
ideal J iz B tako da je I C J. Posmatrajmo skup F’' = {a* € B : a € J},
koji je takode neprazan jer je J pravi ideal. Na osnovu druge tacke Teo-
reme 3.22. imamo da je F’ ultrafilter na B. Ako je z € F proizvoljno, tada
el CJ—ax* e J, aodavde (z*)* =x € F'. Dakle, F C F".

Postoji dokaz bez koris¢enja pojma ideala ali svakako bi morali koristiti
ekvivalent Aksiome izbora, Kuratovski-Zornovu® lemu. Mi smo koristili ek-
vivalent dobrog uredenja prilikom dokaza Teoreme 3.21. [

1Zanimljivo je uoéiti kako se u ,zapadnoj” literaturi nekako izgubilo ime Kuratovskog,
iako je desetak godina ranije od Zorna pokazao tvrdenje.
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3.2 Rasiowa-Sikorski teorema

Dajemo nekoliko definicija i tvrdenja vezana za filtere Bulovih algebri
koja nam trebaju za dokaz teoreme. Sam dokaz tvrdenja je uzet iz [5]. Za-
tim dajemo posledicu Rasiowa-Sikorski teoreme koju pokazujemo neznatnom
modifikacijom pomenutog dokaza, a koja nam treba u sledec¢oj glavi.

Definicija 3.13. Neka je B Bulova algebra i neka je £ C B. Tada
(W{F:ECFAF je filter iz B},

predstavlja filter generisan skupom F. A

Lema 3.6. Ako je F' filter Bulove algebre B koji je generisan sa E C B,
E #, tada vazi: b € F akko

(Fer,...,en € E)[(er A+ Neyp) < b

Dokaz. Dualno tvrdenje sa Lemom 3.2. [

Definicija 3.14. Neka je B Bulova algebra i neka je £ C B. Skup E ima
svojstvo konacnog preseka (s.k.p.) akko za svakon € wies,... e, € E vazi
et N---Ney, > 0. A

Lema 3.7. Filter Bulove algebre B generisan skupom E je najmangi filter u
B koji sadrzi skup E. Taj filter je pravi akko skup E ima s.k.p.

Dokaz. [z same definicije filtera generisanog nekim skupom imamo prvi deo
tvrdenja. Drugi deo sledi iz Definicije 3.12.(3), Leme 3.6. i prethodne
definicije ovog poglavlja. ]

Teorema 3.24. Podskup Bulove algebre je sadrian u ultrafilteru akko ima
svojstvo konacnog preseka.

Dokaz. Neka je data Bulova algebra B. Posmatrajmo podskup E te algebre.
(—): Ako je E sadrzano u nekom ultrafilteru U, onda zbog Definicije 3.12.
imamo da E ima s.k.p.

(«-): Ako E ima s.k.p. onda iz Leme 3.7. filter F' generisan sa E je pravi
filter. Sada na osnovu Teoreme 3.23. postoji i ultrafilter U koji sadrzi taj
pravi filter F. [

Posledica: Elemenat a € B Bulove algebre B je sadrzan u nekom ultrafilteru
akko a > 0.
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Da li homomorfizam h Bulove algebre A u Bulovu algebru B ocuvava
infimume i supremume podskupova skupa A? Konkretno, imajmo u vidu
sledeé¢u definiciju.

Definicija 3.15. Neka je h : A — B homomorfizam Bulove algebre A u
algebru B. Funkciju h zovemo kompletnim homomorfizmom akko za svaki

M C A za koji postoji \/* M (A™ M) postoji i \/® k(M) (AP h(M)) i vazi:
n(VAM) =VEr) (b (AN M) = AP ()

Generalno, ne mora svaki homomorfizam biti kompletan, videti [2].

Definicija 3.16. Neka je F' ultrafilter Bulove algebre B i neka je M C B
takav da \/ M (/\ M) postoje. Kazemo da F' ocuvava supremume \/ M akko
\/ M € F implicira m € F' za neko m € M. F oc¢uvava infimume /\ M akko
M C F povlaci AM € F. A

Lema 3.8. Ultrafilter F' Bulove algebre B ocuvava \| M (\ M) akko odgo-
varajuci kanonicki homomorfizam xr : B — 2 o¢uvava pomenute supremume
(infimume).

Dokaz. Tvrdenje direktno sledi iz Leme 3.5. i prethodne dve definicije. =

Neka je F ultrafilter kompletne Bulove algebre B koji o¢uvava supre-
mume. Tada, zbog prethodne leme, homomorfizam x g takode ocuvava supre-
mume. Dakle, za M C B proizvoljno odabrano (postoji \/® M jer je B
kompletna Bulova algebra) imamo:

() xe (VP M) = V2 xe(ad).

Neka je N C B. Kako je x homomorfizam to imamo zbog (%) i beskonaé¢nih
De Morganovih osobina:

wr (APN) = (xr (VEN7)) = (VA e (V)" = A ()

Tacnije, posmatrani ultrafilter F' o¢uvava i infimume. Lako se uocava da ovo
vazi i za proizvoljne Bulove algebre; ako neki ultrafilter ocuvava supremume
unutar Bulove algebre B, onda on ocuvava i infimume. Sledeca vazna teorema
govori o postojanju ultrafiltera koji ocuvavaju supremume i infimume.

Teorema 3.25 (Rasiowa-Sikorski). Neka su, u netrivijalnoj Bulovoj algebri
B, date najvise prebrojive familije S i P podskupova iz B za koje \| M postoji
za sve M iz S i \ N postoji za sve N iz P. Tada postoji ultrafilter F u B
koji ocuvava \| M za sve M iz S i \ N za sve N iz P.
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Dokaz. Dovoljno je pokazati da postoji ultrafilter F' koji o¢uvava supremume
\/ M skupova M € S. Naime, ako za sve N € P postoje infimumi A N,
tada za sve N € P postoje supremumi \/ N*. Dalje, neka je F ultrafilter
koji ocuvava supremume \/ N* skupova N € P. Tada F' oc¢uvava infimume
AN, N € P. Pretpostavimo suprotno, da je za neko N € P ispunjeno
NCFiAN¢F. Vaz:

ANeF« (AN eFe\/NeF—@neN)n eF,

a odavde imamo (n*)* =n ¢ F, sto se kosi sa pretpostavkom N C F.

Ako je S = 0, tada svaki ultrafilter zadovoljava postavljeni uslov, kako
je Bulova algebra netrivijalna to ona sigurno sadrzi bar jedan ultrafilter na
osnovu posledice Teoreme 3.24.

Dalje, neka je S neprazna familija. U ovom sluc¢aju postoji numeracija
familije S = {M,, : n € w}. Indukcijom po prirodnim brojevima kon-
struisemo opadajuci niz:

l=ay>a1>ay>....

Trazimo svi elementi niza budu razli¢iti od nule, dakle a; € BT = B\{0}, i €
w i da bude zadovoljen sledeé¢i uslov:

(@) : api A \/ M, =0 ili a,r; <m, za neko m € M,.

Neka je ag = 1. Posle konstrukcije elementa a,, (> 0), a,+1 konstruisemo na
ovaj nac¢in: Ako je a, A'\/ M,, = 0 onda stavljamo a, 1 = a,. U suprotnom,
na osnovu Teoreme 3.9., imamo:

0<anA\ M,=\/{anAm:me M,},

pa mora postojati m € M,, tako da vazi 0 < a, A m i u ovom sluc¢aju stavl-
jamo a1 = a, Am. Zbog samog izbora elemenata vidimo da vazi uslov (e).

Skup E = {a, : n € w} predstavlja opadajuéi lanac u Bt i zbog toga E
ima s.k.p. Na osnovu Teoreme 3.24. postoji ultrafilter F' koji sadrzi skup
E. Pokazimo da ultrafilter F' ocuvava supremume \/ M za M € S.

U to ime, neka je M = M, i \/ M,, € F. Kako je a1 € F'i F je pravi
filter to vazi any1 A\ M, > 0, a odavde iz (e) imamo a,+; < m za neko
m € M. Dakle, m € F' i ultrafilter F' zadovoljava uslove tvrdenja. [

Teorema 3.26. Neka je data kompletna Bulova algebra B i neka je P najuvise
prebrojiva familija podskupova i1z B. Za proizvoljan elemenat 1 > b € B
postoji ultrafilter F' iz B tako da b ¢ F i F ocuvava infimume )\ N za sve
N e P.
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Dokaz. Modifikujemo dokaz Rasiowa-Sikorski teoreme. Kao prvo, nu-
meriSemo familiju P = {N,, : n € w}. Od familije P napravimo familju
S ={M, :n € w}, gde je M,, = N}, n € w. Sada za familiju S simuliramo
prethodni dokaz s tim Sto moramo konstruisati ultrafilter koji nec¢e sadrzati
b. To ¢inimo tako sto konstruiSemo niz elemenat koji su svi > 0:

b*=ap>a1>ay > ...,

gde je b* > 0 zbog b < 1. Nastavljaju¢i dokaz dolazimo do ultrafiltera
F koji sadrzi skup F = {a, : n € w}, pa samim tim b* € F, odnosno
b ¢ F. Ultrafilter F' zbog konstrukcije o¢uvava supremume, pa za kanonicki
homomorfizam yr vazi:

wr (VP M) = V2 xe ().

Iz poslednje jednakosti i osobina Bulovih algebri imamo sledeéi niz ekviva-
lencija:

(vBM) VZ xr(M
(ur (v M>> V00

XF (/\ M*> P (M)
!
xr (APN) = A®xe(N).

Zbog Leme 3.8. vidimo da ultrafilter F' o¢uvava infimume A Nza N € P. m
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Bulovsko vrednosne strukture

Pre definisanja Bulovsko vrednosnih struktura bacimo pogled na inter-
pretaciju logike prvoga reda. Interpretaciju M smo definisali kao uredeni par
(D, ), gde je D bio nosa¢ (domen) interpretacije, a I funkcija koja je davala
znaCenje simbolima naseg jezika. Svakom n-arnom predikatskom simbolu,
R, interpretacija, M, je dodeljivala neku n-arnu relaciju datu na domenu
D, preciznije Ry € D™ Ovu relaciju mozemo posmatrati kao funkciju
Rp o D™ — {0,1}, gde je sa {0,1} = 2 oznaena minimalna Bulova alge-
bra, ako se dogovorimo da vazi:

Ram(dy, ..., d,) =1 ako i samo ako (dy,...,d,) € Ru.

Ovo se lako prosiruje na sve formule jezika definisanjem istinitosne funkcije

|, [|m €iji je kodomen Bulova algebra 2, tako sto stavljamo:
|p, a4 = 1 ako i samo ako M, a |= ¢.

Dakle, recenice (zatvorene formule) imaju istinitosnu vrednost ili 0 ili 1 u
proizvoljnoj interpretaciji M. Zbog svega ovoga interpretacije M date u 1.2
zovemo jos i dvovrednosnim interpretacijama, pisac¢emo i 2-vrednosne struk-
ture.

Mi zelimo da oslabimo uslov koji imamo na broju moguéih istinitosnih
vrednosti rec¢enica. To ¢emo uraditi tako sto Bulovu algebru 2 zamenimo
nekom drugom Bulovom algebrom B. Prvi korak u tom pravcu je da svakom
predikatskom slovu R dodelimo funkciju Rpq : D™ — B, gde je B Bulova
algebra odredena strukturom u kojoj se nalazimo, koju zovemo Bulovsko
vrednosna struktura, kra¢e B-struktura. Iako funkcija || , || i relacija =
podjednako dobro opisuju pojam valjanosti unutar dvovrednosnih struktura,
kada se radi o proizvoljnim B-strukturama oslanja¢emo se iskljuc¢ivo na B-
vrednosnu funkciju || , || (kasnije je definisemo) posto éemo imati vise od
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dve moguénosti M, a = ¢ ili M, a = ¢ koje se pojavljuju dvovrednosnim
strukturama.

Funkcija =, D? — B koju dodeljujemo predikatu =, rezervisanom za
jednakost, treba da zadovoljava odredene uslove. Kako je elemenat d € D
jednak samome sebi, trazicemo =, (d,d) = 1. Medutim, ne zahtevamo
da iz dy # ds sledi =p (dy,ds) = 0, gde su d; i dy elementi domena in-
terpretacije M. Zapravo mi dozvoljavamo moguénost =, (di,dz) = 1 za
razlicite dy,d, € D. U dvovrednosnim strukturama, N, zbog Leme 1.2.
tacno je sledece:

[:N(dz,e)/\RN(dl,,dl,,dn)] — RN(dl,...,e,...,dn);
=N (di,e) — =N (f/\[(dl,...,di,...,dn),fj\/<d1,...,€,...,dn)).

U Bulovsko vrednosnoj strukturi M, funkcija =, ne predstavlja strogu jed-
nakost kao u dvovrednosnom slucaju zbog ¢ega gornje formule ne moraju biti
tacne; potrebno je uvesti uslove koji povezuju Bulovsko vrednosnu jednakost
i funkcije Raq, faq tako da vaze pomenute formule na jeziku Bulovih algebri.
Imajuéi u vidu Teoremu 3.5. dolazimo do pomenutih uslova:

[:M (di,e)/\RM(dl,...,di,...,dn)] S RM(dl,‘..,e,...,dn);
=M (di7€) S =M (fM(dl,...,dz‘,...,dn),fM(dl,...,6,...,dn)),

gde je sa M oznacena Bulovsko vrednosna struktura.

4.1 Definisanje B-struktura I

Imajuéi u vidu sve §to je receno u uvodu ove glave dolazimo do sledece
definicije. Dajemo definiciju kao u [4].

Definicija 4.1. Bulovsko vrednosna struktura A za teoriju prvoga reda sa
jednakos¢éu L_ je neprazan skup D4 zajedno sa slede¢im:

(1) kompletna Bulova algebra B 4;
(2) za svaki funkcijski znak f reda n imamo funkciju fa : D% — D a;

(3) za svaki predikatski simbol R reda n imamo funkciju R4 : Dy — B4
takvu da za sve dy,...,d,,e € D4 vazi:

(a) =a(e,e) =1,
(b) RA<d17---7di7---adn)/\(:A (di,e))SRA(dl,...,e,...,dn),
(C) :A(di7€> S :A(fA(dl,...,dZ‘,...,dn),fA(dl,...,e,...7dn)>;
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(4) za svaki simbol konstante ¢ imamo elemenat c4 € D 4. A

Kako je = predikatski simbol reda 2 i kako smo ga interpretirali kao
funkciju =4 ¢iji je domen D?, a kodomen B, dali smo zapis oblika =4
(+,r) =b € By. Koristi se josi(-=4 ) =b¢€ By kao zamena za pomenuto
zapisivanje.

Neka su d, e € D 4 proizvoljni elementi Bulovske interpretacije A. Ako u
(3b) prethodne definicije stavimo R == i ako iskoristimo (3a) dobijamo:

[(e=ae)A(e=ad) < (d=uae)] & [(e=ad) <(d=ae)],

analogno imamo i (d =4 e) < (e =4 d). Ovim smo pokazali simetricnost
jednakosti u Bulovskoj interpretaciji. Dakle, (e =4 d) = (d =4 e).

U Bulovskim interpretacijama imamo i tranzitivnost jednakosti. Iskoris-
timo li pokazanu simetri¢nost i (3b) imamo:

[(e=ad)N(d=ac)]=[(d=ae)AN(c=ad)] < (c=ae)=(e=40).

Vrednost terma u valuaciji a Bulovske interpretacije A oznac¢avamo sa
[t]2 i definiemo kao u dvovrednosnim strukturama, videti Definiciju 1.6.

Preostaje da definiSemo obec¢anu ,funkciju istine” (pandan Definicije
1.7. dvovrednosnih struktura) iz uvoda ove glave, funkciju || , || 4 Bulovske
strukture A. Ova funkcija ima za kodomen Bulovu algebru B 4, a definiSe se
rekurzivno na skupu formula posmatranog jezika.

Definicija 4.2. Istinitosna vrednost atomarne formule ¢ = R(ty,...t,) u
valuaciji o Bulovske interpretacije A, u oznaci ||¢, a|| 4, je data sa:

HR(tla cee 7tn)7 aHA = RA([tl]g‘a ceey [tn]§> S BA?

gde je R predikatski simbol reda n, a ti,...,%, su termi jezika L_. Jasno,
R4 je funkcija iz (3) definicije Bulovske strukture A.

Za neatomarne formule rekurzivno definiSemo pomenutu funkciju kroz
sledece tacke:

o =g, alla= o, el
o [oAD,alla= o allanlld, all;
o oV, alla= o allaVv i, ol

o |32;0,a)la = sup{l|d,a(jld)a:d € Da} = \/ 6, alild)];

deDy



4.1 Definisanje B-struktura I 64

o [Va;0,aa=inf{lo,aild)a:d e Day = N &, alild)]a- A

deD 4

Ostali simboli logike prvoga reda (—, <) se mogu definisati uz pomoé
Definicije 3.2., imamo:

[0 = ¥, alla=llo, alla = [l alla = ll¢, allZ V{4, all4;
|6 &, alla =g, alla < ¢, alla

= (¢, alla =l alla) A Y, alla = ¢, alla).

Vratimo se na dvovrednosne strukture M. U njima vazi ||(3z;)Y, a||pm =
1 ako i samo ako za neki elemenat d € Dy vazi ||, a(j|d)||m = 1 (videti
Definicija 1.7.(g)). Odgovarajuéa osobina u Bulovsko vrednosnim struktu-
rama A bi glasila:

(MaxP): za sve z;,1 i «, postoji e € D 4
tako da je [|(3z;)1, afla = [|¥, aljle) | a-

Drugim rec¢ima, supremum sup{||v, a(j|d)||4 : d € D4} je maksimum jer
se dostize za odredeni elemenat e domena interpretacije. Takve Bulovske
strukture A, koje zadovoljavaju gornji Princip maksimuma, zovemo i dobrim
Bulovsko vrednosnim strukturama.

Sliéno, u dobrim B-strukturama vazi da za sve x;, ¥ i o postoji e € D 4 tako
da je:

1(Va;) ¢, alla = inf{ll¢, a(jld)]| : d € Da} = [[¢, a(jle)]|a-

Preciznije, za elemenat e se dostize minimum unutar zadate interpretacije A.

Teorema 4.1. Ako je zadata formula ¢ 1 valuacije o, [ takve da za slo-
bodna pojavljivanja x; u ¢ vazi a(z;) = f(x;) onda je ||p,alla = ||¢, Blla v
proizvoljnoj B-struktur: A.

ke

Dokaz. Neka je t proizvoljan term u kojem se pojavljuju promenjlive z;,, ..., z;
Koriste¢i Lemu 1.1. i indukciju po duzini terma dobijamo [t]4 = [t]4 za
valuacije a i f u kojima je a(xj,) = f(z;,), i =1,... k.

Neka je ¢ atomarna formula oblika R(t1,...,t,), gde je R predikatski
simbol reda n. Upotrebimo li Definiciju 4.2. dobijamo:

H90705”A2 HR(t1>"'> ) aHA
= Ra([t]3 - [tal)
= Ru([ta]5, - - [n]?)

= ||R(t1,.. .. tn), Blla = @, Blla
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jer je [ta]d = [ta]5, . -, [tal2 = [ta]4, & Ra je funkcija.

Pretpostavimo da ¢ nije atomarna formula. Dokazujemo indukcijom po
slozenosti formule . Ako je ¢ oblika ¢ 6 (gde je x neki od logickih veznika)
ili =), onda tvrdenje sledi direktno iz uslova i indukcijske hipoteze. Tako

imamo, na primer:

||907 aHA = ||¢ A 07 a||A
= [, alla A0, alla = (1Y, BllaA 10, B]la
=Y A0, Blla= llg, Bl a-

Neka je ¢ oblika Vz, ¢ i neka uslovi teoreme vaze za formulu ¢. Po
definiciji B-vrednosne funkcije dobijamo:

lesalla= A\ Ilv,alkld)]a,

deDy
lo.Blla=/\ 14, Bkld)].a.
deD 4
Kako je ||, alla = ||¥,B]|a uz uslov da se valuacije a i f podudaraju

na indeksima slobodnih pojavljivanja promenljivih unutar -a, to imamo
i |, a(k|d)|| 4=, B(k|d)|| 4, a odavde je zadovoljeno i tvrdenje za formulu
. Slucaj t = dxy ¥ se svodi na prethodni sa =V —). [

Posledica Ako je ¢ recenica jezika L_ tada je ||¢,a|la = ||¢,B|la 2za sve
valuacije o i 5 Bulovsko vrednosne interpretacije A.

Ako je iz konteksta jasno koja je B-struktura u pitanju, recimo A, izostavlja¢emo

donje indekse u zapisima || , |4, B4, DA kao i gornje u [t]4.
Zbog prethodne posledice pisemo ||¢|| kada je formula ¢ recenica. Takode,
ako u formuli ¢ figurisu slobodne promenljive x;,, ..., x; pisemo ||¢,dy,. .., d,]||

umesto ||¢, «||, gde je a(x;,) =di, t=1,... n.

U Bulovsko vrednosnoj interpretaciji A pisemo A, a = ¢ ili A = 9¥[q]
kada je ||[¢,a| = 1 i takode A = 9 ako je A, = 1 za sve valuacije a.
Osobine relacije |= sa dvovrednosnih struktura se ne prenose na B-strukture.
Tako, iz A,a = ¢ V9 ne sledi ni A, = ¢ ni A,a = 9. Sliéno, iako
A, a E —p implicira da nije A, a = ¢, u B-strukturama ne vazi suprotna
implikacija. Ove ¢injenice imamo odatle §to 0 (netacno) i 1 (tacno) nisu
jedine moguénosti.

Neka je data teorija T klase L_. B-strukturu A te teorije zovemo mode-
lom od T ako za svaku aksiomu te teorije, ¢, vazi A |= ¢.

Za formulu 6 kazemo da je valjana ili validna u okviru teorije T' ako za svaki
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B-model A teorije T vazi A |= 6.

Postavlja se pitanje: U kakvoj su vezi valjane formule dvovrednosnih
struktura i valjane formule B-struktura? Jasno da formula koja je valjana u
B-vrednosnom smislu mora biti valjana i u dvovrednosnim modelima. Da li
vazi obrat? Slede¢ih nekoliko tvrdenja pokusava da odgovori na ovo pitanje.

Teorema 4.2. Svaka teorema predikatskog racuna sa jednakoscu je valjana
u Bulovsko vrednosnom smislu.

Dokaz. Neka je A proizvoljna Bulovsko vrednosna struktura nekog jezika
iz klase L_. Pokazujemo: (F ¢) — (A E ¢), gde je ¢ formula jezika sa
jednakos¢u, odnosno, zbog definicije valjanosti u B-strukturama:

Fo = oo =1,

za svaku valuaciju a B-strukture A.
o Aksiome (A1)-(A3) imaju vrednost 1:

I6 = @ AD = 6] = 6 A6l = lI6l° v 6 A 6]
= [l¢ll* v (I8l Allell) = (ll* v l1él) A (Il v l161)
=1AN1=1.

16 A ) = ll = llg Aol = llgll = 6 Al v l6]
— (gl v Il l) v 6]l = 1 v lll* = 1.

(@ AD) = (2 AT) = (T AP = lloAY]| = =¥ AT) = =(T Ao
= (ol AMlwlD)™ v (i ATl = [lm A ol*)
= (el VAIll) v ([l ATl v i A of7)
= (lloll* V[l v (Il AT v (v llel*)
= (llel™ v Aol v l7 1) v (el Al
= lloll* v (el Al v el A ll7)) = llell v 1 = 1.

U gornjim izvodenjima izostavljali smo valuaciju « iz zapisa ||¢, || 1 pisali

samo ||¢||. Formule ¢, 1, T su proizvoljne, mogu da sadrze slobodne promenljive,

bitno je da B-vrednosti formula (A1)-(A3) iznose 1 i da ne zavise od valuacije «.
o Aksiome (B1)-(B3) imaju vrednost 1:

Za proveru toga posluzice sledec¢a lema.

Lema 4.1. Za proizvoljnu Bulovsko vrednosnu strukturu A vazi:
Ao l= ¢ = (¥ — 0) akko ||, alla Al alla <160, |4,

gde je o proizvoljna valuacija B-strukture A.
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Dokaz Leme 4.1:
Ao = ¢ = (1 — 0) akko [|¢ = (1 — 0), afla = 1,
Jednakost ||¢ — (¢ — 0),a||4 = 1 je ekvivalentna sledeéim relacijama:
6, el v (e, el V|8, alla) = 1
(g, alla Allg, afla)* V|0, alla =1

(g, adlla Al alla) = 110, afla =1,

Na kraju, zbog Teoreme 3.5.(3) poslednja jednakost je ekvialentna sa trazenom
relacijom ||, ctlla A [[¢), atfla < 116, ] a- =
-Aksiomu (B1): [Vz;(¢p — ¥)] = [Vz;(¢) — Vz;(¢)], dokazujemo tako

sto ¢emo pokazati (prethodna lema):

(5): N\ Mo = v aGldlan N lgaGld)la< N N, ald)]a

deD 4 deD »4 deDy

Pisa¢emo ||¢, d|| kao zamenu za ||¢, a(j|d)||4 jer nije bitna ni B-struktura
A, ni valuacija a(proizvoljna je), a ni zamena «(j|d) u valuaciji «, jer je
promenljiva x; proizvoljna u formuli ¢, bitno je samo da se slobodno po-
javljuje.

Kako je Aycp ¢ — 1, d|| zapravo infimum inf{|¢ — ¢,d|| : d € D} to
za svaki elemenat e € D vazi A\,.p |l¢ — ¥.d|| < ||¢ — 9,¢|. Analogno
imamo A,.p [|¢,d|| < ||é,¢|, gde je e € D proizvoljno izabrano. Dalje,
zakljucujemo:

(¢) o = ¢, el Allg,ell = (g, ell = NIy, ell) Al el
= (llg, el vV [[e, ell) Allg, ell
= [¢,ell Allgell < ¥, ell.

12 Naep |6 = ¢, dll < [l = o, ell i Agep |9, d]| < [|é, ]| preko Teoreme
3.6.(2) imamo Ayep [0 = €. dl[ A Agep l0:dll < [l = el Al el a
odavde zbog (e) dobijamo

N g = w.dl A N lle.dl < [v,ell,

deD deD

za proizvoljan elemenat e € D. Kako je infimum najveée donje ogranicenje
to vazi i trazena relacija (x).
- Aksioma (B2): ¢ — Vzi(¢), gde je x; promenljiva koja nema slobodnih
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pojavljivanja unutar furmule ¢. Kako se x; ne pojavljuje slobodno u ¢ to
vazi |16, all = Agep 16, a(kld)], a odavde imamo:

I = Var(9), all = [|¢, all = [IVzi(9), ol
=llé,all" v A\ Il alkld)|

deD

= [lg, " V¢, all = 1.

-Aksioma (B3): Vz;(¢(z;)) = ¢(x;]t), gde je term ¢ slobodan za pojavlji-
vanje z;-a u ¢. Neka term ¢ u valuaciji o ima vrednost [t]4 € D 4. Pokazimo
da je za proizvoljno e € D4 ispunjeno A, a = Vz,;(¢(z;)) = ¢(e), odnosno
da je Nyep, 1o, a(Gld)||la < (|6, a(jle)[ 4, a ovo je automatski ispunjeno jer
je sa leve strane infimum. Kako je e bio proizvoljan elemenat domena to

imamo i:
N ¢, aGld)]|a < 16, a(l[E2)]]a

deD 4
akko
N e, ald)|la = ll¢, oGl 4= 1.
deD 4

o Logicke aksiome (C1) i (C2) imaju vrednost 1:
Iz Definicije 4.1.(3a) imamo da je ||z = z,ells4 = 1, gde je e € Dy
proizvoljno izabrano, samim tim vazi i

Var(on = zi),alla= N\ llox = akld)]a= /\ 1=1.

deD 4 deD y

Aksioma (C2) se Lemom 4.1. svodi na pokazivanje

[z =y, alla Ao(@), alla < [z o y), ol 4,

a ovo sledi iz ¢injenice da je ¢ atomarna formula i Definicije 4.1.(3b).
o Pravila izvodenja o¢uvavaju vrednost 1:
Neka je ||p, alla =11 |[¢ — 1, al|4 = 1. Odavde imamo:

(¢, alla = [l alla = 1) < (lg, allz V¢, alla=1) <
(V¢ ala=1) < 0V [[¢,alla=1) < ¢, alla=1.

Dakle, pravilo izvodenja MP vazi u Bulovsko vrednosnom smislu. Neka
je F ¢, odnosno ||¢,all4 = 1 za sve valuacije @. Nadimo vrednost for-
mule Vzi(¢), gde je zy proizvoljna promenljiva. Imamo: |Vazk(¢),alla =
Naep, N0, a(k|d)|a = Ayep, 1 = 1. Dakle, vazi i GEN.

o Neka je ¢ proizvoljna teorema teorije L_, - ¢. Za nju postoji dokazni
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niz u kojem su sve formule aksiome, ili su direktne posledice nekih prethodnih
formula. Kako smo pokazali da sve aksiome imaju vrednost 1 i kako pravila
izvodenja o¢uvavaju vrednost 1 to i vrednost teoreme ¢ mora biti 1. Ovim
je dokaz gotov. [

Teorema 4.3. Neka je T teorija iz klase L— i neka je A proizvoljan B-model
od T, tada je svaka teorema teorije T' valjana u Bulovsko vrednosnom smislu.

Dokaz. Neka je T' F ¢. Na osnovu Teoreme Redukcije postoji konacan
niz recenica ¢y, ..., ¢, teorije T, takvih da je - (¢ — -+ — &, = ¢), a
samim tim imamo i - (¢1 A+ A ¢,) — ¢. Na osnovu prethodne teoreme za
proizvoljnu Bulovsko vrednosnu strukturu A koja predstavlja model teorije
T, vazi da je [[(¢1 A -+ A dn) — o, af|a = 1. Dalje, kako je A model teorije
T imamo ||¢p1 A -+ A ¢, alja = 1 jer je [[o1]|la =1,...,]|¢nlla = 1. Sada se
jasno vidi da mora biti |¢, |4 = 1, odnosno A = ¢. o

4.2 Definisanje B-struktura II

Postoji jos jedan pristup u interpretiranju Logike prvoga reda, a samim
tim i u interpretiranju Bulovskih struktura. Naime, prilikom interpretiranja
problem se javlja u davanju znacenja kvantifikatorskim simbolima, odnosno
promenljivim naseg jezika. To se prevazilazi valuacijama, Sto je uobicajen
metod u dvovrednosnim interpretacijama, ili uvodenjem novih simbola kon-
stanti u nas prvobitni jezik. Ovde iznosimo drugi metod na Bulovsko vred-
nosnim interpretacijama.

Neka je dat jezik prvoga reda sa jednakoséu L_. Ideja je da svakom ele-
mentu domena interpretacije Dy, dodelimo novi simbol konstante koji zatim
umetnemo u nas jezik. Ovim dobijamo novi, prosireni, jezik koji oznacavamo
sa L_(Dp). Zatim definisemo istinitost nad skupom rec¢enica novog jezika
(formula je tacna u interpretaciji ako je ta¢na u svakoj valuaciji te inter-
pretacije), a formule koje imaju slobodna pojavljivanja promenljivih mozemo
prosto zatvoriti ili posmatrati njihove takozvane instance. Predimo na for-
malizaciju re¢enog:

Definicija 4.3. Bulovsko vrednosna interpretacija, A, jezika L_ je uredena
petorka A = (Dy, Fa, P4, B4, || ||4) koja zadovoljava sledece uslove:

1) D4 je neprazan skup. Neka je za svako a € D 4, a novi simbol konstante
koji imenuje a i neka je sa L_(A) oznacen jezik L_ U {a:a € D4}.
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2) Fa = {fa : f je funkcijski znak jezika L_}, gde je fa : D% — Dy
za n-arnu funkciju f. Svakom zatvorenom termu ¢ jezika L_(A) do-
deljujemo vrednost t4 iz D 4 slede¢om indukcijom: ako je ¢ = a tada
je t4 = a (slicno imamo i za stare simbole konstanti), a ako je t =
f(t1,...,t,) gde je f m-arni funkcijski znak jezika L_, tada je t4 =
fal(tr)a, .- (tn)a).

3) P4={Ra: R je predikatski simbol jezika L_}, gde je R4 : D’y — By

za n-arni simbol R.
4) B4 je netrivijalna kompletna Bulova algebra.
5) || |4 je funkcija iz skupa recenica jezika L_(A) na B4 za koju vazi:

a) za svako d € D 4 vazi: ||[d =d| 4 = 1;

b) za sve zatvorene terme ty,...,t, jezika L_(A) imamo:

[R(t1, .- t)lla = Ra((tr)a, -, (ta)a) € Ba,
gde je R proizvoljni predikatski simbol reda n jezika L_;

c) zasveds,...,d;, ... ,d, e € D, imamo:

Idi = ella < || f(dy, ... diy. .o dn) = fldy, .6, dn)la,

gde je f proizvoljni n-arni funkcijski znak jezika L_;
d) zasved,...,d;...,d, e € Dy imamo:

“% = gHA A HR(ﬁ? s 7%7 s 7%)”44 < HR(ﬁv TR n)”A7

gde je R predikatski simbol reda n jezika L_;
e) za sve recenice ¢ jezika L_(A) vazi: ||=plla = |l¢ll%;

f) za svake dve recenice ¢ i ¥ jezika L_(.A) imamo:

le Aplla = llella All¢lla,

loVlla=llella v lI¥lla;
lp = Dlla = llella = lI¥]la,
lp < Ylla = llella & 19l

g) neka je ¢ formula jezika L_(.A) koja ima slobodno pojavljivanje
promenljive x tada:

Bee@)la= "\ le@la,
deD
IVa(p@Nlla= A led)la,

deD 4
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gde smo sa (d) oznacili zamenu svih slobodnih pojavljivanja z-a
novom konstantom d koja predstavlja ime elementa d. A

Zbog pojednostavljenja notacije cesto piSemo d umesto d kada je jasno iz
kontesta da ,,d” predstavlja ime elementa d, a ne sam elemenat domena in-
terpretacije. Izostavljamo indekse u zapisu (D4, Fiq, Pa,Bua, || ||4), 1 piSemo
(D, F,P,B.| ||) ako time ne dolazimo u zabunu. Takode, ako imamo vise
Bulovsko vrednosnih struktura onda dodajemo nove indekse B,C ...

Recenica ¢ jezika L_(A) je tacna u interpretaciji A ako je ||¢||4 = 1.

Formula ¢(z;,,...,x; ), gde su pojavljivanja promenljivih z; ..., x; slo-
bodna, je tacna u interpretaciji A ako je 1(di,...,d,) tacna u A za sve
di,...,dy € Dy; 9(dy,. .., d,) zovemo A-instancom formule ¢ (xy, ..., x,).

Teorema 4.4. Recenica ¢ jezika L— je tacna u svim B-strukturama akko je
logicki validna.

Dokaz. (—) : Ako je ¢ tacna u svim B-strukturama, onda je ona tacna i u
svim 2-strukturama, gde 2 predstavlja dvovrednosnu Bulovu algebru {1, 0}.
Iz uvoda ove glave se vidi da su definicije interpretacija iz 1.2 i dvovred-
nosnih Bulovskih interpretacija ekvivalentne, samim tim je ¢ logicki validna
formula.

(«) : Neka je ¢ logicki validna recenica, onda je ona taéna u svim 2-
strukturama. Pretpostavimo suprotno, neka u nekoj Bulovsko vrednosnoj
strukturi A recenica ¢ nije ta¢na, preciznije

lella=b#1,

gde je b elemenat kompletne Bulove algebre B4. Tvrdenje indukcijom po
slozenosti formule. Jedini interesantan slucaj nastupa ako je ¢ oblika V(i) (x)).
Neka je N = {[[¢(d)||a : d € Dy}. Kakojeb <11 N C By to na os-
novu Teoreme 3.26. postoji ultrafilter U kompletne Bulove algebre B4
za koji b ¢ U i U o¢uvava infimum skupa N. Za kanonicki homomorfizam
Xv @ Ba— 2vazi xy(b) =01 xu(AN) = Axuv(N). Kompozicija preslika-
vanja h := yyo|| ||.4 iz skupa svih recenica jezika L_(.A) na 2 ispunjava uslov
5)g) Definicije 4.3. za formulu ¢, jer

h(p) = h(va(i(x))) = xv(llella) = xu (Ve (¥ (2))].4)

v ( A Hw@uA) = xv (/\ N) = Ao (N

deD »

= N\ xo(lv@la) = A h

deD» deD 4
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Na drugoj strani imamo h(p) = xvu(||l¢lla) = xv(b) = 0, pa preslikavanje h

odreduje dvovrednosnu strukturu u kojoj formula ¢ nije ta¢na. [
Teorema 4.5. Ako postoji dokazni niz za formulu (x4, . . ., x,) unutar jezika
L_ onda vazi A |= ¢(dy,...,d,) za proizvoljne elemente dy, ..., d, domena

B-strukture A.

Dokaz. Kako je - ¢(zq,...,2,) to je na osnovu Teoreme Kompletnosti
o(x1,...,x,) logicki validna formula. Kako su jedine slobodne promenljive
unutar ¢ bas zy,...,z, to je ¢(dy,...,d,) zatvorena formula. Sada, na os-
novu prethodne teoreme imamo da je A | ¢(dy,...,d,), gde su dy,...d, €
DA. |

Teorema 4.6. Za proizvoljnu formulu ¢(x) teorije L— unutar B-struktura
vazi

le = dll Ale(e)l| < lle(d)]], za proizvoljne d,e € D.
Dokaz. Pokazuje se lako indukcijom po duzini formule. Ovde dajemo alter-
nativni pristup uz koris¢enje prethodne teoreme. Naime, na osnovu Leme
1.2.(d) imamo da postoji dokaz formule ¢(x,y) =[x =y — (v(x) = ©(y))],

pa na osnovu Teoreme 4.5. imamo da je A | ¢(e,d), gde su e,d € Dy
proizvoljno uzeti. Dalje, na osnovu Leme 4.1. imamo da je tacno

le = dll Ale(e)ll < lle(d)]l

Medutim, lako se vidi da za dokaz tvrdenja Leme 1.2. treba indukcija. =



5)

Bulovsko vrednosni univerzum

Koris¢enjem tehnike iz poglavlja 2.4. dolazimo do specificne kumulativne
hijerarhije V(B). Spratovi pomenute hijerarhije se sastoje od svih funkcija ¢iji
domeni pripadaju prethodnom(nizem) spratu, a vrednosti tih preslikavanja
se nalaze u fiksnoj, kompletnoj Bulovoj algebri B.

V®B) c V predstavlja pravu klasu koju zovemo Bulovsko vrednosni uni-
verzum, kra¢e B-univerzum.

Ideju za posmatranje Bulovsko vrednosnih univerzuma crpimo iz same
interpretacije pojma skupa. Naime, svakom skupu x € V = Vy mogli bi da
dodelimo karakteristicnu funkciju y, definisanu sa

x Cdom(x.) 1 xu(t)=1akkot ez,

gde je 1 € 2 = im(x,). Jasno je da na raspolaganju imamo klasu takvih
funkcija. Da bi elemente domena dom(x,) takode interpretirali kao dvovred-
nosne funkcije, trebalo bi da smo svim elementima sprata Vg, < rank(z)
na kojem se nalazi dom(y,) ve¢ asocirali odgovarajucée karakteristicne funkcje.
Koristedi se rekurzijom dolazimo do 2-univerzuma:

V@ = {z|(3a € ON)(z € V)},

gde su spratovi v sacinjeni od karakteristicnih funkcija ¢iji domeni pri-
padaju nekom nizem spratu posmatrane hijerarhije:

V® = {z: Fun(z) Aran(z) C 2 A (36 < a)(dom(z) C Vﬁ(z))}.

Dalje, svakom elementu 2 € V(? dodelimo jedinstveni skup 7 = {t € V() :
x(t) = 1}. Dva elementa x i y dvovrednosnog univerzuma poredimo sa:

x =y akko T =7 (piSemo ||z = y|| = 1, inace ||z = y|| = 0);
x € y akko x € § (pisemo ||z € y|| =1, inace ||z € y|| = 0).
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Na osnovu ovoga za proizvoljne z,y € V@ vaze sledeée veze:

lzeyl="\ @@ Allt=z])

tedom(y)
le=yl= A WO =ltezl) A A (@)=t eyl
tedom(y) tedom(x)

Prethodne relacije su motivisane sa validnim formulama ZFC-a:

u€v < (I2)(z €vAz=u),
u=v< (V2)[zeu—zev)AN(z€v— 2z €u).

5.1 Konstrukcija univerzuma

Fiksirajmo kompletnu Bulovu algebru B koja je elemenat Von Neumann-
ovog univerzuma Vy (Teorema 2.13.) Bulovsko vrednosni univerzum V(®)
nastaje kao granica kumulativne hijerarhije (videti 2.4.) ako stavimo zq := 0
i R:= Iv,, a klasu-funkciju () definiSemo sa:

y € Q(x) <> Fun(y) Adom(y) C x ANim(y) C B.
Izgled dobijene hijerarhije (V&B))QGON je:
V(()B) =0
Vgi)l = {y : Fun(y) A dom(y) € V® Aim(y) € B}, a € K;
Ve .- U{VéB) (< a}, ae Ky,
gde je K klasa naslednih ordinala, dok je Kj; klasa grani¢nih. Limit ove
hijerarhije je zeljeni univerzum: V(®) .= U V&B).

acON
Kako je prazan skup funkcija ¢iji je domen takode prazan, vidimo da su

prvi i drugi sprat hijerarhije redom
v ={01iVv{® ={0}u{(0,b): b e B}.

Ordinale rank(z) skupova = Bulovsko vrednosnog univerzuma V®) ozna¢avamo
sa p(x). Iz definicije ranka skupova jasno je da p(z) = a € K, gde je « naj-
manji ordinal za koji je x € V(a}i)l. Takode, nije tesko pokazati da iz av < 8
sledi VP ¢ V(ﬂB).

Teorema 5.1 (Princip indukcije u V(B)). Neka je ¢ proizvoljna formula
jezika ZFC tada vazi:

(Ve € VI®)((vy € dom(z))p(y) — ¢(z)) — (Vo € VE)p(x).
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Dokaz. Relacija (z < y) <> (x € dom(y)) je dobro-zasnovana i skupu-sli¢na
na klasi V® pa na osnovu Teoreme 2.15.(ii) sledi tvrdenje teoreme.  m

ZFC teorija je aksiomatizovana u okviru L_ i sadrzi predikatski sim-
bol ,€” reda 2. Dakle, za kompletiranje Bulovsko vrednosnog univerzuma
ostaje da definiSemo interpretacije predikata jednakosti i ,biti elemenat”.

Definisemo dve klase-funkcije date na VB x V(®B) ¢&iji je kodomen podskup
nosaca B Bulove algebre B.

Definicija 5.1. Za svako z,y € VB imamo:

W) leeyl=\ @) Alz=2l),

z€dom(y)
@) le=yl:= A @E=lzezl) n A @)=lzeyl). a
z€dom(y) z€dom(x)

Lema 5.0. Prethodna definicija je dobra.

Dokaz. Pogledajmo datu definiciju malo bolje, vidimo da je u (1) relacija
biti elemenat definisana preko relacije jednakosti, a u (2) da je jednakost data
preko ,€”. Zakljucujemo da je definicija rekurzivnog tipa. Proverimo da je
to zaista tako.

Ako eliminisemo € iz Definicije 5.1.(2), za 2,y € VB imamo:

lz=yll= A (2= \ GO Alu=0])

uedom(x) vedom(y)
AN (v = @@ A=)
vedom(y) u€dom(z)

Dalje, koristeci se osobinama Bulovih algebri (videti Teorema 3.10.), prethodno
mozemo zapisati kao:

le=yl= A A Vo (@) = () Alle=ol)

uedom(z) vedom(y) | vedom(y)
AV ) = (@) A e = o))
uedom(z)
Na klasi V(B) x V(B) definisemo klasu-relaciju R definisanu sa:

(u,v)R(z,y) <> (u € dom(z) ANv € dom(y)).
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Nije tesko proveriti da je R skupu-slicna i dobro-zasnovana klasa-relacija
na klasi VB x VB Zhog lakseg zapisa sa seg(x) oznacavacemo skup
pred(VB) x VB 2 R) = {y € VB x VB . y R z}. Sada dajemo formulu
o(x,y, z) iz teoreme o transfinitnoj rekurziji (videti Teorema 2.16.):

o(z,y,2) =(x € VB x VB A Fun(y) A dom(y) = seg(z) Aim(y) C BA

2= N \/ [m1(2)(m1(u) = (m2(2)(m2(u)) Ay(u))]

u€seg(x) | m2(u)edom(ma(x))

A @) (m(w) = (m)(m(w) Ayw)] |V

1 (u)Edom(mi(z))

(2 ¢ VB x VB Ay =y Az =10).

Formulom ¢(z,y,z) je definisana funkcija-klasa F(z,y) = z, a Teorema
2.16. nam garantuje postojanje funkcije-klase G za koju vazi:

Ve e VB x VB G(2) =F(z,G | seg(z)) = z (= ||m(z) = mo(x)]]).
Citaoucu ostavljamo da opravda definiciju meta-funkcije ||z € y||. n

Neka je ¢(x1,...,z,) formula teorije ZFC i neka su uy, ..., u, elementi
univerzuma V®). Elemenat ||o(uy, . .., u,)|| Bulove algebre B mozemo naéi
preko Definicija 4.1.,4.2. ili 4.3., ako stavimo D4 = V®) i ako pokazemo
da nase definicije meta-funkcija [|- € - || i || = .|| zadovoljavaju uslove pomenu-
tih definicija iz 4. glave. Pisemo V®) = ¢(uy,...u,), a pri tom mislimo
na [[e(u,...u,)|| = 1; formulu p(uy,...,u,) zovemo i B-formulom, dok
llo(us, - .., uy,)|| zovemo B-vrednoséu te formule. U sledeéoj teoremi pokazu-
jemo da su zadovoljeni uslovi definicija iz prethodne glave.

Teorema 5.2. Ako je p(xq,...,x,) dokazivo u predikatskom racunu sa jed-
nakoicu tada je VB = o(uy, ... u,) za sve uy,...,u, € VB Zapravo za
sve z,y, 2z € VB yazi:

1) |lze=2z| =1;

2) z(y) < ||y € z|| za sve y € dom(z);

(1)

(2)

(3) llz=yll = lly = =[;
(4) llz =yl Ally = 2l < llz = =],
(5)

5) llz eyl Alle =z <z eyll;
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(6) lly € all Allz = 2] < lly € =11
(7) lle = yll A (@)l < llo()] za svaku B-formulu .

Dokaz. Prvideo tvrdenja sledi odmah iz Teoreme 4.2. posle dokaza tacaka
(1)-(6), jer su tada ispunjeni uslovi Definicije 4.1. Medutim, u definisanju
Bulovsko vrednosnih struktura domen interpretacije je bio skup, a ne prava
klasa (VB)). Jedan od nagina kojim se pomenuta prepreka eliminise je taj da
u definicijama B-struktura dozvolimo da domen interpretacije bude i prava
klasa. Ovde dajemo samo objasnjenje za definisanje infimuma, tako desna
strana jednakosti

IVz(p@Nll = /\ e

ueV(B)

postoji, jer klasa {||o(u)|| : u € V®} predstavlja skup (C B).

(1): Koristimo princip indukcije (po rangu) iz Teoreme 5.1. Neka je
za sve y € dom(x) ispunjeno |y = y|| = 1. Uz pomoé¢ Definicije 5.1.(1)
nalazimo

lyeall= "\ @OAlt=yl) =) Ally =yl ==z(),

tedom(x)

a odavde uz Teoremu 3.5.(3) imamo

lr=zll= A (@) =lyecal) =1

yedom(x)

(2): Iz Definicije 5.1.(1) i (1) ove teoreme direktno imamo

(Vy € dom(x)) |ly € || > (z(y) A ly = yll) > z(y).

(3): Kako je sama definicija Bulovsko vrednosne jednakosti (||- = -|)
simetri¢na to odmah imamo trazeno.

Tacke (4)-(6) dokazujemo uporedo. Sa p(x,y,2) := (a,,7) € ON?
oznacavamo trojku koja predstavlja permutaciju ordinala p(z), p(y) i p(2)
tako da vazi o > 8 > . Na klasi ON? posmatramo kanonicko uredenje < sa,
kraja poglavlja 2.3. Neka je x,y, 2 € V®) proizvoljno uzeto i pretpostavimo
da su nejednakosti (4)-(6) tacne za sve u,v,w € V®) za koje je p(u,v,w) <
p(x,y, z) (indukcijska pretpostavka).

(4): Neka je t € dom(z). Kako je ||z = y|| < (x(t) = ||t € y||) (definicija
meta-funkcije ||- = -||) to, na osnovu osobina Bulovih algebri, imamo

@) Az =yl <t €yl
@ Mz =yl Ally ==z <liteylly ==

(%) :
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Imajuéi u vidu da je p(t,y,2) < p(x,y,2) (t € dom(z)) i na osnovu indukei-
jske pretpostavke za (6), nalazimo

lteyll Ally ==l < It €z,
r() Az =yl Ally = 2] <t € ]|

Opet, iz osobina Bulovih algebri, imamo
lz =yl Ally = 2|l < z(t) = [|t € 2],
Sto implicira
() lr=yllally==z1< A (@) =[te=|]).
tedom(z)

Analogno, ako z i x zamene mesta, dobijamo

() le=ylially=2< A ()= |tez]).
tedom(z)

Pogledamo li opet na Definiciju 5.1.(2) vidimo da (*) i (**) zbog Teoreme
3.6.(2) daju [z = y[[ Ally = 2| < |z = z]|

(5): Uzmimo t € dom(y); odavde je p(t,z,z) < p(x,y,z), pa na osnovu
indukcijske pretpostavke za (4) i definicije meta-funkcije ||z € y|| sledi

y(O) At =zl Alle = 2|l < y) Allt = 2]l < flz €yl

Odavde, zbog Teoreme 3.9.(2) imamo

le=z1n \ @O Alt==]) <z €yll,
tedom(y)

sto, zbog Definicije 5.1.(1), daje (5).
(6): Uzimajuéi t € dom(z) i praveéi analogiju sa (x) dolazimo do
z(t) Alz =zl < |t € 2],
[t =yl Az(t) Ao =zl <[t =yl Allt € 2]

Kako je p(t,y, z) < p(z,y, z) to mozemo iskoristiti indukcijusku pretpostavku
za (5) 1 Teoremu 3.9.(2) da dobijemo

z() Az =zl At = yll < lly € =],

lz=zn \ @@ Alt=yll) <y €Il
tedom(x)
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Dakle, zbog definicije ||y € z||, imamo ||z = z|| A |ly € z|| < ||y € ||
(7): Direktno iz Teoreme 4.6. i prethodnih tacaka ove teoreme koji
opravdavaju pozivanje na tvrdenje 4.6. [

Kao prvu posledicu prethodne teoreme pokazujemo slede¢u veoma korisnu
lemu koja nam omogucava nalazenje B-vrednosti formula u kojima imamo
vezana pojavljivanja promenljivih.

Lema 5.1. Za svaku B-formulu ¢ sa jednom slobodnom promenljivom x 1
za svako v € VB) vaze jednakosti:

Gz € we@) =\ (@) Alle@)).

vedom(u)
(Ve € we@)l = A\ (@) = lle@)]).
vEdom(u)

Dokaz. Ove dve jednakosti medusobno su dualne. Naime, ako u prvu
relaciju umesto ¢ stavimo —¢ i ako iskoristimo De Morganove zakone do-
bijamo drugu jednakost. Dakle, dovoljno je pokazati prvu relaciju.

Iz osobina supremuma i (2) prethodne teoreme dobijamo:

1Bz € wp(@)| = [Gr)(z € unp(@))]
=V (v eulAlle@])

veV(B)

Vo (v eull Alle)l)

vedom(u)

Vo (@@) Alle@)]):

vedom(u)

v

v

Takode imamo:

1Gz € we()l = \/ (It eulAle@®])

teVv(B)

=\ Vo @@ Allo=t)Alle@

teV(B) \vedom(u)

Y. Vo () A=t Alle®)])

tevV(B) \vedom(u)

<\ @) Ale@)),

vedom(u)

gde druga jednakost sledi iz Definicije 5.1., treca iz Teoreme 3.9.(2), dok
poslednja nejednakost predstavlja primenu tacke (7) prethodnog tvrdenja. m
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5.2 Podalgebre i njihove strukture

Neka je data Bulova algebra B. Podskup () # B’ C B je nosa¢ podalgebre
B’ akko je zatvoren za sve operacije. Kompletnu Bulovu algebru B’ zovemo
kompletnom podalgebmm algebre B ako je B’ podalgebra od B i ako za sve
X C B vazi VP X = \VPX i AP X = A" X. Kroz sledeéih nekoliko
tvrdenja ispitujemo vezu izmedu Bulovskih univerzuma V®) i V(B) gde B’
predstavlja kompletnu podalgebru od B.

Teorema 5.3. Neka je B' kompletna podalgebra algebre B. Tada:
(1) VEB) Cc v(B),
(2) Jlu € vl = |lu € vls za sve u,v e VE;
(3) llu=v|p = [[u= "B za sve u,v € VB

Dokaz. (1): Pokazujemo indukcijom po ordinalima. Pokaza¢emo da je za
sve a € ON ispunjeno VEYB) - V&B). Za o = 0 imamo 0 C 0, sto je tacno.
Dalje, iz indukcijske pretpostavke (V&B ) C V&B)) i uslova teoreme dobijamo

x € ijﬁ < (Fun(z) A dom(x) C VEI A im(z) C B') —
(Fun(z) A dom(z) € VS Nim(z) C B) <>z € Vgi)l.
Za « granicni ordinal tvrdenje odmah sledi iz indukcijske pretpostavke.

(2) i (3): simultano pokazujemo koriiéenjem Teoreme 5.1. Za u € VB
proizvoljno i za sve y € dom(v) neka je tacno sledece:

(a) |lueylls =lucyls,
(b) flu=yle = l[u=yls,
(©) |y €ulls =lly € uls.

Sada, iz Definicije 5.1. i indukcijske pretpostavke (b) dobijamo

(0): luevle = \/ Wy Alu=yls)

yEdom(v)

= \/ (@ Alu=yls)=uc s

yedom(v)
Takode, koriste¢i definiciju B-vrednosti za jednakost imamo

lu=vle= A @@ =lyeuls)r N ()= lyevls)

yedom(v) yedom(u)

= N\ @y =lyeur)r A (uy) = lyecls)=lu=1]es,

yedom(v) yEdom(u)
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gde smo prilikom gornjeg izrac¢unavanja koristili indukcijsku hipotezu (c) i
(o). Preostaje da pokazemo iz I.P. sledi ||v € u||lg: = ||v € u|B, §to izostavlj-
amo. Jasno je da smo prilikom dokazivanja tacaka (2) i (3) koristili (1). m

U ovoj teoremi smo zapravo pokazali da atomarne formule teorije skupova
imaju iste vrednosti u univerzumu V®") kao i u VB, pod uslovom da je B’
kompletna podalgebra od B. Kako se ponasaju ostale, neatomarne, for-
mule? Ako za neku formulu ¢ (z) vazi ||¢(u)||s = ||¢(u)|B, gde je u € VB
proizvoljno, mi ne mozemo tvrditi da su Bulovske vrednosti formule 3z (1)(x))
unutar posmatranih struktura jednake. Naime,

Br@@)le =\ [¢@le (@ V®),

ueV (B

Be@@)le= \/ Iv@ls (@ V®).

ucV(B)

Desne strane gornjih jednakosti ne moraju biti jednake jer u potonjoj trazimo
supremum od ,8ireg skupa”. Sigurni smo u ||Fz(¢(2))||s < [|Fz(¢¥(x))|s-

Medutim, za vezane formule ¢ teorije skupova imamo ||¢||s = ||¢||B, $to
pokazujemo u slede¢em tvrdenju. Formula ¢ teorije ZFC je vezana formula
akko se svi kvantifikatori iz ¢ pojavljuju u obliku Vz € y ili dz € y.

Teorema 5.4. Ako je B kompletna podalgebra algebre B i ako je (x4, ..., x,)
proizvolyna vezana formula ZFC-a, onda

||90<u1’ s 7un)||B’ = ||90(U17 SR 7un)||Bv
za sve uy, ... u, € VB,

Dokaz. Tvrdenje pokazujemo indukcijom po slozenosti formule . Baza in-
dukcije, za atomarne formule, je pokazana u prethodnoj teoremi (2) i (3).
Neka vazi [[¢(uy,...,un)llBr = ||[¢(u1,...,u,)||B za sve formule ¢ manje
slozenosti od ¢ i za sve uy,...u, € VB) (LP.). Indukcijski korak: ako
je @ oblika ¢ * @9, gde je * neki od veznika A, V, < ili — imamo:

lo(ury .. yun) B = ||p1(ur, ...y uy) * do(u, ... up)||Br
= [[¢1(ur, .- s un)|[Br * |01 (ur, .o un)l|Br
= [[¢1(urs ... un)lB * |o1(ur, - - un)llB
= [[@1(ur, . un) x Ga(un, ... un)|lB = [p(ur, - .. un)|lB,
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jer su ¢ i ¢y krace duzine od . Slicno imamo i u slucaju ¢ = —¢. Neka je
¢ oblika (Vx € u)¢(x) za neko u € VB) | tada imamo

lo(ur, ... un)lls = |(Vo € w)o(z,uq, ..., u)|B

B/
= N (@) =l¢u,. .. u)|e) (Lema 5.1.)
vedom(u)
B
= /\ (u(v) = ||o(v,uq, ..., u,)|B) (I.P. i uslov teoreme)
vedom(u)

= [[(Ve € w)o(, ur, ..., un)|B = llp(ua, . un)|B-

U slucaju ¢ = (dz € u)¢(x) postupamo analogno sa prethodnim. n

Tvrdenje prethodne teoreme mozemo zapisati u obliku

V(B/) ): gp(uh ... ,un) <~ V(B) ): @(Ul, .. 7un)7

gde je B’ kompletna podalgebra od B i gde je uq, ..., u, € VB) C VB dok
je formula ¢ vezana. Kako je 2 = {0, 1} kompletna podalgebra proizvoljne
kompletne Bulove algebre B, to za vezane formule ¢(uy, ..., u,) uvek imamo

VO = oluy,. .. up) < VB Eolug, ... u,),

gde je uy,...u, € V@ C V® U narednim tvrdenjima pokazujemo da je
univerzum V3 u neku ruku izomorfan sa Von Neumann-ovim univerzumom
Vu, kojeg ubuduée oznacavamo sa V.

Definicija 5.2. Za svaki skup x € V definisSemo & = {(9,18) : y € z}
rekurzijom po dobro-zasnovanoj i skupu-slicnoj e€-relaciji, videti poglavlje
2.5. A

Iz prethodne definicije imamo & € V® ¢ V(B §
dom(z) ={g:yex} 1 im(z)={1s}.
Iz Teoreme 5.3.(2) i (3) imamo da je za sve x,y € V
lZegls=lzciglzc2 i [2=79ls=I[2=7l2c2

Preslikavanje v — & (x € V) je kanonsko potapangje univerzuma V u Bulovsko
vrednosni univerzum V(). Elemente iz V() oblika & (x € V) zovemo stan-
dardnim elementima. Kaze se i da je & standardno ime za skup z unutar
univerzuma V(2.
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Teorema 5.5.

(1) Akojex € V iy e VP onda
ly € 2l = \/{lly = al : u € z};

(2) Za sve x,y € V vazi

reycVAeicey i 1=y VI Ei=y

(3) Preslikavanje x — & je injektivno;

(4) Za svako y € V@ postoji jedinstveni elemenat v € V takav da je
V@ =i=y.

Dokaz. (1): Direktnim ra¢unanjem i kori¢enjem prethodne definicije dobi-
jamo

lyeil= "\ @@Alu=yl)

uedom(z)
=\ @@ Alla=yl) =\ lla=yl.
UET -1 ueEx

(2): Koristimo indukciju po rangu skupova univerzuma V, Teorema 2.15.(ii).
Pretpostavimo da je za sve z € V sa rank(z) < rank(y) tacno sledece:

(Vz)(x ez |2 €zl =1),
(LP): (Va)(z=z<«|lz=2]=1),
Vz)(zex+ ||Z €z =1).

Zbog (1) vazi ||z € 9] = V{||t = Z|| : u € y}. Kako je (u € y) — (rank(u) <
rank(y)) (Lema 2.6.(3)) to na osnovu (I.P.) zakljucujemo ||z € g|| = 1 akko
»za neko u € y vazi ||t = z|| = 1”7 akko ,za neko u € y vazi u = z” (imamo
u vidu da radimo sa algebrom 2).

Dalje, na osnovu Definicija 5.1.,5.2 kao i osobina Bulovih algebri imamo

li=gl= A Gw=lueidr N @G@)=|vei])

uedom(&) vEdom(§)
= A@@) = lla e gl A A\ @) = |10 € &)
ucx vey

= A\a=lacghr ANa=lloez])= AlacglaAlloez].

UET vEY ucx vey
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Odavde, ako pogledamo na desnu stranu gornje jednakosti zaklju¢ujemo da
¢e biti ||z = g|| = 1 akko

(0): (Vuea)acg|=1 i (¥): Vvey)|oci|=1

(e) je ekvivalentno sa (Yu € z)u € y (prvi deo tvrdenja tacke (2)), dok je
(%) ekvivalentno sa (Vv € y)v € z (treéi deo I.P.). Lako se vidi da (x) i (e)
zajedno daju xz = y, Sto je i trebalo pokazati.

Da bi dokaz bio kompletan preostaje da pokazemo || € Z|| = 1 <> y € .
Opet, zbog (1) imamo

g € 2l = \/{llg =il : u € x}.

Dakle, ||y € z|| =1 akko ,za neko u € x vazi ||y = 4| = 1.” Poslednja izjava
je zbog gornjeg ekvivalentna sa (Ju € r)u =y, a ovo sa y € x.

(3): Direktna posledica druge tacke ove teoreme.

(4): Dokaz izvodimo uz pomo¢ Teoreme 5.1. stavljajuéi B = 2 i () =
(Ju € V)||a = t|| = 1. Indukcijska pretpostavka je (V¢ € dom(y))e(t), gde je
y € V@ proizvoljno uzeto. Treba da pokazemo da iz I.P. sledi ((y). Trazeni
skup iz formule p(y) oznacavamo sa z. Pokazimo da x € V definisano sa

r:={ueV:(3tedom(y)(yit)=1AJlu=t|]|=1)}

zadovoljava ||# = y|| = 1. Pre svega z je skup, posto je dom(y)(Cc V@)
takode skup. Dalje, iz definicije Bulovske jednakosti i elementa & imamo

lZ=yl= A w&)=lteihr N (@w = lueyl)

tedom(y) uedom(&)
= AN w=ltedhr\laeyl.
tedom(y) u€ET
N - R
=(a) =(b)

(a): Pokazimo da je za sve t € dom(y) ispunjeno y(t) < ||t € Z||, Sto je zbog
Teoreme 3.5.(3) ekvivalentno sa (V& € dom(y))((y(t) = ||t € Z|) = 1).
Naime, iz (1) ovog tvrdenja imamo ||t € Z|| = V ., [t = @]|. Neka je
t € dom(y) proizvoljno, tada zbog I.P. postoji u € V sa ||t = u|| = 1. Ako
ovo u pripada x onda je \/,, ||t = @|| = 1, pa je sigurno y(t) < ||t € Z|.
Ako pak u ¢ x onda zbog definicije x-a mora biti y(t) = 0 (zim(y) C 2), pa
je opet y(t) < ||t € z||. Dakle (a) = 1.

(b): Za svako u € x imamo

laeyll= "\ @&)Alt=a])=1,

tedom(y)
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jer postoji t € dom(y) za koje je y(t) = 11 ||t = ¢|| = 1. Dakle, (b) = 1.
Jedinstvenost: Neka za neko y € V) postoje x1, 2, € V sa

VO g =y i VO g =y

Drugacije zapisano imamo ||z = y|| = 11 ||©2 = y|| = 1, Sto zajedno sa
Teoremom 5.2. daje ||#; = 23]| = 1, odnosno x; = x5 (tacka (2) ovog
tvrdenja). =

Na osnovu Teoreme 5.3.(2)i(3) i ¢injenice da je 2 kompletna podalge-
bra Bulove algebre B u tackama (2) i (4) prethodnog tvrdenja umesto V(2
mozemo staviti V(B).

Sledeca teorema prestavlja prirodni nastavak prethodne. z € V' zadovo-
ljava formulu ¢(z) ako i samo ako standardni elemenat & zadovoljava ¢(z)
unutar univerzuma V(| dok ((#) ne mora biti tacno u proizvoljnom V().

Teorema 5.6. Neka su uq, ... ,u, € V ineka je (xy,...,x,) formula ZFC
teorije. Tada

(1) o(uy,...,up) < V@ =iy, ... 10,);

(2) Ako je ¢ vezana formula onda

O, ... uy) < VB = oy, ... ay,);
(3) Ako je ¢ formula klase 31 onda

o(ug, ..., u) = VB = oy, ... 4.

Dokaz. (1): Koristimo indukciju po duzini formule ¢. Ako je ¢ atomarna
formula onda na osnovu Teoreme 5.5.(2) direktno imamo ¢ < V® |
. Indukcijska pretpostavka: neka je za sve formule ¢ krace duzine od ¢
ispunjeno (1). Jedini netrivijalan slu¢aj nastupa ako je formula ¢ oblika
(Fz)p(x, upy ... uy) ili (Va)o(z,uq, ..., u,). Ovde iznosimo dokaz u slucaju
egzistencijalnog kvantifikatora.

(—): Ako je p(uy,...,u,) taéno, onda postoji ug € V za koje je formula
o(ug, uy, ..., u,) takode tacna. Zbog L.P. imamo ||¢(uo, 1, .., u,)|| = 1.
Koristedi se definicijom B-vrednosti zakljucujemo

1F2)p(, an, . ain) | 2 (oo, s - s tin) || = 1

Dakle, ||¢(ty, ..., u,)|| = 1.
(«): Neka je sada ||p(t1, ..., u,)|| = 1. Racunajuéi ||¢|| dobijamo

1= \/{ll¢(w,1ir, ... )| - w e V}.
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Dakle, ||¢(v, iy, ...,u,)|| = 1 za neko v € V@ . Iz (4) prethodne teoreme

postoji jedinstveni ug € V sa ||y = v|| = 1. Zbog Teoreme 5.2.(7) imamo
1 =||o(v,t, ... u0)]| A llv =] <||@(do,tn, ..., u,)l,

sto zajedno sa L.P. daje tacnost formule ¢(ug,us,...,u,), a samim tim i

o(ug, ..., up).

(2): Direktna posledica Teoreme 5.4.(2 je kompletna podalgebra od B)
i (1) ovog tvrdenja.

(3): Formula ¢ je klase ¥, akko je konstituisana od atomarnih formula i
njihovih negacija uz koriséenje logickih operacija A, V,Vx € y, i Jz. [

5.3 Aksiome ZF teorije u univerzumu V®

U ovome delu rada pokazujemo da proizvoljni Bulovsko vrednosni uni-
verzum VB) predstavlja B-model ZF teorije. Zapravo pokazujemo da ako
je V |= ZF onda vazi i V(B) = ZF, gde V predstavlja univerzum svih
skupova u kojem vaze sve aksiome (Ax1)-(Ax8). Pokazujemo sledecu

Teorema 5.7. Sve aksiome, a samim tim ¢ sve teoreme ZF teorije tacne su
uV®B,

Dokaz. Na osnovu Lema 5.2.-5.9. imamo da su sve sve aksiome ZF-a
tacne u VB, Sada, na osnovu Teoreme 5.2. i Teoreme 4.3. imamo i da
su sve teoreme iz ZF tac¢ne u B-univerzumu. ]

Lema 5.2. Aksioma ekstenzionalnosti (Ax1) je tacna u V®);

VB = (V) (Vy) (V) (u € <> u € y) — x = y).

Dokaz. Za proizvoljna dva elementa z i y univerzuma V®) definisemo

cz,y) = |(vuen)uey)l= N (zw)=|ucy]),

uedom(x)

gde poslednja jednakost sledi iz Leme 5.1. Iz definicije Bulovske jednakosti
imamo c(x,y) A c¢(y, ) = ||z = y||. Na drugoj strani vazi

c(z,y) Aely, x) = [|(Vu)(u € v < u ey,
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sto zajedno sa malopredasnjim, a na osnovu Teoreme 3.5.(3) daje

[(Vu)(u € x> uey)|=|z=yl <

(Vu)uezcuey)|elr=yl=1«
Yu
Yu

uezrzuey) r=y|=1—
)

ueErsucy »x=yl| =1

Lema 5.3. Aksioma para (Ax2) je tacna u VB):
VB = (Va)(Vb)(3e)(Va)(z € c > x = aV x = D).

Dokaz. Neka su a,b € VB proizvoljno uzeti. Konstruisemo elemenat
cec VB g

(%) : dom(c) :={a,b} 1 im(c) ={1}.
Akojeae VE ibe V)
zbog definicije c-a imamo Fun(c) i im(c) C B, dok dom(c) C VSB), jer

za v = max{a, B} + 1 sigurno vazi ¢ € V,(y]i)l,

B B
aeVE, c VB Abe VP c VB — {a,b} ¢ VP,

Prema Definiciji 5.1. je

lzecl =\ (Alt=z])= "\ llt=x|

tedom(c) te{a,b}
=lla=z|VI[b =zl = llz =aVvz =0

Kako u Bulovoj algebri B vazi a = b akko a < b = 1 to ako dva puta
iskoristimo tvrdenje 3.5.(3) imamo:

lzr€ce (r=aVe=0)=1 (zeV®)—
N lzcco@=ave=0b)|=1

zeV(B)
|Vz)(x €ec» (x=aVax=0))|=1.

Lema 5.4. Shema izdvajanja (Ax3) je tacna u V®);

V® = (V)(Vp) By) (Vu) (u € y > u € 2 A p(u, p)).
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Dokaz. Neka su x i p proizvoljni elementi univerzuma V®). Definisemo
funkciju y € V® preko formula

dom(y) := dom(zx),  y(u) = x(u) Alle(u,p)|| (v dom(y)).
Vazi ||(Vu)(u € y <> u € x Ap(u,p))|| = a Ab, gde je
a:=[|(Vuey)(ueczAp(up)l, b:=I[(uer)lplup)—=uey)l

Prema Lemi 5.1. i definiciji y-a je

a= N () = |ucznpup))

uedom(y)

= N @@ Alewp)l) = (luelAlelwp))] =1,

u€dom(y)

gde poslednja jednakost vazi zbog Teorema 5.2.(2) 1 3.5.(3). Sli¢no prethod-
nom racunu imamo

b= N\ @)= (lewp)] = lluey|)]

uedom(x)
= N\ le@nrlewpl)=lueyll= A b =lueyll=1
uedom(z) uedom(x)
Dakle, y zadovoljava uslove sheme izdvajanja unutar B-univerzuma. [

Lema 5.5. Aksioma unije (Ax4) je tacna unutar V®);
V® = (v2)(3y)(Vu)(u € y < 32(2 € 2 Au € 2)).
Dokaz. Za elemenat 2 € V(®) definisemo y € V(B) sa formulama,

dom(y) := J{dom(z) : z € dom(x)},
y(t) == |3z € 2)(t € 2)|| (¢ € dom(y)).

Pokazimo da vazi ||y = Jz| = 1.
Na osnovu Leme 5.1. i definicije y-a dobijamo

ly c Uzl = [|(vt)(t € y — t € Ya)| = (vt € y)(3z € 2)(t € 2)|
= A\ (BGzenites)|=|Gzen)tes))=1

tedom(y)
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Za drugi smer, uz koris¢enje Teoreme 3.10.(6) imamo

Uz cyl =(v2)(z €z = 2 Cy)ll = (V2 € 2)(Vu € 2)(u € y)]
= N &= A Gw=luey))

z€dom(z) uedom(z)
= AN A (2(u) = |lu e yl)]-
ze€dom(z) uedom(z) (;r)

Nadimo B-vrednost izraza (x). Primetimo da je za z € dom(z) i u € dom(z),
a uz pomo¢ Teoreme 5.2.(2), Leme 5.1. i definicije funkcije y, ispunjeno

p(2)Az(u) <@ Afucz| <\ (@(z) Aflue2l))
z€dom(x)
=3z € 2)(u € 2)|| = y(u) < |lu €yl
Iz gornje formule na osnovu osobina Bulovih algebri dobijamo

(z(z) AN 2(u)) = [lueyll =1 akko 2(z) = (2(u) = [[u € yl]) =

odnosno (x) = 1. Time dobijamo ||y = |Jz|| = 1, pa vazi
1G)w=Jal =V o=l zlly=Jzll=1.
veV(B)

Prelaskom na infimum po z € V®) dolazimo do kraja dokaza:

Iva)EGy=Jal= A IGy=UJo)lI=1

zeV(B)

Lema 5.6. Aksioma partitivnog skupa (Ax5) je tacna u V®);
V® = (V2)(Fy)(Vu)(u €y < u C ).
Dokaz. Za dato x € V®) definisemo y sa
dom(y) = B i y(u) = |lu C o (u € dom(y)),

gde smo sa B¥™®) oznacili skup svih funkcija iz dom(x) u B. Lako se
proverava y € V®), Pokazacemo da vazi |[u € y <+ u C z| = 1 za sve
u € VB §to je dovoljno za dokaz tvrdenja.
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(—): Iz definicije ||- € ||, funkcije y 1 Teoreme 5.2.(7) dobijamo

lueyl= "\ @oOAlt=ul)= \ tcz|Alt=ul)<lucez|
tedom(y) te€dom(y)

Dakle, ||u € y — u C z|| = 1 na osnovu tvrdenja 3.5.(3).

(«): Fiksirajmo elemenat u. Neka je u’ € dom(y) dat sa u/(t) := ||t € ul|
za sve t € dom(u') (= dom(z)).

Za proizvoljno t € V®B) imamo

ltedl= \ dEAlt=z1= \ lzeulllt="=]<]|teul.
ze€dom(u') ze€dom(u’)
Odavde sledi ||/ C ul| = 1.

Na drugoj strani, zbog Teoreme 5.2.(5), osobina Bulovih algebri i ¢injenice
dom(z) = dom(u') vazi

lteunz|=tealnlteul= \ () Allt==2)Alteul
z€dom(z)
=V G@EAlt=znalteu) <\ (lt=z]Allt€ul)
z€dom(x) z€dom(x)
< V Ut=zInrllzeul)= \ (lt==21Ad(=)=]te].
z€dom(x) z€dom(u')

Dakle, pokazali smo |[u Nz C /|| = 1.
Takode, zbog osobina infimuma, Leme 5.1., definicije podskupa i ele-
menta ¥y, i uz pomo¢ Teoreme 5.2.(2) dobijamo

lucall= A (teul=ltezl)< AN @H)=|te)
tev(B) tedom(u')
= [[(vt € w)(t € z)|| = [|v" C x| = y(u) < [lv" € y].

Stavljajuéi na jedno mesto sve sto smo rekli o u i v’ zakljucujemo

lu Caf = [lznu Cuf Al Cull Alflu Caf] < flu= ]
lu €l <l €yl

gde prvi niz relacija sledi iz jednostavnih osobina skupova i Bulovih algebri.
Koristedi se sa |[|[u C z|| < |lu=u'|| i ||u C z|| < ||u" € y|| iznalazimo

lu Czll = flu C 2| Aflu=v[] < [lu" €yl Allu =l < flueyl,

odnosno ||u C x — u € y|| = 1 (a opet zbog Teoreme 3.5.(3)). "
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Lema 5.7. Aksioma beskonacnosti (Ax6) je tacna u VB :
VB =3z cxA(Vy €x)(yU{y} €x))

Dokaz. Trazeni B-skup z ¢e biti bas @ koji dobijamo od ordinala w € 'V
koriste¢i Definiciju 5.2.

Za pocetak uocimo [|0 € @[ = 1, gde smo sa 0 € VB oznagili pandan
praznome skupu univerzuma V.

Dalje, za dato y € Vi u := yU {y} vazi ||t = gU {g}| = 1. Zaista,
koriste¢i se Teoremom 5.5.(1) za svako v € V®) imamo

ledal=\lId=0vl= \ I3=0vl=\s=vlV]j=0l,

SEu seyU{y} sey
lo € guU{gHl = llo € gl Viv=gll = \/lI15= vl VIv=4]|
s€y

Imajuéi ovo u vidu zajedno sa Lemom 5.1 i Teoremom 5.5(2) dobijamo

Iy ed)wu{ytedl= A @ =lyu{y}eal
yEdom(cZ))/\
= NAlgu{greall= Allvu{y} eall =1,
Yyew YEW
zbog toga $to w zadovoljava uslove (Ax6). m

U dokazu prosle leme smo koristili da je 0 prazan skup u V®). Pokazimo
da je to zaista tako; pokazimo da vazi VB = (B = 0, gde smo sa B oznacili
prazan skup univerzuma VB). Zapravo ||)B = z| je skraéeni zapis formule
|(Vt)(t ¢ z)|| (Definicija 2.1.). Sada, za sve t € VB a zbog tvrdenja
5.5.(1) imamo

It = \/ It =l = o.
uecl
Odavde sledi: A A
IvoE g0l = A It ¢ ol =1.
tev(B)

Dokaz Leme 5.7. je mogao biti dosta kra¢i uz koriséenje Teoreme
5.6.(2). Naime, formula p(w) = (Vy € w)(y U{y} € w) je vezana i dokaziva
u ZF, pa vazi i VB = (@), odnosno ||(Vy € ©)(y U {y} € @)|| = 1.

Lema 5.8. Shema zamene (AXT7) je tacna u univerzumu VB):

V®) = (Va)((Vz € a)3Aly)p(z,y) — (Fb)(Va € a)(Ty € b)p(z,y)),

gde promenljiva b nema slobodnih pojavljivanja u formuli .
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Dokaz. Pokaza¢emo jace tvrdenje, u kojem ne trazimo postojanje tacno
jednog elementa y. Dakle, pokazujemo

[(Va)((Vz € a)By)p(x,y) = (3)(Vr € a)(Fy € b)p(x, y))|| = 1.

Ovo ojacanje sheme zamene moze se pokazati u okviru ZF-a, videti u [6].
Neka je a proizvoljan elemenat iz V®) . Kako je B skup to za svako fiskno
x € dom(a) klasa

K = {|l¢(z,y)|| :y € V®} C B,

takode predstavlja skup, pa postojii\/ K € B. Ako pokazemo

() : (Ve VP)3EB e ON) \/ o yl=\ eyl

Vv (B) (B)
ye yeVy

to na osnovu sheme zamene za skupove (tac¢nije u V) imali bi postojanje
funkcije = +— a, sa domenom dom(a) i kodomenom skupom ordinala za koju

V o letepl= "\ lezy)l

yeV(®B) yEV((xB;)

Dalje, stavimo a := sup{a, : € dom(a)} i definisemo b € V(B) sa

dom(b) := VB, im(b) := {1}.

07

Primetimo b € Vgi)u takode b je trazeni elemenat zbog

IV € a)Bye@ vl = N (a@)= (N el y)l)

z€dom(a) yev(B)
= N @)=\ le@yl)
z€dom(a) yevlgi)
< A @@=V el
z€dom(a) yev®
= N\ (al@) = (IGy € b)p(z, 9)]) = |(Vx € a)(3y € b)p(x,y)|.

zedom(a)

Pokazimo tvrdenje (). Neka je x € VB) proizvoljno izabran. Za svaki
ordinal «y definiSemo a., := \/yevgB) llo(z,y)||. Dalje, za sve a € B stavimo

v(a) = min{y:a, >a} i v(a) =0, ako a, # a za sve v € ON.
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Posmatrajmo ordinal 5 := sup{vy(a) : a € B} (5 je ordinal jer je B skup).
Za B vazi (Vy > f)(ay > ag A ay, ¥ ag), §to je dovoljno za (x). Zaista, za
proizvoljan ordinal v iz v > [ sledi VgB) C VgB), a samim tim i

a, =\ lle@yll > \ ley)l=as.

yevi®) yev®

Pretpostavka a, > ag vodi u kontradikciju zbog izbora ordinala §. [

Lema 5.9. Aksioma fundacije (Ax8) je tacna u V®):
VE = (v2)(By)(y € 2) = Gy)y € x Ay Na = 0)).
Dokaz. Pokazujemo da za proizvoljno z € VB vazi

b:=|(Fy)(y € z) A (Vy € z)(y Nz # 0)|| = 0.

Pretpostavimo suprotno, da je b # 0. Iz b < ||(Jy)(y € )| sledi da mora
postojati elemenat yo € V® za koji je |jyo € z|| Ab # 01 p(y) < p(y) za
sve y € VB za koje je ||y € z|| A b # 0 (indukcija po ordinalima p(y)).

Dalje, koristeéi se sa (y Nz # 0) < ((3z € y)(z € z)), za proizvoljno
y € V® nalazimo

lyezllnb<lynz#0l=\ (=) Alzez).

ze€dom(y)

Poslednja relacija daje |lyo € || AbA \/ (yo(2) A ||z € z||) # 0. Odavde
z€dom(yo)
imamo da mora postojati zy € dom(yo) za koji je ||yo € x| AbA ||z € || # O.
Medutim, zbog p(z9) < p(yo) dolazimo u kontradikciju sa ||zo € x| A b # 0.
Dakle, b = 0 sto daje

1=0"=|~(F)(yex)A(Vyex)ynaz+£0))|
)|l

= [I=(Gy)y e 2)) v (Ey e x)(yna =10
=Gy ex) = @y cxrynz=0).

Kako poslednje vazi za proizvoljno z € V®) to imamo i

|(V2)(Fy)(y € ) = Fy)(y ez Ayna =0))|
= A\ IGyer) = Eyyerrynz=0) =1

zeV(B)
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54 AC u univerzumu V®)

Za aksiomu izbora smo ostavili celo poglavlje posto je i dokaz tvrdenja
V® = (Ax9) najduzi. Dokaza ima koliko i ekvivalenata aksiome izbora.
Naime, ako u ZF vazi ¢ <+ AC onda na osnovu Teoreme 5.7. iz VB |= ¢
sledi i VB = AC. Kako nismo spominjali princip maksimuma u V® to
se ne mozemo oslanjati na ekvivalente koji garantuju postojanje ekstremnih
elemenata, kao sto je u [1]. Ovde, kao i u veéini ove glave, radimo po knjizi
[8], gde je pokazana jedna varijanta principa dobrog uredenja.

Definicija 5.3. Neka je F familija nepraznih uzajamno disjunktnih skupova.
Funkcija izbora za F je funkcija f za koju vazi F = dom(f) i za sve v € F
imamo f(x) € x. Izborni skup familije F je skup c za koji ¢ N x predstavlja
singlton za sve x € F. A

Teorema 5.8. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna u ZF:
(1) Aksioma izbora (AC).

(2) Svaka familija nepraznih medusobno disjunktnih skupova ima funkciju
1zbora.

(3) Svaki skup se moze dobro urediti.
(4) (Vu)(3a € ON)(3g)(Fun(g) Adom(g) = a Au C im(g)).

Dokaz. (1) — (2): Neka je data proizvoljna familija nepraznih skupova F.
Definisemo skup F* := {{z} x x : « € F}. Dakle, na osnovu (1) za familiju
F* postoji izborni skup ¢*. Ako je ¢* = {(x,¢;) : ¥ € F}, onda je funkcija
izbora data sa f(z) = ¢, za x € F.

(2) — (1): Neka je F disjunktna familija nepraznih skupova. Ako je f
funkcija izbora familije F onda ¢ := {f(z) : x € F} predstavlja izborni
skup date familije. Zaista za proizvoljno x € F postoji ta¢no jedan skup
y= f(r) €xivaziy € ¢, asamim tim i y € ¢ Nz, gde je y jedinstveno.

(2) +» (3): Videti u [6].

(3) — (4): Neka je u proizvoljan skup. Tada postoji dobro uredenje <
na tom skupu. Na osnovu Teoreme 2.8. postoji ordinal o tako da je
(u, <) = (a, €). Iz ovog izomorfizma imamo i trazenu funkciju g.

(4) — (2) : Neka je F familija nepraznih skupova, tada postoji ordinal « i
funkcija g za koju vazi dom(g) = a i |JF := u C im(g). Funkciju izbora f
konstruisemo sa

(t,s) e fersetANte FA(Ju € a)(g(a) = 9)
ANVB € a)(g(B) et — ag < P).
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Dakle, f(t) = g(ap), gde je ap najmanji elemenat skupa {8 € a: g(8) € t}. m

Pokaza¢emo VB) = (4). Znamo da je (AC) nezavisna od ZF aksioma.
Medutim, kao i u prosloj glavi, mi zapravo pokazujemo da iz V = AC sledi
i V(B = (4). U slede¢im redovima ,punimo” Bulovski univerzum stvarima
potrebnim za dokaz ¢etvrte tacke proslog tvrdenja.

Definicija 5.4. Za sve z,y € V® definisemo:

(a) Singlton w VB 1 oznaci {z}B, sa
dom({z}?) == {a} 1 im({a}?) = {1};
(b) Neuredeni par w V®) u oznaci {z,y}B, sa
dom({z,y}?) = {w,y} i im({z,y}?) = {1}
(c) Uredeni par uw V®) u oznaci (z,%)B, sa

(z,9)" = {{z}®, {z,y}®}".

A

Elementi definisani u prethodnoj definiciji odgovaraju svojim imenima.

Kao $to smo u prethodnoj glavi pokazivali da je |0 = (0B|| = 1 tako i ovde
imamo

Teorema 5.9. Za sve z,y € VB yazi:

(1) VE | (v)(t € {2)® ot =a),
(2) VO | ()t € {zy}B o t=aVt=y),
(3) VO | (v)(t € (a,9)P o ¢ € (x,9)).

skraceno |{x}® = {z}| = [{z, y}® = {z,y}| = I(z,9)" = (z, )] = 1.

Dokaz. Tvrdenje (2) je zapravo aksioma para koju smo pokazali. (3) sledi
direktno iz (1) i (2). Pokazimo (1). Ako je t € V®) proizvoljno uzeto, onda

() lltefz}®l= /(B als=t)=t=x].

se€dom({z}B)

Iz (%) imamo ||t € {z}® <> ¢t = z|| = 1, a iz ovoga dobijamo (1). n
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Podsetimo se da za sve x,y, 2’y € V vazi:

(,y) = (2 y) =2 Ny=1y"

Kako je ova ekvivalencija teorema ZF teorije, to na osnovu tvrdenja 5.7.
imamo njenu istinitost i u univerzumu V®). Dakle, za sve z,y,2’,y € VB
vazi

Iz, y) = (&, y)| = lle =2 Aly =¥/].
)B (B)

Zbog prethodne teoreme znamo da (x,y)" predstavlja uredeni par u V\®)

pa sledi
) @ y)® =" y)°l = lle=2"| Ally =y
Drugacije zapisano

VB E (z, y)B = (z’,y’)B & VB Erx=2Ny=y.

Na 25. strani smo recenicu ,,x je ordinal” preveli na jezik teorije skupova.
Neka je Ord(z) formula koja oznacava taj prevod. Vidimo da je Ord(x)
vezana formula, pa na osnovu Teoreme 5.6.(2) imamo

Ord(a) < V®) = Ord(a).
Na osnovu Teoreme 5.5.(2) za sve «, 5 € ON vazi
a=fola=hl=1
Teorema 5.10. Aksioma izbora (AC) je tacna u V®):
VE®) = (Vu)(3a)(3f)(Fun(f) A Ord(a) Adom(f) = a Au C im(f)).

Dokaz. Neka je u € V®) proizvoljno. Kako je dom(u) skup, to na osnovu
aksiome izbora za univerzum V, postoji ordinal « i funkcija g takva da vazi
dom(g) = a i dom(u) = im(g) ¢ VB,

Definigemo f € V®) sa formulom

f=1{(8.9(B)": B <a}x{1}.

Funkcija f zadovoljava sve potrebne uslove:
(1): VB = f je binarna relacija.”
Zaista, ako je t € V®B) takvo da t € f, onda imamo

ltefl= \ (FEAlz=t)=\ Qnlt=(5g8)°
z€dom(f) B<a
< VAt = (z,9)®]l : 2.y € V®} = [|32)(3y)(t = (z, )],
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jer vazi {z : z € dom(f)} = {(B,9(B))B : B < a}.

(2): VB = Fun(f).
Zbog (1) dovoljno je pokazati VB) = Ted(f) (funkcija je dobro definisana).
Neka su t, 51, 52 € VB) proizvoljno uzeti. Na osnovu Teoreme 5.9., defini-
cije |- € -|| i funkcije f, beskonacnih distrubitivnih zakona, Cinjenice (§),
Teoreme 5.2.(4) i Teoreme 5.5.(2) (zapravo njene posledice x # y <
|z = g|| = 0) imamo

1(Z,51) € f A (R, 82) S f|| = [|(t,s1)® € fII AN, 52)° € ]

=V V100" = (@) A 15" = o))

SN VU= Bl A = 31 st = 9(8)] A D2 = s
"V V=30 A s = @ A s = sl
—Z?Kr; — 4B A sz = 9B < s = sall.

(3): VB) = Ord(&) A dom(f) = a.
Pre formulacije ove teoreme veé smo opravdali tacnost tvrdenja VB =
Ord(&). Ostaje da se pokaze VB = dom(f) = &. Za proizvoljno t € VB
zakljucujemo

It € dom(f)]| = |(3s)(t,s) € fFll = \/ |l(ts) € f]
seV(B)
V Vs =@a90)=VN V t=31Als=g®))
s€V(B) f<a . B<a seV(B)
=\ lt=81= \/ lt=sl=lteal
B<a Bedom(&)

(4): V® = Cim(f).

Neka je s € VB Tada imamo

Iseull=\/ (u(w)Als=ol) < \/ lls=g(p)

vEdom(u) Aﬁ<o¢
=\ s=9®Ir \ 18=1l
B<a tev(B)
V V lits) =690l
B<atev(B)
=V lts) € fll =G0t s) € fll = |Is € im(f)]]-

tev(B)
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