SS
SV, UNIVERZITET U NOVOM SADU R
S a2 PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET 11 &
2 JC= DEPARTMAN ZA N
NS o % 3
IR MATEMATIKU I INFORMATIKU Ky
LLANTES “opn

Milica Lucié

Slabe topologije i primene
- Master rad -

Novi Sad, 2018.



Predgovor

Sustina funkcionalne analize je u uopStavanju pojmova i metoda klasi¢ne analize
i srodnih grana matematike. UopStavanja omogucéavaju pristup sa jedinstvene tacke
gledisSta pitanjima za koja se ¢inilo da imaju malo toga zajednickog.

U svojoj doktorskoj disertaciji matematicar Frese' je prvi put uveo pojam metri¢kog
prostora i primetio da konvergencija u metrickim prostorima ne odgovara uvek odrede-
nim tipovima konvergencije funkcija. Tada je bilo jasno da je potrebna generalizacija
pojma metri¢kog prostora. Iz tog razloga je matemati¢ar Hauzdorf?, 1914. godine,
uveo pojam koji nam je danas poznat kao opsti topoloski prostor. Iako su lokalno kon-
veksne topologije i1 slaba konvergencija nizova bili implicitno upotrebljavani od strane
nekih matemati¢ara, tek je 1934. godine matemati¢ar DZon fon Nojman® primenio
Hauzdorfovu ideju i eksplicitno definisao slabu topologiju na Hilbertovom prostoru.
On je 1935. godine uveo i definiciju lokalno konveksnog prostora. Citaoce koji su
zainteresovani za istoriju funkcionalne analize upuéujemo na [6].

Rad se sastoji od Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju je dat pregled pojmova 1
tvrdenja vezanih za topoloSke, metricke, vektorske i normirane prostore, koji ¢e biti
potrebni u nastavku rada.

U drugom poglavlju definiSemo pojmove filtera i filter baze, koje zatim koristimo
u razmatranju jedne od osnovnih struktura u polju istrazivanja funkcionalne analize -
topolosko-vektorskog prostora. Lokalno konveksne prostore uvodimo kao topolosko-
vektorske prostore u kojima svaka tacka ima bazu konveksnih okolina. Navodimo
primere takvih prostora. Dajemo i1 primer topoloSko-vektorskog prostora koji nije
lokalno konveksan. Zatim predstavljamo lokalno konveksne topologije definisane fami-
lijom semi-normi i navodimo primere takvih topologija. Na realnom vektorskom pro-
storu X definiSemo funkcionelu Minkovskog apsorbujuéeg skupa A C X. Uz do-
datne pretpostavke za skup A pokazujemo da je funkcionela Minkovskog skupa A
semi-norma na X. Tu ¢injenicu koristimo da bismo pokazali da je lokalno konvek-
sna topologija svakog lokalno konveksnog prostora definisana odredenom familijom
semi-normi.

U treCem poglavlju razmatramo specijalan tip lokalno konveksnih topologija -
slabe topologije. DefiniSemo pojam uparenih vektorskih prostora X i Y u odnosu na
datu bilinearnu formu B : X x Y — R. Slabu topologiju o(X,Y’) na X uvodimo kao
lokalno konveksnu topologiju definisanu uparivanjem dva prostora (definisanu famili-
jom semi-normi koja je odredena bilinearnom formom). Zatim na nepraznom skupu X
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uvodimo pojam inicijalne topologije za familiju preslikavanja {f; : X — Y; : i € I},
gde suY;, i € I topoloski prostori. Ako je £ realan vektorski prostor, (|| -||) Banahov
prostor i (E*, || - ||z+) njegov dualni prostor, onda slabu topologiju o(E, E*) i slabu-
* topologiju o(E*, E) definiSemo kao inicijalne topologije, redom na prostorima F i
E*, za odredene familije linearnih funkcioneli. Prikazujemo odnose izmedu razlicitih
topologija definisanih na prostoru £ (£*). Bavimo se slabom konvergencijom niza
u Banahovom prostoru. DefiniSemo slabu-* konvergenciju niza u dualnom prostoru
Banahovog prostora i navodimo neke njene osobine. Dokazujemo Banah-Alaoglu teo-
remu: zatvorena jedini¢na lopta Bp- je kompaktan skup u prostoru (E* o(E*, E)).
Zatim se bavimo osobinama refleksivnih Banahovih prostora. Dokazujemo da je Ba-
nahov prostor refleksivan ako i samo ako je zatvorena jedini¢na lopta By kompaktan
skup u prostoru (E,o(FE, E*)). Dalje razmatramo osobinu separabilnosti Banahovog
prostora, koja je vezana za osobinu metrizabilnosti slabih topologija. Dokazujemo da
je Banahov prostor (E, || - ||) separabilan ako i samo ako je prostor (Bg+, 0 (E*, E)g,.)
metrizabilan, gde je o(E", E)g,. topologija na Bg- indukovana slabom topologijom
o(E*, E). Naosnovu tog tvrdenja i Banah-Alaoglu teoreme dalje pokazujemo da svaki
ogranicen niz u dualnom prostoru separabilnog Banahovog prostora ima slabo-* kon-
vergentan podniz. Rezultate o refleksivnim prostorima i vezu izmedu separabilnosti
Banahovih prostora i metrizabilnosti slabih topologija koristimo kako bismo na kraju
ovog poglavlja pokazali da ograni¢en niz u refleksivnom Banahovom prostoru ima
slabo konvergentan podniz.

Cetvrto poglavlje je posveceno kratkom prikazu primene prethodnih teorijskih re-
zultata na L? prostore. DefiniSemo L”, 1 < p < oo prostore i navodimo osnovne
osobine ovih Banahovih prostora. Pomocu Risove teoreme o reprezentaciji za L
prostore definiSemo slabu (slabu-*) konvergenciju niza u prostoru L”, 1 < p < o0
(L*°). U skladu sa predstavljenom teorijom u treCem poglavlju izvodimo zakljucke
o nekim osobinama L” prostora. Zatim posmatramo Kosijev problem za skalarni za-
kon odrzanja i dajemo definiciju slabog reSenja KoSijevog problema. Primenu slabe-
* konvergencije niza u prostoru L™ ilustrujemo na primeru KoSijevog problema za
skalarni zakon odrZanja sa pocetnim uslovom uy € L*°. Pod odgovaraju¢im pret-
postavkama pokazujemo postojanje slabog resSenja tog problema. U tu svrhu koristimo
niz viskoznih reSenja i metodu kompenzovane kompaktnosti, odnosno teoremu o slaboj
konvergenciji 2 x 2 determinanti.

Zahvaljujem se ¢lanovima komisije za odbranu ovog rada, dr Stevanu Pilipovicu
1 dr Marku Nedeljkovu, na prenetom znanju tokom studija, kao 1 savetima prilikom
pisanja ovog rada.

Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Ivani Vojnovié, za velikoduSno
pruZenu paznju i pomo¢ prilikom pisanja ovog rada, kao i za preneto znanje, savete i
podrsku tokom studija.

Veliku zahvalnost dugujem svojim roditeljima, sestri Danki i dragom Marku, za
neizmernu podrSku, pomo¢ 1 razumevanje. Zahvaljujem se 1 svojim prijateljima na
podrsci.
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Poglavlje 1
Uvod

U ovom poglavlju navodimo oznake koje ¢emo Kkoristiti i dajemo uvodne napomene.
Predstavljamo pojmove i tvrdenja vezane za topoloske, metricke, vektorske i normirane
prostore, koji ¢e nam biti potrebni za definisanje lokalno konveksnih prostora i slabih
topologija i njihovo izu€avanje. Tvrdenja navodimo bez dokaza. Za dokaze tvrdenja i
viSe osobina predstavljenih pojmova dajemo reference.

1.1 Oznake, uvodne napomene

Podrazumevamo da citalac dobro poznaje osnovne pojmove - skupovi, relacije,
funkcije. Zbog toga ukratko navodimo oznake samo za neke opSte pojmove.

Ako su X 1Y skupovi, sa X C Y oznacavamo da je skup X podskup skupa Y, pri
¢emu naglasavamo da ova oznaka dopusta i jednakost skupova. Oznaka ¢ ne dopusta
jednakost skupova i ako je X ¢ Y kaZemo da je skup X pravi podskup skupa Y.
Skup svih podskupova skupa X je partitivni skup skupa X, u oznaci P(X). Skup
bez elemenata obeleZavamo sa () i zovemo ga prazan skup.

Ako je f : X — Y preslikavanje i A C X proizvoljan podskup, onda je skup
fl[A] = {f(z) : « € A} direktna slika skupa A.

Za B C Y skup f7'[B] = {z € X : f(z) € B} je inverzna slika skupa B.

Ako su X i Y neprazni skupovi, f : X — Y i A C X, onda za preslikavanje
g : A — Y dato sa g(z) = f(x), zasve x € A, kazemo da je restrikcija pre-
slikavanja f na skup A i oznaCavamo ga sa f|4. Za preslikavanje h : A — f[A4],
h(z) = f(z), za svako x € A, kaZemo da je sirjektivna restrikcija preslikavanja f
na skup A i oznaavamo ga sa f| 4.

Kardinalni broj skupa A oznacavamo sa |A|. Kardinalni broj |N| skupa prirodnih
brojeva N oznacavamo sa X, (¢itamo: alef-nula). Skup A je prebrojiv ako i samo ako
je |A| = N,.

Skupove prirodnih, celih, racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva obelezavamo
respektivno sa N, Z, Q, R i C. Pretpostavljamo da citalac dobro poznaje algebarske
strukture ovih skupova. Obelezavamo i Ny = N U {0}. Takode, smatramo da Citalac
poznaje uobicajene norme i metrike prostora R"”, n € N i C, pa i njihove uobicajene
topoloske strukture. Dakle, u ovom radu podrazumevamo da je norma realnog broja



njegova apsolutna vrednost, a norma kompleksnog broja njegov moduo. Za n > 2

prostor R"™ je snabdeven Euklidskom normom ||z| = , T = (T1, ., Ty) €

R".

ViSe o navedenim pojmovima i napomenama u ovom odeljku Citalac moze da
pronade u [11].

1.2 Uvodni pojmovi i tvrdenja - topoloski prostori

U ovom odeljku navodimo definicije i tvrdenja teorije topoloskih prostora, koje ¢emo
koristiti u nastavku rada. Za dokaze tvrdenja i viSe detalja o pojmovima ovog odeljka
preporucujemo [ 1].

Definicija 1.2.1. Neka je X neprazan skup. Kolekcija O podskupova skupa X je
kolekcija otvorenih skupova ako i samo ako vaZze sledeca tri uslova:

(O1) Prazan skup i skup X su otvoreni, to jest ), X € O;

(02) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, to jest za svako O, 0y € O
vazi 01 N 02 € O,

(03) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, to jest za svaku
kolekciju {O; : i € I} € O vazi | JO; € O.

el

Za kolekciju O kazemo da je topologija na skupu X, a za uredenu dvojku (X, O)
kazemo da je topoloski prostor, dok elemente skupa X zovemo tacke.

Za skup F' C X kazemo da je zatvoren ako i samo ako je njegov komplement X \ F'
otvoren skup. Familiju zatvorenih skupova oznacavamo sa JF.

Lema 1.2.2. Presek konacno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup.

Teorema 1.2.3. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada familija F svih zatvorenih
skupova zadovoljava sledece uslove:

(F1) Prazan skup i skup X su zatvoreni;
(F2) Unija dva (pa i konacno mnogo) zatvorenih skupova je zatvoren skup;
(F3) Presek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Definicija 1.2.4. Neka je (X, O) topoloski prostor. Familija B C P(X) je baza
topologije O ako i samo ako vaZze sledeci uslovi:

(B1) Elementi kolekcije B su otvoreni skupovi, to jest B C O;

(B2) Svaki otvoren skup O € O moze da se prikaze kao unija neke potfamilije
familije B (postoji kolekcija {B; : j € J} C B,daje O = U Bj).

jeJ



Definicija 1.2.5. Neka je X # (). Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije na
skupu X ako i samo ako je kolekcija {U pen BB CB } topologija na skupu X.

Primer 1.2.6. (Uobicajena topologija na skupu R) Familija
B={(a,b):a,beRAa<b}

svih otvorenih intervala je baza neke topologije na skupu R. Topologiju odredenu
bazom B zovemo uobic¢ajena topologija na R i oznacavamo je sa O,y U prostoru
(R, Ouop) skup O je otvoren ako i samo ako je unija neke (konacne ili beskonacne)
familije otvorenih intervala.

Okoline

Koriste¢i pojam otvorenog skupa definiSemo pojam okoline tacke.

Definicija 1.2.7. Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup A C X je okolina tacke
x € X ako i samo ako postoji otvoren skup O € O takav daje z € O C A. Familiju
svih okolina tacke = oznacavamo sa U ().

Teorema 1.2.8. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada vaZi: skup A C X je otvoren
ako i samo ako je okolina svake svoje tacke.

Teorema 1.2.9. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada za svako x € X vaZi:
(UI) VU e U(x) (x € U)
(U2) YU,V eU(z) (UNV € U(x))
(U3) VU e U(z)VAC X (UC A= AclU(z))

(U4) YU € U(z)3W € U(x) <W CUANVy e W(W e u(y)))

Topoloska struktura na nekom skupu X moze da se definiSe tako Sto se prvo svakoj
tatki x € X pridruzi familija U (z), tako da su zadovoljeni uslovi (Ul)—(U4). Tada
se otvoren skup definiSe kao skup koji je okolina svake svoje tacke. Preciznije, vazi
sledeca teorema.

Teorema 1.2.10. Neka je X neprazan skup i neka je svakoj tacki x € X pridruZena
neprazna familija V(z) podskupova skupa X koja zadovoljava uslove (Ul)—(U4).
Tada:

1. Familija O = {O CX:VreO (O € V(x))}je topologija na skupu X ;

2. Utopoloskom prostoru (X, O), za svako x € X, kolekcija V(x) je upravo famili-
Jja svih okolina tacke x (to jest U(x) = V(z)).

Uslove (Ul)—(U4) zovemo aksiome okolina.

Definicija 1.2.11. Neka je (X, O) topoloski prostor i z € X. Familija skupova B(z)
je baza okolina tacke = ako i samo ako su ispunjeni sledec¢i uslovi:
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(BO1) Elementi kolekcije B(z) su okoline tacke z, to jest B(x) C U(x);

(BO2) YU € U(x)3B € B(x) (B C U).

Definicija 1.2.12. Topoloski prostor (X, O) je Hauzdorfov ako i samo ako za svake
dve razlicite tacke =,y € X postoje disjunktni otvoreni skupovi O; i O, takvi da
x € 01 1y € OQ.

Vazi da je prostor (X, Q) Hauzdorfov ako i samo ako svake dve razliCite tacke
imaju disjunktne okoline.

Odnos izmedu topologija, topologija generisana familijom skupova

Neka su O; i O, topologije na skupu X. Ako je O; C O,, onda kaZzemo da je
topologija O, finija od topologije O; ili da je topologija O; grublja od topologije Os.

Neka su O; 1 O, topologije na skupu X. Ako za svaku tacku x € X i svaku okolinu
V tacke z u prostoru (X, O;) postoji okolina U tatke x u prostoru (X, O,), takva da
vazi U C V, onda sledi da je O; C O (to jest topologija O, je finija od topologije
01).

Neka je S kolekcija podskupova skupa X. Cesto Zelimo da definiSemo topologiju
na skupu X, tako da svi podskupovi skupa X iz kolekcije S budu otvoreni. Ako pritom
kolekcija S ne predstavlja topologiju, onda je treba dopuniti. Dopuna je uvek moguca,
jer je P(X) topologija koja sadrzi sve podskupove skupa X. Medutim, obi¢no trazimo
minimalno proSirenje kolekcije S.

Definicija 1.2.13. Neka je (X, O) topoloski prostor. Kolekcija P C P(X) je podbaza
topologije O ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(P1) Elementi kolekcije P su otvoreni skupovi, to jest P C O;

(P2) Familija svih konacnih preseka elemenata P predstavlja neku bazu topologije

0.

Teorema 1.2.14. Presek proizvoljne familije topologija na skupu X je topologija na
skupu X.

Teorema 1.2.15. Neka je X neprazan skup i S neka familija njegovih podskupova.
Tada postoji najgrublja topologija na skupu X koja sadrZi familiju S.

Prethodna teorema dokazuje egzistenciju najgrublje topologije. Ona je presek
kolekcije topologija {O : O je topologijana X i S C O}. Ako tu topologiju ozna¢imo
sa O(S), postavlja se pitanje kako se ona dobija od kolekcije S. Odgovor daje sledeca
teorema.

Teorema 1.2.16. Neka je X neprazan skup i kolekcija S C P(X) takva da je | S =
X. Tada vaZi:

1. Familija B svih konacnih preseka elemenata kolekcije S je baza neke topologije
O na skupu X, a S je njena podbaza.



2. O je najmanja topologija na skupu X koja sadrzi kolekciju S.

Dakle, ako je S C P(X) kolekcija skupova takva da je | JS = X, onda se do
najgrublje topologije O(S) koja sadrzi kolekciju S dolazi na sledeéi nadin:

konacni proizvoljne
S L g » O(S)

preseci unije

Potprostor topoloskog prostora

Ako je (X, O) topoloski prostor i A C X proizvoljan neprazan podskup, onda se
na skupu A na prirodan na¢in moZe definisati topologija koju skup A ”nasleduje” od
prostora (X, O). Preciznije, vaZi naredna teorema.

Teorema 1.2.17. Neka je (X, Q) topoloski prostor i A C X neprazan skup. Tada je
kolekcija O, = {O N A : O € O} topologija na skupu A.

Definicija 1.2.18. Za topologiju O4, definisanu u prethodnoj teoremi, kazemo da je
indukovana topologijom O. Tada je topoloski prostor (A, O,) potprostor prostora
(X,0). Akoje A € O (A € F), onda je (A, O4) otvoren (zatvoren) potprostor.

Pri proucavanju podstruktura neke strukture postavlja se pitanje koje se osobine
strukture prenose na podstrukturu. Stoga dajemo narednu definiciju.

Definicija 1.2.19. Osobina P topoloskih prostora je nasledna ako i samo ako za svaki
topoloski prostor (X, Q) vazi: ako prostor (X, @) ima osobinu P, onda svaki njegov
potprostor ima tu osobinu.

Osobinu P topoloskih prostora nasleduju otvoreni (zatvoreni) skupovi ako i samo
ako za svaki prostor (X, O) vazi: ako prostor (X, O) ima osobinu P, onda svaki njegov
otvoren (zatvoren) potprostor ima tu osobinu.

Unutrasnjost i adherencija skupa, separabilan prostor

Topoloska struktura omogucava uspostavljanje odnosa izmedu elemenata i pod-
skupova skupa X. Proizvoljnom podskupu A topoloskog prostora X moZemo da
priduzimo dva skupa - njegovu unutrasnjost i adherenciju (zatvorenje).

Definicija 1.2.20. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Tacka = € X je unu-
trasnja tacka skupa A ako i samo ako postoji otvoren skup O takavdaxz € O C A.
Tacka x € X je adherentna tacka skupa A ako i samo ako je presek svake oko-
line U tacke x i skupa A neprazan. Skup svih unutrasnjih tacaka skupa A zovemo
unutraSnjost skupa A i oznacavamo sa A°. Skup svih adherentnih tacaka skupa A
zovemo adherencija (ili zatvorenje) skupa A i ozna¢avamo sa A.

Teorema 1.2.21. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada za sve A, B C X vazi:

1. Unutrasnjost skupa A je najveci otvoren podskup skupa A.

2. Skup A je otvoren ako i samo ako je A = A°.
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3. Ako je A C B, onda je A° C B°.
4. A je najmanji zatvoren nadskup skupa A.
5. Skup A je zatvoren ako i samo ako je A = A.

6. Akoje A C B, ondaje A C B.

Definicija 1.2.22. Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup D C X je gust (u X) ako
i samo ako je D = X. Prostor (X, Q) je separabilan ako i samo ako postoji skup
D C X koji je gust i prebrojiv.

Teorema 1.2.23. Neka je (X, Q) topoloski prostor i B proizvoljna baza topologije O.
Skup D C X je gust ako i samo ako je BN D # (), za svaki neprazan skup B € B.

Granica niza

Podsetimo se, niz u skupu X je svako preslikavanje z : N — X. Niz obi¢no
oznacavamo sa (z,, : n € N), (z,)nen ili (z,,).
Niz (yx)ren u X, takav da je y, = x,,, np € N, zasvako k € Nin;3 < nyg <
... je podniz niza (z,),en. NaveSéemo definiciju i neke od osobina granice niza u
topoloSkom prostoru.

Definicija 1.2.24. Neka je (X, O) topoloski prostor. Ta¢ka a € X je granica niza (x,,)
ako 1 samo ako za svaku okolinu U tacke a postoji prirodan broj ny, takav da za svako
n > ng vazi x, € U. Za niz koji ima bar jednu granicu kaZemo da je konvergentan.

Ako niz (z ima jedinstvenu granicu a, onda kaZzemo da taj niz konvergira ka a 1
n)neN
piSemo lim z, = a,ili z,, = a, n — oo (ili krace z,, — a).
n—oo

Teorema 1.2.25. U Hauzdorfovom prostoru niz moZe da ima najvise jednu granicu.
Teorema 1.2.26. Ako je tacka = granica nekog niza tacaka skupa A, onda je x € A.

Neprekidna preslikavanja, homeomorfizmi

Neprekidnost je jedan od osnovnih pojmova matematicke analize. Navodimo defini-
ciju neprekidnosti koja se odnosi na preslikavanja izmedu proizvoljnih topoloskih prosto-
ra.

Definicija 1.2.27. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori i 2y € X proizvoljna
tacka. Funkcija f : X — Y je neprekidna u tacki x ako i samo ako za svaku okolinu
V tacke f(z) postoji okolina U tacke z takva da je f[U] C V.

Funkcija f je neprekidna ako i samo ako je neprekidna u svakoj tacki z € X.

Uslov da je funkcija f : X — Y neprekidna mozemo da zapiSemo formulom
(Vz € X)(VV e U(f(2)))(3U € U(x))(f[U] C V),

a u sledecoj teoremi navodimo ekvivalentne uslove neprekidnosti.
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Teorema 1.2.28. Neka su (X, Ox)i (Y, Oy) topoloski prostorii f : X — Y proizvoljno
preslikavanje. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

1. Preslikavanje f je neprekidno.
2. Za svaki otvoren skup O C'Y, skup f~1[O] C X je otvoren.

3. Za svaki zatvoren skup F C Y, skup f~'[F] C X je zatvoren.

Teorema 1.2.29. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostorii f : X — Y proizvoljno
preslikavanje. Preslikavanje f je neprekidno u tacki x ako i samo ako je za svaku
okolinu W tacke f(x) skup f~1[W] okolina tacke x.

Teorema 1.2.30. Neka su (X, Ox), (Y,Oy) i (Z,Oz) topoloski prostori, a f : X —
Yig:Y — Z neprekidna preslikavanja. Tada je i kompozicija go f : X — Z
neprekidno preslikavanje.

Teorema 1.2.31. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori, AC Xif: X =Y
neprekidno preslikavanje. Tada su restrikcija preslikavanja f na skup A (fla : A —
Y') i sirjektivna restrikcija preslikavanja f na skup A (f[a: A — f[A]) neprekidna
preslikavanja.

Definicija 1.2.32. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Preslikavanje f :
X — Y je homeomorfizam ako i samo ako vaze sledeci uslovi:

1. f je bijekcija; 2. f je neprekidno; 3. f~! je neprekidno.

Prostori (X, Ox) i (Y, Oy) su homeomorfni ako i samo ako postoji homeomorfizam
f: X — Y, StooznaCavamo sa X =Y.

Teorema 1.2.33. Neka su (X, Ox), (Y,Oy) i (Z,0z) proizvoljni topoloski prostori.
Tada vaZi:

LXYX, 2X2Y =YX, 3. X2V AYSI=X27

Definicija 1.2.34. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Za preslikavanje
f X — Y kazemo da je

e otvoreno ako i samo ako je za svaki otvoren skup O C X skup f[O] C Y
otvoren.

e zatvoreno ako i samo ako je za svaki zatvoren skup F' C X skup f[F] C Y
zatvoren.

Napomena 1.2.35. Svaki homeomorfizam je i zatvoreno i otvoreno preslikavanje.

Definicija 1.2.36. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori i zg € X proizvoljna
tacka. Funkcija f : X — Y je nizovno (sekvencijalno) neprekidna u tacki x, ako i

samo ako za svaki niz (x,) u prostoru X iz lim z,, = ¢ sledi lim f(z,) = f(xq).
n—oo n—oo

Na osnovu date definicije formuliSemo narednu teoremu.
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Teorema 1.2.37. Ako je funkcija f : X — Y neprekidna u tacki vy € X, onda je i
sekvencijalno neprekidna u toj tacki.

Kompaktnost

Kompaktnost je topoloska osobina koja omogucava mnoge konstrukcije u matema-
tickoj analizi 1 drugim oblastima matematike. U glavnom delu rada govoricemo o
kompaktnosti odredenih skupova, pa u ovom delu dajemo osnovne definicije i tvrdenja.

Definicija 1.2.38. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Familija {O; : i € I}

podskupova skupa X je pokriva¢ skupa A ako i samo ako je A C UOZ" Ako
icl

su pritom skupovi O;, ¢« € I, otvoreni, onda za pokriva¢ kaZzemo da je otvoren.

Za potkolekciju pokrivaca koja je i sama pokriva¢ kazemo da je potpokrivac¢ datog

pokrivaca.

Definicija 1.2.39. Topoloski prostor (X, O) je kompaktan ako i samo ako svaki
otvoren pokriva¢ skupa X sadrzi konacan potpokrivac.

Koriste¢i pojam kompaktnog prostora definiSemo kompaktan podskup topoloskog
prostora.

Definicija 1.2.40. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Skup A C X je kompaktan
skup ako i samo ako je prostor (A, O 4) kompaktan topoloski prostor.

Teorema 1.2.41. Skup A je kompaktan skup u topoloskom prostoru (X, Q) ako i samo
ako svaki otvoren pokrivac skupa A ima konacan potpokrivac.

Teorema 1.2.42. Kompaktnost je nasledna prema zatvorenim podskupovima.

Teorema 1.2.43. Neka je (X, O) Hauzdorfov prostor i A C X kompaktan skup. Tada
Je A'i zatvoren skup.

Teorema 1.2.44. Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kompaktan skup.

Teorema 1.2.45. Neprekidna realna funkcija nad kompaktnim prostorom dostiZe mini-
malnu i maksimalnu vrednost.

Topoloski proizvod
U nastavku podse¢amo na definiciju i neke osobine topologije Tihonova i proizvoda
topoloskih prostora.

Definicija 1.2.46. Direktan proizvod familije skupova {X; : ¢ € I} definisan je kao
skup svih funkcija z : I — U X;, takvih da je z(i) € X; zasvei € I, krae zapisano:
icl

[1xi= {m T — | X VieI(x(i) € Xi)},

i€l i€l

ili ako z obelezimo sa (z; : i € I)
[[Xi={(@i:ieD:Viel(seX)}
el
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Ako je X; = X zasvet € I, onda je H X; = X!. Ako su skupovi X; neprazni, onda
icl
aksioma izbora garantuje da je i direktan proizvod H X, neprazan skup.
icl
Direktan proizvod kona¢no mnogo skupova X, ..., X,,, n € N, obeleZavamo sa

Xl><...xXn:{(xl,...,l’n)IZL‘iEXi, 1§Z§7’L}

Definicija 1.2.47. Za j € I, preslikavanje 7; : HXi — X dato sa 7;(z) = z(j)
iel
(7 ((x; : i € I)) = x;) je projekcija proizvoda na skup X;.
Topologiju Tihonova uvodimo na sledeci nacin.

Teorema 1.2.48. Neka je I neprazan skup, a {(X;,0;) : i € 1} familija topoloskih
prostora. Tada vaZi:

1. Kolekcija P svih podskupova skupa H X, oblika ; ! [0;], gde je i € I proizvo-
i€l
ljan indeks, a O; € O; otvoren skup u prostoru (X;, O;), je podbaza neke
topologije O na skupu H X;.
iel

2. Familija svih konacnih preseka elemenata kolekcije P,

B:{ﬂﬂ'l_l[Oz]KC[/\|K|<N0/\VZEK(Ol€OZ)},

€K
Jje baza topologije O.

Definicija 1.2.49. Topologiju O na skupu H X uvedenu u prethodnoj teoremi zovemo
iel
topologija Tihonova. Za prostor (H X, (9) kazemo da je (tihonovski, topoloski)
iel
proizvod familije prostora { (X;, ;) : i € I}.
Lema 1.2.50. Uz pretpostavke i oznake iz Teoreme 1.2.48 vaZi:
_ : X, zaiel\ K
1 | = . L — 7 I
o) =TT% steie vi={ 5 721
1€EK i€l
Teorema 1.2.51. Neka su (X;,0;), i € I, topoloski prostorii v = (x; : i € I) €
HXi' Neka je za svako i € I sa B(x;) oznacena baza oklina tacke x; u prostoru
i€l

(Xi, O;). Tada je kolekcija
B(z) = {ﬂwil[Bi] K CIN|K|<RgAVie K(B; € B(xi))}
ieK

baza okolina tacke x u prostoru (H X;, O).
iel
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Teorema 1.2.52. Uz pretpostavke i oznake iz Teoreme 1.2.48 vaZi:

1. Projekcije 7 : H X; — X su neprekidne otvorene sirjekcije.
iel

2. Akoje (Y, Oy) topoloski prostor, onda je preslikavanje f : Y — H X, neprekidno

iel

ako i samo ako je za svako i € I kompozicijam;o f : Y — X, neprekidna.

Dokaz naredne propozicije se moZze naci u [8, Propozicija 17.1].

Propozicija 1.2.53. Neka je (X, Ox) topoloski prostor, (Y, Oy ) Hauzdorfov topoloski
prostor i f : X — Y neprekidna funkcija. Tada je grafik preslikavanja f, G(f) =
{(z, f(x)) : © € X} zatvoren skup u topoloskom proizvodu prostora (X,Ox) i
(Y, Oy).

Teorema 1.2.54 (Tihonov'). Proizvod proizvoljne kolekcije kompaktnih prostora je
kompaktan prostor.

1.3 Uvodni pojmovi i tvrdenja - metricki prostori

DefiniSemo metricki prostor i navodimo pojmove i tvrdenja vezane za metricke
prostore koje ¢emo koristiti u nastavku rada. Dokaze tvrdenja i detalje o pojmovima
ovog poglavlja ¢italac moze da pronade u [9] 1 [11].

Definicija 1.3.1. Neka je X # ). Funkcija d : X x X — [0,00), takva da za sve
x,y,z € X vaze uslovi:

(M1) d(z,y) = 0 ako i samo ako je = = y;
(M2) d(z,y) = d(y, z);
(M3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y),

je metrika na skupu X. Par (X, d) je tada metricki prostor. Osobinu (M3) nazivamo
nejednakost trougla, a broj d(z, y) rastojanje tacaka xiy. Zaz € X ir > 0 skup
L(z,r) = {y € X : d(z,y) < r} zovemo otvorena lopta sa centrom u tacki = i
poluprecnikom 7.

Teorema 1.3.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je familija svih otvorenih lopti,
By =A{L(z,r):x € X Ar > 0}, baza neke topologije O 4 na skupu X.

Definicija 1.3.3. Za topologiju O, definisanu u prethodnoj teoremi kaZzemo da je
odredena (ili indukovana) metrikom d.

Topoloski prostor (X, O) je metrizabilan ako i samo ako postoji neka metrika d na
skupu X daje O = Q.

Dakle, svaki metricki je ujedno i topoloski prostor, pa za njega vaze tvrdenja i
definicije navedeni za topoloSke prostore.

! Andrey Nikolayevich Tikhonov (1906-1993), ruski matematicar
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Teorema 1.3.4. Neka je (X, d) metricki prostor i x € X. Familija otvorenih lopti
sa centrom u tacki x, B(x) = {L(x,r) : r > 0}, je baza okolina tacke x. Familija

1
{L(l’, —):né€ N} Je prebrojiva baza okolina tacke x.
n

Teorema 1.3.5. Svaki metricki prostor je Hauzdorfov prostor.

Definicija 1.3.6. Neka je (X, d) metricki prostori A C X. Skup A je ogranic¢en ako
i samo ako postoje x € X ir > 0, takodaje A C L(x,r).

Ako je (X, d) metricki prostori A C X, A # (), onda je preslikavanje d4 = d| sx 4,
dy: A x A — [0,00) metrika na skupu A. Prostor (A, d4) je potprostor metrickog
prostora (X, d). Topologija metri¢kog prostora (A, d4) je upravo topologija na A in-
dukovana topologijom O,.

Navodimo 1 definiciju izometrije i izometri¢nih metrickih prostora.

Definicija 1.3.7. Neka su (X, dx) i (Y, dy) metricki prostori. Za preslikavanje f :
X — Y kaZemo da je izometrija ako i samo ako za svako x1, o € X vazi

dx (71, 72) = dy (f(71), f(22))

Prostori X i Y su izometricni, u oznaci X =2; Y, ako i samo ako postoji sirjektivna
izometrija f : X — Y.

Teorema 1.3.8. Ako su (X, dx), (Y,dy) i (Z,dy) metricki prostori, onda vaZi:

Nizovi u metrickom prostoru

Mnoga ispitivanja metrickog prostora se mogu svesti na ispitivanje nizova u tom
prostoru. Stoga navodimo tvrdenja i definicije vezane za nizove u metrickom prostoru.

Teorema 1.3.9. Neka je (X, d) metricki prostor i A C X proizvoljan skup. Tada vaZi:
1. x € A ako i samo ako postoji niz (2, )nen u skupu A &ija je granica tacka x.

2. Skup A je zatvoren ako i samo ako je granica svakog konvergentnog niza tacaka
skupa A element skupa A.

3. Skup D C X je gust ako i samo ako za svaku tacku x € X postoji niz (d,)nen U
skupu D, Cija je granica tacka x.

Definicija 1.3.10. Neka je (X, d) metricki prostor. Niz (x,,),en u X je ogranicen ako
i samo ako postoje z € X ir > 0, tako da je d(x, z,) < r, zasvakon € N.

Teorema 1.3.11. Ako je (X, d) metricki prostor, onda vaZi:

1. Ako je (xy,)nen nizu X i v € X, onda je lim z,, = x ako i samo ako vazi
n—oo

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)(n > ng = d(z,,z) < ¢).
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2. Ako postoji, granica niza je jedinstvena.

3. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Teorema 1.3.12. Metricki prostor (X,d) je kompaktan ako i samo ako svaki niz u
skupu X ima konvergentan podniz.

Navodimo definiciju i neke osobine Kosijevih nizova.

Definicija 1.3.13. Neka je (X, d) metri¢ki prostor. Za niz (z,),ey U prostoru X
kazemo da je KoSijev niz ako i samo ako vazi sledeci uslov:

(Ve > 0)(3no € N)(Ym,n € N)(n,m > ng = d(zp, z,) < ).

Teorema 1.3.14. U proizvoljnom metrickom prostoru (X, d) vaZi da je svaki konver-
gentan niz KoSijev.

Kompletnost

Definicija 1.3.15. Metricki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako je svaki Kosijev
niz u X konvergentan.

Teorema 1.3.16. Neka je (X, d) kompletan metric¢ki prostor i A C X zatvoren skup.
Tada je metricki prostor (A, d4) kompletan.

Teorema 1.3.17 (Ber’). Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i neka je (A,)nen

o0

niz zatvorenih skupova, tako da je U A, = X. Tada postoji ng € N, tako da je
Ao 40,

n=1

1.4 Uvodni pojmovi i tvrdenja - vektorski i normirani
prostori

U ovom odeljku definiSemo vektorske i normirane prostore. Za dokaze tvrdenja i
viSe detalja o vektorskim i normiranim prostorima citaoca upucujemo na [3], [9], [10]

i[l14].
Sa K oblezavamo polje realnih, ili polje kompleksnih brojeva, to jest K € {R, C}.

Definicija 1.4.1. Neka je V' neprazan skup. V' je vektorski prostor nad poljem K ako
su definisane operacije 4+ : V' x V' — V (sabiranje)i- : KxV — V (mnoZenje vektora
skalarom) takve da je (V, +) komutativna grupaida za sve o, § € Kixz,y € V vazi:

(VI) a(z+y) = ax + ay,
(V2) (a+ B)x = ax + Pz,
(V3) (af)x = afx),

2René-Louis Baire (1874-1932), francuski matematicar
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(V4) 1x = x.

Sliku para (o, z) € K x V obelezavamo sa ax. Nula vektorskog prostora je neu-
tralni element za sabiranje grupe (V, +). Inverzni element elementa x u grupi (V, +)
oznac¢avamo sa —x. Elemente polja K nazivamo skalarima. Vektorski prostor nad R
(C) zovemo realan (kompleksan) vektorski prostor.

Vektori x4, ...., z,, n € N, su linearno nezavisni ako vazi
a1x1+...+anxn:0<:>a1:~~«:anzo.

Skup {x; : ¢ € I} C V linearno nezavisnih vektora (svaki konac¢an podskup je skup
linearno nezavisnih vektora) je algebarska baza u V' ako za svako x € V postoje
konacan skup I’ C [ iskalari o; € K, i € I, takvi da je z = Z «;x;. Navedena
il
reprezentacija vektora z je jedinstvena. Poznato je da svaki vektorski prostor V' # {0}
ima algebarsku bazu. Ako je ta baza konacan skup, kazemo da je prostor kona¢no
dimenzionalan. Broj vektora te baze predstavlja dimenziju tog vektorskog prostora i
obelezavamo ga sa dim (V). Za vektorski prostor koji nema kona¢nu algebarsku bazu
kazemo da je beskona¢no dimenzionalan.
Skup W C V je potprostor vektorskog prostora V' ako je W vektorski prostor nad po-
ljem K u odnosu na restrikcije sabiranja i mnoZenja vektora skalarom na . Takode,
vazi da je W potprostor prostora V' ako i samo ako za svako o, f € Kiz,y € W vazi
daje ax + By € W.
Ako je S neprazan podskup vektorskog prostora V', onda je skup svih linearnih kom-
binacija elemenata skupa S,

L(S)={agz1+ - -+ ayz, :neEN, o €K, ;€5 1<i<n},

potprostor prostora V' i nazivamo ga lineal skupa S. Specijalno, ako je L(S) = V
kazemo da .S generiSe V' i da su elementi skupa S generatori vektorskog prostora V.

Ako su X 1Y vektorski prostori, onda je i X X Y vektorski prostor, u odnosu na
operacije sabiranja i mnoZenja vektora skalarom koje su definisane po komponentama:

(x1,91) + (T2, 92) = (21 + 22,01 +12), az,y) = (ax, ay),
zasve 1,2, € X, y1,Y2,y € YiaekK.

Definicija 1.4.2. Neka je E vektorski prostor nad poljem Ki || - | : £ — [0,00)
preslikavanje za koje vaZe sledeci uslovi:

(N1) ||z|| = 0 ako i samo ako = = 0;
(N2) || Az|| = |\|||x|| zasve z € Eisve A € K;
(N3) [z +yll < [lz]| + [lyl| za sve =,y € E.
Tada kazemo da je preslikavanje || - | norma nad E, a ureden par (F, ||-||) je normiran

prostor.
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Svaki normiran prostor (£, || - ||) je i metri¢ki (pa i topolo$ki) prostor, sa metrikom
d, koja je definisana na sledeci nacin:

d(z,y) = ||z —yl, zasve z,y € E.

Ako je F' potprostor vektorskog prostora F, onda je i prostor (F || - ||) normiran
prostor (sa || - || je oznacena i restrikcija norme prostora £ na prostor F).

Kompletan normiran prostor (E, || - ||) zovemo Banahov® prostor.

Primer 1.4.3. Prostor (R, | - |) je Banahov prostor, gde je |x| apsolutna vrednost re-
alnog broja .
Za svakon € N, n > 2, prostor (R", || - ||) je Banahov, gde je norma || - || definisana

sa L
n 2
x| = (ZW?) , r € R
=1

Prostor (C,| - |) je Banahov prostor, gde |x| oznacava moduo kompleksnog broja x.

Definicija 1.4.4. Neka je (E, || - ||) normiran prostor. Niz (z,),en je ogranicen ako i
samo ako postoji M > 0, tako da je ||z, || < M, za svakon € N.

Teorema 1.4.5. Neka je E realan vektorski prostor i (E,|| - ||) normiran prostor.
Konacno dimenzionalan potprostor prostora E je zatvoren skup.

Linearna preslikavanja, dualni prostor

Definicija 1.4.6. Neka su X i Y vektorski prostori nad istim poljem K. Preslikavanje
f: X — Y jelinearno ako i samo ako je zasve a, f € Kisve x,y € X

flax + By) = af (x) + Bf(y).
Linearno preslikavanje f : X — K se naziva linearna funkcionela (ili linearna
forma) na X . Skup svih linearnih funkcioneli na X obelezavamo sa £(.X).

Napomena 1.4.7. Skup f[X] je potprostor vektorskog prostora Y.

Ako su X, Y i Z vektorski prostori nad istim poljem K, onda je kompozicija g o
f + X — Z, linearnih preslikavanja f : X — Y ig : Y — Z, takode linearno
preslikavanje.

Ako su sabiranje funkcija f i g iz £(X) i mnoZenje funkcije f iz £(X) skalarom
a € K definisani sa

(f +9)(x) = f(z) +g(x), zasve z € X,
(af)(x) = af(z), zasve z € X,
onda je skup £(X) vektorski prostor nad poljem K.

Neka je (F, || - ||) normiran prostor. Skup svih neprekidnih linearnih funkcioneli
na E je potprostor vektorskog prostora L(E') i obelezavamo ga sa E™.

3Stefan Banach (1892-1945), poljski matematicar
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Definicija 1.4.8. Neka su (E,|| - ||g) i (F,|| - |r) normirani prostori. Linearno pre-
slikavanje f : E — Y je ogranic¢eno ako i samo ako postoji M > 0, tako da je

| f(z)||r < M|z||g, zasve z € E.

Teorema 1.4.9. Neka je (E, || - ||) normiran prostor. Linearna funkcionela f : E — K
je neprekidna ako i samo ako je ogranicena.

Teorema 1.4.10. Neka je E konacno dimenzionalan, realan vektorski prostor i neka
je (E,|| - ||) normiran prostor. Tada je svaka linearna funkcionela, f : E — R,
neprekidno preslikavanje.

Neka je E realan vektorski prostor i (E, || - ||) normiran prostor. DefiniSemo pre-
slikavanje || - || g+ : £* — R na sledeci nain:
|fllgs = inf{M > 0:|f(x)| < M|z||, zasvako x € E}, f € E".
Teorema 1.4.11. Za svako [ € E* vaZi
[flle+ = sup |f(z)] = sup |f(z)].

[[=]|=1 [l=f|<1

Teorema 1.4.12. Preslikavanje || - ||g+ : E* — R je norma na E*.

Napomena 1.4.13. Na osnovu definicije norme na prostoru £* imamo da za svako

f e E"isvakox € Evazidaje |f(z)| < | flle x|

Teorema 1.4.14. Prostor (E*, || - |

g+ ) je Banahov.

Prostor (E*, || - |

g+) nazivamo dualni prostor prostora (£, || - ||).
Propozicija 1.4.15. Za svako x € E vazi
2]l = sup |f(z)].
feE*
Ifl1<1
Sledi propozicija koja je posledica principa uniformne ogranicenosti.

Propozicija 1.4.16. Neka je E realan vektorski prostor, (E, || - ||) Banahov prostor i
B C E. Neka je za svako f € E* skup {f(x) cx € B} ogranicen. Tada je i skup B
ogranicen.

Medu najznacajnijim teoremama funkcionalne analize je i Han-Banahova teorema.
Naves¢emo jednu od njenih posledica.

Teorema 1.4.17. Neka je E realan vektorski prostori (E, ||-||) normiran prostor. Neka
je G potprostor prostora E i g : G — R neprekidna linearna funkcionela na G. Tada
postoji | € E*, tako da je flc = g (f(z) = g(x), zasve x € G) i ||f||z- = ||g]

G*-

Sledeca teorema je geometrijski oblik Han-Banahove teoreme. Njen dokaz se
nalazi u [3].
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Teorema 1.4.18. Neka je E realan vektorski prostor i (E,|| - ||) normiran prostor.
Neka je A C E neprazan, konveksan i zatvoren skup, a B C E neprazan, konveksan
i kompaktan skup i neka vazi da je AN B = (. Tada postoje f € E*, a € Rie > 0,
tako da je

fla) <a—ezasvako a € Ai f(b) > a+ ¢ za svako b € B.

Sledeca teorema je poznata kao teorema o zatvorenom grafiku.

Teorema 1.4.19. Neka su (E, || - ||g) i (F,|| - ||r) Banahovi prostori, gde su E i F
realni vektorski prostori. Neka je T' : EE — F linearno preslikavanje. Preslikavanje T’
je neprekidno ako i samo ako je grafik preslikavanja T, G(T) = {(z,T(x)) : x € E},
zatvoren skup u prostoru (E x F, | - ||).*

“Norma || - || : E x F — [0,00) je definisana sa (x,y) — ||z||g + ||y|F, (z,y) € E x F. Prostor
(E x F.,|| -||) je Banahov, pri Cemu je topologija indukovana normom || - || ba$ topologija Tihonova
(topologija proizvoda) za prostore (E, || - [|g) i (F,] - || F)-
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Poglavlje 2

Lokalno konveksni
topolosko-vektorski prostori

U ovom poglavlju definiSemo prostore koji su snabdeveni topoloskom i vektorskom
strukturom - topoloSko-vektorske prostore i bavimo se nekim njihovim osobinama.
Zatim razmatramo specijalan tip topolosko-vektorskih prostora - lokalno konveksne
prostore. Za sadrzaj ovog poglavlja i druge pojmove i tvrdenja u vezi sa lokalno kon-
veksnim prostorima ¢itaoca upuéujemo na [10].

2.1 Filteri

U ovom odeljku definiSemo pojmove filtera i filter baze, koje cemo koristiti u daljem
razmatranju topoloSko-vektorskih prostora. Za viSe detalja o sadrzaju ovog odeljka
preporucujemo [10] 1 [11].

Definicija 2.1.1. Neka je X # (). Neprazna kolekcija ® C P(X) podskupova skupa
X je filter (na X) ako i samo ako vaze sledeci uslovi:

(FI1) Prazan skup nije element kolekcije ®;

(FI2) Presek proizvoljna dva elementa kolekcije ® je element ®, to jest za sve
Fl,FQ € dvazi F1 N F;y € O,

(FI3) Svaki nadskup proizvoljnog elementa kolekcije ® je u @, to jest ako F' € ¥ i
akoje F C AC X,onda A € ®.

Iz uslova (FI3) moZzemo da zaklju¢imo da je skup X element svakog filtera na
X. Indukcijom se, na osnovu uslova (FI2), pokazuje da je presek konacno mnogo
elemenata filtera takode element filtera.

Primer 2.1.2. Neka je X neprazan skup i x € X proizvoljan element. Kolekcija svih
podskupova skupa X koji sadrZe element x je filter na X.

Primer 2.1.3. Neka je (X, O) topoloski prostor i x € X. Kolekcija U(x) svih okolina
tacke x je filter na X. Zaista, na osnovu osobina (Ul)—(U3), iz Teoreme 1.2.9, sledi
da vaZe uslovi (FI11)—(FI3).
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Ako su & 1 O, filteri na X 1 &; C P,, onda kaZzemo da je filter O, finiji od filtera
®, (ili da je filter ¢, grublji od filtera ®»).

Definicija 2.1.4. Neka je X neprazan skup. Kolekcija 5 podskupova skupa X je filter
baza ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:

(FBI) B je neprazna kolekcija i prazan skup nije element kolekcije 5.

(FB2) Presek svaka dva elementa kolekcije 53 sadrZi element kolekcije B, to jest ako
By, B; € B, onda postoji B € B, takodaje B C B; N Bs.

Lema 2.1.5. Neka je X neprazan skup, B kolekcija podskupova skupa X i & = {F C
X : 3B € B(B C F)}. Kolekcija ® je filter ako i samo ako je kolekcija B filter baza.

Definicija 2.1.6. Neka je X neprazan skup, & filter na X i B kolekcija podskupova
skupa X. Kolekcija B je baza filtera ¢ ako i samo ako je B filter bazai ® = {F C
X :3B € B(B C F)}. Oznacavamo B = By i kazemo da je filter & generisan bazom
Bs.

Za dve filter baze kazemo da su ekvivalentne ako i samo ako generiSu isti filter.

Ako su By i By redom baze filtera ' i ®, onda vazi da je P finiji od ¢’ ako i samo
ako svaki element baze Bg sadrzi element baze By .

Vazi da su Bg 1 Bg ekvivalentne ako i samo ako svaki element baze Bg sadrzi
element baze By 1 svaki element baze B4 sadrzi element baze Bg.

Lema 2.1.7. Neka je X neprazan skup, ® filter na X i B C ®. Kolekcija B je baza
filtera ® ako i samo ako svaki element filtera ® sadrZi element kolekcije B.

Dokaz. (=) Ako je B baza filtera ®, onda prema definiciji baze filtera imamo da svaki
element filtera sadrzi element kolekcije B.

(<) Pretpostavimo da svaki element filtera ¢ sadrzi element kolekcije B. Dokazimo
da je tada kolekcija B filter baza. Filter ® je neprazan, pa na osnovu prethodne pre-
tpostavke sledi da je i kolekcija B neprazna. Prazan skup nije element filtera ®, pa nije
ni element kolekcije B C ®. Kako je B C ® i P je filter, sledi da za sve By, By € B
vazi B; N By € ®. Prema tome, postoji B € B, tako daje B C B; N By. Sada mozemo
da zakljuCimo da su ispunjeni uslovi iz definicije filter baze. Filter koji ta filter baza
generiSe je ® = {F"C X : 3B € B(B C F)}. Uocavamo daje & C . Ako F € P,
onda postoji B € B, tako da je B C F'. Kako je B C ® i © je filter, na osnovu uslova
(FI3) sledi da F' € ®. Dakle, ® = ® i B je baza filtera ®. O]

Primer 2.1.8. Neka je (X, O) topoloski prostor i x € X. Baza okolina tacke x, data
Definicijom 1.2.11, je baza filtera U(x) svih okolina tacke x. Ako su B(z) i B'(x) dve
baze okolina tacke x, onda vaZi:

e Za svako B € B(x) postoji B' € B'(z), tako da je B' C B.

e Za svako B’ € B'(x) postoji B € B(z), tako da je B C B'.
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2.2 Topolosko-vektorski prostori

Topolosko-vektorski prostori su jedna od osnovnih struktura u polju istraZivanja
funkcionalne analize. U ovom odeljku predstavljamo njihova osnovna svojstva i neke
od primera ovih prostora. Prvo navodimo oznake koje ¢emo koristiti.

Neka je X vektorski prostor nad poljem K € {R, C}.
Ako su Ai B podskupovi skupa X i A € K, oznacavamo skupove:

A+B={a+b:ac A beB}, A-B={a—-b:a€ A be B},
M= {)a:a€ A}
Specijalno, zaa € V,
A+{a}=A+a, A—-{a}=A-a.

Definicija 2.2.1. Topolosko-vektorski prostor je ureden par (X, 7), gde je X vek-
torski prostor nad poljem K, 7 topologija na X i vazi:

(T1) Sabiranje (x,y) — x + y je neprekidno preslikavanje.
(T2) MnoZenje vektora skalarom (A, ) — Az je neprekidno preslikavanje.

Na skupovima X x X i K x X podrazumevamo topologije Tihonova date definicijom
1.2.49, pri ¢emu na skupu X podrazumevamo topologiju 7, a na polju K uobicajenu
topologiju. Drugacije receno, otvoren skup u prostoru X x X je oblika U; x Us, gde
Uy, U, € 7, aotvoren skup u prostoru K x X je oblika O x U, gde je skup O element
uobicajene topologije skupa Ki U € 7.

Napomena 2.2.2. Ako su uslovi (T1) i (T2) zadovoljeni kazemo da su vektorska i
topoloska struktura prostora kompatibilne.

Primer 2.2.3. Svaki normiran prostor (Definicija 1.4.2) je i topolosko vektorski pro-
stor. Dokaz da su operacije sabiranja i mnoZenja vektora skalarom neprekidne zain-
teresovani citaoci mogu pogledati u [9].

U daljem tekstu za topolosko-vektorski prostor koristi¢emo i skraéenicu TVP.

Lema 2.2.4. U topolosko-vektorskom prostoru (X, T) za svaku okolinu nule V postoji
okolina nule U takva da je U +U C V.

Dokaz. Neka je V proizvoljna okolina nule u (X, 7). Prema uslovu (71) iz Definicije
2.2.1 sabiranje je neprekidno preslikavanje, pa je neprekidno u tacki (0,0) € X x X.
Kako je 0 + 0 = 0, sledi da postoje okoline nule U; 1 U, takve daje U1 + U2 C V.
Kao presek dve okoline nule skup U = U; N Us je okolina nule. Tada je U + U C
U, + U, C V, paje U trazena okolina nule. ]

Lema 2.2.5. Neka je (X, ) TVP. Tada vaZi:

(i) Za svako a € X preslikavanje t, : X — X, dato sa t,(z) = x + a, za svako
x € X, je homeomorfizam.
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(ii) Za svako o € K, o # 0 preslikavanje s, : X — X dato sa s.(x) = az, za
svako x € X, je homeomorfizam.

Dokaz. Dokazimo da vazi (i). Sli¢no se pokazuje i (ii). Neka a € X.

Neka je z,y € X it,(x) = t,(y). Tadaje x + a = y + a, odakle sledi da je z = y.
Ako je x € X proizvoljna tacka, onda je t,(x — a) = x. Dakle, t, je bijektivno pre-
slikavanje.

Dokazimo da je t, neprekidno preslikavanje. Neka je o € X proizvoljna tacka i U
proizvoljna okolina taCke zy + a. Tada na osnovu uslova (7) iz Definicije 2.2.1 sledi
da postoje okolina U, tacke x 1 okolina U, tacke a, tako da je U,, + U, C U. Vazi da
jea € U,. Ako je z € U,,, onda je t,(x) € U, to jest vazi da je t,|U,,] C U. Dakle,
t, je neprekidno preslikavanje.

Inverzno preslikavanje preslikavanja ¢, je t_,, koje je takode neprekidno.

Dakle, t, je neprekidna bijekcija, ¢ije je inverzno preslikavanje neprekidno, pa je
prema Definiciji 1.2.32 £, homeomorfizam. [

Ako je (X, 7) TVP i a proizvoljna tacka tog prostora, onda na osnovu Leme 2.2.5
sledi da su okoline tacke a skupovi oblika V' 4 a, gde je V' proizvoljna okolina nule.
Dakle, ako su nam poznate okoline nule, poznata nam je topologija datog topoloSko-
vektorskog prostora.

Definicija 2.2.6. Neka je X vektorski prostor nad poljem K. Skup A C X je apsor-
bujudi ako i samo ako za svako z € X postoji skalar o > 0 takav da je x € A\A za
svako A € K, |A] > a

Napomena 2.2.7. Uslov u Definiciji 2.2.6 je ekvivalentan uslovu da Ax € A za svako
AeK, |\ <al.

Lema 2.2.8. Svaka okolina nule u TVP (X, T) je apsorbujudi skup.

Dokaz. Neka je U proizvoljna okolina nule. Na osnovu uslova (72) iz Definicije 2.2.1
i ¢injenice da za svako x € X vazi 0 - x = 0 sledi da za svako x € X postoji skalar
a > 0, takav da za svako A € K, || < a, vazi \x € U. O

Definicija 2.2.9. Neka je X vektorski prostor nad K. Skup A C X je uravnoteZen
ako i samo ako je A\A C A zasvako A € K, [\ < 1.

Napomena 2.2.10. Lako se proverava da su presek i unija proizvoljne familije uravnote-
Zenih skupova uravnotezeni skupovi. Ako je A C X, onda postoji najmanji uravnotezen
skup koji sadrzi A, to je presek svih uravnotezenih skupova koji sadrze skup A. Njega

zovemo uravnotezen omotac¢ skupa A. Takode, postoji najveci uravnoteZen skup

sadrzan u A, to je unija svih uravnotezenih skupova koji su sadrzani u skupu A. Taj

skup zovemo uravnoteZeno jezgro skupa A.

Lema 2.2.11. Neka je X vektorski prostor nad K, A C V i B C V uravnoteZeno
jezgro skupa A. Tada vaZi: x € B ako i samo ako Az € A za svako A € K, |\| < 1.

Dokaz. Neka x € V. Skup C(z) = {A\x € X : A € K A |A] < 1} je uravnotezen.
Ako je C'(x) C A, onda prema definiciji uravnoteZenog jezgra skupa A imamo da je
C(z) C B. Obratno, neka x € B. B je uravnoteZen, pa Az € B za svako A € K,
|A] < 1. Kako je B C A, sledi da je C'(z) C A. O
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Napomena 2.2.12. Kako je uslov "ux € A za svako pu € K, |u| < 17 ekvivalentan
uslovu ”z € A zasvako A € K, |\| > 17, sledi da ako je uravnoteZeno jezgro B # (),
onda je

B= (). 2.1

|AI>1

Napomena 2.2.13. Na osnovu Leme 2.2.5 (ii) i formule (2.1) vidimo da ako je (X, 7)
TVPi A C X zatvoren skup, onda je i njegovo uravnotezeno jezgro zatvoren skup.

Lema 2.2.14. Neka je (X,7) TVP i U okolina nule. UravnoteZeno jezgro V' okoline
nule U je okolina nule.

Dokaz. Kako je mnozZenje vektora skalarom neprekidno preslikavanje i vazi 0 - 0 = 0,
sledi da postoje okolina nule O u (X, 7) i skalar « > 0, tako da za svako A € K,
IA| < aiz € O vazida Ax € U. Preslikavanje = — ax je homeomorfizam, pa je
aU okolina nule. Nekajey € aU,y = ax,zanekox € Uip € K, |u| < 1. Tada
je |pal < a, odakle je u(ax) = (ua)xr € U. Na osnovu Leme 2.2.11 sledi da je
aU C V. Dakle, V je okolina nule. ]

Pomocu prethodnih lema i napomena dokazaéemo prvi deo sledece teoreme.

Teorema 2.2.15. U TVP (X, 7) postoji baza okolina nule N takva da vazi:

(NO1) Svaka okolina Ve N je apsorbujuci skup.
(NO2) Svaka okolina Ve N je uravnoteZen skup.
(NO3) Za svaku okolinu Ve N postoji okolina U € N takvadajeU +U C V.

Obratno, neka je X vektorski prostor nad K i N filter baza na X koja zadovoljava
uslove (NO1)—(NO3). Tada postoji jedinstvena topologija T na X, takva da je (X, 1)
topolosko-vektorski prostor u kojem je N baza okolina nule.

Dokaz. Neka je U(0) familija svih okolina nule. Prema Lemi 2.2.8, za svaku okolinu
nule vazi uslov (NO1). Za svaku okolinu U € U(0) je, na osnovu Leme 2.2.14, njeno
uravnotezeno jezgro takode okolina nule. Ako je V' okolina nule, prema Lemi 2.2.4
postoji okolina nule U takva da je U + U C V. Tada za uravnotezeno jezgro W
okoline U vazidaje W + W C V. Uocavamo da je

N ={V CcU:UeU(0)iV je uravnotezeno jezgro okoline U}

traZena baza okolina nule. Ovim je dokazan prvi deo teoreme.

Dokazimo i drugi deo teoreme. Prvo pretpostavimo da postoji topologija 7 takva da je
(X, 7) TVP i N baza okolina nule. Primetimo da je u tom TVP skup W okolina tacke
a € X akoisamo ako je V 4+ a C W, zaneko V € N. Sada mozemo da zakljuc¢imo
da je, ako postoji, trazena topologija jedinstvena.

Dokazimo da za svako a € X kolekcija

V@) ={WcX:3IVeN(V+acCcW)}

zadovoljava aksiome okolina (Ul)—(U4) iz Teoreme 1.2.9.
Neka W € V(a). Tada postoji V € N, tako da je V+a C W. Kako je N filter baza, V'
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Je neprazan skup, pa postoji z € V. Na osnovu uslova (NO2) imamo da 0 = 0z € V,
paje a € W, to jest vazi uslov (Ul). Jasno, ako je W C W, ondajeV +a C W, pa
W e V(a), odakle zakljuCujemo da vazi uslov (U3). 1z uslova (NO3) sledi da postoji
UeN,takodajeU+U C V. TadajeU+a € V(a)ivaziU+a C V4+a C W. Ako
jebeU+aondajeU+bCU+U+aCV+4+aCW.Sledidazasvakobe U +a
vazi W € V(b), pa vazi uslov (U4). Ako Wy, W5 € V(a), onda postoje Vi, V5 € N,
tako da je Vi +a C Wy i Vy + a C Wa. Kolekcija NV je filter baza, pa postoji skup
V € N takav da j je V CVinNVe Tadavazi V +a C Wy N W, pa je zadovoljen i
uslov (U2). Sada na osnovu Teoreme 1.2.10 imamo definisanu topologiju 7 na skupu
X, 7={0 C X :Vz € O(O € V(z))}. Kolekcija V(z) je upravo familija svih
okolina tacke x. Iz definicije kolekcije V(z) i Definicije 1.2.11 vidimo da je kolekcija
B(z) ={V +x:V € N'} baza okolina tacke z, pa je N/ baza okolina nule.
Dokazimo da su topoloska i vektorska struktura prostora kompatibilne, to jest da vaze
uslovi (T1) i (T2) iz Definicije 2.2.1. Neka je a,b € X, a + b = cineka je W okolina
tatke c. Postoje skupovi V,U € N takvidaje V +c C W iU + U C V. Tada je
U + a okolina tacke a, U + b okolina tacke b i vazi

U+a)+(U+b) CV+at+b=V4+cCW

Prema Definiciji 1.2.27 uslov (7'1) je zadovoljen.

Dokazimo da za dato V € N i A € K postoji skup U € N takav da je \U C V.
Matematickom indukcijom se, na osnovu uslova (NO3), moZe pokazati da za svako
n € N postoji U € N, tako da vazi 2"U C V. Neka je broj n € N takav da je
|A] < 2™ Ako je skup U € N takav da je 2"U C V, onda na osnovu uslova (NO2)
imamo daje \27"U C U,tojest \U C 2"U C V.

Neka a € X, A\ € Kineka je W okolina tatke Aa. Postoji skup V' € N takav da je
V +Xa C W. Dalje, postoji skup U € N takav daje U+U C V ipostoji skup O € N
takavdaje O + O C U. Kako je 0 € O,imamodaje O+ O+ O C U+ U C V. Na
osnovu uslova (NO1) postoji implicira na € O.
Prema prethodno pokazanom sledi da postoji skup 7' € N takav da je A\XT' C O.
Stavise, ako je |n| < 1ix —a € O, onda iz uslova (NO2) imamo da je n(z — a) € O.
Neka je skup S € N takav daje S C O NT (takav skup postoji jer je N filter baza).
1z jednakosti

Er—Xda=(€—Na+ Nz —a)+ (= )N)(z—a)

sledida |€—A| < min{l,e} iz € S+aimpliciradaje{z—Aa € O+O+0 C V,paje
Ex € Aa+V C W. Time smo dokazali da je zadovoljen uslov (72). Dakle, topoloska i
vektorska struktura su kompatibilne, pa je dobijeni prostor (X, 7) topolosko-vektorski

prostor u kojem je kolekcija A/ baza okolina nule, $to je i trebalo dokazati.
]

Propozicija 2.2.16. Neka je X vektorski prostor nad Ki S C P(X) kolekcija apsor-
bujucih, uravnoteZenih podskupova skupa X, takva da za svaki skup V € S postoji
skup U € S takav da je U +U C V. Tada postoji jedinstvena topologija T na X takva
da je (X, T) topolosko-vektorski prostor u kojem je kolekcija S’ svih konacnih preseka
elemenata kolekcije S baza okolina nule.
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Dokaz. Neka je V proizvoljan element kolekcije S. Apsorbujuéi skup je neprazan, pa
kako je V' 1 uravnoteZen, sledi da je 0 € V. Zbog toga imamo da je presek konacno
mnogo elemenata kolekcije S neprazan skup. Dakle, kolekcija S’ je neprazna i () ¢
S’. Kolekcija &’ zadovoljava uslov (FB2) iz Definicije 2.1.4, jer za svako S,S5, €
S’ vazi da je S; NSy € 8. ZakljuCujemo da je kolekcija S’ filter baza. Takode,
ona zadovoljava uslove (NOI)—(NO3), pa je na osnovu prethodne Teoreme 2.2.15
propozicija dokazana. [

Navodimo primere koji ilustruju prethodna tvrdenja.

Primer 2.2.17. Neka je (E, || - ||) normiran prostor. Kolekcija B = {B, C E : p > 0},
gdeje B, = {z € E : ||z| < p}, je filter baza koja zadovoljava uslove (NOI1)—(NO3).

Primer 2.2.18. Neka je 2 C R™ otvoren skup. Sa C(2) oznacavamo realan vektorski
prostor neprekidnih funkcija f : Q — R. Za svaki kompaktan skup K C €) i svaki
skalar € > 0 definisemo skup

Vike={/€CQ):|f(x)] <e,zasver € K}.

Neka su K1, Ky C Q kompaktni skupoviiey,es > 0. Skup K, U K5 je kompaktan. Ako
je ¢ = min{ey, &2}, onda je Vi, uk,e C Vi, oo N Viy oo Kolekcija ovako definisanih
skupova je neprazna, prazan skup nije element te kolekcije i zadovoljen je uslov (FB2)
iz Definicije 2.1.4, pa sledi da je kolekcija skupova Vi . filter baza na C(S2). Lako
se proverava da ta filter baza zadovoljava uslove (NO1)—(NO3). Topologiju na C(2),
dobijenu u Teoremi 2.2.15, zovemo topologija uniformne konvergencije na kompaktnim
skupovima.

Da bismo predstavili slede¢i primer navodimo oznake koje ¢emo koristiti. Njih
koristimo i u narednim poglavljima.

Neka je (2 C R" otvoren skupi f : 2 — R.

e Skupsuppf := {z € Q|f(z) # 0} zovemo nosac funcije f. Dakle, nosac¢ funkcije
f je zatvorenje skupa tacaka u kojima je vrednost funkcije f razli¢ita od nule.
Drugim rec¢ima, nosa¢ funkcije f je komplement najveceg otvorenog skupa na
kom je funkcija f identicki jednaka nuli.

e DefiniSemo skup Ny := {(p1,...,pn) : pi € No,1 < i < n}. Element p =
(p1, .-y n) € Nj zovemo multi-indeks.

e Red multi-indeksa p je broj |p| = p; + - - - + py.
. y e of .
e Sa 0; (ili f;;) oznacavamo j-ti parcijalni izvod T 1< <n.
L
e Zapc Njje
- olpl
o :=0"..0" =

" Qa0 .0l

gde je red |p| takode i red izvoda.
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Primer 2.2.19. Neka je K C R"™ kompaktan skup. Sa D(K) oznacavamo realan
vektorski prostor svih glatkih' funkcija f : R® — R za koje je suppf C K. Za svaki
multi-indeks p € Ny i svaki skalar € > 0 definisemo skup

Voe={f€DK):|10°f(z)| <e, zasvex € K}.

Kolekcija skupova V, . zadovoljava uslove (NO1)—(NO3), pa je prema Propoziciji
2.2.16 kolekcija svih koncnih preseka elemenata te kolekcije filter baza na D(K) i
baza okolina nule za topologiju dobijenu u Teoremi 2.2.15.

DokaZzimo i naredne dve propozicije koje ¢emo koristiti u nastavku rada.

Propozicija 2.2.20. Topolosko-vektorski prostor (X, T) je Hauzdorfov ako i samo ako
za svako a € X, a # 0 postoji okolina nule V takvada a ¢ V.

Dokaz. (=) Neka je (X, 7) Hauzdorfov prostor. Tada postoje okolina nule V' i okolina
U tatke a, takve daje U NV = (), paje V trazena okolina nule koja ne sadrZi tacku a.
(<) Neka je V' okolina nule takva da a ¢ V. Postoji uravnotezena okolina nule U takva
daje U4+ U C V. Tadaje U + a okolina tacke a. Pretpostavimo da je UN (U +a) # 0.
Akox € UN (U + a),ondaje z = y + a, zaneko y € U, odakle je a = = — y. Kako
je skup U uravnoteZen, vazida je —y € U, pasledidajea € U + U C V. Dosli smo
do kontradikcije, pa zaklju¢ujemo da je U N (U + a) = (). Dakle, postoje disjunktne
okoline nule i tacke a. Dalje, neka su a,b € X, a # b, proizvoljne tacke. Vazi da je
a — b # 0, pa postoje okolina nule U i okolina W tacke a — b, takve daje U NW = ().
Tada je W + b okolina tatke a, U + b okolina tacke b i vazi (W + b) N (U + b) = 0.
Dakle, prostor je Hauzdorfov. [

Propozicija 2.2.21. U topolosko-vektorskom prostoru svaka okolina nule sadrzi zatvo-
renu okolinu nule.

Dokaz. Neka je V proizvoljna okolina nule. Tada postoji uravnotezena okolina nule
U, takvadaje U + U C V. Dokazimo daje U C V. Akoje z € U, onda je
(x +U)NU # (), pa postoji tacka y € U takvadaje z +y € U. Znamo da —y € U,
jer je U uravnoteZen, pa sledi

re(—y)+UCU+UCVW.

Dakle, U je traZena zatvorena okolina sadrzana u V. ]

"Postoje parcijalni izvodi proizvoljnog reda i neprekidni su.
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2.3 Lokalno konveksni prostori

U ovom odeljku razmatramo specijalan tip topolosSko-vektorskih prostora, u ko-
Jjima svaka tacka ima bazu konveksnih okolina. Ako nije drugacije naglaseno, pod
topolosko-vektorskim prostorom podrazumevamo prostor dat Definicijom 2.2.1, gde
je X vektorski prostor nad poljem R.

2.3.1 Konveksnost

Definicija 2.3.1. Neka je V' vektorski prostor nad R. Skup A C V je konveksan ako i
samo ako za svako z,y € Aisvakoa € R, 0 < a < 1 vazi

ar + (1 —a)y € A.

Sledece Cinjenice o konveksnim skupovima se lako dokazuju, pa ih dajemo u
napomenama.

Napomena 2.3.2. Prema definiciji vidimo da je skup A konveksan ako i samo ako za
svako o, § > 0, + B = 1, vazida je A + SA C A.

Napomena 2.3.3. Ako je A konveksan skup, onda su konveksni i skupovi A + a i AA,
zasvakoa € Visvako A € R.

Napomena 2.3.4. Ako su E i F vektorski prostori nad R, f : £ — F' linearno pre-
slikavanje (Definicija 1.4.6) 1 A C E, B C F konveksni skupovi, onda su konveksni i
skupovi f[A] C F'i f~'[B] C E.

Napomena 2.3.5. Presek proizvoljne familije konveksnih skupova je konveksan skup.
Dalje, ako je B C V/, onda postoji najmanji konveksan skup koji sadrzi skup B, to
je presek svih konveksnih skupova koji sadrze skup B. Taj skup zovemo konveksni
omotac skupa B. Obelezavamo ga sa conv(B). Element konveksnog omotaca skupa
B nazivamo konveksna kombinacija elemenata skupa B5.

Napomena 2.3.6. Ako je A konveksan skup, onda je na osnovu formule (2.1) uravnote-
Zeno jezgro skupa A konveksan skup.

Sledece dve propozicije navodimo bez dokaza. Dokazi se nalaze u [10].

Propozicija 2.3.7. Neka je V' vektorski prostor nad R i A C 'V konveksan skup. Ako
Suxy,...,x, € A(n € N) proizvoljni elementi skupa A i ako su skalari A1, ..., \, € R

takvi da je \; > 0, 1 §z’§niZ)\i: 1, ondavazvidajeZ)\ixiEA.

i=1 =1

Propozicija 2.3.8. Neka je V' vektorski prostor nad R i {A; : i € I} familija kon-
veksnih podskupova vektorskog prostora V. Tada je konveksni omotac skupa U A;

iel
skup C' svih linearnih kombinacija Z A\ix;, gde je x; € A, N\ > 0, za svako i € 1,
iel
Z Ai = 1 i samo konacno mnogo skalara \; # 0.

i€l
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Posledica 2.3.9. Neka je V' vektorski prostor nad R i A C V. Konveksni omotac skupa
A je skup

conv(A):{Z)\ixi:neN,xieA, ANi>0,1<i<ni Z/\izl}.

i=1 i=1

Dokaz posledice sledi na osnovu prethodne propozicije, jer je zaa € A C V skup
{a} C V konveksani A = U {a}.

a€A

2.3.2 Konveksnost u topolosko-vektorskim prostorima

Propozicija 2.3.10. U topolosko-vektorskom prostoru (X, ) zatvorenje A konveksnog
skupa A C X je konveksan skup.

Dokaz. Neka x,y € A ineka su skalari o, f > 0 takvi da je o + = 1. Neka je W
okolina tacke ax + fBy. Kako je (u,v) — au + Sv neprekidno preslikavanje, sledi da
postoje okolina U tacke x i okolina V' tacke y, takve da je aU + 8V C W. Vazi da je
UNA#£DPiVNA#D Akojeze UNAiwe VN A ondajeaz+ fweWNA,
pa je dokazano da je ax + By € A. Dakle, skup A je konveksan, §to je i trebalo
dokazati. O]

Definicija 2.3.11. Topolosko-vektorski prostor (X,7) je lokalno konveksan ako i

samo ako svaka tacka tog prostora ima bazu okolina ciji je svaki element konveksan
skup.

Lokalno konveksan topolosko-vektorski prostor zovemo lokalno konveksan prostor.
Za topologiju lokalno konveksnog prostora kaZzemo da je lokalno konveksna. Kako
je topologija topolosko-vektorskog prostora odredena bazom okolina nule, topolosko-
vektorski prostor je lokalno konveksan ako nula ima bazu konveksnih okolina.

Ako kolekcija S podskupova vektorskog prostora X zadovoljava uslove Propozicije
2.2.16 i pritom je svaki skup S € S konveksan, onda je topolosko-vektorski prostor
(X, 7) iz te propozicije lokalno konveksan prostor.

Primer 2.3.12. Normiran prostor (E, || - ||) je lokalno konveksan prostor. Skupovi Vi
i Vp iz Primera 2.2.18 i 2.2.19 su konveksni, pa su date topologije na prostorima C(§2)
i D(K) lokalno konveksne.

Sledi primer topoloSko-vektorskog prostora koji nije lokalno konveksan.

Primer 2.3.13. (Topolosko-vektorski prostor koji nije lokalno konveksan)
Posmatramo realan vektorski prostor C([0, 1)), neprekidnih funkcija f : [0,1] — R.
Za sve e, € Rtakve dajec > 0i0 < ¢ < 1 definisemo skup V.5 C C([0,1]) na
sledeéi nacin:

f € V.5 ako i samo ako je

lf(t)] < e zasvakot € [0,1]\ A,

[e.9]

za neki skup A = U(ai, Bi) C [0, 1], takav da je Z(ﬁz —a;) < 0.

i=1 i=1
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DokaZimo da je kolekcija skupova V. ; filter baza na C ([0, 1]) Posmatrana kolekcija
je neprazna. Funkcija f = 0 data sa f(t) = 0, za sve t € [0,1], je element skupa
Ves za svako € > 0, 0 < 0 < 1, pa prazan skup nije element kolekcije. Prema tome,
zadovoljen je uslov (FBI) iz Definicije 2.1.4. Ako su Vz 5 i Von 51 elementi kolekcije,
onda za e =min{e’,¢"} i 6 =min{¢’, 0"} vazidaje V.5 C Vo 5 N\Vor 50, pa je ispunjen
i uslov (FB2).

Dokazimo i da su za kolekciju skupova Vs zadovoljeni uslovi (NO1)—(NO3) iz Teo-
reme 2.2.15.

(NOI) Nekajee >0,0<d<1if € C([O, 1]) Kako je f realna neprekidna funkcija
nad kompaktnim prostorom [0, 1] ona dostize minimalnu i maksimalnu vrednost (Teo-
rema 1.2.45). Zbog toga postoji broj M > 0 takav da je | f(t)| < M, za sve t € [0, 1].

Neka je ¢ > i 0 < § < 1. Tada vaZi da je )%f(t)‘ < ¢ zasvet € [0,1]. Dalje,

za svako \ € R,

5 5
< — 4 < |— <
A < A vad IAf(E)] < ’Mf(t)} < ¢ zasvet € [0,1]. Dakle,

za proizvoljan skup A C [0,1] i svako A € R, |\ < % vaZi da je |\f(t)] < ¢, za

svet € [0,1] \ A. Prema tome, za sve A € R,

apsorbujuci skup.

£
Al < i vazi \f € V.5, paje Vs

(NO2) Nekajee > 0i0 < ¢ < 1. Akoje f € V.5, onda postoji skup A = U<O‘75’ Bi) C

=1
o)

[0, 1] takav da je Z(/Bz —a;) < divaZi |f(t)| < e zasvakot € [0,1] \ A. Tada je

=1
IAf(t)| < e, za svako X € R,
skup.
(NO3) Za svako e > 010 < 0 < lvalidaje Ve s+ V: 5 C V.5, pa je zadovoljen i
uslov (NO3).
Prema Teoremi 2.2.15 postoji jedinstvena topologija T, takva da je (C ([O, 1]) , 7') TVP
u kome je kolekcija skupova V, s baza okolina nule.
PokaZimo da dobijena topologija T nije lokalno konveksna. Dovoljno je da pokaZe-
mo da skup U C C([O, 1]) takav da je Vo C U C V.5, za neke e, > 0 i
9,0 € (0, 1), ne moZe biti konveksan. U tom slucaju sledi da u (X, ) ne postoji baza
konveksnih okolina nule (pogledati Primer 2.1.8). Pretpostavimo da je € > & > 0,

1
0<5'<5<EiVag(yCUCVE,g.NekasuIi:(ozi,ﬂi)C[0,1],1§i§n,n€N,

medusobno disjunktni otvoreni intervali, takvi da za sve 1 < i < nvazi B; — a; = ¢’
n !

i Z(@ — ;) > 20. Za svako i oznaZimo sa J; interval duZine 3 u sredini intervala

Al <1lisvakot € [0,1]\ A. Dakle, V. s je uravnoteZen

i=1
I;. Neka je f; € C([0,1]) (0 < i < n) nenegativna funkcija, takva da je f;(t) = 0 za
te[0,1]\ L i fi(t) > nezat € J,. Kakoje B; — o; = 0, sledida je f; € Voo gy C U,

1
za 0 < ¢ < n. Medutim , pokazacemo da 5 —fi & Ves.
n
i=1

n 1 o
Pretpostavimo suprotno, da je E —fi € Vis. Tada postoji skup O = U(%,&) C
n
i=1 i=1

31



< ¢, za svako

[0, 1] takav da je Z(%,fi) < 0 Z%fz(t) = '(Z %fz) (t)

B — o o'
€ [0,1] \ O. Znamo da je Z P 5 i no > 0, odakle sledi da postoji t' €

(U Ji> \ O. Tada t' € Jy za neko 0 < i < n. Dalje vaZi fy(t') > ne, pa je

i=1

— Z %fi(t’) + %fi/(t’) > %na =¢€.

it

Z %fi(t/)

Kako t' ¢ O, dolazimo do kontradikcije, pa sledi da Z —fi & Ves. Stoga Z —fi ¢

U, pa prema Propoziciji 2.3.7 skup U nije konveksan

Slede tvrdenja i primeri vezani za bazu okolina nule lokalno konveksnog prostora.

Propozicija 2.3.14. U lokalno konveksnom prostoru postoji baza okolina nule takva
da je svaki njen element uravnoteZen, zatvoren i konveksan skup.

Dokaz. Neka je W proizvoljna okolina nule. Prema Propoziciji 2.2.21 W sadrzi
zatvorenu okolinu nule V. Kako postoji baza konveksnih okolina nule, svaka okolina
nule sadrzi konveksnu okolinu nule, pa i okolina V' sadrZi konveksnu okolinu nule U.
Skup V je zatvoren, pa vazi U C V. Kona¢no, uravnotezeno jezgro skupa U je okolina
nule, uravnotezen, zatvoren i konveksan skup (pogledati Lemu 2.2.14 i Napomene
2.2.1312.3.6). Dakle, svaka okolina nule lokalno konveksnog prostora sadrzi okolinu
nule koja je uravnoteZen, zatvoren i konveksan skup. [

Propozicija 2.3.15. Neka je X vektorski prostor nad R iV C P(X) filter baza na X,
Ciji je svaki element apsorbujudi, uravnoteZen i konveksan skup. Neka je N = {\V :
A > 01V € V}. Tada postoji jedinstvena topologija T na X takva da je (X, 1) lokalno
konveksan prostor, u kojem je kolekcija N baza okolina nule.

Dokaz. Neka V,U € V ineka su skalari o, 8 > 0 takvi da je oV, BU € N. Kolekcija
V je filter baza, pa postoji skup 7' € V takav da je 7' C V N U. Bez umanjenja opStosti
moZemo da pretpostavimo da je § > «. Tada je % < 1. Skup SU je uravnoteZen,

pa vazi aU = %(6U) C fU. Tadaje oT C a(VNU) C aVNnalU C oV NpU,

pa zakljuCujemo da za kolekciju N vaZi uslov (FB2) iz Definicije 2.1.4. Kolekcija
N je nepraznai @ ¢ N, te je N filter baza. Elementi kolekcije A su apsorbujudi i
uravnoteZeni skupovi, pa su ispunjeni uslovi (NO1) i (NO2). Svaki skup W € N je

1 1
konveksan, pa vaZzi §W + §W C W, §to znaci da je zadovoljen i uslov (NO3). Dakle,

ispunjeni su svi uslovi iz Teoreme 2.2.15 i pritom je svaki skup W € N konveksan, pa
je propozicija dokazana. [

Primer 2.3.16. Podskupovi Vi = Vi prostora C(XY), iz Primera 2.2.18, zadovo-
ljavaju uslove Propozicije 2.3.15. Vaii V. = Vi, odakle takode vidimo da je
kolekcija skupova Vi . baza okolina nule za dobijenu lokalno konveksnu topologiju
na prostoru C(S2).
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Propozicija 2.3.17. Neka je X vektorski prostor nad R i S C P(X) kolekcija Ciji je
svaki element apsorbujudi, uravnoteZen i konveksan skup. Neka je N kolekcija svih
konacnih preseka skupova oblika \V, gde je A > 01V € S. Tada postoji jedinstvena
topologija T na X, takva da je (X, 7) lokalno konveksan prostor u kojem je N baza
okolina nule.

Dokaz. Svaki skup oblika AV (A > 0, V' € S) je apsorbujudi, uravnotezen i konvek-
san, pa su i elementi kolekcije A apsorbujuéi, uravnoteZeni i konveksni skupovi. Na
osnovu dokaza Propozicije 2.2.16 znamo da je N filter baza. Ako je V € N, onda je
i\V e N, zasve A > 0. Dakle, vazidaje NN = {A\V : A > 01V € N}. Stoga je
propozicija dokazana na osnovu Propozicije 2.3.15. O]

Propozicija 2.3.18. Neka je X vektorski prostor nad R i S C P(X) kolekcija Ciji
je svaki element apsorbujuci, uravnotezen i konveksan skup. Neka je G kolekcija svih
konacnih preseka elemenata kolekcije S i M kolekcija svih skupova oblika \V', gde je
A>0iV € G. Tada je M baza okolina nule u prostoru (X, 1) iz Propozicije 2.3.17.

Dokaz. Neka je V proizvoljan element kolekcije N iz prethodne propozicije. Tada je
V=xVinXVn---\V,,zaneke \; >01V; € §,1 <17 <n,n € N. Ako je

. . ) Lo A ..
A=min{)\; : 1 <i<n},ondazal <i<nvazi X < 1, pa kako su V; uravnoteZeni

skupovi, sledi da je A ﬂ Vi | € \V;, zasvako 1 < ¢ < n. Dakle, za proizvoljan

i=1
skup V' baze okolina nule AN postoji skup U € M takav daje U C V. Stoga je u
lokalno koveksnom prostoru (X, 7) kolekcija M baza okolina nule. O

Primer 2.3.19. PodskupoviV,, = V,, 1 prostora D(K), iz Primera 2.2.19, su apsorbujuci,
uravnoteZeni i konveksni. Kako vazi V), . = €V), na osnovu Propozicije 2.3.17 ponovo
dolazimo do zakljucka da kolekcija svih konacnih preseka skupova V), . ¢ini bazu okolina
nule date lokalno konveksne topologije na prostoru D(K).

2.3.3 Lokalno konveksan prostor definisan familijom
semi-normi

Definicija 2.3.20. Neka je X vektorski prostor nad K. Semi-norma na X je preslika-
vanje ¢ : X — [0, 00) koje zadovoljava sledece uslove:

(S1) q(Ax) = |Mg(x),zasve A € Kisver € X;
(S2) q(z+1vy) < q(z) +q(y),zasve v,y € X.

Napomena 2.3.21. 1z uslova (S1) sledi da je ¢(0) = 0. Ako, obratno, ¢(z) = 0 impli-
cira da je x = 0, onda je preslikavanje ¢ norma.

Lema 2.3.22. Neka je X realan vektorski prostor i preslikavanje q : X — [0, 00)
semi-norma na X. Tada je skup V = {x € X : q(x) < 1} apsorbujudi, uravnotezen i
konveksan.
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Dokaz. Neka je z € X. Ako je g(z) = a # 0, onda sledi da je g(a™'z) = 11 za
AeR, A <aljeq(hr) <1,pazal) < a!vazi Az € V. Ovim smo dokazali
da je V apsorbujuci skup. Akojex € Vil € R, || < 1,ondaje qg(\zr) < q(z) <1,
pa Az € V, te smo dokazali da je V' uravnotezen skup. Dokazimo i da je konveksan.
Neka z,y € V i neka su skalari o, 5 > 0 takvi da je o + 3 = 1. Tada je

qglax + fy) < aq(z) + fqly) <a+ =1,
pa sledi da je ax + Sy € V. O
Dokazima Propozicije 2.3.17 i Leme 2.3.22 dokazali samo i narednu teoremu.

Teorema 2.3.23. (Lokalno konveksna topologija definisana familijom semi-normi)
Neka je {q; : i € I} familija semi-normi na realnom vektorskom prostoru X i § =
{(Vic X:iel}, gdejeV;={x € X :q(x) <1}, i € I. Neka je N kolekcija svih
konacnih preseka skupova oblika €V, gde jec > 01V € S. Tada postoji jedinstvena
topologija T na X takva da je (X, 1) lokalno konveksan prostor u kojem je N' baza
okolina nule. Za tu lokalno konveksnu topologiju T kaZemo da je definisana familijom
semi-normi (q;);c;.

Napomena 2.3.24. (Baza okolina nule u lokalno konveksnoj topologiji koja je defini-
sana familijom semi-normi)
Ako oznatimo V;. = eV; = {z € X : ¢;(x) < ¢}, onda su skupovi baze okolina nule
oblika

Vitoineren =12 € X 1 ¢, (z) < e, zasvako 1 < k < n},

gdejen € N, {iy, ..., 4, } konacan podskup skupa I i, > 0 zasve 1 < k < n. Takode,
na osnovu Propozicije 2.3.18 sledi da bazu okolina nule u istom lokalno konveksnom
prostoru ¢ine i1 skupovi oblika

Vitoine ={r € X 1 q;, () < e, zasvako 1 <k < n}, (2.2)

gdejen € N, {4y, ...,1,} C I konacan skupie > 0.

Navodimo primere lokalno konveksnih prostora definisanih na prethodno opisan
nacin, pomocu neke familije semi-normi.

Primer 2.3.25. Na prostoru C(S) iz Primera 2.2.18 za svaki kompaktan skup K C Q
definisemo semi-normu

qx (f) = max|f(z)], feC(Q).

zeK

Topologija definisana pomocu ove familije semi-normi je ista topologija koja je pred-
stavljena u Primeru 2.2.18, jer je Vi = {f € C(Q) : qx(f) < 1}.

Primer 2.3.26. Neka je 2 C R™ otvoren skup i m € N. Sa £™(2) oznacavamo realan
vektorski prostor svih funkcija f : Q@ — R takvih da za sve p € N{, |p| < m postoje
neprekidni parcijalni izvodi 0P f. Za svaki kompaktan skup K C € i svaki multi-indeks
p € Ny, |p| < m definiSemo semi-normu 4K p» Na sledeci nacin:

Grp(f) = max |0 f(z)], feE™(Q).
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Familija semi-normi (qk,) definise lokalno konveksnu topologiju na prostoru £™(£2).
Zam = 0je E™(Q) = C(Q), pa dobijamo lokalno konveksan prostor iz prethodnog
primera.

Primer 2.3.27. Ako je Q) C R" otvoren skup, sa £(S2) (ili £°(2)) oznacavamo realan
vektorski prostor svih glatkih fukcija f : Q — R. Familija semi-normi (qr ;) defi-
nisanih u prethodnom primeru, gde je K C () kompaktan skup i p € Ny, definise
lokalno konveksnu topologiju na E(€2).

Primer 2.3.28. Neka je K C R" kompaktan skup i m € N. Sa D" (K) ozna¢avamo
realan vektorski prostor svih funkcija f : R" — R, takvih da postoje neprekidni par-
cijalni izvodi O f za p € Ni, |p| < midaje suppf C K. Za svako p € Njj, [p| < m
definisemo semi-normu

B(f) = max | f (@), f € D"(K). 3)
Prostor D™ (K) je snabdeven lokalno konveksnom topologijom definisanom familijom
semi-normi ().

Zam = 0je D°(K) = K(K) i topologija na K(K) je definisana normom qy, qo(f) =
max |f(2)], [ € K(K).

Primer 2.3.29. Topologija na prostoru D(K) iz Primera 2.2.19 je definisana familijom
semi-normi (qy), koje su definisane sa (2.3), za sve p € Ny. Za skup V, iz Primera
2219vaZiVy,={f € D(K) : q,(f) <1}

Primer 2.3.30. Za m € N sa 8™ oznacavamo realan vektorski prostor svih funkcija

f: R™ — R, takvih da postoje neprekidni parcijalni izvodi 07 f za sve p € N{, |p| < m
idavaZi: za svako k € N, p € Njj, |p| < mie > 0 postoji p > 0, tako da je
(L +[a) 0" f(2)| < e, zala| > p.
Na prostoru 8™ je familijom semi-normi (q;.,,), k € N, |p| < m,
Grp(f) = max|(1+ [2[*)"0" f(z)], feS™ 24)

defiinsana lokalno konveksna topologija.

Napomena 2.3.31. Neka je f : R" — R. Funkcija f je brzo opadajuca ako vazi: za
svako k € Nisvako € > 0 postoji p > 0, tako da je

(1 + |2) f )] e, za|z] > p.
Prema tome, funkcija f € S™ je brzo opadajuca, kao i parcijalni izvodi 07 f, |p| < m.

Primer 2.3.32. Sa S obeleZavamo realan vektorski prostor svih glatkih funkcija
[ R* = R, koje su brzo opadajuce zajedno sa svim svojim parcijalnim izvodima.
Familija semi-normi (qx,), k € N, p € Ny definisanih sa (2.4) odreduje lokalno kon-
veksnu topologiju na 5.
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Primer 2.3.33. Neka je Oy realan vektorski prostor svih glatkih funkcija f : R — R,
takvih da je za svako ¢ € S8® i p € NYI funkcija pOPf : R" — R ograni¢ena’. Za
funkcije prostora Oy, kao i njihove parcijalne izvode, kaZemo da su sporo rastuce.
Lokalno konveksna topologija na ovom prostoru je definisana familijom semi-normi
(qw,p>’ peS8% peN,

Gop(f) = sup |p(z)f(z)], f € Om.

z€R™

U nastavku ¢emo pokazati da je lokalno konveksna topologija svakog lokalno kon-
veksnog prostora definisana odredenom familijom seminormi. Preciznije, vaZi naredna
teorema.

Teorema 2.3.34. Neka je (X, 7) lokalno konveksan prostor. Tada postoji familija semi-
normi na prostoru X, takva da je topologija T upravo topologija definisana tom famili-
jom semi-normi.

Da bismo dokazali ovu teoremu bice nam potrebna definicija funkcionele Minkov-
skog 1 nekoliko pomo¢nih tvrdenja.

Definicija 2.3.35. Neka je X realan vektorski prostor i A C X apsorbujuéi skup.
Funkcionela Minkovskog 114 : X — [0, c0) skupa A je definisana na sledeci nacin:

pa(z) =inf{\ > 0:2z € \A}, z € X.

Napomena 2.3.36. Skup A je apsorbujuéi, pa za svako x € X postoji skalar A > 0
takav da je x € MA. Dakle, za svako = € X skup {A > 0 : x € AA} je neprazan.
Stoga je funkcionela Minkovskog 114 dobro definisano preslikavanje.

Lema 2.3.37. Za \ > 0 vaZi pa(Ax) = Apua(z).

Dokaz. Prema definiciji je

pLA()\x):inf{p>01)\:CEpA}:inf{p>O:$€§A}.

Neka je t = § Tada je
pa(Az) =inf{\t > 0: 2 € tA} = Ainf{t > 0: 2 € tA} = Aua(x).

O

Ako je, dodatno, skup A konveksan i uravnotezen, funkcionela Minkovskog skupa
A ima dodatne osobine, $to dokazujemo u lemi koja sledi.

Lema 2.3.38. Neka je X realan vektorski prostori A C X apsorbujuci, uravnoteZen i
konveksan skup. Funkcionela Minkovskog (14 skupa A ima sledece osobine:

(i) pa(Ax) = |Apa(x), za svako X € R i svako x € X;

Funkcija f : R™ — R je ograni¢ena ako i samo ako postoji broj M > 0 takav da je | f(z)| < M,
zasve x € R™.
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(ii) pa(x +y) < pa(x) + paly), zasve z,y € X.

Dokaz. (i) Skup A je uravnotezen,paza A > 0i~vy € R,
AA. Na osnovu toga imamo da za x € X vazi

v| = 1 vazidaje y(A\A) =

|7|pa(z) =inf{A > 0: 2 € AA} =inf{\ > 0: vz € AA} = pa(yx).
A
Sadaza A e R, A #£0,\ = |)\|W vazi

palve) = e (3 Al ) = (Al

Dalje, na osnovu prethodne leme moZzemo da zaklju¢imo da je pa(Ax) = |A|pa(x).
Zad=0ixz € X je pua(Ax) = pa(0) =0 =0pa(x).

(ii) Nekaje A > 0i~y > 0. Vazidaje (A +v)A C AA + vA. Kako je A konveksan
skup vazi i

A g
A+ ACA,
A+ A+

paje M + A C (A + 7v)A. Dakle, za konveksan skup A je NA + vA = (A + ) A.
Neka z,y € X. Neka je pa(x) = &1 pa(y) = n. Tada za svako € > 0 postoje p > 0
ioc>0,takodajeé < p<é+e,n<o<n+ex € pAiy € cA. Tadaje
x4y € pA+cA = (p+ o)A, odakle sledi da je pa(z + y) < € +n + 2. Kako
je € proizvoljno, imamo da je pua(z +vy) < & +1n = pa(z) + pa(y), $to je i trebalo
dokazati. [

Dokazom Leme 2.3.38 dokazali smo i sledecu propoziciju.

Propozicija 2.3.39. Neka je X realan vektorski prostor. Funkcionela Minkovskog |14 :
X — [0,00) skupa A je semi-norma na X.

Lema 2.3.40. Neka je (X, 7) TVPi A C X apsorbujuci, uravnoteZen i konveksan skup.
Skup A je okolina nule ako i samo ako je funkcionela Minkovskog s : X — [0, 00)
skupa A neprekidno preslikavanje.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je skup A okolina nule. Na osnovu osobine (ii) funkcio-
nele Minkovskog iz Leme 2.3.38 znamo da za x,y € X vaZi da je

pa() = pa(r +y—y) < palr —y) + pay) i paly) < palr —y) + pa(w),

pa je dalje
la(x) — pa(y)| < palz —y).

Neka je dato € > 012 € X proizvoljna tatka. Dokazujemo da je 14 neprekidno
u tacki z. TraZzimo okolinu tacke x, takvu da za sve tacke y te okoline vazi da je
\pa(z) — pa(y)| <e. Akoy € x + €A, onda je y = = + €a, zaneko a € A, pa je

a(y) = pa(@)] < pa(r +ea —x) = pa(ea) <e,

odakle sledi da je x + € A traZena okolina tacke x.
(<) Obratno, pretpostavimo da je p4 neprekidno preslikavanje. Tada mozemo da
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zaklju¢imo da je skup {z € X : pa(z) < 1} = p;'[[0,1)] otvoren. Znamo da je
ua(0) =0idaza0 < p < 1vazidaje pA C A, jer je A uravnotezen skup. Sada
imamo

0e{re X :pualr) <1} CA,

pa sledi da je A okolina nule. ]

Lema 2.3.41. Neka je (X, 7) TVP, V C X okolina nule koja je uravnoteZen i konvek-
san skup i jy funkcionela Minkovskog skupa V. Tada je

V={reX:ur)<1}.

Dokaz. Neprekidnost preslikavanja py, dokazana u prethodnoj lemi, implicira zatvo-
renost skupa {x € X : py(z) < 1}. Vazidaje V C {x € X : uy(x) < 1}, pa sledi
dajeV C {z € X : py(z) < 1}. Dokazimoidaje {x € X : py(x) <1} C V.
Neka je x € X, uy(z) < 11 W proizvoljna okolina tatke z. Za 0 < p < 1 vazi
pa(px) < 1, odakle sledi da za svako 0 < p < 1 vazi pxr € V. Vazi uslov (72) iz
Definicije 2.2.11 1 - x = x, pa postoji broj e > Otakavdajel —e > 0ipzr € W za
svakol —e < p<1l+e Tadajepr € VNW,zasvako 1l — e < p < 1, pa moZemo
da zaklju¢imo daje x € V. [

Sada mozemo da dokaZzemo Teoremu 2.3.34.

Dokaz. (Teorema 2.3.34) Posmatrajmo sada lokalno konveksan prostor (X, 7). Neka
je U(0) familija svih okolina nule. Prema Propoziciji 2.3.14 postoji baza okolina nule

¢iji je svaki element uravnoteZen, zatvoren i konveksan skup. Stoga je i kolekcija
B= {V € U(0) : V je uravnoteZen, zatvoren i konveksan skup}

baza okolina nule. B
Prema Propoziciji 2.3.39 1 Lemi 2.3.40 funkcionela Minkovskog svakog skupa V' € B
je neprekidna semi-norma na X. Na osnovu toga je skup {z € X : uy(x) < 1}
zatvoren. Dalje, prema Lemi 2.3.41,za V' € B vazi

V={zeX:puy(r) <1}

Postoji jedinstvena lokalno konveksna topologija na X, takva da kolekcija N svih
konacnih preseka skupova oblika eV (V' € B, ¢ > 0) Cini bazu okolina nule, to je
topologija definisana familijom semi-normi {xy : V' € B} (Teorema 2.3.23). Kolek-
cija NV sadrzi sve elemente kolekcije BB c N), pa je baza okolina nule u lokalno
konveksnom prostoru (X, 7). Prema tome, lokalno konveksna topologija definisana
familijom semi-normi {py : V € g} je upravo topologija 7. Time smo dokazali da je
svaka lokalno konveksna topologija definisana nekom familijom semi-normi. ]

Preciznije, svaka lokalno konveksna topologija je definisana familijom svih semi-
normi koje su neprekidne za tu lokalno konveksnu topologiju. Da bismo to dokazali,
prvo dokazujemo pomo¢no tvrdenje.

Lema 2.3.42. Neka je X realan vektorski prostoriq : X — [0, 00) semi-norma na X.
Tada je q funkcionela Minkovskog svakog skupa A C X takvog da vaZi

{reX:qx)<l}cAC{re X q(x) <1}
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Dokaz. Nekaje z € X ig(x) = C # 0. Tada za proizvoljno o > C vazi

1 C 1
—q(z) = — <1, paje ¢(—=z) <1.
o o a

1
Sledidaje —x € {x € X : q(x) < 1} C A, paz € aA. Dakle, z € aA za svako
«

a > C. Sada moZemo da zaklju¢imo da je pu(x) < C. Dokazimo da je pa(x) = C.
Pretpostavimo da je p4(x) < C'. Neka je

pa(z)=inf{\>0:2€ XA} =01 B <C.

Tada postoji v > 0,takodaje f < v < Cixz € yA, paje v = va, zaneko a € A.
Kako je A C {z € X : ¢(x) < 1}, sledida je ¢(z) = q(ya) = vq(a) < v < C. Dosli
smo do kontradikcije, jer je ¢(x) = C. ZakljuCujemo da je q(z) = C' = pa(z), za sve
x € X zakoje je g(x) # 0.

Neka je sada z € X i ¢(z) = 0. Tada je x € A\A za svako A > 0, pajei pa(z) = 0.
Dakle, vazi da je q(x) = pa(z) zasve z € X. O

Sada moZemo da dokaZemo da je lokalno konveksna topologija generisana famili-
jom svih neprekidnih semi-normi za tu lokalno konveksnu topologiju. To ¢inimo doka-
zom sledece leme.

Lema 2.3.43. Neka je (X, T) lokalno konveksan prostori q : X — [0, 00) neprekidna
semi-norma na X. Neka je U(0) familija svih okolina nule i

B = {U € U(0) : U je uravnotezen, zatvoren i konveksan skup.

Tada postoji skup V' € B takav da je q(x) = py(x), za sve v € X, gde je py
funkcionela Minkovskog skupa V.

Dokaz. DokazaéemodajeV = {x € X : ¢(x) < 1} traZeni skup. Zbog neprekidnosti
semi-norme ¢ skup {x € X : ¢(z) < 1} je otvoren, a skup V' je zatvoren. Znamo da
je q(0) = 0. Dakle, 0 € {x € X : q(z) < 1} C V, pa sledi da je V' okolina nule.
Prema Lemi 2.3.22 V' je apsorbujuci, uravnoteZen i konveksan skup. Zakljucujemo da
je V € B. Na osnovu Leme 2.3.42 sledi da je ¢(z) = py(x), zasve z € X, pa je lema
dokazana. [l

Napomena 2.3.44. Neka je (X, 7) lokalno konveksan prostor. Prema Lemi 2.3.43
familija semi-normi {xy : V € B} je upravo familija svih neprekidnih semi-normi
za lokalno konveksnu topologiju 7.

Neka je {¢; : 1 <i <n}, n € Nkonacna familija semi-normi na realnom vektorskom
prostoru X. Tada je funkcija ¢ = max ¢;, data sa

q(z) = max ¢;(z), = € X,

1<i<n

takode semi-norma na X . Vazi

{reX:q <s}—ﬂ{xeX G(x) <e}={reX:qx)<e 1<i<n,
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Definicija 2.3.45. Neka je X realan vektorski prostor. Familija Q semi-normi na X je
zasicena ako i samo ako za svaku familiju {¢; : 1 < i < n} C Q,n € N vazi da je
maxq; € Q.

Napomena 2.3.46. Ako je X TVP i ako su ¢, 1 < 7 < n, n € N neprekidne
semi-norme na X, onda je neprekidna i semi-norma g. Svaka lokalno konveksna
topologija moZe biti definisana zasi¢enom familijom semi-normi (na primer familijom
svih neprekidnih semi-normi za tu lokalno konveksnu topologiju).

Dve familije semi-normi na realnom vektorskom prostoru X su ekvivalentne ako i
samo ako definiSu istu lokalno konveksnu topologiju na X.

Ako je {¢; : i € I} familija semi-normi na realnom vektorskom prostoru X, onda je
familija { max gi, : € 1,1 <k<nmnc N} njoj ekvivalentna zasicena familija

semi-normi na X.

Naredna propozicija daje potreban i dovoljan uslov da lokalno konveksan prostor
bude Hauzdorfov.

Propozicija 2.3.47. Neka je topologija T lokalno konveksnog prostora (X, 1) defini-
sana familijom seminormi (q;);c;. Prostor (X, 1) je Hauzdorfov ako i samo ako za
svako x € X, x # 0 postoji i € I, tako da je q;(x) # 0.

Dokaz. (=) Neka je prostor Hauzdorfov i € X, z # 0. Prema Propoziciji 2.2.20
postoji okolina nule W takva da x ¢ W. Na osnovu Napomene 2.3.24 okolina W
sadrZi neki skup oblika

{ZL’Ethik((L')SE, 1§k§n}7

odakle sledi da za neko 1 < k < n vazi ¢;, (x) # 0.
(<)Nekajexr € X,x #0ig;(z) =e > 0zanekoi € I. Tadaje {x € X :qi(x) < %}
okolina nule koja ne sadrzi x. Sada, na osnovu Propozicije 2.2.20, sledi da je (X, 7)

Hauzdorfov prostor.
O

2.3.4 Neprekidna linearna preslikavanja

Predstavljamo nekoliko tvrdenja koja se odnose na neprekidna linearna preslikavanja
izmedu topolosko-vektorskih prostora (lokalno konveksnih prostora).

Propozicija 2.3.48. Neka su (X, 7x) i (Y, 7y) topolosko-vektorski prostori. Linearno
preslikavanje f : X — Y je neprekidno ako i samo ako je neprekidno u nuli.

Dokaz. Tmplikacija (=) je jasna.

(<) Neka je W proizvoljna okolina nule u prostoru (Y, 7y/) i @ € X proizvoljna tacka.
Na osnovu neprekidnosti u nuli postoji okolina nule V' u prostoru (X, 7y) takva da
je f[V] ¢ W. Dalje vazi da je fla + V]| C f(a) + W. Dakle, f je neprekidno
preslikavanje. O]
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Propozicija 2.3.49. Neka su (X, 7y )i (Y, 1) lokalno konveksni prostori, gde je topolo-
gija Tx definisana zasi¢enom familijom semi-normi (q;)cy i topologija T, definisana
familijom semi-normi (r\)er. Linearno preslikavanje f : X — Y je neprekidno ako
i samo ako za svako \ € L postoji iy € 1ibroj My > 0, tako da je

ra(f(x)) < Mg, (z), zasve x € X (2.5)

Posebno, ako je Y = R, linerna funkcionela f : X — R je neprekidno preslikavanje
ako i samo ako postoji i € 1 i broj M > 0, tako da je

|f(z)] < Mg;(x), za sve x € X.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je linearno preslikavanje f neprekidno. Neka je A € L
i{y € Y :r\(z) < 1} okolina nule u prostoru (Y, 7). Kako je familija semi-normi
(gi)ier zasiCena, sledi da postoje i € I iy > 0, tako da je

fleeX tq(x) <y} c{y eV in(y) <1},
to jest g;(z) < v implicira da je 75 (f(z)) < 1. DokaZimo da vaZi da je

ra(f(z)) < %qi(x), zasve v € X. (2.6)

Neka je z € Ei ¢;(x) = 0. Tada za svako u > 0 vazi da je ¢;(ux) = 0 < 7, pa je
purxa(f(xz)) < 1 zasvako p > 0, odakle sledi da je r\(f(z)) = 0. Dakle, za x € E,
¢:(z) = 0 vazi (2.6).

Neka je x € F,i¢q;(z) # 0. Tada je ¢; (%) = 7, odakle sledi da je
qi\T

() -
1

paiu ovom slucaju vazi (2.6). Dakle, traZeni i) i M) suiy =11 M) = —.

(<) Pretpostavimo da za svako A € L postoje iy € i M, > 0, takofyda vazi (2.5).
Prema Propoziciji 2.3.48 je dovoljno da dokazemo da je preslikavanje f neprekidno
u nuli. Neka je W proizvoljna okolina nule u prostoru (Y, 7). Tada je na osnovu
Napomene 2.3.24

{yeY:r(y) <e, 1<k<n}CW,

za neki konacan skup {\, ..., \,} C L, n € Nineko e > 0. Prema (2.5) za svako A,
1 <k <npostoje iy, € IiM,, >0, tako daje

™ (f(2)) < M’\kq% (x), zasve z € X.

Tada za okolinunule V- = ¢z € X : ¢q;, () < Aj}\ , 1<k< n} vazidaje f[V] C
k
W. Dakle, f je neprekidno preslikavanje. [
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Propozicija 2.3.50. Neka je (X, 7) lokalno konveksan prostor, M zatvoren potprostor
prostora X i z € X \ M. Tada postoji neprekidna linearna forma f na X takva da je
f(z)=1if(z) =0zasvex € M.

Za dokaz ove propozicije upucujemo na knjigu [10].

Definicija 2.3.51. Neka su (X, 7y) i (Y, 7y ) topolosko-vektorski prostori. Preslika-
vanje f : X — Y je izomorfizam ako i samo ako je f linearno preslikavanje i home-
omorfizam topoloskih prostora (X, 7) i (Y, 7y).

42



Poglavlje 3

Slabe topologije

Nakon $to smo u prethodnom poglavlju izlozili osnove teorije lokalno konveksnih
prostora, u ovom poglavlju se bavimo posebnim tipom lokalno konveksnih topologija
- slabim topologijama. Za viSe detalja o sadrzajima ovog poglavlja i dodatne pojmove
i tvrdenja vezana za slabe topologije preporucujemo [3], [5], [10]1 [14].

3.1 Uparivanje prostora

U prvom odeljku uvodimo pojam uparenih vektorskih prostora u odnosu na datu bi-
linearnu formu. Slabe topologije definiSemo kao lokalno konveksne topologije defini-
sane uparivanjem dva prostora. Za viSe detalja o sadrzaju ovog odeljka preporuujemo

[10].

Definicija 3.1.1. Neka su X i Y vektorski prostori nad istim poljem K. Preslikavanje
B : X xY — K se naziva bilinearna forma ako i samo ako je za svako r € X
preslikavanje y +— B(x,y) linearna forma (Definicija 1.4.6) na Y i za svakoy € Y
preslikavanje x — B(x,y) linearna forma na X.

Definicija 3.1.2. Neka su X i Y vektorski prostori nad istim poljem K. Ako je B :
X XY — K bilinearna forma, onda kazemo da su prostori X i Y upareni u odnosu
na bilinearnu formu B.

Bilinearna forma B razdvaja tacke prostora X ako i samo ako za svako z € X,
x # 0 postoji y € Y, tako da je B(x,y) # 0.

Bilinearna forma B razdvaja tacke prostora Y ako i samo ako zasvakoy € Y,y # 0
postoji = € X, tako da je B(x,y) # 0.

Primer 3.1.3. Neka je X vektorski prostor nad K i L(X) vektorski prostor linearnih
formi na X. Preslikavanje B : X x L(X) — K definisano sa

Bz, ) = f(z), v € X, fe LX)

je bilinearna forma koju zovemo kanonicka bilinearna forma. Za kanonicku biline-
arnu formu B obeleZavamo

Bz, f) = (z, f) = (f,2).

Kanonicka bilinearna forma B razdvaja tacke prostora X i L(X).
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Primer 3.1.4. Neka je (X, 7) TVP. Sa X* oznacavamo skup svih neprekidnih linearnih
formi na X. Skup X* je potprostor vektorskog prostora L(X).

Preslikavanje (x, f) — (x,f), x € X, f € X", predstavlja restrikciju kanonicke
bilinearne forme na X x X i ono je bilinearna forma na X x X*, koju takode zovemo
kanonicka bilinearna forma.

Kanonicka bilinearna forma razdvaja tacke prostora X™.

Neka su X 1Y vektorski prostori nad poljem R, upareni u odnosu na bilinearnu formu
B:XxY =R

Zasvako y € Y je definisano preslikavanje ¢, : X — [0, 00),
qy(z) = |B(z,y)|, v € X.
Zasvex,xr1,T9 € X,y € Yisvea € Rvazi
qy(ax) = [Blax,y)| = |o||B(z, y)| = |alg,(z),

Gy(1 + m2) = [B(1 + 22, 9)| < [B(zy,y)| + |B(x2,y)| = qy(21) + qy(22).
Dakle, za svako y € Y preslikavanje ¢, je semi-norma na X. Sada moZemo da

definiSemo slabu topologiju na prostoru X.

Definicija 3.1.5. Neka su X i Y realni vektorski prostori, upareni u odnosu na biline-
arnu formu B : X x Y — R. Lokalno konveksna topologija na prostoru X, defini-
sana familijom semi-normi (g, ),cy, naziva se slaba topologija definisana uparivanjem
prostora X i Y u odnosu na bilinearnu formu B. Oznacavamo je sa o(X,Y).

Napomena 3.1.6. Baza okolina nule za slabu topologiju o (X, Y") je data skupovima
vrame =12 € X 0 |B(z,yx)| < e, zasvako 1 < k < n},

gdejen e N, {y,:1<k<n}CYie>0.
Napomena 3.1.7. Analogno se definiSe slaba topologija o (Y, X') na prostoru Y.
Propozicija 3.1.8. Neka su X i Y realni vektorski prostori upareni u odnosu na biline-

arnu formu B : X XY — R. Bilinearna forma B razdvaja tacke prostora X ako i
samo ako je prostor (X, 0(X,Y)) Hauzdorfov.

Dokaz. (=) Neka B razdvaja tacke prostora X i neka je v € X, x # 0. Tada po-
stoji y € Y, tako da je g,(z) = |B(x,y)| # 0. Prema Propoziciji 2.3.47 prostor
(X,0(X,Y)) je Hauzdorfov.

(<) Neka je x € X, x # 0. Prema Propoziciji 2.3.47 postoji y € Y, tako da je
|B(z,y)| = g,(z) # 0. Dakle, postoji y € Y, tako da je B(z,y) # 0, pa B razdvaja
taCke prostora X. [

Neka su X 1Y vektorski prostori nad poljem R, upareni u odnosu na bilinearnu formu
B:XxY —=R.

Zasvako y € Y preslikavanje y* : X — R,
y*(x) = B(z,y), v € X

je linearna forma na X.
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Lema 3.1.9. Neka su X i Y realni vektorski prostori, upareni u odnosu na biline-
arnu formu B : X xY — R. Za svako y € Y preslikavanje y* € L(X), y* :
(X,0(X,Y)) = R,

y*(z) = B(z,y), zasve v € X

Jje neprekidno.

Dokaz. Neka je y € Y proizvoljna tacka. Vazi da je
ly*(z)| = |B(x,y)| = ¢,(x), zasve z € X.
Primenom Propozicije 2.3.49 lema je dokazana. []

Tacno je 1 obratno tvrdenje. Svaka linearna forma na X koja je neprekidno pre-
slikavanje za topologiju o (X, Y") je oblika x — B(x,y), za neko y € Y. Da bismo to
dokazali prvo definiSemo pojam jezgra linearnog preslikavanja i dokazujemo pomoéno
tvrdenje.

Definicija 3.1.10. Neka su X i Y vektorski prostori nad istim poljem Ki f : X — Y
linearno preslikavanje. Jezgro linearnog preslikavanja f je skup

Ker(f) := /' [{0}] = {z € X : f(x) = 0}.

U napomenama navodimo ¢injenice o jezgru lineranog preslikavanja koje ¢emo
Kkoristiti.
Napomena 3.1.11. Jezgro linearnog preslikavanja f je potprostor vektorskog prostora
X.

Napomena 3.1.12. Ako preslikavanje f nije identi¢ki jednako nuli, onda postoji a €
X \ Ker(f). Tada za svaki element x € X postoje h, € Ker(f)i A, € K, tako da je
x = A\za + h,. Navedena reprezentacija je jedinstvena.

Lema 3.1.13. Neka je X vektorski prostor nad K i neka je {uy,...,u,}, n € N,
konacna familija linearnih formi na X. Ako je u : X — K linearna forma na X i
ako vazi

ﬂ Ker(uy) C Ker(u),
k=1
onda postoje skalari \;, € K, 1 < k < n, takvi da je

n
k=1

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom po n.
Za n = 1 bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je u; # 0. Tada postoji a €
X \ Ker(uy). Ako je u = 0, onda je u = 0 - u;. Pretpostavimo da je u # 0. Neka je
x € X proizvoljna tacka. Tada je © = h, + A\,a, zaneke h, € Ker(u;) i\, € K. Sledi
da je

w(z) = u(hy + Aza) = ou(a), ui(x) = Aui(a).
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Sada imamo da za svako x € X vazi

u(a)

. G . .
Pretpostavimo da lema vazi za n — 1 i dokazimo da vazi za n. Neka su uq, ..., u,,u
n

Prema tome, © = \juq, za \; =

linearne forme na X i ﬂ Ker(uy) C Ker(u). Bez umanjenja opstosti pretpostavimo

k=1
dajewup # 0,zasve 1 < k < n. Nekaje H, = Ker(uy), 1 < k < n. Vazi

n—1

ﬂ Ker(ug|m,) C Ker(ulg,). Kako je ﬂ Ker(ug|m,) = m Ker(uy|g, ), iz indukcij-
k=1 k=1 k=1
ske hipoteze sledi da postoje skalari Ay, ..., \,,_; takvi da je

n—1
u(z) — Z Meug(z) =0, zasve x € Hy,.
k=1

n—1
Sada imamo da je Ker(u,,) C Ker(u — Z Aruy). Na osnovu dokaza za n = 1 sledi da

k=1
postoji skalar ), takav da je

n—1
U — E AUk = AUy,
k=1

]

Propozicija 3.1.14. Neka su X i Y realni vektorski prostori, upareni u odnosu na
bilinearnu formu B : X xY — R. Neka je f : (X,0(X,Y)) — R neprekidna
linearna forma na X. Tada postoji y € Y, tako da je

f(z) = B(x,y) = y"(z), zasve v € X.
Dokaz. Prema Propoziciji 2.3.49 postoje n € Ni {y1,...,y,} C Y, tako da je
7)< s 1Byl zasve € X
Dakle, ako je z € X i B(z,y;) = 0,zasve 1 < k < n, ondaje f(z) = 0, to jest vazi
da je
ﬂ Ker(y;) C Ker(f).

k=1
Prema Lemi 3.1.13 postoje skalari Ay, ..., A, takvi da je

=Y M
s

Akojey = Z AkYk, onda je
k=1

f(z) = B(x,y) =y*(x), zasve z € X.
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3.2 Inicijalne topologije

Neka je X # 0, {(Y;,0;) : i € I} kolekcija topoloskih prostorai f; : X — Y;,
i € I. Na skupu X ¢éemo opisati najgrublju topologiju za koju su preslikavanja ( f;);cs
neprekidna. Oznaci¢emo je sa 7.

Topologija P(X) je takva da su preslikavanja (f;);c; neprekidna. Medutim, Zelimo
topologiju sa §to manje otvorenih skupova. Posmatramo kolekciju skupova

S:{fi_l[wi]:wie(')i, iEI}.

Preslikavanja (f;);c; su neprekidna za neku topologiju O na X ako i samo ako je
S C O. Sada, prema Teoremi 1.2.16, do topologije 7 dolazimo na sledeéi nacin:

konac¢ni proizvoljne
S B T

preseci unije
Topologiju 7 nazivamo inicijalna topologija na X za familiju preslikavanja (f;);c;.
Napomena 3.2.1. Za svako x € X baza okolina taCke z je kolekcija svih kona¢nih
preseka skupova oblika f;[V;], gde je V; € Bi(fi(z)) i Bi(fi(x)) baza okolina tacke
fi(z) uprostoru (Y;, O;), i € I (pogledati i Teoremu 1.2.29).

Za topologiju 7 vaze osobine predstavljene u naredne dve propozicije.

Propozicija 3.2.2. Neka je (x,) nizu X. Tada x,, — x u prostoru (X, T ) ako i samo
ako fi(x,) — fi(z) u prostoru (Y;, O;), za svako i € 1.

Dokaz. (=) Neka je (z,) nizu X iz, — zu (X,T). Zasvako ¢ € [ preslikavanje
i je neprekidno za topologiju 7, pa prema Teoremi 1.2.37 vazi da f;(z,) — fi(z) za
svako i € 1.

(<) Neka za svako i € [ vazi fi(x,) — fi(x). Neka je U okolina tacke z u
prostoru (X, 7). Prema Napomeni 3.2.1 moZemo da pretpostavimo da je U oblika
U= ﬂ £, Y[Vi], ede je J C I konacan skup i za svako i € .J skup V; okolina tacke

ieJ

fi(x) u prostoru (Y;, O;). Za svako i € J postoji n; € N, tako da za svako n > n;
vazi da je fi(z,) € V;. Neka je ng = max 1. Tada za svako ¢« € J isvakon € N,

n > ng vazi daje f;(z,) € V;, odakle sledi da je x,, € U, za svako n > ng. Dakle,
Ty — . O

Propozicija 3.2.3. Neka je (Z, Oy) topoloski prostori f : Z — X. Preslikavanje f je
neprekidno ako i samo ako je za svako i € I preslikavanje f;o f : Z — Y; neprekidno.

Dokaz. Napomenimo da posmatramo topoloSke prostore (X, 7)), (Z,0z) i (Y;, O;),
1€ I

(=) Ako je preslikavanje f neprekidno, onda je kao kompozicija neprekidnih preslika-
vanja neprekidno i preslikavanje f; o f, za svako ¢ € I.

(«=) Neka je za svako ¢ € [ preslikavanje f;o f neprekidno. Neka je U € T proizvoljan

otvoren skup. Znamo da je U oblika U = U ( ﬂ fil[wi]> , gde je w; € O;,

proizvoljna \konacan

1 € I. Stoga je

o=y (ﬂ f [fil[wi]]) - U (ﬂ <fiof>1[wi])-

proizvoljna \konacan proizvoljna \konacan
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Iz neprekidnosti preslikavanja f; o f sledi da je (f; o f) '[w;] € Oz, pa vazi da je
f7YU] € Oz. Dakle, preslikavanje f je neprekidno.
O

Neka je X vektorski prostor nad poljem K i {(X;, 7;) : ¢ € I} kolekcija topolosko-
vektorskih prostora, pri ¢emu su X;, ¢ € [ vektorski prostori nad istim poljem K. Neka
su f; : X — X, ¢ € I, linearna preslikavanja. Na prethodno opisan nacin dobijamo
inicijalnu topologiju 7 za familiju preslikavanja ( f;);c;. Baza okolina tacke x € X je

kolekcija skupova oblika = + ﬂ [i U], gde je {iy,...,in} C I, n € N, Uy, € By, i
k=1
B;, baza okolina nule u (X;,,7;, ), 1 < k < n. Za ovako definisan prostor (X, 7) vazi

naredna propozicija.
Propozicija 3.2.4. Prostor (X, T) je topolosko-vektorski prostor.

Dokaz. Dokazujemo da je topologija 7 kompatibilna sa vektorskom strukturom skupa
X. Dokazacemo da vazi uslov (7'1) iz Definicije 2.2.1. Da vaZi uslov (72) dokazuje se
na sli¢an nacin.

Neka je a,b € X, ﬂ fi ' [Wy] okolina nule u (X, 7T), gde je Wj, okoline nule u
k=1
(Xi,,7i,),zal < k <n,n e N. Obelezimo a;, = f; (a)iby = f;, (b),1 <k <n.Na

osnovu osobine (71) za TVP (X, , 7;, ) postoje okoline nule Uy i V), u (X, , 7;, ), takve
dazasveu € a, + U, isvev € b, + V), vazi

u—+v € a+ b + Wy (1§/€§n)

Tada zasve z € a + ﬂ fi'lUxlisvey € b+ ﬂ fi Vi) vazi
k=1 k=1

rrycatbt ) fi Wil
k=1

]

Za kolekciju lokalno konveksnih prostora {(X;,7;) : @ € I} i prostor (X, T) je
lokalno konveksan. Preciznije, vaZzi sledeca propozicija.

Propozicija 3.2.5. Neka je X realan vektorski prostor i {(X;,7;) : i € I} kolek-
cija lokalno konveksnih prostora. Neka su f; : X — X;, i € [ linearna preslika-
vanja i T inicijalna topologija na X za familiju preslikavanja (f;)ic;. Tada je (X,T)
lokalno konveksan prostor. Ako je za i € I lokalno konveksna topologija T; definisana
familijom seminormi (g;\)xcr,, onda je topologija T definisana familijom seminormi
(¢ix © fi)reL,ier-

Dokaz. U prethodnoj propoziciji je dokazano da je (X, 7T) topolosko-vektorski pro-
stor. Treba joS dokazati da ima bazu konveksnih okolina nule.
Za svako i € [ postoji baza konveksnih okolina nule u prostoru (X, 7;). Ako su Uy

konveksne okoline nule u (X;,,7;, ), 1 <k <n,n € N, onda je ﬂ fi. Uk konveksna
k=1

48



okolina nule u (X, 7). Prema tome, prostor (X, 7°) ima bazu konveksnih okolina nule,
pa je lokalno konveksan prostor.
Zadatoi € I, N € L;ie > 0 vazi

iz e Xitan(a) <e}] ={z € X : (g0 fi)(z) <e}.

Prema tome, ako je za svako ¢ € I topologija 7; definisana familijom seminormi
(gin)rerL;» onda je topologija 7 na X definisana familijom seminormi

{gno fi: Ne Ly, i €1}.
]

Primer 3.2.6. Neka je (X, 1) topolosko-vektorski prostor, Y potprostor vektorskog
prostora X i f 1Y — X, f(y) =y, za sve y € Y. Inicijalna topologija na Y za
preslikavanje f je upravo topologija na'Y indukovana topologijom T.

Primer 3.2.7. Neka je {(X;, ;) : i € I} familija topoloSko-vektorskih prostora i X =
HXi proizvod vektorskih prostora X;, © € 1. Neka je za svako i € I preslikavanje
iel

m; + X — X, projekcija proizvoda na prostor X;, dato Definicijom 1.2.47. Inicijalna
toplogija na X za familiju preslikavanja (7;);cr je upravo topologija Tihonova data
Definicijom 1.2.49.

Primer 3.2.8. Neka su X i Y realni vektorski prostori, upareni u odnosu na bilinearnu
formu B : X XY — R. DokazZimo da je slaba topologija o(X,Y) na X upravo
inicijalna topologija za familiju preslikavanja ( f,)) ey, fy(x) = B(z,y), zasvex € X.
Prema Lemi 3.1.9 je za svako y € Y preslikavanje f, : X — R neprekidno za
topologiju o(X,Y). Neka je T topologija na X takva da su preslikavanja (f,),cy
neprekidna. Tada za dato xy € X, e > 0i{y1,....,yn} C Y, n € N postoji okolina V
tacke xo u (X, 1), takva da za sve x € V vazi

‘fyk<$) - fyk(‘ro)‘ = ’B<x_$0>yk)| S €, 1 S k S n.

Drugim re¢ima, vaZidajeV C xog+Uy, ., . Ovimsmo pokazalida za svaku okolinu
U tacke xo u (X,0(X,Y)) postoji okolina V' tacke xy u (X, 1) takva da je V- C U.
Kako je xq proizvoljna tacka prostora X, pokazali smo da je topologija T finija od
slabe topologije o(X,Y) (pogledati i Napomenu 3.1.6).

Na osnovu Primera 3.2.8 moZemo dokazati sledecu propoziciju.

Propozicija 3.2.9. Neka su X i Y realni vektorski prostori, upareni u odnosu na biline-
arnu formu B, koja razdvaja tacke prostora Y. Neka je N pravi potprostor prostora
Y (N ¢ Y). Tada je topologija o(X,Y) na X strogo finija od topologije o(X, N)
(c(X,N)co(X,Y)).

Dokaz. Zasvakoy € N je linearna forma x — B(x, y) na X neprekidna za topologiju
o(X,Y),pajec(X,N) Co(X,Y).

Neka je y € Y \ N. Linearna forma x — B(z,y) na X je neprekidna za topologiju
o(X,Y). DokaZzimo da ta linearna forma nije neprekidna za topologiju o (X, N). Pret-
postavimo suprotno, da je linearna forma x — B(z,y) na X neprekidna za topologiju
o(X, N). Tada prema Propoziciji 3.1.14 postoji z € N, tako da je B(x,y) = B(x, 2),
zasve x € X. Dalje je B(z,y — z) = 0, zasve x € X, pa kako B razdvaja tacke
prostora Y, sledi da je y = z € N. Dolazimo do kontradikcije, jer jey € Y \ N.
Prema tome je o(X, N) ¢ o(X,Y). O
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3.3 Slaba topologija o (E, E*)

Neka je E realan vektorski prostor, (£, || - |) Banahov prostor i (E*, || - ||g+) nje-
gov dualni prostor. Topologiju na E indukovanu normom nazivamo jaka topologija i
obelezavamo sa Op. Za svako f € E* preslikavanje ¢ : £ — R,

pr(x) = (f,2) = f(x), z € E,

je linearna funkcionela na FE.

Prethodno navedene Cinjenice podrazumevamo u nastavku.

Definicija 3.3.1. Slaba topologija o(E, E*) na realnom vektorskom prostoru £ je
inicijalna topologija na £ za familiju linearnih preslikavanja (¢¢) fep-.

Napomena 3.3.2. Posmatrajmo vektorske prostore F i E* uparene u odnosu na kanoni-
¢ku bilinearnu formu (z, f) — (f,z), x € E, f € E*. Prema Primeru 3.2.8 slaba
topologija o(E, E*) na E je upravo slaba topologija definisana uparivanjem prostora
E i E* u odnosu na kanoni¢ku bilinearnu formu. Dakle, slaba topologija o(E, E*) je
lokalno konveksna topologija, definisana familijom semi-normi (¢¢) fe -,

qr(z) = |{f,z)|,z € E.

Napomena 3.3.3. Primetimo da je za svako f € E™ preslikavanje ¢; neprekidno
za jaku topologiju na E. Prema tome, jaka topologija je finija od slabe topologije
o(E,E").

Na osnovu definicije slabe topologije imamo narednu propoziciju.

Propozicija 3.3.4. Neka je xy € E proizvoljna tacka. Bazu okolina tacke xq u prostoru
(E,o(FE, E")) ine skupovi oblika

Viofee={r € E:|(fi,xr —x)| < ¢, zasvako 1 < i < k}, (3.1)

gdejece >0,k e Ni{fy,..fx} CTE".

k
Dokaz. VazidajeVy, .. = ﬂ o ((a; —€,a; + €)), gde je a; = (fi,z0), k € N
=1

ifi,....fr € E*. Prema tome, _Vfl ,,,,, fu.e je otvoren skup u prostoru (E,o(E, E*)) i
sadrzi tacku x, pa je i okolina tacke x.
Neka je U proizvoljna okolina nule u prostoru (E,o(FE, E*)). Tada postoji okolina

W c U tacke x, oblika W = ﬂgp}il(wi), gde je fi,..., fn € E*, n € Niw; okolina
i=1

tacke (f;, zo), 1 <1i < n.Zasvako 1 < i < n postoji ¢; > 0, tako da je (a; — &, a; +

i) C w;. Akojee = min{e; : 1 < i < n}, onda je (a; — €,a; + €) C w;, za svako

1 <4< n. Sledidajexy € Vi, 5, C W C U. Dakle, svaka okolina nule U u

prostoru (E,o(FE, E*)) sadrzi okolinu nule oblika (3.1). O

Napomena 3.3.5. Dokaz ovog tvrdenja mogli smo izvesti i na osnovu Napomene 3.1.6
i Cinjenice da za tacku g € F vazixo + Uy, f.c0 C Vi g Caxo+Us .0 gde
jel<e <e.

..........
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Propozicija 3.3.6. Topoloski prostor (E,o(E, E*)) je Hauzdorfov.

Dokaz. Neka je 1,29 € E i x; # xo. Treba da pokazemo da postoje disjunktni
otvoreni skupovi O; 1 O3 (01,04 € o(E, E)), takvi da je 1 € O i 23 € Os. Prema
Teoremi 1.4.18 postoje f € E* i a € R, tako da je

<f,l’1> <a< <f,l’2>.

Neka je
O,={zeFE:(fr)<a}= 90;1((—00704))7

Oy={ze€FE:(fx)>a}= go;l((oz,—i—oo)).

Jasno, skupovi O; i O su disjunktni, 1 € O; i x5 € Oy. Otvoreni su jer su inverzne
slike otvorenih skupova. Dakle, ovako odabrani skupovi O; i O, su traZeni skupovi.
[l

Neka je (x,) nizu E, x € E, (f,) nizu £* i f € E*. Da bismo predstavili oso-
bine konvergencije nizova u prostoru (E,o(E, E*)), prvo navodimo razliCite tipove
konvergencije nizova.

e Niz (z,) slabo konvergira ka = u F ako (z,,) konvergira ka = u lokalno konvek-
snom prostoru (E,o(E, E¥)). PiSemo z,, — z, ili z,, — z slabou F.

e Niz (z,) jako konvergira ka z u F, ako vazi ||z, — z|| — 0. PiSemo z,, — =z,
ili z,, — z jakou E.

e Niz (f,) jako konvergira ka f u E* ako vazi || f,, — f|
ili f,, — fjakou E*.

g+ — 0. PiSemo f,, — f,

Propozicija 3.3.7. Neka je (x,) nizu E, x € E, (f,) nizu E*i f € E*. Tada vazi:
(i) , — x slabo u E ako i samo ako (Vf € E*)({f,zn) = ([, z)).
(ii) Ako (x,,) jako konvergira ka x, onda (x,,) i slabo konvergira ka x u E.

(iii) Ako x,, — x slabo u E, onda je (||z,|) ogranicen niz u [0,00) i vazi da je
|lz|| < liminf |z, ||".
n—oo

(iv) Ako x, — x slabou E i f,, — f jako u E*, onda (f,,x,) — (f,x).

Dokaz.

(i) Topologija o(E, E*) je inicijalna topologija na F za familiju linearnih presli-
kavanja (¢y)sep-. Prema Propoziciji 3.2.2 vazi da x,, — x ako i samo ako
or(xn) = ¢s(x) zasvako f € E*. Kako je ps(z) = (f,x), zasve z € Eisve
f € E*, imamo da x,, — x ako i samo ako (f,,z) — (f, z).

!Za niz realnih brojeva (a,)nen je liminf a,, := sup | inf a, | .
n— 00 meN \n=m
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(1)

(iii)

(iv)

Neka (z,,) jako konvergira ka = u E. Za proizvoljno f € E*, f # 0 vazi
[(fran) = ()] < ([ fllee llon — ]

Neka je ¢ > 0. Kako x,, — =z, sledi da postoji ny € N, tako da za sve n € N,
€

/1=
’<f7$n> - <f,l'>| < €.

Dakle, (f,z,) — (f,x), za svako f € E*, pa na osnovu osobine (7) imamo da
T, — T

n > ng, vazi |z, — x| < . Sada sledi da za sve n € N, n > ny, vazi

Prema osobini (i) za svako f € E* niz ((f,z,)) je konvergentan, pa je i
ogranifen. Na osnovu Propozicije 1.4.16 vaZi da je niz (||z,||) ograniCen niz
u [0, 00). Vazi nejednakost

(s en) | < A1 llenll,
odakle kada n — oo dobijamo
[(f.2)] < 1l iminf [z,

Sto prema Propoziciji 1.4.15 implicira da je

|zl = sup [(f 2)| <liminf||z,].
|fll =<1 n—oo

Vazi nejednakost

[(fn zn) — (f, 7)] [(fr = frzan)| + [(f; 20 — )]

<

Na osnovu jake konvergencije niza (f,,) imamo da || f, — f||g~ — 0. Kako
T, — x, prema osobini (i) sledi da je niz (||z,||) ograni€en. Proizvod nula
niza’ i ograni¢enog niza je nula niz. Prema tome ||f, — f|g||zn|]| — 0. Iz
osobine (7) sledi da |(f, z,, — )| — 0. Sada na osnovu date nejednakosti imamo
da [(fn,zn) — (f,z)| = 0, ¢ime je dokazano da (f,, z,) — (f,z).

]

Propozicija 3.3.8. Ako je I konacno dimenzionalan vektorski prostor, onda je slaba
topologija o(E, E*) upravo topologija indukovana normom || - || na E.

Dokaz. Neka je dim(E) = n, n € N. Ve¢ smo napomenuli da je jaka topologija O
finija od slabe topologije o(F, E*) na E. Dakle, o (E, E*) C Og.

Neka je ¢ € E proizvoljna tacka i U proizvoljna okolina tacke x( u prostoru (£, Of).
Trazimo okolinu nule V' tacke x( u prostoru (E,o(E, E*)), takvudaje V C U. Prema
Teoremi 1.3.4 znamo da postoji broj r > 0 takav da je L(xq,7) C U.

Neka je {ei,...,e,} C E baza vektorskog prostora E, takva da je ||e;|| = 1, za sve

?Za niz realnih brojeva (a,,) kaZemo da je nula niz ako a,, — 0.
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¢ = 1,...,n. Tada je svako z € E moguce na jedinstven nacin reprezentovati u formi
n

n
T = inei, gdejexr; € R, 1 <14 < n.Naosnovu toga je g = Zm?ei.
i=1 i=1
Za svako 1 < ¢ < n definiSemo preslikavanje f; : £ — R,

fi(z) = x;, zasve v € E.

Preslikavanja (f;)1<;<, su linearne funkcionele definisane na kona¢no dimenzional-
nom prostoru, pa su prema Teoremi 1.4.10 i neprekidne za jaku topologiju na £. Po-
smatrajmo skup

V= {:c CE:|(fix—m)| < —i= 1n}
n
Ovako definisan skup V' je prema Propoziciji 3.3.4 okolina tacke x( u lokalno konvek-

snom prostoru (F,o(E, E*)). Za svako x € V vazi

n

Z(%‘ —a7)e;

1=1

n
r
§Z|<flal’_fﬁ0>| <n.ﬁ:7ﬂ.
i=1

Prema tome je V' C U, pa je V okolina koju smo trazili. Kako je o € E proizvoljna
tatka i U njena proizvoljna okolina, sledi da je Op C o(E, E*). O

U narednim primerima pokazujemo da je za beskona¢no dimenzionalan vektorski
prostor E jaka topologija strogo finija od slabe topologije o(F, E*). Za proizvoljan
skup A C FE'sa 2°PF) sznatavamo zatvorenje skupa A u prostoru (E,o(FE, E¥)),
dok sa A oznacavamo zatvorenje skupa A u prostoru (E, || - ||)-

Primer 3.3.9. Neka je E beskonacno dimenzionalan vektorski prostor. Jedini¢na sfera
S={zeF:|z| =1}

nije zatvoren skup u prostoru (E,o(E, E¥)).
B

Preciznije, pokazacemo da vaZi ga(E’ = Bg, gde je

Bp={z € E:|z| <1}

zatvorena jedini¢na lopta u prostoru (E | || - ||)-

Neka je tacka vy € E takva da je ||xo|| < 1. Pokazacemo da o € 57 Neka
je V' proizvoljna okolina tacke xy u prostoru (E,o(E, E*)). Prema Propoziciji 3.3.4
moZemo pretpostaviti da je

V={zeE:|(fi,xr—x|<e, 1<i<k},

gdejee > 0, k € Nif,...,fx € E*. Postoji tacka yo € E , yo # 0 takva da
je (fi,yo) = 0, za sve 1 < i < k. (U suprotnom, ako takva tacka ne bi postojala,
linearno preslikavanje ¢ : E — R definisano sa o(x) = ({fi, 2))1<i<k, za sve & €
E, bi bilo injektivno, pa i izomorfizam vektorskih prostora E i ¢[FE]. Tada bi vaZilo
da je diim(E) < k, §to je nemoguce jer je E beskonacno dimenzionalan vektorski
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prostor.) Funkcija g : [0,00) — [0, 00) definisana sa g(t) = ||z + tyol|, t € [0, 00),
je neprekidna na [0, 00), pri Cemu je g(0) < 1 itlim g(t) = 4+00. Prema tome, postoji
— 00

xo + toyol|| = 1. Tada je xo + toyo € V N S. Dakle, vaZi

broj ty > 0 takav da je |

By c 575

Kako je S C Bpg, za jednakost skupova je sada dovoljno da pokazemo da je Bg
zatvoren skup u prostoru (E,o(E, E¥)).

Za svako x € E i svako f € E* vaZidaje ||x|| = sup |(f,z)| i |{f,z)| < | f]
feE*

E*||T

»

IflI<1

Bp= (\{reB:|(f)] <1}
feE*
Ifll<1
Za f € E* skup {x € E : |(f,x)| < 1} je zatvoren u prostoru (E,o(E, E*)) (kao
inverzna slika zatvorenog skupa, pri cemu je f neprekidno preslikavanje za topologiju

o(E, E*), jer je ona inicijalna topologija za familiju preslikavanja (¢¢)fep-). Kao
B,E*)

pa sledi da je

presek zatvorenih skupova By, je zatvoren skup. Dakle, B = ga( . Prema tome,

S nije zatvoren skup u prostoru (E,o(E, E¥)).

Primer 3.3.10. Ako je I/ beskonacno dimenzionalan vektorski prostor, onda jedinicna
lopta Lg = {x € E : ||z|| < 1} nije otvoren skup u prostoru (E,c(E, E™)).

Pretpostavimo suprotno, da je Lg otvoren skup u (E,o(E, E™)). Tada je komplement
skupa Ly, E\ Ly = {x € E : ||z|| > 1}, zatvoren skup u prostoru (E,o(E, E")).
Prema tome je skup S = Bg N (E \ Lg) zatvoren u istom prostoru, pa na osno-
vu prethodnog primera dolazimo do kontradikcije. Dakle, L nije otvoren skup u

(E,o(E,E")).

Skup S je zatvoren, a Ly otvoren u prostoru (E, || - ||), pa smo u prethodnim prime-
rima pokazali da je jaka topologija na F strogo finija od slabe topologije o(E, E*).

3.3.1 Konveksni skupovi i linearna preslikavanja

Znamo da je svaki zatvoren skup u prostoru (E,o(FE, E*)) zatvoren i u prostoru
(E,]| - ||)- U sluéaju beskona¢no dimenzionalnog prostora £ obratno ne vazi, §to smo
1 pokazali. Medutim, za konveksne skupove vazi naredna teorema.

Teorema 3.3.11. Neka je C C FE konveksan skup. Skup C' je zatvoren u prostoru
(E,o(E, E")) ako i samo ako je zatvoren u prostoru (E. || - ||).

Dokaz. (=-) Ova implikacija vazi na osnovu toga $to je jaka topologija finija od slabe
topologije.

(<) Neka je C zatvoren skup u prostoru (£, || - ||). Pokazaéemo da je komplement
E \ C otvoren skup u prostoru (F,o(F, E™)). Neka je o € E \ C proizvoljna tacka.
Prema Teoremi 1.4.18 postoje f € E* i« € R, tako da je

(fixo) <a<(f,y), zasve y € C.
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SadajeskupV ={z € F: (f,z) < a}takavdajezo € ViVNC =0V C (E\C)).
Skup V' je otvoren u prostoru (E,o(E, E*)), pa je skup £\ C okolina svake svoje
tacke 1 na osnovu toga otvoren skup. Prema tome, C' je zatvoren skup u prostoru
(E,o(E,E")). O

Slede dve posledice Teoreme 3.3.11. Prvo definiSemo pojmove konveksne 1 odozdo
poluneprekidne funkcije.

Definicija 3.3.12. Neka je X realan vektorski prostor. Funkcija f : X — (—00, +00]
je konveksna ako i samo ako za sve z,y € X i svako ¢t € (0, 1) vazi

fltz+ (1 —t)y) <if(x) + (1 —1)f(y). 3.2)

Definicija 3.3.13. Neka je (X, O) topoloski prostor. Funkcija f : X — (—o0, +0o0] je
odozdo poluneprekidna ako i samo ako je za svako A € Rskup {z € X : f(z) < A}
zatvoren u prostoru (X, O).

Posledica 3.3.14. Neka je (z,) nizu E i v € E. Ako (x,,) slabo konvergira ka x u E,
onda postoji niz (y,) u conv({x, : n € N}) koji jako konvergira ka x u E.

Dokaz. Neka je C = conv({mn in e N}) Kako (x,,) slabo konvergira ka z, prema

Teoremi 1.2.26 sledi da je = € {z,, : n € N} »"7 c C7#F",

Neka je A proizvoljan konveksan podskup skupa E. U prostoru (E,o(E, E*)) skup
A7EE je najmanji zatvoren nadskup skupa A. Kako je A konveksan skup (Propozi-
cija 2.3.10), on je na osnovu Teoreme 3.3.11 zatvoren i u prostoru (E,c(E, E¥)).
Sledi da je A7EED C A. Analogno se pokazuje da vazii A C A7E Dakle,
A7EED A, za svaki konveksan A C E.

Prema tome je (G s paje z € C. Kako je (E,| - ||) normiran prostor, na
osnovu Teoreme 1.3.9 (1) sledi da postoji niz (y,,) u C koji jako konvergira ka z, $to
je i trebalo dokazati. ]

Posledica 3.3.15. Neka je ¢ : E — (—00,+00] konveksna, odozdo poluneprekidna
funkcija za jaku topologiju na E. Tada je funkcija ¢ odozdo poluneprekidna i za slabu
topologiju o(E, E™).

Dokaz. Funkcija ¢ je odozdo poluneprekidna ako i samo ako je za svako A € R skup
Ay={r e E:p(r) <A}

zatvoren u prostoru (F, || - ||). Funkcija ¢ je konveksna, pa je za svako A € R navedeni
skup i konveksan. Prema Teoremi 3.3.11 sledi da je za svako A € R skup A, zatvoren
i u prostoru (F,o(E, E*)), pa je ¢ odozdo poluneprekidna i za topologiiju o(E, E*).

O]

Teorema 3.3.16. Neka su (E,|| - ||g) i (F,|| - ||r) Banahovi prostori i T : E — F
linearno preslikavanje. Preslikavanje T : (E, || - ||g) — (F,| - |r) je neprekidno ako
i samo ako je preslikavanje T : (E,0(E, E*)) — (F,o(F, F*)) neprekidno.

55



Dokaz. (=) Prema Propoziciji 3.2.3 dovoljno je proveriti da je za svako f € F™* pre-
slikavanje f o T : (F,0(F,E*)) — R neprekidno. Neka je f € F*. Na osnovu
pretpostavke da je 7" : (E,|| - ||g) — (F,|| - ||r) neprekidno preskikavanje sledi da
je i preslikavanje f o T : (E,| - ||[r) — R neprekidno, kao kompozicija neprekid-
nih preslikavanja. Ono je i linearno, kao kompozicija linearnih preslikavanja. Dakle,
foT e E*,paje foT :(FE,o(E,E")) — R neprekidno preslikavanje.

(<) Neka je preslikavanje 7' : (F,o0(E, E*)) — (F,o(F, F*)) neprekidno.

Moze se pokazati da je o(E x F,(E x F)*) = o(E,E*) x o(F, F*). Ovde ¢emo
pokazati da vazi o(E, E*) X o(F, F*) C o(E x F,(E x F)").

Neka je (29, 29) € E x F proizvoljna tatka. Elementi baze okolina tacke (z9,29) u
prostoru (E X F,o(E, E*) x o(F, F*)) su oblika V| x V5, gde je

Vi= {21 € E:|{fim) - (fuad)| <e1, 1<i <n},

Vo= {2 € F 1 |{gi,w2) — {gi,23)| < 22, 1 <i <},

zaneken,m €N, f1,..., fu € E*, g1,..., gm € F iey,60 > 0.

Nekasum : E X F — Eim : EEx FF — F projekcije date Definicijom 1.2.47.
Prema Teoremi 1.2.52 (1.) preslikavanja m; : (F x F,O) — (E,| - ||g) 1 m :
(E x F,O) — (F,|| - ||r) su neprekidna, gde je sa O oznacena topologija Tihonova
(topologija proizvoda) za prostore (E, ||-||g) i (F, ||-||r). Ta preslikavanja su i linearna.
Akoje f € E*,ondaje fom : (F x F,O) — R neprekidno, linearno preslikavanje
(fom € (E x F)*). Takode, ako je g € F*, ondaje gomy : (E x F,0) - R
neprekidno, linearno preslikavanje (f o m € (E x F)*).

Neka je

Ul = {(1'17]}2) SO ’<f7jo7Tl,<£C1,l'2) - (m?,l’g))’ < &1, 1<:i< n}7

Uy = {(x1,22) € E X F: [(gj 0 ma, (w1, 22) — (2}, 23))| < 2, 1 < j <m}.

Skup U; N Us je okolina tacke (9, z9) u prostoru (E x F,o(E x F, (E x F)*)). Vazi
Vi x Vo = Uy N U,. Na osnovu toga moZemo da zaklju¢imo da je

o(E,E*) xo(F,F*) Co(E x F,(Ex F)").
Na osnovu Propozicije 1.2.53 sledi da je grafik preslikavanja 7',
G(T) = {(2,T(x)) : x € X},

je zatvoren skup u prostoru (FE x F,o(F, E*) x o(F, F*)). Prema pokazanom odnosu
topologija sledi da je zatvoren i u prostoru (E x F,o(Ex F, (E x F')*)), pa je zatvoren
i u prostoru (E x F, Q). Na osnovu Teoreme o zatvorenom grafiku 1.4.19 sledi da je
T:(E,||-|lg) = (F,] - ||r) neprekidno preslikavanje. O

Napomena 3.3.17. 1z dokaza prethodne teoreme mozemo da zaklju¢imo da za linearno
preslikavanje T : £ — F vazi T : (E,| - ||g) — (F,| - ||r) je neprekidno ako
i samo ako je T' : (E,o(E,E*)) — (F,o(F,F")) neprekidno ako i samo ako je
T:(E,||-|g) — (F,o(F, F)) neprekidno.

3Na proizvodu E x F je sa (z,y) — ||z + |y|F, (z,y) € E x F, definisana norma i prostor

FE x F sa tako definisanom normom je Banahov prostor, pri ¢emu je topologija indukovana tom normom
upravo topologija Tihonova za prostore (E, || - ||g) i (F, || - |F)-
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3.4 Slaba-* topologija o (E™, E)

Neka je E realan vektorski prostor, (E, || - ||) Banahov prostori (E*, || - || g+) njegov
dualni prostor. Sa (E**, || - || g=+) oznatavamo dualni prostor prostora (E*, || - || g+ ). Do
sada smo kroz rad predstavili dve topologije definisane na skupu £*, jaku topologiju
(topologiju indukovanu normom || - || g+, koju oznacavamo sa Og-) i slabu topologiju
o(E*, E*), dobijenu na nacin opisan u prethodnom odeljku. U ovom odeljku pred-
stavljamo i tre¢u topologiju definisanu na skupu E* - slabu-* topologiju, koja je grublja
od prethodne dve.

Razlog za posmatranje trece topologije na prostoru £ je taj Sto grublja topologija
ima viSe kompaktnih skupova.

Za svako x € F preslikavanje ¢, : E* — R, definisano sa

‘px(f) = <90x>f> :f(x) = <f>$>> zasve f € £,

je linearno preslikavanje.

Navedene Cinjenice podrazumevamo u nastavku.

Definicija 3.4.1. Slaba-* topologija o(E*, F') na E* je inicijalna topologija na E* za
familiju linearnih preslikavanja (¢, ) c -

Za svako ¥ € E vazi:

|02 ()] = ICF, )] < [l[]] f]

Na osnovu toga je za svako x € FE presikavanje ¢, neprekidno, to jest o, € E**.
DefiniSemo preslikavanje J : £ — E™,

g+, zasve f € B,

J(x) = ., zasvex € E.
Tada vazi
(J(x), f) = (pa, ) = (f, ), zasve x € E'isve f € E".
Dalje je
17 ()]

g = ||@allp = sup [, f)l = sup  [(f,2)] = [|l=].
feE” feE”

£l =<1 [fllg=<1

Prema tome, preslikavanje J je izometrija, na osnovu ¢ega je injektivno i neprekid-
no. Pritom je J i linearno preslikavanje. Prostori (E, || - ||) i (J[E],|| - ||g+) su tada
izometri¢ni kao metricki prostori i izmorfni kao lokalno konveksni prostori (J[FE] je
potprostor prostora E**, a sa || - || g+~ oznatavamo i normu koja je restrikcija norme
| - [|g= : E** — [0, 00) na potprostor J[E)).

Na taj nacin prostor (E, || - ||) moZemo identifikovati sa prostorom (J[E], | - || g=)-
Tako skup £ mozemo posmatrati kao podskup skupa E** i na osnovu toga zakljuditi
da je topologija o (E*, E') grublja od topologije o(E*, E**). Dakle, vazi

o(E*,E) C o(E*,E™) C Op-.
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Napomena 3.4.2. Ako je X kona¢no dimenzionalan prostor, onda je na osnovu Teo-
reme 1.4.10 svako linearno preslikavanje f : £ — R neprekidno, to jest L(E) = E*.
Ako je dim(F) = n,n € Ni {ey, ..., e, } baza prostora F, onda je {e',...,e"} C E*
baza prostora E*, gde je linearno preslikavanje ¢’ : £ — R definisano sa

iy ) L i=7]
6(61)_{0 Z?éj )
zasve 1 <i,7 < n. Prema tome je dim(F) = dim(E*) = dim(E™), pa je preslika-
vanje J sirjektivno i vazi o(E*, F) = o(E*, E™) = Op-.

Napomena 3.4.3. Posmatrajmo vektorske prostore ' i £* uparene u odnosu na kanoni-
¢ku bilinearnu formu (z, f) — (f,z), z € E, f € E*. Prema Primeru 3.2.8 slaba-*
topologija o (E*, F') na E* je upravo slaba topologija definisana uparivanjem prostora
E i E” u odnosu na kanonicku bilinearnu formu. Dakle, slaba-* topologija o(E*, E)
je lokalno konveksna topologija, definisana familijom semi-normi ¢, : E* — [0, c0),

(f) =|{f,z)| f € E"

Propozicija 3.4.4. Neka je fo € E* proizvoljna tacka. Bazu okolina tacke fo u pro-
storu (E*,0(E*, E)) &ine skupovi oblika

Vor,are = {f € E": [{f = fo, )| <&, Vi=1,..,k},
gdejec >0,k € Ni{zy,..vx} C E.
Za dokaz pogledati dokaz Propozicije 3.3.4.
Propozicija 3.4.5. Prostor (E*,o(E*, E)) je Hauzdorfov.

Dokaz. Nekaje f1, fo € E*i f; #Z fo. Tadapostoji z € E, takodaje (f1, ) # (fo, x).
Pretpostavimo da je (f1,z) < (f2,z) i broj o € R takav da je

(fi,2) < a < (fa, ).

Neka je
Or={feE":(fx) <a}=¢, ((-00,0a)),
Oy ={f € E": (f.2) > a} = ¢ ((ar, +00)).

Skupovi O; i O5 su otvoreni u prostoru (E*, o(E*, E)) (kao inverzne slike otvorenih
skupova). Vazi daje f; € Oy, fo € Os1 O N Oy = (). Dakle, postoje disjunktni
otvoreni skupovi O; i O takvi da je f; € O11 fo € O,, pa je prema tome prostor
Hauzdorfov. O

Neka je (f,) nizu E* i f € E*. Da bismo naveli propoziciju o konvergenciji
nizova, navodimo razliCite tipove konvergencije.

e KaZemo da niz ( f,,) slabo-* konvergira ka f u E* ako niz ( f, ) konvergira ka f
u prostoru (E*, o(E*, E)) i piSemo

fo > f(uo(E*E)).
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e Ako niz (f,) u konvergira ka f u prostoru (E*, o(E*, E**)) piSemo
fo—= f(uo(E", E™)).
Propozicija 3.4.6. Neka je (f,) nizu E* i (z,) nizu E. Tada vaZi:

(i) fo—= fuo(E*, E)akoisamo ako {f,,x) — (f,x), za svako x € E.

(ii) Ako f, — f, onda f, — fuo(E*, ™).
Ako f, = fuoc(E*,E*), onda f, > fuo(E* E)

(iii) Ako f, = fuo(E*, E), onda je (||fn|

i fllee < liminf || f,]
n—oo

E*) ogranicen niz u [0, 0)

B
(iv) Ako f, = fuo(E*,E)iz, — vuFE, onda (f,,z,) — (f, ).
Dokaz se izvodi kao i dokaz Propozicije 3.3.7.

Ako prostore F i E* posmatramo uparene u odnosu na kanoni¢ku bilinearnu formu,
onda na osnovu Propozicije 3.1.14 vaZzi naredno tvrdenje.

Propozicija 3.4.7. Neka je ¢ : E* — R linearna funkcionela, neprekidna za slabu-*
topologiju na E*. Tada postoji xo € E, tako da je

O(f) = puo(f) = {f, x0), za sve f € E.
Posledica 3.4.8. Neka je p € E™, ¢ £ 0, o € R i skup
H={fecE" :¢o(f)=a}
zatvoren u prostoru (E*, 0 (E*, E)). Tada postoji x¢ € E, xq # 0, tako da je
H=A{fe€FE :(fx)=a}l.

Dokaz. Neka f, ¢ H. Tada postoji okolina V' tacke fy u prostoru (E*,c(E*, E)),
takvadaje V C (E* \ H). Na osnovu Propozicije 3.4.4 mozemo da pretpostavimo da
je

V=A{felE :|{f— foxi)| <e, zasvakoi = 1,...,k},

gdeje k € N, xy,...,x, € E'ie > 0. Kako je V konveksan skup i ¢ linearno
preslikavanje, sledi da je i ¢[V'] konveksan skup, pa vazi da je

p(f) <o, zasve feV (3.3)

ili
o(f) > a, zasve f €V (3.4)

Pretpostavimo da vazi (3.3). Tada je

o(g9) <a—o(fo), zasvege W =V — fo.
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Skup V' je uravnotezen, paje —V =V 1 —W = W, odakle sledi da je

—p(g9) = p(—9) <a—@(fo), zasve ge W =V — fo.

ZakljuCujemo da je
lo(9)| < la—@(fo)|, zasve g € W.

Kako je W okolina nule u lokalno konveksnom prostoru (E*, o(E*, F)), sledi da za

v
| = (fo)]

je |e(g)] < . Dakle, ¢ je linearna funkcionela definisana na lokalno konveksnom
prostoru, koja je neprekidna u nuli. Ona je prema Propoziciji 2.3.48 neprekidna za
slabu-* topologiju. Sada na osnovu Propozicije 3.4.7 sledi da postoji xg € F, tako da

jeo(f) = (f,x0),zasve f € E*, paje

H=A{fe€FE :(fx)=a}l.

dato v > 0 postoji okolina nule U = W, takva da za sve g € U vazi da

]

Napomena 3.4.9. Pretpostavimo da definisana izometrija J : £ — E** nije sirjekcija.
Neka je £ € E™ \ J[E]. Tadaje H = {f € E* : (£, f) = 0} zatvoren skup u
prostoru (E*, o(E*, E**)). Pretpostavimo da je zatvoren i u prostoru (E*, o(E*, E)).
Tada prema Posledici 3.4.8 sledi da je

H={feE:(fx)=0}

za neko x € E. Prema tome, vazi Ker(¢) = Ker(p,), pa sledi da postoji A € R
daje & = A\p, = oae € J[F] (pogledati dokaz Leme 3.1.13 za n=1). Dolazimo do
kontradikcije, jer je £ € E**\ J|E], pazaklju¢ujemo da H nije zatvoren skup u prostoru
(E*,0(E*, F)). Dakle, ako .J nije sirjektivno preslikavanje, topologija o(E*, E**) je
strogo finija od topologije o (E™*, E).

Iz prethodne napomene primetimo da konveksan skup koji je zatvoren u prosto-
ru (E*,0(E*, E™))(to jest zatvoren u jakoj topologiji prostora E*, prema Propoziciji
3.3.11) ne mora biti zatvoren u prostoru £ koji je snabdeven slabom-* topologijom.

Zatvorena jedini¢na lopta Bp- je kompaktan skup u prostoru (E*, || - ||g+) ako i
samo ako je prostor £ kona¢no dimenzionalan. Narednom teoremom (koja je data u
[3]) pokazujemo da je zatvorena jedini¢na lopta B« kompaktan skup u prostoru koji
je snabdeven slabom-* topologijom.

Teorema 3.4.10 (Banah-Alaoglu*). Zatvorena jedinicna lopta

Bg- ={f € E": || /]

je kompaktan skup u prostoru (E*,o(E*, E)).

4Leonidas Alaoglu (1914-1981), grcki matematicar

60



Dokaz. Posmatramo skup Y = R, svih preslikavanja g : £ — R. Elemente skupa
Y oznaavamo sa w = (w,).cp, gde je w, € R. Na skupu Y je definisana topologija
Tihonova, to jest inicijalna topologija za familiju preslikavanja (h,).cg, he(w) = w,,
w € Y (pogledati Primer 3.2.7). Oznacavamo je sa Oy . Sada definiSemo preslikavanje
®: EF* —Y,zasvako f € E* je

Cb(f) = (ww)erv gdeje Wy = <fa {L‘>

Ako je fi, fo € E*,f1 # f2, onda postoji x € E, tako da je (f1,x) # (f2,x), paje
O(f1) # ®(f2). Dakle, preslikavanje P je injekcija.
Zasve f1, fo € E*ia, 8 € R vazi

D(afi + Bfa) = (afi + Bf2, x))ser = a((f1.7))zer + B({f2, ) )ecE,

pa je @ linearno preslikavanje.
Za svako x € F je definisano preslikavanje h, o ® : E* — R i vazi

(ha 0 @)(f) = (®(f))a = (f,2), zasve f € E7,

pa je (hy o ®) = ., za svako x € E. Sledi da je za svako x € E preslikavanje
h. o ® neprekidno za topologiju o(E*, F), pa je na osnovu Propozicije 3.2.3 preslika-
vanje ¢ : (E*,0(E*, E)) — (Y, Oy) neprekidno. Prema Teoremi 1.2.31 neprekidno
je i preslikavanje ®[ .= @, & : (E*, 0(E*, E)) — (®[E"], Op(zr)), gde sa Oz
oznacavamo topologiju na ®[E£*] indukovanu topologijom Oy .

Inverzno preslikavanje ® ! : ®[E*] — E* je takode linearno.

Za svako x € F je definisano preslikavanje ¢, o @' : ®[E*] — R i vazi

(po 0 @ N(@(f)) = @ulf) = (i), zasve f € E,

paje ¢ o ol = he|®E+), za svako x € E. Prema tome, za svako x € E preslikavanje
Oz O P! je neprekidno za topologiju Og(g+). Prema Propoziciji 3.2.3 preslikavanje
L (B[E), Opipe) — (E*,0(E*, E)) je neprekidno.

Sada moZemo da zaklju¢imo da su preslikavanja ® i &' homeomorfizmi prostora
(E*,0(E*,E)) i (®[E*], Opip-))-

DefiniSemo skup K C Y,

jwa| < [zl
K=¢ weY | wpy=w,+wy, zasve z,y€ I/ isvako A€ R
Wre = AWy

Pokazacemo da vazi ®[Bg<] = K. Neka je f € Bg (||f|lg= < 1). Tada za sve

x,y € Fisve A € R vazi:
[(R(f))al = I ) < [ f 1= [l < NI,

(Q(fary = {frz+y) = (f2) + ([, y) = (2(f))e + (2(f))y
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pasledi da je ®(f) = ((2(f))z) ., € K. Dakle, vazi da je ®[Bg-] C K.
Neka w € K. DefiniSemo funkciju f : £ — R,

flx) =w,, € FE.

Na osnovu osobina elemenata skupa K sledi da je za svako x,y € F isvako a, 3 € R
ispunjeno
flaz + By) = wastpy = aw, + Bw, = af(x) + Bf(y)

|f(@)] = wa| < |
Prema tome, f je neprekidno linearno preslikavanje i || f|
Pritom vazi da je ®(f) = w. Prema tome je K C ®[Bg-].
Neka je

g < 1,tojest f € Bpg-.

Ky ={weY :|w.| <|z|, zasve z € E},
Ky={weY twypy=w, +wy, AN wy, =Aw,, zasve z,y € B, A € R}.
Tada je K = K; N K,. Takode, vazi i

Ky = [J1=lz], ll[l)-

zel

Prema Teoremi Tihonova 1.2.54 K je kompaktan skup u prostoru (Y, Oy), pa je i
zatvoren.
Zasvex,y € F'i )\ € R skupovi

Ay ={w €Y : (hawy — ho — hy) (W) = Way — wo —w, =0},

By ={weY : (hyy — M) (w) = wry — Aw, = 0},

su zatvoreni u prostoru (Y, Oy) (kao inverzne slike zatvorenog skupa, jer su A, —
hy — hy 1 hyy — Ah, neprekidna preslikavanja za topologiju Oy). Vazi

Ky = [ N AM] N [QE Bm}

T,yer ek

Kao presek zatvorenih skupova i K je zatvoren skup u prostoru (Y, Oy ). Sada je,
kao presek dva zatvorena skupa, skup K zatvoren. Kompaktnost je nasledna prema
zatvorenim podskupovima (videti Definiciju 1.2.19 1 Teoremu 1.2.42), pajei1 K (K C
K1) kompaktan skup u prostoru (Y, Oy ).
Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kompaktan skup (Teorema 1.2.44)
i ®~! je homeomorfizam prostora (P[E*], Og () i (E*, 0(E*, E)), pajei ® ' [®[Bp:]] =
Bpg+ kompaktan skup u prostoru (E*, o(E*, E)).

O
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3.5 Refleksivni prostori

U skladu sa pretpostavkama i definicijama u Odeljku 3.4 navodimo sledecu defini-
ciju.
Definicija 3.5.1. Banahov prostor (£, || - ||) je refleksivan ako i samo ako je preslika-
vanje J : E — E™* sirjektivno (J[E] = E*).

Sa (vf) fep- obelezavamo familiju linearnih funkcioneli za koju je o(E™*, E*) inici-
jalna topologija na E™*. Funkcionela ¢y : E** — R je definisana sa

Vi(g) = (Vy9) = 9(f) = (9, f), g€ E™.

Posebno, za x € E vazi

wf(@:r) = <¢f790x> = 02(f) = (¢, f) = (f, 7).

Primer 3.5.2. Svaki konacno dimenzionalan prostor je refleksivan.
Svaki Hilbertov prostor je refleksivan (pogledati poglavlje 5 u [3]).

Sledeca teorema daje potreban i dovoljan uslov za refleksivnost Banahovog pro-
stora.

Teorema 3.5.3 (Kakutani’). Banahov prostor (E. || - ||) je refleksivan ako i samo ako
je zatvorena jedinicna lopta

Bp={x € E:|z|]| <1}
kompaktan skup u prostoru (E,o(E, E™)).

Dokaz. (=) Neka je prostor (F, || - ||) refleksivan. Tada je J[Bg|] = Bpg+. Prema
Teoremi 3.4.10 skup Bg« je kompaktan u prostoru (E**,o(E*™*, E*)). Sada ¢emo
dokazati da je J~' : (E**,0(E**,E*)) — (E,0(E, E*)) neprekidno preslikavanje.
Neka je f € E*. Tada je definisano preslikavanje foJ ! : E** — R. Zasvakox € E
i svako ¢, € E** vazi:

(fod @) = (f, T Hpa)) = (fr2) = (@u, [) = Vs (pa).

Prema tome, za svako f € E*je foJ ! =4, paje foJ ' : (B o(E™ E*)) = R
neprekidno preslikavanje. Na osnovu Propozicije 3.2.3 sledi da je i preslikavanje J ' :
(B, 0(E**,E*)) — (E,o(E, E*)) neprekidno. Prema tome, skup J~'[Bp+~| = Bp
je kompaktan u prostoru (E,o(E, E¥)).

Da bismo dokazali obratno, bi¢e nam potrebne dve naredne leme. ]

Lema 3.5.4 (Heli®). Neka je (E, ||||) Banahov prostor, f1, fo..., fx € E*iv1,7%2, ..., Yk €
R, k € N. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) Za svako € > 0 postoji z., ||z.|| < 1, tako da vazi

[(fisze) — il <e, zasve i =1,2, ... k.

3Shizuo Kakutani (1911-2004), japanski matematicar
®Eduard Helly (1884-1943), austrijski matemati¢ar
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k
> Bifi

i=1

(ii) < , za sve B, ..., B, € R.

E*

k
Z Bivi
i=1

Dokaz Leme 3.5.4 ¢italac moZe da pronade u [3].

Lema 3.5.5 (Goldstin’). Neka je (E, || - ||) Banahov prostor. Tada vaZi da je

O'(E**,E*)

J[BE] :BE**7

gde je J[BE]O(E**’E*) zatvorenje skupa J|Bg| u prostoru (E**,o(E™, E*)). Stoga je i
skup J|E] gust u E** u prostoru (E**, o (E**, E")).

Dokaz. Neka& € B (||€||p-+ < 1)ineka je V proizvoljna okolina tacke £ u prostoru
(E*,0(E*, E")). Treba da dokaZzemo da je V' N J[Bg] # (). Prema Propoziciji 3.4.4
mozemo da pretpostavimo da je

V={neE”": |(n=§f) <e, zasvei=1,2,....k},

za fi1, fo, .., fr € E*, k € Nie > 0. Trazimo x € Bp, tako da vazi J(z) € V. Neka
jevi = (&, fi), 1 <i < k. Zaproizvoljno 3 = (831, ..., B) € R¥ vazi

k k k k
E:@%:+<&§:&ﬁ> > Bif; > Bif;
k=1 =1 i=1 =1

pa je ispunjen uslov (ii) iz Leme 3.5.4. Tada je ispunjen i uslov (i) iz iste leme, pa
postoji z. € Bg, tako da vazi

< ||€]| g+ <

9

E* B

|(fi,xe) — (&, fi)| <&, zasvei=1,2,... k,

. .. . O'(E**,E*)

to jest J(z.) € V. Dakle, vazi da je Bg« C J[Bg] . Na osnovu Teoreme
3.4.10 skup Bgs+ je kompaktan u prostoru (E**, o(E™, E*)), pa je i zatvoren u istom
prostoru. Kako je J[Bg|] C Bg«, sledi da je Bp« = J[BE]U(E ) Dokaz daje J[E]
gust u £** sledi na osnovu prethodno dokazanog i ¢injenice da za £ € E**, £ # 0 vazi
daje &/|¢]| -+ € Bpe. O

Napomena 3.5.6. Skup J[Bg| C Bpg« je zatvoren u prostoru (E** || - || g+ ). Zaista,
ako (&,) = (J(x,)) jako konvergira ka & (||&, — &||g~ — 0), onda je (z,) KoSijev
niz u By (jer je J izometrija), pa postoji x € B da z,, — z. Kako je J neprekidno
preslikavanje, sledi da je £ = J(x). Prema tome, J[Bg| je gust u Bgs«, u prostoru
(E**,|| - || g+~ ), ako i samo ako je prostor (|| - ||) refleksivan.

Sada mozZzemo zavrsiti dokaz Teoreme 3.5.3.

Dokaz. (Teorema 3.5.3 (<))
Neka je Br kompaktan skup u prostoru (F, o(E, E*)). Za svako f € E* je definisano
preslikavanje 1y o J : £ — R, za svako x € E vazi

(V0 J)(@) = r(pa) = (f, ) = ().

"Herman Heine Goldstine (1913-2004), ameri¢ki matematicar
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Iz Propozicije 3.2.3 sledi da je preslikavanje J : (F,o(E, E*)) — (E*,0(E™, E"))
neprekidno. Kako je prema pretpostavci By kompaktan skup u prostoru (E, o(E, E™)),

na osnovu Teoreme 1.2.44 sledi da je J[Bpg| kompaktan, pa i zatvoren skup u prostoru
(E™,0(E*, E)). Pored toga, prema Lemi 3.5.5, vazi J[BE]U(E B Bp«. Sada
moZemo da zaklju¢imo da je J[Bg| = Bg«~ i J[E] = E**. Dakle, prostor (E, || - ||) je

refleksivan. [

U nastavku navodimo jo§ neke karakteristike refleksivnih Banahovih prostora.

Propozicija 3.5.7. Neka je (E, || - ||) refleksivan Banahov prostor i M C FE zatvoren
potprostor prostora E. Tada je prostor (M, || - ||) refleksivan (sa || - || je oznacena i
restrikcija norme || - || : E — [0, 00) na potprostor M ).

Dokaz. Skup M je zatvoren, pa je prema Teoremi 1.3.16 i prostor (M, || - ||) Bana-
hov. Na M mozemo da posmatramo topologiju indukovanu topologijom o(F, E™)
(obelezenu sa o (E, E*) ) i topologiju o (M, M™). Prema Teoremi 1.4.17 svaka nepre-
kidna linearna funkcionela g : M — R je restrikcija na M neke neprekidne line-
arne funkcionele f : £ — R. Prema tome vazi da je o(E, E*)y = o(M, M").
Na osnovu Teoreme 3.5.3 skup B je kompaktan u prostoru (E,o(FE, E*)). Skup
M je potprostor, pa je i konveksan skup. Prema tome, M je zatvoren i konveksan
skup u prostoru (£, | - ||), odakle na osnovu Teoreme 3.3.11 sledi da je zatvoren i
u prostoru (F,o(E, E*)). Vazi Byy = M N Bg C Bpg, pa je By zatvoren pod-
skup kompaktnog skupa u prostoru (F,c(E, E*)). Kompaktnost je nasledna prema
zatvorenim podskupovima, pa moZzemo da zaklju¢imo da je B, kompaktan skup u
prostoru (E,o(E, E*)). Stoga je By kompaktan skup u prostoru (M, o (M, M™)), pa
je na osnovu Teoreme 3.5.3 prostor (M, || - ||) refleksivan. O

Posledica 3.5.8. Banahov prostor (E, || - ||) je refleksivan ako i samo je njegov dualni
prostor (E*, || - || g+) refleksivan.

Dokaz. (=) Neka je (E, || - ||) refleksivan prostor. Tada je J[E] = E™. Pokazaemo
daje J: E* — (B*)" = E™,

J(f) =y, f€E,

sirjektivno preslikavanje.
Neka je n € E**. Preslikavanje no J : (E,| - ||) — R je neprekidna linearna
funkcionela na E, to jestno J € E*. Zasvakox € Eip, € E* vazi

n(es) =n(J(x)) = (no J,x) = (¢z,noJ) =@a(noJ) =1m(¢s)

Dakle, J (noJ) =, paje J sirjekcija, ¢ime smo dokazali da je Banahov prostor
(E*, || - || g+ ) refleksivan.

(<) Neka je (E™, || - || g~) refleksivan prostor. Na osnovu prethodno dokazanog smera
sledi da je i prostor (E**, || - || g+« ) refleksivan. Skup J[F] je potprostor prostora F** i
zatvoren skup u prostoru (E**, || || g+ ). Prema Propoziciji 3.5.7 prostor (J[E], || - || g+~)
je refleksivan (pri ¢emu posmatramo restrikciju norme || - || g« na J[E]). Kako je J

linearna izometrija, sledi da je i prostor (E, || - ||) refleksivan®. O
8Neka su (E,| - ||g) i (F,|| - || ) Banahovi prostori i T : E — F linearna sirjektivna izometrija.
Prostor (E, || - | g) je refleksivan ako i samo ako je prostor (F, || - || r) refleksivan.
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Dokazi naredna dva tvrdenja se nalaze u [3].

Posledica 3.5.9. Neka je (E, || - ||) refleksivan Banahov prostor i K C E ogranicen,
zatvoren i konveksan skup. Tada je K kompaktan skup u prostoru (E,o(E, E")).

Naredna posledica je razlog zasto su refleksivni prostori i konveksne funkcije vazni
za mnoge probleme varijacionog ratuna i optimizacije.

Posledica 3.5.10. Neka je (E,|| - ||) refleksivan Banahov prostor i A C E neprazan,
zatvoren i konveksan skup. Neka je ¢ : A — (—00,400| konveksna, odozdo polu-
neprekidna funkcija, p # 400, takva da vaZi

1112 o(x) = +00 (bez ove pretpostavke ako je A ogranicen skup). 3.5)
fAS
]| =00

Tada funkcija ¢ dostiZe minimalnu vrednost, to jest postoji xq € A, tako da je

(o) = min p(z).

U nastavku razmatramo tvrdenja vezana za separabilne prostore.

3.6 Separabilni prostori

Propozicija 3.6.1. Neka je (X, d) separabilan metricki prostor i Y C X proizvoljan
podskup. Tada je (Y, dy) takode separabilan metricki prostor (metrika dy je restrikcija
metrike dnaY xY).

Dokaz. Neka je skup {u, € X : n € N} C X prebrojiv i gust u X. Kolekcija

Bz{L(un,i):m,nEN},
m

gde je
1 1
L(ty,—) = {xEX:d(:L',un) < —}, m, n €N,
m m

1
je baza topologije indukovane metrikom d. Ako je L(u,,—)NY # () izaberimo
m

proizvoljno a,,,, € L(un,—) NY. Skup {an, : m, n € N} je prebrojiv i gust u
m
Y. O

Teorema 3.6.2. Neka je (E,|| - ||) Banahov prostor i neka je prostor (E*,|| - ||g~)

separabilan. Tada je i (E, || - ||) separabilan prostor.

Dokaz. Nekaje {f, € E* : n € N} prebrojiv, gust skup u E*. Kako za svako n € N
vazi

/]

Ex = Sup <fnal‘>a
relR
llzll=1
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sledi da postoji z,, € E, tako da je

leall = 1 (fu ) > Sl ful

E*-

Oznacdimo sa L, vektorski prostor nad poljem Q generisan sa {z,, € E : n € N}, to
jest
Ly = {Zq,x, cJCNA|J| <Ny A (Vi€ ) (g GQ)}
icJ
Neka je za svako n € N sa A,, oznaCen vektorski prostor nad poljem @, generisan sa
{zr, € E: 1<k <n}. A, je prebrojiv skup za svako n € N. Vazi da je

Ly = UAna

neN

pa je Lo prebrojiv skup. Oznacimo sa L vektorski prostor nad poljem R generisan sa
{z, € E : n € N}. Neka je ayx;, + - - - + ayx;, € L proizvoljan element, gde je
keN, a, .., € Rizy,...,z;, € F. Tada postoje nizovi (¢} )pen u Q, 1 < i < k,
takvi da

qfl—>oci, 1< <Ek.

Sledi da
qylﬂ%‘l + - 'q,k;%k, — Q1T + - gy, .

Dakle L_OL = L, gde je L_OL zatvorenje skupa Lo u prostoru (L, || - ||). Vazi L_OL C
Lo=ToiLoC Ly .pajeLo=1Lo =L.

Dokazacemo da je L gustu £. Neka je f € E™ neprekidna linearna fukcionela takva
daje f(zr) =0,zasvex € L (paizasvex € L). Zadato e > 0 postoji N € N, tako

daje || f — fn|lg+ < e. Tada vazi:
1
§||fN| g < {fn,zn) = {fnv — frzn) <&,
odakle sledi
\flles <N f = vl + | fnlles < 3e.

Nejednakost vaZi za proizvoljno ¢ > 0, pa sledi da je f = 0. Na osnovu Propozicije
2.3.50 mozemo da zaklju¢imo da je L = Ly = FE, pa je L, prebrojiv, gust skup u E' i
(E,|| - ||) je separabilan prostor. O

Na osnovu Posledice 3.5.8 1 Teoreme 3.6.2 moZemo da dokazemo sledecu posledicu.

Posledica 3.6.3. Banahov prostor (E, || - ||) je refleksivan i separabilan ako i samo ako
je prostor (E* ||| - ||g+) refleksivan i separabilan.

Dokaz. (<) Ova implikacija vaZi na osnovu Posledice 3.5.8 1 Teoreme 3.6.2.

(=) Ako je prostor (£, || - ||) refleksivan i separabilan, onda je i prostor (E**, || - || g=+)
refleksivan i separabilan, jer je J sirjektivna linearna izometrija i J[F] = E**. Prema
prethodnoj implikaciji je i prostor (E*, || - || g+) refleksivan i separabilan. O
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Osobina separabilnosti Banahovih prostora je vezana za osobinu metrizabilnosti
slabih topologija. Stoga dokazujemo narednu teoremu.

Teorema 3.6.4. Neka je (E, || - ||) Banahov prostor i

By ={f € E": ||f]

o < 1)

Prostor (E,||-||) je separabilan ako i samo ako je prostor (Bg-,0(E*, E)p,.)° metriz-
abilan.

Dokaz. (=) Neka je (E, || - ||) separabilan prostor. Neka je {z,, € Br : n € N}
prebrojiv, gust skup u Bg. DefiniSemo preslikavanje [ . ] : E* — [0, 00),

(e}

7= gltraal, fe B

n=1

Jednostavno se proverava da je ovako definisano preslikavanje norma na £*. Neka je
d: E x E — |0,00) odgovaraju¢a metrika,

d(f,9)=1[f—g], f.g€E"

Dokazacemo da je topologija O, indukovana metrikom d (preciznije, metrikom koja
je restrikcija metrike d na Bg+ x Bg-) na Bg-, upravo topologija o(E*, E) ...

(1) Neka je fy € Bg- iV okolina tacke f, u prostoru (Bg«,o(E", E)p,.). Prema
Propoziciji 3.4.4 moZzemo da pretpostavimo da je

V= {f € B« : |<f_f07yz>| < ¢g, zasve 1= 17"'7k}a

gdejek € N,e > 01iy,...,yr € E. Bez umanjenja opStosti moZzemo pretpostaviti i
daje ||y;|| < 1,zasvei =1,..., k. Skup {z,, € Bg : n € N} je gust u Bp, pa za svako
1 <1 < k postoji n; € N, tako da je

€
= T || < = 3.6
e (3.6)

Neka je broj » > 0 takav da je
2"y < g, zasve 1 <1 <k. 3.7)

Neka je
U={f € Bg-:d(f, fo) <1},

okolina tacke fj u prostoru (Bg+, d). Dokaza¢emo da vazi U C V. Neka je f € Bp« i
d(f, fo) < r. Tada vazi

ol o <~ fomd = [f=R) <r. (9
n=1

Na osnovu nejednakosti (3.6), (3.7) 1 (3.8) sledi da je za svako 1 < ¢ < k ispunjeno

%0c(E*, E)p,. je topologija na Bg- indukovana topologijom o (E*, E).

68



\(f = fo,w)l = |{f — fooyi — 2ny) + (f — fo, Tn,)
< (lIf] +[{f = fo, Tn,)

< 2%+ 2Mr

g+ [ follz)lyi = xn,

€€
Prema tome, sledidaje f € V,paje U C V.

(2) Neka je fo € Bg-ir > 0. Trazimo okolinu V' tacke f; u prostoru (Bg«, o(E*, E)g,. ),
takvu da vazi
V C U:{fEBE* Zd(f,fo) <’f’}.

T < g DokaZimo da tada za okolinu V'

Neka je ¢ = g i broj £ € N takav da je
tacke fo u prostoru (Bg«,0(E*, E)p,. ),

V ={f € Bg:|{f — fo,zs)| <e, zasve 1 <i <k},

vaziV C U. Akoje f € V, onda je

k o0
1 1
d(f, fo) = Zy!(f—fo,xnﬂJr > 2—n|<f—fo,$n>\
n=1 n=k+1
=1
< et 3 allflle +lolle)lwal
n=k+1
G 1
S 6+2Z2_”:€+2k71
n=k+1
< §+5.

Sada iz (1)i(2) sledi da je o(E", E)p,. = Oq.
(<) Pretpostavimo da je prostor (Bg«, 0 (E", E) g, ) metrizabilan. Neka je d metrika
koja indukuje navedenu topologiju. Tada za svako n € N i okolinu nule

(h:{feBp:ﬂﬁm<%}

postoji okolina nule V;, u prostoru (Bg«,o(E", E)p,. ), takva da je V,, C U,,. Prema
Propoziciji 3.4.4 mozemo da pretpostavimo da je

V. ={f € Bp: |{f,x)| <en, zasve z € D, },
gdejes, >0i®, C E, |P,| < No. Nekaje D = U ®,,, prebrojiv podskup skupa F.

n=1

Tvrdimo da je skup L(D)'° gustu E. Neka je f € E* neprekidna linearna funkcionela,

10Skup L(D) je lineal skupa D (potprostor prostora £, generisan elementima skupa D).
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takvadaje f(x) = 0,zasve z € D (paizasve x € L(D)). Dokazatemo da je f = 0.
Pretpostavimo suprotno, da je f # 0. Tada vazi da je W € V,,zasvakon € N.
E*

Sledi da je - € U,, za svako n € N, §to je nemoguce. Prema Propoziciji 2.3.50

/11~
je skup L(D) gust u E. Neka je Lo(D) vektorski prostor nad poljem @ generisan

elementima skupa D. Prema dokazu Teoreme 3.6.2 vazi da je Lo(D) = L(D). Dakle,
skup Ly(D) je prebrojiv i gust u E, pa je (E, || - ||) separabilan prostor. O

Vazi i teorema “dualna” Teoremi 3.6.4, koju neCemo dokazati.

Teorema 3.6.5. Neka je (E, ||-||) Banahov prostor. Prostor (E*,||-|| g~ ) je separabilan
ako i samo ako je prostor (Bg,o(E, E*)p, )" metrizabilan.

Dokaz. Dokaz implikacije (=) se izvodi kao dokaz iste implikacije u Teoremi 3.6.4,
sa zamenjenim ulogama F i E™. O]

Posledica 3.6.6. Neka je (E, || - ||) separabilan Banahov prostor i (f,,)nen 0granicen
niz u E*. Tada postoji podniz ( f,, )ren koji konvergira u prostoru (E*,o(E*, E)).

Dokaz. Bez umanjenja opStosti moZemo da pretpostavimo da je || f, ||z« < 1, za sve
n € N. Prema Teoremi 3.4.10 skup Bg+ je kompaktan u prostoru (E*, o(E*, E)), to
jest (Bg+,0(E", E)p,.) je kompaktan prostor. Na osnovu Teoreme 3.6.4 taj prostor
je i metrizabilan. Sada je posledica dokazana, jer prema Teoremi 1.3.12 svaki niz u
kompaktnom metrickom prostoru ima konvergentan podniz. ]

Propozicija 3.6.7. Neka je E beskonacno dimenzionalan vektorski prostor. Tada pro-
stor (E,0(E, E)) nije metrizabilan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je d : E' x E' — [0, c0) metrika koja indukuje
topologiju o(FE, E*) na E, odnosno o(E, E*) = O,4. Tada za svako k € N i okolinu
nule u prostoru (E, d),

1
Lk—{xEE:d(x,0)<E},

postoji okolina nule Vj, u istom prostoru, za koju prema Propoziciji 3.3.4 moZemo da
pretpostavimo da je oblika

Vi={x € E:|(f.x)] <ex, zasve f € F}},

gdejecy > 01 F, C E*, |F}| < Ny, takvadaje V), C Ly.
Neka je F' = U F i g € E*. Posmatrajmo okolinu nule V' u prostoru (£, d),
keN
V={xekFE:|guzx) <1}

Postoji ky € N, tako da je Vi, C Ly, C V.
Neka je x € ﬂ Ker(f). Tada za svako A € R svako f € Fj, vazi
JE€F,

|<f,)\l‘>| =0< €ko>s

"Topologija o(E, E*) g, je topologija indukovana na By topologijom o (E, E*).
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odakle sledi da je A\x € Vi, C V, paje

IAl[(g, )| <1, zasve A € R.

Sledi da je (g,x) = 0, pa je = € Ker(g). Dakle, m Ker(f) C Ker(g). Prema Lemi

feFkO
3.1.13sledidajeg = ) Arf.gdeje A; € R, za f € Fy,.
JE€Fy,
Mozemo da zaklju¢imo da je £* = U L(Fy), gde je L(F}) lineal skupa F}, definisan

keN
u Odeljku 1.4. Za svako k£ € N prostor L(F}) je konacno dimenzionalan, pa je na

osnovu Teoreme 1.4.5 zatvoren skup u prostoru (E*, || - || g+). Prema Teoremi 1.3.17
sledi da postoji k£ € N, tako da vaZzi

(L(F})” #0.
Dalje sledi da postoje f € L(F5)ir > 0, tako da je
L(f,r)={f € E:|f = flle- <7} C L(F).

Tada za proizvoljno f € E*, f # 0 vazi

)
E*f‘ﬂ' e Ml <

Dakle, f + QHfH fe L(f, r) C L(F3), zasvako f € E*. Kako je L(F;) potprostor
prostora ™, sledi da je
. ( 7y

Prema tome je £* = L(Fj), pa je E* konaéno dimenzionalan. Tada vazi da je
dim(E*) = dim(E™"), paje i E** kona¢no dimenzionalan. Na ovaj na¢in smo dosli do
kontradikcije, jer je preslikavanje J : £ — E™* injekcija, a prostor £ beskonac¢no di-
menzionalan. Sada mozemo da zaklju¢imo da prostor (£, o(E, E*)) nije metrizabilan,
Sto je i trebalo dokazati. ]

|7+

f=? f = F) e L),

Na osnovu tvrdenja o separabilnosti 1 metrizabilnosti moZemo da dokaZemo narednu
teoremu, koju smo izostavili u delu o refleksivnim prostorima.

Teorema 3.6.8. Neka je (E, || -||) refleksivan Banahov prostor i (x,,)nen 0granicen niz
u E. Tada postoji podniz (xy, )ken koji slabo konvergira u prostoru (E, o(E, E™)).

Dokaz. Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je ||z, || < 1, za sve n € N. Neka je
M, vektorski prostor nad poljem Q generisan sa {z,, : n € N} i M, vektorski prostor

nad poljem R generisan sa {z,, : n € N}. Neka je M = M. Vaz MM = My,

12EM1 je zatvorenje skupa My u prostoru (M, || - ||), gde je || - || norma koja je restrikcija na M,
norme prostora E.
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paje M = M, (pogledati dokaz Teoreme 3.6.2). Prema tome je My = M". Skup
My je prebrojiv, pa je prostor (M, || - ||) separabilan. Prema Propoziciji 3.5.7 on je i
refleksivan (M je zatvoren potprostor prostora £/, kao zatvorenje potprostora prostora
E). Na osnovu Posledice 3.6.3 je i prostor (M™,|| - ||a+) separabilan i refleksivan.
Prema Teoremi 3.5.3 je By, kompaktan skup u prostoru (M, o (M, M™)), a na osnovu
Teoreme 3.6.5 sledi da je prostor (Bys, o (M, M*)pg,,) metrizabilan.

Kako je (B, 0(M, M™)p,,) metrizabilan, kompaktan prostor, sledi da postoji podniz
niza (z,,) koji slabo konvergira u prostoru (M, o (M, M*)). Vazi daje o (M, M™)

= o(FE, E*) ) (pogledati dokaz Propozicije 3.5.7), pa isti podniz slabo konvergira i u
prostoru (E, o(E, E*)). O

Vazi i naredno tvrdenje, za Ciji dokaz upucujemo na reference koje su za to tvrdenje
date u [3].

Teorema 3.6.9. Neka je (E, || - ||) Banahov prostor i neka svaki ogranicen niz u E ima
slabo konvergentan podniz. Tada je prostor (E, || - ||) refleksivan.

37, je zatvorenje skupa Mp u prostoru (M, ]| - |I); gde je || - || norma koja je restrikcija na M
norme prostora E.
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Poglavlje 4

LP prostori i skalarni zakoni odrzanja

4.1 Uvodne napomene - mera i integral

Definicija 4.1.1. Neka je X # (). Familiju skupova M C P(X) sa osobinama
1. XeM

2. Ae M= X\AeM
3. Ave M,neN= | ] A4, eM,
neN

nazivamo o -algebra na X. Par (X, M) nazivamo prostor sa o-algebrom. Elementi
o-algebre M su merljivi skupovi.

Definicija 4.1.2. Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom. Mera na M je funkcija
p: M — [0, 00] za koju vazi:

Ako je {A; € M : i € N} familija disjunktnih skupova, onda je

m (U AZ-) = Z 1(A;) (o aditivnost).

(X, M, p) nazivamo merljiv prostor ili prostor sa merom. Skup A € M za koji je
1(A) = 0 nazivamo skup mere nula.

o
Mera p je o-konacna ako je X = U E;, E; € M, u(E;) < oo, zasvako i € N.
=1

Definicija 4.1.3. Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom. Kazemo da je mera ;. na
M Kkompletna, to jest da je (X, M, u) prostor sa kompletnom merom, ako je svaki
podskup merljivog skupa mere nula takode merljiv skup. Drugacije zapisano,

BCA AeM, u(A)=0=BecM.

Za prostor sa (nekompletnom) merom (X, M, 1) postoji najmanji prostor sa kom-
pletnom merom koji ga sadrzi. Taj prostor nazivamo kompletiranje od M u odnosu
na meru /.
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Znacaj kompletnih mera je u tome Sto se u teoriji mera tvrdenja Cesto formuliSu da
vaze za skoro svako (s.s) x € X, ane za svako x € X. Ako je (X, M, i) proizvoljan
prostor sa merom, kazemo da neko tvrdenje vazi za skoro svako x € X ako postoji
skup N € M, u(N) = 0, tako da tvrdenje vazi za svako = € (X \ N). U tom smislu
moZemo, na primer, definisati jednakost skoro svuda ili konvergenciju skoro svuda.

Definicija 4.1.4. Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom i (Y, 7) topoloski prostor.
Funkcija f : X — Y ({li f : (X, M) — (Y,7)) je merljiva ako i samo ako je
[Hw] € M, za svakow € T.

Za detaljne sadrzaje o prethodno navedenim i drugim pojmovima i tvrdenjima
teorije mera upucujemo na knjige [7] 1 [16]. U navedenim knjigama su predstavljene
konstrukcija, definicija i osobine integrala merljive funkcije, koje podrazumevamo u
nastavku rada.

Na skupovima R"”, n € N podrazumevamo Lebegove o-algebre i Lebegove mere,
koje su o-konacne i kompletne mere. Detaljno o njihovim konstrukcijama i osobinama
Citalac takode mozZe da pronade u [7] 1 [16].

Navodimo teoremu Fubinija, koju ¢emo koristiti u nastavku, a ¢iji se dokaz nalazi
u navedenim knjigama [7] 1 [16].

Teorema 4.1.5. (Fubini') Neka su (X, M, ) i (Y,N,v) prostori sa o-algebrama i
o-konacnim merama, Z = X X Y i neka je m proizvod mera na M ® ./l/ Ako je
F : Z — R integrabilna u odnosu na , onda su funkcije sa vrednostima u R’

flo) = [ Fuv we X i gty)= [ Frau yey,
Y X

merljive, imaju konacne integrale i vaZi

/deHZ/ZFdW:/Yng’
/X[/Ydeu] duz/ZFdw:/YUXFydﬂ} o

4.2 LP? prostori

to jest vaZi

U ovom odeljku upucujemo na [3], [7]1 [16].

Neka je (X, M, p1) prostor sa o-kona¢nom, kompletnom merom g, $to u nastavku po-
drazumevamo.

Sa L' (i) obelezavamo skup svih realnih merljivih funkcija, f : X — R, za koje vazi

/X | fldp < oo.

!Guido Fubini (1879-1943), italijanski matematicar
R=RU{-o00,+o0}; Fu(y) = F(x,y), y€Y; FY(z)=F(z,y), € X
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Na skupu L' (1) moZzemo uvesti relaciju ekvivalencije ~: Za f, g € L' (1) je
f ~ g akoisamo ako f = g s.s.

Tada moZemo definisati i klase ekvivalencije te relacije. Za f € L'(u) je

f]l.={9e Ll (p): f=gss}

Odgovarajudi faktor prostor obeleZavamo sa L' (X). Na njemu je definisana vektorska
struktura, za [f] ,[g] € L'(X)iAeRje

F+glo=Ulo+ Tl VL=l

gde podrazumevamo uobicajene operacije sabiranja funkcija i mnoZenja funkcije real-
nim brojem. Preslikavanje || - ||; : L*(X) — [0, 00),

11710, = [ 1l 7] € LX),

je dobro definisano, jer klasu relacije ekvivalencije Cine funkcije jednake skoro svuda.
Elemenat [ f]N mozemo oznacavati sa f, vodeci racuna o tome da se radi o klasi
funkcija jednakih skoro svuda (identifikovane su sve funkcije jednake skoro svuda).
U tom kontekstu faktor prostor mozemo identifikovati sa pocetnim prostorom L' (y) i
zvati ga prostor Lebeg-integrabilnih funkcija (u kom su prethodno identifikovane sve
funkcije jednake skoro svuda).

Uz prethodno navedene pretpostavke i uzimajuci u obzir identifikaciju skoro svuda
jednakih funkcija (na nacin koji je opisan za L' (1)) dajemo naredne definicije.

Definicija 4.2.1. Zap € R, 1 < p < oo, prostor LP(X) je skup realnih merljivih
funkcija f : X — R za koje vazi

[ b < o0
X

i u kojem identifikujemo funkcije jednake skoro svuda. Drugacije zapisano,

LP(X) = {f:X%R:fjemerljivai /X|f|pdu<oo}.

Definicija 4.2.2. Prostor esencijalno ogranicenih funkcija, u oznaci L>°(X), je skup
realnih merljivih funkcija f : X — R za koje vazi da postoje A € M, u(A) =01
C > 0, tako da je

|f(x)] <C, zasve z € (X \ A)

1 u kojem identifikujemo funkcije jednake skoro svuda. Drugacije zapisano,

f je merljiva,
L®(X)=<(f: X —>R| postoje C >0i Aec M, u(A) =0, tako da je
|f(z)| < C, zasve z € (X \ A)
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Sa uobicajenim operacijama sabiranja funkcija i mnoZenja funkcije realnim brojem
LP(X) je realan vektorski prostor, za svako 1 < p < oo. U narednim tvrdenjima
predstavicemo 1 norme na ovim prostorima.

Lema 4.2.3. Neka je 1 < p < oo. Preslikavanje || - ||, : LP(X) — [0, 00),

1l = [ / |f|pdu]”, f e (),

je norma na LP(X).
Lema 4.2.4. Preslikavanje || - ||« : L=(X) — [0, 00),
[flle = H{C > 0: p({z € X - [f(2x)] > C}) =0}, f e L7(X),
je norma na L™= (X).
Teorema 4.2.5. Za svako 1 < p < oo prostor (L*(X), || - ||,) je Banahov.
Teorema 4.2.6. Za svako 1 < p < oo Banahov prostor (LP(X), || - ||,) je refleksivan.

Napomena 4.2.7. Prostori (L'(X), || - [[1) i (L®(X),]| - |lss) nisu refleksivni, osim u
trivijalnom slucaju, kada je X konacan skup.

Teorema 4.2.8. Neka je (2 C R"™ otvoren skup. Za svako 1 < p < oo prostor
(LP(2), || - ||p) je separabilan.

Definicija 4.2.9. Nekaje 1 < p < oo. Ako je

1 1
4= =1,
p D
onda p’ nazivamo konjugovani eksponent eksponenta p. Za p = oo (p = 1) konjugo-
vani eksponent je p’ = 1 (p/ = o).
Teorema 4.2.10 (Helderova nejednakost®). Neka je Q C R™ otvoren skup, 1 < p < oo,
ferLrP(Q)ige LP(Q). Tadaje fg € L*(Q) i vaZi

/Qlf(x)g(ﬂf)!dx < £ 1o llgllp- 4.1)

Naredna teorema opisuje neprekidne linearne funkcionele na prostorima LP(X),
1<p<oo.

Teorema 4.2.11 (Risova* teorema o reprezentaciji).

1. Nekajel < p < c0i¢ € (LP(X))*. Tada postoji jedinstvena funkcija u €
LY (X), tako da vazi

<¢,f>—/ ufdp, zasvako f € LP(X).
X

Stavise, qu/ = H¢H(LP(X))*'

30tto Ludwig Holder (1859-1937), nemacki matematicar
“Frigyes Riesz (1880-1956), madarski matemati¢ar
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2. Neka je ¢ € (L'(X))*. Tada postoji jedinstvena funkcija v € L>®(X), tako da
vazi

<¢7f>=/Xdeu, za svako [ € L'(X).

Stavise, Ulloe = (|0l (L1(x))-

Napomena 4.2.12. Zbog identifikacije skoro svuda jednakih funkcija, funkcija u iz
prethodne teoreme je jedinstvena do na skup mere nula.

Teorema 4.2.11 nam daje odgovor na to kako mogu biti predstavljene neprekidne
linearne funkcionele definisane na prostorima L”(X), 1 < p < oo. Linearna sirjek-
tivna izometrija ¢ — w nam dozvoljava da “apstraktan” prostor (L”(X))" identifiku-
jemo sa prostorom L”/(X), 1<p<oo

Na prostoru LP(X), 1 < p < oo je definisana slaba topologija o (LP(X), (LP(X))")
(na nacin koji je predstavljen u Odeljku 3.3). Takode, na prostoru (L”(X))" je defini-
sana slaba-* topologija o ((L”(X))*, L”(X)), 1 < p < oo (na natin koji je predstav-
ljen u Odeljku 3.4).

Na osnovu Risove teoreme o reprezentaciji 4.2.11 i Propozicija 3.3.7 1 3.4.6 moZemo
da definiSemo slabu konvergenciju niza u prostorima L”(X) (1 < p < o0) i slabu-*
konvergenciju niza u prostoru L>(X).

Definicija 4.2.13. Nekaje 1 < p < oo, (f,) nizu LP(X) i f € LP(X).
Niz (f,,) slabo konvergira ka f u L”(X) (oznatavamo: f, — fu LP(X))

ako 1 samo ako
/ frngdu — / fgdu, za svako g € Lp/(X).
b b
Na osnovu identifikacije prostora (L*(X))* sa prostorom L>°(X ) definiS§emo slabu-
* konvergenciju u L>°(X).

Definicija 4.2.14. Neka je (f,) nizu L>(X) i f € L*>(X).

Niz (f,,) slabo-* konvergira ka f u L°°(X) (oznatavamo: f, — fu L=(X))

ako 1 samo ako
/ fngdy — / fgdu, za svako g € L' (X).
X X

Za slabu i slabu-* konvergenciju nizova korisna je i naredna lema, koju navodimo
u uopStenoj formi, za proizvoljan Banahov prostor. Dokaz leme se nalazi u [15] (Lema
8.16).

Lema 4.2.15. Neka je (E, || - ||) Banahov prostor, (x,,) ograni¢en nizu E, x € E, (f,)
ogranicennizu E* i f € E*.
(i) Ako je D C E*iako je L(f))5 gust u E*, onda vazi: x, — x ako i samo ako
(f,xn) — ({f,x), za svako f € D.

5Skup L(D) je lineal skupa D.
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(ii) Ako je D C E i ako je L(D) gust u E onda vaZi: f, = f ako i samo ako

(fn,z) = (f,x), za svako x € D.

U nastavku rada koristi¢emo sledece oznake.

Neka je €2 C R" otvoren skup.

Sa C(2) oznaCavamo prostor neprekidnih realnih funkcija f :  — R.

SaCk(Q), k € N oznatavamo prostor k-puta neprekidno diferencijabilnih®realnih
funkcija f : Q2 — R.

Sa C>(£2) oznacavamo prostor glatkih realnih funkcija na 2, odnosno C*(§2) =

) k.

keNg

Sa C.(2) oznaCavamo prostor neprekidnih realnih funkcija sa kompaktnim
nosacem.

Sa C2°(Q2) oznaCavamo prostor glatkih realnih funkcija na €2, koje imaju kom-
paktan nosac, to jest C2°(2) = C*°(Q2) N C.(Q).

Sa Cy(Q2) oznatavamo prostor neprekidnih realnih funkcija koje konvergiraju ka
nuli u beskonacnosti.

Za primenu Leme 4.2.15, u slucaju slabe kovergenicije nizova u LP(Q2), 1 < p <
00, korisna je sledeca propozicija. Njen dokaz se nalazi u [3] (Posledica 4.23.).

Propozicija 4.2.16. Neka je ) C R" otvoren skup. Prostor C:°(2) je gust u LP(2) za
1 <p <o

U skladu sa teorijom koju smo predstavili u drugom poglavlju, moZemo prestaviti
joS neke osobine prostora LP(X), 1 < p < oo.

Zatvorena jedini¢na lopta Br»(xy = {f € L*(X) : | f|l, < 1} je kompaktan
skup u prostoru (LP(X), o(LP(X), L¥ (X))),zal < p < oo (pogledati Teoremu
3.5.3).

Svaki ogranicen niz (f,,) u prostoru (LP(X),| - [/,), 1 < p < oo, ima slabo
konvergentan podniz (pogledati Teoremu 3.6.8).

Zatvorena jedini¢na lopta Br(xy = {f € L™(X) : ||f]lc < 1} je prema
Teoremi 3.4.10 kompaktan skup u prostoru (L>(X), o(L>(X), L'(X))).

e Neka je (2 C R" otvoren skup. Ako je (f,,) ograni¢en niz u Banahovom prostoru

(L>(), || - | ), onda postoje podniz (f,, )i f € L=(Q) tako da f,, — fu
a(L>=(), L'(Q)) (pogledati Teoreme 3.6.6 i 4.2.8).

Sledi primer ogranifenog niza u prostoru L'(R), koji nema slabo konvergentan
podniz. Primer se nalazi u [12].

®Postoje parcijalni izvodi do reda k i neprekidni su.
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Primer 4.2.17. Neka je ry, 1) karakteristicna funkcija intervala [0, %], n € N

1, z €0, %]
Fﬂ[o,%](x) =
07 YIS (—OO, 0) U (%7 +OO)

Posmatrajmo niz funkcija (Tm[a 1 }>. Za svakon € N je

= nKk
= Lo

pa je niz (nﬁ[07;}> ogranicen u prostoru (L*(R), || - ||1). Ako bi dati niz imao slabo

dr = 1, 4.2)

[

konvergentan podniz (nkn[a 1 ]>, onda bi moralo da vaZi Nk, 1) — 0. Medutim,
ng ‘ng
to nije moguce, jer za funkciju f : R — R, datu sa f(z) = 1, € R vazi da je
f € L*(R) i/nkli[07l]fd$ =1 4 0. Dakle, posmatrani niz <nm[0 ;]> nema slabo
R n ‘n

konvergentan podniz.

4.3 Skalarni zakoni odrzanja

Prilikom reSavanja parcijalnih diferencijalnih jedna¢ina moZemo reSavati niz aprok-
simativnih problema i na taj nacin dobiti niz aproksimativnih reSenja. Cilj je da pronade-
mo podniz tog niza koji konvergira ka reSenju problema, ali je ¢esto jedino moguce
pokazati da je niz ograni¢en u odgovaraju¢em Banahovom prostoru. To nije dovoljno
za izdvajanje konvergentnog podniza, jer je zatvorena jedini¢na lopta u Banahovom
prostoru kompaktan skup samo ako je prostor kona¢no dimenzionalan. Zbog toga je
korisno posmatrati slabe topologije i slabu konvergenciju niza. Pokazali smo da svaki
ogranien niz u prostoru L?, 1 < p < oo (L) ima slabo (slabo-*) konvergentan
podniz. Taj rezultat je koristan upravo za niz aproksimativnih reSenja u nekom od L7,
1 < p < oo prostora. Primenu slabe-* konvergencije niza islustrova¢emo na primeru
Kosijevog problema za skalarni zakon odrZanja. Vecina sadrZaja ovog odeljka se nalazi
u[l3].

Razmatracemo problem postojanja slabog reSenja Kosijevog problema za skalarni
zakon odrZanja. Motivaciju za uvodenje slabog reSenja ¢emo ilustrovati sledec¢im
primerom. Za detaljnija objasnjenja upucujemo na [2].

Primer 4.3.1. (Burgersova' jednacina) Posmatrajmo pocetni problem za Burgersovu
Jjednacinu oblika

o (8)

u(z,0) = ¢(x).
U opstem slucaju, primenom metode karakteristika, dolazimo do zakljucka da se nakon
odredenog vremenskog trenutka T karakteristike (oblika {(x,t) : x = ¢()t + &}, € €

4.3)

7Johhanes (Jan) Martinus Burgers (1895-1981), holandski fizi¢ar
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R}) seku, $to impicira da iza tacke preseka ne postoji klasicno reSenje ove jednacine.
Da bismo definisali reSenje zat > T (odnosno za sve t > 0) moramo uzeti u obzir
reSenja koja nisu neprekidna. Na taj nac¢in dolazimo do potrebe proSirenja reSenja u
slabom smlislu i definisanja slabog resenja jednacine.

U nastavku dajemo definicije skalarnog zakona odrZanja i slabog resenja Kosijevog
problema za skalarni zakon odrzanja.

Posmatramo jednacinu oblika
w + [f(w)], =0, (z,t) € R x [0, 00), (4.4)

gde je u : R x [0,00) — R nepoznata funkcijai f : R — R data funkcija. Jednacinu
ovog oblika nazivamo skalarni zakon odrZanja.

Primer 4.3.2. (Kretanje u saobracaju) Posmatrajmo ulicu koja pocinje u tacki x, i
zavr$ava se u tacki xs. Neka u(x,t) predstavlja gustinu automobila u tacki x i trenutku
t. Ukupan broj automobila izmedit tacaka v, i x4 je dat sa

/ u(z, t)d.
Z1

Brzina promene broja automobila izmedu tacaka x1 i x5 u trenutku t je data sa
2

il w(z, t)de = flu(zy,t)) — fu(rs,t)),

gde f predstavlja brzinu protoka automobila koji ulaze u ulicu i onih koji izlaze iz
ulice. Pretpostavijajuci da su u i f neprekidno diferencijabilne funkcije vidimo da je

/ Y el t)dr = flulz, t)) — Flulzs, 1),

odakle sledi da je

x ix /xQ u(z, t)dr = f(u(:vl,t;) :i(u(%,t))

Prema tome, kada x5 — x1 dobijamo da vaZi

up = =[f (W)l

Drugim recima, veli¢ina u nije ni stvorena ni unistena. Totalna kolicina veli¢ine u ,
koja je sadrZana unutar datog intervala [x1,xs|, se menja samo zahvaljujuci protoku
u preko granic¢nih tacaka.

Primer sli¢an prethodnom se nalazi u [2].
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Pretpostavimo da je u klasi¢no (neprekidno diferencijabilno®) reSenje jednacine
(4.4), koje zadovoljava pocetni uslov

u(x,0) = ug(x). (4.5)

Sa C}(R x [0, 00)) oznadavamo prostor neprekidno diferencijabilnih funkcija f : R x
[0,00) — R, koje imaju kompaktan nosac. Neka je ¢ € C}(R x [0, c0)).

PomnoZzimo jednacinu (4.4) sa ¢. Koristeci parcijalnu integraciju, ¢injenicu da ¢ ima
kompaktan nosac i Fubinijevu teoremu 4.1.5 imamo

0 = /OOO/: <ut+[f(u)]m)¢>dxdt
_ /Om/_:ut¢dxdt+/ooo /_Z[f(u)]mdxdt
— —/Zuo(a:)gb(x,O)d:Jc—/OOO/Zugbtdxdt—/OOO/(:f(U)%dxdt.

Dakle, dobijamo:

/0 h / Z(uqSt b F(u) ) dadt + / Z o(2) b, 0)d = 0. .6)

Na osnovu dobijene jednakosti formuliSemo definiciju slabog resenja.

Definicija 4.3.3. Nekaje 1 < p < ocoiug € LP(R). Funkcijau € LP(R x [0,00)) je
slabo resenje Kosijevog problema

u + [f(w)]e =0, (z,t) € R x[0,00)
4.7)
u(z,0) = ug(x), =€ R,

ako je uslov (4.6) ispunjen za svako ¢ € C!(R x [0, 00)).

Da bi se dobilo globalno slabo resenje (uopSteno reSenje) za dati zakon odrZanja,
uobicajeno je da se na desnu stranu jednacine (4.4) doda parabolicki perturbacioni
izraz. Preciznije, posmatramo jednadinu:

ug + [f(u)le = ttge, (2,1) € R x [0, 00), (4.8)
gde je € > 0 konstanta.
Pretpostavimo da je ug € L>(R). Za fiksirano ¢ > 0, koriste¢i opstu teoremu

za parabolicke jednacine (Teorema 1.0.2 u [13]) dobijamo glatko reSenje u° KoSijevog
problema

8Postoje parcijalni izvodi prvog reda i neprekidni su.
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w + [f ()] = gy, (x,t) € R x [0, 00)
4.9)
u(z,0) = up(x), = €R.

Dobijeno resenje zovemo viskozno reSenje. Za svako viskozno resenje je ispunjen
uslov (4.6), to jest vazi

/00 /OO (uepy + f(ue)py)dxdt + /OO up(z)p(x,0)dz = 0. (4.10)
0 —00 —00

Na opisani nacin dobijamo niz viskoznih reSenja (u.), € > 0. Pretpostavimo da je
dobijeni niz uniformno ograni¢en u nekom od prostora LP(R x [0,00)), 1 < p < o0
(postoji konstanta M > 0, tako da je ||u®||, < M, za sve ¢ > 0). Tada, prema
Propoziciji 3.6.8 (3.6.6), postoji slabo (slabo-*) konvergentan podniz tog niza u pro-
storu LP(R x [0,00)), 1 < p < 0o (L>(R x [0,00))). Dakle, ako ¢ — 0, onda

u® — u slabou LF(R x [0,00)) (u = u slabo- * u L>(R x [0, 00)),

gde je podniz obeleZen kao i niz.
Pod odgovarajuéim pretpostavkama za funkciju f postoji i slabo (slabo-*) konvergen-
tan podniz niza (f(u°)),

fu®) =1 (f(u®) 2 1), kada e — 0.

Ako vazi

l(z,t) = f(u(x,t)) s.s. 4.11)
1 e — 0, onda na osnovu Definicija 4.2.13 1 4.2.14, Leme 4.2.15, Propozicije 4.2.16
i oblika uslova (4.10) moZemo da zaklju¢imo da je u(x, t) slabo reSenje problema (4.7).

Postavlja se pitanje kako moZemo dobiti slabu neprekidnost (4.11) nelinearne funkci-
je f u odnosu na niz viskoznih reSenja (u). Teorija kompenzovane kompaktnosti je
jedan od nacina da se odgovori na ovo pitanje.

4.3.1 Kompenzovana kompaktnost

Motivaciju za naziv kompenzovana kompaktnost moZemo objasniti u sledeem prime-
ru.
Neka je niz funkcija (w*) slabo konvergentan,

w® — w
i neka vazi bilo koja od sledecih slabih konvergencija
(w)? + (w)? = w® +w* ili (w°)? — (w)? = w® —w’. (4.12)

U opstem slucaju ne mozemo da zaklju¢imo da je niz (w®) “kompaktan”, to jest da za
neprekidnu funkciju f postoji podniz ovog niza, tako da vazi slaba konvergencija

f(w?) = f(w).
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Medutim, ako vaze obe konvergencije, onda (sabiranjem) mozZemo da zaklju¢imo da
vazi slaba konvergencija

(w®)? — w? (4.13)
Prema tome, ako je funkcija f data sa f(z) = 22, onda uslovi (4.12) kompenzuju ne-

dostatak “kompaktnosti” niza (w°®).

U nastavku ¢emo definisati prostore funkcija koji su neophodni za dalji rad. Defini-
cije 1 tvrdenja se nalaze u [1] 1 [3].

Neka je 2 C R"™ otvoren skup.

f je merljiva,

1 — . :
Lie() = q [ 2 = R za svaki kompaktan K C je/ |fldz < o0
K

je prostor lokalno integrabilnih funkcija.

Za svako 1 < p < oo vazi inkluzija L*(Q) C L},.().

Definicija 4.3.4. Neka je 2 C R" otvoren skup, p € NI multi-indeks i f € L},.(9).
Kazemo da je funkcija g € Lj,.(f) slabi parcijalni izvod reda |p| funkcije f, ako za
svako ¢ € C°(Q) vazi:

/Qg(x)(b@)dx:(—l)”'/Qf(x)(aqu)(a:)dx.

Pisemo g = 0" f. Ovako definisana funkcija g je jedinstvena do na skup mere nula.
Ako funkcija f ima parcijalni izvod reda |p| u klaSi¢énom smislu, onda je to izvod reda
|p| 1 u slabom (distributivnom) smislu.

Sada moZzemo uvesti definiciju prostora Soboljeva H* ().

Definicija 4.3.5. Neka je Q2 C R" otvoren skup. Prostor Soboljeva’ H'(Q) je defini-
san sa

391, .., gn € L*(Q2), tako daje
(@ =4 fe@| [ 1038 @i = [ g,

Q
za svako ¢ € C2°(§2) isvako 1 <i<n

Dakle, f € H'(2) ako i samo ako su funkcija f i svi njeni slabi parcijalni izvodi prvog
reda elementi prostora L?((2).

0
Za f € H'(Q) obelezavamo 8f =g,1<i<n.
€

Prostor H'(2) je snabdeven normom

, [ e H(Q).

2

of

e = 1fll+
i=1

9Sergei Lvovich Sobolev (1908-1989), ruski matematic¢ar
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MozZe se posmatrati 1 njoj ekvivalentna norma

1f ||z = (Hfll% +
1=1

Propozicija 4.3.6. Prostor (H'(Q),|| - ||z ) je Banahov.

of
&Bi

2\ z
) , fe H(Q).
2

Propozicija 4.3.7. Banahov prostor (H'(Q), || - || 1) je refleksivan i separabilan.

Definicija 4.3.8. Neka je @ C R” otvoren skup. Prostor H;(2) je definisan kao
zatvorenje skupa C2 () u prostoru (H*(Q), || - ||z1). Dakle,

1

HY(Q) =)

C

Hl

Takode vazi H}(Q)) = C(Q) .

Prostor (H)(2),]| - ||z) je Banahov. Sa H(£2) oznatavamo dualni prostor pro-
stora Hj ().

Definicija 4.3.9. Neka je (2 C R" otvoren skup. DefiniSemo prostor

H, () :={veD(Q):pve H'(Q), zasvako p € D(Q)},

loc
gde je D(Q) = C°(Q) i D'(2)"° dualni prostor prostora D(2).

Teoriju kompenzovane kompaktnosti su razvili matematiari Mura'' i Tartar'”.
Tvrdenje od koga je ova teorija pocela da se razvija je divergencija-rotor lema (div-
curl lemma). Vremenom su se razvijale razliCite verzije ove leme. UopStavanjem
divergencija-rotor leme razvijala se teorija kompenzovane kompaktnosti. Detaljnije o
razvoju razlicitih verzija divergencija-rotor leme i teorije kompenzovane kompaktnosti
Citalac moZe da pronade u [17].

Naredna teorema koju ¢emo navesti je jedan od rezultata spomenutog uopStavanja
divergencija-rotor leme i razvoja teorije kompenzovane kompaktnosti. Za njen dokaz
upucujemo na [13] i reference koje su za nju navedene u toj knjizi, ili na [17]. U
radu smo se odlucili za prikaz metode kompenzovane kompaktnosti koji je dat u [13]
1 pomocu naredne teoreme ¢emo dalje dokazati teoremu o slaboj konvergenciji 2 x 2
determinanti.

Neka su fiksirani brojevi ¢,n,d € Ninekaje a;;, € R,zai=1,...,¢,k =1,...,n
ij=1,...,d. Neka je

d n
A= {)\ cR?: 3¢ € (R™\ {0}), tako daje ZZaij)\j{k =0, zasvako i =1, ...,q

j=1 k=1

Uz navedene oznake formuliSemo teoremu.

10 Za vise detalja o prostoru D’(§2) pogledati [10].
"Francois Murat (roden 1947.), francuski matematicar
2L uc Tartar (roden 1946.), francuski matematicar
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Teorema 4.3.10. Neka je Q2 C R"™ otvoren i ogranicen skup, (uf).~o niz u (LQ(Q))d i

neka vaze sledece pretpostavke:
(HI) v = (us,...,u3) = u = (uy, ..., uq) slabo u (LQ(Q))d,

(H2) Postoji kompaktan skup K u jakoj topologiji prostora H z;cl (Q), takav da za sve
1=1,2,...,qiec > 0vaZi

.2 ou;
Z aijka_xk € K.

j=1 k=1
Ako je Q kvadratna forma na R, takva da je Q(\) > 0, za svako X € A i ako vazi

Q(uf) =1 slabo-*u M(Q), gde je | Radonova mera,

onda je
[ > Q(u) u distributivnom smislu.

Napomena 4.3.11. Kako je ) kvadratna forma i u € L*(Q2), za svako € > 0 i svako
i = 1,...,d, na osnovu Helderove nejednakosti (4.1) sledi da je Q(u®) € L*(Q), za
svako € > 0.

Napomena 4.3.12. Sa M(f) je oznaCen prostor Radonovih mera (sa odredenim do-
datnim osobinama). Prostor M (€2) se moZe identifikovati sa dualnim prostorom pro-
stora Co(£2), pa u njemu moZemo posmatrati slabu-* konvergenciju. Nedostatak slabe
kompaktnosti u prostoru L'(£2), odnosno nedostatak osobine da svaki ograniceni niz
u tom prostoru ima slabo konvergentan podniz, se prevazilazi ako se prostor L!()
identifikuje sa potprostorom prostora M (£2). Precizna definicija Radonovih mera i
objasnjenja navedenih pojmova se nalaze u [7]. Kratka objasnjenja navedenih poj-
mova i nacina identifikacije prostora L'(2) sa potprostorom prostora Radonovih mera
Citalac mozZe da pronade i u [3].

Posledica 4.3.13. Neka su ispunjene sve pretpostavke iz Teoreme 4.3.10. Ako je ()
kvadratna forma na R%, takva da je Q(\) = 0, za svako X € A, onda vazi konvergen-
cija

Q(u°) = Q(u) u distributivnom smislu.

Na osnovu navedene posledice moZzemo dokazati teoremu o slaboj konvergenciji
2 x 2 determinanti.

Teorema 4.3.14 (Slaba konvergencija 2 x 2 determinanti). Neka je 2 C R x [0, 00)
otvoren i ogranicen skup i {u¢ : Q — R* : ¢ > 0} niz merljivih funkcija, za koji vazi

u® —u slabou (L*(Q))*.

Neka je K kompaktan skup u jakoj topologiji prostora H, l;j(Q), takav da za svako

e > 0vaZi
ouj  Ouj Ouj Ouj

ot ox’ Ot Ox
Tada postoji podniz niza (u®) (oznacen kao i pocetni niz), takav da vaZi

€ K.

€ €
Uy Ug
€ 13
ug  ug

Uy U2 . . . .
u distributivnom smislu.

‘

U3z Ug
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Dokaz. Pretpostavke ove teoreme su pretpostavke iz Teoreme 4.3.10, gde je

n=2 d=4, ¢q=2,

a111 = G122 = Q931 = Gg42 = 1, dok su ostali koeficijenti a;j;;, jednaki nuli. Prema
tome je

A={XeR": 3 € [Rx[0,00)]\ {(0,0)} (A& + Xo&o =0, A&+ o =0)}.
Neka je A € A. Tada je zaneko £ = (£1,&2) € [R x [0,00)] \ {(0,0)} ispunjeno
A€+ A&z =0,

A3&1 + A = 0.

Ako prvu jednakost pomnoZzimo sa A4, a drugu sa —\, i zatim tako dobijene jednakosti
saberemo, dobijamo jednakost

61()\1)\4 - )\2)\3) == O

Ako je & # 0, onda sledi da je \q Ay — AA3 = 0. Ako je & = 0, onda iz prve dve
jednakosti sledi da je Ao = Ay = 0 (jer je & # 0), pa ponovo vazi Ay Ay — A3 = 0.
Dakle, vazidaje A C {\ € R*: A\ Ay — Mo A3 = 0}.

Ako je @ kvadratna forma na R* data sa Q()\) = A\ \s — A2 )\3, onda vazi daje Q(\) =
0, za svako A € A. Sada je teorema dokazana na osnovu Posledice 4.3.13. ]

4.3.2 KoSijev problem za skalarni zakon odrzanja

Vratimo se na KoSijev problem

w4 [f()], =0, (,1) € R x [0, 00) w1
u(z,0) = ug(x), = € R. '
Vazi naredna teorema.

Teorema 4.3.15. Neka je 2 C R x [0, 00) ogranicen i otvoren skup i {u° : Q@ — R}
niz funkcija u L>(Q2), takav da vazi:

w* —limu® =wu, w*—lim f(u®) = v, (4.15)

gde je f € C*(R). Neka je K kompaktan skup u jakoj topologiji prostora H, ! (),
takav da za1 = 1,2 i svako € > 0 vaZi

i (u®)]e + [a:(u)] € K, (4.16)

gde je
(m1(0), 1(0)) = (0 — K, f(0) — f(K)), (4.17)
(m0).(0)) = (F0) = F(1). [ (7(s) ) @18)

i k konstanta. Tada je
v = f(u) skoro svuda .
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Dokaz. Na osnovu uslova (4.16) 1 Teoreme 4.3.14 imamo da je

mu) q(uw) m(us) na(uf)

w* — lim (4.19)

m2(u)  ga(uf)

gde je w* — limn; (u®) = n;(u®), w* — lim ¢;(u®) = ¢;(u®), zai = 1,2. Saw* — lim je
oznacena granica niza za slabu-* konvergenciju.

Vazi da je

Il
I
m
|
x5
—_—
&
YamS
%
—
»
N—
N~—
(3%
QU
&
|
Vou
-
—
Iy
m
N—
|
~
S
=
N—
~_

(4.20)

Na osnovu jednakosti (4.19)—(4.21) sledi da je
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—~(f(w) = F () = 207 — F@D () - F(R)) (422
— (=) [ (£ = () - )’
b [ (s [0
—(f(u) = FR))* = 2(F(w) = F(w)) (f(w) = F(K))
Vai da je

= [ (o
N ETET ( [ s+ [ (f’(s))d8>
o / “ (s)ds (4.23)

Na osnovu jednakosti (4.22) i (4.23) sledi da je

2

=) [ (e)Pas = (1) - ) + (T = Fw) =0, @29
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Kako su oba Clana leve strane jednakosti (4.24) nenegativna, imamo da je

(7 — 7)) =0
odakle sledi da je
v = f(u).
[

Teorema 4.3.16. Neka je ug € L¥(R) i f € C*((—|uollco, ||t0]l0))- Tada niz
viskoznih resenja {u° : € > 0}, odredenih Kosijevim problemom

[w]e + [f (0)]e = €[t]aa, (x,1) € R x [0, 00)
(4.25)
u(z,0) =up(x), v € R

zadovoljava uslov kompaktnosti (4.16).

Sada na osnovu Teorema 4.3.15 1 4.3.16 sledi glavna teorema u ovom odeljku.

Teorema 4.3.17. Neka je ug € L(R) i f € C*((—||uollss, [|uoll)). Tada Kosijev
problem (4.14) ima slabo resenje u € L= (R X [0, 00)) u smislu Definicije 4.3.3.

Dokaz za egzistenciju slabog resenja problema (4.14), kao slabe-* granice podniza
niza viskoznih reSenja u prostoru L>°(R x [0,00)), se moZe sprovesti i ako se prvo
defini$e pojam Jangovih!'® mera. Pomodu njih se definiSe klasa reSenja tog problema
(measure-valued solutions), koja je Sira od klase slabih reSenja. Zatim se putem is-
traZivanja te klase reSenja i primenom teorije kompenzovane kompaktnosti dolazi do
slabog reSenja posmatranog problema. Detaljan sadrzaj o primeni Jangovih mera 1
teorije kompenzovane kompaktnosti se nalazi u [4].

Za slaba reSenja problema (4.14) u prostorima L”, 1 < p < oo, upuéujemo na [13].

13Laurence Chisholm Young (1905-2000), ameri¢ki matematicar
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Zakljucak

U radu smo se bavili lokalno konveksnim topoloSko-vektorskim prostorima, jednim
tipom lokalno konveksnih topologija - slabim topologijama i primenama predstavljenih
teorijskih rezultata na L” prostore i skalarne zakone odrzanja.

Dokazali smo da u lokalno konveksnom prostoru postoji baza okolina nule takva
da je svaki njen element uravnotezen, zatvoren i konveksan skup. Pokazali smo da je
lokalno konveksna topologija svakog lokalno konveksnog prostora definisana fami-
lijom svih neprekidnih semi-normi za tu lokalno konveksnu topologiju. Zakljudili
smo da je svaki normiran prostor ujedno i lokalno konveksan prostor. Naveli smo i
druge primere lokalno konveksnih prostora, koji imaju vaznu ulogu u teoriji distribu-
cija (Primeri 2.3.25 — 2.3.33). Primerom 2.3.13 smo pokazali da postoji topolosko-
vektorski prostor koji nije lokalno konveksan.

Slabu topologiju o(F, E*) na realnom vektorskom prostoru £ (pri ¢emu je pro-
stor F snabdeven normom || - ||) smo predstavili kao inicijalnu topologiju za familiju
linearnih funkcioneli () fep+, gde je (E*, || - || g+) dualni prostor prostora (E, || - ||)
i ¢p(xr) = f(z), za svako x € E. Slabu-* topologiju na prostoru £* smo pred-
stavili kao inicijalnu topologiju za familiju linearnih funkcioneli (¢, ).cr definisanih
sa o.(f) = f(x), zasve f € E*. Ove dve topologije smo prikazali i kao lokalno
konveksne topologije redom na prostorima F i E* definisane uparivanjem vektorskih
prostora £/ i E* u odnosu na kanoni¢ku bilinearnu formu B : £ x E* — R, datu sa
B(z, f) = f(x), za svako z € E isvako f € E*. Na taj nadin su slaba i slaba-
* topologija definisane redom familijom semi-normi (qy)sep+, qr(z) = |B(z, f)|,
x € FE i familijom semi-normi (¢,).cr, ¢.(f) = |B(x, f)|, f € E*. Dokazali
smo da su prostori (E,o(E, E*)) i (E*,o(E", F)) Hauzdorfovi. Zaklju¢ili smo da
je jaka topologija prostora £ (topologija indukovana normom || - ||, obeleZena sa Op)
finija od slabe topologije o(E, E*) i da jednakost tih topologija vazi ako i samo ako
je prostor E konacno dimenzionalan. Pokazali smo da je konveksan skup C' C F
zatvoren u prostoru (E,o(FE, E*)) ako i samo ako je zatvoren u prostoru (E, || - ||)-
Na prostoru £* smo posmatrali tri topologije i zakljucili da izmedu njih vazi odnos
o(E*,E) C o(E*, E™) C Og+, dau slu¢aju kona¢no dimenzionalnog prostora F vazi
jednakost tih topologija, kao i da u sluc¢aju Banahovog prostora koji nije refleksivan
vazi da je topologija o (E*, E**) strogo finija od topologije o(E*, E'). Pokazali smo da
se ispitivanje slabe (slabe-*) konvergencije nizova u prostoru £ (E™*) svodi na ispiti-
vanje konvergencije nizova realnih brojeva i1 ukazali na odnose izmedu slabe (slabe-*)
i drugih tipova konvergencije u prostorima F i E*. Dokazali smo da je zatvorena je-
dini¢na lopta B+ kompaktan skup u prostoru (E*, o(E*, F)) (Banah-Alaoglu teorema
3.4.10). Dali smo potreban i dovoljan uslov da Banahov prostor bude refleksivan (Teo-
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rema 3.5.3). Predstavili smo vezu izmedu osobine separabilnosti Banahovog prostora i
metrizabilnosti slabih topologija (Teorema 3.6.4). Banah-Alaoglu teoremu, rezultate o
refleksivnim Banahovim prostorima i vezu izmedu separabilnosti Banahovog prostora
1 metrizabilnosti slabih topologija smo iskoristili da bismo pokazali da svaki ogranicen
niz u refleksivnom Banahovom prostoru ima slabo konvergentan podniz, kao i da svaki
ogranicen niz u dualnom prostoru sparabilnog Banahovog prostora ima slabo-* kon-
vergentan podniz. Dokazali smo da za beskona¢no dimenzionalan prostor £ ne postoji
metrika koja indukuje slabu topologiju o(E, E*).

Rezultate predstavljene u tre¢em poglavlju i Risovu teoremu o reprezentaciji (Teo-
rema 4.2.11) smo iskoristili da definiSemo slabu (slabu-*) konvergenciju niza u pro-
storu I”, 1 < p < oo (L*>®). Pod odredenim uslovima smo pokazali postojanje
slabog resenja u € L>®(R x [0, 00)) KoSijevog problema za skalarni zakon odrZanja,
sa pocetnim uslovom uy € L*(R). To reSenje je uz primenu metoda kompenzovane
kompaktnosti (teoreme o slaboj konvergenciji 2 x 2 determinanti) dobijeno kao granica
slabo-* konvergentnog podniza ograni¢enog niza viskoznih resenja (u°).~( u prostoru
L>*(R x [0,00)). Na taj nain je prikazana jedna od mnogobrojnih primena rezultata
prethodno predstavljene teorije.
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