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PREDGOVOR

Razvoj kalkulusa u 17. veku velikim delom podstakli su problemi u geometriji krivih.
Diferenciranje se razvilo od metoda za konstrukciju tangenti, dok se integracija razvila
usled pokuSaja odredivanja povrSina 1 duzine luka. Diferencijalna geometrija je
matematicka disciplina u kojoj se proucavaju problemi u geometriji upravo
diferencijalnim 1 integralnim raCunom. Teorija krivih u ravni 1 prostoru, kao 1 povrsi u
trodimenzionalnom Euklidskom prostoru, bila je osnova za razvoj diferencijalne
geometrije, a kasnije se izuCavaju pre svega geometrijske strukture na diferencijabilnim
mnogostrukostima.

Jedan od najvaznijih pojmova u diferencijalnoj geometriji je krivina. Intuitivno, krivina je
mera odstupanja geometrijskog objekta od ravni, ili prave u slucaju krive, ali se, u
zavisnosti od konteksta, definiSe na razli¢ite nac¢ine. Razvoj ove ideje od krivih do povrsi
a potom na viSedimenzionalne prostore, imalo je znafajan uticaj na razjasnjenje kako
matematiCkog, tako i1 fizickog znaenja prostora, vremena i gravitacije. Pocetak ove
teorije bavi se odredivanjem krivine krivih u ravni, dok se za krive u prostoru mora uzeti
u obzir i torzija. Zatim mozemo definisati krivinu povrsi S u tacki p u trodimenzionalnom
prostoru, koja ¢e biti izraZena krivinama krivih u ravni, posmatrajuci presek povrsi S sa
ravnima koje sadrZze normalu u tacki p. Na taj nain mozemo dobiti razlicite krive sa
razli¢itim krivinama, ali ¢emo ipak imati jednu krivu sa maksimalnom krivinom i jednu
krivu sa minimalnom krivinom, x; 1 k. Medutim, Gauss je pokazao da se krivina povrsi
moze odrediti na ,,unutrasnji nac¢in®, odnosno merenjima koja se odvijaju samo na povrsi.
Dosao je do neverovatnog otkric¢a: da se proizvod k; k7, koji se po njemu naziva Gauss-
ova krivina, moZe definisati kao unutrasnje svojstvo. Bio je veoma ponosan na svoj
rezultat 1 teoremu nazvao ,,Theorema Egregium®, koju ¢emo u ovom radu dokazati.
Predmet izuCavanja ovog rada su hiperpovrsi, veza izmedu Gauss-ovog i Weingarten-
ovog preslikavanja i geodezijske linije. Cilj je da uopitimo pojam povrsi u R,

U prvoj glavi bavimo se krivama u R". Definisaéemo parametrizovane krive,
parametrizaciju duZinom luka, krivinu krive, torziju 1 dati formulaciju teoreme lokalne
teorije krivih.

U drugoj glavi centralni pojam je apstraktna mnogostrukost. Prvo ¢emo izucavati
podmnogostrukosti u R", a potom dati definicije glatkog preslikavanja na
mnogostrukostima, tangentnog prostora i tangentnog raslojenja, vektorskih polja, tenzora,
diferencijalnih formi i formulisati Stokes-ovu teoremu.

Treca glava posvecena je hiperpovr§ima. Pojmovi koje smo definisali u prve dve glave su
neophodni za njihovo proucavanje. Odredi¢emo krivinu hiperpovrsi, definisati Gauss-ovo
i Weingarten-ovo preslikavanje, geodezijske linije i kovarijantni izvod.
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Glava 1

KRIVE U R"

U zavisnosti od ciljeva 1 metoda izuavanja razli¢itih matemati¢kih disciplina, pojam
krive se definiSe na razli€ite nacine. Jedna od definicija je sledeca: Kriva je topoloski
prostor koji je lokalno homeomorfan sa pravom. U svakodnevnom jeziku, ovo znaci da je
kriva skup tacaka takav da, u okolini svake svoje tacke, podse¢a na pravu. Svaka
definicija krive, sadrzi pretpostavke o njenoj regularnosti. Kada se krive proucavaju
analiti¢ki kao funkcije ¢ iz nekog intervala I < R u R", neprekidnost je suvise slaba
pretpostavka jer postoji primer krive koja je neprekidna i koja u potpunosti prekriva
jedini¢ni kvadrat u R* — Peano-ova kriva. Ni diferencijabilnost nije dovoljan uslov jer se
moze desiti da je izvod funkcije ¢ jednak 0. Sa geometrijske tacke gledista, prirodno je
zahtevati da u svakoj tacki krive postoji tangentni vektor.

Prvo ¢emo definisati regularne parametrizovane krive, parametrizaciju duzinom luka,
Frenet-ove krive, formulisati fundamentalnu teoremu lokalne teorije krivih, a potom
¢emo proucavati krive u ravni i prostoru. Teoreme ¢emo dati bez dokaza, a za vise detalja
pogledati [1], [5] 1[9].

Podsetimo se sada nekih vaznih definicija koje ¢e nam trebati za dalji rad. Neprekidna
funkcija f: X—Y izmedu topoloskih prostora (X,Tx) 1 (Y,Ty) je homeomorfizam ako je
bijekcija i ako je inverzna funkcija £ neprekidna. Ako su M i N dve mnogostrukosti,
bijektivno preslikavanje f- M—N se naziva difeomorfizam ako su i /™ glatke funkcije.

1.1 FRENET-OVE KRIVE U R"

1.1.1 Definicija.
Regularna parametrizovana kriva je C'-preslikavanje c: I—R", definisano na nekom
intervalu I < R takvo da je
¢ (t)Eﬁ(t);éO, Vtel
dt

Ako ¢ opisuje fizi¢ko kretanje Cestice, a ¢ interpretiramo kao vreme, onda definicija kaze
da je brzina ¢ od c svuda razli¢ita od nule, odnosno Cestica se stalno krece. Vektor ¢ (¢,)

naziva se tangentni vektor funkcije ¢ u ¢,, a prava t—=c(t,) + t¢(t,) je tangenta na



grafik funkcije c u c(¢,). Prema Taylor-ovoj teoremi, tangenta je aproksimacija funkcije c
u t, prvog reda:
c(ty+t)=c(t))+t c(t,))+ o)

Geometrijski posmatrano, sama parametrizacija krive nije toliko znacajna koliko je oblik
krive c.

1.1.2 Definicija.
Regularna kriva je klasa ekvivalencije regularnih parametrizovanih krivih u odnosu na
sledecu relaciju ekvivalencije: neka su c;: I;—R" i ¢;: [L— R" regularne parametrizovane

krive. Kriva c; je ekvivalentna krivoj c; ako postoji difeomorfizam @: 1,—1, takav da vazi
cep=cyi @ > 0. Tada se @ naziva difeomorfizam koji ocuvava orijentaciju.

Ri’?
I \; I

Neka je ¢ : [a,b] — R’ regularna kriva. DuZina krive ¢ se definiSe kao

z(e) = [ e

x| :=+/x} +...+x} . Duzina luka krive c je dobro

definisana, tj. ne zavisi od parametrizacije. Ako pretpostavimo da je ¢: [a,f]—[a,b] C’
difeomorfizam kao u definiciji 1.1.2. imamo:

|| predstavlja Euklidsku normu na R”,

B B b
[ccopy |ar = [leoenle')dr = [ec))de

1.1.3 Definicija.

Parametrizacija krive c se naziva parametrizacija duzinom luka ako je ||c(t)|| =1 za svert.

Ova definicija nam govori da kriva parametrizovana duzinom luka ima jedini¢nu brzinu.
Tada je

L'(c)=b-a.



Moze se pokazati da se svaka regularna kriva ¢ moze parametrizovati duzinom luka.
Proizvoljan parametar krive ¢ se obi¢no oznacava sa ¢, a odgovarajuci tangentni vektor sa
¢ (¢), dok se za parametrizaciju duzinom luka koriste oznake s za parameter krive i ¢’ (s)
za tangentni vektor.

1.1.4 Primeri.

(1) Zapravu c(t) = (at,bt) imamo da je ¢(¢) = (a,b) . Otuda je ¢ parametrizovano
duzinom luka ako i samo ako a’ + b° = 1.
Primetimo jo§ da npr. parametrizacija ¢ > (af’,bt’) iako opisuje istu geometrijsku
krivu, nije regularna u ¢ = 0.

(1)  c(s) = %(cos(2s), sin(2s)) opisuje kruznicu poluprecnika % . Kako je

c'(s) = (—sin(2s),cos(2s)) sledi da je ||c'|| =1 pa je ¢ parametrizovana duzinom
luka.

(ii1) c(?) := (acos(at),asin(at),bt), , a, be R , opisuje kruzni heliks.
Tada je ¢(t) = (—aasin(at),aacos(at),b) i |¢|=va’a® +b* . Odatle sledi da c

ima konstantnu brzinu i da je s=¢Va’a’ +b* parametrizacija duzinom luka.
Geometrijski, kruzni heliks je slika tacke (a,0,0) pod dejstvom rotacije i
translacije:

X cos(at) —sin(at) 0\ x 0
y || sin(at) cos(et) Of y|+|O0
z 0 0 I\ z bt

- /)
YT

rotacija u xy-ravni translacija

(iv) Neil-ova parabola je kriva c(¢) = (t*,¢”). Tada je ¢(¢) = (2t,3t%), ¢(0) = (0,0).
Odatle sledi da ¢ nije regularna parametrizacija u ¢ = 0, iako je ¢ glatka na celom
R.




Vidimo da u $picu (0,0) ¢ nema tangentni vektor.

Koriste¢i Taylor-ovu ekspanziju mozemo aproksimirati krivu ¢ parametrizovanu duzinom

luka na sledeéi nacin:
2 3

c(s) = ¢(0) + s¢' (0) +%c"(0) +%c"'(0) +o(s%)

Koriste¢i ekspanziju do prvog reda dobijamo tangentu c(0)+sc'(0), do drugog reda
2
dobijamo oskulatorni konus ¢(0) + sc'(0) + %c”(O), koji ima kontakt drugog reda sa c.

Kazemo da dve krive imaju kontakt k-tog reda u s ako i samo ako se njihovi izvodi do
reda k u s poklapaju.
Na osnovu ovoga zakljuc¢ujemo da vektori ¢',c'",c'"",... imaju razli¢ite uloge u opisivanju

krive c. Ako su ovi vektori i linearno nezavisni u svakoj tacki krive, onda oni formiraju
prirodan koordinantni sistem koji opisuje krivu c¢. U nastavku ¢emo ortonormiranu bazu
Euklidskog prostora zvati n-okvir (eng. n-frame).

1.1.5 Definicija.

Neka je c: I—R" regularna kriva klase C" parametrizovana duzinom luka. ¢ se naziva
. . -1 . . .

Frenet-ova kriva ako su vektori c'(s),c"(s),...,c"” (s) linearno nezavisni za svako s.

Odgovarajuci Frenet-ov okvir je tada jedinstveno definisan sledec¢im uslovima:

(i) e(s),..,e, (s) suortonormirani i pozitivno orijentisani, Vs € |
(ii)  span(e,(s),...,e,(s)) = span(c'(s),...,c (s)), Vk e {1,...,n - 1}, Vsel
(iii) (c®(s),e,())>0, Vke{l,.,n~1}, Vsel
Iz prethodne definicije sledi da je u ravni (R°), svaka regularna kriva Frenet-ova

(c'(s) #0), dok u prostoru (R?), svaka regularna kriva za koju vazi da je ¢"#0 je
Frenet-ova (Sto sledi iz ¢injenice da je ¢’ (s) L ¢"(s)).

1.2 FUNDAMENTALNA TEOREMA LOKALNE TEORIJE KRIVIH

U ovom poglavlju, videCemo kako izgledaju Frenet-ove jednadine za krive u R" i
formulisati fundamentalnu teoremu lokalne teorije krivih. Neka je ¢ Frenet-ova kriva u
R" sa pridruzenim n-okvirom e,,...,e, .



1.2.1 Teorema.

Postoje jedinstveno odredene funkcije k,,...,k Frenet-ove krivine krive ¢, sa

n—-1-

osobinama k,,...k, , >0 i k,eC""'(I), 1<i<n-1, takve da vaze Frenet-ove
Jjednacine:

e 0 k0 0 0 e
e, -k 0 &k, O e,
0 -k 0 .
o 0 g 0
€, . B 0 k. | €.
e, 0 0 -k, e,

1.2.2 Teorema. (Fundamentalna teorema lokalne teorije krivih)

Neka su k,,...k, , :(a,b)—> R date funkcije takve da je k, e C""'(a,b), 1<i<n—1 i
kyy..k, ,>0. Neka s,<(a,b), q,€R", i neka je dat skup pozitivno orijentisanih
ortonormiranih vektora e”....,e"". Tada postoji jedinstvena Frenet-ova kriva
c:(a,b)y > R" takva da je c(s,)=q,, {efo),...,e(o)} je Frenet-ov okvir krive ¢ u qo i

n

ki,....k, , su Frenet-ove krivine krive c.

Specijalni slu¢ajevi krivih u R" jesu krive u ravni i prostoru koje ¢emo izucavati u
slede¢em poglavlju. Vide¢emo da Frenet-ove jednacine za krive u ravni zavise iskljucivo
od krivine, a za krive u prostoru zavise od krivine i torzije.

1.3 KRIVE U RAVNI I PROSTORU, KRIVINA

1.3.1 Krive u ravni

Pretpostavimo da je ¢ regularna (prema tome i Frenet-ova) kriva u R? Tada je
. . . o o V2
e, (s) = c'(s) tangentni vektor na c, a e,, koji se konstruiSe rotiranjem e, za ugao B} na

levo, je vektor normale na c. Pisatemo i e, (s) = e; (s).



Kako je
0= <c', c'>'= 2<c', c”> = 2<el , c">

sledi da su ¢" i e, kolinearni, pa postoji funkcija k sa osobinom c''(s) =k(s)e, (s), V5.

k se naziva (orijentisana) krivina krive c. Znak funkcije k pokazuje pravac u kojem ¢
(respektivno ¢") skrece: ako je k> 0 tangenta se rotira u levo, a ako je k£ <0 u desno. Ako
je k=0 tangenta se ne rotira. Takve tacke nazivaju se prevojne tacke.

Frenet-ove jednacine za krive u ravni su sledece:

e ' (0 kYe

e, -k 0 e,
One omogucavaju da se izvede eksplicitna formula za krivinu krive c(s) = (x(s), y(s)) u
zavisnosti od ¢'(s) 1 ¢'"'(s). Vazi:

k(S):<k(s)€2(s),€2(S)>:<c"(s),e2(s)>:<(x”(s)}(_ Y'(S)j>:det(x'(s) x"(s)j

y'(s))\ x'(s) y'(s) y"(s)
= det(c'(s),c'" (s))

Ako posmatramo krive konstantne krivine sasvim je prirodno ocekivati da su to ili prave
(za k=0) ili krunice (za k#0). Tagnije, vazi da regularna kriva u R* ima konstantnu

krivinu ako 1 samo ako je deo prave (za k=0) ili deo kruznice polupre¢nika ﬁ (za k#0).

1.3.2 Krive u prostoru

Videli smo da je regularna kriva u R? Frenet-ova ako je ¢''(s) # 0 za sve s. Pridruzeni 3-
okvir je tada dat sa:

'

e =c (tangentni vektor)
c! '
e, == (vektor glavne normale)

]

e; =¢ xe, (vektor binormale)



c”(s)” )

Funkcija 7(s) = <e; (5),6, (s)> se naziva forzija krive c. Frenet-ove jednacine za prostornu

Krivina krive ¢ je definisana kao k(s) ==

krivu su:

e 0 Kk O0)e
e, | =|-k 0 17]e,
e, 0 -7 0)e

Primetimo da kada krivu u ravni c(s) = (x(s), y(s)) posmatramo kao prostornu krivu c(s) =
(x(s), ¥(s), 0), ona ima torziju 0 jer je e; konstantno. Obrnuto, ako je Tt = 0 za prostornu
krivu ¢, sledi da je es = const, pa ¢ lezi u (ej,e;)-ravni. Dakle, torzija meri brzinu
napustanja krive c od ravni (ej,es).

Korisno je analizirati ponaSanje krive posmatrajuci njene projekcije na odredene ravni
generisane podskupovima pridruzenog 3-okvira. To su oskulatorna ravan, generisana sa
e, 1 e,, normalna ravan generisana sa e, 1 e, 1 rektifikaciona ravan generisana sa e, 1

e,. KoriS¢enjem Taylor-ovog razvoja funkcije ¢ u 0 1 Frenet-ovih jednacina, dobijamo
sledece rezultate:

Projekcija u oskulatornoj (e,,e,)— ravni je (do reda 2) parabola

2
c(0) + se, (0) + > ’;(0) e,(0)+o(s).
U normalnoj (e, ,e;) - ravni dobijamo Neil-ovu parabolu (do reda 3)

s’k(0) , $°K'(0)

5 ‘ e;(0)+o(s”).

s k(0)7(0)
6

c(0) + [ ]ez (0)+

Projekcija na rektifikacionu (e,, e, ) - ravan ima oblik "kubne parabole” (do reda 3)

s> k(0)> s’ k(0)7(0)

c(0)+ [s - jel 0)+ e;(0)+ 0(s3) .



Glava 2

DIFERENCIJABILNE MNOGOSTRUKOSTI

Jedan od najvaznijih pojmova moderne matematike je pojam diferencijabilne
mnogostrukosti. Neke od primena mnogostrukosti su u analizi, diferencijalnoj geometriji,
topologiji, teoriji Lie-ovih grupa, ODJ i1 PDJ, kao i u brojnim granama fizike, npr. u
mehanici ili opStoj relativnosti. U ovoj glavi, upoznacemo se sa osnovnim definicijama i
teoremama iz oblasti apstraktnih mnogostrukosti, podmnogostrukosti u R", tangentnih
raslojenja, tenzora, diferencijalnih formi i integraljenja na mnogostrukostima. Kao i u
prethodnoj glavi, teoreme dajemo bez dokaza. Za vise detalja pogledati [2], [3], [6] 1 [7].

2.1 APSTRAKTNE MNOGOSTRUKOSTI

2.1.1 Definicija.

Neka je M skup. Karta (y,V)od M je bijekcija v iz V < M na otvoren podskup U < R,
w : V—> U. Dve karte (y,V}),(w,,V,) su (C*-) kompatibilne ako su y,(V,NV,) i
w,(V, "V,) otvoreni u R" i promena karti y,oy,": w,(V,"V,) = w,(V,"V,) je C*-
difeomorfizam.

C”-atlas od M je familija A= {(yy, V,) | a e A} po parovima kompatibilnih karti takva da

je M = U V, . Dva atlasa A i A su ekvivalentna ako je njihova unija ponovo atlas od M,

aeA

tj. sve karte iz 414, su kompatibilne. Apstraktna mnogostrukost je skup M zajedno sa
klasom ekvivalencije atlasa. Takva struktura naziva se diferencijabilna struktura na M.

2.1.2 Primeri.
(i)  Nekaje S'={(x, )| ¥’ +»’=1} < R2. Definigemo:

Vi:={(cosp,sing) |0 < o <2r}
v, V1—>(0,27) , (cos@,sing) = ¢



Vy:={(cosp,sing) |-z < o<}
v, Vo (-m7) , (cosgsing) = @

- A
N /

Tada su (v,,V,) i (w,.,V,)karte od S' i §'=VUV,. Pokazacemo da su w, i v,
kompatibilne. Prvo, y,(Vinl2) = (0,7)I(r,27), v, (ViNV2) = (-7,0)u(0, 7). Dalje
imamo

—1 _
Y,y o) Q=@
=p> -2

(m,27)

WzOWfl

Sledi da je promena karti v, oy, 1y, (VinV2)— w, (VinVs) difeomorfizam.
Dakle, Z:={(y,,V,),(w,,V,) } je atlas od S".

(i) Neka je M < R" definisan kao unija V; i V>, gde su

Vi=1{(s,0) | -1< s < 1}

Vai={(s,0) | -1< s < 0}U{(s,) [ 0 <s < 1}

Defini§imo

v,: Vi—> (-L1), y,(s,0) ==
V,: Vo> ('191)9 v, (S,O):S, ¥V, (S9 S):S



w,, v, subijekcije, otuda i kartei w, oy, =s > 5.
Ipak, kako je v, (VinV,) = (-1,0], a (-1,0] nije otvoren skup u R, sledi da y, 1 v,
nisu kompatibilne.
(ii1)) Neka je M = {sin2s,sins) s e R} (mnogostrukost) figura osam. Neka je
Vi=M, y,: V1—(0,27), v, (sin2s,sins) = s.
Tada jey, karta, a Z;:={(w,,V,) } atlas koji definis§e C*-strukturu na M.

Sa druge strane, neka je:

Vo=M, v,: Vo> (-m,n), v, (sin2s,sins) = s.

Tada je 1 Z2:={(v,,V,) } atlas.
Pa ipak, 4, 1 A4, nisu ekvivalentni:

vy o (0.2m->(-m7)

s, O<s<rm gornja petlja
s> s—n, s=xn koordinatni pocetak

s=2rx, 1<s<2rx  donja petlja

Dakle y, oy, nije ¢ak ni neprekidno preslikavanje. MoZemo zakljuéiti da M

mozZe biti snabdeveno sa razli¢itim C*-strukturama. Sa svakom od tih struktura, M
je primer C”-mnogostrukosti.
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(iv) Moze se pokazati da za n # 4 postoji tatno jedna C”-struktura na R" (do na
difeomorfizam). Na R* postoji neprebrojivo mnogo C”-struktura koje nisu
medusobno ekvivalentne.

Atlas mnogostrukosti se naziva maksimalan ako nije sadrzan u nekom vecem atlasu. Za
C”-mnogostrukost M sa atlasom A, postoji jedinstven maksimalan atlas koji sadrzi A.
Neka je A ={(WaVa) | a€A} maksimalan atlas glatke mnogostrukosti M. Tada je

B:={ V| oA} baza topologije koja se naziva prirodna ili topologija mnogostrukosti M.
S obzirom na topologiju mnogostrukosti od M, svaka karta (y,V) je homeomorfizam

otvorenog podskupa ¥ od M na otvoren podskup w(V) od R". U daljem radu,
podrazumevacéemo da je topologija mnogostrukosti Hausdorff-ova i da zadovoljava drugu
aksiomu prebrojivosti.

2.1.3 Definicija.

Neka su M i N C*-mnogostrukosti i f- M—> N preslikavanje. f se naziva glatko ako je
neprekidno i za svako p € M postoje karta ¢ od M oko p i karta w od N oko f(p) takve da
Jje wof @™ glatko.

[ 'se naziva difeomorfizam ako je bijekcija i i f™ su glatka preslikavanja.

Definicija ne zavisi od izbora karti. Takodje, lako se moze pokazati da je kompozicija
glatkih preslikavanja glatka.

Specijalan sluéaj apstraktnih mnogostrukosti su podmnogostrukosti u R",

2.2 PODMNOGOSTRUKOSTI U R"

2.2.1 Definicija.
Neka je U < R otvoren i ¢: U—R" C”. Preslikavanje ¢ se naziva regularno
preslikavanje ako je za sve x € U rang Jacobian-a D ¢(x) maksimalan, tj. jednak min{k,n}.
Tada za rang rk(D @) od D@ (takode se naziva i rang preslikavanja @) imamo.

rk(Do(x)) = dim Im(Dp(x)) = dim(Rk) - dim(ker Dp(x)).

Otuda, ako je k < n onda je ker Dgp(x)={0} 1 D¢(x) je injektivno za sve x. U tom slucaju ¢
se naziva imerzija. Za k > n, D¢(x) je sirjektivno za sve x 1 ¢ se naziva submerzija.

2.2.2 Definicija.

Podskup M od R" se naziva k-dimenzionalna podmnogostrukost od R" (k <n) ako:
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Za svako p € M postoje otvorena okolina W od

pu R", otvoren podskup U od R" i imerzija
(P) @:U— R"takvidaje ¢ : U— ¢ (U)

homeomorfizam i ¢ (U) =M N W.

M

Preslikavanje @ se naziva lokalna parametrizacija od M.

Dakle, ¢ je regularno preslikavanje koje identifikuje U1 ¢ (U) = M n W topoloski (¢ (U)
= M ~ W ima indukovanu topologiju od R").

2.2.3 Primeri.
(i) Jedini¢na kruznica S’
Neka je ¢ : @ — (cosé, sind). Tada za svako (xo, yo) = (cos@, sinéh), ¢ : (G-,
Ortn)— R’ je parametrizacija od S' oko (xo.0). Za W se moZe uzeti, recimo,
R\{(-x0,-0)}. Dakle, S' je 1-dimenzionalna podmnogostrukost od R?. Primetimo

i da ne postoji jedna parametrizacija za celu kruznicu S' (ne postoji
homeomorfizam otvorenog podskupa od R na S posto je S' kompaktan skup).

(20, yo) = (cos by, sinfy)

H[J

(—zg. —yo)
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(i) Jedini¢na sfera $*u R’
Neka je ¢ (7,60) = (costcosé, sintcosd, sind). Tada je

—sinrcos@d —costsind
Dp=| costcosd —sinzsiné
0 cosd

¢ je parametrizacija od S npr. na (O,ZE)X(—%,%j. Na svom domenu ¢ je

injektivna 1 tk(D¢@(x)) = 2, posto je cosd # 0 na (—%,%] Ponovo, potrebno je

vise od jedne parametrizacije da bi se prekrila sfera S°.

(ii1)) Mnogostrukost figura osam

Neka je M: ={(sin2s, sins) | s €(0,27)}. Preslikavanje ¢ : s > (sin2s, sins) je
injektivna imerzija. Zaista, Dg(s) = @'(s) = (2cos2s,coss) # (0,0) na (0,2 7).
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Ipak M nije podmnogostrukost od R?*! Pretpostavimo da postoji parametrizacija ¥ :
(-£€)—B4(0,0) od M oko p = (0,0) takva da je ¥': (-&&—B(0,0)NM homeomorfizam.
Tada, kako (-&¢)\{0} ima 2 povezane komponente, a (MNB:,(0,0))\(0,0) 4, dolazimo do
kontradikcije.

Podmnogostrukosti od R" mogu se opisati na jo§ tri na¢ina, §to pokazuje sledece tvrdenje.
2.2.4 Teorema.

Neka je M < R". Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(P) (lokalna parametrizacija) M je k-dimenzionalna podmnogostrukost od R".

(Z) (lokalno nula skup) Za svako p € M postoje otvorena okolina Wod p u R" i
regularno preslikavanje f: W— R"™* (tj. rkDf(q)=n—k, ¥ qe W) tako da vazi

MOW =f10)=fxeW | f(x)=0}

(G) (lokalno grafik) Za svako p € M postoje (nakon prenumerisanja koordinata ako je
potrebno) otvorena okolina U' < R* od p':= (p; ..., pi) i otvorena okolina U'"c
R"™* od p":=(pi+1,.... p) i postoji C*-preslikavanje g : U' — U" takvo da je:

MN U xU")={x'x")e U xU", x" =g(x')} = graph(g)

T) (lokalna trivijalizacija) Za svako p e M postoje otvorena okolina W od p u R",
] ] p postoj p
otvoren skup W'u R" = R Kx Rk difeomorfizam ¥: W — W' tako da vazi

M NW) =W N (R x{0}) c R¥ x10} = R*
2.2.5 Primeri.
(i) Kruznicau R?
e Nula skup lokalno: W := R?\ {(0,0)}, f: W— R, fixy)=x"+y"—R,S'N W=

70
e Grafik lokalno: S' N (U' x U") = graph(g), g: x> VR> —x*
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Tt U

(sliénovaziiza g:yr>R> %)

e Lokalna trivijalizacija: ¥ (x,y) = (rcos@,rsing)— (@, r-R). Tada imamo (lokalno)
W= ‘P‘ yogt = (Rcos@, Rsing) = (9,0), W je odgovarajuca okolina.

(ii) Sferau R’
e Nula skup lokalno: x’+ y*+ 7= R’

e Grafik lokalno: (x,y) > /R —x* —y°

e Lokalna trivijalizacija: inverzne sferne koordinate sa fiksiranim polupre¢nikom

(iii) Neka je U < R" otvoren skup. Tada je U podmnogostrukost od R" sa lokalnom
parametrizacijom id: U—U.

Sada uvodimo definiciju glatkog preslikavanja na mnogostrukostima.

2.2.6 Definicija.

Neka su M < R™ i N < R" podmnogostrukosti. Preslikavanje f: M — N se naziva glatko
(ili C*) ako za svako p € M postoje otvorena okolina U, od p u R™ i glatko preslikavanje
7 U, — R" za koje vazi

~

f

MU, T S

MU, *

Ako je f bijekcija, a fif™ glatka preslikavanja, tada se f naziva difeomorfizam.

Nije teSko proveriti da je kompozicija glatkih preslikavanja glatko preslikavanje.

Karte k-dimenzionalnih podmnogostrukosti M od R" se defini$u na slede¢i nadin: Karta
(v, V) od M je difeomorfizam y : V'— U, gde je V< M otvoren skup i U otvoren podskup
od R¥. Karte su inverzna preslikavanja lokalnih parametrizacija.

Ako je VW trivijalizacija iz 2.2.4 (T), tada je y := Wy,~» karta od M.

Ako je M k-dimenzionalna podmnogostrukost od R" i (y, V) karta, tada za peV mozemo

pisati:

l//(p) = (l/ll (p)v s Wi (p)) = (X1, ooy xk)'
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Glatke funkcije w; = priew se nazivaju lokalne koordinatne funkcije, a x; lokalne
koordinate od p.

Neka su M™ i N" podmnogostrukosti, f: M — N, peM, ¢ karta od M oko p i y karta od N
oko f(p). Tada se y °f >~ naziva lokalna reprezentacija funkcije /. Imamo

wofoo™ (X1, o Xu) = (WIAQ7 X)), s Y@ (X)) =2 (fi(X), -.or fo(X))

/i su koordinatne funkcije od f'u odnosu na karte @i y.

KoriS¢enjem Kkarti, glatkost preslikavanja izmedu podmnogostrukosti moze biti
karakterisana bez koris¢enja Euclid-skog prostora u kojem se podmnogostrukost nalazi
na slede¢i nacin:

Neka su M" < R’i N'c R podmnogostrukosti i /i M—>N. Tada vazi:
f je glatka funkcija ako i samo ako

(PpeM) (V' karta (¢, U) od M oko p) (V' karta (y;, V) od N oko f(p)) tako da je
domen ¢ (U N f~'(V)) lokalne reprezentacije w °f o~ otvoren i wofep™ : ¢ (U
(V) > w (V) je glatko ako i samo ako

fje neprekidno i ¥p eM, V'kartu (¢, U) od M oko p, V' (v, V) kartu od N oko f'(p)
lokalna reprezentacija yof e : (U Nf (V) = w (V) je glatka.

Sledeca teorema ¢e nam razjasniti odnos izmedu podmnogostrukosti od R" i apstraktnih
mnogostrukosti.

2.2.7 Teorema.
Neka je M m-dimenzionalna podmnogostrukost od R". Tada je M i m-dimenzionalna C”-

mnogostrukost u smislu definicije 2.1.1. Topologija mnogostrukosti od M se poklapa sa
indukovanom topologijom od R" na M.
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2.3 DIFERENCIRANJE. TANGENTNI PROSTOR

U prethodnom poglavlju, definisali smo glatka preslikavanja izmedu mnogostrukosti.
Medutim, nismo dali definiciju izvoda glatkog preslikavanja. U R", izvod preslikavanja
je njegova najbolja linearna aproksimacija, $to ima smisla samo u vektorskim prostorima.
Ali mnogostrukosti nemaju strukturu vektorskog prostora u opstem slucaju. Zbog toga
¢emo diferenciranje na mnogostrukostima posmatrati kao proces aproksimacije u dva
koraka: prvo, u bilo kojoj tacki mnogostrukost se aproksimira vektorskim prostorom
(tangentnim prostorom, koji odgovara tangentnoj ravni na povrs). Zatim se izvod definiSe
kao linearno preslikavanje na tim tangentnim prostorima. Pre opSte procedure,
posmatracemo specijalan slu¢aj podmnogostrukosti od R".

2.3.1 Teorema.

Neka je M podmnogostrukost od R" i peM. Tada se sledec¢i podskupovi od R" poklapaju:
(i) imD@ (0), gde je @ lokalna parametrizacija od M i ¢ (0) = p.
(i) {c'(0)| c: I> M C* I < R interval, ¢(0) = p}

(iii)  kerDf(p), gde je, lokalno oko p, M nula skup regularnog preslikavanja f: R"—
R (k = dimM).

(iv)  graph(Dg(p')), gde je lokalno oko p M grafik glatke funkcije g i p=(p', g(p’)).
2.3.2 Definicija.

Neka je M podmnogostrukost od R" i pe M. Linearan potprostor od R" karakterisan u
2.3.1 naziva se tangentni prostor od M u p i oznacava sa T,M (dimT,M=k=dimM).
Elementi prostora T,M se nazivaju tangentni vektori od M u p. Ako je N

podmnogostrukost od R" i f- M— N glatko preslikavanje, tada neka je

T,f: T,M—>T,N
¢(0) > (f 2¢)(0)

T, f se naziva tangentno preslikavanje preslikavanja f u tacki p.

Kako je f glatko preslikavanje, lokalno oko p postoji glatka funkcija f: U—»R", UcR"
otvoren, tako da vazi: ﬂUﬁM =fl,.,- Tada je T,f(c'(0))=Df (p)c'(0), paje T,f

linearno preslikavanje.

Posmatrajmo sada podmnogostrukosti M, N, P, preslikavanja /2 M — N, g: N - P C”, i
neka je peM. Tada vazi:
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Tp(gof):Tf(p)goTpf

Sada ¢emo prosiriti pojam tangentnog prostora i na apstraktne mnogostrukosti.
Primetimo da za apstraktnu mnogostrukost M i c: I—-> M glatku krivu na M, izvod c'(0)
trenutno nema smisla zbog nedostatka Euclid-skog prostora koji okruzuje M. Zato
posmatramo karte:

2.3.3 Definicija.

Neka je M mnogostrukost, pe M i (v,V) karta oko p. Dve glatke krive c;,c;: [ M koje
prolaze kroz p (4j. c; (0) = p = ¢, (0)) nazivaju se tangentne u p s obzirom na kartu y ako
je

(yecn)'(0)=(yec2)(0)

Ova definicija je dobra, tj. tangentnost krivih u tacki ne zavisi od izbora karte w.

Na prostoru krivih koje prolaze kroz p definiSemo relaciju ekvivalencije: ¢c; ~ ¢, : < ¢; je
tangentno na ¢, u p s obzirom na jednu (pa onda i svaku) kartu oko p. Za krivu c : I - M,
¢(0) = p ozna¢imo sa [c], klasu ekvivalencije kojoj pripada ¢ s obzirom na relaciju
ekvivalencije ~. Tada se [c], naziva tangentni vektor u p.

2.3.4 Definicija.

Tangentni prostor mnogostrukosti M u p eM je T,M = {[c], lc: 1 > M C* I < R interval,
c(0) = pj.

Primetimo prvo da se za podmnogostrukosti od R" ova definicija svodi na 2.3.2, jer u tom
slu¢aju preslikavanje c¢'(0) <> [c], je bijekcija izmedu ,,starog™ i ,,novog™ tangentnog
prostora. Zapravo,

[er]p =[c2ly = (¥ 2 ¢)'(0) = (¥ 2 ¢,)'(0)

Dy (p)ci(0) Dy (p)cy(0)

=¢;(0)=c5(0).
pa je preslikavanje ¢’ (0) — [c], ,,1-1%. Oc¢igledno je i ,,na®.
2.3.5 Definicija.
Neka su M i N mnogostrukosti i f: M — N glatka funkcija. Preslikavanje
Tpf - TyM = Ty )N

[C]p = [foc]f(p)
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se naziva tangentno preslikavanje funkcije f u tacki p.

U slucaju kada su M i N podmnogostrukosti od R™ i R", 7,,fje upravo preslikavanje iz
2.3.2 u smislu gornje identifikacije (c'(0) — [c],).

0 — (feo

7 7

[C]p — [f © C]f(p)

2.3.6 Propozicija.

Neka su M, N i P mnogostrukosti, f- M— N i g: N— P glatke funkcije i p eM. Tada je
Tp (g ° f) = T./'(p)g ° Tpf
Sta vise, kako je T,(id, ) =1id;,, za difeomorfizam f: M— N je T, f bijekcija i (Tpf)']
-1
Trpf ™

Sada Zelimo da prostor 7,M snabdemo strukturom vektorskog prostora. Prvo ¢emo
analizirati lokalnu situaciju. Posmatramo preslikavanje i: 7,U— R, [c], = ¢'(0), gde je
U < R" otvoren skup. Neka je peU. Preslikavanje i je dobro definisano: za kartu w = idy,
imamo:

[¢], =[¢,], & (id 2 ¢,)(0) = (id ° ¢,)'(0) = ¢{(0) = ¢;(0)

i je injektivno jer: ¢{(0)=c5(0) = (woc)(0)=(w °c,)'(0)=[¢], =[c,],. Takode, i je

p
sirjektivno: neka v € R" i defini§imo c:¢+> p+tv. Tada je ¢'(0)=v.

Neka je sada f: U— V glatko i posmatramo dijagram:

U —s T,V

/)
2 2
R Dy o pm

Dijagram komutira jer je:
ioT,f([c],)=i(lf °cly,) =(fc)(0)=Df(p)-c'(0) = Df (p)°i(lc],)

Ovim smo dokazali slede¢u lemu:

2.3.7 Lema.

Neka je U < R" otvoren skup i p € U. Tada je preslikavanje dato sa
i: ,U> R

[c], = ¢'(0)
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bijekcija, pa se T,U moze identifikovati sa R". U terminima ove identifikacije, za glatko
preslikavanje f: U—V, V < R", imamo T,f = Df (p).

Neka je M mnogostrukost, peM 1 (y,V) karta oko p. Struktura vektorskog prostora je
indukovana na 7,M bijekcijom T,y: T,M—T )y (V)= K"
Na ovaj nacin, 7,M je snabdeven unutraSnjom strukturom vektorskog prostora. Sta vise,
ako je preslikavanje f: M — N glatko, tada je 7, f: T,M — Ty;)N linearno s obzirom na
odgovarajuce strukture vektorskog prostora na 7,M 1 Ty,)N.

Proizvoljna karta od M generiSe bazu prostora 7,M: neka je (y,V) karta od M oko p 1
neka je y (p)=(x'(p), ..., x"(p)) (x; se nazivaju koordinatne funkcije od w). Ozna&imo sa e;,
1 <i<n, i-ti jedini¢ni vektor u R". Neka je w (p)=0. Tada definiSemo

0

axl = (Tpvl)_l(el)ETpM

P

Preciznije, u smislu 2.3.7 imamo

0 B .
—| =@y ([t tel) =l p ()],
ox
P
Dakle, % se dobija kao rezultat prenoSenja tangentnog vektora koordinatne linije t —
X

p
te; na mnogostrukost pomoc¢u karte w. Kako je T,y linearni izomorfizam sledi da

o]
ox!

ey
ox"

Ako je, recimo, M podmnogostrukost od R" i ¢ lokalna parametrizacija oko p (sa ¢ (0) =
p), tada je w= ¢ karta oko p, pa imamo

b

p

} formira bazu prostora 7,M.

p

0 :
o " Toele)=(@o(-€))(0) = Dp(O)e
X p
.0 . : . 0 o
Otuda je — i-ta kolona Jacobian-a od ¢ 1 ¢ (0) = p. Oznaka Py sugeriSe 1 drugu
X P X P

interpretaciju tangentnih vektora, kao izvoda u pravcu. Zapravo, svaki tangentni vektor
moZe da se posmatra kao izvod u pravcu u slede¢em smislu: neka je v = [c], € T,M. Neka
feC”(M, R) (ili C*(M) krace, prostor glatkih funkcija iz M u R). Definisemo

0,: C*(M, R)y—> R
o.f = T,Av) eR

Koriste¢i identifikaciju iz 2.3.7 imamo
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o) =T fv) = Tpf ([c]p)=[ S o c] si=(f = ¢)'(0) (2.3.1)
Sto odgovara diferenciranju u pravcu v.

imamo (pisa¢emo v umesto 0,)

0
Konkretno, za v =—

ox'|,
0 _ , .
g (N)=(foy  (tr>1¢))(0)=D,(f oy )y (p) (2.3.2)
p
0 . . o .
pa P odgovara parcijalnom diferenciranju u karti .
X

p
Izvod u tacki peM je linearno preslikavanje J: C” (M)— R koje zadovoljava Leibnitz-
ovo pravilo:

(1) 0 (f+ a¢g)=0f+ a0 g (linearnost)

(i)o(f-g)=0f-gp)+f(p)-0¢g

za sve f, g € C” (M) i sve a eR. Vektorski prostor svih izvoda u p se oznacava sa
Der,(C*(M), R).
Moze se pokazati da je preslikavanje

A4:T,M = Der,(C*(M), R)

Vi 0,

linearni izomorfizam.
Zahvaljujuci ovom rezultatu mozemo da identifikujemo 7,M i Der,(C*(M), R). Zapravo,
u literaturi je uobi¢ajeno da se 7,M defini$e kao Der,(C*(M), R). Jedan od razloga za taj

prilaz je taj $to rad postaje jednostavniji: neka deDer,(C*(M), R), feC*(M). Tada je
0=0,, za neko ve T,M. Otuda
3.

Tf@)=T,1@) = 0,(f)=d(f)

pa dobijamo

Tpf (0) = o( /). (2.3.3)

Posmatrajmo sada funkciju feC*(M,N). Tada je tangentno preslikavanje funkcije f
posmatrano kao izvod

T,f:Der,(C*(M), R ) Der;, (C*(N), R)
o (g 0(g° /)
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Zapravo, iz (2.3.3) sledi da je

(233 233
(T, f@ONg) = T, 8T, /@)=T, (g ) = o(gof)

2.3.8 Propozicija.

Neka su M™, N" C*-mnogostrukosti, feC” (M,N), peM, ¢ = (x', ..., x") karta od M oko
p, w= (... V") karta od N oko f(p). Tada je matricna reprezentacija linearnog

R }
prer g

ox'
7 p)} bas Jacobian lokalne reprezentacije fy,,. = wo fop™

preslikavanja  T,f :T,M—>Ty,)N s obzirom na baze By :{

0 0
By Z{@\ﬂw---aay—n
funkcije f. Otuda

0
T fl—
Pf{ axl

" ofy, O

f(p) = axi ayk

e a0
p]—;Di(l// fop )(co(p))ayk

2.3.9 Posledica.

Neka je M™ mnogostrukost, peM, o= (x', ... X") i w= (', ..., ") karte oko p. Tada je

=

ot 0
= k7176y—k (234)

9
ox'

P

_ N kol i
p—;D,-(w NP

2.4 TANGENTNO RASLOJENJE. VEKTORSKA POLJA

Vektorsko polje na mnogostrukosti M je preslikavanje koje svakoj tacki p mnogostrukosti
M pridruzuje tangentni vektor iz 7,M. Ali kako pojedinacni tangentni prostori joS uvek
nisu povezani u mnogostrukost, nedostaje nam pojam glatkosti takvih preslikavanja.
Zbog toga uvodimo pojam tangentnog raslojenja koje predstavlja specijalan slucaj
vektorskog raslojenja.

2.4.1 Definicija.

Neka je M glatka mnogostrukost. Tangentno raslojenje (ili tangentni prostor) od M
definisan je kao disjunktna unija vektorskih prostora T,M (p € M):
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™ =]7,M = Jip}xT,M

PEM PpeEM

Preslikavanje my: TM— M, (p,v)— p naziva se kanonicka projekcija. Ako je f: M— N
glatka funkcija, tada je tangentno preslikavanje Tf funkcije f definisano sa

If (pv) = (f (0), Tof ()
Za glatke funkcije f M — Nig: N— Pvazi T(go f)=Tg o Tf . Sta vise, T(idy)=idry,
pa za difeomorfizam £ M — N imamo (Tf)” =T (™).

Ako je M" glatka mnogostrukost sa atlasom AZ ={(y,V,),acA}, tada je
A={(Ty, . TM| )l e 4} C-atlas za TM.

2.4.2 Napomene.
(1) Ako je f: M"—>N " glatko, tada je i Tf: TM—TN glatko.

(i1) my: TM—M je glatko. To sledi iz Cinjenice da je 7z, lokalna projekcija: Neka je
(w,V) karta od M ", tada

TM]|y MLV CM
TL‘l l?_:
T(V)) = (V) x Rr 2Ly (V)

wory oTy  (x,w)=yox, (v (),Ty W)=y (x)=x=pr(xw)

Detaljnijim ispitivanjem moZe se pokazati da 7M ima bogatiju strukturu od ,.Ciste*
mnogostrukosti: slike karti Tw(TV,)=wV,)x R" su proizvodi otvorenih podskupova od
R" sa vektorskim prostorima. Promena karti ofuvava ovu strukturu pa su one oblika
(x,w)=>(@i(x), p2(x)-w), gde je @a(x) linearna funkcija za svako x. Otuda je TM prvi primer
vektorskog raslojenja u smislu sledece definicije.

2.4.3 Definicija.

(i) Lokalna vektorska raslojenja: Neka su E i F (konacno dimenzionalni, realni)
vektorski prostori i U < E otvoren. Tada se

UxF
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naziva lokalno vektorsko raslojenje sa bazom U. U se identifikuje sa Ux{0}. Za
ueU, {u! xF se naziva viakno nad u. Vlakno je snabdeveno strukturom vektorskog
prostora od F. Preslikavanje

7. UxF->U, (u,f) > u
se naziva projekcija od UxF. Tada je viakno nad u bas =™ (u).

Preslikavanje ¢@: UxF— U'xF' lokalnih vektorskih raslojenja se naziva
homomorfizam lokalnih vektorskih raslojenja (resp. izomorfizam LVR) ako je ¢
glatko (resp. difeomorfizam) i ima oblik

@ (u f)=(pi(u), 2(u)f)

gde je @o(u ) linearno (resp. linearni izomorfizam) iz F u (resp. na) F' za svako
uel.

(ii) Vektorska raslojenja: Neka je E skup. Lokalna karta vektorskog raslojenja
(skraceno VR-karta) od E je par (‘¥,W), gde je W c Ei ¥: W— W'xF" je bijekcija
na lokalno VR W'xF' (W' i F' zavise od V). Atlas VR je familija A ={(¥, W),
aeA} lokalnih VR-karti takvih da W, prekrivaju E i da su svake dve VR-karte
(YW i (FWp) iz Asa W Ws#0 kompatibilne u smislu da je

VoW, Y, (W, "W,)>Y,(W, " Wy)

lokalni VR-izomorfizam i da su \¥,(W,, "Wy) i Y,(W, "W ) lokalna VR.
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Dva VR-atlasa A i 7 su ekvivalentna ako je A;CA; ponovo VR-atlas. VR-struktura v je
klasa ekvivalencije VR-atlasa. Vektorsko raslojenje (VR) je skup E zajedno sa VR-
strukturom. Kako je svaki VR-atlas istovremeno i C*-atlas, E je automatski i C*-
mnogostrukost. Ponovo, zahtevacemo da je topologija mnogostrukosti od E Hausdorff-
ovaida zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.

U svakom vektorskom raslojenju £ postoji podskup B, koji se naziva baza od E:
B = {e € E‘EI VR — karta(\Y,W )takva da jee =¥~ (W',0) za nekow'e W'}

Postoji dobro definisana projekcija 71 E—B: neka ecE, ¥, VR-karta oko e i
Yle)=w' f),( Yy W—W'xF"). Tada neka je

ae):=¥, " (w'0).

Moze se pokazati da je r glatko preslikavanje. Za beB, 77!(b) se naziva vlakno nad b.
Ono ima strukturu vektorskog prostora indukovanu VR-kartama.

Za otvoren skup U < B, neka je
E‘U::U beU {b}x E,

gde je Ep == 77'(b) vlakno nad b.
Vektorska raslojenja mogu da se opiSu 1 na drugi nacin, koji se Cesto koristi kao
definicija:
Vektorsko raslojenje je trojka (E,B, z) koja se sastoji iz dve C”- mnogostrukosti £ i B, a
7. E—>B je glatka sirjekcija takva da za svako beB vazi:
e vlakno 77/ (b) =:E, je vektorski prostor
e postoji otvorena okolina ¥ od b u B i difeomorfizam ¥: W := 7z~ (v)— VxF', koji
je linearan u vlaknima (t;. @ 2 @) Je linearno, beV) 1 takav da sledeci dijagram
komutira
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(V) —— V x F

Tl ll

v id Vv

(u nasem sluéaju je ¥ : = ((¥ | )" X idg') o P).

Iz prethodnog proizilazi da je tangentno raslojenje (TM, M, my) vektorsko raslojenje sa
bazom M.

Nakon ovog razjasnjenja strukture od TM vracamo se naSem polaznom zadatku
definisanja vektorskih polja na mnogostrukostima. Dakle, traZzimo preslikavanja koja
glatko pridruzuju svakom peM elemenat X, = X(p) iz T,M.

2.4.4 Definicija.

Neka je (E,B, n) vektorsko raslojenje. Preslikavanje X : B— E se naziva secenje od E
(preciznije od w: E— B), ako je w o X = idp.
Skup svih glatkih secenja od E se oznacava sa I'(B,E) (ili I (E)).

Dakle, vektorsko polje je se¢enje od TM (7 (X)) = p, V,eM). Ako je (¥, V), ¥= o

x") karta od M, tada se za svako peV vektori il formiraju bazu od 7,M. Kako

8xp

X,eT,M, sledi da za svako p postoji jedinstveno definisani X ‘()€ R takvi da je

nooi 0
Xp =Zi:1X (p)g

P
Sto se naziva lokalnom reprezentacijom X na V.
2.4.5 Propozicija.
Neka je X vektorsko polje mnogostrukosti M. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni.:
(i) X:M —TM je glatko, tj. Xel{TM)
(ii) zasvakof e C*(M), p> Xy(f) : M— R je glatko

(iii) za svaku kartu (¥, V) od M, ¥ = (x', ..., x"), u lokalnoj reprezentaciji ¢emo imati

X =3 X (p)-2;

P

26



X' eC?(V,R), zasvei=12,..n.

Prostor glatkih vektorskih polja na M se oznacava se sa X (M).

2.4.6 Primeri.

(@)

(i)

Vektorska polja na R"
Neka je U ¢ R" otvoren. Znamo: vektorsko polje je C” funkcija X - U— R,

X(p) = (X' (P)os X" (p)) = Zx (pe, .

Kako se to uklapa u definicije koje smo upravo dali za mnogostrukost?
U je mnogostrukost sa jednom kartom ¥ = idy 1 odgovarajuéim atlasom .7 =

{(idy, U)}. 12 2.3.7 sledi da je T, ¥= D H(p) = id, pa je % = (T, Py (e) = (e).
X

P

deluje na sledeci nacin:

Kao izvod, i
ox'|,

X

I ()

o'

,(f)=D,(f 0id™)id(p)) = D, f(p) =

0
ox'

n . n . a .
Otuda X, = ZI:X ‘(ple;, resp. X, = Z}X ( p)g odgovara vektorskom polju
i= i= P
posmatranom kao vektor, resp. kao diferencijalni operator (izvod u praveu (X'(p),

s X))

Neka je M= 8" = {(x,y)eR? ‘x2+y2= 1}.

Vi=1{(cosg, singo)| pe02n)} v Vi—>(0,2n)
(cosg, sinp) —> @
V2={(cos$,sin¢7)‘ o e(-m 7} wr: Voo (-mn)

(cos@,sing ) —> @

— sin
cos
k Vi %
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Vektorsko polje Gi je, s obzirom na kartu y;, u p = (cos@, sing) dato sa
4

0

P :(Tp‘//l)1(‘31)=T¢,W11(l)=DW11(¢).1:(_SIH(/’j
Q

cos @

P

Analogno, s obzirom na kartu y, dobijamo (up = (cos @, sing))
ol (- sin @
09|, ~ cos@

0| _9p 0
op|, Opop

Sledi da na V;NV, imamo

p

z—¢ = Dy, 0wy, (p) =1
@

jer je
®

¢ (0,7)
o-2r

pe(n2r)

wwwﬁ=¢H{

Dakle, aiz 0 na V;NV; pa zaklju¢ujemo da je

¢ 09
— nad V,

— nad V,

dobro definisano vektorsko polje na S’. Cesto ¢emo pisati samo X = 30"
4

Neka je f: 8" — R glatka funkcija. Iz (2.3.1) sledi
0 . 0 .
XN)(p)=—— (/) =D(f ey, )y, (p) =—— f(cosp,sing) =
op , op
= g (cos@,sin @) - (—sin @) + g (cosp,sin @) - cos @ =
ox oy
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. 0 0
=(—sm@-—+cos@-—)f.
( i 7 ay)f

Sledi da je 9 -sing i+ COS(/)i reprezentacija u bazi {i,i 1={ej, ez} od
op Ox oy Ox 0Oy
RZ
Kao posledicu, imamo da je X izvod u slede¢em smislu:

R - linearno preslikavanje D : C” (M) — C” (M) se naziva izvod algebre C” (M) ako
zadovoljava

D(f-g)=/f-D(g)+g-D(f).
Prostor svih izvoda na C” (M) se oznacava sa Der(C™(M)).

Izvodi na C*(M) su upravo glatka vektorska polja na M, tj. Der(C*(M)) = X (M).
Preciznije, svako glatko vektorsko polje je izvod na C* (M) i obrnuto, svaki izvod na
C”(M) je dat kao dejstvo glatkog vektorskog polja.

e Napomena: Neka je M k-dimenzionalna podmnogostrukost od R". Tada je X (M)
={X:M— R" | Xje klase C*i X,eT,M VpeM }

2.4.7 Definicija.

Neka je X, Y€ X (M). Lie-eva zagrada vektorskih polja X i Y je definisana kao

(X, Y} /)=X(¥) - Y (XF) (f eC”(M))

Sledi da je [X,Y] : C*(M) — C*(M) linearno i zadovoljava Leibnitz-ovo pravilo, pa je
[X.Y] € X(M).

Osobine Lie-eve yagrade su sledece:
Neka X,Y,Ze X (M), f, ge C*(M). Tada
(1) X,Y) > [X Y] je R -bilinearno
(11) [XY]=-[Y.X] (. [,] je anti-simetri¢no)
(i)  [X[Y.Z]] + [YV.[Z,X]] + [Z[ X, Y]] = O (Jacobi-jev identitet)
(v) [ g¥]=/- g [XY]+/X(@)Y - g¥())X.
(v) [,] je lokalna : Ako je V otvoren skup u M, tada je [X,Y] | y=[X
(vi)  lokalna reprezentacija : Ako je (¥ V) karta, ¥= (x4, ..., X,),

n . a n . a
X = Xl—.,Y = Yl—., tada j
|V ,2:1: ox' g ,Z_; ox' acae

e
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aY' oxX' ) o
XY Xk _y* —.
[ | Z(;( axk j axl

2.5 TENZORI

Pojam tenzora je veoma znacajan u matematici 1 fizici. Uveden je kako bi proSirio pojam
skalara, vektora i matrica. Postoji nekoliko razlicitih pristupa za definisanje tenzora. Mi
¢emo to uciniti putem multilinearnih preslikavanja. U nastavku ¢e Ej, ..., Ex, E, F
oznacavati kona¢no-dimenzionalne vektorske prostore. Ozna¢imo sa L (Ey ..., Ex, F)
prostor multilinearnih preslikavanja iz E; x...xE; u F. Vazan specijalan slucaj je (k= 1) :
L(E; R) = E¥*, dual prostora E, tj. vektorski prostor linearnih funkcionela na E. Ako je Bg
= {ey, ..., e,} baza od E, tada funkcionele definisane sa

ey=8,=1 17
a’(e)=0, =

’ N (VR £
formiraju bazu od E”, dualnu bazu od Bg.

n n
Za svako e E imamo reprezentaciju e= E a'(e)e, izasvakoae E, a= E ale)a'
i=1 i=1

Bidualni prostor £ = (E) je kanoni¢ki izomorfan sa E.
Preslikavanje
itE>E"

i(e)=a > ale)

je linearan izomorfizam.
2.5.1 Definicija.
Neka je E vektorski prostor. Tada se
T'(E)=L"(E*,...E*E,..E;R)
e

r
naziva prostor r puta kontra i s puta kovarijantnih tenzora, ili krace ()—tenzora.
s

) r
Elementi iz T, (E) se nazivaju tenzori tipa ( j
s

Zat, €T (E)it; €T’ (E) tenzorski proizvod t; ® t; € T, (E) je definisan sa

S5,
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tl ®t2(/619-'-9/8r197/19-'-97/rzaﬁa-'-af;lagla"'agsz)
= tl(ﬂlr-‘aﬂrl9ﬁ9-'-aj;l)'t2(7/19"'97/r2agla"-agsz)

gdeje p’,y’ e E*, f,.g, €E.

Jasno je da je ® asocijativno i bilinearno.
2.5.2 Primeri.
(i) Po definiciji je T (E) = L(E, R)=E"
TP (E)=L(E, R)=E =E
1 «(0
pa su elementi (vektori) iz E (Oj - tenzori, a elementi (ili kovektori) iz E (J - tenzori.

(i) Neka je E vektorski prostor sa skalarnim proizvodom g (e, f) = < e, f >. Tada je

0
bilinearno preslikavanje g: £ x E — R, tj. g je (ZJ - tenzor.

Pretpostavimo sada da je dim(E) = n. Tada je dim(7, (E))=rn"". Ako je {e,, ..., e,} baza
od E, a {a, ..., &} baza dualnog prostora £, tada je

Bl=l, ®.®e ®a’ ®.®a’|I<i,,j, <n

bazaod T, (E).

Za svako linearno preslikavanje ¢: E—>F postoji adjungovano preslikavanje ¢ eL(F ,E):
za BeF’, ecE stavimo

o (B)e):=P (9 (e)).

Ako je A matrica preslikavanja ¢ s obzirom na baze 0&1 E, resp. F, tada je A' matrica od ¢
s obzirom na odgovarajuce dualne baze od F', resp. E .

Opstije, Zelimo da svakom linearnom preslikavanju ¢ € L(E,F) pridruZimo linearno
preslikavanje ¢! € L(T (E),T, (F)). Ako je ¢ linearni izomorfizam, takvo preslikavanje se
dobija kombinacijom @1 go*.

2.5.3 Definicija.

Neka je ¢ € L(E,F) bijekcija. Tada je T (p)= ¢! € L(T! (E),T! (F)) definisano sa

@ OB seis B s L) = 1@ * (B)s 0 * (B7),07 ([0 (1))
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gdejeteT (E), f..... B eF" fi, ..., f,€F.
2.5.4 Primer.

0y E=T{(E)>Ty(F)=F, gy(e)(p)=elp (B)=p(e)f), pa se ¢, moze
identifikovati sa ¢.

OV iE =T (E) > T (F)=F ol (@) ) =alp (=) @)f), pa se ¢’ moze
identifikovati sa (¢™")".

Dakle, 7'¢p=¢. je istovremeno produzenje funkcija ¢ 1 (¢ )" na uopgtene tenzorske
prostore.

Sledec¢i zadatak je da se ove konstrukcije proSire na tangentne vektore, tj. na elemente
vektorskih raslojenja. Prvo posmatramo slucaj lokalnih vektorskih raslojenja.

2.5.5 Definicija.

Neka je @: UxF— U'xF', o(uf)=(pi(u), :(u)f) lokalni VR-izomorfizam. Definisemo
. UxT'F —>UXTF'" na sledeci nacin

@ (u,1) = (@, (), (9, W) (), t € T] (F)
Primetimo da je ¢,(u) izomorfizam za svako u, pa je (¢, (u)), dobro definisano.

Preslikavanje ¢, :U xTF — U'T F"' definisano u 2.5.5 je lokalni VR-izomorfizam.

Nakon ovih priprema, moZemo svakom vektorskom raslojenju £ pridruziti

r
j tenzorsko raslojenje, ¢ija su vlakna bas (E y );
S

odgovarajuce (
2.5.6 Definicija.

Neka je (E,B, n) vektorsko raslojenje sa viaknima Ey=r ' (b). Definisemo

17 (E)=]]1 (E,)=\J®b}x(E,),

beB beB

r
[ j tenzorsko raslojenje (TR) na E. Neka = :T/(E)—> B, n/(e)=b, za ecT/(E,),
s

oznacava kanonicku projekciju. Ako je A < B, definiSemo T, (E)| = HT T(E,).

beA
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Slede¢i zadatak je da pokazemo da 7, (E) ima strukturu vektorskog raslojenja sa bazom
B. Koriste¢i slede¢u definiciju, definisacemo VR-karte za 7" (E) od VR-karti od E.

2.5.7 Definicija.

Neka su E, E' vektorska raslojenja i f: E— E'. f se naziva VR homomorfizam ako Ve eE
3 VR-karta (F¥,W) oko e i 3 VR-karta (¥, W') oko f(e) tako da je f(W)c W' i fy w:=
Vofo ¥ je LVR homomorfizam. Ako je f difeomorfizam i f‘ g, tEy, > E'yy, linearni

izomorfizam Vb eB, tada se f naziva VR izomorfizam. U tom slucaju definisemo
f:ﬁ'r : T;'rE % r?rE’

) S (f‘E,,):’Vb eB

’r

Moze se pokazati da je glatka funkcija /i E— E' VR homomorfizam ako i1 samo ako je f
linearno u vlaknima, tj. ako i samo ako je f ‘ g, Ey, > E';) linearno zavbeB.

2.5.8 Primeri.

(i) Neka su M i N mnogostrukosti i fi M—N glatko. Tada je 7f: TM—TN VR-
homomorfizam, imamo

Tyo Tfo To (e w)=T(po fo 9 )xw)=(yo fo 9™ ().D(yo fo 9™ )oo)w).
Ako je f difeomorfizam, tada je 7f VR izomorfizam.
(i) Neka je £ VR i (¥ W) VR-karta. Tada je ¥ W—UxR" VR izomorfizam. Dakle,
ako je E=TM imamo da je ¥= Tw VR izomorfizam, gde je y proizvoljna karta
od M.

Neka je (E,B,m) vektorsko raslojenje sa VR-atlasom 7 ={(¥,,W,)|acA}. Tada je
(T'E,B,z]) vektorsko raslojenje sa VR-atlasom A’ ={((‘I’a );,(T Y’E} W, B )aeA}.

r
(T'E,B,x) senaziva tenzorsko raslojenje tipa ( ) nad E.
S
2.5.9 Definicija.

Neka je M mnogostrukost. T (M):=T (TM) se naziva raslojenje r-puta kontra i s-puta
r *

kovarijantnih tenzora na M (resp. tenzori tipa ( J ). T'"M:=T"(M) se naziva
s

kotangentno raslojenje od M.
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2.5.10 Definicija.

Glatka secenja prostora T M (tj.glatke funkcije t: M—>T M , x| ot =id,, ) nazivaju
r r . r

se ( J-tenzori (resp. ( j-tenzorska polja) na M. Prostor I{M, T/M ) ( j-tenzorskih
s s s

polja se oznacava sa t/ (M) . Naime, t,(M)= X (M). Slicho éemo umesto t,(M) pisati
' (M). Elementi £2'(M) se nazivaju diferencijalne forme reda 1 (ili 1-forme, kovektorska
polja).

Ako ter[(M) ifeC"(M), tada je f't: p fip)t(p) € (T, M), tenzorsko polje na M. To
znadi da je 7. (M) sa operacijama +, f* C*(M)-modul.
Kao i u sludaju z,(M)= X (M), hoéemo da nademo lokalnu reprezentaciju tenzorskih

pollja u  kartama. Posmatraymo prvo  jo§S  jedan  specijalan  slucaj
Q'M)=7)(M)=T(M,T’M), gde je

'™ = [@,m) = U{pix@,M)
pEM pPEM
VR-karte od T"M =T "M su oblika (Ty)! :T1°M|V Sy (V)x(RM =y )x(R", gde
je (y,V) proizvoljna karta od M. Kao i u slu¢aju TM =T, M , ho¢emo da koristimo VR-
karte da bismo definisali bazu od (7, PM)* Podsetimo se da je na taj nacin dobijena i baza

i i=12,...n od M, gde su i =(T,w) " (e), tj.
ox'|, ox'|,
0 =
= Ty) W(p)e).
ox
U sluéaju T,°M , oznaéimo sa {a’, 1 <j < n} dualnu bazu od {e;, 1 <i<n} u (R "', Za
peV familija

ax'|, =T [ wipre'), a<i<n

definiSe bazu prostora (7, pM)*. Imamo

dx'|, = (e ] b (pra’)= (1% (NS ))=

{ ol TV )=l o) @31
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y . e g 0

e T,M mozemo primeniti dx’|, na P :
X

p

Kako je dx’/|,e(T,M), a o
ox'

0
p axi

paje {dx’|,, 1 <j<n} ba§ dualna baza za {%
x

P

dx’

] =(T,¥) (@ )(T,w) () =a’ (T y(Ty) () =a’(e) =4,

P

,1s:‘3n}u(TpM)*.
p

Drugi nadin posmatranja dx’ proizilazi iz sledeée definicije.
2.5.11 Definicija.
Neka fe C*(M). Tada se
df M >T'M
p—T, f
naziva spoljasnji izvod funkcije f.
2.5.12 Napomene.
(i) dfer/(M).

(i) AkofeC*(M)iX € XM), tada za VpeM, X,eT,M i df|pe(TpM)*, preslikavanje
df (X): = p— df |,(X,): M— R je dobro definisano i vazi

df|,(X,)=T,f(X,)=X(f),

Dakle, df (X) =X (f). Takode, df (X)e C*(M).

Neka je (y,V) karta, w= (x,, ..., x,). Tada je d(x') ba§ gore definisano dx’.

o |1Si£n}
X P

Ako je (V) karta od M, v = (xy, ..., x,), tada je za svako pe M {F

baza od T,M, a {dx’ lp|1 <j <n} odgovarajuca baza od 7, pM*. Otuda za proizvoljno
peEM

0 0 : ~ -
{— ®..0 —|, ®dx” p®...®dx*”‘p|lﬁzk,]k Sn}

oxh ” ox'"
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je baza prostora (T,M);. Prema tome, ako je ¢ seCenje od 7, M tada postoje

jedinstveno odredene funkcije 7} na V takve da je

t, =" i@...@)ii®...dxjl ®..® dx"

JieJs
s oxeh Ox

(pogledati specijalan slucaj vektorskih polja: X|, =X i%). Kao 1 kod
X

vektorskih polja, postoji karakterizacija glatkosti tenzorskih polja u lokalnim
koordinatama.

2.5.13 Propozicija.

Neka je t secenje od T (M) . Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) tjeglatko, tj. tet] (M)

(ii) U svakoj lokalnoj reprezentaciji, svi koeficijenti tj‘l’j su glatke funkcije.

.....

(i) va', .., a"e QM) VX, .., X,e X (M) preslikavanje t(a’, ..., a", X, ..., X) €
=M.

2.6 DIFERENCIJALNE FORME
U ovom poglavlju Zelimo da proucavamo alterniraju¢e multilinearne forme, prvo u
vektorskim prostorima, a potom 1 na vektorskim raslojenjima.

2.6.1 Definicija.

(i) t ELk(E, R) se naziva alternirajuce ako vazi

EFrre foo for o f) =t (oo oo fr o fide 1<i <j <k

(ii) Neka je E konacno dimenzionalni vektorski prostor.
A'E:=Lf, (E R)

je prostor svih multilinearnih alternirajuéih funkcija iz E'=Ex...xE u R.
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2.6.2 Napomene.

(i) NekajeSy:={@:{1,...,k}—>{l.., k} | @ je bijekcija} grupa permutacija reda k.
Tadaza oceS;it e A'E* vazi

t(foity s Jow) =5gn (0) L(f1, ... Ji)
Za o, T € Sy vazi sgn (o o 1) = sgn (o) - sgn (7). Kako je S grupa, sledi da je za
svako 7Sy preslikavanje
T ToTo:Si— Sk

bijekcija.
(ii)  Po definiciji uzimamo da je A’E*= R. Sta vige,

A'Ex=L',(E, R)=E*

(iii) A'E* je potprostor od T, *(E), prostora svih multilinearnih preslikavanja
Ex.xE —>R.

Preslikavanje
Alt: T)(E)— T (E)

se naziva alternator.

2.6.3 Definicija.

Neka aeT/(E), BeT’(E). Spoljasnji (eng. exterior ili wedge) proizvod o i B se
definise kao

_(k+D)

A=

Alt(a ® B)

Za acT,E=NE = R, stavimo anff=fra=a-f.
Osobine spoljasnjeg proizvoda su sledece:

2.6.4 Propozicija.

Neka a €T (E), BeT’(E) i yeT.(E). Tada:
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(i) anp=Alt(a)AB=an Alt(f)
(ii) A je bilinearno
(i) anf=D"Bra

(iv) A jeasocijativno, a A(fAy)=(aAB)Ay

AE" =®7  A'E" saoperacijama +, \- i A, naziva se spoljasnja algebra (ili Grassmann-

ova algebra) od E. Takode, vazi A“E” = {0} za k> n, paje
AE =@ NE".
Ako je sada n = dim(F), imamo da je dim(AkE*):(Z], za 0 < k< n Zak > n,
A“E" ={0}. Prema tome,
dim(AE") = z(”] _ 2
=\ k
Ako je {ey, ..., e,} bazaod E i {d, ..., o"} odgovarajuéa dualna baza, tada je
B=la" A..na" 1<i <..<i, < nf
bazaod A'E".

Neka je dim(E) = n i ¢ €L(E,E). Tada postoji jedinstven broj det ¢ € R, determinanta od
@ , tako da za pullback preslikavanje

¢ :NE —>NANE
(@ ) S5 1) = P )ees ()
vazi 9"w=detp-w, za sve weN'E .
2.6.5 Definicija.

Neka je ¢ eL(E,F), a eT.(F).
. Pullback od o pod dejstvom ¢ (pullback od ¢ ) je funkcija
¢ T (F)—> T (E)
o (a)e,....e,)=a(p(e),..pe)), €.,..e €E

o Ako je ¢ bijekcija tada je push-forward
. : T (E) > T (F)
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@ =(p™)
paje
P seoes [ ) =@ (S @ (f )5 fror f1 €E.

Tada je ¢. =@, .
2.6.6 Definicija.

Neka je ¢:UxF —>U'F' lokalni VR-izomorfizam, ¢(u,f)=(¢;(u),p2(u)f). Preslikavanje
@+ je definisano sa

@, :UxNF" > UXANF"
(1,0)—=(91(1),p2(u)+(w))

Kako je ¢. = ¢, sledi da je ¢, LVR-izomorfizam.

2.6.7 Definicija.

Neka je (E,B,n) vektorsko raslojenje, Ey=r (b) viakno nad b e B. Tada

HME U bix NE,

beB beB

i) :NE"—>B, n)(e)=b,za ee N'E,. Za Ac B stavimo AN'E HA"

bed
Neka je (E,B,r) VR sa atlasom A= {(‘Pa,Wa ]a € A}. Tada je (AkE*,B,ﬂ',?) VR sa

. WaﬁBj o e A}, gde je (¥,).=(¥,)., 4

atlasom A= {[(‘{’a )., Af
(\Pa )* AE, = (lPa Ey )*‘

Ponovo nas najvise zanima slucaj £ = TM.

2.6.8 Definicija.

Neka je M mnogostrukost. N°T"M = A" (TM)" se naziva vektorsko raslojenje spoljasnjih

k-formi na TM. Prostor glatkih secenja od AN'T"M se oznacava sa Qk(M) i njegovi
elementi se nazivaju diferencijalne forme reda k ili (spoljasnje) k-forme na M.

Primetimo da je Q' (M)=C"(M) i Q' (M) prostor 1-formi.
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2.6.9 Teorema.

Neka je M mnogostrukost. Za svaki otvoren skup U = M postoji jedinstveno definisana
familija preslikavanja

d*(U):QFU) - Q"' (U)
koju ¢emo oznaciti sa d, takva da je

(i) dje R-linearnoiza acQU), Q' (U) vazi

dlanp)=danp+D)ands.
(i) Za feQ’(U)=C"(M), dfje spoljasnji izvod iz 2.5.11.
(i) dod =0.

(iv) Ako su Ui V otvoreni, UcV M i acQ"(V) tada je d(a|U)=(da)|U, 4.

dijagram komutira.

Q') —o Q')
! l

QK1) |v Q)

d se naziva spoljasnji izvod.

2.6.10 Primeri.

(i) Nekaje w = P(x,y)dx+QO(x,y)dy 1-forma na R* Tada je

do=dP ndx+dO Ady = 8_de+8_de Adx + a—Qd)ﬁra—Qdy Ady = 9 _op dx A dy
ox oy ox oy ox 0Oy

(i) Akoje w=P(x,y,z)dy ndz+ Q(x,y,z)dz Andx + R(x,y,z)dx A dy, tada je

do = 8_P+@+8_R dx ndy ndz
ox oy oz

2.6.11 Definicija.

Neka su M i N mnogostrukosti i F: M—N glatko preslikavanje. Za w e t;(N), pullback
od w pod dejstvom F je definisano sa
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F o(p)=(T,F) (o(F(p)))
Otuda za Xj, ..., Xy € T,M imamo
F o(p)(X,,... X)) = @(F(p)T,F(X)),....T,F(X,)).

Za fe C*(N)=Q"(N) imamo
F f=foF.

Neka su funkcije F: M — N1 G: N — P glatke. Tada:

() F :t)(N)>t) (M), F":Q"(N)—> Q" (M)
(i) (GoF) =F oG"

(iil) id,, = gy oy, (resp- =id )

*

(iv) Ako je F difeomorfizam onda je F~ linearan izomorfizam i (F*)™ = (F™)".

2.6.12 Teorema.

Neka je funkcija F: M— N glatka. Tada vazi:

(i) F":Q(N)— Q(M) je algebarski homomorfizam, tj. F~ je linearno i
F'(anpB)=(F a)r(F'p).
(ii) Za svako w € Q(N), F'(dw)=d(F o).

2.6.13 Propozicija.

Neka je M mnogostrukost, pe M , (p,U), (v, V) karte oko p, ¢ = (xl, o X'), w = (yI, .
V"). Tada:

. i N i - y _8xi
(i) dx'|, =Y D@ oy Ny (pdy*|, =D |, d"],
= o 0y
, =detD(goy YW (p)dy' A..ndy”

(ii) Ako weQ"(M), p.o=0,a' An..ra", y.0o=0,a A.ra" (a'...a")
standardna baza od (R") *), tada je

(i) dx' A..Adx"

P

w,(¥)=0,(@oy” (»)-detD(poy ) (y), Vyey(V)
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2.7INTEGRALI. STOKES-OVA TEOREMA

Cilj ovog poglavlja je da se razvije teorija integraljenja diferencijalnih formi na
mnogostrukostima. To omogucuje Stokes-ova teorema, koja uopstava sve klasicne
teoreme integralnog racuna (Gauss-ovu, Stokes-ovu, Green-ovu). Mi ¢emo dati samo
formulaciju teoreme. Kao osnovno sredstvo koristicemo pravilo o smeni promenljivih za
integrale.

2.7.1 Teorema.

Neka su U,V < R" otvoreni, ®: U—V difeomorfizam i feC(V) tako da je suppf
kompaktan. Tada je

[ f(@C)|det DB)|d"x = [ f(3)d"y

Strategija za definisanje ja) za weQ!(V), gde je Q! prostor n-formi sa kompaktnim
M
nosacem, a V karta od M, ¢e biti da stavimo da je

J-a):: J-a)w(x)d”x.

o(V)

Da bi ovo bio dobro definisan izraz potrebno je da ne zavisi od izbora karte. Medutim,
ponaSanje w, usled transformacije karti u skladu sa 2.6.13(ii1). se razlikuje od 2.7.1 jer

nema apsolutne vrednosti od detD(pow™'). Zbog toga éemo posmatrati samo
mnogostrukosti sa posebnim atlasima.

2.7.2 Definicija.

Mnogostrukost M se naziva orijentabilna ako poseduje orijentisani atlas

A= {(y/a,Va )|(x € A} takav da je

detD(y , oy, )x)>0, Vxey,(V, "V,), Va,p.

Kao i u slucaju glatkih mnogostrukosti, i za orijentisane mnogostrukosti se definise C*-
struktura. Karte iz orijentisanog atlasa se nazivaju pozitivno orijentisane. Mnogostrukost
M zajedno sa orijentisanim atlasom se naziva orijentisana mnogostrukost.

Nije svaka mnogostrukost orijentabilna. Najpoznatiji primer neorijentabilne
mnogostrukosti je Mobius-ova traka.
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Neka je M orijentisana mnogostrukost, @ € Q" (M) 1 (o,U), (y,V) pozitivno orijentisane
karte takve da je supp (w) c U NV . Tada je:

Jo=Jo
(9) W)

pa mozemo pisati samo I .

2.7.3 Definicija.

Neka je poluprostor H" = {(xl,...,x” )e R', x'< 0} snabdeven indukovanom topologijom
od R" (. V. H" je otvoren ako i samo ako AU < R" otvoren takav daje U H" =V ).
Neka je V. H" otvoren. Preslikavanje f: V—R" se naziva glatko na V ako postoji
otvoreni podskup V U od R i glatko produzenje f od fna U. Za proizvolino peV

uzimamo Df (p):= Df(p) .

7

2.7.4 Definicija.

Mnogostrukost sa rubom je skup M zajedno sa atlasom A= {(!//Q,Va )|a € A}, gde su
v, V,>w,(V,)c H" bijekcije, a v, (V,) (relativho) otvoreni skupoviu H", tako da
UVa =M izasvea, fsaV, "V, #0 vazi

aed
Vg v, 1w, (V, NVy) oy, NVy)

je glatka funkcija u smislu 2.7.3. Kao i za mnogostrukosti bez ruba trazZimo da je
prirodna topologija od M (indukovana kartama) Hausdorff-ova i zadovoljava drugu
aksiomu prebrojivosti.
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Tatka peM se naziva rubna tacka od M ako postoji karta (y=(x', ..., x"),V) takva da je
xl(p)=0, Sto oznacavamo sa pedM . Tada za svaku kartu (go=(y1, .y Y),U) oko p vazi

¥ (p)=0.

2.7.5 Propozicija.

Neka je M n-dimenzionalna mnogostrukost sa rubom. Tada je OM (n-1)-dimenzionalna
mnogostrukost (bez ruba). Ako je M orijentisana tada orijentacija od M indukuje

orijentaciju od oM .

2.7.6 Teorema. (Stokes-ova teorema)

Neka je M orijentisana mnogostrukost sa rubom, @ € Q" (M) i i:0M — M . Tada je

ji*a):ja)

oM M

2.7.7 Primeri.

(1) Primenjujuéi 2.7.6 na ® iz 2.6.10(i) dobijamo Green-ovu teoremu u ravni

j(a—Q—a—P xdy

Pdx + Qdy =
a;L s\ ox oy

(i) 1z2.6.10(ii) i 2.7.6 izvodi se Gauss-ova teorema o divergenciji (u R?):

[| L2492 R \ayaz = [ Pdy ndz+ Qdz n d+ Rax A dy
w\O0x 0y Oz v
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Glava 3

HIPERPOVRSI

Hiperpovrsi u R" predstavljaju uopstenje pojma povrii u R’. Preslikavanja koja ¢emo
definisati u ovoj glavi, proucavaju se i na povrsima, ali pojmovi koje smo do sada uveli
nam omogucavaju da radimo sa hiperpovrS§ima. Prvo ¢emo definisati Gauss-ovo 1
Weingarten-ovo preslikavanje, a potom odrediti krivinu hiperpovrSi. Poslednja dva
poglavlja su posvecena kovarijantnom izvodu i1 geodezijskim linijama. Za vise detalja o
pomenutim pojmovima, pogledati [3] 1 [6].

3.1 KRIVINA HIPERPOVRSI

3.1.1 Definicija.

Hiperpovrs od R je (n-1) — dimenzionalna podmnogostrukost od R".

Lokalno, hiperpovrs je data jednom od ekvivalentnih definicija u 2.2.4, recimo kao nula
skup regularnog preslikavanja /i R"—>R. Kako u R" imamo standardni unutradnji

proizvod <v, w>:Zviwi , svaki tangentni prostor 7,M sadrzi 1-dimenzionalni
i=l1

ortogonalni komplement. Tako dobijamo dva jedini¢na vektora normale na M.
Pretpostavicemo da je M orijentisana mnogostrukost kako bismo bili u moguénosti da
odaberemo jedan od njih.

3.1.2 Lema.

Neka je M™ orijentisana mnogostrukost i p € M. Baza {V', ..., V") tangentnog prostora
T,M se naziva pozitivno orijentisana ako u proizvoljnoj pozitivho orijentisanoj karti
o= (x",...x") od M oko p imamo:

(dx' A...Adx™)

p(vl,...,v"’) >0

Ovaj pojam ne zavisi od izbora karte.
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Dokaz. Neka je w =(3',..., ™) druga pozitivno orijentisana karta. Na osnovu 2.6.13,

(a’y1 A A dy’"lp = det D(l// op Xgo(p))- (a’x1 A A dxmlp,

>0

odakle sledi tvrdenje.

3.1.3 Definicija.

Neka je M orijentisana hiperpovrs u R'. Gauss-ovo preslikavanje pv>v, dodeljuje
svakoj tacki pe M jedinicni vektor normale v, za koji vazi det(vp,ei,...,e"_') >0 za

.. . . i n-1
svaku pozitivho orjentisanu bazu {e',...,e""} prostora T,M.

3.1.4 Napomene.

(i) v, je dobro definisano:

Neka je {f",..,f""'} proizvoljna pozitivno orijentisana baza od T,M i neka je

w =(x',..,x"") pozitivno orijentisana karta mnogostrukosti M.

Neka je
, 0 .
f:@p (ISJSn—l)
i
fk :nz_]:akikei" (lﬁkﬁn—l).
=1
Tada
1= sgn(dx‘ A A dx"“1p(fl,...,f"_])
=sgn Z @,y (dx1 /\.../\dx"’l)‘p (ei‘,...,ei”") (%)
et =5gn (i) yoeeslyy )
Dakle,

det(vp,fl,...,f"‘l)= Z:sgn(il,...,in_1 )all.l el ) det(vp,el,...,e”_l)

iy ey

>0 zbog (*)
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(i) Gauss-ovo preslikavanje p > v, je glatko. Neka je (y = (x',...,x"™), V) pozitivno

23

pozitivno orijentisana baza od 7,M jer je
] =1 VpeV.

(a’x1 /\.../\dx”ll{ 0

orijentisana karta. Tada je

0

yoror T
, Oox

0

axn—l
p

geeey

1
axp

Lokalno oko proizvoljne tatke p, €V, na osnovu 2.2.4 1 2.3.1, M je nula skup
regularne funkcije /1 za gradijent grad( f)(p) = Df (p) dobijamo

(grad f(p),v)=Df (p)(») =0 VveT M.

Dakle, grad f (p)LT,M za sve p dovoljno blizu p,, .
Bez umanjenja opStosti, mozemo pretpostaviti da je

0 0
det(grad f(p) 2] ... ax,”' )>0

1
ax Po Po

(u suprotnom zamenimo f'sa —f).

0

Zbog neprekidnosti, det(grad f( p),; 0
X

,F

osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da je lokalno oko p,, Gausova funkcija data sa

)>0 za p iz okoline p,, na
p

b

)4

, . &rad f(p)
* |grad f(p)|

Sto je ocigledno glatko.

Da bismo definisali krivinu hiperpovrsi M u tacki pe M, posmatracemo krivinu krivih

=1

Posmatramo krivu c koja se nalazi u preseku hiperpovr$i M 1 ravni odredenoj vektorima
wiv,.

definisanih u glavi 1. Neka je we T, M ,
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Ova ravan je data sa: (t,s) = p+tv, +sw. Krivinu krive ¢ ¢emo zvati normalna krivina

hiperpovrs§i M u pravcu w. Neka je M lokalno data kao nula skup regularne funkcije f'i
podsetimo se da smo pretpostavili da je M orijentisana. Tada je kriva ¢ implicitno data sa:

f(p+tvp+sw)=0 Vt,s. (*)
Na osnovu 3.1.4 (ii),
__gradf(p)
" | grad 1p)|
Dakle,
% f(p+tvp+sw)=Df(p)vp =<gmdf(p),vp>;é0.

(t,5)=(0,0)

Prema tome, lokalno mozemo reSiti (*) za ¢ koje je funkcija od s. Dobijamo krivu
cist p+i(s)v, +sw. Tadajec(0)=p i

' Y X —

c0)=r'0)v,+ w =w
el M

M or Mt =m0 ’

Bez umanjenja opStosti mozemo pretpostaviti da je s parametrizovana duzinom luka. Da

bismo izraCunali krivinu krive ¢, moramo odrediti njen okvir. Kako je {v,,w} pozitivno

orijentisano, e, = c'(()) =W, e =-V,. <C'(S)a‘/c<s)> =0 Vs, jerje C'(S)e T, yM . Zbog
toga,
0= (csrvoct)= (e, )+ (O, T,y -0
ds|, ’ Y T‘T’ o=

1 normalna krivina k(w) hiperpovrsi M u pravcu w je data sa:
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k(W) =k, (0)=(c"(0),e,) =~{c"(0).v,, } = (W, T, - w) (3.1.1)
3.1.5 Definicija.
Weingarten-ova funkcija L, je definisana na sledeci nacin:
L, ::Tpv:TpM—>Tva”" :vlf =T,M

L,w je infinitezimalna promena vektora normale v u pravcu w.

Sledece tvrdenje opisuje vektorska polja na mnogostrukostima i imace vaznu ulogu u
nastavku.

3.1.6 Lema.

Neka je M k-dimenzionalna podmnogostrukost od R". Tada:

(i) Za proizvoljno X € X(M)i p e M, postoji okolina U od p u R" i funkcija
X eC” (U, R") tako da
Xy = X]|

UnM UnM

(i) Ako X, Ye X(M) i X,Y su glatka proSirenja kao u (i), tada:
[X.Y], = DY(p)X(p) - DX(p)¥ (), Vp e M
Dokaz.

(i) Znamo da XeC*(M, R"). Zbog 2.2.6 svaka od n komponenti od X se moze glatko

progiriti na okolinu tacke p u R". Tako dobijamo traZeno progirenje X (primetimo
da proSirenje nije jedinstveno definisano).

(ii) Neka je f eC*(R',R) i f:=7, . dakle feC*(M, R). Tada T,/ =Df ()|, -

Prema tome,
X(f)p)=T,f(X,)=Df (p)(X,)
paje
Y(X(f))\ =D(qg> D
=D’f(p )(ff

ED(F,)=
)t

(a)](
Y )+ pr)N((p)fp
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1 analogno za X(Y(f)). Kako je sz( p) simetri¢no, zaklju¢ujemo:

P

D7 (p)([X.¥],)=[X.Y], (1) =(x (¥ () -¥ (X (1)) =
= Df (p)(DY(p) X (p)- DX (p)7(p)).

Za f =pr.: R" — Rsledidaje Df(p)= pr.,iotuda

[x.Y], =DY(p)X(p)-DX(p)¥(p).

3.1.7 Propozicija.
Weingarten-ovo preslikavanje L, :T,M — T, M je simetricno, .
<Lpu,w>=<u,pr> Vu,weTpM

Dokaz. Izaberimo X,Y € X (M), tako da X, = u, ¥, = w 1 glatka proSirenja kao u 3.1.6 (1).
Da bismo prosirili v na okolinu tacke p u R", primetimo da je v lokalno dato sa:

_ _gradj(p)
" |grad r(p)|

gde je f = 0 lokalna reprezentacija M regularnim preslikavanjem. Dakle, v je C”-
preslikavanje sa M na R" koje se lokalno moZe prosiriti na okolinu tacke p u R" na

osnovu 2.2.6. Ozna¢imo pomenuto proSirenje sa v . Tada je T,v = DV (p)

M

Kako je qH<Xq,vq>EOsledi Tp(qH<Xq,vq>)=0:>

=0=T,(g(X,.v,))Y, =D(g (X,.7,))7,

>

[

—_
=X, =L,

<Df<p>z,v~p>+<&aw<p>

i analogno za ¢ - <Yq Y, > Dakle, dobijamo:
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(X,-L,1,)=(L,X,.Y,)=( DY (p)X(p)-DX(P)Y(p). v, )=0

P> p

3.1.8 Definicija.

Neka je M orijentisana hiperpovrs u R".

0
(i)  Riemann-ova metrika g, ili prva fundamentalna forma I, je (J - tenzorsko polje

TPMXTPM E) (V,W)H gp(v,w):: <v,w>: (Ip(v,w))

0
(it) Druga fundamentalna forma Il je (ZJ - tenzorsko polje

TprTpM 3(v,w)|—> Hp(v,w):=<v,pr>

3.1.9 Napomene.

(1) g je seCenje raslojenja TZO(M ) jer je svako g, bilinearno preslikavanje iz
T,MxT,MnaRt.g, eT) (TPM) za sve p eM. Sta vise, na osnovu 2.5.13, g je
glatko.

Zaista, neka su X,Yex (M) tj. X,Y: M—R" C*, X, Y, eT M Vp. Tada je

pr{X,.7,)=g,(X,.7,) glatko.

P> p P> p
g, je upravo restrikcija standardnog unutra$njeg proizvoda (,) u R" na
T,M xT,M . Omogucava nam da izratunamo rastojanja i uglove u 7,,M.

Ako je ¢ lokalna parametrizacija od M okopi @' = (xl,...,x"_l) tada je lokalno,
g oblika:

g(p)=g,(p)ax'|,®ax’|, (3.1.2)

gde je
0 0
8ij (p):gp (&‘p’ﬁ‘p)

Jo, @
“\arlral
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(0 ()22 (o () (3.13)

Dg(e7™ () D¢ (p))

Kako je g simetri¢no, g;; = gi, Vi, .

(1) Za svako peM, druga fundamentalna forma /I, je simetricno bilinearno
preslikavanje 7,M xT M — R, dakle /I je seCenje od T, M . Na osnovu 2.5.13,

ovo preslikavanje je glatko.

(iii) U klasi¢noj diferencijalnoj geometriji povrsi u R?, vazan specijalan slugaj od (i) je
sledeti:

¢:(t’s)'_> (gol(t,S),¢2(t,S),§03(t,S))
Neka je: E = <(/)t,(/)t >, F = <(/),,(ps >, G = <(ps,(ps>, gde su ¢ ,p, parcijalni izvodi

od ¢.
Tada je g dato matricom:

()

u odnosu na bazu {p,.p,jod T, M . Akosu v=v, @, +v, @, W=wg, + w0,

vektori u 7;( M , onda:

t,s)

o) (vs W) = (Edt ® dt + Fdt ® ds + Fds ® dt + Gds ® ds)

0 0 0 0
V15+V2g,W5+Wzg

= Eviw, + Fvyw, + Fv,w, + Gv,w,

(20

Neka je M =S' xR cilindar nad jedini¢nim krugom. Parametrizacija od M je data sa

3.1.10 Primer.

9:(0,2m) x R—> R’
o(t, s) =(cos t,sint, s)
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Tada je
, :(—sint,cost,O), o, Z(an’l)
:>E=1,F=07G=1‘

o=[y )

Sada se vra¢amo problemu odredivanja krivine hiperpovrsi. Zelimo da nademo pravce u
kojima normalna krivina ima ekstremne vrednosti.

Dakle,

Iz (3.1.1) sledi da trazimo kriti¢ne tacke preslikavanja w|—><w,pr>=k(w) za
weS".

3.1.11 Teorema. (Rodriguez)

Kriticne tacke normalne krivine u peM su upravo sopstveni vektori simetricnog

linearnog preslikavanja L,. Ako je w sopstveni vektor, tada je odgovarajuca sopstvena
vrednost A data sa k(w).

Dokaz. Neka je weT M i ||w|| =1. w je kriti¢na tacka preslikavanja k& ako 1 samo ako

preslikavanje v+ k(v):S"" — R ima kriti¢nu ta¢ku u w. Ovo ¢emo dokazati koristeéi
LagranZov metod multiplikatora.
Nekaje g:vi> <v, v> —1. Nas problem se svodi na trazenje ekstrema od k na {g =0}.

Dakle, Dk(w)= ADg(w)mora biti zadovoljeno za neki LagranZov multiplikator A (na
{g=0}). Naosnovu (3.1.1) i (3.1.7)
Dk(w)(v) = <v, pr> + <w, va> = 2<v, pr>
Dg(w)(v) = 2<v, w>
Sledi da jednacina 2(v, L,w )=2A(v,w) mora vaZiti za sve v t].

Lw=iw i gw)=0 (< |w|=1)
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Prema tome, weS"” je kriti¢na tatka preslikavanja ako i samo ako je w sopstveni vektor
od L,. Sta vise,
A= A(w,w) = (w,L,w) = k(w)

3.1.12 Definicija.

Neka je M hiperpovrs u R"i p e M. Sopstvene vrednosti od L, se nazivaju glavne krivine,
a odgovarajuci sopstveni vektori se nazivaju pravci glavnih krivina. Kako je L,
simetricno, sve glavne krivine su realne i postoji ortonormirana baza od T,M

{wl.|1£i£n—1} koja se sastoji od pravaca glavnih krivina. Krivu ¢ zovemo linijom

krivine ako je c'(t) pravac glavne krivine za svako t. Gauss-ova krivina K od M je
definisana kao proizvod glavnih krivina tj.

n—1

K=T]Kk,

i=l1

Srednja krivina hiperpovrsi M u p je aritmeticka sredina glavnih krivina tj. tr(L,)

n—1
gde je tr(L,) trag preslikavanja L, Tacka p se naziva umbilicka ako se sve glavne
krivine poklapaju u p tj. ako je

L,=2cid;,

Umbilicka tacka se naziva planarna tacka, ako je 2 =0, tj. L, = 0.

3.1.13 Primeri.

(i) Nekaje M =v" hiperpovrs u R". Tada je V,=V zasvep i L,=T,v=0zasve
p. Dakle, sve glavne krivine se anuliraju 1 svaka tacka p hiperpovrsi M je planarna
tacka.

(i) Nekaje M =S"". Za proizvoljno p € M, p je vektor normale na M, paje v =id i

L, =id,, . Dakle, sve tatke p e M su umbilicke i svi tangentni vektori su pravci

glavne krivine.

Centralni predmet proucavanja jo§ od pocetka diferencijalne geometrije, jeste razlika
izmedu unutras$njih svojstava koja su u potpunosti odredena samom mnogostrukoséu M i
spoljaSnjih svojstava za koja su nam potrebne dodatne informacije. Po pravilu, svojstva
koja se mogu definisati za apstraktne mnogostrukosti su unutra$nja, dok se spoljasnja
svojstva odnose na prostor koji ih okruzuje, recimo Gauss-ovo preslikavanje pv .

lako smo Riemann-ovu metriku na hiperpovrsi od R" definisali koriste¢i skalarni
proizvod u R" koji okruzuje hiperpovr§, mozemo definisati Riemann-ovu metriku i za
apstraktne mnogostrukosti.
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3.1.14 Definicija.
0
Neka je M apstraktna mnogostrukost. Glatko (J - tenzorsko polje geT, (M )se naziva

Riemann-ova metrika sa M ako je g,:T,M xT,M — R (pozitivno definitan) skalarni

proizvod za sve peM. (M , g) se naziva Riemann-ova mnogostrukost. Ako je
f :(M ,g)—)(N,h) (lokalni) difeomorfizam Riemann-ovih mnogostrukosti tako da je
f*h=g, tada f zovemo (lokalna) izometrija. Za dve Riemann-ove mnogostrukosti
kazemo da su (lokalno) izometricne ako postoji (lokalna) izometrija f:M — N.

Na osnovu 2.6.11, (lokalni) difeomorfizam fje (lokalna) izometrija ako i samo ako za sve
peM:

hyo (T f T, f-w)=g,(v,w) Vv,weT,M (3.1.4)

Dakle, ako prenesemo tangentne vektore v, w pomocu f (tacnije, 7, f) sa M na N, tada
njihovi intenziteti 1 ugao koji zaklapaju ostaju nepromenjeni. Za proizvoljnu Riemann-
ovu metriku, svojstva kao $to su intenzitet vektora 1 uglovi su unutras$nja svojstva. Sada
se pitamo: koja od krivina predstavljenih do sada je unutrasnja? Primetimo da unutrasnji
pojmovi moraju ostati nepromenjeni pod dejstvom lokalnih izometrija.

3.1.15 Primer.

Neka je M cilindar kao u 3.1.10 i ¢: (0, 2m) x R—>R?, 0(z, 5) = (cost, siny, s).
Posmatramo U:=(0,21) xR cR? kao Riemann-ovu mnogostrukost sa standardnim

skalarnim proizvodom g = <-, > na R?i M kao Riemann-ovu mnogostrukost sa # = I kao
u3.1.10.

Tada, na osnovu 3.1.9 (iii) 1 3.1.10, ¢: (U, g) - (M,I) je lokalna izometrija:
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olt.s) T(z,s)¢’ "V, T(z,s)¢’ W= ](p(t,s)(vl(pt TVQ W@, + W0 ) =

o)
-ty o)
(02

= g(t,s) (Vﬂ W)
Dakle, M 1 U su lokalno izometri¢ne mnogostrukosti.

Ako je (x,s)e M =S'xR, tada v,=(x0) 1 TM= {(v,s]v 1 x}. Stoga je Gauss-ovo
preslikavanje u p dato sa v, =id xO‘ o,z lotuda je L, =idx0. Dakle, jedna glavna

krivina je 1 a druga 0. Kako su na U sve krivine jednake O (jer je v = const, prema tome

L = const ), sledi da ni normalna ni srednja krivina nisu unutra$nje. Preostaje nam samo
da je mozda Gauss-ova krivina K, koja se anulira na obe mnogostrukosti, unutrasnja.

Gauss-ova ,,Izvanredna teorema“ se odnosi na Gauss-ovu krivinu i govori nam da ona
zapravo jeste unutrasnja. Da bismo dokazali teoremu, izves¢emo formulu za K (u slucaju

M < R*) koja zavisi od E, F, G i njihovih izvoda.

3.1.16 Lema.

Neka je V vektorski prostor sa bazom B = {g] yees & } <,> unutrasnji proizvod na Vi neka

je T: V— V linearno preslikavanje. Oznacicemo sa G matricu Ciji su elementi <g,., g j>,
sa [T) matricu od T u odnosu na B i sa A matricu sa elementima <Tg[,gj>. Tada je
[71=(4G ).

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je matrica G invertibilna. Neka je B™ = {gl s & }dualna
baza od B i @ V—» V linearni izomorfizam v <v,->. Tada je

O(g,)(g,)=(g,.8,) =g, odnosno, D(g,)= g,8’, i zbog toga je G (koje je
J

simetri¢no) matrica od @ u odnosuna BiB". Iz Tg ;= sz g, sledi

l

Ay =<Tg_fagk>=ZTz/ <gi’gk>:Z(Tt)j,- “Eik :(TtG)jk

1
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t

Prema tome, 4=T"'G, §to dalje implicira da je [T]= (AG‘I)

3.1.17 Propozicija.

0 0
Neka je ¢ lokalna parametrizacija hiperpovisi M u R°. Neka je ®, :a—(to, @, :a—(o,
s

0
¢ﬂ=é@im.&mmmCMjeE=@%@) F=(0.0.), G=(p..0,). e==(v.4,).
f= —<v, go,s>, g= —<V,¢)SS>. Tada vaze sledece matricne reprezentacije u odnosu na

bazu {(p,,(ps} odT,  M:
E F
] =
-7 o)

o(t,s) '
!
/g

[L]— 1 eG—fF fE—eF
EG-F>\ fG-gF gE-fF

Gauss-ova krivina od M je data sa

P
EG-F?

Dokaz. Matricu za / smo veé izveli u 3.1.9(iii). Sto se ti¢e L, za proizvoljnu hiperpovrs u
R" imamo:

:<L.@_‘P,a_‘/?>:_ vop 00 (3.15)
ox’ ox' ox'ox’

Kako je L=L', iz 3.1.16 sledi:
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_(leo 20 \) ([0 00\) (3.1.6)
[L] [<V Q’axl‘axf>] (<8xi’8xj>j

U naSem slucaju (n=3), iz (3.1.5) sledi da je e= <L¢)l,(pl>, f= <L(os,(ot> 1g= <Lgps,gps>.

Prema tome, ako su v=v,, +v,0., w=wp, + w9, € T,M , onda:

I(v,w) = <Lv, W> =
= V1W1<L§0ta¢t>+V1W2<L¢ta¢s>+V2W1<L(0sa(0t>+V2W2<L¢)sa¢)s> =

_ e f\w
o5 T[]

i

g

Na osnovu (3.1.6) zakljucujemo:
[L]_(e YE FY' o1 G -FYe f)\ 1 (eG-fF fE—cF
\f ¢)\F G) EG-F*\-F E)\f g) EG-F>\fG-gF gE-fF

pa je

K—detr &= NEG-F") eg-f

(EG-F?)* EG-F*
U
U slucaju n=3, koriste¢i vektorski proizvod, v moZemo izracunati direktno:
S Rl
o x 0,
Tada je |, x @, | =VEG - F? , iz dega dobijamo:
e=—(v.0,) = P g :_;@, X P, >=—;det(¢) ?,:0,)
73 ||¢t % ¢S 73 m t s 73 EG _ F2 t N 73
Analogno,
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1
B det got b (DS > (ots
NEG - F? ( )

1
g=————detlp,.0,.0,)
EG-F

Stavimo D=+ EG — F* . Tada

3.1.17
K-D* = D’(eg—f?)
= (—eD)(-gD)— (- /D)
=det(g,,9,,9,)det(9,,0,,0,) - det(9,,0,,0,)
=det((9,,9,,9,) ) det(,, 0., 0,) — det((@,, 9, 9,)") det(p,, 0., p,.)

E F E F
(p.0) (0.0,) (0.0,) (p.0) (0.0 {(0.0,)
F G F G
=det| (p.0,) {p.0,) {(p.0.)|-det| {p.0) (p.0) (9.0,
(000) (00.0,) (000,) (0.0) {(0,.0,) {(0,.0,)
E F (p.0,) E F
—det| F G (0.9,) ~det| F G
(000) (0,.0,) (0.0,)—(0,.0,) (95.0,) (0s:0,)
Sada:
E, =2(p,.0,)
E, =2p,.0,)
F,=(p,.0,)+(0,.0,)
F,=(p,.0,)+{0,.0,)
Gt:2<¢st’¢s>
G, =2op,.0,)
E, =2(p..0)+(0,.0))

e
I

>3

~

1
<¢)tst 2 (DS > + <¢tt 2 goss > 3 Ess

2

1
s 5 (Ess + Gtt ): <¢tr > goss > - <(0st 4 (051 >
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E F F-Lg E F Lk
2 2
= KD* =det| F G %GS —detf F G %Gt
1 1 1 1 1
EEt F, —EES F, —E(Ess +G,) EES EGt 0

Otuda, K je funkcija od E, F, G i njihovih izvoda (do reda 2).
Na osnovu ovoga mozemo dokazati sledecu teoremu:

3.1.18 Teorema. (Teorema Egregium, Gauss, 1827)

Gausova krivina K je unutrasnje svojstvo hiperpovrsi. Lokalno, izometricne hiperpovrsi u
3 . .. . . . v
R’ imaju istu Gauss-ovu krivinu u odgovarajucéim tackama.

Dokaz. Na osnovu prethodnog razmatranja, K je unutrasnje svojstvo. Neka je 4: M — N
lokalna izometrija hiperpovrdi M i N u R, poeM 1 ¢ lokalna parametrizacija od M

oko p,. Tada je y:=A40¢ lokalna parametrizacija od N oko A( p,). Kako je 4 lokalna
izometrija,

<TPA'V,TPA'W> :<v,w>, Vv,zweTl M
Specijalno, neka je v=T,  p(e))=¢,, w=T,  0(e,)=¢,, p=¢(t,s). Tada:

(p.0,) = (v.v) = (T, 4T, 4v) =

T(p(t,s)A ° ];t,s)¢(el)ﬂT¢(t,s)A ° T(z,s)(p(el)
%,—/

:T(r,s) (AO(P):T(r,s)W

=<1//t’l//t>

pajeE?

= E"" 1 analogno za F'i G. Otuda zbog 3.1.7, K(p)=K(A(p)).

o(t,s) w(t,s)

3.2 KOVARIJANTNI IZVOD

Kroz ovo poglavlje podrazumeva¢emo da je M orijentisana hiperpovr§ u R".
Izvod u pravcu vektora veR" glatkog preslikavanja f:U — R (U < R" otvoren)
(brzina promene funkcije fu pravcu v) je:
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D,f(x)= yg}%( flx+w)- f(x)= % fx+1v)=Df(x)-v

p

Neka je M mnogostrukost, /e C*(M), veT,M . Tada analogno:

0.f =v(N)=T,f(v)

Posebno, ako je M podmnogostrukost od R" i /e C* (M), mozemo izratunati glatko
proirenje f od fna okolinu tatke p u R". Tada:

0,f=T,f(v)=Df(p)-v=D,f(p) (3.2.1)

Ponovo, zva¢emo D, f izvod funkcije f u pravcu v. Analogno, zelimo da proucimo
brzinu promene vektorskog polja u pravcu tangentnog vektora. Neka je M
podmnogostrukost u R", Ye X (M), veT,M . Tada je Y:M — R" glatko i zbog 3.1.6

postoji glatko prosirenje ¥ od Y na okolinu u R" proizvoljne tatke od M. Definisemo:

s - d| ~
DY(p)=T, Y0 =lim (F(p+m)-T(p)= | F(p+m) (3:22)

0

DY zovemo izvod u pravcu v od Y. Ako je }7=()71,...,I7") tada
DY(p) = (DY (p)....DY"(p)) . pa zbog 2.3.2

D.Y(p)=DY(p)-v=(DY'(p)-v,...DV"(p)-v) = (v(Y'),...,v(Y”))

7Y (v) T,Y" (v)

(3.2.3)

DY je brzina promene vektorskog polja ¥ u pravcu v. Ipak, primetimo da u opStem
sluCaju D, Y(p)eT,M .
Ako Xe X (M) tada neka je

DXY::p|—>DXpY(p) (3.24)
izvod od Y u pravcu X. Zbog (3.2.3) imamo
D,Y(p)=DY(p)X(p)

pa DY eC”(M,R". U opStem slucaju DxY ¢ T,M (jer D,Y(p)&T,M u opStem
slucaju).
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3.2.1 Primer.

Neka je ¢ lokalna parametrizacija od M1 v = (xl o X7 )z ¢~ odgovarajuéa karta. Tada

stavljajuéi x=¢"'(p), i

i =D,p(x). Ako je @ inverzno preslikavanje od ¥ iz

P

teoreme 2.2.4 (T), preslikavanje [a—a]J =q— D jCI)(CI)’1 (q)) je glatko proSirenje od
-

0 : . .
) na okolinu tacke p u R". Pozivaju¢i se na D,p(x)= D,®(x) e, , dobijamo:
X

p -4

0
ox’

D,®(®" (p+Dp(x))=

dtly
D(D,®)x)- DO (p)- DD(x)-¢, =
D(D,®)x) ¢, = D,®(x)=

82
" oxox’ olx)

Da bismo pokazali da je D,Y unutra$nje svojstvo, projektujemo ga ortogonalno na 7,,M.

3.2.2 Definicija.

Neka je M orijentisana hiperpovrs u R" i neka X,Y € X (M). Kovarijantni izvod od Y u
pravcu X je definisan kao tangentni deo od D,Y:

VY =(D,Y)"* =D, Y —(D,Y,v)v.
Za fe C*(M), definisemo V , f =D, f.
U sledeca dva tvrdenja date su osobine kovarijantnog izvoda.
3.2.3 Propozicija.

Neka je M orijentisana hiperpovrs u R" i neka X,Y € X (M). Tada:

i) V,¥exM)
(i) Normalni deo od DY je (D,Y)" = <DXY,V>-V =—II(X,Y) v
(iii) D,Y =V, Y -II(X,Y)-v (Gauss-ova jednacina
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Dokaz.

(1) Kako su D,Y i v glatka preslikavanja sledi da je i V,Y:M — R" glatko.
Ocigledno, V , Y(p)eT,M zasvep,pasledida V,Y(p)e XM).
(i)  Neka je ¢ lokalna parametrizacija od M i:

Sx)=(Yop(x),vep(x) )=0
—_—
er,M eTpML

Neka je veT,M. Tada, zbog 2.3.1(i), postoji neko weR™ takvo da je
v=D@(x)-w, (p(x)=p). Otuda

0=Df(x)-w=<D(Yoq))(x)-w,vo(p(x)>+<Y0(/)(x),D(vO(p)(x)-w>:

<D17(p)D¢(X)-W,V(p)>+ Y(p),Dv(p)-Dp(x)-w )=

=L =v

=y »

=(D,Y(p).v,)+(Y,.L,v)
Posebno, za v = X, dobijamo:
(D, Y(p)v, ) =~(¥,.L,%,)=-1(x,.7,)

(iii))  Direktna posledica 3.2.2 i (ii).

3.2.4 Lema.

Neka XY, X,Y;e X (M). Neka je M orijentisana hiperpovis u R', fe C*(M) i ae R.
Tada:

@) DfX1+X2Y:fDX]Y+DX2Y
va1+X2YZfVX1Y+VXZY

(%, +Y,)=aD, Y, + DY,

(i) D,
VX(CZYI +Y2)=aVXYl +V, 7,

(iii) Dy(fY)=/DyY+D,f-Y
Vi) =V Y +V, fY
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Dokaz. Posto je D, Y(p) :D?(p) X, 1 Dy f(p)= Dij(p) - X ,, osobine (i)-(iv) za D

slede na osnovu uobicajenih pravila diferenciranja. Zbog 3.2.2 osobine (i)-(iii) za V slede
na osnovu odgovarajucih osobina od D. Konacno,

32217,
VX<YI’Y2>:DX<Y1’Y2>:<DXY19Y2>+<YDDXY2> = <VXY1’Y2>+<Y1’VXY2>
[]

Lie-va zagrada moze se izraziti preko kovarijantnog izvoda, §to pokazuje sledece
tvrdenje.

3.2.5 Propozicija.

Neka je M hiperpovrs, XY € X (M). Tada
[X,Y]=D,Y-D,X=V,Y -V X

Dokaz. [X,Y]=D,Y - D, X slede iz 3.1.6(ii) i (3.2.4). Sta vie,

VY-V, X=DY-D,X—(D,Y,v)-v+(D,X,v) v

=0 (prema 3.2.3(ii))

0

Da bismo pokazali da je kovarijantni izvod V unutrasnje svojstvo hiperpovrsi dovoljno je
dokazati da se moze na jedinstven nacin prikazati preko prve fundamentalne forme, tj.
Riemann-ove metrike. Prvo ¢emo izvesti neke lokalne formule.

Neka je ¢ lokalna parametrizacija od M i (y = o'=G! L XY odgovarajuca karta.

Tada, za x=go'1(p), % = D;¢p(x) 1zbog (3.1.3) imamo:
X

p

_[ 9
g,j(p)—<axi

Neka su X, Y € X (M) sa lokalnim reprezentacijama

0
ox’

b

p

> = (D,p(x), D,0(x))

X:SXiDi(p, Y:niyfbjgo

i=1 j=1
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Prema 3.2.4,

n-1 ) n—1 ) ) a n-1 ) an a a
V.Y=>» X'V. Y=Y XV, |Y —|=) X : +Y'V
g Z_: 2 Z 0 ( ox’ j i,jzﬁ ( ox' ox’ o J

VY je jedinstveno odredeno skalarnim proizvodima <V Y ’aﬁ"> (pogledati 3.1.16).
X

Dakle, dovoljno je pokazati da su svi

oY’ o 0
X +yilv, 2.2
< > ljzl [ g]k < ?i, ox’ (3xk >\J

unutrasnji tj. da zavise isklju¢ivo od g. U ovom izrazu,

0o 0

se nazivaju Christoffel-ovi simboli prve vrste.

Kako je [aa aaj} 0, koriste¢i 3.2.5 dobijamo
v, 9 _y 5 o (*)

paje I';, =T, Vijk PoStoje V , 8% € X(V), postoje glatke funkcije Fl';. tako da:

0 . 0
V,——=>T
o kZ e (3.2.6)

2
oxl

1“; se nazivaju Christoffel-ovi simboli druge vrste. Oni su takode simetri¢ni po #,j zbog

(*): I ﬂ, Vi, j,k . Na osnovu (3.2.5)1 (3.2.6) sledi:

—1
Ty Z "k (3.2.7)

Ostaje da se pokaZe da su I';; unutraSnja svojstva, tj. da zavise samo od g. Imamo:
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a a a 3.2.4(iv) a a a a 3.2.5
—o. =D, o. =V , 0. =V —_— = Vv —,— )+ —.,Va—, =Fi .+Fl.
o &y %glj 2 & afk<8x’ 8x1> < 2o 8x’> <8x’ oF 8x’> ks b

Ox ok

Cikli¢nim permutacijama dobijamo:

0

ggjk = Fji,k + Fki,j
0

@gla‘ = rkj,i + rij,k

od kojih dodavajuéi (respektivno oduzimajuci) dobijamo:

BT 0
L. =S Tk S +7g‘jk +§gki

Ovaj izraz zavisi isklju¢ivo od g. Ovim je pokazano sledece tvrdenje.

3.2.6 Teorema.

Kovarijantni izvod V je unutrasnje svojstvo.

3.2.7 Napomena.

Zadrzavaju¢i dosadaSnju notaciju neka je H(i iJ = h; . Tada, ako je p = ¢o(x),

ox' ox
dobijamo:
3.2.1 8 3.2.3(iii) a 3.2.6 i a
D,p(x) = D% ) = vﬁﬁp —h,.j\pvp = Zk:rj (p)&c—kp —h,.j\pvp (3.2.8)
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3.3 GEODEZIJSKE LINIJE

Vektorsko polje ¥ na R" je konstantno ako i samo ako je DY=0, ako i samo ako DyY=0
za sva vektorska polja X na R". Kako je ¥, €T, R" = R", ovo je dalje ekvivalentno sa

¢injenicom da su svi Y, paralelni (i jednakih duzina). Za hiperpovrsi analogno definiSemo
pojam paralelnog vektorskog polja.

3.3.1 Definicija.

Neka je M hiperpovrs u R', Y € X (M). Vektorsko polje Y se naziva paralelno ako je
V,Y=0zasve X € X(M).

Geodezijske linije u R" tj. prave linije, imaju osobinu da su njihovi tangentni vektori
uvek paralelni duz prave linije. Da bismo ovo generalizovali, potrebna nam je sledeca
definicija.

3.3.2 Definicija.

Neka je M < R" hiperpovrs i c: I—-M. Glatko preslikavanje X: - R" se naziva vektorsko
polje duz krive ¢ ako X(t) eT,yM za sve te 1. Prostor svih vektorskih polja duz krive c
oznacavamo sa X (c).

3.3.3 Primer.
Neka je ¢c: I-M C”. Tada ¢ : [-R" e X (¢) (¢ (t) € T.M W1).

Neka Ye X (M), peM i Y glatko prosirenje od Y na neku okolinu oko p u R". Neka
veTl,M. Tada na osnovu 3.2.2, D Y(p) :DI?(p)-v. Ako je c¢: I—M kriva takva da je
c(0) =pic'0) =v,tada:

4

; Y (c(t)) = DY (c(£))é(0) = D, Y (p)
t —— =

=p =V

Ven =<

0

Da bismo nasli D Y(p), dovoljno je znati ¥ duz svake takve krive c. To je tacno i za
V Y(p). Ako Ye X(M) i c: I— M glatko, tada

d
D, Y=—(Yoc
¢(t) df( )

Ako Y € X(c), analogno definiSemo:

d
DY) =—"Y(0) (3.3.1)
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V.Y (0) = (D, YO = D, ¥(0) = (D, YO WAe0)) (3.3.2)

3.3.4 Lema.

Neka je ¢ lokalna parametrizacija, ¢ T X" ic= @ ou glatka kriva na M sa

n—1
lokalnom reprezentacijom t +— u(t). Neka Ye X (c)i Y(t) = ZYi(t)ii . Tada:
i=1 X c(t)
dYk al uj k 5
Ve Y (1) = ( Y’(t)—r,-- (C(t))J—
(1) z ”z] dt ij axk -
n—1
Dokaz. Kako je Y (¢) = ZY ! (t)Dl.(p((p_1 (c(t))), na osnovu (3.3.1) imamo:
i=1 o0
= dY' () ;
D Y() ; Dm(m+2Y X
3.2.8 n-l dYk(t)
+ ) Y'(t t +(...)
;{ dt ,Zl () U(&?)(—)“)ak‘m ()v

Dakle, tvrdenje sledi iz (3.3.2).

3.3.5 Definicija.

Kriva c: I— M, koja nije konstantna, naziva se geodezijska linija ako je V , c(1)=0 za

svako t.

Ovo znadi da se ¢ paralelno pomera duz c, tj. kriva ide onoliko pravo koliko joj to
(3.3.1)

mnogostrukost dozvoljava. Sa taCke gledista fizike, D, c(f) = Eé(t) =c(t) je

ubrzanje Cestice koja se kre¢e duz c. V,¢ je tangentna komponenta ubrzanja. Ovako

posmatrano, geodizijska linija je kriva na M koja ne osec¢a ubrzanje na hiperpovrsi.

Normalna komponenta od ¢ odgovara sili ( F =mc ) koja je potrebna da se Cestica odrzi

unutar M. Dakle, ¢ je geodezijska linija ako 1 samo ako je ¢(¢) LT, ,,M zasve .
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3.3.6 Propozicija.
Neka je ¢ lokalna parametrizacija, ¢~ = (x', .., x"') i ¢c=g@ou glatka kriva. ¢ je
geodezijska linija ako i samo ako zadovoljava:

i (1) + fuf(t)uf(t)r; (p(u(r)) =0, Vi (3.3.3)

i,j=1

Dokaz. Kada primenimo 3.3.413.3.5na Y =¢:c=@ou, dobijamo:

{0 = LD pue)-if 0 =% 2 i@

X c(t)

tji. Y'(¢) =u(t), Vi.
O

(3.3.3) se naziva sistem geodezijskih jednacina. U pitanju je sistem nelinearnih ODJ
drugog reda. Iako u opstem slucaju nema globalnih reSenja, lokalnih uvek ima.

3.3.7 Teorema.

Neka p, qeM. Kriva ¢ koja povezuje p i q je geodezijska linija ako i samo ako njena
duzina luka ima ekstremnu vrednost u odnosu na duzine luka ostalih krivih koje povezuju

pigq.

Dokaz. Neka je c: [a,b]— M, c(a) = p, c(b) = q. Duzina krive ¢ je ekstrem ako je
d

y L(c’)=0 za svaku familiju krivih (¢,5) ¢’ (¢)=c(t,s) sa osobinom c'(a)=p,
s

0

c’(b)=q Vs i c” =c. Neka je c parametrizovana duZinom luka. Tada:

b b A <C(l,S),C(t,S)> b
4 peny=2L [ 2c(t,s)Hz 1 sy ({22 9. L 2.0 Ve =
ds|, ds|, ot 22 o,ct,0)| >\ ot Os|, ot
%/_/

=1

c(t,s),%c(t,O)ﬂ —_[ %

a

fi

c(t,5) ,%c(t, 0) )dt = =[(n(®),é(0))dt = (¥)

=n ()T, 0)M

0
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Ako je L(c) ekstremna vrednost, slobodno mozemo izabrati c(z,s). Mozemo pretpostaviti
da je 7(t) = h()(é®)~(60)v, ) Wi )» gde je h:[a,b]> R* glatko, h(a) = h(b) = 0.
Tada:

)= [| moevec)) ~(e.c)

a >0

<0 (naosnovu C-Sneprekidnosti)

Kako je di L(c’)=0, moramo imati jednakosti za sve ¢ u Cauchy-Schwarz-ovoj

Slo

nejednakosti. Otuda ¢(¢) mora biti proporcionalno sa v(c(t)) zasvet,paje c(t)eT, M *

1 ¢ je geodezijska linija.

: . - d . | LM s
Obrnuto, ako je ¢ geodezijska linija tada ?(”cnz) = 2<c,c> = 0 paje ||c|| konstantno,
t
Sto znaci da je ¢ parametrizovana proporcionalno duzini luka. Prema tome, moZemo
primeniti gornji radun. Tada éemo u (*) imati n(t)eT,,M pa je (n(t),é(t)) =0, Vz. Dakle,

di L(c’)=0 tj. L(c) je ekstremna vrednost.

Slo
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ZAKLJUCAK

U ovom radu upoznali smo se sa osnovnim pojmovima teorije krivih i diferencijalne
geometrije. Ako posmatramo krivu kao putanju Cestice u odredenom vremenskom
intervalu, mozemo odrediti duzinu te putanje, opisati pravac kretanja i polozaj tela u
prostoru. Ubrzanje tela je povezano sa krivinom puta: ako je veca zakrivljenost, vece je i
ubrzanje. Razumevanje geometrijskog znacenja pojmova krivine i torzije, pre svega u
slu¢aju krivih u ravni i prostoru, omogucilo je dalji rad sa krivama u R", a potom i
odredivanje krivine hiperpovr$i. Ali za detaljnije proucavanje hiperpovrsi u R", bilo je
potrebno definisati pojam apstraktne mnogostrukosti, a zatim 1 specijalan slucaj,
podmnogostrukosti u R". Kako mnogostrukosti u opStem sluéaju nemaju strukturu
vektorskog prostora, da bismo bili u moguénosti da definiSemo izvod glatkih
preslikavanja, uveli smo pojam tangentnih prostora a zatim i tangentnih raslojenja.
Upoznali smo se sa osnovnim osobinama tenzora, diferencijalnih formi i integralima na
mnogostrukostima.

Poslednja glava posvecena je temi ovog master rada, hiperpovrSima. Pojmovi koje smo
uveli u prve dve glave, omogucili su nam njihovo proucavanje. Definisali smo Gauss-ovo
1 Weingarten-ovo preslikavanje, bavili smo se centralnim predmetom proucavanja
diferencijalne geometrije: razlikom izmedu unutraSnjih 1 spoljasnjih svojstava
mnogostrukosti 1 pokazali koja svojstva su unutraSnja. Dokazali smo Gauss-ovu
“Izvanrednu  teoremu”, definisali kovarijantni izvod 1 geodezijske linije.
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