SO UNIVERZITET U NOVOM SADU S sty
N PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET & %
Bl

S

% %ﬂﬂg DEPARTMAN ZA 125
“ioy o> MATEMATIKU | INFORMATIKU e’
Marica Babié

Slu¢ajne promenljive sa vrednostima u
Banachovim prostorima

- master teza -

Mentor:
Docent dr Dora SeleSi

Novi Sad, 2012.



Sadrzaj

PIEAGOVON ...ttt ettt s 3
1. Integracija u Banachovim prostorima ...........cceeeeieiiiieiieee e 4
1.1 UVOU ettt e 4
1.2, BaNAChOV PrOSIOT .....c.eeeiieiie ittt ettt e 7
1.3. Teorema 0 Pettis Merljivosti .........ccccovuiiiiiiiiiii e 9
1.3.1. Jaka MErIJIVOSE ......ceiiiiiie i 9
1.3.2.Jaka g1 -MErlJiVOSE.....cceviiiiiiiiie e 12
1.4. BoChnerov integral ..........cooeieriiiiiiice e 15
1.4.1. BoChNeroV integral..........cooceevieiieeiiniie e 15
1.4.2. Lebesgue-Bochnerovi prostori L°(B; M )i ............................ 19
2. Slucajne promenljive sa vrednostima u Banachovim prostorima. ........... 20
2.1. Definicije i osnovna svojstva slu¢ajnih promenljivih u
BanachoVvim ProsStorima............cceeveiiiiiie e 21
2.2. Nezavisnost i matematicko ocekivanje slu¢ajnih promenljivih........ 26
2.3. Nekorelacija sluc¢ajnih promenljivih. Zakon velikih brojeva za
slucajne promenljive u Hilbertovim prostorima ...........ccceeevevvveneenneenen. 33
2.4. Zakoni velikih brojeva za slu¢ajne promenljive sa jednakom
FASPOUEIOM ... e 38
2.5. Zakoni velikih brojeva i geometrijska svojstva Banachovih
S L0151 (0] - PO TTTR 43
2.6. Karakteristi¢ni funkcionali. Sume nezavisnih slucajnih
promenljivih u Banachovim prostorima............coccevevieniiniieniinieens 51

3. Kontraprimer za slu¢ajne promenljive sa vrednostima u

BanachoVvim ProsStorima............cccceeieiiiiiie e 56
BL UVOA e s 56
3.2. Modifikacija Jeanovog i Marcusovog Primera..........ccccccverveneeennnn. 58
LITEIATUTA ..ottt e ettt s n e 64
BIOGIaTiJa ... i 65



Predgovor

Do sada smo imali prilike da se upoznamo sa slucajnim
promenljivama kao sa realnim Borelovim merljivim funkcijama

definisanim na prostoru verovatnoce (Q, F, P). Medutim, takodje se

mogu posmatrati merljive funkcije na prostoru verovatnoée koje
uzimaju vrednosti u opstim algebarsko-topoloskim strukturama, kao
na primer razne topoloske grupe, lokalno-konveksni prostori,
Banachovi prostori...

U ovom radu paZnju ¢emo posvetiti teoriji verovatnoce za slucajne
promenljive sa vrednostima u Banachovim prostorima. U pricu
uvodimo slabu i jaku merljivost funkcije Banachovog prostora (B)
nad skalarnim poljem K (RR,C). One nas dovode do teoreme o Pettis
merljivosti koja kaze da je funkcija jako merljiva ako i samo ako je
slabo merljiva i uzima svoje vrednosti u separabilnom potprostoru od
B.

Posmatratemo i osnovne osobine slucajnih promenljivih u
Banachovim prostorima, kao Sto su nezavisnost i matemati¢ko
ocekivanje, ali i nekorelacija slucajnih promenljivih i zakon velikih
brojeva za slucajne promenljive sa vrednostima uHilbertovim
prostorima, a zatim i u Banachovim prostorima.

Za kraj imamo kontraprimer za slucajne promenljive sa
vrednostima u Banachovim prostorima gde ¢emo ustanoviti da u
slucaju da je B konatan Banachov prostor onda sledi da X
zadovoljava i Centralnu grani¢nu teoremu (CGT) i zakon iteriranih

logaritama (ZIL) ako i samo ako je E(X)=0 i E||X||2 <. Stoga
mozemo re¢i da su CGT i ZIL za X ekvivalentne u kona¢no

dimenzionalnim prostorima. Medjutim, ako je B beskonacno
dimenzionalni prostor, veza izmedju CGT i ZIL je joS uvek nejasna.

Ovom prilikom se zahvaljujem svom mentoru, docentu dr Dori

SeleSi na podrsci, poverenju, korisnim sugestijama, primedbama i
savetima, a pre svega na strpljenju.

Novi Sad, jul 2012. Marica Babié



1. Integracija u Banachovim prostorima

Kada integralimo neprekidnu funkciju f :[a,b]— B, gde je B

Banachov prostor, obi¢no je dovoljno koristiti Riemannov integral. Mi
¢emo se Cesto baviti funkcijama sa vrednostima iz B, definisanim na
nekim apstraktnim prostorima sa merom (prostoru verovatnoce), i u
ovom kontekstu, pojmovi neprekidnosti i Riemannovog integrala
nemaju ba$ smisla. Iz tog razloga ¢emo poceti prvo poglavlje
uopstavajuéi Lebesgueov integral na funkcije sa vrednostima u B.

1.1. Uvod

U matematici, metricki prostor je skup u kome je definisan
pojam rastojanja izmedu njegovih elemenata.

Definicija: Ako u metrickom prostoru (X,d) za svaki
Cauchyjev niz (xn)neN u X postoji limx, =xe X, kazemo da je

( X,d ) kompletan metricki prostor.

U klasi metrickih prostora su veoma znacajni normirani
prostori, koji pored topoloske imaju i vektorsku strukturu.

Definicija: Neka je [4:X —[0,0) tako da vaze sledeéi

uslovi:
1 |x|=0&x=0
2. [Ax||=|2||x| za sve 4 e{R,C} isve xe X
3. [x+y[<|X|+]y] zasve x,y e X

Tada kazemo da je preslikavanje norma nad X, a ureden

par (X,

) normirani prostor.

Definicija: Ako je normiran prostor (X,

) kompletan

metricki prostor kazemo da je Banahov prostor.

Definicija: Skup je kompaktan ako se iz proizvoljnog
otvorenog pokrivaca skupa moze izvu¢i konac¢an podpokrivac.

Definicija: Skup K je relativno kompaktan ako je njegovo
zatvaranje kompaktno.



Definicija: Metricki prostor X je separabilan, ako postoji
najvise prebrojiv podskup M od X, takav da je M =X. (npr. R,
Cy, €, 117 (1< p<oo) su separabilni)

Teorema: (Han-Banach) Neka je X vektorski prostor nad
polijem R i f nenegativna funkcionelana X za koju vazi

f(x+y)<f(x)+f(y)zasve x,ye X (subaditivnost)
f (Ix)=1f (x) zasve xe X i 1>0 (pozitivna homogenost).
Neka je A= {0} potprostor od X i f:A—R linearna funkcionela
za koju vazi
f(x)< p(x) zasve xeA.
Tada postoji linearna funkcionela F: X — R za koju vazi
Fla=f., F(x)<p(x)zasve xe X.

(F| » oznacava restrikciju funkcije F nad A).

Definicija: Borelova o -algebra u topoloSkom prostoru (X,r)
je najmanja o -algebra koja sadrZi z . Oznacava se sa B, ili samo B
ako je jasno koji se topoloski prostor posmatra.

Definicija: Neka je (X,.M) prostor sa o -algebrom, (Y,7)
topoloski prostor. Funkcija f:X —Y, §to ¢emo oznaCavati i sa
f:(X,M)—>(Y,7), je merljivaako f(w)eM zasvako wer.

Definicija: N je pseudo-seminormana X ako:
1. N(4x)=|A|N(x) zasvako A2 eR isvako x e X

2. N(x+y)<N(x)+N(y) zasvako x,y e X .

Definicija: Merljiva pseudo-seminorma N Z(X,M)—)[O,oo)

gde je M o -algebra na X i preslikavanje merljivo u odnosu na
Borelovu o -algebru na kodomenu.

Definicija: Neka je dat skup elementarnih dogadaja
Q={w} _ . o-algebra F je skup podskupova od Q sa osobinama:

1. QeF;
2. AcF=> A" eF

3. Ai,AzeF:GAeF.

(Q,F) je merljiv prostor.

Definicija: Neka je dat merljiv prostor (Q,F). Funkcija
P:F —> R je verovatnoc¢a na Q) ako vazi:



1. P(Q) =1 (osobina normiranosti)
2. P(A)zo, za svako AeF (nenegativnost)
su A A, .. eF, AAJ. =0, i#] tada vaZi

w
QD
=
o

Definicija: Uredena trojka (Q,F,P) gde je F o -algebraa P
verovatnoca naziva se prostor verovatnoce. Elemente F o -algebre
nazivamo slu¢ajni dogadaji, a broj P(A) je verovatno¢a dogadaja A

Definicija: Neka je dat prostor verovatnoce (Q,F,P) i data

funkcija X :Q —R. Funkcija X je sluc¢ajna promenljiva ako za
svako x e R vazi

{a); X (a)) < X} =X '1((—00, X)) eF

Definicija: Slucajna promenljiva je diskretnog tipa ako postoji
prebrojiv skup R, ={x,X%,,..} takav da je P(XeR,)=1. R, je
skup vrednosti slucajne promenljive X .

Definicija: Slucajne promenljive X, X,,...X, su nezavisne ako
su dogadaji X, (S,),X,*(S,).... X,*(S,) nezavisni za svaki izbor

n

borelovih skupova, tj.za svako S,,S,,...,S, €B.

Definicija: Zakoni velikih brojeva ispituju konvergenciju
ovakvog niza
lz X, —E{lz xkj%o
Ny N
tj. uslove kada ovaj niz centriranih slu¢ajnih promenljivih konvergira
ka nuli. Ako je ta konvergencija u verovatno¢i, onda je to slabi zakon

velikih brojeva, a ako je ta konvergencija skoro sigurno onda je to
strogi zakon velikih brojeva.

Definicija: Niz mera verovatno¢e P, definisanih nad (B,B;)
je gust (eng. tight) ako za svako ¢ >0 postoji M >0 tako da je za sve
neN zadovoljeno P,(B\[-M,M])<e.

Teorema: (teorema Prokhorova) Neka je P, gust niz mera
verovatno¢a. Tada postoji podniz R, koji konvergira u slabom smislu

ka nekoj meri verovatnoce P



1.2. Banachov prostor

Neka je B Banachov prostor nad skalarnim poljem K, koje
moze biti ili C ili Rukoliko drugacije nije naglaseno. Normu
elementa x € B piSemo oznakom x|, ili ||x|. Pisemo:

Ly ={xeB:|x|<1}
za zatvorenu jedini¢nu loptu u B.

Banachov dualni prostor je vektorski prostor B* svih
neprekidnih linearnih preslikavanja sa B u K. Ovaj prostor je
Banachov prostor u odnosu na normu

(ex')

[, = sup
Ovde <X,X*>:= X"(X) oznafava dualno sparivanje elementa XxeB i

Ixi<t

X" € B*. Pisa¢emo jednostavno HX*H umesto |[x"

.- Elementi od B" se

Cesto nazivaju linearne funkcionele nad B . Han-Banachova teorema o
razdvajanju garantuje obiman izvor funkcionela nad B: za svaki
konveksan zatvoren skup C < B i konveksan kompaktan skup K < B

takav da CnK = postoji x" € B" i realni brojevi a<b takvi da
vazi

Re<x,x*>§ a<b< Re<y,x*>
zasve xeC i ye K. Kao Sto je dobro poznato, iz ovoga proizilazi
Han-Banachova teorema o produzenju: ako je F zatvoren potprostor
od B, onda za svako y" e F" postoji x* € B* takvo da vaZi x"|. =y

i|x

= Hy” Ovo implicira da za sve x € B imamo
[ =sup

<x, X" >‘ .
Ixf<t

Linearni potprostor F od B* se naziva normiraju¢i za podskup
S od B ako zasvako x € S imamo

X[ = sup Kx x>‘
X"eF

e

Potprostor od B® koji je normiraju¢i za B se jednostavno
naziva normirajuci. Slede¢u lemu ¢emo Cesto koristiti.

Lema 1.1. Ako je B, separabilni potprostor od B i F je
linearni potprostor od B" Koji je normiraju¢i za B, onda F sadrZi
niz jedini¢nih vektora koji su normirajuéi za B, .

Dokaz: Izaberimo gust niz (x,)" u B, i izaberimo niz

=1

jedini¢nih vektora (xn ):11 u F takav da je KX X*>

n’n

> (1-c, )l 2

sve n>1, gde brojevi 0 <&, <1 zadovoljavaju lime, =0. Niz (x:)oo



je normiraju¢i za B, . Da bi to pokazali, fiksirajmo proizvoljno x € B,
i neka je 0 >0. Izaberimo n, >1 takvo da O<eg, <6 | Hx—xnO <6.

Tada,

(1—5)||x||§(1—$no)||x||ﬁ(l—$no) +(1—gn0)5

<[, %)

Kako je 6 >0 bilo proizvoljno sledi da ||x| §sup‘<x, x:> :
n>1

Xno

+26.

+5s‘<x,x§o>

Za linearni potprostor Fod B® kazemo da razdvaja tacke
podskupa Sod F ako za svaki par x,yeS (x= y) postoji x* € F sa
osobinom da je <x,x*>¢<y,x*>. Jasno, normiraju¢i potprostor

razdvaja tacke, ali obrnuto ne mora da vazi.

Lema 1.2. Ako je B, separabilni potprostor od B i neka je F
linearni potprostor od B” koji razdvaja tatke u B, , tada F sadrZi niz
koji razdvaja tacke u B, .

Dokaz: Prema Han-Banachovoj teoremi, za svako x € B, \{0}

postoji vektor x"(x)e F takav da <x, X" (x)> # 0. Definisuéi

vV, :={ye BO\{O}:<y,x*(x)>¢O}

dobijamo otvoreni prekrivad {V,} od B,\{0}. Kako za svaki

xeB, \{0}

otvoreni prekrivac¢ separabilnog metrickog prostora postoji prebrojiv
potpokrivag, sledi da postoji niz (X, )::1 u B,\{0} tako da {Vxn}w

n=1

prekriva B, \{0}. Tada niz {x"(x, )}::1 razdvaja tacke od B, . Zaista,

svako x € B, \{0} pripada nekom V, , 3to znaci da je <x, X" (xn)> #0.



1.3. Teorema o Pettis merljivosti

Ovde ¢emo se baviti pricom o slaboj i jakoj merljivosti
funkcija sa vrednostima u Banachovim prostorima koja ¢e nam dati
teoremu o Pettis merljivosti koja kaze da je funkcija sa vrednostima u
Banachovim prostorima jako merljiva akko je slabo merljiva i uzima
svoje vrednosti u separabilnom potprostoru od B .

1.3.1. Jaka merljivost

Kroz ovo poglavlje (M /1/[) je oznaka za merljiv prostor, tj.
M je skupa M je o—algebra u M iliti kolekcija podskupova od

M sa slede¢im osobinama:
1M eM

2BeM=BeM
3B, eM,B,eM,.= B eM.
n=1

Prva osobina garantuje da je M neprazan, druga izrazava da
je M zatvoren u odnosu na komplement, a tre¢a da je M zatvoren u
odnosu na prebrojive unije.

Borelova o -algebra topoloskog prostora T u oznaci B(T) ,je

najmanja o -algebra koja sadrzi sve otvorene podskupove od T.
Skupovi u B(T) su Borelovi skupoviod T .

Definicija 1.3: Funkcija f:M — T se zove M -merljiva ako
f*(B)e A zasvako BeB(T).

Lako se vidi da je kolekcija svih B e B(T) koji zadovoljavaju
f‘l(B)e/l/l o -algebra. Kao posledica, f je M -merljiva ako i
samo ako f*(U)e .11 zasve otvorene skupove U u T .

Kada su T, i T, topoloski prostori, funkcija g:T, > T, je
Borel merljiva ako g™ (B)eB(T,) za sve BeB(T,) tj. ako je g
B(Tl)—merljiva. Primetimo da ako je f:M —>T M -merljiva i ako
je g:T, > T, Borel merljiva, tada je kompozicija go f:M —T, je
M -merljiva. Iz gore navedenih zapazanja, svaka neprekidna funkcija
g:T, > T, je Borel merljiva.

Nas dojam 0 M -merljivosti nas ne dovodi do zadovoljavajuée

teorije sa glediSta analitickih funkcija sa vrednostima u R". Zaista,
problem je §to ova definicija ne obezbeduje sredstva za aproksimaciju
argumenata. Zbog toga ¢emo uvesti jo$ jedan pojam merljivosti.



Ograniicemo se na funkcije sa vrednostima u Banachovim
prostorima, iako se neki od rezutati dokazani gore mogu proSiriti na
funkcije sa vrednostima u metrickim prostorima.

Neka je B Banachov prostor i (M/l/l) merljiv prostor.
Funkcija f:M —>B se zove M -jednostavna ako je oblika

N
f=>1,x gde M eM i x eB za sve 1<n<N. Ovde 1,
n=1

oznaava indikator skupa M, tj.1, (¢)=1 ako £eM i1, (&)=0
ako £ M.

Definicija 1.4: Funkcija f:M — B je jako M -merljiva ako
postoji niz M -jednostavnih funkcija f :M — B takvih da
lim f, = f tackasto na M.

n—oo

Da bi mogli da opiSemo jaku M -merljivost funkcija sa
vrednostima u B moramo uvesti prvo neku terminologiju.

Definicija 1.5: Funkcija f:M — B se zove funkcija sa
vrednostima u separabilnom prostoru ako postoji separabilan zatvoren
potprostor B, = B takav da f(g)e B,, za svako &eM . Funkcija

f:M—>B je slabo M-merljiva ako su  funkcije
<f,x*>: M —)K,<f,x*>(§):=<f (5),x*> M -merljive za svako
X" eB".

Teorema 1.6: (teorema o Pettis merljivosti, prva verzija). Neka
je (M/l/l) merljiv prostor i neka je F normirani potprostor od B".

Za funkciju f:M — B sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(1) f jejako M -merljiva;
(2) f uzima vrednosti u separabilnom prostoru i <f,x*> je

M -merljiva za svako x* € B*;
(3) f uzima vrednosti u separabilnom prostoru i <f,x*> je

M -merljiva za svako x" e F.
Dokaz: (1)=>(2)Neka je (f,)”, niz M -jednostavnih
funkcija koje konvergiraju ka f tackasto i neka je B, zatvoren

potprostor razapet sa prebrojivo mnogo vrednosti koje uzimaju ove
funkcije. Tada je B, separabilan i f uzima svoje vrednosti u B;.

StaviSe, svaka <f,X*> je M -merljiva, budu¢i da je tackasta granica
od M -merljivih funkcija ( f,,x").
(2)=(3): Ova implikacija je trivijalna.
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(3)=(1): Koriste¢i Lemu 1.1, biramo niz (X, ), jedini¢nih
vektora u F Koji je normirajuci za separabilan zatvoren podskup B,
od B odakle f uzima svoje vrednosti. Na osnovu M -merljivosti
funkcija <f,x;>, za svako x e B, funkcija sa vrednostima u realnom
prostoru definisana sa

§—>||f(§)—x||=snti£)<f (§)—x,x*>

je M -merljiva. Neka je (x,)” gustnizu B,.

Defini§imo sledece funkcije s, : By = {X,,X,,...,X, } . Za svako

y € B, neka je k(n, y) najmanji prirodan broj 1<k <n sa osobinom
daje

|y =% = min

1<j<n

y=x]

i stavimo s, (y) = Xe(n.y) - Primetimo da je

s,(Y)-y[=0, vyeB,

Podto je (x,), gustu B, . Sada definisimo f :M — B preko

f,(&)=s5,((£)), eM.

Zasve 1<k <n imamo

{Eem: fn(g)zxk}z{ge M :||f(§)—xk||}
f(§)—xj“m{§e M :|[f(£)-x]>min

1<j<n

lim
X—00

=min

1<j<n

f(§)—xj”, zal=1..k-1

Primetimo da su skupovi sa desne strane u M . Stoga svaka f, je
M -jednostavna, i za svako £ e M imamo

f(8)- 1 (&)=lim]s,(1(£)- (&) =0

Korolar 1.7: Tackasta granica niza jako M -merljivih funkcija
je jako M -merljiva.

Dokaz: Svaka funkcija f, uzima svoje vrednosti u
separabilnom potprostoru od B. Onda f uzima vrednost u zatvorenoj
linearnoj obvojnici ovih prostora, koji je separabilan. Merljivost
funkcija < f ,X*> sledi iz ¢injenice da svaka < f ,X*> je tackasta granica

lim

n—oo

merljivih funkcija ( f,,x").

Korolar 1.8: Ako je funkcija f sa vrednostima iz B jako M -
merljiva i ¢:B — F neprekidna, gde je F neki drugi Banachov
prostor, tada jei ¢o f jako M -merljiva.

Dokaz: 1zaberimo jednostavne funkcije f, koje konvergiraju
ka f tackasto. Tada ¢of —¢@of tackasto pa rezultat sledi iz
prethodnog korolara.
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Propozicija 1.9: Za funkciju f:M — B, slede¢a tvrdenja su
ekvivalentna:
(1) f jejako M -merljiva

(2) f uzima vrednosti u separabilnom prostoru i za sve
X eB(B) vazi f*(X)eM.
Dokaz: (1)=(2) Neka je f jako M -merljiva. Tada f

uzima vrednosti u separabilnom prostoru. Da bi smo dokazali da
f*(X)eM za sve X eB(B) dovoljno je da pokazemo da

f*(U)eM zasve otvorene skupove U .

Neka je U otvoren i izaberimo niz M -jednostavnih funkcija
f  koje tackasto konvergiraju ka f. Za r>0 neka je

n

U, ={X€U :d (X,U) > r} gde U stoji kao oznaka za komplement od

U. Tada fn'l(Ur)eM za sve n>1 po definiciji M -jednostavnih
funkcija. Kako vazi

r-yun sy, |

m>1n>1k=>n

(inkluzija '< ' je posledica ¢injenice da je U otvoren) sledi takode da
fr (U ) eM.

(2)= (1) Pretpostavimo da je f M -merljiva, samim tim i
<f ,x*> je takode M -merljiva za sve X" € B". Dokaz sledi iz teoreme
0 Pettis merljivosti.

Stoga, ako je B separabilan, tada je funkcija f sa vrednostima
u B jako M -merljiva ako i samo ako je M -merljiva.

1.3.2. Jaka p -merljivost

Do sada smo razmatrali osobine merljivosti funkcija sa
vrednostima u B koje su definisane nad merljivim prostorom

(M , M ) Sada ¢emo posmatrati funkcije definisane na o -kona¢nom
merljivom prostoru (M ,/l/l,y) tj. « je mera na merljivom prostoru
(M,.A1), i postoje skupovi M® = M® ... u A7 sa osobinom da
je u(M(n))<oo zasve nx1iM=J" M.

4 -jednostavna funkcija sa vrednostima u B je funkcija oblika

f= ZNlan X,
n=1
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gde x, € B iskupovi M, e A1 zadovoljavaju u(M,)<o.

Kazemo da neko svojstvo vaZzi p-skoro svuda ako postoji
skup NeA’/ p- mere nula takav da to svojstvo vazi na

komplementu N od N .

Definicija 1.10: Funkcija f:M — B je jako u-merljiva ako

postoji niz (fn)nZl u -jednostavnih funkcija koje konvergiraju ka f
L -skoro svuda.

Koriste¢i o -kona¢nost mere u lako se vidi da je svaka jako
M -merljiva funkcija i jako u-merljiva. Zaista, ako je f jako A7 -
merljiva i limf =f tackasto gde je svaka f, .A7-jednostavna

funkeije, tada takodje i lim1, , f, = tatkasto, gde je M =ym®
n=1
kao i pre, i svaka L,of je u-jednostavna. Sledeca propozicija
pokazuje da u obrnutom smeru, svaka jako u-merljiva funkcija je
jednaka u -skoro svuda jakoj A7 -merljivoj funkciji.
Nazovimo dve funkcije koje su jednake u-skoro svuda u-
verzijama jedna druge.

Propozicija 1.11: Za funkciju f:M — B sledec¢a tvrdenja su
ekvivalentna:
(1) f jejako u-merljiva;

(2) f ima u -verziju koja je jako A7 -merljiva.

Dokaz: (1)=>(2) Pretpostavimo da f, — f van skupa
N e A7 mere nula, gde je svaka f, u-jednostavna. Tada imamo
rILrpolN f,=1-f taCkasto na A, i s obzirom da su funkcije 1 f A7 -
jednostavne, 1. f je jako A7 -merljiva. Iz ovoga sledi da je 1 f jako
M -merljiva p-verzijaod f.

(2)=(1) Neka je f jako A7 -merljiva p-verzija od f, i
neka je N e.A7 skup mere nula takav da je f=f na N. Ako je

(’f;): niz od A7 -jednostavnih funkcija koje konvergiraju tackasto

ka f, tada limf =f na N, sto znagi da je limf =f u-skoro

n—oo

svuda.
Napisimo M =(JM" tako da MY cM®Pc..etr i
n=1
u(M(n))<oo za sve nx1. Funkcije f, :=1A(n)ﬂ su u -jednostavne i

imamo lim f = f u-skoro svuda.

n—oo
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Kazemo da je f sa u-separabilnim vrednostima ako postoji
zatvoren separabilni podskup B, od B takav da f(g)e B, za u-

skoro sve £ €M, i slabo u-merljiva ako je <f,x*> u -merljiva za

sve X" eB".

Teorema 1.12: (teorema o Pettis merljivosti, druga verzija).
Neka je (M ,/l/l,y) prostor o -kona¢ne mere, i neka je F normirani

potprostor od B*. Za funkciju f:M — B sledeta tvrdenja su
ekvivalentna:

(1) f jejako w-merljiva;

(2) f je sa w-separabilnim vrednostima i <f,x*> je wu-
merljiva za sve x* € B*;

(3) f je sa w-separabilnim vrednostima i <f,x*> je wu-
merljivazasve x" eF.

Dokaz: Implikacija (1)=(2) sledi iz odgovarajuce
implikacije u Teoremi 1.5 kombinovanu sa Propozicijom 1.10, a
(2)=(3) je trivijalno. Implikacija (3)= (1) se dokazuje na isti
nacin kao odgovaraju¢a implikacija iz Teoreme 1.5, uzimajuci u obzir
da u ovom slucaju funkcije f, imaju u-verzije f, koje su A1 -
jednostavne. Ako napisemo M = JM™ kao pre, i svaka M je

n=1
konacne u -mere, funkcije 1M(n)ﬁ su u -jednostavne i konvergiraju
ka f u-skorosvuda.

Kombinovanjem propozicije 1.10 sa Korolarom 1.6 i 1.7
dobijamo sledece tvrdenje:

Korolar 1.13: u-skoro swvuda granica od niza jako u-
merljivih funkcija sa vrednostima u B je jako u -merljiva.

Korolar 1.14: Ako je funkcija sa vrednostima uB jako u-
merljivai ¢:B — F je neprekidna, gde je F neki drugi Banachov
prostor, tada je ¢o f jako wu-merljiva.

Sledecu osobinu ¢emo Cesto koristiti:

Korolar 1.15: Neka su f i g jako w-merljive funkcije sa
vrednostima iz B za koje vazi <f,x*>=<g,x*> u -skoro svuda za sve

X" eF, gde je F potprostor od B koji razdvaja tacke u B. Tada
f =g w-skoro svuda.
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Dokaz: Obe funkcije, i f i g, uzimaju vrednosti iz
separabilnog zatvorenog potprostora B, u-skoro svuda, recimo van
w-nula skupa N. Kako je B, separabilan, po Lemi 1.2 neka

prebrojiva familija elemenata (x;)” u F razdvaja tacke od B.

Kako je <f,x*>=<g,x*> van u-nula skupa N , mozemo zakljuditi

dase f i g slazu van u-nulaskupa N uU N, .
n=1

1.4.  Bochnerov integral

Bochnerov integral je prirodna generalizacija poznatog
Lebesgueovog integrala za funkcije koje uzimaju vrednosti u

Banachovom prostoru. Kroz ovo poglavlje, (M, A7, /1) je prostor o -

kona¢ne mere.
1.4.1. Bochnerov integral

Definicijal.16: Funkcija f:M —>B je  u-Bochner
integrabilna ako postoji niz u-jednostavnih funkcija f :M — B
takav da su sledeca dva uslova zadovoljena:

(1) MQ f =f wu-skorosvuda;

(2) lim[ |f,—f|du=0.

Primetimo da je f jako u-merljiva. Funkcije ||f, — f|| su u-

merljive po Korolaru 1.14.
Trivijalno sledi iz definicije da je svaka u-jednostavna

N
funkcija u -Bochner integrabilna. Za f =Zan X, definiSemo
n=1

N
IM f dy:zZy(Mn)Xn.
n=1

Rutinski se proverava nezavisnost definicije od reprezentacije
f -a. Ako je f u -Bochner integrabilna, granica

postoji u B i zove se Bochnerov integral od f u odnosu na . Lako

se proverava da definicija ne zavisi od izbora niza ( f, )::1'
Ako je f u-Bochner integrabilna i g je w-verzija od f,
tada je g w-Bochner integrabilna i Bochnerovi integraliod f i g se

slazu. Cak $ta vise, u definiciji Bochnerovog integrala funkcija f ne
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mora da bude definisana svuda, dovoljno je da bude definisana u -
skoro svuda.
Ako je f u-Bochner integrabilna, tada za sve x* € B* imamo

slede¢i identitet:
<jM f du,x*>=IM<f,x*> du.

Za u-jednostavne funkcije ovo je trivijalno, a opsti slucaj
sledi iz aproksimacije funkcije f sa u -jednostavnim funkcijama.

Propozicija 1.17: Jako u -merljiva funkcija f:M —>B je u-
Bochner integrabilna ako i samo ako je

J 1] du<or,

a u ovom slucaju imamo

If,, T du|<[ 7] du.
Dokaz: Prvo pretpostavimo da je f u-Bochner integrabilna.
Ako u -jednostavne funkcije f  zadovoljavaju obe pretpostavke iz
Definicije 1.15, tada za dovoljno veliko n dobijamo
oIl <], [F =t du+ ] 1] du<eo.
Obratno, neka je f jako wu-merljiva funkcija za koju vazi

IM |f| du<oo. Neka g, budu u-jednostavne funkcije takve da je
limg,=f wu-skorosvuda i definiSimo

fo = Tg <20y 9n-
Tada su f  u-jednostavne, i jasno imamo limf =f u-

—>00

skoro svuda. Kako imamo

If.|<2|f| tackasto, teorema o
dominantnoj konvergenciji se moze primeniti i dobijamo
lim[ |f,-f]du=0.

Poslednja nejednakost je trivijalna za u -jednostavne funkcije,
a opsti slucaj sledi aproksimacijom.

Kao napomena, primetimo da ako je f:M — B pu-Bochner

integrabilna, tada za sve P e M odsecena funkcija 1, f:M — B je

u-Bochner integrabilna, restrikcija funkcije f f|P:P—>B je y|P—
Bochner integrabilna, i imamo

[ Lt du=] flydu,.
Stoga ¢emo oba integrala oznacavati sa L fdu.

U sledecoj prici, ConV(V) oznacava konveksni omotac

k
podskupa V < B, tj. skup svih kona¢nih suma Zijxj sa A, >0 koje

j=1
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Kk
zadovoljava Z/Ij =11 x;€V za j=1..,k. Zatvaranje ovog skupa
j=1

oznatavamo sa conv (V ) .

Propozicija 1.18: Neka je funkcija f:M — B u-Bochner
integrabilna. Ako je x(M)=1, onda
J'M f dueconv{f(£):&eM}.
Dokaz: Kazimo da je element x e B striktno razdvojen od

skupa V < B funkcionelom x" e B* ako postoji broj 6 >0 za koji
vazi

‘Re<x,x*>—Re<v,x*>‘25 VveV.
Han-Banachova teorema o razdvajanju tvrdi da ako je V

konveksan skup i x ¢V , onda postoji funkcional x* e B* koji striktno
razdvaja x od V .

Za X" e B", neka je
m(x*):=inf{Re<f(§),x*>:§ € M}
M (x*):=sup{Re<f (5),x*>:§e M}

Ove vrednosti mogu biti —oo i 0o. Zatim, kako je y(M):l,

Re<IM f du,x*>=IM Re<f,x*> du e[m(x*),M (x)]
Ovo pokazuje da J'M f du ne moze biti striktno razdvojen od

konveksnog skupa Conv{ f (5):5 € M} funkcionelama iz B". Stoga
zakljucak sledi primenom Han-Banachove teoreme o razdvajanju.

Lebesgueova teorija integracije sadrZi posebne teoreme koje
vaze za nenegativne funkcije, ali se one gube kod Bochnerovog
integrala. Ostale teoreme Lebesgueove integracije koje se odnose na
kompleksne funkcije se po analogiji prenose i na Bochnerov integral.
Na primer, ne postoji analogija sa Fatouovom teoremom i teoremom 0
monotonoj konvergenciji, ali imamo slede¢u analogiju sa teoremom o
dominantnoj konvergenciji:

Propozicijal.19: (Teorema o dominantnoj konvergenciji) Neka
je f,:M — B niz funkcija, i neka je svaka od njih w-Bochner

integrabilna. Pretpostavimo da postoji funkcija f:M —>B i u-
Bochner integrabilna funkcija g : M — K takva da je:

(1) rI1im f =f u-skorosvuda;

(2) |f.]<|g| x-skoro svuda.

Tadaje f u-Bochner integrabilna i imamo
lim[ |f,—f|du=0.

n—oo

Specijalno,
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IimJ.anduzj.Mfdu.

n—oo
Dokaz: Imamo |f, - f||<2|g| u-skoro svuda, pa stoga
rezultat sledi iz teoreme o skalarno dominantnoj konvergenciji.

Iz definicije Bochnerovog integrala sledi da ako je f:M — B
w-Bochner integrabilna i T je ogranicen linearni operator iz B u
neki drugi Banachov prostor F, tada Tof:M — F je u-Bochner
integrabilna i vazi

TjM f duszTf du.

Ovaj identitet ima korisno proSirenje na odgovarajucu klasu
neograni¢enih operatora. Za linearni operator T, definisan na
linearnom potprostoru Z)(T) od B i koji uzima vrednosti u drugom

Banachovom prostoru F , se kaze da je zatvoren ako mu je graf
g’(T):z{(x,Tx):XGD(T)}
zatvoreni potprostor od BxF. Ako je T zatvoren, tada Z)(T) je
Banachov prostor u odnosu na normu grafa
[Xr) =X+ 7]

i T je ograni¢en operatoriz 2(T) u B.

Teorema o zatvorenom grafu tvrdi da ako je T:B—>F
zatvoreni operator sa domenom 20 (T ) =B, tadaje T ogranicen.

Teorema 1.20: (Hille) Neka je f:M —B u-Bochner
integrabilna i neka je T ograniCen linearni operator sa domenom
Z)(T) u B Kkoji uzima vrednosti u Banachovom prostoru F.

Pretpostavimo da f uzima vrednosti u Z)(T) u -skoro svuda i neka
je u-skoro svuda definisana funkcija Tof:M — B u-Bochner

integrabilna. Tada _[M fdueD(T) i

TjM f duszTf du.

Dokaz: Po¢nimo sa prostim zapazanjem koje je posledica
Propozicije 1.17 i ¢injenice da koordinantna preslikavanja komutiraju
sa Bochnerovim integralima: ako su B, i B, Banachovi prostori i

f:M—>B, I f,:M —>B, su u-Bochner integrabilne,
tada f =(f, f,):M — B, xB, je u-Bochner integrabilna i

[ f dyz(IM fdu| f, dy).
Vratimo se na dokaz teoreme, prema prethodnom zapazanju

funkcija g:M —Bx F,g(g):z(f (&),Tf (5)) je  u-Bochner
integrabilna. Sta vie, kako g uzima vrednosti iz grafa g’(T) imamo
J'M 9(&) du(&)e g(T). Sdruge strane,

18



[, 9(8) du(@)=(], T (&) du(£).[ TF () du(£)).
Rezultat sledi kombinovanjem ove dve Cinjenice.

ZavrSavamo ovo poglavlje sa teoremom o integraciji funkcija
sa vrednostima u B koje mogu da ne budu Bochner integrabilne.

Teorema 1.21: (Pettis) Neka je (M,.A7,u) prostor konatne
mere i neka je 1< p<oo fiksiran. Ako je f :M — B jako u -merljiva
i zadovoljava <f,x*>e L° (M) za sve x"eB", onda postoji
jedinstveni x, € B koje zadovoljava

(11 = [, (1.5 du.

Element x, se zove Pettisov integral od f u odnosu na .

Dokaz: Mozemo da pretpostavimo da je f jako A7 -merljiva.

Lako se  vidi da je linearno  preslikavanje
S:B" > L°(M),Sx’ :=<f,x*> zatvoreno. Sledi da je S ograni¢eno
po teoremi o zatvorenom grafu.

Stavimo daje M, :={| f| <n}. Tada M, €17 i po Propoziciji

1.17 integral IM f du postoji kao Bochnerov integral u B. Za sve

x* € B" i n>m, po Hélderovoj nejednakosti imamo

‘<IM"\Mm f du(x)’x*> S(”('\"n\'\"m))‘l‘(IM (f.x)" du(X)):

< (M, \M, ) 5]

X*

,gde je ++¢=1.

*

X 1<1

Ako uzmemo supremum za sve X' e B" sa osobinom da je
vidimo da je
1
i [, 0= Jim (s, M, ) 5]
Stoga granica X, = IimjM f du postoji u B. Jasno,
<Xf’x >:r|£2 Mn<f,X >dﬂ:J.M<f'X >d/l
zasve X" e B*. Jedinstvenost sledi iz Han-Banachove teoreme.
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1.4.2. Lebesgue-Bochnerovi prostori L°(B;M)

Neka je (M,.A7, i) prostor o -konagne mere. Za 1< p <o

definiSemo LP(B;M) kao linearni prostor svih (klasa ekvivalencije)
jako w -merljivih funkcija f :M — B za koje

p
jM||f|| du<ow,

pri ¢emu izjednacavamo funkcije jednake u -skoro svuda. Snabdeven
sa normom

1
oy = ([, 1717 @)

prostor LP(B;M) je Banachov prostor; dokaz je slican kao i u

skalarnom slu¢aju. Ponavljaju¢i drugi deo dokaza za Propoziciju 1.16
vidimo da su u -jednostavne funkcije guste u L° (B;M )

Primetimo da su elementi od L"(B; M) bas klase ekvivalencije
od u -Bochner integrabilnih funkcija.

Defini§imo L~ (B; M) kao linearni prostor svih (klasa
ekvivalencije) jako u-merljivih funkcija f :M — B za koje postoji
broj r >0 takav da u{|f|>r}=0. Snabdeven sa normom

(L —— inf{r >0: pf|f]>r} :0},
prostor L”(B;M ) je Banachov prostor.
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2. Slucajne promenljive sa vrednostima u
Banachovim prostorima

U ovom poglavlju ¢emo se baviti slucajnim promenljivama sa
vrednostima u Banachovim prostorima B. Glavni rezultat je Ito-
Nisiova teorema, koja tvrdi da su razli¢iti nacini konvergencije suma
nezavisnih simetricnih slucajnih promenljivih sa vrednostima u B
ekvivalentni. Ovaj rezultat nam daje mo¢no oruzje za proveru skoro
sigurno  konvergenciju suma nezavisnih simetricnih  slu¢ajnih
promenljivih i igra¢e vaznu ulogu u predstoje¢em poglavlju. Dokaz
Ito-Nisiove teoreme bazira se na jedinstvenoj osobini Fourierovih
transformacija.

Pocev od ovog poglavlja pretpostavljacemo da su svi prostori
realni. Ova pretpostavka je zgodna kada se bavimo Fourierovim
transformacijama, a i kasnije, kada budemo koristili Rieszovu
teoremu o reprezentaciji da odredimo Hilbertove prostore i njihove
duale.

2.1. Definicija i osnovna svojstva slu¢ajnih
promenljivih u Banachovim prostorima

Neka je prostor verovatno¢e (Q,F,P) i B realan Banachov
prostor sa normom | . Neka je A, familija svih otvorenih skupova u

B inekaje B, =c(A;). B zovemo o -algebra Borelovih skupova
u B, a njegove elemente Borelovi skupovi (u B).

Definicija2.1: Preslikavanje X:QQ—B zovemo slucajna
promenljiva (sa vrednostima u B) ako je ona merljiva u paru o -

algebri (F, B, ) tj.ako za svako Ae B, vazi
X (A)={oeQ;X(n)eAlcF.
Prema tome, X je slucajna promenljiva sa vrednostima u B
ako je X *(By)cF.

Propozicija 2.2: Ako je B separabilan Banachov prostor tada
je preslikavanje X :Q — B slucajna promenljiva ako i samo ako je

f (X) slucajna promenljiva za svako f eB".

Dokaz: Neka je B* dual od B, tj. B" je Banachov prostor
svoh ograni¢enih (neprekidnih) linearnih funkcionala na B. Ako je
X slu¢ajna promenljiva sa vrednostima u B, tada je za svako f € B”,

f (X ) slucajna promenljiva na osnovu Korolara 1.8.
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Pretpostavimo sada obrnuto, da je f (X) slu¢ajna promenljiva
za svako f eB". Stavimo Sza{f‘l(A); feB", Ac B} (B-
familija Borelovih skupova na R ). Kako je

XH(£2(A)=(F (X)) (A)eF

za svako AeB i svako f eB", dovoljno je pokazati S=B;.
Ocigledno je S < B,, dokazimo da vazi druga inkluzija. Neka je
(x,,ne N) prebrojiv gust skup u B . 1z Han-Banachove teoreme sledi
da za svako ne N postoji f, eB" takvadaje |f,[|=11 f (x,)=|x,|-

Za r >0 stavimo
C={x[x|<r}ic, ﬂ{ (x)|<r}.

Ocigledno je C, = C,. DokaZimo da je C, =C,. Pretpostavimo

da x¢C,, a kako je niz (xn,neN) gust u B, postoji x, takav da je

x=x] < (IIXII r).

Odavdesledl
1 1 .
[l =[x =l > D= (bl =) = 5 (I + ).
|fk(x)—||xk|||=|fk(x)—fk( )|<||X X <= ("X" r)

Pri tome imamo

fie (%) = x| = (%]l = fi (X)) 2||xk||—|||xk||— f (X)| >,
dakle x¢C,. Odavde sledi da je C,=C,eS. Kako je skup S
invarijantan na translacije dobijamo da je {x;||x—a|| < r} e S za svako
aeB. Odavde, i iz ¢injenice da je
a{{x; [x—a| < r};a eB,r> O} = B, zaklju¢ujemo da je S =B;.

Korolar 2.3: Ako je B separabilan Banachov prostor i ako su
X 1Y slucajne promenljive sa vrednostima u B, tadasui X +Y i
X =Y takode sluc¢ajne promenljive sa vrednostima u B.

Dokaz: Sledi iz Propozicije 2.2 i Cinjenice da za svako f € B
vazi
f(XY)=f(X)xf(Y)

Propozicija 2.4: Ako je X slucajna promenljiva Ssa
vrednostima u Banachovom prostoru B, tada je |X| slucajna
promenljiva.

Dokaz: Sledi iz ¢injenice da je norma | neprekidna funkcija
izBuR.

Napomena 2.5: Neka je B separabilan Banachov prostor i
neka su X i Y slucajne promenljive sa vrednostima u B, tada iz
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Korolara 2.3 i Propozicije 2.4 sledi da su | X +Y| i [X =Y| slucajne
promenljive.

Slede¢i primer nam pokazuje da suma dve slucajne
promenljive sa vrednostima u neseparabilnom Banachovom prostoru
ne mora biti slu¢ajna promenljiva.

Primer 2.6: Neka je B vektorski prostor svih ogranic¢enih
realnih funkcija na R i neka je B, skup svih funkcija iz R u {0,1}.

Tada je Card(B)>Card(B,)=2°>c, gde je c Kkardinalni broj
kontinuuma. Uvedimo u B normu sa ||X||=SUp|X(t)|,X€ B. Za
Ae B, xB, stavimo
(A _{1 ako (0,0)e A
0 ako (0,0)g A
Tada je (BxB,B,xBg,P) prostor verovatnoce. Defini§imo
sada slu¢ajne promenljive X iY iz BxB u B sa

X(f,g9)="f,Y(f,g)=0, (f,g)eBxB.
Tada ||X —Y|| nije slu¢ajna promenljiva jer imamo
s —Y||_l({0})={( f,g)e BxB;|f (t)—g(t)| =0za sveteR}
={(f,f);f eB}gB,xB,,
jer je Card(B)>C i B, sadrzi sve jednoclane podskupove od B. Iz

Propozicije 2.4 sledi da X -Y nije slu¢ajna promenljiva sa
vrednostima u B.

Zbog ovoga ¢emo ubuduée uglavnom pricati o separabilnim
Banachovim prostorima.

Napomena 2.7: Neka je (E,) ,, <F kona¢na ili prebrojiva

particija od Q i neka je (xn) proizvoljan niz u B. DefiniSimo

n=12,..
funkciju X :Q — B tako da za svako n stavimo X (w)=x, ako je
weE,. Lagano je proveriti da je X slucajna promenljiva sa
vrednostima u B, koju zovemo diskretna slu¢ajna promenljiva.

Slede¢a propozicija pokazuje da je skup svih slucajnih
promenljivih u Banachovom prostoru zatvoren u odnosu na tackastu
konvergenciju.

Propozicija 2.8: Neka je (X,) . niz slu¢ajnih promenljivih u

Banachovom prostoru B i neka je X, (w)— X (@) za svako 0 e Q.
Tada je X slucajna promenljiva sa vrednostimau B.
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Dokaz: Dovoljno je pokazati da je X *(C)eF za svaki
zatvoren skup C . Neka je za svako k e N

C = U L(x,%szJ{ye B;||x—y||<%}.

xeC xeC

C, je otvoren skup, a iz zatvorenosti od C sledi CzﬂCk. Sada
k=1
imamo

X(e)=(1x*(¢)-

)
k=1

1 £ s

{@eQ; X, (w)eC, zasve osim eventualno konatno mnogo n}

(1imx.(c,)) -AUN X ().

k=1 n=1m=n

Kako su X, slucajne promenljive imamo X '(C,)eF zasve m i
k,aiztogasledidaje X*(C)eF.

Propozicija 2.9: Neka je B separabilan Banachov prostor.
Tada za svako ¢ >0 postoji diskretna Borelova funkcija T, :B — B

takva da je

T,(x)-x| <& zasvako x€B.

Dokaz: Neka je {x,,X,,..} prebrojiv gust skupu B.Za &>0
familija lopti L(xi,e)z{x»e B;||x—xi||<e} (i=12,..) pokriva B.
DefiniSimo diskretnu Borelovu funkciju T, na sledeci nacin

x, akoxeL(x,¢)

T (x)= n-1
(%) X, akoxeL(x, &)\ JL(x.,&), n=23,...

i=1

T, ocigledno ima traZene osobine.

Slede¢a teorema daje karakterizaciju slucajnih promenljivih
kada je u pitanju separabilan Banachov prostor.

Teorema 2.10: Neka je B separabilan Banachov prostor.
Preslikavanje X :Q — B je slu¢ajna promenljiva sa vrednostimau B

ako i samo ako postoji niz (Xn)neN diskretnih slu¢ajnih promenljivih
sa vrednostima u B koji konvergira ka X .

Dokaz: Prvi deo teoreme sledi iz Propozicije 2.8. Neka je X
slucajna promenljiva sa vrednostima u B. Za ne N uzmimo da je

X, :TL(X) gde je T, iz Propozicije 2.9. X, su diskretne slucajne

promenljive sa vrednostima u B i iz konstrukcije od T, sledi

n

|, (@)-X (a))||<% zasvako w € Q.
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Propozicija 2.11: Neka je X :Q — B slucajna promenljiva sa
vrednostima u Banachovom prostoru B, i neka je W:Q—>R
slucajna promenljiva. Tada je WX :Q — B slucajna promenljiva sa
vrednostimau B.

Dokaz: Neka je (W,) . niz jednostavnih slucajnih
promenljivih koji tackasto konvergira ka W . Zbog neprekidnosti
skalarnog proizvoda u B, W X je sluc¢ajna promenljiva sa

vrednostima u B. Tvrdenje sada sledi iz Propozicije 2.6 i ¢injenice da
W_X tackasto konvergira ka WX .

Veoma cesto se posmatraju slucajne promenljive sa
vrednostima u Banachovim prostorima sa Schauderovom bazom.

Definicija 2.12: Niz (bn)neN vektora Banachovog prostora B

je Schauderova baza u B ako za svaki vektor x e B postoji jedinstven
niz skalara (t,) _ takavdaje

(1) _I|m2t b, .

n—oo

Ako je (bn)neN Schauderova baza u B tada mozemo definisati
niz (fk)keN linearnih  funkcionala na B tako da vazi
fo(x)=t,, keN,gdeje xeBix=lim> tbh,.

n—oo k=1

Linealne funkcionale f, (keN) zovemo koordinatni

funkcionali (za bazu (bn)). Koordinatni funkcionali zavise od baze i
buduci da je B Banachov prostor oni su neprekidni. Vazi

(2) X= Zf b—|Ime )b, xeB

Banachov prostor sa Schauderovom bazom je separabilan, ali
postoji separabilan Banachov prostor koji nema Schauderovu bazu.
Ako je B Banachov prostor sa Schauderovom bazom, tada

moZemo definisati niz (U, )ne linearnih operatora na B tako da vazi

Zf )b, xeB.

Niz (Un) zovemo niz operatora parcijalnih suma (za bazu
(bn)). Moze se dokazati da postoji konstanta m >0 takva da je

lU,|<m zasve neN. Broj m zovemo konstanta baze.

Primer 2.13: Neka je ¢, ={x=(x1,x2,...);xn eR, limx, =O} [

00 o0 }/p
- {x:Z|xn|p < oo} Ix], = {Z|xn|pj . C, je separabilan Banachov
n=1 n=1

prostor s normom |x|=sup|x,|. U Banachovim prostorima c, i
n
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I, (1< p<oo) niz ¢ =(10,0,..), ,=(0,1,0,...),... je Schauderova

baza.
Slucajne promenljive X sa vrednostima u B, gde je B neki

prostor nizova (npr, c,, 1,,..) se mogu identifikovati sa nizom
(realnih) slu¢ajnih promenljivih X =(X,X,,...) gde je X :Q >R,
neN.

Primer 2.14: Separabilan Banachov prostor C[O,l] svih

realnih  neprekidnih ~ funkcija na  [0,1]] sa  normom

x| = sup|x(t)|, x €C[0,1] takode ima Schauderovu bazu.
0<t<1

Slucajne promenljive X sa vrednostima u B, gde je B neki
prostor funkcija (npr. C[O,l]) nazivamo i sluc¢ajnim procesima ili

stohastickim procesima i oznacavamo sa X = {Xt ‘te [0,1]} . Za svako

fiksirano t<[0,1] je X,:Q— R slucajna promenljiva. Odgovarajuci

prostor funkcija (npr. C [0,1]) se naziva prostor trajektorije procesa.
Ako je B Banachov prostor sa Schauderovom bazom (b,) i

koordinatnim funkcionalima (fn) i ako je X slucajna promenljiva sa
vrednostima u B tada iz (2) sledi

@3) X =31, (X)b,,

po tackama, pri cemu su f, (X ) slucajne promenljive za svako K.

Specijalno  za prostore ¢, i | (1<p<e) vazi

X =(f,(X), f,(X),....),
gde je Schauderova baza data sa e, =(1,0,0,...), e, =(0,1,0,...),...

Osnovna ideja prilikom proucavanja slucajnih promenljivih sa
vrednostima u Banachovim prostorima sa Schauderovom bazom je da
se iskoristi reprezentacija (3).

2.2. Nezavisnost i matematicko ocekivanje
slu¢ajnih promenljivih

Neka je X slucajna promenljiva sa vrednostima u
Banachovom prostoru B ineka je P, funkcija na B, definisana sa

1) P (A)=P(X(A)), AcB,.
Imamo P, :B; —[0,1] i P, je mera verovatno¢e na By koju
zovemo distribucija verovatnoce ili zakon raspodele od X .
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Napomena 2.15: Vazi da ako je X slucajna promenljiva sa
vrednostima u B, i ako je g:B — R Borelova funkcija tj. g je

(Bg,B)-merljiva i ako je E € B, tada vaZi
[ g(x)dP=[gdr,,
X7Y(E) E

u smislu da ako jedan od integrala postoji, tada postoji i drugi i
vrednosti su im jednake. Specijalno ako stavimo E =B dobijamo

E[g(X)]:J.g dp, .

Definicija 2.16: Neka su X i Y slucajne promenljive sa
vrednostima u B. Kazemodasu X iY sajednakom raspodelom ako
je P, =PR,. Familija slu¢ajnih promenljivih sa vrednostima u B ima
jednaku raspodelu ako svaki par iz te familije ima jednaku raspodelu.

Napomena 2.17: Ako je {X,} , familija slu¢ajnih

promenljivih sa jednakom raspodelom u B i ako je T Borel merljivo
preslikavanje sa B u Banachov prostor B, (T je merljivo u paru o -

algebri (BB,BBO)) tada je ocCigledno {T(Xa),aeA} familija

slu¢ajnih promenljivih sa jednakom raspodelomu B; .

Definicija 2.18: Kazemo da je slucajna promenljiva X u B
simetri¢na ako X i —X imaju jednaku raspodelu.

Definicija 2.19: KaZzemo da je konacan skup {Xl, ) ST Xn}

sluajnih promenljivih sa vrednostima u B nezavisan ako za
proizvoljne A,..., A, € B, vazi

)  P{X,eA,.X, eAq}zﬁP{xj e A}

Za proizvoljnu familiju slu¢ajnih promenljivih sa vrednostima
u B kazemo da je nezavisna, ako je proizvoljan kona¢an podskup te
familije nezavisan.

familija nezavisnih

Propozicija_2.20: Neka je {X,}

slucajnih promenljivih sa vrednostima u B i neka je {T,| _ familija

eA

Borel merljivih preslikavanja sa B u Banachov prostor B,. Tada je

{T,(X,)} _, familija nezavisnih slucajnih promenljivih u By .

a

Napomena 2.21: U slucaju separabilnog Banachovog prostora
B, slicno kao Propozicija 2.2, dokazuju se sledece dve teoreme:
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Familija {X“}aeA slucajnih promenljivih u B ima jednaku
raspodelu ako i samo ako za svako f eB" familija slucajnih
promenljivih { f (X, )}  ima jednaku raspodelu.

Familija {X,} _ slucajnih promenljivih u B je nezavisna ako
i samo ako je za svaki izbor funkcionala f, €B",a € A familija
slu¢ajnih promenljivih { f (Xa)}aeA nezavisna.

Potreban uslov u ove dve teoreme sledi iz Napomene 2.13 tj.
Propozicije 2.15.

Matematicko oc¢ekivanje ili o¢ekivanje slu¢ajne promenljive se
definiSe pomocu Pettisovog integrala.

Definicija 2.22: Neka je B separabilan Banachov prostor i
neka je X slucajna promenljiva sa vrednostima u B. Kazemo da X
ima ocekivanje EX ako postoji element EX € B takav da za sve

f e B" vazi

f(EX)=E[f(X)]=]f(X)dP.
Q
Ovako definisano ocekivanje je jedinstveno zbog posledice
Han-Banachove teoreme imamo da dualni prostor B* razdvaja tacke u
B.

Definicija 2.23:  Neka je X slucajna promenljiva sa
vrednostima u B koja ima oc¢ekivanje EX . Disperzija ili varijansa od
X se definiSe na sledeéi nacin

Varx =E|[X X[ | = [|x -EX| dP
Q

(pretpostavljamo da je VarX <o). Nenegativni kvadratni
koren iz VarX oznaCavamo sa o, i zovemo standardna devijacija

slu¢ajne promenljive X .

Napomena 2.24: Iz Napomene 2.15 sledi da ako su X i Y
slucajne promenljive sa vrednostima u B sa jednakom raspodelom i
ako X ima varijansu (samim tim ima i ocekivanje) tada vazi
EX = EY, VarX =VarY .

Osnovne osobine matematickog ocekivanja su date u sledecoj
teoremi.

Teorema 2.25: Neka je B separabilan Banachov prostor i neka
su X, X, i X, slucajne promenljive sa vrednostima u B koje imaju

ocekivanje. Tada vazi:
(1) zasvako a R je E(aX)=aEX

(2) E(X,+X,)=EX, +EX,
(3) ako je zaneko x e B,P{X =x} =1 tada je EX =x.
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Osim toga, ako je joS§ W slucajna promenljiva sa osobinom da
je EW|<x,tadaje E(WX)=x(EW)

(4) ako je T ogranic¢en (neprekidan ) linearan operator iz B u
separabilan Banachov prostor B,, tada ET (X) postoji i vazi
ET(X)=T(EX)

(5) vazi

Dokaz: Osobine (1),(2) i (3) vaze po definiciji o&ekivanja i

EX|<E|X|, pri ¢emu E|X| moZe biti beskonagno.

linearnosti f e B
(4) zasvako g eB; je g(T)eB". Prematome vazi

9(T(Ex))=(9(T))(EX)=E[(a(T))(X)]=E[9(TX)]
dakle vazi ET (X)=T(EX).
(5) ako je EX =0 (nula element u B), tvrdenje je o¢igledno.

Ako je EX #0, tada prema posledici Han-Banachove teoreme postoji
f eB takvadaje |f|=11i f(EX)=|EX|. Sada vaZi

[EX|| =] (EX)|=|E[ f (X)]|<E|f (X)|<E|X].

Slede¢a propozicija daje vazan kriterijum za egzistenciju
ocekivanja.

Propozicija 2.26: Neka je B separabilan Banachov prostor i
neka je Xsluajna promenljiva sa vrednostima u B. Ako je

E|X | < tada postoji EX .
Dokaz: Neka je X diskretna i neka uzima vrednosti x; € B

(i=1,2..). 1z E|X| <o sledi da red i”xi”P{X =¥} konvergira.
i=1

Kako je B kompaktan prostor, red inP{X = xi} konvergira prema

i=1
nekom vektoru ye B.Za f e B" vazi

f(y):Zl“f(xi)P{x=xi}=E[f(x)]
Dakle EX =ixiP{X =X }. Neka je sada X proizvoljna
i=1

slucajna promenljiva iz B. Prema Teoremi 2.10 postoji niz (Xn)neN

diskretnih slu¢ajnih promenljivih, koji uniformno konvergira ka X .
Odavde sledi da EX, postoji za svako n. Prema Teoremi 2.25

1),(2) i (5) za proizvoljne m i n imamo
()( ) ( ) p ]
||EXn—EXm||=||E(Xn—Xm)”s E||Xn—Xm||.
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Zbog uniformne konvergencije niza (Xn) ka X sledi da je

(EXn)neN Cauchyjev niz u B, dakle postoji zeB takav da je

z=limEX, . Sadaza f € B" imamo

n—oo

f(2)= 1 (limEX, )=lim f (EX,)=lmE[ f (X,)]=E[ f (X)]

n—oo n—oo n—oo

Poslednja jednakost sledi iz Lebesgueove teoreme o
dominantnoj konvergenciji. Zakljucujemo da je z=EX .

Primer 2.27: Pretpostavka o kompaktnosti u Propoziciji 2.26 je
bitna. Neka je ¢ potprostor od c, koji se sastoji od svih nizova realnih
brojeva koji su jednaki nuli osim za konaCan broj koordinata. Sa
normom x| =sup|x,|, ¢ je nekompaktan normiran prostor. Neka je
e, =(10,0,...), &, =(0,10,...),... i definiimo slucajnu promenljivu

X sa vrednostima u c tako da je X =e, sa verovatnotom

2—1n(neN). Tada imamo E||X||=22in=1. Ako bi postojalo EX
n=1
o 11 1 . . ~
trebao bi biti oblika EX = PRI , ali to nije element od c.

Sa druge strane, neka je B separabilan Hilbertov prostor |, i
neka je X slucajna promenljiva sa vrednostima u B definisana sa

. c > 1 6 x?
X =ne, sa verovatnotom — [CZ—2=C—=——=1 . Tada
n 6

vazi

S C . cc c
E||X||:nZ:;‘nF:oo, ali EX {I’E""’H""jelz'

Dakle EX postoji iako je E||X |=oo.

Primer 2.28: Neka je B=C[0,1] sa normom ||x|=sup|x(t)|.

0<t<1

B je separabilan Banachov prostor. Neka je X ={X,te[0,1]}
slucajni proces sa vrednostima u B . Pretpostavimo da je

E||X||=E(sup|xt|)<oo.

0<t<1
Pokazimo da je EX ={EXt,te[0,l]}. Pre svega, za
proizvoljno fiksno te[0,1] definisimo preslikavanje 7,:B —»R sa
m (x)=x(t),xeB. Lako se proverava da je s, neprekidno
preslikavanje, a kako je X, =, (X) zakljuCujemo da je X, slucajna

promenljiva za svako t. lz Lebesgueove teoreme o dominantnoj
konvergenciji sledi
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lim|EX,,, - EX,|<limE|X,,, ~X,/=0,
dakle {EXt,t € [O,l]} eB. B" se sastoji od kona¢nih uopstenih mera

na [0,1] (uopStena mera je razlika dve mere). Za u e B* vazi
1 1

u(EX)=[EX, du(t)=E[X, du(t)=E[ u(X)],
0 0

dakle EX ={EX,,0<t<1}.
Neka je B Banachov prostor sa Schauderovom bazom (bk)keN
i koordinatnim funkcionalima (fk)keN. Ako je X slucajna

promenljiva sa vrednostima u B koja ima ocekivanje EX , tada zbog
f, eB” imamo f, (EX)=E[ f (X)] zasve k. Prema tome vaZi

0

EX =" f, (EX)b =D E[ f, (X)]b,.

0
k=1 k=1

Napomena 2.29: Neka je X slucajna promenljiva sa
vrednostima u B. Koriste¢i Propoziciju 2.4 lako dobijemo da vazi

Markovljeva nejednakost: ako je r >0 takvo da je E(||X ||r)< o, tada
za svako ¢ >0 vazi
E(Ix]
@ oz« ).

5 Ako X ima varijansu, tada iz (4) za r=2 lako sledi
Cebisevljeva nejednakost: za svako & >0 vazi

(5) P{|x —EX|> s} < Y2X

Sada ¢emo dati definicije razli¢itih tipova konvergencije
slu¢ajnih promenljivih.

Definicija 2.30: Neka je (X, )neN niz slucajnih promenljivih sa
vrednostima u separabilnom Banachovom prostoru B .

(a) Kazemo da niz (X,) konvergira u verovatno¢i ka
slucajnoj promenljivoj X sa vrednostima u B ako za svako & >0
vazi
limP{|X,-X|2&}=0.

n—oo

Ozna¢avamo ovu konvergenciju sa X, —— X za n — .

(b) Kazemo da niz (Xn) konvergira skoro sigurno (s.s.) ili sa

verovatnocom 1 ka slu¢ajnoj promenljivoj X sa vrednostima u B
ako vazi

P{lim|X, - X[ =0 =1
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i koristimo oznaku X, —=— X za n— .

(c) Neka je 1<p<o. Kazemo da niz (X,) konvergira

srednje reda p ka slucajnoj promenljivoj X u B ako vazi
lim E (X, - X[*) =0

r v . p
To ¢emo oznadavati sa X, ——> X za n — .

(d) KaZemo da niz (X, ) konvergira u raspodeli ka slu¢ajnoj
promenljivoj X sa vrednostima u B ako niz (Pxn) zakona raspodele

od X
J.g dP, —>J.g dP, (n— o) za svaku ograni¢enu realnu neprekidnu
B

slabo  konvergira ka PX  (to znaci da

n

B
funkciju g na B).
Koristimo oznaku X,—— X za n — .

Napomena 2.31: Lako sledi (b)=(a) i (c)= (a). PokaZimo
davazi (a)=(d).
MoZe se pokazati da X, —— X ako i samo ako je
J'g dP, —>J'g dP,
B B

za svako geU(B), gde je U(B) skup svih ograni¢enih realnih
uniformno neprekidnih funkcija na B. Neka X 6 —— X i neka je
g €U (B) proizvoljan. Tada postoji M e R* takav da je |g(x)|<M
za sve xeB izasvako & >0 postoji 5 =5(¢)>0 takavda x,y B

i [x—y|<6=]g(x)-g(y) <. 1z Napomene 2.11 sledi

[[9(X)-g(x,)] dp|<

J'g dP, —>J.g dP
B B Q

< j la(X)-g(X,) dP+ j lg(X)-g(X,)

{IX=Xq =5} {IX=Xql<s}

dP <

<2MP{[X =X, |28} +¢.

Odavde vazi X,—— X .
Druge implikacije medu konvergencijama uops$teno ne vaze.
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2.3. Nekorelacija slu¢ajnih promenljivih. Zakoni
velikin  brojeva za sluajne promenljive sa
vrednostima u Hilbertovim prostorima

Definicija 2.32: Neka je B Banachov prostor i nekasu X iY
slu¢ajne promenljive sa vrednostimau B takve da je E[ f (X )2} < o0

i E[f(Y)2}<oo za svako f e B". Kazemo da su X i Y u slaboj

nekorelaciji ako za svako f € B* vaZi
cov(f(X), f(Y))=0

Familija slucajnih promenljivih u B je u slaboj nekorelaciji ako je
svaki par iz te familije u slaboj nekorelaciji.

Definicija 2.33: Neka je B Banachov prostor sa
Schauderovom bazom (b, ) i koordinatnim funkcionalima ( f,). Ako
su X 1Y slucajne promenljive sa vrednostima u B takve da slucajne
promenljive f, (X) i f, (Y) imaju konatne momente drugog reda za

svako k tada kazemo da su X i Y koordinatno nekorelirani (u
odnosu na bazu (b, )) ako za svako k vaZi

cov( f (X), f (Y))=0
Familija slu¢ajnih promenljivih u B je koordinatno nekorelirana ako
je svaki par iz te familije koordinatno nekoreliran

Kako su koordinatni funkcionali u B, slaba nekorelacija
povlaci i koordinatnu nekorelaciju. Iz definicije takode ocigledno sledi
daakosu X i Y nezavisne sluCajne promenljive sa vrednostima u B

takve da je E(||X||2)<oo i E(||Y||2)<oo, tada su X i Y slabo

nekorelirani. Za sluajne promenljive nezavisnost povlaci
nekorelaciju.

Slede¢a teorema daje karakterizaciju slabe nekorelacije za
slu¢ajne promenljive sa vrednostima uBanachovom prostoru sa
Schauderovom bazom u izrazima koordinatnih funkcionala.

Teorema 2.34: Neka je B Banachov prostor sa Schauderovom
bazom (b,) i koordinatnim funkcionalima (f,), i neka su X i Y

slu¢ajne promenljive sa vrednostima u B takve da je E(||X||2)< o i

E(||Y||2) <o . X 1Y suslabo nekorelirani ako i samo ako za svako n
i k vazi
(1) cov(fn(x)+fk(x),fn(Y)+fk(Y))zo
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Dokaz: Uslov (1) je o¢igledno potreban, jer je f +f, €B".

Da bismo dokazali dovoljnost uslova, bez umanjenja opstosti mozemo
pretpostaviti da je EX =EY =0 jer u suprotnom prelazimo na
slucajne promenljive X —EX i Y—-EY (EX i EY postoje, jer je

E(||X||2)<oo i E(||Y||2)<oo). Sada treba pokazati da za proizvoljno
g €B” vazi

(2) E[g(X)g(Y)]=0.

Neka je (Un) niz operatora parcijalnih suma i neka je m
konstanta baze. Za svako n stavimo g, = g(Un). Tada g, €B" iza
svako n izasvako x e B vazi

(3) g, (x)| <] g [[Vn (x)] < m[]|x]

Pored toga g, (x)— g(x) zasvako x e B. 1z (3) sledi

(4) g, (X) 9, (V)= m* o [XI¥],
i to uniformno po n i w € Q). Takode vazi i

E(mZIIQIIZIIXIIIIYII)sm2||g||2[E(||x”2)H e (v )};

Odavde, koriste¢i Lebesgueovu teoremu o dominantnoj konvergenciji
dobijamo

(5) E[g(X)g(Y)]=limE[g,(X)g,(Y)].

n—oo

Imamo
0,(0)=9(U,(x))=8[ 1. 0)b |- 31, (X)a(0),
i analogno
0,(1)=0(U, ()8 1.0 -3 6. (V)o(e).

Prema tome, za svako n e N vazi

(6) E[9,(X)g,(Y)]=

n-1

:;jzz;lg(bk)g(bj)E[fk(X) FO)+ 1 (X) (V)] +

> Lo ()] E[1.(4) 1.(1)].
Koriste¢i (1) lako dobijemo da je svaki ¢lan desne strane u
(6) jednak nuli, dakle E[g,(X)g,(Y)]=0 zasve n. Teorema sada
sledi iz (5).
Neka je H realan Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom
(). Neka su X iV slucajne promenljive sa vrednostima u H,

takve da je E(||X||2)<oo i E(||Y||2)<oo.Tadava2i
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()= {Ix Y -[x -YF)

pa je prema Korolaru 2.3 i Propoziciji 2.4 (X,Y) slucajna
promenljiva. Pored toga, iz osobine

1 1
el(x,v)|< eI [Iv]) <[ E(IXF) P E(F)] <=
sledi da postoji E(X,Y). Takode E(||X||2)<oo povlagi E (|X ) <o,

dakle postoji EX (Propozicija 2.20).

Definicija 2.35: Za slucajne promenljive X i Y sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H za koje vazi

E(||X||2)<oo i E(||Y||2)<oo kazemo da su nekorelirane ako je

E < X ,Y> = <EX ,EY > . Familija slu¢ajnih promenljivih sa vrednostima
u H je nekorelirana ako je svaki par iz te familije nekoreliran.

Kovarijansa slu¢ajnih promenljivih X i Y u H definiSe se sa
cov(X,Y)=E(X-EX,Y —EY).
Za svako xeH je f,(y)=(x,y)=(y,x) (yeH) neprekidan
linearan funkcional, pa imamo
E(X-EX,Y-EY)=E(X,Y)-E(EX,Y)-E(X,EY)+(EX,EY)=
E(X,Y)—-(EX,EY)—(EX,EY)+(EX,EY)=E(X,Y)-(EX,EY),
dakle vazi
cov(X,Y)=E(X,Y)-(EX,EY).
Iz poslednje jednakosti sledi da su X i Y nekorelirane samo ako je
cov(X,Y)=0.

Varijansa slu¢ajne promenljive X sa vrednostima u H
definisana je sa

Varx =E(|X - EX[) = E(X —EX, X ~EX), (pp. E(||X||2)<oo)

Teorema 2.36: Neka je (Xn)neN niz nekoreliranih slucajnih

promenljivih sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru,
takvih da je
IimiZVaer =0.

n—o N k=1

Tada HEZ(xk—Exk)
N
Dokaz: Neka je &>0 proizvoljan. 1z Markovljeve
nejednakosti sledi

—Y 50zan—ow.
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(Xk —EXk)

1 _/3 "
L[S e S -0
k=1 j=1
= gzlnz knljzn;E<Xk —EX,, X - EXJ> (zbog nekoreliranosti)
1 n
= E(X, -EX,, X, —EX
82n2; < > g’

Bitna osobina koju smo ovde korlstlll je da je varijansa sume
nekoreliranih slucajnih promenljivih jednaka sumi njihovih varijansi.

Propozicija 2.37: Ako su X i Y nezavisne slucajne
promenljive sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H,

takve da je E(||X||2)<oo i E(||Y||2)<oo,tada su X iY nekorelirane.

Dokaz: Bez umanjenja opStosti mozemo pretpostaviti da je
EX =EY =0, jer u suprotnom prelazimo na slucajne promenljive
X—-EX i Y—-EY. Posto je H separabilan u njemu postoji
ortonormirana baza (e, ) Prema Parsevalovoj jednakosti vazi

() (XY)=2 (X, ) (Y oe,).

n=1
Zasvako me N vazi

(2)

1 1
ij [ZKY,en)ZJZ = (zbog ortonormiranosti baze (e, ))

=[xIlvI

e (vl <[ (X ) [(F ) <=

Primenom Lebesgueove teoreme o dominantnoj konvergenciji iz (1) i
(2) sledi

(3) E(X,Y)= hmZE((x e, (Y.e)).

m-—oo

Kako vazi

Za svako n je preslikavanje xn—><x,en> u H", pa iz Propozicije 2.20
sledi da su <X,en> i <Y,en> nezavisne slucajne promenljive. Zato
vazi

E((X.e,).(Y.e,))=E(X,e,)E(Y,e,)=(EX,e,)(EY.¢e,)=0.
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Sada iz (3) sledi E<X,Y>=O, dakle X iY su nekorelirane.

Propozicija 2.38: Neka je H separabilan Hilbertov prostor i
neka su X iY slucajne promenljive sa vrednostima u H takve da je

E(||X||2)<oo i E(||Y||2)<oo.Ak0 su X iY koordinatno nekorelirane

u odnosu na neku ortonormiranu bazu (en), tada su X 1Y

nekorelirane. (U teoremi ne vazi obratno, tj.nekorelirane slucajne
promenljive ne moraju biti koordinatno nekorelirane u odnosu na
svaku ortonormiranu bazu.)

Dokaz: Ponovo mozemo pretpostaviti da vazi EX =EY =0.
Prema pretpostavci za svako n vazi

(4) E((X.e,).(Y.e,))=0.
Analogno kao u Propoziciji 2.30 dobijamo da vazi (3). 1z (3)
i (4) sledi E(X,Y)=0,dakle X iY su nekorelirane.

Sada ¢emo videti kako se Kolmogorovljev dovoljan uslov za
jak zakon velikih brojeva moze proSiriti na separabilne Hilbertove
prostore.

Teorema 2.39: Ako je (X,) .
promenljivih u separabilnom Hilbertovom prostoru H , takav da vazi

niz nezavisnih slucajnih

- VarX
W SVXs o,
n=1
tada
‘%Z(Xk—EXk) —** 30 zan—owo,
k=1
Dokaz: Posto za acR i yeH vaZi Var(aX, +y)=a’VarX,
iz (1) sledi

> Var (ﬂJ <.
n=1 n

Iz poslednje nejednakosti dobijamo da red Zﬂ konvergira
n=1 n
(s.s.) i to u topologiji indukovanoj sa normomu H .
Uopstenje  Kolmogorovljeve nejednakosti glasi: za svako
&>0 vazi
k

Z(Xi _Exi)

1 n
>gl<— .
P{E&)n( > e}_ = iZZIZVarXI :

Kako Kroneckerova lema vazi za Hilbertove prostore iz (s.s.)

. = X, —EX .
konvergencije reda > —— u H sledi
= n

S s

% (X, —EX,)—=>0 za n > .
k=1
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Bitna osobina koju smo koristili u dokazu ove teoreme jeste da
je varijansa suma nezavisnih slu¢ajnih promenljivih u H jednaka
sumi njihovih varijansi.

2.4. Zakoni velikih brojeva za slu¢ajne promenljive
sa jednakom raspodelom

Teorema 2.40: (Mourier) Ako je B separabilan Banachov

prostor i ako je (Xn)neN niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa

jednakom raspodelom u B, takav da E (||Xl||) <, tada

lz X, —EX,
N

Dokaz: Iz Propozicije 2.26 sledi da postoji EX,, a zbog
jednake raspodele vazi EX, = EX, zasve n (Napomena 2.24).

—3* 30 za n— .

Pretpostavimo prvo da slucajne promenljive X, (n =1,2,...)
mogu uzeti samo prebrojivo mnogo vrednosti X, X,,... Za svako
me N isvako k neka vazi

m

(1) X! =Z4Xi1{xk:x.}’

i Y"=X,-X. Slu¢ajne promenljive (1{szxi})kEN su

nezavisne i sa jednakom raspodelom za svako i. Osim toga, za svako
k vazi (zbog Teoreme 2.25)

EX" =Zm:xiP{Xl=xi}=Ele.
i=1

(ka)k L su nezavisne i sa jednakom raspodelom. Dobijamo
1 n m m 1 n m m
(2) ‘_ X —EX; :‘_szil{xkxi} =2 %P{X =%}
N N i-1
YDt ~P (X, =%} 250, n
i=1 k=1
za svako m.
Niz (‘Ykm )k . je niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih sa jednakom
raspodelom i to za svako m. Pored toga vaZi E‘Ylm <E[Xy] <.
Sada sledi
(3) 1Zn:|Ykm L>E|Ylm za n— oo zasvako m.
N
Kako ‘Ylm — 0 tatkasto za m— oo i kako je ‘Ylm <|X,| za

svako m iz Lebesgueove teoreme 0 dominantnoj konvergenciji sledi
limE|Y,"||=0.

m-—oo
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Neka je S prebrojiva unija dogadaja verovatnoce nula za koje
(2) i (3) ne vaze. Tada je dogadaj S verovatno¢e nula. Neka w ¢S i

neka je € >0 proizvoljno. Izaberimo dovoljno veliko m da vazi

(4) E[Y,"

g
<=,

4
Prema (2) i (3) postoji n,(&,w)eN takav da za sve n>ny(¢,0)
vaze relacije

(5)
®

Iz Teoreme 2.25 (2) i (5) sledi

LS X7 (0)-EXP
nia

&
<_
4

Y," (a))” <E

Y,"

+%<(zbog(4))<§.

(7)  |EX!-EX|<E|X]-X,|=E

Y,"

&
<_1

4
dakle za w ¢S i n>ny(& ) imamo

L5 X, (w)-EX,

; < %zn:ka(a;)—Exlm +%Z Ykm(a))||+||EX1m—EX1||
k=1 k=1 k=1
<ELflE_,
4 2 4

Sledi da teorema vazi za diskretne sluc¢ajne promenljive.

Dokazimo sada opsti slucaj. Prema Propoziciji 2.9 za svako
meN postoji T, :B— B koja je Borel merljiva i diskretna i za koju

. 1 . .. . .
vazi [T, x—x| <= zasve x e B. Sada u opstem slu¢aju za proizvoljne
m
m i n vazi
®

<1 +
n

1 n n
HZxk—Exl Zxk—mek
k=1 k=1

+ +||E(mel)—EX1||.

lZmek -E(T,X,)
N
Zasvako m je (Tan)neN niz nezavisnih diskretnih slucajnih
promenljivih sa jednakom raspodelom u B i vazi
1
E[T, X, < E”X1"+H< 0,
pa iz upravo dokazanog sledi
0  FYTX-E(TX)
N
Osim toga za svako n vazi

1 1
HkZ:;||mek—><k||gH

—= 30 (n—>oo) zasvako m.
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||E(Tle)— EX1|| <E[T,X, - X,|< % .

Tvrdenje teoreme sada sledi iz (8) i (9) tako $to izdvojimo nula
dogadaj koji je unija prebrojivo mnogo nula dogadaja za koje ne vazi

(9)-

Sledeca teorema je uopStenje teoreme za Banachove prostore
sa Schauderovom bazom.

Teorema 2.41: (Taylor) Neka je B Banachov prostor sa
Schauderovom bazom (b,) i neka je (X,) . niz slucajnih

promenljivih sa vrednostima u B sa jednakom raspodelom takav da je
E(|X,[) <. Tada za svaki koordinatni funkcional f, vaZi slabi

zakon velikih brojeva za niz slu¢ajnih promenljivih ( f (X, ))nEN ako i
samo ako vazi
(1) 1ZXi—V>EXl za N — o
Nz
Dokaz: pretpostavimo prvo da vazi (1) , . za svako ¢>0

imamo
P{

Tvrdenje sledi iz cCinjenice da konvergencija po normi povlaci
konvergenciju u slaboj topologiji.
Pretpostavimo sada da slabi zakon vazi za (fk (Xn))neN ito za

%zn:xi ~EX,

i=1

23}—)0 Zan— o,

svako k, pa imamo
(2) %ka(xi)—vﬁ[fk(xl)] zan—w
i=1
Kako je E(||X,[)<oo, postoji EX, (moZzemo Koristiti Propoziciju
2.26, jer je B separabilan). MoZemo pretpostaviti da je EX, =0 (u

suprotnom koristimo niz Y, = X, —EX,). Prema tome, dovoljno je
pokazati da za proizvoljne &>0 i >0 postoji n,=n,(¢,5)eN
takav da za n>n, vaZi

(3) P{%iznl:xi 2e}<5.

Neka je m>0 konstanta baze (b,), vazi |[U,[|<m za sve k. Za

k e N neka je definisan operator Q,:B — B, sa Q, (x)=x-U,(x),
xeB. Q, je ograniCen linearni operator i vaZi |[Q | <1+m za sve k.
Zasve k i n vazi

(4) LX)+ (X))
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oel

Al ||Qk(Xl)||—>O tackasto za K — oo i

|Q (X)) = (1+m)[X,[= E[Q.(X,)| >0 za k > oo.
Prema tome mozemo izabrati dovoljno veliko k da vazi

o et

Dalje imamo
olfson- Hi(m 2}

k
<P x b, >— P ¢
(Bl (5 Jeietge ooy
gde su (fj) koordinatni  funkcionali za bazu () i

Z f;(x)b,, x € B. Budu¢i da slabi zakon velikih brojeva vazi

ZQk } { Z"Qk )||2%}£(Markovljeva

nejednakost) <= > E[Q, (X, )| = 2 E[Q, (X,)|-
eniy e

za svaki niz (fj (Xn))n . 1 posto vazi E[fj (xl)]zo, imamo

{

Prema tome iz (7) sledi da postoji n, =n,(&,6)e N takvo da vaZi

® i

) i (8) sledidaza nxn, vaZi

Zuk(x an:Qk(X

>e}<P{l )zf}+P{l
nis 2 n4s

<é+é=5,
2 2

3|H

i=1

X, > ¢ l ,0zans ,zasvako j.
Bl )

<é zanzn,.
2} 2

{H ‘.

>
2

dakle vaZi (3).

Korolar 2.42: Neka je B Banachov prostor sa Schauderovom
bazom i neka je (Xn)neN niz koordinatno nekoreliranih slucajnih

promenljivih sa vrednostima u B sa jednakom raspodelom takav da je
E(||X,]) <oo. Tada vazi

1ZXi—V>EXl zan—o.
N5z
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Dokaz: Neka je (bn) Schauderova baza u odnosu na koju je

niz (X,) koordinatno nekoreliran i neka je (f,) pridruZeni niz
koordinatnih funkcionala. Tada za svako k vaZzi E[( fk(Xn))2}<oo

zasve n i cov(f (X,),f (X,))=0 za svaki par m, n, m=n.|za
svako k vazi

%iznl:fk(xi)—vﬁ[fk(xl)] zan—o.

Tvrdenje sada sledi iz Teoreme 2.41.

Sledeca teorema je uopStenje Teoreme 2.41 za separabilne
normirajuce prostore.

Teorema 2.43: Neka je B separabilan normirajuci prostor i

neka je (Xn)neN niz slucajnih promenljivih sa vrednostima u B sa

jednakim raspodelama takav da je E (]|X,||) < i da postoji EX,. Za
svako f eB" slabi zakon velikih brojeva vazi za niz (f (X))  ako
i samo ako vazi

(1) —Zx —EX, za n— .

i=1
Dokaz: Dovoljno je pokazati samo potreban uslov jer
konvergencija po. normi povlac¢i konvergenciju u slaboj tOpOlOgl_]l

Neka je B kompletiranje prostora B. Tada je B izometrijski
izomorfan zatvorenom potprostoru Banachovog prostora C[O,l],

dakle postoji bijektivno, obostrano neprekidno, linearno preslikavanje
h:B—C[0,1].

Iz Napomene 2.17 sledi da je (h(X,))  niz slucajnih
promenljivih sa vrednostima u C[O,l] sa jednakom raspodelom i
E[n(X,)|<[n|E[X,[<e. Neka je geC[01] i neka je h'
adjungovan operator od h (h* :C[O,l]* — B").

Vazi

2) 22 0(n(x)=1 2 ("= g)(x,)

i=1
- E[(h*og)(xl)]z E[h(g(x,))]
Prema tome, za svako g € C[O,l]* vazi slabi zakon velikih brojeva za
niz (g(h(xn)))n .- Kako prostor C[0,1] ima Schauderovu bazu, (2)

specijalno vazi za svaki koordinatni funkcional, pa iz Teoreme 2.41
sledi
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(3) %ih(xi)_vm[h(xl)] 220>,

Prema Teoremi 2.25 (4) imamo E[h(X,)]=h(EX,) pa (1) sledi iz

(3), posto je h bijektivna, linearna i obostrano neprekidna.

2.5. Zakoni velikih brojeva i geometrijska svojstva
Banachovih prostora

Da bi se dobila nova uopstenja zakona velikih brojeva u
Banachovim prostorima potrebno je zahtevati dodatne uslove na
geometriju Banachovih prostora. U ovom odeljku ¢emo dokazati
strogi zakon velikih brojeva za takozvane B-konveksne Banachove
prostore, a zatim ¢emo samo spomenuti neke pravce daljeg razvoja
teorije.

Definicija 2.44: Banachov prostor B je konveksan tipa (B) (ili
B je B-konveksan) ako postoji ke N i ¢ >0 tako da za proizvoljne

X,,..., X € B sa osobinom |x [ <1i=1,.. k vazi

(1) lEx £x, 4.1 % | <k(1-¢)
za neki izbor predznaka + i —.

Konac¢no-dimenzionalni normirani prostori, Lp—prostori, Ip—
prostori 1< p<oo i unitarni prostori su primeri B-konveksnih
prostora. 1, i I, nisu B-konveksni.

Teorema 2.45: (Beck) Neka je B separabilan B-konveksan

Banachov prostor i neka je (Xn)neN niz nezavisnih slucajnih

promenljivin sa vrednostima u B takav da je EX =0 i

E(||Xn||2) <M zasve n, gdeje M pozitivna konstanta. Tada vaZi
(2) EinLm zan—o.
Nz
Pre dokaza teoreme treba nam jo$ nekoliko pojmova.

Definicija _2.46: Sluc¢ajna promenljiva X:Q—>B sa
vrednostima u Banachovom prostoru B je simetrina ako postoji

funkcija @ :Q — Q koja ¢uva meru (t]. P(qfl(A))z P(A) za svako
AeF)takvadaje P{Xop=-X}=1.

Ocigledno je ova definicija sli¢nosti opstija od one uvedene u
poglavlju 2.2.
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Sa B (||X||) oznatavamo esencijalni supremum slucajne
promenljive ||X |, dakle vaZi
B(|X])=inf {5 eR";[X|< 6(3.3.)}

Ako je (X, ) niz slu¢ajnih promenljivih u B neka je
i
N5z

Ocigledno  vazi: c(Xn)=O<:>EZXiL>O zZa n—oo (U
Nz

(3) c(Xn):zﬁ[lim sup

n—oo

topologiji indukovanoj sa normomu B).

Kazemo da je niz sluc¢ajnih promenljivih tipa (A) ako su oni
simetri¢ni, nezavisni, po normi ograniceni sa 1 i ako im je ocekivanje
nula-element u B (ova zadnja osobina sledi iz Leme 2.47 koja je
dokazana dole).

DefiniSimo

(4)  C(B)=sup{c(X,):(X,) je tipa (A) uB}

Vazi 0<C(B)<1. Zaista, za svaki niz (X, ) tipa (A) u B vaZi

c(Xn)sﬁ{lim sup%_znlnxi”jsﬁ(lim supljzl.

Lema 2.47: Ako je X simetricna slu¢ajna promenljiva sa
vrednostima u Banachovom prostoru B, tadaje EX =0.

Dokaz: Za proizvoljno f e B vazi
E[f(X)]=[f(X)dP=[f(X)d(Peg™)=
=[f(Xop)dP=[f(-X)dP=—E[f(X)]

dakle vazi E[ f(X)]=0=E(X)=0.

Dokaz Teoreme 2.46: Sproves¢emo dokaz u nekoliko koraka.
(a) Dokazimo da je ¢injenica da je B B-konveksan povlaci

da je C(B) =C =0. Pretpostavimo da je C >0. Tada za proizvoljno
n >0 postoji niz slucajnih promenljivih (Wn) sa vrednostima u B,
koji je tipa (A) i takav da je c(Wn) >C —n . Stavimo

(1) 7 - W, +W,,  +...+W,

k
Gde je k e N iz definicije B-konveksnosti.

(W, )., su simetri¢ne slucajne promenljive i neka su (g,)

neN
odgovarajuce funkcije koje Cuvaju meru. Bez umanjenja opStosti
mozemo pretpostaviti da vazi

(2) W, o, =W, (s.5.) zZam=n
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(3) W, o, =W, (ss.) zasven.

Ako ne, posmatramo prostor verovatnoce

(Q’,F’,P’):{HQI’HFI’HRJ, gde Je QIZQ'FleIR:P Za
i=1 i=1 i=1

svako i. Neka je p:Q —>Q i-ta projekcija .

p, (a)')za)i, o =(0,,..)(i=12,..).p; su merljive i stavimo
W, =W, p, (i eN).

Lako se proveri da je (Wi') niz nezavisnih sluéajnih
promenljivin. Kako su W, simetricne, postoje funkcije ¢, :Q— Q
koje ¢uvaju meru, takve da je W, og, =-W,(s.s.)(i € N). Definisimo
funkcije ¢, : QY > Q sa

(oi'(a)')z(a)l,a)z,. 200 (@) O, )
Lako se proverava da funkcije ¢, ¢uvaju meru. Za sve i vaZi
W,/ (a)) =W, (),

A ((oi' (a))) =W, (@ (@) =-W, () =-W, (a))(ss) ,azai# |
imamo W, (goi' (a))) =W, (o;) =W, (o) (ss.).

Prema tome, moZemo pretpostaviti da vaze (2) i (3) Dalje
imamo EZ, =0, |Z,|<1 i (Z,) su nezavisni. Pored toga Z, je
simetricna  promenljiva za Svako n  (uzmemo funkciju
D1 = P © Py ©++° Pig 01> KOJa Cuva meru; zbog (2) i (3) imamo
Z, 00, =—Z,(ss.)). Prematome niz (Z,) je tipa (A) i vaZi

(3)c(z,)=p [hm sup j @nnsup nﬁizij=CWV

Jer je
W, <1 zasve n.

Nakon eventualnog izbacivanja prebrojive unije nula dogadaja i
eventualnog uvodenja ekvivalentnog prostora verovatnoée koji je

prebrojiv proizvod (Q,F,P) sa samim sobom, uslovi (2) i (3)
vaze za svako w € Q. DefiniSimo sada funkcije

P © Pt ©++-° Pigies
Gde je a;=01ili 1 za j=1..k. Sve ove funkcije Cuvaju meru, a

n

>z

i=1

ukupno ih ima 2. Kako je B B-konveksan, za svako w e Q postoji
jedna medu tim funkcijama, oznac¢imo je sa ¢, , takva da vazi

(4) kn

> W, ((ow(a))) <k(1-¢).
Oznacimo ovih 2 funkcija sa Pry Doy P - Tada za svako n isvako

i=kn—k+1

weQ vazi
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Zk

OREDY

j=1

Funkcije ¢;(j=12,..,2") uvaju meru pa iz (5) sledi (vidi dokaz

Leme2.47)
(6) 2* E( j = E(%

1z (6) dobijema da za svako n vazi
1 kn
0 elzl-pe| 3w

i=kn—-k+1
. . 1. .
Neka je se N takav daje s>—; izasvako n stavimo
n

kn

2. W ((0,- (a’))

i=kn—-k+1

<k(2-1)+k(1-g)=k(2“-¢).

kn

Z Wi o9

i=kn—-k+1

i=kn—k+1

Jsk(zk—g).

jSEM_l_i
k 2« 2k

(8) Yn — an + an—l +..t an—s+1
S

Slicno kao gore, dokazemo da je (Yn) tipa (A) i da vazi
c(Z,)=c(Y,). Sli¢no kao (7) dokaze se da je E(||Zn||2)<1, dakle

vaZi da je VarZ, <1. Osim toga (|Z,]) je niz nezavisnih slu¢ajnih
promenljivih, pa imamo

) var( 3

i=sn—s+1

z 1
<-—.
)<

S

Sad iz (7) zakljutujemo da vazi

sn

(10) P{||Yn||>1—28—k+n}§ P{ D

i=sn—s+1

€
>1—?+n}

1
< prema(12)< P{ i { 4l _g|4 j>n}s%>n
i=sn—-s+1 S ) 77
Za svako n stavimo
11 T =YK ,
1) SR A
(12) Q, =Y, -T.

Slu¢ajne promenljive (Tn) su nezavisne 1 uniformno ograni¢ene po
normi sa 1—%“7 . Simetricnost T, sledi iz simetricnosti Y, , pa vazi
ET, =0 zasve n (Lema 2.47). Prema tome (Tn) je tipa (A) i vazi

£
c(Tn)SC(l—?Jrnj.
Slu¢ajne promenljive (||Qn||) su nezavisne, [Q,[<1 i prema

(10) vazi P{|Q,[=0}>1-n= E|Q,| <7 zasve n. Iz jakog zakona
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velikih brojeva primenjenog na niz (||Q,[) sledi ¢(Q,)<c(|Q,[)<n

Osim toga ocigledno vazi
c(Y,)<c(T,)+c(Q,)<c(T,)+n
Sada imamo

13) C-n<oW,)=c(z,)=c(%,)2e(T,)+n<C[1-Etn Jon
Sada iz (13) zbog 0 < C <1 sledi

& 3

2" C
| to za proizvoljno n >0, Sto je kontradikcija. Prema tome
zakljucujemo daje C =0.

(b) Neka je (X,) proizvoljan niz nezavisnih, simetri¢nih

slucajnih promenljivih sa vrednostima u B, takav da je VarX 6 <M

za svako n, gde je M pozitivna konstanta. Dokaza¢emo da tvrdenje
teoreme vazi za niz (X, ).

Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je M =1 (u

suprotnom predemo na X, =

X
L ). Neka je meN proizvoljan i za
N) ] p ]
svako n definiSimo slu¢ajne promenljive Y, i Z,
Y, =X,K Z =X,-Y,=XK

N X [sm)? N X >m}

Imamo
(14) Elz, ||——E(m||Z )<= (IIZ I )<— (1%.)
=(zbog EX, =0)=iVaan <L
m m

Za svako n. lz jakog zakona velikih brojeva primenjenog na niz

(Z,]) i (14) sledi
1
c(z)<cllz )<L
Prema (a) imamo c(Y, )=0, dakle vaZi
c(X,)<c(Y,)+c(Z, )s%
Zbog proizvoljnosti m, zakljuéujemo da je ¢(X,

19y

N5z

)=0 1.

— 30 za n— w.

(c) Neka je (X,) niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa
vrednostima u B, takav da je EX, =0 i VarX <M zasvako n, gde
je M pozitivna konstanta. Posmatrajmo novi prostor verovatnoce
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(Q,F,P)x(Q,F,P) i defini$imo na njemu niz slu¢ajnih promenljivih
(Y,) sa
Y, (o) (,)) =X, (0) = X, (,), (0, 0,)€QxQ, neN.
(Yn) je niz nezavisnih sluc¢ajnih promenljivih i za svako n vazi
EY,=EX,-EX,=0. Osim toga Y, su simetricni (za svako n
koristimo funkciju ¢(w, ®,)=(w, @), koja o¢igledno ¢uva meru
PxP). Dalje imamo
VaryY, = E(||Yn||2) < 4E(||Xn||2) <4M zasvako n.

Prema tome, niz (Y, ) zadovoljava (b), pa vazi
(15) 23X (0) -T2 X, (0,)—250 n>e.
i=1 i=1

Relacijom (15) zadata je jedna relacija ekvivalencije na Q (kazemo
da je o, ~w, ako ureden par (w,,e,) zadovoljava (15)) . odavde
sledi da postoji Q,cQ,P(Q,)=1, takav da (15) vaZi za sve
o, 0, € Q,. Teorema ¢e biti dokazana ako pokazemo da za svako

w, €€, vazi

-0, n>wo

X ()

Neka je ¢ >0 proizvoljno i neka je @, € €, . Stavimo

E, :{a)eQ; ‘izn:xi —%zn:x

i=1

|}

Iz definicije skupova (E,)sledi I|m P(E,)=1, dakle postojin, e N

n

takvo da P(En)>% za n>n,. Za svako f eB”, (f(Xn)) je niz

nezavisnih slucajnih promenljivih, E[f(Xn)]:O za svako n i

Var[ f(X,)]<|f[ varX,<M|f| za svako n. Za svako feB’

takvo daje ||f|<1iza n>2—|\2/I vazi
P

(16) P{% >e}§

Neka je

[1(x)]<3

|

(X (@))|<

Zan> max{no,z—'\z/l} prema (16) imamo
g

D, ¢ {a)eQ
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1 1
P(En mDm)= P(En)+P(Dn'f)—P(En an,f)>§+§—1=o

Prema tome, za svako feB” takvo da je [f|<1 i za svako
n> max{no,z—'\z/l} postoji w, € E, N D, ,, a odavde dobijamo
. :

1 n

%Z (X, (o) <[220 (X)X, () ¢ %z (X, (@)
< %iz::(xi(a)o)—xi(a)n)) +e<2¢.

Iz korolara Han-Banachove teoreme sledi

DRATY

n% 2

{2
<2¢ za n>maxqny,——.
£

Moze se dokazati da teorema 2.45 generalno ne vazi ako B
nije B-konveksan. Osim toga, moze se pokazati da i u slucaju B-
konveksnog prostora B uslov uniformne ograni¢enosti promenljivih u
Teoremi 2.45 ne mozemo zameniti sa Kolmogorovljevim uslovom.

Da bi se dobila nova uopstenja jakog zakona velikih brojeva
potrebno je zadati nove geometrijske uslove za Banachov prostor.
Dac¢emo neke osnovne defiicije u tom smeru i izneti neke poznate
teoreme.

Definicija 2.48: Separabilan Banachov prostor B je tipa p,
1< p <2 ako postoji K e R tako da vazi

o0 p o0
E{Zenxn }SKZ"xn"p,
n=1 n=1

Za sve nizove (xn)neN u B takve da anxn konvergira u
n=1

verovatnoci, a (8n)neN je Bernoullijev niz (tj. niz nezavisnih sluc¢ajnih
promenljivih sa osobinom da P{s, =1} =P{¢, =-1} = % ).

Moze se pokazati da je B B-konveksan ako i samo ako je on
tipa p zaneko p,1<p<2.

Vazi sledecéa teorema.

Teorema 2.49: Neka je B Separabilan Banachov prostor i
neka peR, 1< p<2. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(1) B jetipa p
(2) Postoji C >0 takav da vaZi

E[JZn;xJ p}<cjzn;E[”xJHp}
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Za proizvoljno n i proizvoljne nezavisne slu¢ajne promenljive
. . p .
Xy,.n X, U B, takve daje EX; =0 i E[HXJ.” }<oo (j=1..,n)
(3) Za proizvolijgn niz  (X,) nezavisnih slucajnih
promenljivin u B, koji zadovoljava EX, =0 zasvako n i
p
5 E|[x[ |
n=1 np
vazi jak zakon velikih brojeva tj.

< oo (Chungov uslov)

1 n
—ZXjL)O,za n— oo
n<

j=1

- I |I°
(d) Ako je Zu@ i ako je (&, ), . je Bernoullijev niz
i ) ©
tada
%jzn;ejxj—vw, zan— o

Definicija 2.50: Banachov prostor B je G, -prostor za neko « ,
0 < a <1 ako postoji preslikavanje G:B — B* takvo da vazi:

@ e ()=l

(2) [(&(x).x)|=[x""

(3) [6(9)-6 ()< K. x-I",
Zasvako X,y e B ineku pozitivnhu konstantu K.

Svaki G, -prostor jeste tipa p zaneko p = +1. Medutim,
postoji nerefleksivan, B-konveksan prostor (dakle on je i tipa (1+a)
za neko o ) koji nije G -prostor.

Sledece upstenje Chungove teoreme vazi za G, -prostore.

Teorema 2.51: Neka je B separabilan Banachov G, -prostor
zaneko a, O<a <linekaje ¢:R" — R" neprekidna funkcija

l+a
takva da su M i t
o(t)

nezavisnih slu¢ajnih promenljivih u B, takav da EX_ =0 za svako n
i daje

neopadajuée funkcije. Ako je (X, ) niz

iﬁE[co(nxnnﬂw

n=1 @

T L

Tada vaZi —ZXjL)O zan— o,
n<
j=1
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Napomena 2.52: Prostori L, i I, (p22) su G, -prostori za
svako a, O0<a <1. Hilbertov prostor je G, -prostor (dakle tipa je 2).
Ako za ove prostore u Teoremu 251 stavimo a =1 i ¢(t)=t?

dobijamo da za ove prostore vazi Kolmogorovljev dovoljan uslov za
jak zakon velikih brojeva.

2.6. Karkteristi¢ni funkcionali. Sume nezavisnih
slu¢ajnih promenljivih u Banachovim prostorima

Neka je (Q,F,P) prostor verovatnoce, neka je B separabilan

Banachov prostor i neka je (Xn)neN niz sluc¢ajnih promenljivihu B.
Oznagimo B =)' X,, (neN). U ovom odeliku ¢emo posmatrati
k=1

problem konvergencije niza slu¢ajnih promenljivih (Bn ) .

Pre toga ¢emo uvesti pojam i ispitati osnovna svojstva
karakteristi¢nih funkcionala, koji su za sluc¢aj kona¢nog Banachovog
prostora analogni karakteristi¢nim funkcijama.

Sa M (B) ozna¢imo familiju svih mera verovatnoca na B, .

Definicija  2.53: Neka je PeM(B). Fourierova

transformacija od P je funkcija P:B" — C definisana sa
(1) ﬁ(f):je”(x) dP(x), f eB’
B

Slicno se definiSe Fourierova transformacija kona¢ne mere na
B

B*

Definicija 2.54: Neka je X slucajna promenljiva sa
vrednostima u B i neka je P, zakon raspodele od X . Karakteristicni

funkcional od X je Fourierova transformacija od P, .
Po Napomeni 2.15 imamo
(2)  Px(f)=[e"" dr, (x)=E[e"™], feB’
B

Definicija 2.55: Kazemo da je skup E — B Borelov cilindar (u
B) ako je on oblika

(3) EZ{XG B:(f,(X),mn fn(x))eM},
zaneko neN, f,..,f eB"ineko M eB".

Sa C ozna¢imo familiju svih Borelovih cilindara u B. Jasno je
daje CeBy (.., fn) je (BB,B”)—merIjiva funkcija).

Lema 2.56: C je algebrana B ivaZi o(C)=B,.
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Dokaz: Lako se pokazuje da je C algebra na B. Pored toga
CcB;= o-(C) c B; . Kako je B separabilan, iz dokaza Propozicije

2.2 sledi da postoji niz ( fn) u B”, takav da za svako r >0 vaZi

{XE B; || < r} =ﬁ{XG B: n(x)|s r} eo(C)

Zbog translacije invarijantnosti od o-(C) odavde zaklju¢ujemo

{Xe B;|x—a| < r} eo(C) zasve aeB, pa sli¢no kao u Propoziciji
2.2 dobijemo B, =c(C).

Slede¢a propozicija daje osnovna svojstva Fourieovih
transformacija.

Propozicija 2.57: Fourierova transformacija PodPe M(B)
ima sledece osobine:
(a) P(0)=1

‘<1 zasve f eB”

(o) [P
(c) P(~f)=P(f), zasve feB"
(d)
topologiji R
(e) P je pozitivno semidefinitna na B*
(f) (edinstvenost) Neka su P,P,eM(B). Tada je
Pi=P.< PR =P,
(9) P*P,(f)=Pi(f)P(f), zasve f eB".
(konvolucija od P, P, e M(B) definide se analogno kao u
slu¢aju mera verovatnoée na (R, B): Pl*PZ(E)zj.Pl(E—X) dP, (x),
B

P je uniformno neprekidna na B* u uobi¢ajenoj norma-

EeB;. Ako sa C(B) ozna¢imo skup svih realnih ograni¢enih

neprekidnih funkcija na B, onda se konvolucija moze definisati i
preko relacije

IQ(X) P,*P,) Hg (x+y)dP,(x)dR,(y) zasvako

g eC( ))
Dokaz: (a), (b), (c), (d) se lako pokazuije.
(e) za proizvoljno n, proizvoljne f,,..., f, € B* i proizvoljne
a,....o, € C vazi

zn:zn:ﬁ(fj —f oy = |

j=1 k=1 B

2

.
ZGI J(X)aj

=1

dP(x)>0.
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(f) Dovoljno je pokazati da P.=P, =P, =P, jer je drugi

smer trivijalan. Prema Lemi 2.56 i osnovnoj teoremi o jedinstvenosti
prosirenja verovatno¢e dovoljno je dokazati da je P, =P, na algebri

cilindara C. Neka je EeC proizvoljan. Tada je prema (3)
E=(f,..f,) (M), gde su f,.,f eB" i MeB". Definigimo

verovatnoée ~ mere P [ P, na (]Rn, B" ) sa

P =Po(f,..1,) " (i=12) R (M)=Pe((fumn f,) (M),
M eB"). Tadaje R(E)=P (M) (i=12),gdesu E i M povezani
preko (3). Neka je ¢, karakteristicna funkcija od P (i=12). Tada

za proizvoljno (t,,...,t,) e R" imamo

o (Ha---:tn): J' ei(t,x) dPI' (X) :J‘ei(tlfl(y)+...+tnfn(y)) dF’l(y)= {itk fk —fe B*j
R" B k=1

~

= [e"" dR (y)=Pi(f)=Pi(f)=0,(t,..t,).

Iz teoreme o viSedimenzionalnoj inverziji sledi P, =P, dakle
vazidaje R=P,naC =PR="P,.

Korolar 2.58: Neka je P € M(B) i neka je I3( f)=1 za svako
f € B’ takvo da je | f| <& zaneko £>0. Tada je P degenerisana u
nuli (4. P({0})=1).

Dokaz: Neka je feB", f =0 fiksan. DefiniSimo funkciju
p:R—>C sa

o(t)=P(tf), teR

Iz Propozicije 2.57 (a),(d) i () sledida je ¢ karakteristicna

(
funkcija verovatno¢e mere na (R, B). Osim toga iz uslova korolara
£
[t

Za t =1, odavde dobijamo P=1. Neka je P, e M(B) degenerisana u
nuli. Tada je P =P, pa iz Propozicije 2.57 ( f ) sledi P=P,.

sledi da je ¢(t)=1 za |t| < Sledi da je ¢(t)=1 za svako teR.

Definicija 2.59: Niz (P,) u M(B) slabo konvergira ka
P e M(B) ako vazi
(4) IimJ'g dP, =J'g dP zasvako g € C(B)
B B

Oznadavacemo to sa P,——P za n — .
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Propozicija 2.60: (a) Neka je (P,) niz u M(B) takav da

P—>PeM(B) za n—>x. Tada P.—>P (zan—ow)na B".

(b) Obrnuto, neka je (P,) gust niz u M(B) takav da (I3n)
konvergira za n— oo prema nekoj funkciji & na B". Tada postoji
P eM(B) takavda P,—— P . Pored toga je 6 = P.

Dokaz: (a) sledi direktno iz (4).

(b) Kako je (P,) gust, iz teoreme Prokhorova sledi da je (P, )
relativno kompaktan, dakle postoji podniz (P )c(P) takav da

P, —“>PeM(B) (za k>x). 1z (a) sledi P, >P za k>,
Iz pretpostavki propozicije zakljucujemo 6 = P. Ako niz (Pn) sadrzi
neki drugi podniz koji slabo konvergira ka Q M(B) tada analogno
sledi 0:(5, pa iz Propozicije 2.57 (f) zakljuéujemo P =Q. Sada

sledi da P, —— P za n — 0. Pored toga, imamo i 0 = P.

Teorema 2.61: (Ito i Nisio) Neka je (Xn)neN niz nezavisnih

slucajnih promenljivih sa vrednostima u B i neka je S, =Zxk,
k=1

(n eN ) Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(a) S, konvergira (s.s.);

(b) S, konvergira u verovatnoci;

(c) S, konvergira u raspodeli.

Dokaz: 1z Napomene 2.31 sledi (a) = (b) = (c). Prema tome,
dovoljno je pokazati (b) = (a). Dokazuje se analogno kao za

slu¢ajne promenljive, jer se moze pokazati da, kao i u realnom slucaju,
za svako ¢ >0 vazi nejednakost
} 3 P{|S,—S.||> ¢}

1-maxP{[s,-S,|>&}

m<k<n

m<k<n

(5) P{max[s,-S,|>2s

(c)=(b) Za neN neka je P,e M(B) zakon raspodele za
S,, a za m<n neka je P, eM(B) zakon raspodele za

n

S, =S, = Z X, . Po pretpostavci, niz (P,) slabo konvergira ka

k=m+1
nekom Q e M(B) Specijalno, niz (Pn) je relativno kompaktan, pa iz

teoreme Prokhorova sledi da je on gust. Dakle, za dato & >0 postoji
kompaktan podskup K =K_c B takav da je

P (K)>1-¢,zasvako n.
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Neka je K, ={x-y;x,yeK}. Zbog neprekidnosti
preslikavanja (x, y) — x—y, K, je kompaktanu B. Kako S ,S,, €K
to povlacida S, —S_ €K, paimamo
P (K,)2P{S, eK,S, eK}>1-P{s eK|-P{s eK|=

=1-P,(K)-PR, (K)>1-2,
dakle, niz (P

mn )m<n,n:l,2...

je gust, pa iz teoreme Prokhorova

zaklju¢ujemo da je on i relativno komapaktan. Za kraj dokaza nam jo$
treba da dokazemo da niz (P,,) slabo konvergira ka P, € M(B) koja
je degenerisana u nuli, a to je ekvivalentno sa slede¢im: za svako
¢ >0 postoji N, =N, (&) takvo da vaZi
(6) n>m>N, =P, (U,)>1-¢,

gde je U, &-okolina nule u B. Pretpostavimo da to nije istina, tada
postoji &, >0 takvo da za svako N postoji prirodni brojevi m(N) i
n(N), n(N)>m(N)>N takvidaje

Prtuncn (Ue, ) €126

Kako je niz (P ) relativno kompaktan, mozemo pretpostaviti da niz

mn

(Pm(N)n(N))NeN slabo konvergira prema Q, € M(B) Sledi

(7)  Q(U,)<liminfP, (U, )<1-&.

N—o

Zbog nezavisnosti niza (X, ) zasvako f e B" vaZi

E|e) |-l g et |

Zbog (2) to povlaci da

(8) ’P\n(N) = ﬁm(N)lsm(N)n(N), zasvako N e N.
Sada, kada pustimo da N — o, iz (8) i uz Propoziciju 2.60 (a)
dobijamo

(9) Q=QQ,.
Kako je Q neprekidna i Q(O)zl, zaklju¢ujemo da postoji r >0
takvo da je é(f);to zasvako f eB" zakojeje | f|<r. Iz (9) sledi
(/Q\o(f)zl za svako f eB”, |f||<r. 1z Korolara 2.58 sledi da je
Q,=PR,, a to je kontradikcija sa (7). Prema tome, (P, ) slabo

mn

konvergira ka P, € M(B) koja je degenerisana u nuli.
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3. Kontraprimer za slu€éajne promenljive sa
vrednostima u Banachovim prostorima

Postoji niz nezavisnih sluc¢ajnih promenljivih sa jednakom
raspodelom koje uzimaju vrednosti u beskona¢no dimenzionalnom
Banachovom prostoru ¢, koje zadovoljavaju zakon iteriranog

logaritma, ali ne ispunjavaju uslove Centralne grani¢ne teoreme.

3.1. Uvod

Neka je B oznaka za realni separabilni Banachov prostor sa
normom |||, i pretpostavimo da je X, X,,... niz nezavisnih slucajnih

promenljivih sa jednakom raspodelom koje uzimaju vrednosti iz B sa
osobinom da E(X,)=0 i E|X/[ <x. Kao i obicno,

Inx, x>e

1 ,0<x<e’
Mera u na Borelovim podskupovima od B se zove centrirana

Gaussova mera ako svaka neprekidna linearna funkcija f na B ima

Sy =Xy +..+ X, =Y X, zanx1,ipisimo Lx={
k=1

centriranu Gaussovu raspodelu sa varijansom “f (x)|2 du(x).
B
Ako je X slucajna promenljiva sa vrednostima u B, onda
L(X) oznatava raspodelu od X na B. Ako su X,,X,,... nezavisne
kopije od X, npr. £(X,)=L(X) za k=1, onda kazemo da X

zadovoljava Centralnu grani¢nu teoremu (CGT) na B ako postoji
centrirana Gaussova mera u na B takva da niz verovatnoca mera

E(Sn/n%) slabo konvergira ka p na B. Dalje, koriste¢i CGT u

kona¢nim dimenzijama, lako se vidi da je grani¢na mera u
jedinstveno odredena kovarijansnom strukturom od X, npr.
funkcijom T (f,g9)=E(f(X,).g(X,)) za f,geB".

Kazemo da X zadovoljava zakon iteriranog logaritma (ZIL)
ako za nezavisne kopije X,,X,,.. od X imamo grani¢ni skup K u

B takav da

il 5@ )l
(1) P{a).ln d((anLn)%,K} o} 1

R
(2) Pw'c[{(znu_n)%' 1}} Ki=1

gde je
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d(x A)=inf|x-y]

C({a,}) = skup svih tataka nagomilavanja niza {a,} u B.
U ZIT je grani¢ni skup K jedinstveno odreden kovarijansnom
strukturom od X, .

Slede¢u teoremu ne¢emo dokazivati, ali treba napomenuti da
ona implicira, izmedu ostalog, da K mora biti kompaktan podskup od

B kad god vaZi da je E||Xk||2 <.

Teorema 3.1: Neka je X,,X,,.. niz nezavisnih slucajnih
promenljivih sa jednakom raspodelom koje uzimaju vrednosti iz B sa
osobinom da E (X, )=0i E[[X,[" <. Tada:

(a) Postoji kompaktan, simetricni, konveksni skup K < B
takav da

(3) Piw:C {M:nzl} zK}t=0.

(2nLLn)%

(b) Postoji kompaktan, simetrican konveksan skup K koji
zadovoljava (3), takav da vaze (1) i (2) akko

(4)

Piow: M:nzl je relativno kompaktanu B » =1.
(2nLLn)

U slucaju da je B konaéno dimenzionalni Banachov prostor
onda Teorema 3.1 (a) implicira da X zadovoljava CGT i ZIL akko

Mol

E(X)=0 i E||X||2<oo. Stoga su CGT i ZIL ekvivalentne na

kona¢no dimenzionalnim prostorima. Ipak, ako je B beskonacno
dimenzionalan, veza izmedu CGT i ZIL je jo$ uvek nejasna.

Svrha ovog poglavlja je da prikaze primer slucajne
promenljive X za koju vazi ZIL ali ne zadovoljava CGT. Za neke
slu¢ajne promenljive ne vazi CGT, ali ni ZIL takode, stoga je sledeci
primer u stvari kontraprimer prirodnog zakljucka da su CGT i ZIL
ekvivalentne ¢ak i na beskona¢no dimenzionalnim skupovima.
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3.2. Modifikacija Jeanovog i Marcusovog primera

Neka je c, separabilan Banachov prostor svih realnih nizova
{x} takvih da je limx, =0 normiran sa

o | =supl,|

Neka je e, =(1,0,0,...), &, =(0,1,0,...) ,... Schauderova baza.
Sada definiSimo

(2) X(@)=2 ¢ (o)ag,

i>1
gde su ¢g,¢,,... nezavisne slucajne promenljive sa osobinom

P(gj =i1)=% i a, =(2Lj)

_1
2

Slu¢ajna promenljiva X uzima vrednosti iz ¢, sa

verovatno¢om 1, i u novijoj formi nam je predstavljena od strane
N.Jaina i M.Marcusa kao kontraprimer za CGT. Iznenadujucéa
¢injenica je da X zadovoljava ZIL.

Teorema 3.2: Neka je X definisano kao u (2) Tada vaze
sledeca tvrdenja:

(a) P(Xec,)=1

(b) P(|x]=2")=1

(c) X ne zadovoljava CGT

(d)

X zadovoljava ZIL sa grani¢nim skupom

Kz{xkeco:Z(xk/ak)zsl}.
k>1
Dokaz: Ako je X definisano kao u (2) tada posto je
Iijmajzo jasno se vidi da vazi (a). Sliéno, iz (1) i
Inx, x>e
1 ,0<x<e

, lako sledi (b).

Da bi pokazali da vazi (c) i (d) pretpostavimo da su

X,, X,,... nezavisne kopije od X takve da vazi

(3) X, =2 ¢ ae,

i>1

1!

gde su {egk) U 21} SU nezavisne sluCajne promenljive sa osobinom

P(ef) =+1)=4 za j21 k=1,

Tada
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n j>1 n

sa verovatnoom jedan. Sada je {eﬂk)} nezavisan niz i zato
j>1

L((egl)+...+e§”))/n%) slabo konvergira ka Gaussovoj slucajnoj
promenljivoj g; sa ocekivanjem nula i varijansom jedan za svako
j=12,... Sada se niz {gj ] 21} neophodno sastoji od nezavisnih

slu¢ajnih promenljivih, i samim tim je nemoguce da CGT vazi.
Da bi smo videli da CGT ne moze da vazi, dovojno je primetiti
da nezavisne Gaussove slucajne promenljive {g = 1} sa

ocekivanjem nula i varijansom jedan impliciraju  da
P(Iim supg;a; =1j=1. Dakle, ne postoji Gaussova mera u na c,
i

¢ije su konatno dimenzionalne distribucije granice kona¢no
dimenzionalnih distribucija od L(Sn/n%), i ovim je dokaz za (c)

gotov.
Za dokaz tvrdenja pod (d) ¢e nam trebati jedna lema:

Lema 3.3: Ako je {ej:jzl} niz nezavisnih slucajnih
promenljivih sa osobinom P(sj =i1)=% za j=12,...,iako
e, +..+ &,

©) M ZSL:p (2nLLn)

1 !
2

tada za svako o >0
(6) E(exp{aMZ})<oo.
Dokaz: Fiksirajmo o . Kako su &;-ovi uniformno ogranic¢eni

sa jedan, (6) vazi ako za neko A

E(exp{aMf})«o
gde je
e, +..+ &,
M, =sup —, A=12,

Neka su Y,,Y,,... nezavisne Gaussove slucajne promenljive sa

oc¢ekivanjem nula i varijansom jedan. Neka je
Y, 4.+, |

1
2

(7) N, =sup , A=01,....

n>A (2nLLn)
Sada P(N, <o)=1 sledi iz ZIL primenjen na niz {Yj}. U
stvari, zbog ZIL imamo

(8) P(N,+1)=1.
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Kako je a >0 dato, sada biramo h(«a) takvo davazi + <h(a)<1 i

(9) angglog{ (o) }

1-h(a)
Dalje, po (8) postoji A, takvo daza A > A, vazi
(10) P(N, <2})>h(a)
Sada imamo
(11) E(exp{aN?}) <o, A2 A,.

Neka je Z, =(Yl+...+Yn)/n% za n>1. Tada je
p=L(Z,,Z,,..) centrirana Gaussova mera na R” i

u({zj} eR” :sup|z—“|)%<oo}=1.

n (2LLn
Neka je NA({zn})zsup|zn|/(2LLn)% za A=0,1...i{z,} eR”. Tada
n>A

je N merljiva pseudo seminorma na R” i kako je raspodela N, ista
kao i kod N, imamo da vazi (11) ako

(12) jexp{aﬁi} du<oo.
o
Poslednja nejednakost sledi odmah zato Sto vazi (9) a (10) implicira

ﬂ(NA < 2%)2 h(a).
Sada pretpostavimo da je {ej ] 21} dato kao u teoremi i definisano

na prostoru verovatnoée (€;,F,,P,). Neka su {Yj ] 21} nezavisne

Gaussove slucajne promenljive sa ocekivanjem nula i varijansom
jedan definisane na (Q,,F,,P,). Iz proizvoda prostora verovatnoée

(Q,xQ,,F,xF,,BxP,) i primetimo da {ej ‘Yj‘:jzl} moZe da se

posmatra kao niz nezavisnih Gaussovih slucajnih promenljivih sa
ocekivanjem nula i  varijansom  jedan  definisane  na

(leQZ,leFZ, P1><P2).
Stoga, zbog (11) i Fubinijevoj teoremi, za A > A, imamo
(13) o> E(exp{aNi})

2

el|Y1|+...+en|Yn|
=E, {E,{exp| asup
n>A|  (2nLLn)

1
2

Kako je exp{au} rastuca i konveksna na [O,oo) za o >0, Jensenova

nejednakost primenjena na desnu stranu (13) nam daje
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2
31|Y1|+...+$n |Yn|

(2nLLn)% ‘

14) oo>E qexp|aE,| sup
1 2

n>A

2

31|Y1|+---+<9n |Yn|

> E (exp| asupE, (2 m )
nLLn

n>A

1
2

2

&E, |Y1|+...+$nE2 |Yn|
(2nLLn)%

> E {exp| asup

n>A

2
&+ tE,

20
=E, 1exp| —sup T
(2nLLn)*

T n>A

Kako je o >0 proizvoljno, (14) implicira (6) i time je lema
dokazana.

Vratimo se na dokaz tvrdenja pod (d) i pustimo da X,, X,,...

budu nezavisne slu¢ajne promenljive kao u (3) Neka K oznacava

grani¢ni skup odreden kovarijansnom strukturom od X, i primetimo
daje K oznagenu (d).

Tada po Teoremi 3.1 sluc¢ajna promenljiva X zadovoljava ZIL
sa grani¢nim skupom K akko mozemo da pokazemo da vazi

S

(15) P o: ”(—a))L: n>1: jerelativno kompaktan uc,  =1.
(2nLLn)*

Kako dogadaj u (15) predstavlja rep niza X, X,,... iz zakona nula-

jedan sledi da vazi (15) akko za svako & >0

(16) Piw: {L@)l ‘n> 1} je prekriven sa kona¢no mnogo & -sfera
(2nLLn)*

centriranih u tackama u prebrojivo gustom podskupu skupa CO} >0.

tj. ako dogadaj iz (16) ima pozitivnu verovatno¢u, onda ima

verovatnocu jedan, i stoga se lako vidi da su (16) i (15) ekvivalentni.

Da pokazemo (16), fiksirajmo ¢ >0. Biramo « >0 takvo da
vazi ag’>2 inekaje c(a)=M (exp{aMz}). Po Lemi 3.3 imamo
daje c(a)<w.Nekaje Qu({x,})=D xe i My({x})=2D xe za
svako N =1,2,... i {x }ec,, i izaberki?:o N takvo da za kk;NN sledi
2C((X)S kagz/z.
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Koriste¢i ZIL u kona¢no dimenzionalnim prostorima imaéemo (16)

ako pokazemo P(€,)>0 gde je

(17) Ql{a):sup Qn% <e/2}.

Tj. Koriste¢i ZIL u kona¢no dimenzionalnim prostorima imamo

P(©Q,)=1gde je

(18) Q, = {a) : {H % n >1}Je uslovno kompaktan u IT,c }
2nLLn)?

Stoga, ako je {bj} fiksno gust nizu ¢, i @ € Q; N, tada

S, (@)
19 ——Z_n>1l,c Xec,:|[x—TIb.|[<e
) |2 e, fres o)<
gde je 1 (@) konagan podskup celih brojeva takvih da

Si(0)
20 ————:nx1;c xellc,:|[x—TIb;[<e/2t,
e EURRERS SR
i egzistencija 1(w) sledi posto weQ,. Sada (19) vaZi za svako
weQyNQ,, i posto vazi P(Q,)=1 dobijamo (16) ako je
P(%,)>0.

Da bi pokazali P(€,)> 0 posmatrajmo sledece

(n)

©)
& +.te
sup|Qy Lw); =supsup : ;k 8
n (2nLLn)? n ko (2nLLn)®
eVt +gl ©
=supsup —a, =supM
kn n (2nLLn)’ kzn

1 . . oy
(2nLLn)* nezavisne  identi¢no

gde su M()—sup|ek +.. +ek

rasporedene slucajne promenljive. Dalje, zbog Leme 3.3 imamo

0 > C(a): E(exp(a[M(k)TD za k=12,..
Tako sada

P(Q)= (supM a, <e/2j k>NP(M(k)ak < 5/2)

k>n

>, [l—c(a)exp{—a(s/Zak )ZH =T1,., [1—c(a)/k‘”z/2] >0.

posto je Zc(oc)sk"‘gz/2 i ag?/2>1.
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Kako (16) vazi, onda kao Sto smo i gore spomenuli, ona

implicira (15). Stoga X zadovoljava ZIL i dokaz teoreme je zavrsen.
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